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Algebra NUMERDS COMPLEIDS

Forma binomica de un

Numeros complejos
Histoncamente los numeros complejos nimero Eﬂmpifjﬂ

fueron mmiroducidos para. trafar ecuaciones
R Todo

=i : numero complejo z={x;¥) es
polintiiuiieg, Hits ez~ 1 =<0, que pasible expresarlo ¢como z = x + yi, donde

no tiene solucion real. S :
i =v—1 &5 la unidad imaginaria. Es decir,

El camino hasta su descubrmiento no fue

facil, ¥ su terminologia sc debe en parie a
esto; se les ha depominado nldmeros
“imposibles” e "imaginancos”, y la palabra

Ejemplo
EEa{BR) = 2 ST e

"complejo” da la impresion de que no son
algo sencillo de entender.

—“"“- g
e = [— 1.r' I=- -
Afortunadamentes, esa no es l& situacion W [ 1 1+J—t 2
getuall podemos inbroducirios de manera 3 )
relativamente elemental

v = {4 0)=—440i==4"

Numero complejo

Un nimero complejo z se define como el Definiciones
par ordenado de niimeros reales (x; ), es Para todo mimero complejo z = x + yi,
decir: se define:

o pimaro. x: parte real de z. Se denota,

Son niimeros complejos: i
z=(2;5) us= (n%]
w={(~1;42) v=(—40)"

. Eiﬂu:lmn:q:-lnjuz z ?l,
Re(z) = 3
Im(z) =—

OBS. 5
*Dado ol complo- - w=\Bith,

Al conjunto de todos los nlmeros
complejos se le denota como: C, es decir:
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NUMERDS COMPLEJOS

Igualdad de numeros

complejos Im 4
Dos mimeros complejos son iguales, si y Pla;b)
solo si sus partes reales y sus partes b R % e
imaginarias son iguales respectivamente, Es ] Afijo |
decir; si P |

z=a4+hi vy w=m+ni
nlonces: -

R :
i Polo |

Donde OF es el radio vector del complejo

Resolucidn.
Por dato:
2 =W Resolucién.
x—14+9 =6+ y% Paraz =3 + 2i:
Por definicion de igualdad de complejos: Libicamos:
x—1=6y 9=y’ 3 cn el eje real y
De donde: 2 en ¢l eje imaginario
r=7 vy (y=30y=-3)
Por o tanto, ¢l menor valor de x +y = 4. g
5 ____;;=3+Ei
Representacion geomé-
trica de un nimero com- i
plejo (diagrama de Argand) . 3 Re
La representacion geométrica se realiza en
un plano, al cual lo llamaremos Plano ¢ i Fﬂ'la“hﬁ— —4 =3

Cnmpleju 0 Hanu de Gnusu Durtdﬂ uf

~ —4enelejereal v
como ¢l eje Imaginano, '*'=. =, -.’:. =3 en el gje imaginario




Algebra
Im &
—4
1] Re
- . Al
W= =4 — 3i !

Unidad imaginaria

La unidad imaginaria es ¢l nimero +v—1
y s¢ designa por la letra {. Es decir,

Potencias de 1a unidad

imaginaria
Estudiaremos las potencias enteras del
nimero i, teniendo en cuenta las

siguientes definiciones:

= o P e
f=-1 {*=-1 0=-1
Beai il [Te== = —j
=1 =1 1%t

Se observa que las potencias enteras de { se
repiten cada cuatro veces, v se obtiene solo
uno de los cuatro valores:

f; —1: —i: 1

NUMERDS COMPLEJDS

En general:
= e VR
%=1 vkez

2. P+t ++it=0
S e T T T IR L A

e RN S A R L

"
#

En general:
B+ k=0 whET
S TEIER C U

R T R T e e p——
s S L B T i

-
|

Ejemplo 6.
m %% =1, pues 32 s miltiplo de 4,
%% = 1 pues 2016 &5 miltiplo de 4.

T =P () =

Ejemplo 7.

Christiarm Huertas



HLLIMERTE ST
F =i i 4 e O g T
L

F = (0 4 2T
S= @ o (TP msauibiindz4)

i
F=0-k
Par o tante, § = i,

jemplo

COTEL D b s

[Ex aguel aompildie gue cavene de porte

: imaginasia; @5 dedit, S pare imagnar
i pindten walloudlar ek
= g g gy e T
Beouenile:
=1 .~ -
D=1-2=F - R AHILIRC SN EInamG purt
B=1-2-3=6 s aquel @ampilgio que camge de pane

=12 Bt =24 =& fasmihilnte 4 mesiil; 6 dleic, s parte wedl 08 o,

i
=
-

0 =8  (esmoiihde 4

= s [

e Es aguel aompilsie dendle su pane medl
:£F*F+ﬂ”+n“_+f*+_+gi

T141&4-~41
E’ﬂmn:lm
E=ji—=1—147 ”
z=54i

o Belz) 4 lmiz) =5+1=6




NUMERDS COMPLE.IDS

Ejemplo

TR

Resolucion.
Se tiene ¢l complcjo Representacion geome-
z=(x+1i)? j
S ST tricade: z, Z ¥
z=(x*-1)+2xi
Como z es imaginario puro, enlonces
Re(z) =0
x¥*=1=0
¥
xr=1o0x=-1
Por lo tanto, ¢l menor valor de x es —1.

Relaciones entre

numeros complejos

Dado el complejo z = a + bi, se definen:




EJ:

-
5

B il

NUMERDS COMPLEIOS Algebra

Operaciones con

numeros complejos

Sean z=a+bli y w=c+di

nimeros complejos, definimos:

a4c)+(b+d
S e B

3 Multiplicacién

zw = (a + bi)(c + di)
= ac + adi + bei + bdi?
= ac + (ad + bhc)i — bd
= (ac — bd) + (ad + bc)i
Es decir,

4 Divisién

Para dividir dos nimeros complejos en

forma  prictica, multiplicamos  al
dividendo y al divisor por el conjugado
del divisor:

z _a+bi c—di

w c+di c—di

‘%* _ac—adi + bei — bdi?
‘ j;_-. = ez — (di)?
} _ac—adi+ bei + bd

-

2 +d?

dos

el

L] (ac + bd) + (bc — ad)i

£* 4 ¢d?

Resolucion.
mztw=2+5i4+44+2(=6+7Ti

moz—w=2+50—(4+20)
=-2+3i

m ozw = (2+50)(4+20)

= 8+ 4f 4+ 20i + 10¢*
e 1]

= -2+ 24i

z 2450 4—2i
w 4+20 4-2i

=10
8- 4i +20i - 10i?
T 4 —(20)°
18416
- 16+ 4

18 + 16
——
20

N $
10 5




NUMERDS COMPLEJOS

Modulo de un numero

BRI " Y=

i__.J _-_ 5 .__::; :.i'-Es
i e A T

| - L |- [} r.1x_. ‘- |_:! 5}
I = Mol . -|‘_'
i e e -'-':T
[ FRLTIHE 15 Sl e
.'_ = s i k- "':t:-.';-.'.-.;. L---."-."ﬁ: & 5
Hig- ===l e D T =
:ll _:erzm_m.ﬂmp}e‘[u_nﬂﬁ_:_. = e
| e P Ty | |:|_:. ; -ta:',:::_l;‘_ - 3 i i

31 1 - R s Vemos que ¢l médulo de z, es un nimero
real no negativo; es decir, [z] = 0, vz € C.

Ejemplo 15,
o Siz=3—4i

1:1#4}314-{—?15:;4&_5:-5_

Ejemplo 14,

Resolucion:

Por dato, el complejo

_3-2ni
T 4-3i
Aplicando la consecuencia 1, se debe
cumplir:

4 es real

be = ad
En nuestro caso:
(=2n)(4) = (3}(-3)
—8n=-9
9

n=-—
8




NUMERDS COMPLE.IOS

Ejemplo 16.

Resolucion

Por dato:

lz| +z = 3—+3i

Como z € C, entonces 2z = a + bi:
a*+b2+a+bi=3—+3i

Por igualdad de complejos se cumple que:

vai+bi+a=3y b=-3

Jor+ (V3 +a=3yb=—3
Va?+3=3-a
Elevamos al cuadrado:
vai+3 =(3-a)?
a*+3=9-6a+a’
a=1

Lucgo,
z=a+bi=1—+3i
Por lo tanto,

=JJ1=+[-4§}1==.:E=&

Algebra

Ejemplo 17.

Resolucidén:
Nos piden hallar |z|. Es decir,

(2+30)*-V1-1
(V5 +2v2i)' - YT+1
Aplicamos la propiedad 6:

|2 +30)* - ¥T=1
(V5 +2v20)" - YT +1]
Aplicamos la propiedad 5:

e (2 + 304 |VI=1
||:~.r’§+ zﬁ:)z[- |V1+i]
Aplicamos la propiedad 7 v §:

|2 + 3i]*- ‘,.f‘|1—i|
V5 +2vZi| - YT +1]

V2T + 37 "f\l'-.,.l' 1244 (=1)4

|z} =

lz| =

lz] =

Izl =

VB + @) VT T

viz'- V2

'm’*r

Simplificamos:
lz| =13

1zl = 13




NUMERDS COMPLEJDS

Resultados notables

A continuacién  mostramos
resultados que se deben tener presentes, ya
que se utilizan a menudo:

algunos

'"f' Resolucidn. Se tiene la expresion:
: L 14
'f‘l_ B S
T 1_51;1 1+(—i)
1+
e
T1=i
1+i
También: 1=t

Forma polar o

Ejemplo 18 trigonometrica de un

numero complejo
Consideremos el plano de Gauss y

Resolucion. ubiquemos al complejo z=a+ bi con
Tenga en cuenta: a>0ybh>0.
2i=0+07
Im &
Luega,
o e o z=a+ bl
Jltl-f}m=J:{1—i (1+i0)?
g X - |zl sen @
diferencia de cuadrades
[=ra3 2 [|L a —R:
S | |z cos 8
=20 -
J+i)2 rifico se obtiene:
75 a = |z|cos#
=141

= |z| sen@




N(MERDS COMPLEJOS

Lo reemplazamos en
z=a+bi
z=|zlcosf + |z|senf - {
z = |zl(cos@ + isen )

Por lo tanto,

Es la forma polar o trigonoméinca del
complejo 2z, donde al dngulo 8 se le

denomina argumento de z y se denota
por

8 = arg(z)
Notamos que de la definicion se deduce
que el complejo z tene infinitos
argumentos.

Argumento principal

El argpumento @ medido en sentido
antiorario ¥ menor que una vuclta se
denomina argumento principal de z. Se
denota:

Cualgquier argumento de z sera;
arg(z) =0+ 2km, k€ E

Es decir,
arg(z) = Ars(_z) + 2kn

Ejemplo

Resolucion.
Paraz =1 ++31i:
A
8] 1 -
g
Arg(z) = 3
lzl =2
Luego,

T T
2= E(ms§+ i seni)
¢s la forma polar de 2.
En general, z puede ser expresado como:
n
g=73 [cus (-i - E.lm]

+ [ sen (g + Ek::)]

3r

(w) = 3

jw] =+2
3n 3
‘E(cuﬁT + {5en T)

polar de w.




NLMERDS COMPLEJOS

OBS.

Podemos también usar la  siguiente

notacién: w
Ejemplo

Luego,

Resolucion.
Aplicamos el teorema anterior:

m=ﬁ-2[cus(%+%)+isan_(%+r—; )

= 12 (EDE%-I— iseng)

= 12(0 +{)

= 121

Consecuencias

Dados los complejos:
z = |z|({cosa + i sena)
w = |w|(cos 8 + isenff)

Entonces,

Chrisbam Hudrias



NIMERQS COMPLEJOS

Ejemplo 23.

Resolucidn.

1 3
Se tiene el complejo z = 5 + %I

Lo representamos en el plano de Gauss:
b

F
5 | I—
2

W

i
1
2

Arg(z) =

i A

lz] =1

Luego,

zZ= l(msg+ i sen%)

Aplicamos el tearema de De Moivre:

457 &45m

45 = cos—— + [ sen —
& cix 3 5En 3

=cos15r +isenlSn

=cosm+isenm
==14+f:0

Por lo tanto, 2*5 = =1

Ejemplo

Resolacion:
Nos piden:
J=2z2" 4277
Por dato:
Zz=cosa+isena
Elevamos a la 7;
z' = (cosa +isena)’
Aplicamos el teorema de De Moivre:
2 =cos7a+isenTa ..(+)
De 1gual manera:
z77 = ros{—Ta) + i sen(—7a)
z7" = cosTa —isenTa .. (x=)
Sumamos (*) con (=«):
2" +z77 =2cos7a

Por lo tanto, | = 2 cos 7a.

Exponencial compleja

(Farmula de Euler)

Se define la exponencial compleja gld
COmo;

donde:
¢ es la base del logaritmo neperiano.
@ es el argumento medido en radianes.

{ es la unidad ymaginaria.




Algebra

COS5 — -H X
3 52113_

ﬁ
T

] eif

h-‘rll-

m ™ =cosw+isenm
", =]

De aqui se obtiene la famosa identidad de

Euler;

eM+1=10
Notable por relncionar cinco nimeros muy
utilizados en la historia de las matemdticas,

2Rl " :
m eV =_Fﬂ-511k!r_+:seufkn‘, kei

e = Yk ET

Forma exponencial de

un numero complejo

Para todo nidmero complejo 2z = a + bi,

NUMERDS COMPLEJDS

Resolucidn.

Paraz = 1 + [ se tiene:
lz| =+2Z y Arg(z) =::~
Luego,
z=+2 e

esta escrito en su forma exponencial.

Propiedades

1. &~ = cos@ — isen®

2 {EEE} e n e
e 4 g Pl
3. cosl=
2
g%l — p 8

su forma polar esta dada por:

z = |z| (cos @ + i senf)

Luego,

Pmlmmnﬂqm

Christiam Huertas



NUMERDS COMPLEJOS Algebra

ef = E:ﬂfﬂ

= g% e

=e*(cosy +iseny)

Resolucion,

Expresamos cada factor en su forma
exponencial;

Para 1 + i:

T m
1+i=+v2[cos=+ isen-—)

4 4
= ﬁg%‘l

i m
Puara cos;— isen 3

LN
cosz—isenz =
T, 14
= [l:us {:— 5) 4+ isen (_E)]
— 1 -E-E'
Luego,
S T
= (1+1)(cos3 ~ isenz) Radicacion de
=VZed' 73 numeros complejos
= e Una raiz enésima del nimero complejo
- =a+bi
= /2712
V2e = |z|(tos@ + isend)
esth escrito en su forma exponencial. = |z]e¥

es el nimero complejo w tal que w™ = z.

i T Es decir,
Definicion ——

Dado ¢l nimero complejo z=x+ yi. El &
niimero e se define como: S




Algebra NOMERDS COMPLEJDS

Teurema et Regla practica para hallar la raiz
' ; it cuadrada de un numero complejo
Dado el complejo 2 = a 4 bi, entonces

Es decir, se obtienen n raices:

W, Wy, Wi, oo sWng

Ejemplo 29,

Resolucidén.
Se tiene el complejo:
z = =7 + 24i

Resolucidn.
Para z = =1 4+ v/3{ se tiene;

donde:
Re(z) ==7=a

2
sl =2 y Ar(g)=— Im(z) = 24 = b
Luego, |2l = T ¥ 282 =
Wy = vz Utilizando la regla prictica, se sabe que:

33 Zn '33| +a |z| - a
+ 2k 2km = .
=ﬁ(mT—i—+isenT—2—) vz i( 2 +ix) 2 I)
para k = 0; 1. 5 ==
-E=:l:( ‘25 ?+(+} ‘—25 ¢ ﬂl)
- = 2 2
Vz

k=0: wy= ﬁ[ms—+!sen—)

: =i[~.f§+-f1_5i)
=2 +£i
= (3 + 4i)
k=1:w,=+2 —+.f. a‘“ 1~3 4
s ( o i ;) ra“'""*{ - i;:-;— 4

1 B 1.‘?‘ L | _’f?."
) ?‘(#"_‘) Lh-tlli* %
Q R

=

r




3.

Resolucion,

Para z = 4+/3 — 41 se ticne:

1lim
|zl =8 y Arg(z) -
Luego,
wk = ﬁ
11w 11x
—+ 2kn + 2kn
= ﬁ(cus—ﬁ--——-+ !senT_)
3 3
o (m=11r+ 12km e 11 + 12&1'1')
18 DIy
para k = 0;1; 2.
Si k=0
= 2{cos =+ isen ")
Wy = 2| Cos 18 1sen 18
Sik=1:
E( 11z 11m
wy Ccos g + L 5en 3 J
Sik=2:
B 2( 35:'r+ : 35
Wa = 2 | COS 18 isen 18

Raiz enésima de la

unidad

Sea el complejo

z=1
se puede expresar como;
z = cos 2k + i sen 2w

enlonces,

NUMERDS COMPLEJOS

Alpebra

Ejemplo

- N
CHALL L - Ak

Resolucion.

Nos piden hallar Y/T.

Die la propiedad anterior, se sabe que
wrEi-aes s

donde: k = 0; 1; Z.

k=0: wy=cos0+isenl =1

o)ysuade|es/woo 1aj3im}

2n in
k=1: w1=cnsT+fsen?
__1.¥3
WETE T2
k=2 -.:sﬁlﬁﬁr-lﬁiemIT
= 2! W, =Co 3 sn?
__1_ 3,
W 7 EI
Luego,
wy =1
1 3
gh'rl_= W;-—E-FTE
1 *.I"Ef
e T
1 V3
'W1=“E‘+-'E—I=w




Algebra NUMERDS COMPLEIDS

entonces, Vw4 D(=w)=7 =~
i S R T W EwA D) H1
==5"3 " =
Luego, las raices cibicas de la unidad son: WE W=7
1 wy w? =(w3+w+‘11+1
Se cumple que o n

Ejemplo

Interpretacion

ceométrica de las raices
ctibicas de la unidad
Las tres rajces clibicas de la unidad:

Resolucion. 4
. 1L, wyw

Como w es la raiz cibica no real de la . .

it - s comiolen: tienen el mismo modulo, y por tanlo sus
= ) afijos estin sobre la circunferencia

1+w+w?i=0y wi=1 Lo
unitaria.

Entonces:

w' =(wiw=(1 w=w M

w? = (WPw? = (1) w? = w?
w=(wi=01yP=1

wi = (w¥Pw = (1w =w
wit = (W3)w? = (1Pw? = w?
Wiz = (Wi = (1)*=1

wid = (wi)'w=1)'w=w

wit = (whtw? = (1)'w? = w?

Reemplazando:
U =1 = ]
(w?+w)(w+1)(1 +w?)— ?%4-“:*:-
w2 +w+2 s o F -'




Problemas resueltos

Problema 1.

Nos piden hallar
j=t+iz_ia,m,f:n
Por propiedad de multiplicacion de bases

iguales (los exponentes se suman)
j = jlt2+3+-430

Ejemplo 34,

Resolucion. Se sabe que: iy
24| = |23| =+ = |2y3] =
- I’L‘,;'EE = {465
=4 = e
= 1] = {464 . 1
=1 =g
Azl + lzl + o+ 2] =12 i
=i

Por lo tanto, ¢l valor de J es [.

Problema 2.

Chnstiarm Huera:



NUMERDS COMPLEJOS

Evaluamos ¢l polinomio
Py =225+ 37 i 24

para x = i:
Pp=i+ iz + i + oot j2012 4 j2013

Luego,
Fl!‘.l - [ £013

= [2012+1

= f2012  §

Pﬂr les iﬂ.ﬂm. .P{u =1

Problema 3.

Resolucion

Por dato
(1+Dx+(Gi—-2)y=—-4+17i
Operando se obtiene:
X+xi+5yi—2y=—4+17i
Agrupamos la parte real v la parte
imaginaria respectivamente:

{(x=2y)+ (x4 5y)i=—4+ 17i

Por igualdad de complejos se cumple que i

{x—E}r=—4
x+5y=17

| &

Bt

. Restamos: Ty=21
y=3
De donde x=2

Por lo tanto, y* =32 =9

Problema 4.

Resolucian
Como el complejo z es imaginano puro,
entonces su parie real debe ser cero.

Recuerde:

Por dato:
54 (b+2)i
-3
entonces
Re(z) =5-(b—1)+(b+2)(-3)=0
Shb=5=3b-6=10
2b—-11=10
11
beT
Por lo tanto el valor de b es 11 /2.

r Chiristigm Huortas
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Problema 5. Nos piden hallar

“alcule el valor de 1a sipuiente expresion T o) o o0 i o i ol s o oy i o e
- S — T={ ST P

Vemos que Ja suma de dos términos

consecutivos slempre €s cero.

Como:

101 = 2(51) -1
: Entonces en z hay en total 51 sumandos.

Nos piden calcular o
E=V3+ai+V3-4 z=0+0+0++0+0%
Elevamos al cuoadrado: g = {101
E*=(V3F & +V3—4i) 7z =199
z=1-i

E'=\3TE + 2T+ a3 —a e
VI -4l Por lo tanto, z = L.

E2=3+4i+2/(3+4)(3-8i)+3—4i

E* =6+ 2,/32 — (41)* Problema 7.

E*=6+2V0+ 16

E* =6+ 2V25
E? =16
Por lo tanto, £ = 4.

Problema 6.

Resolucion

Reemplazamos los valores de 2, z;, 23 ¥

Resolucion

Recuerde:
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142i=(=5-1)

{ e
= +2-= _ | e=w)(z=w)
12 + 2i 2 J[i—fw}m
20— (=5+10) i
= mex T2 _ | -wiE-w)
|6+ H_il Ja-aw)(1-2w)
206+ 1) 2 z
= ..];..|. z_ii — FIEHEW"WEJ'WW
: . 1 2% — 3w+ Twzw
5 i
2 2 2|2 — 2% — wE + Jw|?
G2 ey 1—2W —&w + [z)*|w]?
=-.,,|(-E-) +(T) Reemplazamos el dato |z]| = [w]| = 1.
26 _ [t—zw—wi+1
=~J"‘_ T l-zw—gw 1
VZE =
T m——— T —w
2 -
Par lo tanto, |1—fw|_1

Resoloeion

Problema

Mot e i
|r—w h, | z-wr Se tiene el complejo:
1- zwl J'1— 2w (ab+ 1+ (a—b)i)(be + 1+ (b—c)i)
— L= (ac+1+ (c—a)i)
E'\m s para llevarlo 2 la forma
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(@b + 1+ ai — bi)(be + T+ bi — ct)
{ac + 1 + ci — ai)

Agrupamos convenienternente:
(bla—D) +ila—i))(clb— i)+ i(b—1))
(al[r: — i)+ i(c— fj)
Factorizamos en cada paréntesis:
g=(a—-DBE+b—i)c+i)
{c—i)(a+1i)
Agrupamos convenientemente:
Da+i)(b+i)(b—1i)
(c+i)c—1)
Aplicamos la diferencia de cuadrados:
z=(a? =3B - iY)(* —iP)
z=(@@+ DB+ +1)

z={a—

ER
Es decir, el complejo 2 tiene la forma:
z=x+0i
Por lo tanto,
Arg(z) =0

Problema

Resolucion

Se tiene el complejo:

Alpebra
gzl = (ﬁe.%‘]z
3 ‘JFWJE‘?;-!

Aplicando la formula de Euler:

22=12¢c 2ﬂ+£senzr)
- (“55 5

Sumameos 2:

2 2
24+ 2= 2(:us?n+is£-n?“)+2

A

" A :
= VIS N ~
£ t:.:.' am I = 'I
Lo elevamos al cuadrado: <y lenl&d
CLLIVIEN
= e T N e
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NUMEROS COMPLEJDS

Universidad Nacional

de Ingenieria (LNI)

Problema 11.

Resolucion

En la ecuacion:
o4+ 3 2i
=—=2i
—4+1 2z 2
Sumamos 1:
5+3:+1-2[ 2041
—4+1 =z
54+3i—4+i1 2i -
131 —;:I'-EJ."I'].
1440 2i i
_"'l't'i Zp
{—4
(14 4 2i
—'_—"'—"'-_-.-‘——_[
T A T
1 2
g
o
210
—f=——2i+1
Za

Cancelamos (1 — ) en ambos lados:
1—i

=1
£y

De donde
zn=1—1

Lo reemplazamos en fi,y = x* — 3x + 3:

fiae) = fa-0
o ¥ Eadl b 0=

= —2i

3(1—-i)+3
=3+43i+3

Por lo tanto, fi; 5 = L.

Problema 12.

Se quiere hallar ¢l valor de
T ey 77
[:cusE+IsenE}
Pero se sabe que:
4 T
EﬂSE= 0y EEII'E= 1
_=A o
2y azamos:  °
'{:‘h;‘_l“_i i Py i 1377
PNHO B
GiIkid ol
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= {7641

= 4+

Problema

={
Por lo tanto,

(Eﬂsg+ [smg}n =i

Problema 13.

Se ticne el sistema:
(A+idz—w==(1410 ..(1)
- 2iz+ (1=Dw=i  .(2)
Recuerde:
: Multiplicamos (1) por (1 +i):

(1+z=(1+Dw=~(1+I0)?
iz—=(1+Dw==2i ..(3)

(2) -3

(1-Dw+ (14 Dw=3i
w—iw+w+iw=3i
2w = 3i
3i
W= —
Por dato, 2z, v 2z, son las raices del 2

complejo z, entonces, por la propiedad  Reemplazamos en (2):

anterior: i

: 215+(1—!}-EL=I
Ztz=10 2

Por lo tanto, 2[;+%+;=1

(7 +2) =0
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Resolucidn

Multiplicamos por —i:
31

z_———l—

2 2

Por lo tanto,

Problema

Se tiene el complejo
=:LE+1+L'=:— 1
iz—1 fZ+1
Por Legondre
_ (z+1)2+ (iz—-1)?

(iz—=1){iz+1)
Diferencia de cuadrados

B 2((iz)* +1)
(iz)2 -1
_2(=z"+1)
= e g
_2=2%)
=
— =31 —z%)

T 1422
Reemplazamos 2 = cos @ + i sen B:
_ =2(1~—(cos#8 +isen %)

~ 1+ (cosB + isenf)?

_ —2(1 - (cos? @ — sen8 + (2sen B cos 6))
~ 1+4cos?@—sen?f +i2senfcosh

W

Recuerde:

En el problema:
~2(2sen® @ —iZsenf cos8)
2co5* 8 +iZ2senfcosf
Cancelamos 2:
—2(sen® @ — isenf cosf)
= cos?@ + isenfcosh
—2sen (senf — {cosh)
cos B (cos8 + i sen )
-Ztan @ (sen 8 — { cos §)
cosf +isend

Christiam Huertas
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|-2tan# (sené — i cos )|

H'II"|'|=| cos @ + i sen 8 |

_|~2tan#é||sen® — icosd|

_ lcosd + i sen 8|
2itanf] -1
=-t_1.,..|._..= Z2tan @

3m
Como 8 € {m; ?}.entunn:es, tanf >0

Recuerde:

|sen 8 — i cos 8| = \/sen? & + (—cos )2
= vsen’ B + cos®
=1

Similarmente:

lcos@ + isenf| =1

Por lo tanto, [W| = 2 tan @

Problema 16.

F il .._ =¥

Hesolocion

MNos piden el complejo z en su forma

polar.
Por dato:
|%i] = 4
[£11i] = 4
lz] -1 =4
lzl =4
También
Arglz(1+D)] =3
Arg(z) + Arg(1+ ) = >
Arg(®) + Arg1 + D) =3
:
De dande
Arg(2) =7 =6

Se sabe que un complejo z en su forma
polar estd dado por:
z = |z|(cos 8 + i senB)
Por lo tanto,
T m
z = 4(:&5 7 + .EsenE]

Problema 17.
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Hesolucion

Por dato:

lefl =1y jzi<1
Reemplazamos z = x + iy:
le*t¥| <1 vy |x+iyl| =1

le*e™] =1y xi.l.}fagi
4
et< 1yt tyi<i
e*<e’ y x*+y*<1
x<0yx*+y*<1

Grafica de la relacion x < (:

Gréfica de la relacién x* + y* < 1:

¥ 4yt=1

Intersectando ambas regiones se obtiene:

e
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Problema 18.

Nog piden calcular
A=(1+D+2+)+EB+)+
+(4+ i)+ (dn + ')
Agrupamos convenientemente:
A=(1+4+2+434--+4n)+
E+E+ 1P+ +i")

Donde:

4n(4n + 1)
2

mi+P+i34++i"=0

m1+243++dn=

Recuerde:

Por lo tanto,

4n(4n + 1)
2
= 2n(dn + 1)

+0

Problema 19.

Rezalucidn

Se tiene el complejo
- (1+itan@)’
cos78 + isen78
Lo cxpresamos en funcion de senos y
COSENos:

¥
(1+ izt

= 0570 + isen70

cos 8 + isen @y’
z=( cos
cos78 + isen76

(cosf + isen @)’
)

2= 0570 +isen70

Aplicamos la formula de De Moivre:

cos78 +isen78
e cos’ @
cos78 +isen78

Simplificando se obtiene:

=sec’ 8

Z=—
cos’ 8

Por lo tanto, z = sec’ 8.

Problema 20.




Resolucion

Por dato se tiene las relaciones:
lz=2—=il<3 v |z+2-1i|£3

lz—(2+)|=3 V |z2—=(-2+10)|<3

e z-(2+0)|=3:
Representa un disco cuya frontera es
la circunferencia de centro z; = 2 +
y radio R = 3.

(3 |z— {—1+”| = 3:
Representa un disco cuya frontera es
la circunferencia de centro z; = =2 +
[ yradior = 3.

Al unir las dos regiones se obtiene:

Im(z)

Nos piden calcular el méximo valor de
|2, — 23|, Pero |2, — z;| es por definicion
la distancia entre los complejos z, v 2,.

Del grifico, la mayor distancia entre z, ¥ |
z, se da cuando 2, v z, son los :xtrtﬂiﬁ N
del segmento de recta AR quepmw{ki-__.

centros. Es decir;

NUMERDS COMPLEJOS

Por lo tanto,
218 = (—5+0)(5+i)=

Problema 21.

Dut&lmmahrqmmm@nmmémde
todos los plmtmd:l pllnu-‘mmplqnqtuu

ﬂtlafmm Ta nnndmﬁr.i. .

=—b+1lyz=5+i

—4b

lz=1] <6—|z+1]

-"ﬁ-zﬁ}'

f3 ﬂ}

| :H’EW_-
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Resalucion

Por dato, se tiene la relacion
lz—=1l=6-|z+ 1|
dondez =x+ yi € C.

Es decir,
lx+yvi—1l<s6—|x+yi+1|
x—1) +yil <6—|(x+1) +yil

Vx—12+3y2 <6—(x+1)2 +y2
Elevamos al cuadrado:

JG-DT+y s (6-VG+ 11'=+.1r"JIz

(x—12+y*<36—-12 +(x+1)?
+y
12y < 36+ (x+1)*—(x—1)°

12/(x+1)2+y* < 36+4x

Sacamos cuarla:
3Jx+ 1) +y2=9+x

Elevamos al cuadrado:

(3V&FDT+77) <@+
9((x+1)*+y%) = Bl +18x +x*

42 +1+y
Bx? +9y* <72

Dividimos entre 72:

1.2 },2

9 i B =1
Le damos forma:

2 2

e

3* JB
Vemos que la frontera de la regidn es la
chipse

II £

34 ,",'E
degjesia=3 y b=+E8=2+2
luego, la relacion:

it z

b 4
+—==1
g
esta representada por la siguiente region:

242

2v2

Siz = x + by, grafique todos los puntos en
o P‘ﬂ“ cartesiano que representa el

z{l——l*:a- ]

Chiriatiam Hisertas
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|(x—1) +¥il
|(x+ 1) + ¥il
: G-y _,
x4+ 1)2 42

Elevamos al cuadrado:

B)
(x—1)7+y*

>9
s (x+1)2 +2

s ‘ X =2x+1+y°
: 8- T = 224+ 2x+1+y2
o

v r=4f3h’5" - - x2—2x+1+y* > 92 + 18x + 9 + 9y*

>9

) il 0 > 8x% + 20x + 8 + By?

Dividimos entre 8:

5
D:hx=+-jx+1+}f=

Completamos el cuadrado, para eso

= 5 05 E en ambos lados:
Eoo5 a8 5 25
i +Ex+l—§+1+y -:{}+E
L 5,2 9
G (s+3) +r<g
- Vemos que la frontera de la region es la

circunferencia de ecuacion:

(3 2= ()

cuyo centro y radio respectivamente es:

, 5 3
Resolucio = == =2
esolucion c { 4'0]' r 3

Por dato, se tiene |a relacion luego, 1a relasidn

F

UNI 2006 - 1i

-1
< I}a L% 9
z+1 (x-h;) +yt < —

dondez =x+ yi 35
: Al estd representads por la siguiente region,
Es decir, 1

donde no se considera a la frontera por ser
un# desigualdad estricta:

|x+ye'—1
XxX+¥vi+1l
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A Vemos que el complejo que equidista de
Zy, 23 ¥ Z3 ¢ ubica en el centro de la
. circunferencia; en el grifico anterior, el
(0;0) centro ¢ se encuentra en la bisectriz del
triangulo formado por los afijos de z,, 25
y Z3. Luego, el argumento del complejo es

n/4.

Problema 23.
d Problema 24.

Kesolucion

Hesolueion

Se tiene los complejos:
z;—E Nos piden calcular
y =
. | ' 1 1 A" 1 1oy
z =2 R=(\—@+?i) +(—-:I,—_-+T)
3!—3""-(':':'5 ""55‘3“4) 3+3i donde n = Bk y k € Z*. Entonces
I i e R
i SOT Al il
R (ﬁ+ﬁa) (rn,_:)
Acomodamos convenientemente:

] Hn(%[1+i])“+(—%(—1+ﬂ)“
e )]

= S+ “+E[-1+i)1r

=| [m]“r + [%{—Zi}]“
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i RGN
" ~(d) T o

Por lo tanto, R = 2 ey N
=20, o)

Problema 25.

Problema 26.

Resolucion

Se tiene el complejo

Kesolucion

Se pide hallar el complejo W=
Tk
z=(1+i) 73 _ [e0s12° + isen 12°]*[2(cos B + I sen 89"
en su forma polar, "~ [cos6® + i =en 69111 [sen BO® + i cosBO°]
cos 10 +isen 10°
Se sabe que:
A L Recuerde:
1+i= {f(ms-4-+fsen1-[)

=7 e¥

Lo reemplazamos en z:

n+m

i=(VZ-ed) °
(V2-&¥)

Christiam Huartas



NOMERDS COMPLEIDS

Recuerde: En este caso, z = —2; entonces,
Reemplazamos;
F
—2
rz, = ﬁ(ms£+isen£)
Lo aplicamos en W: 3 3
= " —iﬁ( :r+21'r_r.i 7r+E‘.rr)
w_\f'i (cos 136° + i sen 136°) ={2;=V2(cos— sen 3*
- ' + 4 +
umﬁ?ﬁ" + isen76° e ﬁ(cnsﬂ 1r+ isen“- : :IT)
W =2 Z(cos60° + isen60°)
Luego, la rafz cibica de —2 de mayor
s
_ 95 e =
W=2 ﬁ(cusa-!-wen:) to principal es
w
2 . 5 5
W=32y2-e5 Zs =ﬁ(:ns-£+isen.£)
3 3
Problema 27. Por dato, debe ser igual a 'Va + bi; es
s S . - d:c'ir a

'!hl"_(cnss—n+ [ sen ;) Wa+ bi

Elevamos a la 18:
?ln(l:us—+isen ") 1q.l'::+.!:|-.‘i

2%(cos 30m + { sen 30m) = a + bi
2%(cos0+isenl) = a+ bi
25(1+i-0) = a+bi

254+ 0i = a+bi

e
Recuerde: a=2"y b=0
] Por lo tanto, a + b = 2°

dnnd:ﬁese]a:glmlmmplmmpu]dtz

Lhristiam Huerta:
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Problema 28.

Resolucion

Al analizar cada proposicion se obtiene:

1. Falso
Se tiene la ecuacidn
Mm_1=0
2% = ]
et

in 2t

Por simple comparacidn;
n=2kr, keZ

=8

Es decir,
n=0; 2n; 4w Lém;..
Vemos que las soluciones de la

ecuacion no forman un poligona’

CONVEXD.

11. Falso
Veamos un contragjemplo:

: T 3n w
Como & € {E - T}, tomemos § = 3
Reemplazando en

e = a + bi

x
el =a+ bi

T n
- f - =g+ hi
msz+ SEnE 4

O+i=a+bi
De donde,
VZ

a=0yb=1&(>1)

IIl. Verdadero
Comoa, SBE(lh2n) vy f>a
Ademss, cos(a) = cos(f), entonces
a+pf =12In

de donde
pletBli — gomi _ 4

Por lo tanto, solo 111 es correcio.

Problema 29.

ﬁmﬁmnﬁmmmwﬂﬁm:ux+m-. :
5runf+@.;p Oylosconjuntos
A= {fflf lfel:”iﬂﬁ!}
3—h=f1wfm¢mzm“

! ""z#hmmh rificas representa.

iyl

e

A
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-
D) 2
TF P
E)
No hay clave

Christiam Huertas

Resalucion

Hallemos las regiones determinadas por

cada conjunto:
A={z [ 1< |Z+4i]<2]
De aqui:
I<|E+4i| <2
Reemplazamos z = x + fy:
l<|xFyi+4i|<2
1<|x—yi+4i| <2

1< |x+(—y+4)i|=2

1 El,,r’ﬂ +(=y+4)2 <2
Elevamos al cuadrado:

1*<ax? +(y—4)% < 22
Relacién que penera una corona circular
de centro ¢=(0;4), radios r=1 ¥
R=2

Ahora en el conjunto B:
B={u=+x—iy / lu+4i| =0}
donde x > 0.

Como |u+4ij=0 es verdadero para
todo u, entonces B es el semiplano de

puntos (x;y) tal que x>0, como se
: ' traen la figura:
mﬂzmn,l " e
s L~
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Se tiene el sistema
|z —3i| =2
Y=t =

En la lera ecuacion:
nshko |z—3i] =2
Reemplazamos 2 = x + yi:

lx+yi—3il=2
lx+(y=3)i|=2
JeE+(y-3P=2
Al cuadrado:
224+ {y=3¥=22...(%

twitter.co

Al intersectar los las regiones 4 v B se
obtiene:

De la 2da ecuaciom:
y=—x2=1
x2=y—-1..("
Lo remplazamos en (*):
¥—14+{—3) '=z=
y—1+y*—6y+9=14
Hooysenesvconic Yy —Sy+4=0
Factorizando por aspa simple:
r=1)y—-4)=0

De donde
y=1vy=4
Reemplazamos en (**):
Siy=1:
22 =0
x=0
ego, una solucion es: (0;1)

Christtam Huertas
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Se obtienen dos soluciones mas: 5 z JE 2
(V3:4) y (—V3:4) (9 o (T‘)
Por lo tanto, la suma de las ordenadas de Operamos:
las soluciones es: @+ D)(-i—v3)
1+4+4=9 E= 1,3 - (&)
e
Problema 31, Pe ‘f‘ﬁ;‘-l*ﬁi

(1-+3) - (1 +V3)i
E= 5
E_[l—ﬁ}—(1+~.ﬁ'}1

= 2

= 1—J'3'_1+-E£
R 2

E

Entonces
1-+3
2

lmm=+—“z“'r§

Expresemos (A) en su forma polar:
(1+(-i—+3)
E= 3

Re(E) =

Tenga en cuenta que;
m 1+i=1Zed

] —ﬁ—imie?Tﬂl

Resolucion
| Resolucion | B

Se tiene la expresion
VZV2i 0 VBV Reemplazamos en E:

T P
- VZeT . 26 E"
E= 2 p2m

E = y2ela+s2n)t
b= ﬁa"%
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Luego, en las proposiciones: (x-1P+@-17=1
l. Verdadero se puede expresar como:
1. Falso lz—2,] =1
1, Verdadero Donde
z=x+yl€Cy z,=1+I€C
Problema 32. es decir,
lz—(1+i)]=1
Elevamos al cuadrado:

Je—(1+)F =17
z-(1+0@FE=-aFD)=1
(z-+0)z-0+9)=1
(z-(1+D)E-(1-i)=1
Multiplicamos:
tF—{(1-12—=(1+0Z+
+1+D(A-D=1

=l =Dz—=[T=1) - R T
#1-0- 0= @014 =P =1

Recuerde que la ecuacibn de la zE—-(1—-ilz—-(1-1}z41—-(-1)=1
circunferencia con centro en el origen estd zi=-{1=Dz-({1=-Dz+1=0
dado por:

x? 4 y? =7 Por lo tanto, la forma compleja de la
se puede expresar como ecuacion (x — 1) + (y = 1) = 1es:

lz| = 2Z—-(1-Dz-(1—-Dz+1=0
dondez =x+ yl € C.

Si el centro es el punto ¢ = (x5: ¥,), la

ecuacion es;
(x=x0)" + = y0)* =77
se puede expresar como
lz—zl =7
Donde:

z=x+yiEC Yy z=x,+yi €L

Por dato se tiene la ecuacion




Problema 6.

Problema 7.

= ¥ Problema 8.
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Problema 17.

T
} ke
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| U
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18.

e
L

& o
s il
e

Problema 20.
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Froblema Froblema 24.

LR
L L

23.
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Problema 30.

L
ekt

Problema 28.

Problema 29.
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