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Resumo

Este trabalho encontra-se dividido em duas partes: pesquisa cientifica e pratica de ensino supervi-

sionada.

No trabalho cientifico fez-se uma investigacao sobre os povos que contribuiram para a descoberta
e evolugdo da trigonometria. Recorda-se a terminologia, o conceito de circulo trigonométrico e a
transicdo das razoes trigonométricas para as fungdes trigonométricas. Com o desenvolvimento da
trigonometria surgiram identidades trigonométricas fundamentais neste ramo da matematica, e que
hoje sao imprescindiveis em varias outras areas. Identidades que serdo enunciadas e demonstradas
neste trabalho, nomeadamente, o teorema de Ptolomeu, féormula fundamental da trigonometria,
féormulas do seno e cosseno da soma e da diferenca, lei dos senos e dos cossenos. E feita uma con-
textualizagdo do ensino da trigonometria no ensino basico e secundério e sdo ainda apresentados
dois exemplos da aplicabilidade da trigonometria que foram objeto de pesquisa nas disciplinas de
Semindrio de Investigacdo Matematica. A encerrar esta parte é feita uma andalise de uma nova

abordagem sobre a trigonometria, chamada de Trigonometria Racional.
Relativamente a pratica de ensino supervisionada é feita uma descricdo sumaria do que foi re-

alizado no estagio pedagégico. E apresentado um conjunto de 6 planificacoes que correspondem a

aulas lecionadas, no 92 e 122 ano de escolaridade.

Palavras-chave

Trigonometria, Trigonometria Racional, Tridngulo Retangulo, Circulo Trigonométrico, Teorema

de Ptolomeu, Lei dos Senos, Lei dos Cossenos
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Abstract

This project is divided into two parts, the scientific research and the supervised teaching practice.

The scientific research part started with a short list of the historical contributions to the discovery
and evolution of trigonometry, recalling the terminology, the concept of trigonometric circle and
the transition of trigonometric ratios to trigonometric functions. With the development of trigo-
nometry, many fundamental trigonometric identities emerged in this field of mathematics, being
essential in many other areas. These identities will be stated and demonstrated in this project,
including the Ptolemy method, the trigonometric fundamental formula, the sum and subtraction
formulas and the sine and cosine law. A contextualization of trigonometry teaching in Junior High
and High Schools is also presented, along with two examples of the applicability of trigonometry
which were object of research throughout the subjects of a Seminar on Mathematical Research.
Concluding this part, a brief analysis of a new approach on trigonometry, called Rational Trigo-

nometry, is done, too.

Regarding the supervised teaching practice, a brief description of what was performed during
pedagogical training is produced, presenting a set of 6 lesson plans which correspond to lessons
taught in the 9th and 12th grades.

Keywords

Trigonometry, Rational Trigonometry, Right Triangle, Trigonometric Circle, Ptolemy Method, Sine

Law, Cosine Law
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Capitulo 1

Introducao

Trigonometria, palavra de origem grega, que pode ser decomposta em trigonos (tridngulo) + me-
treo (medida), ou seja, significa medida de tridngulos. Por ser uma drea da matemdtica de grande
relevancia no ensino béasico e secundario foi o tema escolhido para aprofundar cientificamente nos
Semindrios e com isso apresentar neste relatério um estudo da sua historia, aplicagdes e perspetivas
de futuro. Historicamente, as fungoes trigonométricas surgiram para dar resposta a problemas ma-
tematicos de situagoes reais, nomeadamente na astronomia, navegagio, agrimensura,... Atualmente
a trigonometria continua a ser muito importante no desenvolvimento de varias areas cientificas,

como por exemplo a mecanica e a topografia.

Este relatério inicia-se com uma pequena investigacao sobre os registos que os nossos antepassados
nos foram deixando relativamente ao desenvolvimento e evolugdo da histéria da trigonometria. Os
gregos, os arabes, os hindus, os babilonicos, todos deixaram o seu contributo para a trigonome-
tria que conhecemos hoje. Desde o século IV a.C. o Homem mostrou sensibilidade e curiosidade
em estudar as relagdes entre os angulos num circulo e os comprimentos das suas cordas. Como a

mente inquieta do ser humano nunca est4 satisfeita, este procura sempre ir mais longe e saber mais.

A matemaética como qualquer drea do saber, tem a sua prépria linguagem. Apenas se consegue
comunicar corretamente se o emissor e receptor conhecerem o c6digo, assim numa segunda fase

deste trabalho é apresentada a terminologia fundamental sobre a trigonometria.

Quando se fala em trigonometria a primeira coisa que o nosso pensamento constréi é uma imagem
do tridngulo retangulo, pois é sobre esta figura geométrica que se inicia o estudo deste tema no
ensino bésico. Seguidamente e muito provavelmente pensaremos nas razoes trigonométricas: seno,
cosseno, tangente. Se nos concentramos mais um pouco lembramo-nos que em certa altura do nosso
percurso escolar faldvamos em circulo trigonométrico, e a medida que nés préprios iamos crescendo
e avancando no ensino também os nossos conhecimentos de trigonometria se iam desenvolvendo e
relacionando com outros conceitos. Também neste trabalho serd feita uma abordagem evolutiva

da trigonometria e serd analisada a estrutura do programa relativamente a este tema.

Ao longo da histéria da trigonometria, foram deixados contributos que ainda hoje permanecem e
sdo de extrema importancia. Assim serd feita referéncia a algumas identidades trigonométricas,
nomeadamente, ao teorema de Ptolomeu, a formula fundamental da trigonometria, as férmulas do

seno e cosseno da soma e da diferenca de angulos, a lei dos senos e dos cossenos.

Para que se entenda a importancia da trigonometria e onde pode ser aplicada no dia-a-dia é apre-
sentado um exemplo de aplicacdo da trigonometria na natureza, intitulado “Observar golfinhos...
com trigonometria”, dos autores Pedro Duarte, Telmo Peixe e Teresa Caissotti que se encontra
publicado na Gazeta da Matematica n°169. E ainda apresentado um outro exemplo de aplicacio
envolvendo figuras geométricas simples, que visa estudar poligonos regulares com area e o peri-

metro racionais, pois muitas vezes quando trabalhamos com as razoes trigonométricas obtemos



ndmeros irracionais.

Porque trabalhar com nimero irracionais pode dar origem a calculos aproximados pouco rigorosos,
um professor australiano de seu nome Wildberger sugere uma nova teoria para a trigonometria.
Esta abordagem defende que outras medidas de tridngulos podem ser equacionadas com rela¢oes
polinomiais que produzem resultados racionais mais faceis de compreender. Segundo este autor os
célculos serao mais belos e simples. Assim, neste relatério sera feita uma abordagem superficial

aquilo que Wildberger intitula de Trigonometria Racional.

Por 1ltimo serd feita uma descricdo sumaria do que foi a pratica de ensino supervisionada. E feita
uma contextualizacdo de onde esta foi feita, quais as atividades desenvolvidas, e sdo apresentadas

as planificagdes que achei mais pertinentes e que fossem de encontro ao tema deste relatério.



Capitulo 2

Trigonometria

Desde os tempos primérdios, o homem teve curiosidade sobre o mundo que o rodeia, e consequen-

temente sobre os objetos que se encontram a sua volta.

Fazer medicoes, determinar alturas, efetuar calculos sempre fez parte da vida do ser humano. As-
sim, a matemédtica entrelaga-se com a “histéria do homem/ civilizagdes”. A curiosidade e a mente
inquieta do Homem impulsionou-o a novas e diversas descobertas. Deste modo a necessidade de
“conhecer os céus”, levou ao estudo e ao desenvolvimento de métodos que dessem resposta a pro-

blemas relacionados com a Astronomia, Agrimensura e Navegacoes.

2.1 Um pouco de historia

Varios povos contribuiram para as descobertas que levaram ao desenvolvimento da trigonometria,

nomeadamente os gregos, os arabes, os hindus e os babilonios.

A palavra trigonometria tem origem grega e relaciona-se com as medidas de um tridngulo. E uma

drea da geometria que estuda as relagdes entre os lados e os dngulos do tridngulo. [[15]

Os primeiros conceitos de Trigonometria remontam aos egipcios e aos babilénicos, por volta do
século IV e V a.C.. Os gregos foram os primeiros a efetuar um estudo das relacoes entre os angulos

num circulo e os comprimentos das suas cordas. [2]

Através do Papiro Ahmes, mais conhecido como Papiro Rhind, que data de 1650 a.C., surgem os
primeiros vestigios do estudo da trigonometria e as primeiras referéncias a semelhanca de triangu-
los. 2]

Os egipcios, mestres na construcdo de pirdmides tinham como preocupacao principal manter uma
inclinacdo constante das faces. Assim, surgiu a palavra seqt que segundo Boyer significava “o
afastamento horizontal de uma reta obliqua em rela¢io ao eizo vertical para cada variagdo de
unidade na altura. O seqt correspondia assim ao termo hoje usado pelos arquitetos para indicar a
inclinagdo de uma parede”. Presume-se que o conceito seqt de uma piramide regular seja equivalente

ao conceito de cotangente de um dngulo nos dias de hoje. [2] [0]
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Figura 2.1: O seqt egipcio

Para além das medigoes das pirdamides, relacionavam também as horas do dia com a sombra de um
gnémon. O gndémon era uma vara que se espetava no chdo, perpendicular a este, e o comprimento

da sua sombra era observado a uma determinada hora do dia.

A N

Figura 2.2: O Gnoémon

Como o tamanho do gnémon era constante, possivelmente usariam sempre a mesma vara, na

mesma posicdo, o comprimento de NA ao meio dia variava com o dngulo A, ou seja oN seria a

“funcgao” do dngulo A, também hoje designada de cotangente. [(]

E importante referir que Thales de Mileto e Pitdgoras, também contribuiram notoriamente no
desenvolvimento da trigonometria. O primeiro com os seus estudos de semelhanca de tridngulos e
o segundo formalizou o teorema que tem o seu nome: “O quadrado da hipotenusa de um triangulo
retangulo é igual a soma dos quadrados dos catetos”, que mais tarde contribuiu para estabelecer

a formula fundamental de trigonometria.

A curiosidade estimulou os astrénomos gregos a calcular a distancia entre dois pontos da superficie
terrestre e também sobre o raio da terra. Deve-se a Eratéstenes de Cirene a descoberta da medida
para a circunferéncia da Terra, através da semelhanca de tridngulos e razdes trigonométricas, o

que o levou a perceber a existéncia de rela¢des entre angulos e cordas.

No entanto, citando Boyer podemos afirmar que: “Durante cerca de dois séculos e meio, de Hi-
pocrates a Eratdostenes, os matemdticos gregos estudaram as relagdes entre retas e circulos e as
aplicaram a uma variedade de problemas de astronomia, mas disso ndo resultou uma trigonometria

sistemdtica”. [2]
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Na segunda metade do século I a.C., Hiparco de Nicéia adotou a base 60 para contagem e di-
vidiu a circunferéncia em 360 partes iguais. A cada parte em que a circunferéncia ficou dividida
atribuiu-lhe o nome de arco de um grau. Pegando nesse arco voltou-o a dividir em 60 partes iguais,
designando cada parte por arco de um minuto. Os estudos de Hiparco conduziram-no a relacao
entre o comprimento de um arco e o angulo ao centro correspondente de um circulo arbitrario.
Supoe-se que tenha sido ele também, a construir a primeira tabela trigonométrica com os valores
das cordas de uma série de angulos de 0° a 180 °. Todas estas descobertas e avangos na astronomia

conferiram-lhe o titulo de “Pai da Trigonometria”. [2]

Figura 2.3: A corda de «

Anos mais tarde surgiu Claudio Ptolomeu, autor da obra “Syntazis Matemdtica”, composta por
13 volumes, que ficou conhecida como o Almagesto (“o maior”), onde relacionou o comprimento
da corda com o arco. No Almagesto, Ptolomeu inclui tabelas mais completas que as de Hiparco,
com angulos de meio em meio grau, de 0° a 180° e o Teorema de Ptolomeu que foi de extrema
importancia para o cdlculo das cordas de Ptolomeu. A partir deste resultado, chegou, ao que
chamamos hoje de férmulas do cosseno e do seno da soma e da diferenga de dois angulos. “Foi a
formula para seno da diferenca — ou, mais precisamente, corda da diferenca — que Ptolomeu achou

especialmente Util ao construir suas tabelas.” [2] [B]

Aproximadamente em 400 a.C. os hindus desenvolveram um conjunto de textos matemaéticos com
o nome de “Surya Sidhanta”. Estes textos usavam a relagdo entre metade da corda e a metade do

angulo ao centro, que designavam por jiva. A jiva corresponde atualmente ao seno. [0]



Figura 2.4: Relagdo entre metade da corda e a metade do angulo ao centro.

Desde muito cedo os povos antigos utilizaram as razoes trigonométricas e fizeram calculos com elas,
no entanto apenas no século XVII, é que surge a palavra cosseno como sendo o seno do complemento

de um angulo. Recordamos que dngulos complementares sdo dngulos cuja soma corresponde a 90 °.

Com Thomas Fincke, em 1583 surge o conceito de tangente. Mais tarde em 1620, Edmund Gunter
foi o primeiro a usar o conceito de cotangente. Estes conceitos desempenharam um papel funda-
mental na construcao de reldgios de sol, permitindo calcular o comprimento da sombra produzida

por um objeto.

Por sua vez Euler através de uma das suas obras que data de 1748, estabeleceu o tratamento
estritamente analitico das fungbes trigonométricas. Euler usou o circulo trigonométrico de raio
unitario e introduziu os conceitos de seno, cosseno e tangente como nimeros, ou uma razao ou
coordenadas de um ponto no plano, fazendo a transicao das razbes trigonométricas para func¢oes

trigonométricas. [6] [[10]

Com as investigagdes de Jean Baptiste Fourier surgem as séries de Fourier, que sdo fungoes pe-
riédicas definidas a partir das func¢bes seno e cosseno. Muitos dos fendémenos fisicos e sociais
que apresentam um comportamento ciclico podem ser modelados usando fungées trigonométricas.
Deste modo, a trigonometria é de extrema relevancia no estudo da astronomia, engenharia, me-
dicina, etc... Sdo exemplos de fungoes periddicas as fases da lua, o movimento das marés, o ciclo

menstrual das mulheres, movimento de um péndulo, rotagdo da terra (ciclo dia e noite).

O conhecimento da evolugdo e da utilizacdo da trigonometria, facilita o processo de ensino-
aprendizagem, pois permite aos alunos relacionar melhor os conceitos, fazer analogias e encontrar

aplicagoes na resolugao de problemas do quotidiano.



2.2 Terminologia|Nomenclatura

“A wtilizacdo das regras de nomenclatura permitiv uniformizar os nomes das categorias taxrondmi-
cas, facilitando a comunicagio cientifica, uma vez que estes nomes passaram a Ser 0§ Mesmos no
mundo inteiro - nomenclatura internacional.” Esta é a definicdo que pode ser lida no diciondrio
online Priberam. Deste modo, uma ciéncia tao poderosa como a Matematica também possui a sua

prépria nomenclatura.

Os hindus tinham dado o nome de jiva a metade da corda, e por sua vez os drabes designaram-na
por jiba. Com as diversas tradugdes chegou até nés o termo “seno”. [2]

A partir do seno foi possivel construir todas as outras razoes trigonométricas. Ao longo dos tem-
pos, os conhecimentos desenvolvem-se e evoluem conforme a necessidade. Assim surge a nocao de

cosseno - o seno do complemento.

A palavra Trigonometria foi criada por Bartholomeo Pitiscus, que publicou o livro com o titulo:

“Trigonometriar Sive de Solutions triangulorum Tractaus Brevis et Perspicuns”. [2]

Para o estudo do tridngulo retdngulo, foi necessario estabelecer nomes para os diferentes lados
do tridngulo, de modo a facilitar a comunicacdo e para que as anotacoes fossem entendidas por
todos. Apesar de todos j& estarmos familiarizados com estes nomes, nunca é demais relembrar que
os trés lados de um tridangulo retangulo, dado um angulo agudo n sdo: Hipotenusa; Cateto Oposto

e Cateto Adjacente.

Hipotenusa

Cateto Oposto
ao angulo n

Cateto Adjacente
aoangulon

Figura 2.5: Nomenclatura do tridngulo retangulo associado ao dngulo n

Hipotenusa

Cateto Adjacents
ao &ngulo B

Cateto oposto
ao dngulo B

Figura 2.6: Nomenclatura do tridngulo retangulo associado ao angulo 3



Pode-se observar que a nomenclatura dos catetos do tridngulo retangulo estd diretamente ligada
a escolha de um angulo agudo determinado. Seja 1 uma angulo agudo interno de um triangulo

retangulo, tem-se que:

medida do cateto oposto medida do cateto adjacente
Sen ) = cosn =
K medida da hipotenusa g medida da hipotenusa

Estas relagbes definem o seno e o cosseno de um angulo agudo qualquer. A construgéo do seno e
do cosseno estao relacionadas. O cosseno de um angulo agudo é igual ao seno do seu complemento.
Sabemos também que um tridngulo retdngulo tem obrigatoriamente um angulo reto (90°), e os
dois outros angulos sao agudos, uma vez que a soma da amplitude dos trés angulos internos de um
tridngulo é de 180°. Como um dos adngulos ja tem de amplitude 90 °, entdao a soma da amplitude

dos outros dois angulos tem de ser de 90°. Assim, n+ 8 = 90°, e § sdo complementares e

senn = cos 3 e sen B = cosn
A tangente é a razao entre o seno e o cosseno, assim:

medida do cateto oposto .
senn medida da hipotenusa medida do cateto oposto

= : : = = tan
cosn ~ medida do cateto adjacente  medida do cateto adjacente g
medida da hipotenusa




2.3 Circulo Trigonométrico

Na evolugao do estudo da Trigonometria, Leonard Euler observou que, o seno podia deixar de ser
vista apenas como uma medida de um segmento de reta e introduziu a ideia de que o seno podia
ser um numero, uma razao ou uma ordenada de um ponto no circulo. Assim, o seno seria uma

funcao do arco duma circunferéncia de raio unitario, que limita o circulo trigonométrico.
A medida dos dngulos em radianos é essencial na trigonometria. As duas unidades mais usadas
para medir amplitudes de angulos e de arcos de circunferéncia sdo o grau e o radiano. O grau é a

unidade mais antiga. O radiano é a amplitude de um arco de circunferéncia cujo comprimento é

igual ao raio da circunferéncia. Na figura @, o arco AB tem comprimento igual ao raio CB, por

Figura 2.7: Radiano

isso, a amplitude do arco AB é 1 radiano. O angulo ao centro correspondente tem amplitude igual

a do arco, assim a sua amplitude também é 1 radiano.

B importante ter presente a relagdo que existem entre graus e radianos. w é o quociente entre
o comprimento de uma circunferéncia e o seu didmetro. Portanto, para obter o comprimento de
uma circunferéncia, multiplicamos o raio por 27. Como o arco cuja amplitude é um radiano tem
comprimento igual ao raio, temos de multiplicar o comprimento desse arco por 27 para obter o
comprimento da circunferéncia. O que significa que o arco de volta inteira é 27 vezes maior que
o arco de amplitude um radiano. Logo, o arco de volta inteira tem 27 radianos de amplitude,

pode-se entdo escrever 360° = 2. [§]

Uma semirreta OP pode rodar em torno de O em dois sentidos diferentes. Ao sentido contrario ao
dos ponteiros do relégio chama-se sentido positivo; ao sentido dos ponteiros do relégio chamamos

de sentido negativo.

Sentido Positivo (+)

(4] P

) Sentido Negativo (-)

Figura 2.8: Sentido positivo e sentido negativo

Dado um angulo qualquer, é sempre possivel coloca-lo num referencial ortogonal e monométrico de



modo que o vértice do angulo coincida com a origem do referencial e que o lado origem do angulo

coincida com o semieixo positivo Ox.

Seja P um ponto qualquer do lado extremidade do dngulo e (z,,y,) as suas coordenadas. Como o

tridngulo [OAP] é retangulo em A, temos:

sen o =

cos o =

PA _yp
OP 0P
OA =,
OoP 0P

.

¥ oenYp)

Figura 2.9: Ponto P no 1° Quadrante

Através dos quocientes anteriores, constata-se que na definigdo de seno e cosseno do dngulo , s

intervém as coordenadas de P e a distancia de P a origem do referencial.

Esta definicao aplica-se a qualquer dngulo, qualquer que seja a sua amplitude, desde que o seu lado

origem esteja sobre o semieixo positivo Ox.

Y x
P o cosa ==L

OP

Assim, sen a =

5
(4P, YP)

Figura 2.10: Ponto P no 2° Quadrante

em que z, é a abcissa e y, é a ordenada do ponto P e OP é a distancia de P a origem O do referencial.

Deste modo relacionam-se as razoes trigonométricas do tridngulo retangulo com as coordenadas

de um ponto num sistema de eixos coordenados.
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Num referencial ortogonal e monomeétrico construa-se uma circunferéncia com centro na origem do
referencial, com uma unidade de raio — circulo trigonométrico.
Seja @ um angulo e P um ponto em que o lado extremidade do dngulo intersecta a circunferéncia

que limita o circulo trigonométrico.

F (Xp.Yp)

05

T
a

s 3

Figura 2.11: Ponto P no circulo trigonométrico

Como a distancia de O a P é igual a unidade, vem que

sen o =y, e cos o = Ty

Observe-se que para cada ponto (z,y), tem-se que —1 < z < 1e —1 < y < 1. Suponha-se que o

ponto P se movimenta no sentido positivo em torno da circunferéncia:

Quadrante Figura Angulo Ponto P
0° < <90° Ponto com
1° D<a<t abcissa positiva
2 e ordenada positiva
T
k!
\ o o | Ponto com
20 \ %O <@ <180 abcissa negati
B gativa
\ —<a<m o
o |- 2 e ordenada positiva
.’|I|l
/ .

Tabela 2.1: Estudo do ponto P no circulo trigonométrico - 1° e 2° Quadrante
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Quadrante Figura Angulo Ponto P
¥
//-_ __“—m,_\\
/ e
/" i \\ 180° < a < 270° | Ponto com
3¢ [ 1 \ e 3 abcissa negativa
I s o\ = Ij 5 T=As5 e ordenada negativa
n“ /
% ,"’J
Yo //
/ /
# e
// \\
/ " b 270° < o < 360° | Ponto com
40 1, \ 3T abcissa positiva
[ | | — <a<?2mT .
i R = — 2 e ordenada negativa
\ T /
\‘\\\ as /f.’
\\“ P
T m;.'\t-'\

Tabela 2.2: Estudo do ponto P no circulo trigonométrico - 3° e 4° Quadrante

Se o ponto P continuar a sua trajetéria havera uma repeticdo da posi¢do correspondente a uma
trajetéria ja estudada (através das tabelas @ e @) Assim podemos concluir que existe uma
relagdo de periodicidade.



2.4 Identidades Trigonométricas

2.4.1 Teorema de Ptolomeu

No Almagesto, Ptolomeu registou néo sé as suas tabelas trigonométricas como também todas os
métodos usados para a sua construcao. Para o cdlculo das cordas utilizou uma proposi¢ado geomé-

trica de extrema importancia, que hoje conhecemos como o Teorema de Ptolomeu.
Teorema de Ptolomeu: Se ABCD é um quadrilatero convexo inscrito num circulo, entdao

AB.CD + BC.DA = AC.BD,

isto é, a soma dos produtos de lados opostos é igual ao produto das diagonais.

o

Figura 2.12: Teorema de Ptolomeu AB.CD + BC.DA = AC.BD

Demonstragao:

Sejam A, B, C e D quatro vértices consecutivos de um quadrildtero qualquer, inscrito numa cir-
cunferéncia.

Ptolomeu para demonstrar este teorema, considerou um ponto E sobre [AC] de tal modo que os
angulos ABE e DBC tenham a mesma amplitude, e portanto ABE = DBC.

Figura 2.13: O ponto E é escolhido de modo que ABE = DBC

Em seguida, Ptolomeu demonstrou que os tridngulos [ABD] e [EBC] sao semelhantes: uma vez

que o ponto E foi escolhido, entao os angulos ABD e EBC sao congruentes. (Critério AA)
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Figura 2.14: Os tridngulos [ABD] e [EBC] sdo semelhantes

Além disso, os angulos ADB e BCA sio congruentes, pois sao dngulos inscritos na circunferéncia
que possuem o mesmo arco AB.

Como BCE = Bé’A, temos também a congruéncia dos angulos ADB e Bé’E, 0 que garante que
os tridngulos [ABD] e [EBC] sdo semelhantes.

Figura 2.15: Os tridngulos [EBA] e [CBD] s@o semelhantes

Assim temos que:

BD _AD " wwtio AD.BC — BD.EC
BC EC

De modo anélogo, Ptolomeu deduz que os tridngulos [C' BD] e [EBA] sao semelhantes. E portanto:

D BD -
C: = —, logo AB.CD = BD.EA
EA AB

Somando as duas igualdades anteriores, obtem-se que:

Ficando assim a demonstragiao completa. [f]
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2.4.2 Formula Fundamental da Trigonometria

Considere-se um tridngulo retangulo [ABC] em que as medidas dos lados sdo representadas por a,

b e ¢, conforme é indicado na figura , sendo « a amplitude do angulo de vértice B.

.-"rr."'.. .
a1 | l_‘ "
B d )

Figura 2.16: Tridngulo retangulo [ABC]

As razbes trigonométricas de a sdo:

a b
sena=- ; cosa=— e tana=—
c c a

Aplicando o Teorema de Pitdgoras,
a?+ v =c (21)
entao, recorrendo as razdes trigonométricas

b=c-sena e a=c-coso
substituindo em EI, tem-se que:

2

a* + v =c = (c-cosa)’ + (c-sena)? =c

2 2

< *(cosa)? + P(sena)? = ¢

2

< (sena)? + (cosa)? =1

Daqui se obtém a relagdo fundamental da trigonometria
(sen a)* + (cos a)? = 1

2.4.3 Férmulas do seno e cosseno da soma e da diferenga

Com base no seu préprio teorema (Teorema de Ptolomeu), Ptolomeu deduziu as férmulas do cos-

seno e do seno da soma e da diferenca. Observemos geometricamente a validade destas féormulas.

Sejam « e § sdo angulos centrais dentro de uma circunferéncia com raio 1, como representado

na figura .
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Figura 2.17: Circulo trigonométrico para dedugdo da férmula do cosseno da soma

Do ponto P tragamos duas retas: uma perpendicular ao eixo Ox e a outra perpendicular a [OB].
Os angulos BOB; e A1 PB; sao iguais por serem agudos e terem os lados mutuamente perpendi-

culares.

Se [PB1] é perpendicular a [OB1], entédo temos:

OA =cos(a+p) (22)

OBy =cosfp e B{P =senp,

- AB AB
AB =AB; =sena-senf3 uma vez que sena = 1 oosena = 2L ¢
B sen 3
— OB OB
OB = cos « - cos 3, poLs cos o = < cos o =
1 cos (3
Logo,
OA=0B— AB = cos o - cos f — sen - sen 3
Ou seja,
cos(a+ ) =cosa-cosf—sena-senf. (2.3)
Se considerarmos —/3 em vez de 3, na férmula @, e como cos(—f) = cos B e sen(—f) = —sen 3,
obtemos:
cos (o — ) = cos o - cos  + sen a - sen f3.
Por outro lado se considerarmos que sen (g + 9) = cos 0 e cos (g + 9) = —sen 0, entdo através

de @ também obtemos que:

™

sen(a+ B) 2608(2 (9+,6’)> :cos[(g+a> —ﬂ] = cos (g—a)-cosﬁ—ksen (g—a)-senﬁ

ou seja,

sen(a+ fB) = sena - cos B + sen [3 - cos a,
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e daqui resulta também que:
sen(a— ) =sena-cos B —sen - cosa

Do cosseno e seno da soma e da diferenga resultam ainda as férmulas para o seno e cosseno do arco
duplo:

cos2a = cos> a—sen®>a e sen2a = 2 sen « - cos a.

2.4.4 Lei dos senos

Lei dos senos: O seno de um angulo de um tridngulo qualquer é proporcional & medida do lado

oposto a esse angulo.

a b c

sen 3 sena  sen@

Demonstragao:

Considere-se um triangulo [ABC, qualquer, inscrito numa circunferéncia de raio r.

Figura 2.18: Tridngulo inscrito numa circunferéncia de raio r
A partir do ponto A pode-se encontrar um ponto diametralmente oposto, o ponto D:
AD =2r

Tragando o segmento de reta DB formamos um novo tridngulo, o tridngulo [ADB]. O segmento
de reta AD é um didmetro da circunferéncia. Logo, o tridngulo é retdngulo em B, pois o vértice B

é um angulo com arco na semicircunferéncia.

Figura 2.19: O tridngulo [ADB] é retangulo em B
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O angulo ACB e o dngulo ADB tem o mesmo arco AB. Como os pontos C e D sdo vértices de an-

gulos inscritos na circunferéncia, a amplitude dos seus 4ngulos é a mesma. Assim ZACB = ZADB

Portanto,

senD =22 o senD = ——
A AD
a
esenf==<senff=—<2r=
sen f3

Portanto,
a b c

sen 3  sena  senf

Completando-se assim a demonstragéo.[@]

2.4.5 Lei dos Cossenos

Lei dos Cossenos: Em qualquer tridangulo, o quadrado de um dos lados é igual a soma dos qua-
drados dos outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados pelo cosseno do angulo

formado entre eles.

Demonstragao:
Considerando a figura , podemos observar trés tridngulos [ABC], [BCD] e [BAD]:

L
B
/,f’ i
c , Y
ey
e \ a
f’f %
32 . x\‘\
ik e i \,
ol N Y
“C
m D n
- —— - >

Figura 2.20: Triangulos [ABC], [BCD] e [BAD] [20]
E possivel definir as seguintes relacdes:

b=n+m (24)

m=c.cos A (2.5)
Aplicando o teorema de pitdgoras aos tridangulos [BC' D] e [BAD], obtemos as seguintes igualdades:
a>=n?>+h? e F=m>+h? (2.6)
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Por @ e @ vem,

2 2 2 2

Usando @, deduz-se uma expressao geral da lei dos cossenos:
a’? = b+ —2bc-cos A
Da mesma forma se demonstram as outras relagoes:

b2 = a? + ¢® — 2abc - cos B
& =a%+c?—2abe-cosC

Ficando deste modo a demonstracao completa.[@]

ad=n*+hed=b-m?+F-—m*sad’ =" -2bm+m*+c*-m

2

@@2:

b2 — 2bm + ¢?
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2.5 'Trigonometria no ensino

O Programa de Matematica do Ensino Bésico, que data de dezembro de 2007, apresenta as finali-
dades e os objetivos gerais para o ensino da matematica ao longo dos trés ciclos de aprendizagem.
Neste sdo propostas as metas para o ensino e a aprendizagem da matemaética no ensino bésico,

tendo constantemente por base e respeitando sempre o Curriculo Nacional.

Este programa da primazia a trés capacidades transversais e que merecem atencao permanente

no ensino: a resolugdo de problemas, o raciocinio matemético e a comunicacdo matemaética.

Em cada ciclo de aprendizagem é feita a introducdo a cada tema matemédtico, e sempre que se

justifique é feita a articulacdo com o programa do ciclo anterior.

No 1.2 ciclo, os alunos adquirem intuitivamente a nogao de angulo e identificam diversos tipos de
angulos. Com esta base, no 2.9 ciclo, introduz-se o conceito de amplitude, medem-se, classificam-se
e constroem-se angulos e tridngulos. No decorrer destes dois ciclos vao sendo adquiridas nogoes

que possibilitardo uma maior compreensao do tema Trigonometria.

Ainda no 2° ciclo, é abordada a construcdo de tridngulos, os alunos aprendem a desigualdade
triangular, as relagdes entre angulos de lados paralelos, angulo internos e angulos externos de um
tridngulo. Sao introduzidas as nogoes de simetria e as isometrias, permitindo ao aluno desenvolver
o conceito de congruéncia (figuras congruentes relacionam-se entre si através de reflexdes, rota-
¢oes, translagdes ou reflexdes deslizantes). Estas transformagoes permitem a andlise, construcao e
classificagdo de frisos e rosiaceas. O conceito de amplitude de um angulo e a sua medicdo em graus
sao introduzidas neste ciclo, e tém um papel importante no estudo das rotagoes e no trabalho com

as figuras geométricas. [L§]

No tema Geometria do 3° ciclo, os alunos, entre outas coisas, ampliam o seu estudo sobre as
figuras geométricas no plano e no espago, particularmente no que diz respeito aos tridngulos (re-
lacdes de congruéncia e semelhanca, teorema de Pitadgoras e razoes trigonométricas no tridngulo
retdngulo). Concretamente no 8.2 ano de escolaridade, os alunos tomam contacto com figuras
geométricas, e, compoem e decompoem poligonos recorrendo a tridngulos e quadrildteros. Desta
forma, surge a demonstracao do teorema de Pitagoras que podera ser feita por decomposi¢ao de um
quadrado. E dada a nocdo de semelhanca, nomeadamente o conceito de semelhanca de tridngulos,
onde sdo estudados os critérios de congruéncia de tridngulos (ALA, LAL, LLL).[L§] Para aplicar
estes conhecimentos o programa sugere que o professor proponha aos alunos problemas tais como
“calcular a altura de um candeeiro de rua, com o auxilio de uma estaca colocada perpendicular-

mente ao solo, medindo as respetivas sombras” [14].

Na conclusédo de ciclo, no 9.2 ano de escolaridade é iniciado o estudo da circunferéncia e das pro-
priedades relativas a dngulos ao centro, inscritos, arcos e cordas. Estas propriedades podem ser
verificadas experimentalmente, utilizando um programa de geometria dindmica. Deste modo o
professor pode encaminhar os alunos a formular raciocinios e conjeturas mais intuitivamente.

E neste ano de escolaridade que surge pela primeira vez uma unidade didética dedicada & Trigo-
nometria. Esta unidade intitula-se: Trigonometria do tridngulo retangulo e permite aos alunos
fazer um estudo das razoes trigonométricas de dngulos agudos, a partir de tridangulos retangu-

los semelhantes. Estudam-se algumas relacdes entre as razdes trigonométricas, nomeadamente a
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formula fundamental da Trigonometria e a férmula que relaciona as trés razoes trigonométricas
(seno, cosseno, tangente). O professor deverd “apresentar aplicagoes da trigonometria que estejam

ao alcance dos alunos na fisica, na astronomia, ou em situagio da vida real” [14].

Segundo o Programa de Matemdatica, para além das orientagoes metodologicas que devem ser

114

seguidas existem outras orientagoes que “ assumem igualmente um papel importante neste pro-
grama e que dizem respeito as representacoes, a exploracio de conexdes, ao uso de recursos, d
valorizacdo do cdlculo mental, da Historia da Matemdtica e do papel da Matemdtica no mundo

atual, bem como ds diferentes formas de trabalho na sala de aula.” [L§]

Realga-se ainda que, e em concordancia com o que é referido no curriculo nacional “os alunos
devem contactar com aspetos da Historia da Matemdtica e reconhecer o papel da Matemdtica no
desenvolvimento da tecnologia e em vdrias técnicas. Na Historia da Matemdtica devem salientar-se
o contributo de diversos povos e civilizagdes para o desenvolvimento desta ciéncia, a sua relacdo
com os grandes problemas cientificos e técnicos de cada época, o seu contributo para o progresso
da sociedade, e a sua propria evolugdo em termos de notagoes, representacoes e conceitos, propor-
cionando uma perspetiva dinamica sobre a Matemdtica e o seu papel na sociedade. Para além da
perspetiva historica, a apresentacdo do papel da Matemdtica na ciéncia e tecnologia da sociedade
atual deve também ser valorizado, com referéncia a dominios tao diversos como as ciéncias da

natureza, as ciéncias sociais e humanas, a satde, o desporto e a arte.” [18]

No que diz respeito ao ensino secundario, o Programa de Matematica A para os alunos de 10°
ano de escolaridade sugere que se efetue o estudo do tema “Geometria Analitica”. Neste tema,
os alunos estudam referenciais cartesianos ortogonais e monométricos no plano e no espaco. E
também neste tema que o aluno descobre as relagbes entre as coordenadas de pontos simétricos

relativamente aos eixos coordenados e as bissetrizes dos quadrantes pares e impares. [21]

No 11.2 ano de escolaridade, é feita uma continuidade da geometria estudada no ano anterior
e assim abordam o tema “Geometria no Plano e no Espaco II”. Aqui os alunos sao convidados
a aplicar os conhecimentos que adquiriram anteriormente sobre Trigonometria, no 92 ano de es-
colaridade e geometria do 10.2 ano de escolaridade. Nesta unidade as noc¢des de angulo, arco e
razbes trigonométricas sdo mais trabalhadas e consolidadas. Surge uma nova medida de angulo, o
radiano, sao estudadas as fungoes seno, cosseno e tangente no circulo trigonométrico, e as equagoes

trigonométricas elementares que os alunos devem ser capazes de resolver.

No 12.2 ano de escolaridade existe uma unidade dedicada apenas a Trigonometria, intitulada
por “Trigonometria e Numeros Complexos”. Com esta unidade pretende-se que os alunos efetuem
um estudo das fungbes trigonométricas; calculo das derivadas das fungoes trigonométricas, assim
como, a utilizacdo de funcoes trigonométricas na modelagdo de situagoes reais, recorrendo as ca-
pacidades especificas da calculadora grafica. Relativamente aos ntimeros complexos recomenda-se
que os alunos representem ntmeros complexos, tanto na forma trigonométrica, como na algébrica.

Ao longo do ensino secundéario esta unidade encerra o estudo da Trigonometria.
Segundo as Normas para os anos 9.9- 12.° para a Geometria, os alunos deverao utilizar rela-

¢oes trigonométricas para determinar comprimentos e amplitudes de angulos, bem como, resolver

problemas que surjam em matemética e em outros contextos. [[10]
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O Nacional Council of Teachers of Mathematics - NCTM, menciona que “os problemas de aplica-
¢do podem proporcionar contextos ricos quer para a utilizacdo de ideias geométricas, quer para a
pratica na modelagio e resolugio de problemas”. [16] Desta forma, indica que o tema trigonometria
do tridngulo retangulo é bastante 1til e com um contetido rico para resolver uma diversidade de

problemas praticos.

O Programa da Matematica para o Ensino Béasico da enfase a resolucao de problemas e incentiva o
usa da calculadora referindo que “ao longo de todos os ciclos, os alunos devem usar calculadoras e
computadores na realizagio de cdlculos complexos, na representacio de informagdo e na represen-
tacdo de objetos geométricos. O seu uso € particularmente importante na resolucdo de problemas e
na exploracdo de situagoes, casos em que o0s cdlculos e os procedimentos de rotina ndo constituem
objetivo prioritirio de aprendizagem.” [L§|

No entanto alerta para que “a calculadora e o computador nao devem ser usados para a realizagdo

de cdlculos imediatos ou em substituicio de cdlculo mental.” [18]
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2.6 Natureza - Trigonometria, ida e volta

A trigonometria pode ser usada em intimeras situagdes do quotidiano. Exemplo disso é um artigo
publicado na Gazeta da Matematica n® 169, intitulado “Observar Golfinhos...com trigonometria”.
Os autores Pedro Duarte, Telmo Peixe e Teresa Caissotti apds uma conversa com a bidloga Rute
Portugal sobre a observagao de golfinhos no Sado, mostraram interesse em averiguar a area onde

o golfinho se pode localizar.

A observacdo é efetuada por dois observadores em simultdneo, encontrando-se cada um em mar-
gens opostas do Sado. Para a observacao sao usados instrumentos 6ticos de observacao, no entanto
estes nao sdo exatos e ocorrem erros de observacao, e por isso a posi¢ao do golfinho nao pode ser
determinada com exatidao.

A provével localizacao do golfinho é dada pela intersecdo dos angulos de observagao.

Usando um pouco de trigonometria e alguma geometria Fuclidiana é possivel obter férmulas para
calcular a area de localizacao, que pode ser um quadrildtero convexo, um triangulo ou um “quadri-
latero aberto” com area infinita. Dependendo do poligono que a area de localizagao forma teremos

expressoes analiticas diferentes.

Se f
Setdbal
Jardim da

Avenida (&
Luisa Tod: Muset

Parque Ve
o Bela Vi

Figura 2.21: Os observadores A e B em margens opostas do Sado.

A observacio é efetuada por dois observadores localizados nos pontos A e B, a uma distancia d,
esta observacao faz-se em simultdneo. A posicao do golfinho é designada pelo ponto C.

O angulo #; e 65 sdao os angulos medidos pelos observadores, com os instrumentos 6ticos, e 6 é a
margem de erro do instrumento utilizado. Designamos por ’amplitude de observagao’ dos observa-
dores A e B, o intervalo de amplitude 26.

O poligono de localizagao do golfinho é dado pela regido de intersecao dos dois angulos de ob-
servacao. Este poligono de localizagdo podera ser um poligono fechado ou a localizacdo pode ser
ilimitada. Caso seja um poligono fechado teremos uma &area finita e portanto possivel de determi-
nar e calcular, caso contrario teremos uma area infinita, impossivel de determinar e calcular.

A &rea de localizacdao vai depender da distancia, d, entre os observadores; das medigbes 61 e 65

efetuadas pelos observadores e de 6, a margem de erro do instrumento 6tico.

Tendo por base alguns resultados teéricos, nomeadamente a lei dos senos, a férmula elementar
da area do tridngulo e o teorema do arco capaz, é possivel determinar a area onde o golfinho
se localiza. Tentando ir mais longe os autores tentaram averiguar como sdo as curvas, na carta
geografica, que separam as regides correspondentes as diferentes configuragées do poligono de lo-

calizacdo, ou como é a curva que delimita a regido onde o poligono é fechado.
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Figura 2.22: Representagoes geométricas dos observadores (A e B) e quatro possiveis localizagoes do
golfinho (ponto C).[[7]

Se A e B sdo os pontos que representam as posi¢oes dos observadores e recorrendo que a soma dos
angulos internos de um tridngulo é igual a 180 °, é possivel concluir que o poligono de localizagao
é fechado se 61 + 05 < 180° — 260 e é aberto quanto 61 + 65 > 180° — 26.

(1) Poligona fachade

<

(2) Poligene aberto

Figura 2.23: Regides onde o poligono é fechado (a branco) e é aberto (a vermelho)[ﬁ]

Sempre que o golfinho é avistado no interior das circunferéncias ou sobre a circunferéncia temos

um poligono de localizagdo fechado.
Caso contrario, o poligono de localizagio é aberto e consequentemente a drea é infinita.

No caso em que o poligono de localizacao é fechado temos situagoes distintas:
1. 01 <0,05 <0e20+060; + 05 <180°, que designamos por regido 1 (R1);
2. 01 <0,00=0¢e20+0; +0; <180°, que designamos por regido 2 (R2);
3. 01 =20,0,<0e20+0; + 6, <180°, que designamos por regido 3 (R3);

4. 01 >0,05=0e20+0; 4+ 0, <180°, que designamos por regiao 4 (R4)
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O estudo efetuado permitiu concluir que se o golfinho se encontra numa area finita,e o poligono de

localizagao vai ter diferentes formas. Este vai depender de onde o golfinho é avistado.

Tal como foi referido anteriormente, designaremos as regides por R1, R2, R3 e R4. Estas sdo

distintas e portanto as suas areas sdo expressas por expressoes analiticas distintas.

Apresentamos aqui um quadro resumo com os resultados para as regides R1, R2 e R3 e desenvol-

vemos a seguir o estudo da regiao RA4.

Regiado Poligono de Localizaciao Area de Localizacao
1l——— 11— —
A[AGBE] = §AE ABsen(t92 + 9) + iAG ABsen(01 — 9),
R1 onde
—_— ABsen(01 +0) —— ABsen(61 — 0)
AE = ——————~ =
sen(61 + 62 + 20) c 4G sen(20 — 61 — 02)
|
Alapr) = 5AE AFsen(20),
R2 onde
—_— ABsen(01 +0) —— ABsen(01 +0)
AE = ———— e AF="—"—~
sen(61 + 62 + 20) ¢ sen(61 + 602)
1
AgpE] = §BD BFEsen(20),
R3 onde
——  ABsen(62+60) —— ABsen(02 + 0)
BD=—"~——~ E=—717"—+°- "~
sen(f1 + 62) ¢ sen(f1 + 62 + 20)

Tabela 2.3: Regides de localizagdo do golfinho
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Estude-se a regiao R4 mais pormenorizadamente. Se o golfinho se encontrar na regido R4, o

poligono de localizagao é:

YE

Figura 2.24: Regido R4, onde o golfinho pode ser localizado.

A 4rea de localizacio é definida pelo poligono [DEFG] em funcio de 6, 6, e 05,
Aipera) = Alepr) + Alpar)

l——— |
A[DEFG] = §FG DGsen(91 + 6y — 29) + §DE EFS@’II(Gl + 605 + 29)

Consideremos os tridngulos [AEB], [ADB], [AFB] e [AGB], separadamente. Em cada tridngulo

usaremos a lei dos senos, obtendo assim seguintes expressoes.

 Tridngulo [AEB]

A

Figura 2.25: Tridngulo AEB, do Poligono de Regido R4.

AE AB BE

sen(0y +0)  sen(fg + 01 +20)  sen(fy +0)
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o Tridngulo [ADB]

o Tridngulo [AFB]

o Tridngulo [AGB]

A

Figura 2.26: Tridngulo ADB, do Poligono de Regido RA4.

A0  AB  BD

sen(0; —0)  sen(f +01)  sen(fy + 0)

Figura 2.27: Tridngulo AFB, do Poligono de Regido RA4.

AF  AB  BF

sen(f; +0)  sen(fy +01)  sen(fy —0)

Figura 2.28: Tridngulo AGB, do Poligono de Regido RA4.

iaG 4B BG

sen(0y —0)  sen(fg + 60y —20)  sen(fy —0)
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Precisamos de calcular o comprimento do segmento FG, e sabemos que:
AF = AG + FG < FG = AF — AG

utilizando os dados obtidos anteriormente entao,

ABsen(6; + 0) ABsen(6; — 0)

sen(f2 + 01) sen(f + 61 — 20)

3
Q

De modo analogo determinamos os segmentos de reta DG, DE e EF, e assim:

ABsen(02 +0) ABsen(6y — 0)

DG = -
¢ sen(fz + 01) sen(Oy + 61 — 26)
——  ABsen(61 +0) ABsen(61 — 0)
DE — -
sen(f + 61 + 20) sen(6z + 01)
BF — ABsen(02 + 0) B ABsen(6y — 0)

sen(fy + 01 + 26) sen(fy + 01)
A drea da regiao R4 ¢ dada por, A|pgra) = Alepr) + Alpar)

l = 1
Apera) = §FG DGsen(6, + 62 — 20) + §DE EFsen(01 + 02 + 20)
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2.7 Poligonos regulares com Areas e Perimetros Racionais

Outro exemplo da aplicacdo da trigonometria é o exemplo da investigagdo levada a cabo por
Killgrove e Koster, publicado na Mathematics Magazine sobre areas e perimetros racionais em
poligonos regularesﬂ. Estes dois norte-americanos, efetuaram um estudo sobre quais os poligonos

regulares, inscritos e circunscritos no circulo unitario, que tém area ou perimetro racional, que se
apresenta de seguida.

Considerando-se um poligono regular inscrito ou circunscrito, e usando a nocdo de perimetro e

area e aplicando alguma trigonometria é possivel concluir que: Assim,

| n
. ¥
I
Figura 2.29: Poligono regular inscrito com angulo ao centro o = il portanto 5 = —
Area Perimetro
Ai(n) = g sen (2%) Pi(n) = 2n sen (%)

2
Figura 2.30: Poligono regular circunscrito com angulo ao centro a = i} portanto 8 = T
n

Para o caso do poligono circunscrito obtemos:

L«Regular Polygons with Rational Area or Perimeter”, titulo original
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Area Perimetro

Ac(n) = % = ntan (%) P.(n) = 2ntan (%)

Tabela 2.5: Area e Perimetro do Poligono Circunscrito

Como é possivel verificar P, (n) = 2A.(n), e assim num poligono circunscrito de n lados, a area

serd racional se e s6 se o perimetro é racional.

Observa-se ainda que para se obterem valores racionais com as formulas anteriormente deduzidas

é necessaria a determinacgado dos multiplos racionais de 7 onde esses valores sdo obtidos.

Para responder & questdo sobre a possibilidade de A;(n), P;(n), A.(n) e P.(n) serem niimeros
racionais, parte-se da expressio cos (20) = 2 cos*) — 1. Recorrendo & férmula do cosseno da soma

conseguimos mostrar que cos (36) = 4 cos30 — 3 cos 0 e que cos (46) = 8 cos* — 8 cos?0 + 1.

Podemos generalizar estas férmulas e assim escrever:
cos(n@) =cos(0(n—1)) cost —sen (0 (n—1)) send (2.7)

E possivel expressar cos (nf) como uma fungdo polinomial em cosf. Estas fungdes polinomiais,que

denotaremos por T}, chamam-se Polinémios de Chebyschev.

Assim,

Férmulas Trigonométricas Polinémios T), ()
cos (06) =1 To(z) =1
cos (16) = cosé Ti(z) ==z
cos (20) = 2cos?0 — 1 To(z) = 222 — 1
cos (36) = 4cos®0 — 3cosb Ts(z) = 42° — 3z
cos (40) = 8cos"0 — 8cos*0 + 1 | Tu(z) = 8z* — 8z% + 1

Tabela 2.6: Férmulas Trigonométricas e Polinémios T, (x), para n = 0,1,2,3,4

Através das féormulas trigonométricas do cosseno da soma e da diferenga, conseguir deduzir uma

relacdo de recorréncia que é satisfeita por estes polindmios:

To(x) = 22Ty 1(x) — Th—o(z) (2.8)
Da férmula @ deduz-se

cos(n@) =cos((n—1)0+60)=cos(0 (n—1)) cosd —sen (6 (n—1)) send

cos((n—2)0) =cos((n—1)0 —0) = cos((n—1)60)cos§ + sen((n—1)0)sen (2.9)
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Por @ podemos escrever que:
cos (nB) —cosBcos((n—1)0) = —senf sen((n—1)80)

< senfsen((n—1)60) = cosbcos((n—1)0) — cos(nb)

Substituindo em @, vem que:
cos ((n —2)0) = cos ((n—1)0) cos 6 + cos 6 cos ((n—1)8) — cos (n0)

= cos (n ) =2cos ((n—1)8)cos @ — cos ((n—2)0)

Assim, usando a notagdo dos Polinémios de Chebyshev podemos escrever a férmula @

. . a ~
Se tivermos em mente que T, (cos ) = cos(n @) e considerarmos 6 = entdo obtemos uma

importante propriedade para os polindémios atras referidos:

£y (e (7)) = o0 (327 s amr) -1, 1)

para qualquer inteiro m.

Agora recorrendo a relacdo de recorréncia @, considerando os valores iniciais Tp(z) = 1 e Th(z) = x

e recorrendo ao método de indugdo é possivel verificar as seguintes propriedades propriedades:

- Para n = 0 o polinémio T,,(z) tem grau n e coeficientes inteiros. (2)
- Para n > 1 o coeficiente principal de 2T, (x) é 2. (3)
- Para n > 0 o coeficiente de z* em 2T}, (x) é divisivel por 2¥. (3)

Aplicando as propriedades anteriores para verificar a possibilidade de A;(n), P;(n), A.(n) e P.(n)

serem valores racionais é agora mais simples.

Usando a propriedade (2) e (3) conclui-se que 2T, (g) ¢ um polinémio moénico com coeficien-

tes inteiros.

Considerando f,(z) = 2T, (g) — 2 e aplicando a propriedade (1) vamos obter:

2mm 2mm
fn (2003 <>> = 2T, (cos <>> —2=2x1-2=0,
n n
para qualquer inteiro m.
: - 2mm\ ] . :
Assim, para qualquer inteiro m, 2cos | —— | é uma raiz do polinémio ménico com coeficientes
n

inteiros.

Considerando o poligono inscrito com n lados, recordemos da tabela @, que P;(n) = 2n sen (E)
n
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; . N T . 2 5 (T
Para o seu perimetro ser racional entdo temos sen ( — ) € Qeassimcos [ — | =1—-2sen”(— ) € Q
n n n

2
De modo semelhante, se 4;(n) € Q temos que sen (W) € Q e portanto
n

4 2
cos (W> =1—2sen? (ﬂ> eQ
n n

Considerando agora o caso dos poligonos circunscritos queremos A.(n) € Q ou que P.(n) € Q e

T
assim, recorrendo a tabela @, tem que se ter tan (7) € Q, logo
n

2 2
1+ cos (W> =1+ 2cos® (f) —1 = 2cos® (f) =1
n n n
cos? (f)
n

que é equivalente a

. . . 2
ou seja, mais uma vez se conclui que cos ( eQ
n

Deste modo podemos concluir que:

- Se n for o nimero de lados de um poligono regular, entdo os poligonos regulares inscritos

com perimetro racional e os poligonos regulares circunscritos com area e perimetro racional

A . 2
tém que satisfazer cos [ — | € Q
n

- Se n for o nimero de lados de um poligono regular, entdo os poligonos regulares inscritos

( . « . 47
com &rea racional tém de satisfazer cos | — | € Q
n

2
Pela propriedade (1), para qualquer inteiro m, 2cos (m7r) é um zero do polinémio ménico f, ().
n

2 4
E em particular para m = 1 e m = 2, logo 2cos (W> e 2cos (W) sao zeros do polinémio ménico
n n

Mas se o polinémio de grau n dado por f,(z) = 2T, (E

2) — 2 é moénico entdao pode escrever-se

como:

co+cax+ ... +cp " 2"

Ou seja, o coeficiente principal ¢, é 1.

Utilizando o Teorema da Raiz Racional i uma raiz racional tem um denominador que divide o

coeficiente ¢, = 1 logo, tem que ter denominador 1. Como os restantes coeficientes do polinémio

2Teorema da Raiz Racional - Seja f(x) = ap + a1z + asx’ 4+ ...+ anx™, um polinémio € Z, onde ag # 0
ean # 0.
~ . . r . ; = T T
Se uma fracdo irredutivel — € Q é uma raiz de f(z) entdo r|ao e s|a, (r é divisor de ag e s é divisor de a,).
s
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- 21 T
fn(x) sdo inteiros, e o numerador tem que dividir ¢y, estas raizes racionais 2cos ( e2cos | —

tém de ser inteiras.

n n

Como —1 < cos(f) < 1 para todo o 6 € R, entdo procuramos inteiros nos intervalos:

—2 < 2cos <

—2 < 2cos <

) <2
n

An
n

N
N

27 7
Basta procurar os inteiros em [—2, 2] para igualar a eles as expressoes de 2cos () e 2cos ()
n n

resolver as seguintes equacoes trigonométricas:

2cos

2cos

Il
|
N

2cos

Il
\
—

2cos

2cos

Il
—_

2cos

I
N

2cos

7/ N 7 N 7 N N N
S5 SIF cIF <IfF <%
N——— — 7 N 0
Il
o

Depois de resolver as equagoes trigonométricas anteriores, constata-se que:

cos (EEE> = =n=4
n
2 -1

cos (4}1) =— =n=3
n 2
2 1

cos (413> = - =n=6
n

cos(Q—W):il =>n=2
n

cos <f§[) = =n=28

n
(4#) 1

cos| — )| =— =n=6
n 2
4

(:05<—7T>=l =n=12
n 2

cos(g):fl =n=4
n
4

cos (4][) =1 =n=2
n

As dreas e os perimetros dos poligonos regulares inscritos e circunscritos (A;(n), P;(n), Ac(n), P.(n))

- . . 27 47
sdo racionais quando os cossenos cos | — | € Qe cos | — | € Q.
n n

2
Recorrendo as equacgoes trigonométricas foi possivel concluir que cos <) eEQ=mne{3,4,6}e
n

4
cos (77;) eQ=mne{46,8,12}
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Podemos compilar os dados na tabela seguinte:

Poligono Inscrito | Poligono Circunscrito
n lados n lados
n | Ai(n) | Pi(n) Ac(n) | Pe(n)
3 # 3v3 3v3 | 643
4 |2 4+/2 4 8
6 % 6 2v3 | 443
8 | 2v2
12 | 3

Tabela 2.7: Quadro sintese

Como se pode constatar pela tabela @ o quadrado e o dodecagono inscritos na circulo tem &area
racional. Apenas o héxagono inscrito possui perimetro racional. Relativamente aos poligonos cir-

cunscritos no circulo unicamente o quadadro tem area e perimetro racional.

&
L

Figura 2.31: Poligonos com &rea e perimetro racional
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2.8 Trigonometria Racional

A Trigonometria Classica é aquela que conhecemos até hoje, em que sao considerados na medigao
de tridngulos os conceitos de distdncia e &ngulo. O professor Norman Wildberger no livro “ Divine
Proportions: Rational Trigonometry to Universal Geometry”, propde o conceito de Trigonometria
Racional. Segundo Wildberger o objetivo é substituir a medida dos lados a,b e ¢ de um triangulo
pelo valor dos seus quadrados, que designarei ao longo deste trabalho por quadrénciasa. Este termo
ja foi usado pelo autor, Luiz José da Silva num estudo de investigagao [24]. Wildberger pretende
também substituir a amplitude dos dngulos em graus ou radianos, pelo afastamento (nome que

serd usado para designar o que Wildberger intitula de spread).
Assim, a quadrancia é o quadrado da distancia, e o afastamento é a abertura entre duas retas.
A quadrancia mede o quadrado da distancia entre dois pontos. Um ponto num referencial é definido

pelas coordenadas x e y em relagao aos eixos coordenados e usa-se a notacao |A; As| entre os pontos

Al\"('xhyl) € A2u($25y2)7 assim

| A1 As| = \/(332 —21)? + (y2 — 1)’
Entao a quadrancia entre dois pontos é:

Q(A1, Az) = (z2 —21)* + (y2 —11)°

5
5]

Figura 2.32: Separagdo de duas retas: afastamento

Seja o ponto B # A na reta [;. Considerando uma reta perpendicular a ls e que passa no ponto

B, ao ponto de interse¢do chamamos C, como podemos observar pela figura .

O afastamento s(l1,l3), entre as retas [; e la, é 0 quociente entre as quadrancias

Q(B,C)
() = 54, B)

Sejam a1x + biy = 0 e asx + by = 0, as equagoes de duas retas que se intersetam no ponto
A_(0,0). Para calcular o afastamento entre estas duas retas consideremos um ponto B na reta [y,
B_,(=b1,a1). E um ponto arbitrario de ls ~ C_,(—Ab2, Aaz). As quadrancias do tridngulo [ABC]
sao:

Q(A, B) = b} + af

3 . ~
quadrance, em inglés.
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Q(A,C) = N*(b3 + a3)

Q(B,C) = (b1 — Ab2)* + (Mag —ay1)*  (2.10)
O triangulo [ABC] é retdngulo em C, logo pelo teorema de Pitdgoras
Q(A,C)+Q(B,C) = Q(A,B)
ou seja,
N3 + a3) + (b1 — Ab2)? + (Nag — a1)? = b? + a?

Depois de algumas simplificages, obtemos que

2X(aras + biby — Aa2 +b3)) =0

A=0

bib
voooa= @@tk 9y
as + b3

Mas A = 0 precisamente quando as retas sdo perpendiculares, entdo consideremos o caso .

Assim substituindo em , iremos obter que:

(a1bs — asby)?
a% + b%

Q(B,C) =
logo,
(B,C) (a1by — agby)?

s(ly,lo) = @ =
PITQ(AB) T (af + b3)(ad + 13)

Este afastamento entre duas retas pode ser medido e é sempre um nimero entre 0 e 1. 0 quando
as retas sao paralelas entre si e 1 quando as duas retas sdo perpendiculares. Um angulo de am-

1
plitude 45° corresponde a um afastamento de > e um angulo de amplitude 30° e 60°, téem um

. 1 3
afastamento, respectivamente, de 1 e T

Mike Ossman é o autor deste novo transferidor, em alternativa ao transferidor tradicional.
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o

Figura 2.33: Transferidor da Trigonometria Racional

A pesquisa sobre esta nova abordagem da trigonometria foi feita nos artigos [@] [@] de Wildberger,

onde este autor argumenta contra algumas dificuldades da trigonometria cléssica, como por exemplo

a imprecisdo da definicdo de dngulo sem recurso ao céalculo e a falta de rigor das medidas em

radianos. Propbe em alternativa as novas medidas de quadrancia e afastamento que defende

produzirem calculos mais elementares.

2.8.1 Quadrancia e afastamento - um exemplo

Considerando o tridngulo [A; A3 A3] no referencial e sejam os pontos os pontos Ay, (4,1), A2, (1,2)

e A3 (2,4)

A3

A2

Al

Figura 2.34: Representagdo geométrica do tridngulo [A1 A2 As]

A distancia entre dois pontos, usando o teorema de Pitdgoras, é dada por:

d = (@1 —22)? + (1 —)? =\ /(1 =2 + 2-2)° = V5

De modo andalogo, obtemos d2 = 4/13 e d3 = v/10.

Os segmentos d; e ds foram um angulo de amplitude 61, pode-se calcular a sua amplitude usa-se

a lei dos cossenos:
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d% = d% + d% — 2dads3 cos 01

Depois de alguns iteracoes, tem-se o valor aproximado para 6;:

cos b1 =

13+10—5 9
24/104/13 /130’

Do mesmo modo obtém-se a amplitude dos dngulos 65 e 63.

Assim,

Note-se que 07 + 0 + 03

d2 = d% + d% — 2d1d3 cos 04

d2 = d3 4 d3 — 2dydy cos 03

5+10-13 1

cos By = = 0> ~ 1,428 899
T ToBV10 B0
13-1 4
cos 05 = 2T 13— 10 6 ~ 1,051 650

2v5vVI3 /65

™

Q

ou seja 01 ~ 0,789 352 ... (radianos)

... (radianos)

... (radianos)

Em vez de se trabalhar com as trés distancias dy, ds e d3, a trigonometria racional trabalha com as

trés quadrancias @1, @2 e Q3. E em vez dos trés angulos 01, 05 e 03, utiliza os trés afastamentos

S1, Sg € S3.

Figura 2.35: Quadrancias e afastamentos

A quadrancia entre dois pontos, por exemplo, A1 e As é dada por:

E portanto

Q1 = Q(az,4,) = (T1 — 22)° + (g1 — y2)°

Q1= Qas,45) =5
Q2= Qa, 4, =13

Q3 = Qa,,4,) =10

As coordenadas de A1, Ay e A3 sdo racionais, entdo @1, Q2 e Q3 sdo obrigatoriamente racionais,
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o que nao acontece com as distancias dy, ds e d3 que podem ser irracionais.

Com quadrancias e afastamentos, algumas leis bésicas tornam-se mais simples e exatas, segundo o
autor Wildberger.[217]

2.8.2 Leis da Trigonometria Racional

Iniciando com uma lei basica e que assume as carateristicas da Lei dos Cossenos, Wildberger

estabelece a Lei da Cruz E, que refere que:

(Q2+ Q3 —Q1)* =4Q2Q3 (1 —s1) (2.12)

No exemplo dado anteriormente @1 = 5, @2 = 13 e @3 = 10 entdo podemos efetuar o calculo:

(10 +13-5)2 81

1— g = -
LT TN 10x13 130

e portanto,

49
S1 = ——<
130

De modo anélogo,
49
§o = —
2750
49
§a = —
> 765

A Lei do Afastamento E, substitui a Lei dos Senos e tem-se que:

51 _ 52 _ 83
Q1 Q@ Qs (2.13)

Outra lei, a Férmula dos Trés Afastamentosa, afirma que os trés afastamentos de um triangulo

satisfazem a condicao:
(51 + 89+ 83)% = 2(s] + 55 + 53) + 4515083 (2.14)

Consideremos o caso em que sz = 0 entao os trés pontos A;, As e A3 sdo colineares, o que significa
que todos eles se encontram em uma Unica reta, e que se as trés quadrancias satisfazem a a condicao

(Q1 + Q2 — Q3)% = 4Q1Q>, entdo:
(Q1+ Q2+ Q3)* =2(Q7 + Q3+ Q3) (2.15)

¢ a Férmula das Trés Quadr:?mcias.ﬂ

4Cross Law, em inglés

5Spread Law, em inglés

5Triple spread formula, em inglés
"Triple quad formula
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Se s3 = 1 entdo [Az Ag] e [A1 As] sdo perpendiculares e temos o Teorema de Pitz’zgorausE

Q1+ Q2=0Q3 (2.16)

Wildberger, refere que esta “é uma férmula mais agradavel para o teorema mais importante da
matematica.” Também segundo o autor estas sdo as cinco principais leis da trigonometria racional,

é tudo quanto necessario pra resolver a maioria dos problemas de trigonometria. [27]

Leis da Trigonometria Racional

Lei da Cruz
Para qualquer tridngulo [A1 A2 A3] definir a curz ¢z = 1 — s3. Entéo

(Q2 + Q3 — Q1) = 4Q2Q3 (1 — 1)

Lei do Afastamento
Para qualquer triangulo [A; A2 As]
S1 S2 S3

Q Q: Qs

Férmula dos Trés Afastamentos
Para qualquer tridngulo [A1 A2 As]

(51 + 82+ 83)° = 2(sT + 83 + s3) + 4515253

Férmula das Trés Quadrancias
Se os trés pontos A1,A2 e Az sdo colineares, entao

Q1+ Q2+ Q3)* =2(Q1 + Q3 + Q3)

Teorema de Pitagoras
Se as retas A1 Az e AsAs sdo perpendiculares entéo

Q1+ Q2=0Qs3

Tabela 2.8: Quadro resumo das leis da Trigonometria Racional

2.8.3 Um Exemplo comparado

Para poder verificar a prética a aplicagdo da trigonometria classica e racional irei apresentar aqui,

um exemplo de faz parte do livro Divine Proportions de Wildberger.[206]

Problema: Considere um tridngulo [A;A3As] com as seguintes distancias d(Ajp, As) = 5,
d(As,A3) =4 e d(Asz, A1) = 6. O ponto B é um ponto que se encontra sobre o segmento
A1 As, 0 Angulo em As = 45°. Qual é a distancia d(As, B)?

8Pythagoras’ theorem
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Figura 2.36: Tridangulo - Exemplo da trigonometria classica

Resolugao segundo a trigonometria classica
Consideremos os tridngulos da figura . Aplicando o teorema dos cossenos ao tridngulo [A; As As],

veml que:

25+36—-16 45

42 =52 4+6%2—-2x5%x6xcosa< cosa = TXE X6~ 60

Assim, recorrendo a calculadora o ~ 41,4096 °.
Como a soma do angulos internos de um tridngulo é 180° entdo,

B~ 180° —45° — 41,4096 ° ~ 93,5904 °.
Agora, aplicando a lei dos senos,

sena  sen 3

4 )

para poder efetuar este célculo é necesséria a utilizacdo da calculadora

_ 5sen 41,4096 °

d(As, B) = ~ 3,3137
(42, B) sen 93,5904 ° ’

Resolugao segundo a trigonometria racional

Para aplicar a trigonometria racional, comegamos por converter as informacdes iniciais de distan-
cias e angulos para quadrancias e afastamentos. As trés quadrancias deste triangulo sdo Q1 = 16,
Q2=366Q3=25.

7

1
O afastamento correspondente ao dngulo de 45° é 3
Aplicam-se as leis da Trigonometria Racional, primeiro para determinar s, e depois 7, e finalmente

Q. Usando a lei da cruz obtemos:

(25 + 36 — 16)° = 4 x 25 x 36 x (1 — )

resolvendo em ordem a s, vamos obter que: s = 6

Agora, através a férmula dos 3 afastamentos iremos obter o quadrado de r:
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Figura 2.37: Tridngulo - Exemplo da trigonometria racional

l+1+r 2—2 ﬁ+1+r2 +4><l><
16 2 ST\ 256 4 16

+ 7.

xXr

N |

1
Simplificando obtém-se 72 —r + —— = 0, entdo r =

3
256 16

N | =

Depois de determinar s e r, aplica-se a lei do afastamento:

r S
%= é’ resolvendo em ordem a Q descobrimos que:

1 = 1400 — 5257
7o = 1400 + 525v/7
Para responder a questao temos de converter estes valores, e fazer a raiz quadrada:
dy = +/r1 ~3,3137...
dy = /r2 ~ 264,056 ...

E portanto r=d;.

A informagéo inicial descreve duas possibilidades diferentes. A segunda é a reta A B que tem um
1
afastamento de 3 com a reta Ay Ay como é mostrado na figura , com o ponto B situado a

distancia da nesta diregdo.

B
36 16

_/\I?.I"IS 112

Ay 25 2

Figura 2.38: Possibilidade Alternativa
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Usando a trigonometria racional a solucdo é mais exata e revela, neste caso, que a /7 esta li-

gada ao problema. No entanto v/7 nao deixa de ser um niimero irracional.

2.8.4 Consideracoes

Wildberger argumenta que a trigonometria racional é mais simples que a trigonometria cléssica e

mais facil de aprender.

Se considerarmos que a trigonometria racional se baseia apenas no conceito de quadrancia e afasta-
mento, entdo poderemos concordar. Uma vez que na trigonometria classica sao necessarios varios

conceitos: distancia, amplitude, seno, cosseno, tangente, etc...

Gildford[9] alerta para o facto de que: “em alguns casos a trigonometria racional sé dd aparén-
cia de um resultado racional”. Realga ainda que no estudo de Wildberger nao é revelado se a
trigonometria racional é aplicavel & maioria dos problemas que envolvem circulos ou rotagao cir-

cular, nem se é possivel produzir solugoes para serem usadas em problemas de engenharia e ciéncia.

No que diz respeito ao exemplo atrés citado, é possivel verificar que em ambos os casos é necessério
recorrer a calculadora, talvez mais num caso do que no outro, no entanto ambos precisam. Na
minha opinido a utilizagao da trigonometria classica é mais rapida e direta, para o que se pretendia

determinar.

Wildberger contribui com novas e surpreendentes ideias para um tema com uma longa histéria.
No entanto, creio que nao é justo desprezar a trigonometria classica. Mesmo com os seus desafios,

é de louvar a consisténcia e aplicabilidade de uma teoria construida ao longo de muitos séculos.

2.9 Consideragoes finais

No decorrer desta investigacao analisei a origem, o percurso e até onde podem ir as novas ideias

sobre a trigonometria.

Acredito que o uso da histéria da Matematica é fundamental para dar mais importancia e signifi-
cado ao ensino da trigonometria, pois possibilita aos alunos uma visao mais abrangente de como
surge, a sua finalidade e as suas aplicagoes nos diversos contextos. E importante os alunos terem

a oportunidade de relacionar os contetidos de trigonometria com situagdes do quotidiano.

Relativamente a trigonometria racional, poderd aparentemente ser mais simples uma vez que ire-
mos trabalhar com leis que permitem célculos mais elementares e produzem com mais frequéncia
resultados racionais, enquanto as definigdoes da trigonometria classica produzem na maioria dos
casos resultados irracionais. No entanto, se considerarmos o nimero de interagdes que sao neces-
sarias para obter o resultado de um problema, a trigonometria cldssica aparenta ser mais rapida,

no meu ponto de vista.

Sobre a trigonometria racional muito mais haveria a dizer, no entanto esta apenas foi abordada a

titulo de curiosidade e a investigacdo e estudo nao foi feita de forma aprofundada.
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Capitulo 3

Pratica de Ensino Supervisionada

3.1 Introducao

A pratica de ensino supervisionada é um culminar de um longo processo, ao qual me auto propus,
um complemento & minha formagéao.
Setembro trouxe o inicio de um novo ano letivo, e para mim uma nova etapa. Uma etapa de receio,

descoberta e experiéncia.

3.2 Sintese Estagio Pedagoégico

O mestrado de ensino da matemaética 3° ciclo do ensino bésico e ensino secundério possui a uni-
dade curricular de estagio pedagdgico. Este visa articular as competéncias cientificas, pedagbgicas,
didaticas e sociais em contexto escolar. Deste modo, deixo aqui uma sintese do estagio pedagogico,

realizado na Escola Secundéria Campos Melo (ESCM), na Covilha.

Neste ano letivo 2013/2014, o nicleo de estéagio foi constituido pela Prof.® Maria Isaura Fazendeiro
Mendes, orientadora cooperante, pela Prof.2 Dr.? Sandra Bento, orientadora cientifica, Regina

Guimaraes, Manuel Feijdo e por mim, estagiarios.

A ESCM acolheu-nos de “bragos abertos” e possibilitou-nos viver as primeiras experiéncias en-
quanto docentes de matematica. Estive presente em duas turmas de niveis diferentes, uma de 92
ano e outra de 122 ano, tendo lecionado em ambas as turmas. A turma de ensino béasico era de
ensino regular. Relativamente a turma de ensino secundario pertencia ao curso Cientifico Huma-

nisticas de Ciéncias e Tecnologias, e portanto tinham a disciplina de Matematica A.

A turma de 9° ano era constituida por 23 alunos, 13 rapazes e 10 raparigas, a turma de 12°
ano inicialmente era composta por 25 alunos, no final do ano ficou reduzida a 19 alunos, uma
vez que houve alunos que anularam a matricula. Num primeiro impacto sabia que iriam ser duas
turmas bastante diferentes, quer por pensar na diferenca da faixa etédria, quer pelos conteudos
que iriam ser abordados. Uma responsabilidade acrescida uma vez que eram duas turmas sujei-

tas ao exame nacional, um para a conclusao de ciclo e a outra com vista o acesso ao ensino superior.

Cabe a escola no inicio de cada ano letivo a elaboragdo de um Plano Anual de Atividades -
PAA. O PAA é um documento de planeamento e operacionalizacio do trabalho a desenvolver,
contextualizando as diversas atividades que se irdo realizar ao longo do ano letivo. O PAA assume

e articula-se com os objetivos pedagdgicos inseridos no Projeto Educativo de Escola (PEE).

Deste modo, a escola participa em varios concursos no ambito da Matematica, nomeadamente:
Olimpiadas Portuguesas da Matematica, organizadas pela Sociedade Portuguesa da Matematica;

Canguru Matemaético sem Fronteiras 2014, organizado pela Associagdo Canguru sem Fronteiras e
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Campeonato Nacional de Jogos Matematicos. Tendo o ntcleo de estégio participado e colaborado
nestes concursos.

E ainda de referir que o niicleo de estdgio dinamizou as seguintes atividades: ESCMDesafios, rea-
lizado a 3 de janeiro; Dia do Pi, que decorreu no dia 14 de marco e exposicao interativa no “dia

dos departamentos”, no dia 24 de abril.

O ESCMDesafios tinha como objetivo promover uma nova visdo de aprender Matemética, contri-
buindo, assim, para desenvolver o gosto e melhorar a relagao dos alunos com a disciplina. Esta
atividade foi realizada na cidade da Covilha, fora do recinto escolar. A atividade consistia na
resolucao de desafios matematicos simples. Com estes desafios era possivel descobrir as coordena-
das GPS do préximo local para onde se deveriam deslocar, e assim descortinariam o caminho a
percorrer. Foi uma atividade que teve uma forte adesdo por parte dos alunos, cerca de 300 alunos
participaram.

No dia 14 de Margo comemora-se mundialmente o dia do PI, e nés ndo quisemos que este dia
passasse despercebido. Com o intuito de despertar a curiosidade dos alunos, o nicleo de estagio
organizou um conjunto de atividades que visaram dar maior conhecimento deste niimero notavel
e mostrar algumas curiosidades que o envolvem. Destacam-se a projecao de alguns videos sobre a
historia e as aplicagdes do Pi e uma exposicao de cartazes com algumas curiosidades sobre o Pi.
Deste modo foi possivel levar os alunos a olhar para o Pi de um modo diferente.

No “Dia dos Departamentos”, o nticleo de estagio recorrendo a material elementar, nomeadamente,
fosforos, caricas, joaninhas, moedas, etc... elaborou uma exposigdo interativa com quebra-cabecas
matematicos. De um modo geral os alunos aderiram de forma entusidstica e muito positiva a estes

“jOgOS”.

Ao longo do ano letivo procurei assistir as diversas reunides, assim estive presente nas reunides
de departamento; nas reunides de avaliacao intercalar e em reunides de avaliagdo. A participagao
nestas permitiu-me perceber que o trabalho de professor vai muito para além do “dar aulas” e que

existe um trabalho que é feito “nos bastidores”.

Durante a pratica de ensino supervisionada lecionei um total de 9 aulas, distribuidas ao longo
dos 3 periodos. O processo de ensino-aprendizagem é um trabalho rigoroso, objetivo e exigente. A
todo custo devem ser evitados erros e deve-se garantir a maxima qualidade, logo é essencial iniciar
todo este processo pelo planeamento. Assim, antes da lecionagdo das aulas decorreu um processo
de planificagdo, existindo um periodo de pesquisa e de investigacao em diversas fontes de infor-
magao, particularmente nas orientagoes metodologicas aconselhadas pelo Ministério de Educacao
e no manual adotado.

Na realizacao das planificagoes foi tido em consideracdo o teor e rigor cientifico. Salienta-se também
que durante a elaboracao das planifica¢bes, um dos aspetos tidos em conta foram as caracteristicas

gerais das turmas, adequando-se as estratégias aos conteiidos programaticos e aos objetivos.

As planificagoes foram verificadas pela professora orientadora cooperante e pela professora orienta-
dora cientifica. Foram um bom elemento de debate entre mim e as orientadoras que contribuiram

com sugestoes oportunas baseadas nas suas experiéncias.

Tentei sempre preparar aulas com componente teérica e pratica, diversificar ao maximo os recursos
utilizados na sala de aula. Sempre que possivel e que se julgou adequado recorri ao uso de ferra-

mentas tecnolégicas. De uma forma geral foram utilizadas ferramentas como o software Geogebra
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projetado no quadro, a méaquina de calcular, o manual adotado e em algumas ocasides, fichas de

reforco das aprendizagens e apresentacoes PowerPoint.

A abordagem a cada tema foi iniciada questionando os alunos, aliciando e levando o aluno a desco-
berta. A resolucdo de exercicios foi uma técnica usada para averiguar e consolidar a aprendizagem

dos contetdos abordados no decorrer da aula.

E importante realcar que na turma de 9° ano, em consequéncia da faixa etaria, as atitudes e
o comportamento dos alunos podem por vezes sobrepor-se ao contetido da aula. Exige assim por
parte do professor uma dedicacao redobrada, uma predisposicao para formar, uma atencao especial
para os problemas comportamentais e de aprendizagem. Sao aulas menos previsiveis o que exige
do docente uma preparacao a diversos niveis. No entanto, apesar do esfor¢o constante, no final
sentimo-nos mais recompensados e realizados a nivel profissional sempre que se consegue conquistar

a atencao de um aluno para a aprendizagem.
3.3 Planificacoes

Apresento de seguida um conjunto de 6 aulas respeitantes a varios periodos de lecionagdo. Como

o tema do trabalho cientifico é a trigonometria escolhi as aulas que vao mais de encontro a este.

3.3.1 Planificacao 1

Unidade Didatica 4: Circunferéncia

Aula n? 83 e 84
Data: 9 de janeiro de 2014
Ano|Turma: 9°B

Duragao da Aula: 90 minutos

Tépico:

- Angulo excéntrico: dngulo inscrito e Angulos com o vértice no interior e no exterior do circulo.

Sumario:
Angulo inscrito na circunferéncia.
Angulos com o vértice no interior e no exterior do circulo.

Resolucao de exercicios.

Pré-requisitos:

- Identificar elementos da circunferéncia (centro, raio, arco, corda).

- Identificar angulos verticalmente opostos.

- Definir e identificar dngulos ao centro.

- Relacionar a amplitude de um angulo ao centro com a do arco correspondente.

- Relacionar angulos ao centro, arcos e cordas correspondentes.
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Objetivos:

No final da aula, os alunos devem saber:

- Definir e identificar 4ngulos inscritos na circunferéncia.

- Comparar a amplitude do dngulo inscrito com a amplitude do arco compreendido entre os seus
lados.

- Distinguir dngulo excéntrico exterior de angulo excéntrico interior.

- Determinar a amplitude de angulos excéntricos.

- Utilizar as propriedades das figuras geométricas em demonstragoes simples.

Competéncias Transversais:

Nesta aula é possivel desenvolver a Comunicagdo Matematica oral nas possiveis discussoes geradas

nao s6 em torno da matéria a lecionar, como também através dos exercicios a resolver.

Materiais e Recursos:

- Manual adotado: Novo Espaco Parte 2 - Mateméatica 9° Ano [4]
- Quadro Branco

- Marcadores: preto, azul, vermelho

- Quadro interativo

- Video projetor

- Computador

- Geogebra

Nota:

> As indicacoes Praticar referenciam os exercicios que o professor deve resolver.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:

Inicia-se a aula escrevendo o suméario no quadro.

O professor questiona os alunos sobre o que entendem por angulo excéntrico. O professor deve
relembrar os alunos que se fala de Angulos associados a uma circunferéncia. Depois de um pequeno
debate, o professor deverd conduzir os alunos a defini¢do seguinte:

Um angulo diz-se excéntrico a uma circunferéncia quando ndo tem o vértice no centro da

circunferéncia.

Os alunos devem registar a definicdo no caderno diério.

Em seguida é pedido aos alunos que observem a seguinte figura:
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Sao colocadas aos alunos as seguintes questoes:

—> qual o vértice do angulo alfa?

—> quais os lados desse dngulo?

—> em relacdo a circunferéncia como se chamam esse lados?

—> onde se encontra o vértice do dngulo AVB?

Através das respostas as questoes anteriores, concluir que o dngulo AVB tem o vértice sobre a
circunferéncia e os lados contém cordas dessa circunferéncia. Ao adngulo com estas carateristicas

chama-se angulo inscrito.
Os alunos registam no caderno didrio a seguinte defini¢ao:

Angulo Inscrito - é um angulo excéntrico que contém o vértice sobre a circunferéncia e cujos

lados sao cordas dessa circunferéncia.

Os alunos serao questionados sobre a existéncia de davidas.
Em seguida, recorrendo ao Geogebra, mostrar aos alunos que se movermos o vértice V a am-

plitude do angulo se mantém. Verificar o que acontece no caso em que o didmetro é o lado oposto

ao vértice no tridngulo com lados nas cordas que dele partem.
Depois pedir aos alunos para registar a seguinte propriedade:

- Todos os dngulos inscritos no mesmo arco de circunferéncia tém a mesma amplitude.

Em seguida é colocada a seguinte questao:

Como calcular a amplitude de um &ngulo inscrito na circunferéncia?

Para responder a questao colocada, vai-se recorrer ao programa Geogebra e apresentar situacoes

de dngulos ao centro e dngulos inscritos na circunferéncia.
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Através da imagem dinidmica anterior, alterar a amplitude do arco AB e comparar com a amplitude
do dngulo ADB. Questionam-se os alunos , se véem alguma relacio entre a amplitude destes dois
angulos,estabelecendo-se assim uma conjetura que relacione a medida da amplitude de um angulo

inscrito com a medida da amplitude do arco compreendido entre os seus lados.
Os alunos irdo registar no caderno diario a seguinte propriedade:

A amplitude de um angulo inscrito é igual a metade da amplitude do arco compreendido entre os

seus lados: LAV B = ATB

De seguida, o professor pede aos alunos para resolver os exercicios 8, 9 e 11 do manual [4]

Praticar

Resolugao do Exercicio 8:

8.1 Por exemplo corda DC ou corda BC
8.2 L/AOB

8.3 /DCB

Resolugao do Exercicio 9:
9.1 O tridngulo é isésceles. [AO] e [OC] sdo raios da circunferéncia, logo estes segmentos de
reta tém o mesmo comprimento e, portanto temos dois lados iguais, ou seja, temos um triangulo

isosceles.

9.2
9.2.1 LZAOB = 50°

9.2.2 ZCOA =180°—50° =130°

AB  50°

9.2.3 LZACB = % =25°

Resolugao do Exercicio 11:
Nota: Um poligono regular tem os lados todos com o mesmo comprimento e os angulos internos

com a mesma amplitude.

360°
=60°

(o)

11.1 AB =
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11.2 LAED = bA = 180

=90°
2 2

11.3 Z/DCB = /DCO + £LBCO < £ZDCB =60° +60° = 120°

11.4 /PBC =180 —120 = 60°

Corrigir os exercicios propostos e averiguar se os alunos tém duvidas.

Propor aos alunos a resolugido da Tarefa 4 da pdgina 18 do manual [4].

Comecamos pela resolucao do exercicio 1 da tarefa 4.

Considerando os dados do problema sabemos que AB=zeCD = Y.
AB+CD
2

E queremos provar que LAV B =

Aconselhar os alunos que, sempre que um exercicio contenha uma sugestéo, esta deve ser seguida,

pois, por norma, estas sugestoes conduzem-nos & solugdo do problema/exercicio.

A resolucdo deste exercicio é feita pelo professor no quadro mas, sempre com a ajuda e inter-
veng¢ao dos alunos.

Considerando a 1% sugestao, exprimir ZADB em func¢io de x:

/ADB ==
2

De seguida exprimir o ZCAD em fungdo de y e assim temos que:
LCAD = %

A 3% sugestdo pede-nos para relacionar a amplitude do &ngulo externo de vértice V com as ampli-

tudes dos dngulos internos de vértice A e B.
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Recordar os alunos que ja estudaram que:
A amplitude do angulo externo de um tridngulo é igual a& soma da amplitude dos dois dngulos
opostos internos’

Assim,

LAVB =ADB+ LCAD

Ty
/AVB =24 Y
GBSy
@LAVB=A£+O£
2 2
AB +CD

< LAVB =

De modo andlogo, iremos fazer o exercicio dois da tarefa 4. O professor resolve-o no quadro com

a ajuda dos alunos.

- Y

Considerando os dados do problema sabemos que AB=2¢CD = Y.
AB—-CD

E queremos provar que LAV B = >

Se sabemos que A amplitude do dngulo externo de um tridngulo € igual & soma da amplitude dos

dois angulos opostos internos’ como ja referimos anteriormente. Entdo /BCA = Z/BVA+ /ZCAV

Observando a figura, podemos verificar que temos dois angulos inscritos na circunferéncia, o Z BC'A

e LCAV. Assim, podemos escrever que: ZBCA = g e LZCOAV = 4

2
Entao se ZBCA =/BV A+ ZCAV, substituindo por o que conhecemos vem que:

L y
5 = LBVA+ 3
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X )
/BVA=>=_-2
cobVA=5 "5

A CD
cVA=S Ty
@ABVA=AB;CD

Pedir aos alunos para resolver o exercicio 14 do manual [4], da pagina 18.

Praticar

Resolugao do Exercicio 14:

14.1 LADV = 60 =30°

LDV A=180°—48° =132°

Como a soma da amplitude dos dngulos internos de um tridngulo é 180° entdo LVAD = 180° —
(30° +132°) = 180° — 162° = 18°

14.2 Como o angulo com vértice interior ao circulo é a metade da soma das amplitudes do arco

maior com o arco menor, entao

BA+CD _60°+CD

LOVD = === «48° & CD=96°—-60° < CD = 36°

Corrigir o exercicio 14 e verificar se existem duvidas.

Por fim, é proposto o exercicio 15 da pagina 18 do manual [4] para trabalho de casa.

Trabalho de casa
- Exercicio 15 da pagina 18.

Praticar

Resolugao do Exercicio 15:

Como o LZCOAD ¢é um angulo inscrito na circunferéncia, entéo CD =2x15°=30°

O ZACB é um angulo externo do tridngulo AVC e por isso, a amplitude do ZAC B é igual a soma
das amplitudes dos dngulos internos nao adjacentes.

Assim, ZACB = LCAD + ZAVB LZACB =15° +25° LZACB = 40°

Como o ZACB é um angulo inscrito na circunferéncia, o arco AB é o dobro da sua amplitude,

logo
AB =2 x 40° = 80°
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Temos entao que

4AVC=AB*fCD@25°=u@25O=ﬂ@25°=25°

Tal como se pretendia demonstrar.

Avaliagao:

- empenho nas atividades propostas;

- cooperagao com os colegas e professor;

- aplicagdo dos conhecimentos matemaéticos;

- raciocinio matemético;

- comunicacao matematica;

- uso da terminologia e da simbologia adequada;

- Comportamento na sala de aula.

Referéncias:
(4], [13]

3.3.2 Planificacao 2

Tema III: Trigonometria

Aulas n® 149 e 150
Data: 2 de abril de 2014
Ano|Turma: 12°A

Duragao da Aula: 90 minutos

Tépico:

Nocoes de trigonometria abordadas no 11%ano, nomeadamente:

- razdes trigonométricas num tridngulo retangulo;

- angulos de sentido positivo e de sentido negativo;

- angulo generalizado e arco generalizado;

- nova definicdo de seno, de cosseno e de tangente;

- relagbes entre o seno, o cosseno e a tangente de um angulo;

- o radiano;

- relagOes entre senos, cossenos e tangentes de dngulos complementares, suplementares, simétricos,
que diferem de 7 e de g e cuja soma ou diferenca é 3771-;

- equagoes trigonométricas.

Sumadrio:

Conceitos elementares de trigonometria - revisdes do 11%ano.
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Pré-requisitos:

Trigonometria do tema ’Geometria no Plano e no Espaco I’ do 11%ano.

Objetivos:
No final da aula, os alunos devem saber:

- usar o tridngulo retangulo para escrever as razoes trigonométricas;

usar a trigonometria para resolver problemas que envolvem tridngulos retangulos;

- usar as razdes trigonométricas para qualquer angulo;

usar o sinal das razoes trigonométricas;

verificar identidades trigonométricas aplicando férmulas trigonométricas;

conhecer as razdes trigonométricas de dngulos de referéncia;

reduzir um angulo ao 1° quadrante;

resolver equacgoes e inequagoes trigonométricas.

Competéncias Transversais:
Nesta aula é possivel desenvolver a Comunicacdo Matematica oral nas possiveis discussoes geradas

nao s6 em torno da matéria a lecionar, como também através dos exercicios a resolver.

Materiais e Recursos:

- Manual adotado: Xeqmat12 Volume 3 - Matemadtica A 12° Ano [25]

- Quadro Branco

- Marcadores: preto, azul, vermelho

- Quadro interativo

- Video projetor

- Computador

- Ficha de trabalho para resolver durante a aula (FT_trigonometria.pdf e Resolugio_FT _trigonometria.pdf)

- Ficheiro Aulad_trigonometria.ppt

Notas:

> As indicacbes Praticar referenciam os exercicios que o professor deve resolver.

> A indicacdo diapositivo x, representa o nimero do diapositivo da apresentagdo eletrénica,

do ficheiro Aula5_ trigonometria.ppt, ficheiro auxiliar que o professor usara.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:

Inicia-se a aula escrevendo o sumario no quadro.

O professor questiona os alunos sobre o que entendem por tridngulo retdngulo e que razdes trigo-
nométricas é que conhecem. Com os alunos o professor deve relacionar as razdes trigonométricas
com o tridngulo retangulo. O professor apresenta estas relagdes diapositivo 2.

Em seguida, os alunos sa@o questionados em relacao ao sentido dos angulos, o professor pode colocar
a seguinte questao: quantos sentidos pode ter um angulo?

Depois da participagdo dos alunos, o professor exibird o diapositivo 3.

Em simultadneo com os alunos, o professor recorda os conceitos de angulo e arco generalizado; de-
finicdo de seno, cosseno e tangente no circulo trigonométrico e o sinal das razoes trigonométricas

nos diferentes quadrantes, diapositivo 4,diapositivo 5,diapositivo 6, respetivamente.
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Depois o professor relembra os alunos, as relagdes entre o seno, o cosseno e a tangente de um mesmo
angulo diapositivo_ 7. O professor alerta para a importancia destas relagoes. Uma vez que estas
permitem calcular o valor exato das restantes razoes trigonométricas de um angulo, conhecendo
apenas uma delas. As férmulas sdo exibidas no quadro interativo diapositivo 8.

E pedido aos alunos que realizem o exercicio 4, alinea b) e d) da pagina 10 do manual [25].

Praticar

Resolugao do Exercicio 4:
b)

——— =senf
1+ senf

(1—sen?0)
1+ senf
1+senf —14sen? 0

1+ senb

= 1- = send

= sen 6

sen 6 + sen? 6
1+ senf

sen 0(1 + sen 6)
1+ senb
< senf = sen

= sen @

= sen 0

a)
(1 —cos z)(1 + cos x) _

cos?zx
1—cos?zx 9
&> ——— =1g°x

cos?x

8677,2 T

cos? g

=tg%x

c>tgzx=t923n

E dado algum tempo aos alunos, para que resolvam de forma auténoma os exercicios. Corrigir os

exercicios propostos e averiguar se os alunos tém duavidas.

Em seguida, o professor recorda com os alunos o conceito de radiano e do valores exatos das razoes

trigonométricas 0 < a < g, diapositivo_ 7 — 8. Propor aos alunos a resolucao do exercicio 6,
alinea a), b), ¢) e d) da pégina 11 do manual [25].

A resolugao deste exercicio é efetuada pelo professor no quadro, mas sempre com a ajuda e inter-

venc¢ao dos alunos.

Praticar

Resolugao do Exercicio 6:

3
a) sen7r+sen§=0—l=—1
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IR REN
2 e T

7r T
b) sen o + cos <_Z> =5+ = =42
) tg 419 — 14 (1) =0
T4 T -
T T W3 A3 (W3)?% 3
d) sen — xcos — = — x — = ==
3 6 2 2 4 4

Logo depois sao revistas as relagdes entre senos, cossenos e tangentes de angulos complementares,

. : ™ : . 3T
suplementares, simétricos, que diferem de 7 e de 5 e cuja soma ou diferenca e:?.

. . - A @ 3
Para recordar as relagoes trigonométricas dos angulos: —a; 7 — a; ™+ «; 3 3 +a;, ——ae
3m

2
5 + « é usada a apresentagao eletronica, nomeadamente os diapositivos 10 — 16.

—q;

Pedir aos alunos para resolver o exercicio 7 do manual [25], da pagina 12.

Praticar

Resolugao do Exercicio 7:

sen 3—7T+x —1
2 3

1
© —cosz =

1
< cosw=—2

2 2 1
sen?x + cos?x =1, sendo cos ¢ = —3 tem-se que:
sen?rz=1—cos?z < sen?z=1- (—é) 2
<:>senzar:1—1
9

(:)3@712;5:9_}

9 9
@sen?x:§

9

< senzxr =+

% ©| oo

S senr =+ —
8 -
Como z € |, 27[, tem-se sen x = 3 Entao,

cos(m + x) — 2cos (g + x) = —cosx —2(—sen x)

= —cosx + 2senx

() (D
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1 28

3 3

1-2V8
3

Corrigir o exercicio 7 e verificar se existem duvidas.

Seguidamente sdo recordadas as equagbes trigonométricas. O professor recorda os alunos que
uma equagao trigonométrica é uma equacdo em que a varidvel estd associada a uma expressao
trigonométrica. Com o auxilio do diapositivo 17, da apresentagdo eletrénica, sdo exibidas no
quadro interativo as equacgoes trigonométricas e as suas equivaléncias.

De seguida, é proposto o exercicio 8, alinea c), d) e i) da pdgina 13 do manual [25].

Praticar

Resolugao do Exercicio 8:

@sen(x)——1
2) 2
c)sen(E)—sen(—E)
2/ 6
T T T 5m
ZT=—_" 49 7y —=——+2 Z
@2 6—|— km, ke V3 5 + 2km, ke
<:>(p:—2%4—4/{7'(,]{56Z\/‘T:—10T7T+4kﬂ',k€z
T 5w 2w
sr=——-+4dknkeZvr=——+—+4dkm, ke Z
3 3 6
d)
cos a 1
— 4+ =-=0
V2 2
cosa_il
V22
V2
< cosa=——
2
37

< CoSs a = COST

@a:%—kaw,keZva:—%—k%w,keZ
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i)

cost+cosz?=0

< cosxz(l+cosx)=0

<cosxr=0v1+cosxr=0
T

< cosx =cos— vceosr =—1

™
< COSX = COS— V COST = COS T

@:r,:g+2k7r,keZv:c=—g+2k7r,keva=7r+2k7r,keZ

Corrigir o exercicio proposto e averiguar se os alunos tém duavidas.
Depois o professor distribui uma ficha de trabalho aos alunos, FT_ trigonometria.pdf.
A resolucdo é iniciada logo apds que o professor termine a distribuicdo a ficha de trabalho. A

resolugdo é efetuada no quadro pelo professor e/ou alunos.

Avaliagao:

- empenho nas atividades propostas;

- cooperacgdo com os colegas e professor;

- aplicagdo dos conhecimentos matematicos;

- raciocinio matematico;

- comunica¢do matematica;

- uso da terminologia e da simbologia adequada;

- comportamento na sala de aula.

Referéncias:
(5], [10], (]

3.3.3 Planificacdo 3

Tema III: Trigonometria

Aulas n® 151 e 152
Data: 3 de abril de 2014
Ano|Turma: 12°A

Duracgao da Aula: 90 minutos

Tépico:

Funcoes seno e cosseno como funcgoes reais de varidvel real.

Sumadrio:

Estudo da func@o seno e cosseno.
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Pré-requisitos:

Trigonometria do tema ’Geometria no Plano e no Espaco II’ do 112 ano.

Objetivos:

No final da aula, os alunos devem saber:

- definir a fung@o seno e cosseno como fungao real de varidvel real;

- representar graficamente as fungbes trigonométricas;

- identificar as propriedades e as caracteristicas da func¢ao seno e cosseno, nomeadamente: dominio,
contradominio, periodo, pontos notdveis, monotonia, continuidade, extremos (relativos e absolu-

tos), simetrias em relagdo ao eixo dos YY e a origem, assintotas, limites nos ramos infinitos.

Competéncias Transversais:
Nesta aula é possivel desenvolver a Comunicacao e Raciocinio Matematico nas possiveis discus-

soes geradas nao s6 em torno da matéria a lecionar, como também através dos exercicios a resolver.

Materiais e Recursos:

- Manual adotado: Xeqmat12 Volume 3 - Matemética A 122 Ano [25]
- Quadro Branco

- Marcadores: preto, azul, vermelho

- Quadro interativo

- Video projetor

- Computador

- Geogebra

- Ficheiro Aula6 _Fseno cosseno.ppt

- Ficheiro Tabela_propriedades seno__cosseno.doc

- Ficheiros Geogebra: f seno.ggb e f _cosseno.ggb, retirados do portal www.geogebra.org, sendo o

autor: Adilson Vilas Boas.

Notas:

> As indicacbes Praticar referenciam os exercicios que o professor deve resolver.

> A indicacdo diapositivo x, representa o ntimero do diapositivo da apresentagao eletrénica,

do ficheiro Aula6_Fseno_ cosseno.ppt, ficheiro auxiliar que o professor usaré.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:

Inicia-se a aula escrevendo o sumaéario no quadro.

O professor recorda os alunos a definicdo sen x = sen(x radianos) e cos x = cos(x radianos) -
diapositivo 2.

Assim, estas funcoes sdo fungoes de variavel real a que usualmente designamos de fungoes trigono-
métricas. O professor alerta os alunos de que se sdo funcgoes de variavel real podem ser representadas
graficamente num referencial.

E pedido aos alunos para usarem a sua méquina calculadora para procederem & representacao
grafica destas fungoes. Depois dos alunos terem efetuado o pedido do professor, este confirma com

os alunos a representacao grafica das fung¢oes utilizando o diapositivo 4.

Em seguida, o professor em conjunto com os alunos, procede a uma andlise da representacao
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grafica da fungdo do seno e cosseno. Os alunos sdo questionados sobre o facto de parecer existir
um padrao no grafico das funcgoes.
Através das respostas dos alunos, concluir que as fungdes sao peridédicas e que tém de periodo 2.

O professor refere que este é o periodo positivo minimo.

Analisar com os alunos situacées do quotidiano que também sdo periddicas, no final pedir aos

alunos que registem no caderno diario a definicdo de funcao periddica, diapositivo 7.

Depois o professor, recorrendo ao geogebra, explica aos alunos como surge a representacgio grafica

da funcao seno e posteriormente a representagao grafica da fungao cosseno.

FUNCAO SENO

GRAFICO SENO a

15 Mova o ponto C

o Wi,

-~ ~.

-2 iz

sena=0.7

FUNCAO COSSENO

GRAFICO
COSSENO a*{

Mova o ponto C

T + u
v-n‘zi-i n /m'z 2n

cos a =-0.226

Para uma melhor percepgao da representagao grafica das duas fung¢ées em estudo o professor apre-

senta o diapositivo_ 8.

Seguidamente o professor questiona os alunos acerca do dominio das fungbes representadas gra-
ficamente; qual o contradominio e o periodo. Depois de os alunos responderem da-se inicio, a

construgdo de um quadro resumo sobre as propriedades da fungdo seno e cosseno.

O quadro é preenchido (elaborado) mediante questdes formuladas pelo professor aos alunos.
O professor utiliza o ficheiro auxiliar Tabela_ propriedades seno__cosseno.pdf, para projetar no

quadro interativo cada propriedade encontrada. A medida que cada propriedade é encontrada é
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pedido aos alunos para a registarem no caderno diario.
O professor terd em conta as propriedades seguintes: dominio, contradominio, periodo, pontos
notdveis, monotonia, continuidade, extremos (relativos e absolutos), simetrias em relagdo ao eixo

dos YY e a origem, assintotas, limites nos ramos infinitos.

No final de elaborar o quadro com as propriedades da funcdo seno e cosseno, propor aos alu-

nos a resolucao do exercicio 16, alinea a) e ¢) da pdgina 20 do manual [25].

Praticar

Resolugao do Exercicio 16:
Para a resolucdo deste exercicio foram escolhidas duas sucessoes que tendem para infinito.

.~ e e . ~ ™
a) Usa a definicdo de limite segundo Heine e as sucessdes u, = - +27ne v, =7n

para provar que nao existe lim senx
r—+00

T

Up == +27Tn
2

Up =T N

U, € uma sucessio de termos pertencentes ao dominio do sen = (R) tal que lim(u,) = +o0©

lim sen(uy,) = lim sen (g +27 n) =1

v, € uma sucessdo de termos pertencentes ao dominio do sen x (R) tal que lim(v,) = +o0

lim sen (v,) = lim sen (7 n) =0

Como sen (uy,) e sen (v,) tem limites diferentes, sendo u,, e v,, duas sucessdes que tendem para

+00, nao existe lim senx
T—+00

b) Prova que nio existe lim senzx

r——00

3
Sejamun:g—27rnevn:7ﬂ-—27rn.

u, é uma sucessdo de termos pertencentes ao dominio do sen z (R) tal que lim(u,) = —0
T
lim sen(uy) = lim sen (5 —27 n) =1
v, é uma sucessio de termos pertencentes ao dominio do sen z (R) tal que lim(v,) = —o0
) . 3
lim sen (v,) = lim sen (7 —27n)=-1
Como sen (uy,) e sen (vy,) tem limites diferentes, sendo u,, e v, duas sucessdes que tendem para

—o0, nao existe lim senx

r——00

E dado algum tempo aos alunos, para que resolvam de forma auténoma o exercicio. A resolugao

deste exercicio é efetuada pelo professor e/ou alunos no quadro e averigua-se se os alunos tém
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duavidas.

Avaliagao

- empenho nas atividades propostas;

- cooperagao com os colegas e professor;

- aplicagdo dos conhecimentos matemaéticos;

- raciocinio matematico;

comunicacao matematica;
- uso da terminologia e da simbologia adequada;

- comportamento na sala de aula.

Referéncias
(5], 0], []

3.3.4 Planificacdo 4

Tema III: Trigonometria

Aulas n° 153 e 154
Data: 22 de abril de 2014
Ano|Turma: 12°A

Duracao da Aula: 90 minutos

Tépico

Fungoes seno e cosseno como fungoes reais de variavel real.

Sumario

Resolucédo de exercicios sobre a fungao seno e cosseno.

Pré-requisitos
- trigonometria do tema ’Geometria no Plano e no Espacgo IT’ do 112 ano;

- propriedades da func¢do seno e cosseno.

Objetivos

No final da aula, os alunos devem saber:

- definir a funcéo seno e cosseno como funcéo real de variavel real;

- representar graficamente as fungdes trigonométricas;

- identificar as propriedades e as caracteristicas da fun¢ao seno e cosseno, nomeadamente: dominio,
contradominio, perfodo, pontos notdveis, monotonia, continuidade, extremos (relativos e absolu-

tos), simetrias em relagdo ao eixo dos YY e a origem, assintotas, limites nos ramos infinitos.

Competéncias Transversais
Nesta aula é possivel desenvolver a capacidade de resolucdo de problemas e o raciocinio mateméa-

tico. Promover a comunicagdo matematica, através da discussao dos exercicios apresentados.
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Materiais e Recursos

- Manual adotado: Xeqmat12 Volume 3 - Matemédtica A 12° Ano [25]
- Quadro Branco

- Marcadores: preto, azul, vermelho

- Quadro interativo

- Computador

Notas:

> As indicacoes Praticar referenciam os exercicios que o professor deve resolver.

> A indicacdo diapositivo x, representa o nimero do diapositivo da apresentagao eletrénica,

do ficheiro Aula6_Fseno cosseno.ppt, ficheiro auxiliar que o professor usaré.

Desenvolvimento da aula/Estratégias
Inicia-se a aula escrevendo o sumario no quadro.
E proposto aos alunos a resolucio do exercicio 16, alinea c¢) da pagina 20 do manual [25].

Praticar

Resolugao do Exercicio 16:
Para a resolucao deste exercicio foram escolhidas duas sucessoes que tendem para infinito.

c) Prova que néo existe lim coszx
x—+00

Sejam u, =27Tnev, =7+ 27n.

U, € uma sucessao de termos pertencentes ao dominio do cos z (R) tal que lim(u,) = +00

lim cos(u,) = limcos2mn =1

v, é uma sucessio de termos pertencentes ao dominio do cos z (R) tal que lim(v,) = +o

lim cos (vy,) = limcos (m+2mn) = —1

Como cos (uy) e cos (v,) tem limites diferentes, sendo w,, e v,, duas sucessdes que tendem para

+00, ndo existe lim senx
r—+00

E dado algum tempo aos alunos, para que resolvam o exercicio proposto. Corrige-se o exercicio

proposto e averigua-se se os alunos tém duvidas.

Em seguida, pede-se aos alunos a resolugéo do exercicio 17, alinea a) e c) e exercicio 18 da pégina
20 do manual [25].

A resolugdo destes exercicios é efetuada pelo professor e/ou alunos no quadro.
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Praticar

Resolugao do Exercicio 17:

Indica uma expressao geral dos zeros das fungoes definidas, em R, por:

a)

2senx—1=0

< 2senx =1
1

<:>senx=§

m
< senx = sen —

6
+2k7r,keZva::7r—%+2k7r,keZ

¢
8
[

SSER=IE

5
+2k‘7r,k€Z\/x:%+2k7r,keZ

¢
S
I

c)
cos(mt) =0
T
< cos(mt) = cosy
™ T
@Wt:§+2k7r,k;eZv7rt:—§+2k7r,keZ

2k 2k
©t:l+i,k€va:—i+i,keZ
T T 2 T

©t=%+2k,k€va=—%+2k‘,k€Z

Resolugao do Exercicio 18:

Estuda a paridade das fungoes definidas, em R, por:

Para a resolucéo do exercicio é usada a definicdo:
A funcdo é par se f(z) = f(—z),Vo,—xz e R
A funcéo é impar se f(—z) = —f(z),Vz,—x € R

a)
r_,CO08T + senx

cos T + sen x = cos(—x) + sen(—x)

< CcoOST+ SenxT = CcosST — Sen T
< cosx+senx —cosx + senx =0
< senz+senz =0

< 2senz =0, Vz € R, falso

cos(—x) + sen(—x) = —cos & — sen x
< C0ST — SEMT = —COST — SEN T

< cosx—senx+cosx + senx =0
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< 2cosx =0, Yz € R, falso

Logo a fungdo ndo é par nem impar.

b)

; t
sen | =
2

t t
sen (2> = —sen <2> VreR

Logo a funcéo é impar.

c)
T T + cosx

x + cosx = —x + cos(—x)

S x+cosxr=—xr+cosx
<22 =0,VreR, falso

—x + cos(—x) = —x — cos x
< —T+CoST =—T —COST
< 2cosx =0, Vr € R, falso

Logo a fun¢do nao é par nem impar.

d)
rsSenxr —x

senx —x = sen(—x) — (—x)

< SenxTr —r = —SenT +x
< 2senx—2x =0
< 2senx =2x

< senx = x, Vx € R, falso

sen(—z) — (—z) = —(senz — x)
< —senz +x = —senx + z, Vr € R, Verdadeiro

Logo a fungéo é impar.

O professor verifica se existem duvidas.

Pedir aos alunos para resolver o exercicio 80, alinea a) do manual [?], da pagina 55.

Praticar

Resolugao do Exercicio 80:

Indica os zeros e as abcissas dos extremos de r — cos x nos intervalos:

a) [0,2 ]
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x,cos x, [0,2 7]

cosxt =0

x=g+kmkeZ

Seja k=0
_T
YTy
Seja k=1
T 3T
TR

3

. T
Logo os zeros sao: 5 e
Minimizantes: m + 2k m, k€ Z

Seja k=0, m,k € Z

Maximizantes: 2k 7, k € Z
Seja k=0,2km=0,keZ
Sejak=1,2kn=2m,keZ

Logos os minimizantes sao: 7 ; e os maximizantes: 0 e 2 7.

Corrige-se o exercicio proposto e averigua-se se os alunos tém duividas.

Avaliagao

- empenho nas atividades propostas;

- cooperagao com os colegas e professor;

- aplicagdo dos conhecimentos matematicos;

- raciocinio matemético;

- comunica¢do matematica;

- uso da terminologia e da simbologia adequada;

- comportamento na sala de aula.

Referéncias
[25], [8]
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3.3.5 Planificacao 5

Unidade Didatica 6: Trigonometria

Aulas n® 139 e 140
Data: 14 de maio de 2014
Ano|Turma: 9°B

Duracao da Aula: 90 minutos

Tépico:

Razobes trigonométricas num tridngulo retangulo.

Sumadrio:

Resolucao de exercicios sobre razoes trigonométricas de angulos agudos.

Pré-requisitos:

- Nocgao de angulo agudo, amplitude de um angulo e de tridngulo retadngulo;

- Identificar as razoes trigonométricas de angulos agudos de um triangulo retangulo;

- Identificar o seno, o cosseno e a tangente de um angulo agudo dado como razoes obtidas a partir

de elementos de um tridngulo retdngulo.

Objetivos:
No final da aula, os alunos devem saber:

- Resolver exercicios utilizando razoes trigonométricas em contextos variados.

Competéncias Transversais:
Nesta aula é possivel desenvolver a Comunicagdo Matematica oral e o Raciocinio Mateméatico nas
possiveis discussoes geradas em torno da matéria a lecionar, como também através dos exercicios

a resolver.

Materiais e Recursos:

- Manual adotado: Novo Espago Parte 2 - Matemédtica 92 Ano [4]
- Quadro Branco

- Marcadores: preto, azul, vermelho

- Quadro interativo

- Video projetor

- Computador

- Ficheiro FT _trigonometria.pdf

Notas:

> As indicacbes Praticar referenciam os exercicios que o professor deve resolver.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:

Inicia-se a aula escrevendo o suméario no quadro.
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De seguida o professor projeta uma animagao da escola virtual sobre a histéria da trigonometria.
No final é referido pelo professor a importancia da trigonometria nos dias de hoje e aspetos rele-

vantes.

O professor recorda os alunos, projetando no quadro interativo, os critérios de semelhanca de tri-
angulos. Em seguida, o professor relembra a nogao de tridngulo retangulo e os diferentes elementos
deste.

O professor propoe a resolucdao da tarefa 2 da pagina 88 do manual [H] Com a resolugao desta
tarefa pretende-se que os alunos reconhegcam as razoes trigonométricas, como razoes invariantes
em triangulos retangulos semelhantes.

O professor inicia a leitura do enunciado da tarefa. Antes de os alunos iniciarem a resolucdo da ta-

refa o professor questiona os alunos se os tridngulos que observam na figura sao semelhantes entre si.

E pedido aos alunos para resolverem a tarefa 2. Aquando da resolucdo da tarefa por parte dos

alunos, o professor devera circular pela sala auxiliando os alunos na resolucao da mesma.

Tarefa 2

Ma figura abaixo estdo representados varios tridangulos retdngulas.

'\-\.__L.E

Sabe-se que:

#«AB=c: BC=a:AC=h
sAC,=2; AC,= 12

s CiBi=1, CBy=4; GBy=5

» 0 angulo agudo que & comum a todos os triangulos & designado por @ .

Resolugao do Tarefa 2:
1. Quantos tridngulos retangulos estao apresentados na figura?

Estao representados na figura 5 tridngulos retangulos.
2. Determina (valores exatos):

2.1. AB,
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Pretende-se determinar o comprimento do segmento AB;

B
9

ABl2 :A012+BlCl2
«— AB;?=22+112

(:)ABl2=4+1, ABl>0
ABy =+/5

2.2. ACQ e ABQ

®

B2

o
>

ACy By AC 4 g 4X2  am s
AC,  B.C; 2 1 1

AB, B0 AJ_QQ_%(:)TQ:M5

AB, B.(, Vi1

2.3. ACg (& AB3

Ay BsCy _ ACy 5 _ Cs =10

AC,  BiC; 2 1
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AB;  B3Cj
AB, B.C; \/5

2.4. B4C4 (& AB4

B.C; AC,
B.C, AC,
AB, AC, AB, 12 .

<« AB, = 65

124/5
2

— = = «<— AB, =
4B, AC, N 4

3. Considera os resultados obtidos em 2.

3.1 Transcreve para o teu caderno a tabela seguinte e completa-a com os valores em

falta

Angulo a
Tridngulo cateto oposto cateto aposto cateto adjacente
cateto adjacente hipotenusa hipotenusa
ABiC1 % L’E ig
2 A3 A5
o, i1 4 _1 T _2
8 2 45 5 45 5
L) s T | 7
10 2 545 A5 55 A5
51 ¢ T 77
12 2 6.5 5 6.5 5
— a1 a_ 1 5_2
b c A5 c 5

4. Admite que se constréi outro tridngulo retadngulo semelhante aos da figura.

O que podes concluir quanto ao valor da razao entre:

4.1. o cateto oposto e o cateto adjacente ao dngulo «

A razao entre o cateto oposto e o cateto adjacente ao dngulo « é

N |




4.2. o cateto oposto ao dngulo a e a hipotenusa

1
A razao entre o cateto oposto ao dngulo « e a hipotenusa é E
4.3. o cateto adjacente ao dngulo « e a hipotenusa

A razao entre o cateto adjacente ao angulo « e a hipotenusa é

Sl

E dado algum tempo aos alunos, para que resolvam de forma auténoma o exercicio. O professor

inicia a correcdo da tarefa proposta no quadro.

No final da corregao da tarefa professor auxiliar-se-a do programa de geometria dindmica - Geo-
gebra, para confirmar os valores obtidos na exercicio 2 da tarefa e fazer conjeturas. E deste modo
poder concluir que o valor da razao entre: o cateto oposto e o cateto adjacente ao dngulo «; o
cateto oposto ao dngulo « e a hipotenusa e o cateto adjacente ao dngulo « e a hipotenusa depende
apenas da amplitude do angulo o e ndo do comprimento dos lados do tridngulo.

O professor averigua se existem dividas.

Auxiliando-se da tarefa anterior o professor refere que em relacido ao dngulo de vértice A de ampli-
tude a, podem ser consideradas razoes trigonométricas. Nomeadamente, seno, cosseno e tangente.
Com o auxilio do diapositivo 10 — 12, da apresentacao eletrénica, sdo exibidas no quadro inte-
rativo as defini¢cées das razdes trigonométricas. E pedido aos alunos que registem no seu caderno

didrios estas definig¢oes.
Em seguida, pede-se aos alunos a resolucao do exercicio 4 e 6 da pagina 92 e 93, respetivamente,
do manual [4].

A resolugdo destes exercicios é efetuada pelo professor e/ou alunos no quadro.

Praticar

Resolugao do Exercicio 4:

Em cada caso, determina as razoées trigonométricas do angulo o assinalado:

4.1.

102 = C2 + 62
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100 =C?2 + 36
«— C?% =100 - 36
«—C2%2=64, C; >0
C=+64=38

Logo as razdes trigonométricas sdo:

8 4
eno = — = —
s 0 5
3
cosa=-— = —
10 5
. 8
ao8_4
I4=5673
4.2.

h?=35%+122
«— h2=12,25+ 144

—= h2=156,25, h >0

h = /156,25 = 12,5

Logo as razoes trigonométricas sdo:

3,5 7
sen o = 12.5 =5
12 24
cos o = 2.5 =5
5 7

Resolugao do Exercicio 6:



6.1.cos

6 3
cosa=— = —
10 5
6.2.tg o
; 4
a=- ==
g 3
6.3.sen a
8 4
sena—10—5

O professor verifica se existem duvidas.
Por fim, é proposto o exercicio 7 da pagina 93 do manual [H] para trabalho de casa.

Trabalho de casa

- Exercicio 7 da péagina 93.

Praticar

Resolugao do Exercicio 7:

Na figura esta representado um cubo de aresta 2.
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Em relacdo aos dngulos « e § assinalados na figura, determina:

7.1. tgp

AC? = AB?+ BC?

= AC?=122422
= AC?=4+4

«— AC? =38, AC >0
AC =+/8

2
tgf===1
gpB 5

7.2. senf

sen 3 =

Sl

7.3. tg«
AD?=DE?+ EA?

«—= AD? =224+ ,/82
«— AD?=4+38

«— AD? =12, AD >0

AD =+/12

tga = %

7.4. cosa

cos o = ﬁ = 8 = 2
V12 12 3

Avaliagao

- participacao nas atividades propostas;

- cooperagao com os colegas e professor;

- aplicagao dos conhecimentos matemaéticos;
- raciocinio matematico;

- comunicagdo matematica;

- uso da terminologia e da simbologia adequada;

(6]



- comportamento na sala de aula.

Referéncias

4], [B]

3.3.6 Planificacao 6

Unidade Didatica: Trigonometria

Aula n? 141 Data 15 de maio de 2014
Ano|Turma:9°B

Duragao da Aula: 45 minutos

Tépico:

Razoes trigonométricas num tridngulo retdngulo.

Sumario:

Resolugdo de exercicios sobre razoes trigonométricas de angulos agudos.

Pré-requisitos:

- Nocao de dngulo agudo, amplitude de um angulo e de triangulo retangulo;

- Identificar as razoes trigonométricas de angulos agudos de um tridngulo retangulo;

- Identificar o seno, o cosseno e a tangente de um angulo agudo dado como razdes obtidas a partir

de elementos de um tridngulo retangulo.

Objetivos:

No final da aula, os alunos devem saber:

- Relacionar o seno, o cosseno e a tangente de um angulo agudo dado como razbes obtidas a partir
de elementos de um tridngulo retangulo;

- Resolver exercicios utilizando razdes trigonométricas em contextos variados.

Competéncias Transversais:
Nesta aula é possivel desenvolver a Comunicagdo Matematica oral e o Raciocinio Mateméatico nas
possiveis discussoes geradas em torno da matéria a lecionar, como também através dos exercicios

a resolver.

Materiais e Recursos

- Manual adotado: Novo Espago Parte 2 - Matematica 9° Ano [4]
- Quadro Branco

- Marcadores: preto, azul, vermelho

- Quadro interativo

- Video projetor

- Computador

- Ficheiro F'T _trigonometria.pdf
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Notas:

> As indicacoes Praticar

referenciam os exercicios que o professor deve resolver.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:

Inicia-se a aula escrevendo o sumario no quadro.
De seguida, o professor distribui uma ficha de trabalho aos alunos, FT _trigonometria.pdf.
A resolucéo é iniciada logo apds que o professor termine a distribuicdo a ficha de trabalho. A

resolucdo é efetuada no quadro pelo professor e/ou alunos.

Praticar

Resolugao da ficha de Trabalho: Razdes trigonométricas num tridngulo retiangulo

1. Considera o tridngulo retangulo [ABC].

Qual das seguintes opcoes representa o cateto oposto, o cateto adjacente e a hipotenusa do trian-

gulo [ABC] relativamente ao dngulo de amplitude «?

A) [AB] é o cateto adjacente, [BC] é o cateto oposto e [AC] é a hipotenusa.
B) [AB]

) [AB]
) [AB] é o cateto oposto, [BC] é a hipotenusa e [AC] é o cateto adjacente.

é a hipotenusa, [BC] é o cateto adjacente e [AC] é o cateto oposto.

é o cateto oposto, [BC] é o cateto adjacente e [AC] é a hipotenusa.

P

c
D

A resposta correta é a alinea (C).

2. Calcula os valores de sen, cos e tg em cada um dos tridngulos retangulos.

B
a) B £ b
} v}_\ }
4
3 10
C 6
C 8 A
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1
sen = —
5
3
CoS = —
5
4
973

Alinea b)
6

3
sen = — = —
10 5
8 4
cos = — = —
10 5
b 63
77871
3.Completa:
M
R A
3.1
MR
Sen o = ——
MA
3.2

MR = MA x sena

4. Considera os seguintes tridngulos retangulos.

&
15
9
c 12 A
P
'||?: \t
R F 0

4.1 Determina
alinea a) cos E, tg B, cos é’, sen C'
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9 3
B=2_-2
cos 15 5
.12 4
tgB === -2
g 9 3
.12 4
O=2-2_2
COS 15 5
.9 3
sen C =5

alinea b) tg P, tg R, sen P, cos P

3
tgP=2-3
g 1

Horizontal:
1-Ciéncia que permite estabelecer relagoes entre os lados e os dngulos dos tridngulos retangulos.

3-Designacao do cateto de medida a em relacao ao angulo 5.

4-Razao entre o comprimento do cateto oposto a um angulo agudo a e o comprimento do cateto
adjacente a esse dngulo.
5-Razdo entre o comprimento do cateto oposto a um angulo agudo a e o comprimento da hipote-

nusa.
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7-Conjunto de pontos do plano limitado por duas semirretas com a mesma origem.

8-Razdo entre o comprimento do cateto adjacente a um angulo agudo « e o comprimento da hi-
potenusa.

9-'Em qualquer tridngulo retangulo o quadrado do comprimento da ... é igual & soma dos quadra-
dos dos comprimentos dos catetos.

Vertical:

1-Poligono com menor ntimero de lados.
2-As razoes trigonométricas s6 podem ser utilizadas num tridngulo ...

6-Como se designa o cateto de medida b em relagdo ao angulo S.

O professor verifica se existem duvidas.

3.4 Avaliacao

- participacao nas atividades propostas;

- cooperagao com os colegas e professor;

- aplicagdo dos conhecimentos matemaéticos;

- raciocinio matemaético;

- comunicacao matematica;

- uso da terminologia e da simbologia adequada;

- comportamento na sala de aula.

Referéncias

4, [B]
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3.5 Consideracgoes finais

O estagio pedagbgico possibilita um leque de aprendizagens essenciais e fundamentais na formacao
de um professor, impossiveis de se obter “através dos livros”. Também contribui para a aprendi-
zagem da pratica do ensino, da relacdo com os alunos, da interacdo com os colegas e membros da
comunidade educativa, representa uma etapa fundamental no desenvolvimento profissional de um

futuro professor.

O estagio pedagégico foi uma experiéncia enriquecedora, que me permitiu ndo sé adquirir no-

vas competéncias, como também melhorar aptidoes essenciais para exercer a profissdo de docente.

No que respeita a prética letiva, foi no decorrer destas nove aulas que foi possivel a discussao
sobre como trabalhar com os contetidos e como interagir com os alunos. No final de cada aula
lecionada reuni com a(s) orientador(as) para ouvir a sua opinido sobre a aula. As criticas feitas
pela(s) orientador(as), foram sempre uma mais-valia para o meu crescimento e evolugao profissio-

nal, enquanto futura professora.

Aquando da lecionagao das aulas, foi necesséario fazer algumas decisoes de ajustamento pontuais.
A gestao do tempo de aula, é dos aspetos fundamentais para o sucesso da mesma e encontra-se
dependente de intmeros fatores, nomeadamente das caracteristicas da turma, dos alunos e das
atividades a desenvolver em cada aula. A planificacdo de cada aula ndo pode, nem deve ser es-
tatica, mas sim maledvel de modo a permitir ao professor inserir novos elementos, mediante as

observagoes pertinentes dos alunos e/ou situagoes que ocorrem dentro da sala de aula.

Outro aspeto positivo do estagio tem a ver com a possibilidade de ter presenciado aulas em duas
turmas com faixas etarias tao distintas, o 92 e o 12° ano. A diferenca de comportamentos e a
importancia que o professor tem de dar as atitudes, postura e comportamento dos alunos nao tém
semelhanca entre si. Constituem duas experiéncias bastante diferentes e enriquecedoras, que tes-

tam ao maximo a capacidade do professor em gerir a pequena indisciplina e em estimular o trabalho.

Deve-se ter nocao que no decorrer da pratica letiva existirdo sempre aspetos menos positivos
que devem ser melhorador e corrigidos. Bem como a forma de planificar os contetidos devera
ser variada tendo sempre em vista o sucesso do aluno. Uma autoandlise, uma autorreflexdo e
uma autoavaliacdo da pratica letiva é fundamental e essencial para nos tornarmos profissionais de
exceléncia.

Como em qualquer profissdo, o professor tem que encarar a sua, como um processo de aprendiza-
gem permanente e constante. O professor tem de estar apto a adaptar-se as exigéncias e alteragoes

do sistema educativo, e a realidade dos alunos que tem presentes na sua sala de aula.

A minha formacdo ndo termina aqui, muito pelo contrario, havera sempre algo mais a aprender, a

melhorar e a alterar ao longo da carreira de docente.
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Apéndice A

Anexos

A.1 Planificacao 2

A.1.1 Apresentacao Eletronica usada na planificagao 2
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@ TRIGONOMETRIA

. REVISOES 11°ANO

RAZOES TRIGONOMETRICAS NUM TRIANGULO

RETANGULO C

A B

cen A = CB _ medida do cateto oposto
AC  medida da hipotenusa

. AB _ medida do cateto adjacente

cos A=
AC medida da hipotenusa

‘o A= CB _ medida do cateto oposto
§ AB  medida do cateto adjacente

10-06-2014



ANGULO DE SENTIDO POSITIVO E DE SENTIDO

NEGATIVO

Para interpretar movimentos de rotagdo ha necessidade

de considerar dois sentidos opostos para o angulo: o

sentido do movimento dos ponteiros do relégio (sentido

negativo ou sentido retrégrado) e o sentido contrario

sentido positivo ou sentido direto).

Positivo

5

Negativo
s

ANGULO E ARCO GENERALIZADO

Se a é a amplitude de um angulo (ou arco), todo os

angulos com o mesmo lado origem e o mesmo lado

extremidade siao da forma:

a+k-360°, ke Z ou a+2kn, ke Z

o + 360°

10-06-2014



DEFINICAO DE SENO, COSSENO E TANGENTE
NUM CiRCULO TRIGONOMETRICO

( Circulo de centro na origem e raio 1)

ordenada de P R (1, tg @)
OP
s o, sen o)
abcissa de P
cosa=—————
OP
1 x
ordenada de P
go=—————
abcissa de P

SINAL DAS RAZOES TRIGONOMETRICAS

SENO

cos o e

{/EIIO da::‘\ TANGENTE

\!?ngentej /

ol [

10-06-2014



RELACOES ENTRE O SENO, O COSSENO E A
TANGENTE DE UM ANGULO

As féormulas seguintes sdo validas para qualquer
amplitude de angulo (que dé significado as expressoes)

FORMULA FUNDAMENTAL DA

2 2 —
sena+cos” a =1 TRIGONOMETRIA

sen o 5 1
tg o= tg 0(+1 = 5
cos cos’ o
O RADIANO

Radiano é a amplitude de

um arco de circunferéncia

cujo comprimento é igual ao A
raio da circunferéncia.

Na figura, o arco AB tem 1 rad

comprimento igual ao raio cé
CB. Por isso, a amplitude do
arco AB é 1 radiano.

O angulo ao centro
correspondente tem
amplitude igual a do arco.
Assim, a sua amplitude é
também 1 radiano.
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VALORES EXATOS DE RAZOES TRIGONOMETRICAS

T
0<a<—
2
o T T Fid
o O | % | 2| 3| 2
seno 0 1 ﬂ ﬁ 1
2 2 2
C0-seno 1 ﬁ E 1 0
2 2 2
tangente 0 g 1 J3 nd

RELACOES ENTRE AS RAZOES TRIGONOMETRICAS DE
ANGULOS SIMETRICOS: Ol E -Q(

sen(—a)=—sen o
cos (— a) =cos &

ig(-a)=-1g &




10-06-2014

RELACOES ENTRE AS RAZOES TRIGONOMETRICAS DE
ANGULOS SUPLEMENTARES: o, E TT-0L

sen(m—a)=sen o

cos (T—a)=—cos &

- — —

ig(r—a)=-1g a

RELACOES ENTRE AS RAZOES TRIGONOMETRICAS DE
ANGULOS QUE DIFEREM DE Tt: O E T+t

sen(m+a)=—-sena 1

.
cos (T+a)=—cos a sen o

1g(r+a)=1g a




RELACOES ENTRE AS RAZOES TRIGONOMETRICAS DE

ANGULOS COMPLEMENTARES: Ot E%—a

RELACOES ENTRE AS RAZOES TRIGONOMETRICAS DE
ANGULOS QUE DIFEREM DE%I o E§+0{
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RELACOES ENTRE AS RAZOES TRIGONOMETRICAS DE

ANGULOS QUE DIFEREM 0. E 37”_05

S
sen 7—0’ =—Cos &

S
COos 7—“ =—sen

RELACOES ENTRE AS RAZOES TRIGONOMETRICAS DE
ANGULOS QUE DIFEREM 3%
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EQUACOES TRIGONOMETRICAS
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Direcdo Geral dos Estabelecimentos Escolares
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EscoLA SECUNDARIA CAMPOS MELO

Ficha de trabalho 4: Revisoes 12%ano
ASSUNTO: TRIGONOMETRIA 2013/2014

1. Na figura 1 estd representado um tringulo reténgulo [ABC], cuja hipotenusa mede 2 m.

A

2m

Figura 1

Qual das expressoes seguintes dd a drea (em m2) do tridngulo [ABC], em fungdo da amplitude,

a , do dngulo ABC?

(A) 2 senaxcosa (B) 2sena tgor (C) 4 sencx cosa (D) 2 sena tga

2. Quantas sdo as solucdes da equacdo 3sen X =1que pertence ao intervalo [O, 47r]$

(A) 4 (B) 8 (C) 12 (D) 16

3. Na figura 2, estd representado, num referencial o.n. XOy, o circulo frigonométrico.

Sabe-se que: 1
e C é o ponto de coordenadas (1,0)
e ospontos D e E pertencem ao eixo Oy - d
e [AB] é um didmetro do circulo frigonométrico T 01 A8 c_,
e asretas EA e BD sdo paralelas ao eixo OX "
e 0é aamplitude do dngulo COA B D
e fe }O, Z{
2 Figura 2

Qual das expressdes seguintes dd o perimetro da regido sombreada na figura?
(A) 2(cos @ + sen O) (B) cos @ + sen @

(C) 2(1+cos@ + sen ) (D) 1+ cos @ + sen @

{/ﬂ;\ Pagina 1de 2
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4. Qual das expressdes seguintes designa um nUmero real positivo, para qualquer X pertencente
. 3
aointervalo |r, ? 2

(A) SEN X + COS X (B)g (C)tg X—sen x (D) sen xxtg X
g X

5. Na figura 3 estd representado o circulo tigonométrico. Tal
como a figura sugere, O é a origem do referencial, Q
pertence d circunferéncia, P é o ponto de coordenadas

(1,0) e R é o ponto de coordenadas (-1,0).

5
A amplitude, em radianos, do &ngulo POQ é 7”

Qual é o valor, arredondado ds centésimas, da drea do

tridngulo [OQR] 2 Figura 3
(A) 0,39 (B) 0,42 (C) 0,46 (D) 0,49

6. Na figura 4, estGo representados:

e oretdngulo [ABCD], em que DC=1e BC=2
e 0 ponto O, ponto médio do segmento [AD]

e uma semicircunferéncia de centro no ponto O e raio 1
(&) x

e

Considere que um ponto P se desloca ao longo do segmento de
reta [AB], nunca coincidindo com A, mas podendo coincidir com P
B.

2

Para cada posicdo do ponto P, seja Q o ponto de interseccdo B

dareta PO com a semicircunferéncia.
Figura 4

Seja Xa amplitude, em radianos, do dngulo DOQ (x S }O, %D

Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a calculadora.

6.1. Mostre que a drea do poligono [BCDQP], representado a sombreado, é dada, em

g x senx
funcdo de X, por —g—+ >
. 3 3 .
6.2. Para uma certa posicdo do ponto P, tem-se CO 7 - X|= _E' Determine, para essa

posicdo do ponto P, a drea do poligono [BCDQP].

Apresente o resultado na forma de fragdo irredutivel.

Pagina 2 de 2
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E CIENCIA

GOVERNO DE
PORTUGAL

Direcdo Geral dos Estabelecimentos Escolares
Direcao de Servicos Regiao Centro

EscoLA SECUNDARIA CAMPOS MELO

Resolucao da Ficha de Trabalho 12%no
ASSUNTO: TRIGONOMETRIA 2013/2014
1. Resolugdo:
bxh ABx AC
=— -
ATABC] 2 AABC] 2
Usando as razdes trigonométricas, tem-se que:
COSa:%@A_BzchSa
sena = A_2C o AC=2sena
Assim,
2c0s ax2sena  4cosaxsena
A pec) = = =2C0Sa Ssena
2 2
Resposta (A)
2. Resolugado:
3senx=1<senx= :—13
sen‘l(ﬂ ~19,47°
3
x=19,47°+360°k, ke Z v x=(180°—-19,47°) +360°k, k € Z
Para k=0
X=1947° v x=160,53°
Para k=1
x=19,47°+360° v x=160,53°+ 360°
< x=379,47° v x=520,53°
Resposta (A)
Paginalde5
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3. Resolugdo:

Poae; + Poos = OA+ AE + EO+OD + DB+ BO

Usando as razdes trigonométricas, tem-se que:

OA

Assim,

Roae; + Boos = OA+ AE + EO+OD + DB+ BO
=1+cos@+send+send+cosd+1
=2x(1+cos @+ senb)

Resposta (C)

4. Resolugao:

|
—
Q
>

vy
ol
X |(smmm .

Seja Xe}z,%[’rem—seque senx<0, cosx<0 e tgx>0.

Assim:

= senx+cosx<O0

00S X
tg X

<0

= tgx—senx>0

= senxxtg x<O

~ . , - 7T
Logo apenas a expressdo tg X— sen X designa em nUmero real positivo, para qualquer X € }r, ?{

Resposta (C)

5.
Tem-se que:
S5 Tr-57 2rn
o=-=7T——=—=—
7 7 7

Pagina 2 de5
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A drea do tringulo [OAP] é dada por:

'ATOQR] =@,Tem—sequei Sa]27ﬂ=Q_:i(<:>Q_X=Sef]27ﬂ-

Logo,

ORxQX ¥

_ 7 .
ATODQ] - 2 - 2 =~ 0’39
Resposta (A)
0
6. Resolucdo: \
1
6.1. I
. ] .. . . 0 B o
A drea do poligono [BCDQP] é igual a soma da drea do A I D
tridngulo [ODQ] com a drea do pentdgono [ODCBP]
|
ABCDQP] = AODQ] + AODCBP] P
B 2 C

A drea do tridngulo [ODQ)] é dada por:

_ODXQR 4 se senx:gasenx=Q—Rc>smx=Q_R, logo
0DQ] 2

CT)XQ_R Ixsenx senx
Ao == =75 T

A drea do pentdgono [ODCBP] € igual a diferenca entre a drea do reténgulo [ABCD] e a drea
do tringulo [OAP].

AIODCBP] = AtABCD] - 'ATOAP]

A drea do retadngulo [ABCD] € igual a 2.

A drea do triéngulo [OAP] é dada por:

AO x AP AP AP -
=—— ftem-se Ig X==— < 1tg X=— < tg X= AP, logo
Aowr =7 P T T °
_ AOxAP 1xtgx g X
ATODQ] 2 2 2
I/..u' Pagina 3 de 5
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, . . , tg X
Assim, a drea do pentdgono [ODCBP] é Atoocsp] = 2—7

Portanto a drea do poligono [BCDQP] é dada por:

AIBCDQP] = ATODQ] + ATODCBP]

sen x tg X
<:>AYBCDQP]=T+ "o
tg X senx

S Aeoary =27 757+

Vs 4
Como Xe |0, — |.tem-se COS X = —.
4 5

Entdo,

Escola Secundéria Campos Melo | Av. Vasco da Gama, 40, 6201-016 Covilhd | info@camposmelo.pt

275310880
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senx
COS X

3
g x= —
d 4

ol Now

Tendo em conta a drea da regido sombreada é dada por:
33
_gx snx_, 4,5_,.3 3 _
2 2 2 2 8 10

80-15+12 77
40 40

Escola Secundéria Campos Melo | Av. Vasco da Gama, 40, 6201-016 Covilhd | info@camposmelo.pt
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FUNCOES SENO E COSSENO COMO
o FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Recorda que:

sen x = sen (x radianos)
cos x = cos (x radianos)

Podemos entdo considerar as funcgées:

sen: R — R cos: IR — IR

X _ senx X .. Cos x

10-06-2014



FUNGOES SENO E COSSENO COMO FUNGOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Podemos entéao considerar as fungoes:

cos: IR — IR

sen: R —= IR

X, Cosx

X..senx

Que sdo funcoes de variavel real a que é usual

chamar func¢oes trigonométricas.

Sendo funcoes reais de variavel real podemos
desenhar os seus graficos num referencial.

FUNGOES SENO E COSSENO COMO FUNGOES REAIS DE VARIAVEL REAL

representacgdes seguintes:

Recorrendo a uma calculadora obtemos as

y=sen x y=CoS X
¥ ¥
o 1.0 - J} .,
05 fas
I‘.. L 1 L I ..1 4 I .'l I‘.. 1 L I‘I-
P R A O TR S =
T TEE N iz i " TOTER T gk A\ T fa
05 \ 05 \ /
: “'\__ .\_ 1 .-\
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FUNGOES SENO E COSSENO COMO FUNGOES REAIS DE VARIAVEL REAL

E facil perceberes que em qualquer um dos graficos
existe um “padrao” que se repete.

As funcoes seno e cosseno sao funcoes periddicas, de
periodo 2.

Fen(x) cos(x)

-1 -1

Repara que as caracteristicas das fungdes seno e cosseno
no intervalo [0, 21] mantém-se em qualquer intervalo do
tipo [2km, 2 + 2kn], k€ Z

Designa-se um fenémeno de periédico quando este fendémeno
se repete apds certo intervalo de tempo (periodo).

Se um fenémeno é periédico, podemos prever com facilidade
0 que ocorre num momento ndo observado.

Exemplos:
- movimento das marés;
- fases da lua;
- movimento de um péndulo;
- ciclo dia e noite (rotacgdo da terra).
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Uma funcao f diz-se periodica se existe um

numero positivo P tal que, se

xe D, também x+ Pe D, e f(x + P)= f(x)

Dada uma funcio periédica f, chama-se periodo de f
ao menor valor positivo de P. Todos os outros valores
de P sao multiplos do periodo e tem-se

f(x + kP) =f(x) com ke Z

raA

Zx  (0,0)

Sn
o in
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Propriedades das fungoes seno e cosseno

FUNCAO SENO

FUNCAO COSSENO

Senx
0.5

A

GRAFICO \/ \/ v \/

DomiNIo R R
CONTRADOMINIO [-1,1] [-1,1]

PERiODO 2n 2n

CONTINUIDADE

Funcdo confinua em R
imsenx=sena

X—a

Funcdo confinua em R
lim cos X =cos a

X—a

LiMmITE

As funcdes seno e cosseno nao tém limite quando X — +we
quando X — —oo

DESIGNACAO

O grdfico de cada uma das fungdes € uma curva que se chama
sinusoide € ndo tem assintotas.

PARIDADE

A funcdo seno € uma funcdo
impar.

sen(—x)=—senx, V XxeR
O grdfico € uma linha simétrica
em relacdo & origem do
referencial.

A funcdo cosseno é
funcdo par.
cos (—X) = cosX,

umd

V XeR

O grdfico € uma linha simétrica
em relacGo ao eixo das
ordenadas.

ZEROS

X=kr,KkeZ

X=£+k7r,keZ
2

SINAL

A funcdo seno € positiva nos
intervalos
0+ 2kz, 7+ 2kx[ ke Z

e é negativa nos intervalos
]7Z'+2k72', 27r+2k72'[, keZ

A funcdo cosseno € positiva nos
intervalos

—£+2k7r,z+2k7z kez
2 2
e € negativa nos intervalos

}£+2k7r,3—7[+2k7r[ kez
2 2

MONOTONIA

A funcdo seno é crescente nos
intfervalos

—Z+2kﬂ,£+2kﬂ' kez
2 2
e € decrescente nos infervalos

} + 2k —+2k7r[ kez
2 2

A funcdo cosseno é crescente
nos intervalos
]O+2k7z', 7z+2k7z[, keZ

e é decrescente nos intervalos
|z +2kz, 27+ 2kl ,k e Z

EXTREMOS

Minimo= -1
Mdximo =1

Minimizantes: —% +2kr, ke Z

Maximizantes: %Jr 2k, ke Z

Minimo= -1
Mdaximo =1
Minimizantes: 7+ 2kr, ke Z
Maximizantes: 2krz, k e Z
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110



23-06-2014

Trigonometria no triangulo
retangulo

Razoes trigonométricas de angulos
agudos

CRITERIOS DE SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Dols réngulos gue tém doks

pares de Angules comespanden-

e congruentes sho semelhar-

tes

Critério AA - ~ ;"

Dais triangulos que Bm os com- u
primentos dos tnés lados drets-

mente proporcionals sio c
semelhantes

Critério LLL 2em

Dais triangulos que Bm os com- s
primentos de dols pares de

lados diretamente lonals Fd

£ ¢4 Angulas por egngrmsdns 6 om
congrientes <ho senmelhantes

Critério LAL tm B



3_
|

Ta refa 2 Na figura abaixo estao representados varios tridngulos retdngulos.

Sabe-se que:
+AB=c.BC=a;AC=b
*AC, =2; AC, =12
*CBy=1; C;B;=4; C;B;=5

» 0 angulo agudo que é comum a todos os tridngulos & designado por « .

AB1?2=AC,2+ BC; 2
_ﬁm2=22+12

< AB12=4+1, AB; >0
AB, =5
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o=
3

e
£

o
o
es

i
=

AC,
AC,

] s

. o2
AC! 4 4x2
‘=T2=I “\=*—-'1Cz_‘= 1 «1‘=,>A_('2=8
AB, 4 —_
2= AB; = 4\/5
e 5 14‘=‘,» 2 \/3

Ay 5
- _ AC3 =10
2 1 o
AB; 5 e
\‘/3 —= T 4:-.483—0\/;
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B.C: AC; B
—_— —

B,.C,  AC 1

AB] AC'1 \."I'E

B R T
12 125
=g ety

ﬁnguloa
Tridngulo cateto oposto cateto oposto cateto adjacenie

cateto adjacente hipotenusa hipotenusa

1 1 2

ABi1Cy = F E
. 4 1 4 1 ¥ _ 3
a 8 2 W5 5 a5 5
i 5 1 3 A 10 2
e 0 2 55 IV
_— 61 &1 B _3
: 12 2 65 5 6f5 5

a 1 a. 1l o2

ABC —==— - e
b 2 c A5 c 45
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A razao entre o cateto oposto e o cateto adjacente ao angulo

aé —

4.2.

A razao entre o cateto oposto ao dngulo o e a hipotenusa é =

4.3.

A razao entre o cateto adjacente ao Angulo o e a hipotenusa

e

10| ‘

RAZOES TRIGONOMETRICAS

« Seno de o - é arazao entre a medida do
comprimento do cateto oposto a o e a medida do
comprimento da hipotenusa e representa-se por
sen o.

catetoopostoaax 3
senoc = : -
hipotenusa ¢ L\
a
o

senc =

nlo

A

23-06-2014
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» Cosseno de o - é a razao entre a medida do
comprimento do cateto adjacente a o e a medida do
comprimento da hipotenusa e representa-se por

COS .
cateto adjacentea o p
cosa = - ==
hipotenusa c c
b o
cosa=— b A

[

- Tangente de o - é a razdo entre a medida do
comprimento do cateto oposto a o e a medida do
comprimento do cateto adjacente a o e representa-se
por tg o.

cateto opostoa o

a
taox = - =—
2 cateto adjacenteaoa b

tga=

oo
o
p
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EscoLA SECUNDARIA CAMPOS MELO

Ficha de trabalho 4: Razdes trigonométricas num tridngulo retangulo 9%ano
ASSUNTO: TRIGONOMETRIA 2013/2014

1. Considera o fringulo ret@ngulo [ABC].

Qual das seguintes opcoes representa o cateto oposto, o cateto adjacente e a hipotenusa do
tringulo [ABC] relativamente ao &ngulo de amplitude « 2

(A) [AB] é o cateto adjacente, [BC] é o cateto oposto e [AC] € a hipotenusa.

(B) [AB] € a hipotenusa, [BC] é o cateto adjacente e [AC] é o cateto oposto.

(C) [AB] é o cateto oposto, [BC] é o cateto adjacente e [AC] € a hipotenusa.

(D) [AB] € o cateto oposto, [BC] € a hipotenusa e [AC] € o cateto adjacente.

2. Calcula os valores de sen A, cos A e tg A em cada um dos triéngulos reténgulos.

B
a) B > b
4
3 10
C 6
C 2 A
3. Completa:
M

3.1. sena = —

MA
3.2. v = mx sen o R A

:’/ﬂ;\ Paginalde2
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4. Considera os seguintes tridngulos ret@Gngulos. 15

4.1, Determina:
a) cosB, tg B, cosC, senC; c ¥ A
b) tgP,tgR, senP, cosP. 5 jp
1
3 Q
5.
1 2
3
4
] ] 7
8
9
B
Horizontal:
1- Ciéncia que permite estabelecer relacdes entre os lados e os dngulos dos = c
triingulos reténgulos.
3- Designacdo do cateto de medida a em relacdo ao dngulo B.(Observar a C 5 A
ilustracdo 1)
4- Razdo entre o comprimento do cateto oposto a um édngulo agudo a e o lustracdo 1
comprimento do cateto adjacente a esse dngulo.
5- Razdo entre o comprimento do cateto oposto a um é&ngulo agudo a € o comprimento da
hipotenusa.
7- Conjunto de pontos do plano limitado por duas semirretas com a mesma origem.
8- Razdo entre o comprimento do cateto adjacente a um dngulo agudo a e o comprimento da
hipotenusa.
9- "“Em qualquer tringulo retdngulo o quadrado do comprimento da ..... € igual & soma dos
quadrados dos comprimentos dos catetos.”
Vertical:
1- Poligono com menor niUmero de lados.
2- Asrazdes tigonométricas sé podem ser utilizadas num triingulo .....
6- Como se designa o cafteto de medida b em relacdo ao angulo B. (Observar a ilustracdo 1).

Pagina 2 de 2
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