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MODULO
DE UM

NUMERO
REAL

OBJECTIVOS:
No fim desta unidade, deveras ser capaz de:
= Definir médulo de um namero real;
= Verificar as propriedades do médulo de um ndmero real;
= Interpretar geometricamente o modulo de um ndmero real;
= Identificar funcGes modulares;
= Determinar dominio, contradominio, zeros da fungdo, monotonia e variag¢éo do sinal

da funcdo modular;
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Construir gréaficos da fungdo modulo;

—
o=

= Resolver analiticamente as equagdes modulares;

= Resolver analiticamente as inequa¢fes modulares;




1.1. DEFINICAO DO MODULO DE UM NUMEROREAL
Para definir o modulo de um ndmero real partiremos da figura ao lado, d(0, 4) = | x|

e seja X um numero real que faz corresponder ao ponto A ao eixo real

(uma recta que contém ndmeros reais) com a origem no ponto O, como b \A

se indica na figura:

A partir da figura, podemos dizer que: “Chama-se modulo de um numero real x, que designa por |x| a

distancia entre o ponto O ao ponto A”. Assim temos 0s seguintes exemplos:

d(,4) = 4|=4 d(©,-3)=|-3|=3
r : \ ( ’l‘ \
¢ — 0 —
0 4 -3 0

Portanto, modulo de um ndmero real é o seu valor absoluto. Quer dizer que, se 0 nimero é positivo,
0 seu modulo € esse nimero, mas se for negativo, o seu mdédulo é o seu simétrico e é zero se ele é
zero, e pode ser definida da seguinte forma:

x, sex>0
|x|= 0, sex=0
—X, sex<O0

X, sex=>0
ou |x|=
—X, sex<O0

Que sdo designadas expressdes matematicas do médulo de um namero real

Sendo assim, podemos concluir que:

< 17l=7; t -5l -9=s

= |12]=12; = |-18]=-(-18)=18;

= ]0,25]|=0,25; = | —3,14|=-(-314)=3,14;
2 2.

- 51 B LG R

1.2. PROPRIEDADES DO MODULO DE UM NUMERO REAL

Dados x e y dois niUmeros reais quaisquer, sao validas as propriedades seguintes:

L x+yl< |x|+]y] 3 |xey|=|x|e|y] 5|x|?=||=x%
2 [x-ylzIx[=Ivl g yx =l 6. | x|=VxZ
vyl
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1.3. INTERPRETACAO GEOMETRICA DO MODULO DA DIFERENCA DE DOIS NUMEROS

|)A;| Geometricamente 0 modulo de um numero real x €
[ | igual a distancia de origem ao ponto no eixo numérico
¢ ¢ > ,
0 nUmero X.
0 X

De igual modo, o mddulo de diferenca de dois numeros reais X e y, ou seja modulo entre dois
nameros é igual a distancia entre os nimeros X e y no eixo numérico, como mostra a figura a seguir:

|y-x|=de,y) ou |x-y|=dpx
)\

( )
O O o
X Y
Exemplo: Observe a figura
@ |7-2]|=d@2,7)=50u |2-7|=d(7,2)=5 (©)|-2-4|=d@4,2)=60u |2+4|=d(-4,2)=6
[ A \ { A \
02 ! PR !

Portanto podemos afirmar que:

| 7 - 4| = d(4,7) = 3unidades;

| -2 - 3| = d(3,-2) = 5unidades;

| 1+5|=]|1-(-5|=d(5,1) = 6unidades;
|-1+8|=]|-1-(-8|=d(-8,-1) = Tunidades;

1.4. APLICAGCAO DA PROPRIEDADE Vx2 = | x|
Seja x e y dois numeros reias e verifica-se que Vx?2 = | X | e validas as seguintes propriedades de poténcias

XXMM = (xM)M e x" o x™M =x"t™M tem-se:

@ V(=52=|-5] =5;

(b) Va2b® = ,/a%(b3)2 = /(ab3)2 = | ab?|;

(0) Vx*y226 = |[(x2)2y2(2%)% = | (x?yz®)? = | x*y2’ |
(d) v/25x2y12 = \[52x2(y%)2 = |/ (5xy®)? = | 5xy° |;
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1.5. FUNCAOMODULO
Definicdo: Uma fungdo de IR em IR recebe 0 nome de fun¢do mddulo ou modular quando a cada
elemento X associa o elemento | X | , isto ¢é, f(x) = | X | . De acordo com a definicdo do modulo de

X; sex=>0

% sex<0 A funcdo modular é uma funcdo definida por

numero real pode-se escrever f(x) = {

sentenca ou por trogos ou por ramos ou por particdes.

Nos itens a seguir vamos representar graficamente uma funcdo modular apresentando passos de
esboco e pela leitura do grafico apresentar o estudo nos seguintes pontos: Dominio, Contradomi-
nio, Zeros, Variacdo da monotonia e Variacao do sinal. Para construir o grafico da funcdo mo-
dular requer conhecer dois métodos: Pela definicéo e pela Simetria. Porem neste manual vai apre-

sentar a construcdo dos graficos modulares pela simetria.

Para construir o grafico da funcédo pela simetria, veja a figura a seguir, onde os segmentos A;B; e

A, B, sdo simétricos em relacdo aos eixos das abcissas (0x) e ordenadas (oy).

4 B1

3 B2 4 B

t 42 N 1 Af

B2

A;B; e A;B;,sdo simétrico em relacéo ao eixo ox | A;B; e A,B, sdo simétrico em relag&o ao eixo oy
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1.5.1. FUNCAO MODULO DO TIPO: y = | f(x) |
Exemplo 1: f(x) = | x |

10 Passo: Tracar o grafico da fungdo y = x; 32 Passo: Constroi o grafico de f(x) = | X | ;
x [-11]0 |1 1
y |1 |0 |1 :
1
¥
! -3 -2 -19 0 1 2 3X
L “ly=x ’/
3 f”’ I” _1
3 2 -1 /a' 1 2 3X
r"' t
iR Estudo do gréafico da funcéo f(x) = | x|

1. Dominio(Df): x]—o0, +oo[ ou XE€IR;
2. Contradominio(D’f): y [0, +oo] ouy € IR(',";
22 Passo: Achar uma simetria em relacdo ao

3. Zeros da fungdo (y = 0): x = 0;
eixo dos ox para 0s pontos de ordenadas nega-

L 4. Ordenada na origem(x = 0): y = 0;
tiva, isto é: (—1; —1) — (-1, 1);

5.Variacdo da monotonia:

X [ 1m0 [ 0+l
°o . £ ) — —
3 12 4 o Z 1 2 3Ix
prats 6. Variagao do sinal:
1/"”’ 2 X
H f(x)
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Exemplo2: f(x) = | x -2 |

12 Passo: Tracar o grafico da funcdoy =x —2; 32 Passo: Constréi o grafico de f(x) = | X—2 |

X |0 2
y |-2 |0
!
1a
2
y=x-2
1 "
3 2 14 o 1 'g,_abx_
,’2’. 4
Estudo do gréfico da fungéo f(x) = |x-2|
_,1 -3

1. Dominio(Df): X]—oo0, +o[ ou XE€IR;

£ LY o +.
20 Passo: Achar uma simetria em relagio ao 2 Contradominio(D’f): y [0, +eo[ ouy € IRy

eixo dos ox para os pontos de ordenadas nega- 3. Zeros da fungdo (y = 0): x = 2;

tiva, isto €: (0; —2) - (0; 2); 4. Ordenada na origem(x = 0): y = 2;
! 5.Variacdo da monotonia:
1 X ]—o05 2[ 125 +oo]
1 o ;f"‘ f(X) \ /
3 2 10 1 'g” 3xX
" 6. Variacdo do sinal:
#" X
o 09
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Exemplo 3: f(x) = | x2 - 2x |

1° Passo: Tragar o gréafico da fungdo y = x> — 2x; 22 Passo: Achar uma simetria em relagdo ao eixo

(Para tragar grafico da fungdo quadratica é necessario d0S OX para os pontos de ordenadas negativa, isto €:

conhecer: Sentido da parabola, zeros da funcéo se (L -1~ @ 1)

existirem, ordenada na origem coordenadas do veér- Lyl .

tice) v i

(i) Sentido da parébola: Parabola virada para cima; “-‘ ly=x-2 ’,"

(ii) Zeros da funcdo: y = 0: xX2—2x =0 ‘1 ""? ',"’

X(x—2) =0 o u;'\‘ % f TX
x=0Vx-2=0 S e o
X1=0V x2=2 32 Passo: Constrdi o grafico de f(x) = | x?—2x|;

(iii) Ordenada na origem: x = 0: y = 02— 20 = 0;

(iv) Coordenadas do vértice V (Xv, Wv):

X1+ x 0+2 2
’Xv:#:—:—_l;

2 2 2 "
e yy = (%) = f(1) = 12— 201 = —1; ITRET) CRENE TR T
Logo temos, V (Xv, Yv) = V(1, -1); qbe-e
¥ ; Estudo do gréfico da funco f(x) = | x2- 2x|
“.‘ 2|y =" =2x 1. Dominio(Df): X]—oo0, +o[ ou X€IR,;
‘\‘ ] :" 2. Contradominio(D’f): y [0, +o[ ouy € IRJ;
bl ; o 3. Zerosda funcdo (y=0): x=0e x = 2;
-1 o o2 3
1 A28 205 4. Ordenada na origem(x = 0): y = 0;

5.Variacdo da monotonia:
X |]=o03 0[] 105 1 | ]1; 2[ |]25 +oof

00 | N A I\ |

6. Variagao do sinal:
X J-0s 0] | O []0;2[ | 2| ]25+oo]
f(x) + + +
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Exemplo4: f(x) = | x2 - 2x -3 |
1° Passo: Tragar o grafico da fungdo: y = x?—2x —3; 22 Passo: Achar uma simetria em relagio ao eixo dos
(i) Sentido da parabola: Parabola virada para cima;  ox para os pontos de ordenadas negativa, isto é:

(ii) Zeros da funcdo: y = 0: x*—2x—-3=0 (0;-3) = (0;3) e (1; — 4) = (1; 4);

a=1;,b=-2;c=-3

_-btvb?-dac _ —(-2)£/(=2)? —4+1+(-3) _ j..““'
X12 = = - y
2a 2e1 . 2
_2+V16 _2+4 _2-4 _2+4 X
== = = X1——2 VXz——2 i !
X1=—1 Vx2=3 \
(iii) Ordenada na origem: x = 0:y = 0> — 2¢0 — 3 = -3; 5 :

. §
es East
i | d

(iv) Coordenadas do vértice V (Xv, Wv): . )
32 Passo: Constroi o grafico de f(x) = | x2—2x—3 | ;
X _x1+x2_—1+3_g_ 1:
VT2 T 2 Ta2T

eyy=f(xy)=f(1)=12-2+1-3=-4;
Logo temos, V (Xv, Yv) = V(1, — 4);

el o
-]
x

| Estudo do gréafico da funcgdo f(x) = |x?-2x-3 |
L 1. Dominio(Df): x]—oo, +oo[ ou XEIR;
2. Contradominio(D’f): y [0, +o[ ouy € IR

3. Zerosdafungdo (y=0):x=—1ex=3;
4. Ordenada na origem(x =0): y =3;

5.Variacdo da monotonia:
X []=oos =1[]]1=1; 1[[ J1; 3[ | ]35 +oof

00 | N\ ||\

6. Variagao do sinal:

X Jroos =1 [ | =1 1-1;3[ | 3 | ]3;+oo]
f(X) + + +
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1.5.2. FUNCAO MODULO DO TIPO: y =f(| x| )

Exemplo1: f(x)= |x|— 3

1° Passo: Tracar o grafico da fungdoy = x — 3;

X

0

3

y

-3

20 Passo: Constrdi o grafico de f(x) = | x | — 3, através de

uma simetria em relagéo ao eixo das ordenadas(oy).

<

Estudo do grafico da fungdo f(x) = f(x) = | x| — 3

1. Dominio(Df): x]—o0, +oo[ ou XE€IR;

2. Contradominio(D’f): y [—3, +oo[;

3. Zeros da fungdo (y=0): x=—3ex = 3;

4. Ordenada na origem(x = 0): y = —3;

5.Variacdo da monotonia:

X ]—o0; 0[ 103 +oof
0 [ —y | _—>
6. Variacao do sinal:
X J-oo; =3[ |—3| ]-3;3[ | 3 | ]2; +oo]
f(x) + - +
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Exemplo2: f(x) = — | x |2+ 2| x|

12 Passo: Tragar o grafico da funcdoy = — x>+ 2x; 22 Passo: Constri o grafico de f(x) = — | x |2+ 2|x],
(i) Sentido da parabola: Parabola virada para baixo; atraves de uma simetria em relagdo ao eixo das ordena-
das(oy).
(i) Zeros da fungéo: y=0: — x> +2x =0 v
~X(x+2)=0 ;
Xx=0Vx+2=0
X1=0Vxe=-2

(iii) Ordenada na origem: x = 0: y = — 0% + 2+0 = 0;

(iv) Coordenadas do vértice V (Xv, Yv):

_X1+XZ_O—2_—2_ .
- = _1’

y=——m———= J—

2 2 2

sy =f(xv) =f(=1) = (=1’ +2:1=1;
Logo temos, V (Xv, yv) = V(-1, 1);

Estudo do gréafico da funcdo f(x) = — |x |2+
v 2|x|
2 1. Dominio(Df): X]—oo0, +[ ou X€IR,;
s o 2. Contradominio(D’f): y ]—oo, 1];
RAR TN
EEEE EEEE 3. Zeros da funcédo (y=0): x=—2ex=2;
—f———~ |
! 2 4. Ordenada na origem(x =0): y =0;
:M ‘\
[ 1
[ )
. -2 “‘ 5.Variacdo da monotonia:
I
I |}

X []=o0; =1[| ]1—=1; 0[ | JO; 1[ |]1; +oo]
(0 | 7 AW

6. Variacao do sinal:

X | Jroos =2[ | =2 | 1=2;0[ | 0 | ]O;2[ | 2 | ]2;+oo]
f(x) + + +
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1.5.3. FUNCAO MODULO DO TIPO: y = | f(|x|)]|

Exemplo: f(x)= | | x| - 3|

19 Passo: Tracar o grafico da fungdoy = x — 3;

X |0 3
y |-3 1|0
Y
1 l.
Cd
‘l
‘l
2 10 1 2 gf3 1 x
td
I'
1 +
‘I
"
2 4
"
0"
g
."

20 Passo: Constroi o grafico de f(x) = | x | - 3, atra-
veés de uma simetria em relacdo ao eixo das orde-
nadas(oy);

42 Passo: Constrdi o grafico de f(x) =| [x|-3];

Estudo do gréafico da funcdo f(x) = | |x|— 3|
1. Dominio(Df): x]—o, +oo[ ou X€IR;

2. Contradominio(D’f): y [0, +oo ou y € IR{;

] : 3. Zerosdafungdo (y=0):x=-3ex=3;
33 L a1 iitaaes ’;;x’; 4. Ordenada na origem(x = 0): y = 3;
f 5.Variacdo da monotonia:
i B X Ti—ees —3[]1=3; 0f | 105 3[ [13: +cl
e 0| |
6. Variacao do sinal:
X | J]r0os-3[ | -3] 1-3;3[ [ 3] 10;5+oo]
30 Passo: Constréi o gréfico de f(x)=| x| 3], | T® * H * H *

através de uma simetria em relacdo ao eixo das ab-
cissas (0x) para os pontos de ordenadas negativas,
isto é: (0; —3) — (0; 3);

y

3@
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NOTA SOBRE FUNCOES MODULARES:

= Para fung¢des modulares do tipo y = | f(x) | , a fungdo estd dentro do modulo por essa razao a
funcéo é reflectida para parte positiva, através de uma simetria em relagdo ao eixo das abcissas

(ox).

= Para fungbes modulares do tipo y = f{( | X | ), s6 a variavel x que esta dentro do modulo, por essa

razdo a funcdo é reflectida, através de uma simetria em relacdo ao eixo das ordenadas (oy).

= Para fungdes modulares do tipo y = | f( | X | ) | , a fungdo e a variavel x, estdo dentro do médulo,
por essa razdo a funcdo sofreu duas simetrias simultaneamente, primeira a funcéo é reflectida,
através de uma simetria em relagdo ao eixo das ordenadas (oy) e a segunda a funcdo é reflectida

para parte positiva, atraves de uma simetria em relacdo ao eixo das abcissas (0x).

1.6. EQUACOES MODULARES

Equacdes modulares sdo equagdes nas quais a variavel encontra-se dentro do simbolo do médulo. A sua
resolucdo pode ser feita utilizando definicdo do modulo, as propriedades do mddulo e principio de equi-

valéncia (Elevacdo de ambos membros da equacdo ao quadrado). As equacGes modulares podem ser,
|fo|=a, | fo| =29, | fo|=| 20| e a] x| 2+ b] x| +c=0.

1.6.1. EQUACOES MODULARES DO TIPO: | f(x)|=a, onde a > 0 (O valor de a n&o deve
se negativo, se assim for a equacao nao tera solucdes)

l[fx) = a
Procedimento: fx) =a Vv Ifix)=— a
Exemplos: |x+3|=4

Resolucéo Verificacdo

|x+3]|=4 |x+3|=4
X+3=4Vx+3=-4 mParax=1 m Parax=—7
X=4-3Vx=-4-3 |1+3]|=4 |-7+3]|=4
x=1Vx=—7 |4|:4 |4|:4

4=4 4=4

(Verdade) (Verdade)

Sol:{-7; 1}
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Exemplo 2: |3x-4|=2

Resolucdo Verificacdo
|3x —4|=2 |3x —4|=2
SX-4=2V 3x-4=-2 mParax=1 m Parax=—7
3X:2+4\/ 3X:_2+4 |3X_4|=2
3x=6V 3x=2 |3x—4]=2 (Verdade)
x=2%v x=2 (Verdade)
3 3
x=2V X=Z
3

Solucéao:{ ;; 2}

Exemplos: |3x-4|=2

Resolucdo: Pelo Principio de equivaléncia
(Elevacdo de ambos membros da equacédo ao quadrado)

|3x —4|=2

(3x - 4)2=22
OX?—24x + 16 =4
X2 —24x+12=0

a=9;b=-24;c=12
—b +Vb?% —4ac _ —(-24) +/(—24)% — 4912

_ _24++144 _24+12
X12= = =
2a 29 18 18
_24+12 _24-12
1=——— VX2 =
18 18
36 12
X1=—= VX2 =—
1718 2718

2
X1=2 \/Xzzg

Solucéo: {g; 2}

Exemplo4: |x+8|=—12

Esta equacdo ndo existe pelo menos um ndmero real que a satisfaz, mas ao resolver a equacéo caro

leitor iras encontrar os numeros x = - 20 e x = 4, De seguida faca verificacdo e claramente nédo
satisfaz a igualdade, visto que, 0 médulo de um numero real ndo € negativo.
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1.6.2. EQUAGCOES MODULARES DO TIPO: | f(x) |=g(x), onde g(x) > 0

Procedimento:

| f(x) | = 9(x)
fx) =g(x) Vv f(x)= — g(x)

Exemplo 1: [x+5|=2x-1

Condicdo de exjsténcia Resolucdo
2x-1=0 |x+5|=2x-1
2x =1 X+5=2x-1Vvx+5=—(2x-1)
X X—2x=-1-5vx+5=—2x+1
<1 —-X=—-6Vx+2x=1-5
-2
. x=6Vv3ix=-4
(Quer dizer que o va- )
lor de x deve ser su- X=6Vx=—gz
. . 1
perior ou igual &)
Exemplo2: |3x-2|=3-2x
ndica Xisténci Resolucéo
3-2x=0 |3x-2|=3-2x
—x=z3 3X-2=3-2xV3x-2= — (3-2X)
—2x >3 +(— 1)
3x +2x=3+2V3x-2=-3+2X
2X <3 -
3 5x=5V3x—2Xx=-3+2
XSE -

Verificacdo
|X+5|=2x—1
m Parax=6 .parax:_g
|6+5]=26-1 4 4
—=+5[=2(—7)-1
=11 |-3+5]=2(-3
1 11
11=11 3773
(Verdade) (Falso)
Solucéo: {6}
Verificacdo
mParax=1 mParax=-1
3e1-2|=3-2:1 |3:-1)-2]=3-
13-2]=3-2 2+(-1)
|1|:1 |—3—2|=3+2
1-1 |-5|=5
5=5
(Verdade)
(Verdade)

Solucédo: {—1; 1}
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1.6.3. EQUACOES MODULARES DO TIPO: |f(x)|=]|g®) |
IR

Procedimento:
f)=9(x) v f(x)= — g(x)

Exemplol: |3x-5|=|x+1]|

Resolucdo Verificacdo
|3x—5|=|x+1| m Parax =3 mParaSex=1

3X-5=x+1V3x—5=(x+1) 3'1_5|=|1+1|

33-5]|=|3+1]

3X—x=1+5V3x-5=—x-1 |9-5]=]4] |3-5]= 2]
2x=6V3x+x=—1+5 |4]=]4] |-2]=2
2=2
6 4=4
X==Vix=4 (Verdade)
4 (Verdade)
x=3 V X=7
x=3Vvx=1 Solugdo: {1; 3}

Exemplo2: |7-2x|=|5x+19]

Resolucdo Verificacdo
|7—2x|=|5x+19]| |7 —2x|=]5x+ 19|
—Jx = — % =— 26
7—-2x=5x+19V7—2x (5x + 19) IParax=—1—72 mParax=—2

—2X—5x=19—-7Vv7—2x=—5x-19
—7x=12V—2X+5x=—-19-7

|7-2= 2 |=| 5=+ 19| [T-22=D=]5(=F)+19]

52| 130
X=—V3x=—26 |7+2 =] -2 +19] |7+ = |-=2+19]
_ 12,2 @ @ a @ 3 @ VN E)
X=—7VXETy |49+24|_| 60+133| |21+52|:|_130+57|
7 11777 3 3
| 21=1-% [$1=1-5
73 _ 73 73 _ 73
77 37 3
(Verdade) (Verdade)

Solucgéo: {— 23—6; - g}
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1.7. INEQUAQOESMODULARES

Inequagdes modulares sdo inequagdes nas quais a variavel encontra-se dentro do simbolo do modulo.
A sua resolucao pode ser feita utilizando definicdo do médulo, as propriedades do modulo e principio
de equivaléncia (Elevacdo de ambos membros da equacao ao quadrado). Existem diferentes tipos de
inequacBes modulares a saber: f(x) | <a, |f(x)|<a, [fx)|>a, |fx)|=a, [f®) |<g®,|f®) | <9(),
[f0]> g, [f0][2900, [f@]|< |e®], [fo][<][e®], [f®]|>]gm],
[t | =g |, a|x|2+b|x|+c<0, a|x|2+b|x|+c<0, a|x|2+b|x|+c>0 ¢

a|x|2+b|x|+c20.

1.7.1. INEQUACOES MODULARES DO TIPO:
L |[fx)|<a 2.|f®| <a 3./ f(x) |>a 4.|fx) | = a

L [fo|<asfx)<anfx)>—a

Interseccao (N)

2. [fw)|<aesf(x)<anf(x)> —a

Procedimento:

3. [fx)|>a ef(x)>avix)<—a
Reunido (V)

4. [fx)|zaef(x) >avi(x)<—a

Exemplo1: [2x+3|<4
Resolucdo
|2x+3 | <4
2X+3<4AN2x+3>-4
2X<4-3AN2x=-4-3
X< 1A2x=> -7
X< A2x=>-7

1 7
X<=-AX=—-
2 2

TADRRRIN.

X

1
2

Solucdo: xe|[— % i]
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Exemplo2: |4 —2x|>6
Resolucdo
|4-2x|>6
4—-2x>6V4—-2X<—-06
—2X>6-4V-—-2Xx<—-6-4
—2X>2/+(—=1)V —=2x<-10/+(-1)

2X<=2Vv2x>10
X<—z\/2x>E
2 2

X<—1Vv x>5

-1

Solugdo: X€ ]— oo; —1[U]5; + oof
Exemplo3: | 6x-5 | < -2
Para inequacdes do género néo se resolvem necessaria, porque é absurdo, visto que, ndo existem nenhum

numero real que satisfaz essa desigualdade, isto €, Solucéo: x € @.

Exemplo4: | 3x+4| >-10
Ao resolver esta inequacdo, ird encontrar intervalo muito estranho como solucdo, entretanto para qualquer
namero real a desigualdade € satisfeita, desse modo, a solu¢do desta inequacdo é todo o conjunto dos nime-

ros reais, isto é, Solucdo: x€lR.

1.7.2. INEQUACOES MODULARES DO TIPO:
L[ 100 | <90 2f0] <909 3. [f0[>900 4[] = g(x), comg(x) =0

L [ f(x) | < g)=f(x) <g(x) A f(x) > - g(x) -
Interseccao (N)

2. [ f(x) | < g(x)= f(x) < g(x) A F(X)=> - g(X)

Procedimento:

3. | 100 [ > g(x) =f(x) > g(x) v f(x) < - g(x)

Reunido (V)

4. | f(x) | = g(x) =F(x) > g(x) v f(x) < - g(x)
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Exemplol: |x+2 |<2x+1
Condicao de Existéncia Resolucdo
| X+2 | < 2x+1

2x+1>0
2x=>—1 X+2<2x+1A x+2>—(2x+1)
x> —2 X—2X<1-2Ax+2>—2x—1
- —X< —1/e(=1)AX+2Xx >—1-2

x>1A3x> -3

3

x>1 | N x>-1

(vamos representar as trés (3) condicGes e buscamos in-

terseccao dos trés (3), que é a solucdo dessa inequagao)

V77777777 7 %

X
Solugéo: x€]1, + oof
Exemplo2: |3x—4|<—2x—1

Resolucao
|3x —4|<—-2x-1

Condicdes de existéncia

-2x-1>0
—2x=1 3X—4 <—2X—1A3x—4> 2x+1
_2x > 1/+(-1) 3X+2X<— 1 +4A3x-2x>1+4
x<-1 5bx<3AXx=>5
x< —1 x<2|A|x=5

(vamos representar as trés (3) condi¢bes e buscamos in-
terseccdo dos trés (3), que a solucao)

5

|
N =
vl W

Solucdo: x e {}
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Exenplo3: |3x+2|=x+5

Condicdes de existéncia Resolucao
X+5>0 |3x+2|2X+5
X=-5 X+2=2x+5V3x+2<—(x+5)

3X—x>5-2v3x+2<-—x-5
2X>3V3x+x<—-5-2

3
x25v4xs—7

x= - | M x<s—

N | W

S

(vamos representar as trés (3) condi¢bes e buscamos in-

terseccdo dos trés (3), que a solucao)

/‘///erm

3
2

Solugéo:xe[-S,—%] V) [;;+oo[

1.7.3. INEQUACOES MODULARES DO TIPO:

LIt | <o) | 2.]f@]| <[99 | 3.[f[>]9(0) | 4.[fx)]| =]9() |

L |[fx) | <|eg® | f(x) <g(x) Af(X) > -g(x) -
Interseccao (N)

2. | ()| < | g(x) | & F(x) < g(x) A F(X) >- g(x)

Procedimento:

3. | f(x) | > ] g(x) | < f(x) > g(x) v f(X) < - g(x)
Reuniéo (V)

4. [fx) | =] g | < f(x) = g(x) v f(x) < - g(x)
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Exenplo1: |2x+5]< [x+1|
Resolucao
|2x+5]| < |x+1]
2X+5<X+1A2x+5>—(x+1)
2X—X<1-5A2x+5>—-—x-1
X<—-4A2X+x=—1-5
X<-4A3x=>—6

XS—4/\X2—§

[[I[]]]] A

4 -2

Solucdo: x € @

Exenplo2: [3x-11|> |[x - 7]
Resolucao
|3x—11]> |x - 7|
X-11>x— 7Vv3X-11l<—(x — 7)
X—X>-—-7+11Vv3x-11<—Xx +7

2X>4V3x+x <7+11

X>§V4x<]8

18
X>2Vx<:

X>2 \Y X<§

IR 11T

X

9
2
Solugéo: x € ]2, ;[
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Escreva em forma de mddulo, as seguintes expressoes:
(@) d(2x;3) =6 (b) d(x; -3) =4 (c)d(;x)=2 (d) 3d(x; 9)=12

2. Traduz simbolicamente as seguintes afirmacoes:

(@) Conjunto de valores de x que se encontram a 4 unidades de 2;
(b) Conjunto de valores de x que se encontram a 2 unidades de -4;
(c) A distancia entre os pontos de abcissa —x e 4;

(d) A distancia entre os pontos da recta numeérica cujas abcissas sdo x e -5.

3. Sabendo que Vx2 = | X | , @ que € igual as expressdes seguintes?

(a) Va®b? (€) Vx*(x + 3)? (e) V100a*c?
(b) vx*(x — 2)* (d) vVp2q®rt? (f) V16p°q*q?

4. Constroi e faca o estudo do gréafico de cada funcéo:

(@) f(x) = |x+3| ©fx)=| |x|-2] @ fx)=x?-6]x| +5
(b) f(x) = | x| -1 (d) f(x) = | x> 4| ) f(x) = —x® | x| +2

5. Dado o grafico ao lado, faca o estudo dos seguintes
graficos das funcbes: Dominio, Contradominio, Ze-

ros, Variacdo da monotonia e Variagao do sinal;

6. Resolver em IR as seguintes equacoes:

(@ |x+5]=9 (i) [x2—4x+5| =2 (@ |2x-3] —x=2x+1
) |- 1| =2 (|1-3x]| =5 (1) |4.2x-6,8| =3,5-1,2x
(©) |-x+50] =50 (k)|ZX+§ :_g ©) |2x-3| = |x+7|

d |x+7| =14 M [3x-6] =x-2 ® |x-1]=]3x+2]

(e) |2x-1] =3 (m) |2+x]| =6-2x W [x-1]=3]x+2]

(f) | 3x?+2x+8]| =-10 m) [x-3] =-2x-1 V) |x2-x-5] = |x-2]
(2) [1,2-24x]| =58 (0) [x*—2x-2| =2x -8 x) |3x+2| =|x-1]

(h) [x2-3x-1] =3 (P |x+2]| =3x-4 (2) |4x-1|-|2x+3]| =0
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7. Que valores, k pode tomar de modo que a equagdo |3x —2| =4 —k:

(a) a equacéo tenha solucao (b) a equacéo néo tenha solucao

8. Resolver em IR as seguintes equacoes:

(@]x+1| <13 ()| —x+50| >50 (i)|2— x| =3x+5
(b)|3-x]| >12 (f) | 3x —10x?| <—8 G| x=2|<|7x— 4|
(c)|x+2]|<3 (2)|1,2-24x]| >5.8 k) [3+2x | = [3x-2]|
(d)|x?*+3x+2| >-10 (h)|7x — 4] <5 —x M]10-35x|< |3x+12]
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CALCULO
2 COMBINATORIO

PROBABILIDADE

OBJECTIVOS:
No fim do ano, deveras ser capaz de:

= Efectuar o calculo de factorial de um nimero natural;

= Simplificar as expressdes que envolvem factorial;

= Resolver as equacdes que envolvem factorial;

= Distinguir Arranjos, Permutaces e Combinacdes;

= Aplicar as formulas de Arranjos, Permutacdes e Combinagdes para resolver problemas
reais da vida:

= Desenvolver as linhas do triangulo de Pascal;

= Determinar a soma dos elementos das linhas do tridngulo de Pascal;

= Aplicar a formula de Newton para efectuar o desenvolvimento do bindmio (x +y)",
sendo n natural,

= Reconhecer regularidades em fendmenos aleatorios;

= Calcular frequéncias absolutas e relativas de um acontecimento, como célculo de
probabilidade;

= Calcular a probabilidade de um acontecimento pela lei de Laplace;

= Aplicar probabilidades para resolucdo de problemas praticos da vida;




2.1. DEFINICAO

CALCULO COMBINATORIO OU ANALISE COMBINATORIA ¢é um ramo da matematica que se de-
dica ao estudo das técnicas de contagem de elementos e contagem dos subconjuntos de um dado conjunto.
Essas técnicas sdo: Arranjos, Permutac6es e Combinacdes.

2.2. FACTORIAL DE UM NUMERO NATURAL
Factorial de um nimero natural é o produto de factores inteiros e sucessivos desde um certo numero natural

n, até a unidade representa-se abreviadamente pelo simbolo n! que 1é-se factorial de n ou n factorial.

Emgeral: | n!=mne(n - 1)*(n —2)*(n — 3)*(n — 4)*(n — 5)*(n — 6)*(n — 7)s...392°1

Exemplos: Desenvolver o factorial dos nimeros a seguir e achar seu valor correspondente

(a) 3! =32¢1=6: (d) 12! =1221121029+8+7¢62524¢32¢1 = 479001600;
(b) 7! = T7625+4¢3¢2¢1 = 5040; (€) 4! + 5! =4e3e2e]+ 5¢40302¢] =24 + 120 = 144,
© B! _ Be7e6e5e4e30201 _ 40320 _ 56 ) (3!)4 = (3'2'1)4 = 6= 1296;

6! 6e504e30201 720 (9) (5!)2(4!) = (524232¢1)2(4+3+2¢1) = 120224 = 2880;

Alguns Casos especiais (Por Convencao)
Ol=1ell=1

Podemos calcular factorial de qualquer nimero natural utilizando a maquina calculadora cientifica, através
das teclas SHIFIT e X!. Vamos calcular factorial de alguns nimeros:

2.3. SIMPLIFICACAO DE EXPRESSOES QUE ENVOLVEM FACTORIAL

Observe atentamente:

® 6! = 65! = 6°5°4! = 6°5°4°3! = 6°504°3°2! = 62524321,
en+2)!=m+2)e(n+1)!=(Mm+2)s(n+Den=(n+2)s(n+1)en(n—1)e... 3221,
eN=3A1'=N=3em—-4)'=(n=3)e(N-4)s(Nn=5)1=(N-3)* (n - 4)*(n —5)e ... 3921,

Para simplificar expressdo com factorial, fixa-se o n, procuremos factores anteriores e depois de n e devemos
ter conta a sequencia seguir: ...n+4,n+3,n+2,n+1,n,n-1,n-2, n-3, n—4,... assim sendo vamos

simplificar as seguintes expressoes:
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(a)>

Ora vejamos:

* 91 = QeBe7e6e5!, substituindo na expressiao temos:

9! _ 9¢8e76581 _ )
a - /5’( - 3024,

7!+ 6!

by,

Ora vejamos:

o 7! ="746°5! e 6! = 65!, substituindo na expressédo e colocar em evidencia o factor comum 5!, temos:

70+ 6] _ 765!+ 605! __BI(7+6 + 6)
st 5! B

8!—4!
O+

Ora vejamos:

= 42 + 6 = 48;

e8! = 8oT7e605¢4!, 7! = Te6e5¢4! e5! = 5¢4! substituindo na expressdo e colocar em evidencia o factor co-

mum 4!, temos:

8l— 4] _ 8e7e6e504! — 41 __4f(8e7¢6¢5— 1) _1680 — 1 _ 1679,

70+ 5! 7e6e5ed! + 504l A(7+6e5+5)  210+5

n!
Oy

en!=ne(n-1)!

215’

(n—2)!
€ ——

en!=ne(n-1)s(n-2)!

(=) 1 1

n! _ ne 1) . — — .
w0 e ne(n-1De(p-2  ne(n-1) nZ-n’
(n+ 1)! n!
(f) n!+ (n+ 1)! (e) (mn-2)!+(n- 1)
e(m+1)!=(n+1)en! en!=ne(n—1)(n-2)'e(n-1)I=(n-1)*(n-2)!
(M+1)! _ @+ _ (m+Denl _n+1, n! _ ne@-1e(n~7) _ ne(n-1)s(n-2)! _

n'+ (n+1)! n!+(n+1)9x!’_n!(1+n+1)_n+2’

(n—2)!+(n—1)!_(n—2)!+(n—1)j))4! _(n—2)!o(1+n—1)
20D oy,
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2.4. EQUACOES QUE ENVOLVEM FACTORIAL
Séo equacdes que envolvem factorial, ou seja, a variavel esta sujeita a factorial. Para resolver estas equacoes,
simplifica-se de modo a eliminar factorial e de seguida encontra — se o valor de n, para isso basta isolar o n.

Como mostram exemplos a seguir:

-1)! -2)!
()(n 2 OF (n—1)'_
(n—1)e !_4 (p~7)! —9
o (n - 1)s(n<2)!
n-1=4 1 =9
n—1
n=4+1 1
n-1=-
n=>5 9
141
5€ IN n=3
Solucéo: {5} n= 1?0
10
;&‘IN
Solucéo: {}
(mn—-1)! _ (n+1)!
() —(n_s)!—56 (d )(n_l)'—lz
(n—1)e(n — 2)'@’/3)! =56 (n+ 1).110’(}1,/1)! - 12
(D=3 (n=1)!
(n—1)e(n — 2)=56 (n+ 1)en=12
n—2n—-n+2=56 n+n-12=0
n>-3n-54=0 a=1;b=1;c=-12
a=1b=-3;c=-54 nlzz—bi\/bz—4ac:—1i 2—4e1e(-12) _
_ —bxVb%2—-4ac _ — (-3) 1/ (—3)2—4e1e(-54) _ , 2a 2
M2 = 2a - 2e1 - _—1++49 _ -1+7
_ 344225 _3+15 2_ 2 an
T2 T2 ni=
3—15 3+15
v 2 n1=_—zV n2=§
18
=—V” n=—4V np=3
n=—6V n=9 —4 ¢IN,e 3€IN
—6¢&IN,e 9€IN Solucéo: {3}
Solucéo: {9}
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2.5. ARRANJOS SEM REPITI(;AO
Definicdo: Chama-se, arranjos sem repeticdo de n elementos agrupados (tomados) p a p, ao numero de

grupos que se pode formar com p dos n elementos dados, diferindo uns dos outros pela natureza, quer pela

ordem, dos seus elementos. A sua notagéo pode ser: Aj, "Ap € An, p.

sA}>n=4ep=2 *A}>n=7ep=4 *A8 =>n=8ep=38 *AS=>n=6ep=1

Formula geral dos arranjos sem repeti¢édo

n!

A} oo com0<p<mn, p,neIN

(Esta é a formula para o célculo de arranjos simples em expressdes factoriais)
Observacao:
Na definicdo de arranjos sem repeticdo falamos de grupos que se diferem pela natureza e grupos que se dife-
rem pela ordem dos seus elementos. Para exemplificarmos os grupos (123), (132), (321) e (231) diferem
apenas pela ordem (todos os elementos sdo 0s mesmos), visto que, o sentido ou a leitura do grupo é diferente
quando hé troca da posicédo dos elementos, enquanto os grupos (123), (124), (325) e (789) diferem pela natu-
reza (pelo menos um dos elementos ndo o mesmo). Estas duas caracteristicas sdo fundamentais para chamar-

mOos um agrupamento de arranjos sem repeticao.

2.5.1. Calculo de arranjos sem repeticao

6! _ 6! _ 6e5oAl _
(@)AS= =— 30;
6-2) 4t A 9! 91 _ 9eBe7605¢
70 _ 7! _ 7e6e5e4e3e2 (d)Ag = O—a)! T = =3024;
(b)A% = G T 2520; ' ‘
A8 —_ 8 _8 _87 6587 _ s__ 5 _si_si_
(©)A3 T(-3) s s = 336; (e)As (5 o1 5e40342¢1 =120;

Podemos calcular os arranjos sem repeticdo de n elementos agrupados p a p, utilizando a maquina calculadora
cientifica, através das teclas SHIFIT e nPr. Vamos calcular os arranjos sem repeticdo dos exemplos anterio-
res:
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2.5.2. Resolucédo de problemas da vida real, aplicando arranjos sem repeticao
Problema 1:Com os algarismos do conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5}. Quantos nimeros de 3 algarismos diferen-

tes podemos escrever?

Resolucéao:

Todas vezes que resolvermos questdes de problemas, precisamos esquematizar a esséncia daquilo que enten-
demos, isso facilitara como resolvé-los. Neste problema podemos analisar assim, escolher alguns nimeros
possiveis, (123), (345), (324), (231), (542), (254), (543), ..., nestes grupos de numeros podemos verificar a
existéncia de duas caracteristicas fundamentais de arranjos:

- Os grupos (123), (345), (324) e (542) diferem pela natureza, visto que, pelo menos um dos elementos é
diferente;

- os grupos (123) e (231), (345) e (543), (542) e (254), ..., diferem pela ordem, visto que, a interpretagdo
do grupo é diferente mesmo haja troca da posicéo dos elementos;

Depois de analisar e esquematizar, podemos concluir que, trata-se de arranjos de 5 elementos agrupados 3 a
3, logo: A3 = 60;

Resposta: Sdo 60 numeros de 3 algarismos diferentes que podemos escrever com conjunto A.

Problema 2: Numa prova de velocidade participaram 8 corredores. Quantos sdo os resultados possiveis

para 3 lugares?

Resolucéo:

Para melhor interpretacdo, a sequéncia do grupo (EJM) representa respectivamente por, Eliézer — 1%ugar,
Jonas — 2°lugar e Marta — 3°lugar. Entretanto, verifica — se a existéncia de duas caracteristicas fundamentais
de arranjos, como podemos indicar:

- 0s grupos (EJM), (IME), (TDA), (ASM), ..., diferem pela natureza, visto que, pelo menos um dos ele-
mentos é diferente;

- 0s grupos (EJM) e (MJE), (TDA) e (DTA), (ASM) e (MSA) ..., diferem pela ordem, visto que, a inter-

pretacdo do grupo é diferente mesmo haja troca da posi¢ao dos elementos;

Depois de analisar e esquematizar, podemos concluir que, trata-se de arranjos de 8 elementos agrupados 3 a
3, logo: A3 = 336;

Resposta: Sao 336 resultados possiveis para os trés lugares;
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Problema 3: Um eleitor deve eleger 7 candidatos, um presidente, um secretario, um tesoureiro e um assistente
para autarquia local. De quantas maneiras diferentes pode se fazer a escolha da comisséo?

Resolucéo:

Sejam os candidatos: Manuel, Rui, Amara, Julia, Beth, Elton e Yuran, os nomes escolhidos tém letras iniciais
diferentes, vejamos alguns resultados possiveis para os 4 lugares: (AMRB), (RBEJ), (BRAM), (YEJB),
(JEBY), (MBRA), (EAMY), ... etc.

Para melhor interpretacdo, a sequéncia do grupo (AMRJ) representa respectivamente por, Amara— Presidente,
Manuel — Secretério, Rui - Tesoureiro e Beth — Assistente. Entretanto, verifica — se a existéncia de duas
caracteristicas fundamentais de arranjos, como podemos indicar:

- 0s grupos (AMRB), (RBEJ), (EAMY), ..., diferem pela natureza, visto que, pelo menos um dos elementos
é diferente:

- 0s grupos (AMRB) e (BRAM), (YEJB) e (JEBY), ..., diferem pela ordem, visto que, a interpretacdo do

grupo é diferente mesmo haja troca da posicdo dos elementos;

Depois de analisar e esquematizar, podemos concluir que, trata-se de arranjos de 7 elementos agrupados 4 a
4, logo: A7 = 840.

Resposta: Sao 840 maneiras diferentes que se pode se fazer a escolha da comisséo.

2.6. PERMUTACOES DE n ELEMENTOS
Definicdo: Permutacbes de n elementos sdo arranjos de n elementos agrupados n a n, simbolicamente
escreve — se P.

.P4$n:4 .P7$ n=7 .Pgﬁn:8 'Plﬁnzl

Formula geral dos das Permutac6es

n! n! n!

P, = A} = - 01 Nl ou simplesmente Py

(Esté é a formula para o calculo de permutacdes em expressdes factoriais)

2.6.1. Calculo das Permutac6es

() Pa = 41 = 4+302¢1 =24:

(D) Ps — P3 = 51 — 31 = 5e4e3¢2¢] — 3¢2¢1 = 120 — 6 = 114;
(C) 3Pg = 326252443201 = 3720 = 2160;

(d) PyeP, _ 7!s2] _ 7e6e5e4e3e2e1e2¢1 _ 10080 _ 5040,
P, —P, 7!—2! 7e6e5e4e3e2¢1—2e1 5038 2519’
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2.6.2. Resolucéo de problemas da vida real, aplicando Permutacdes
Problema 1: De quantas maneiras diferentes 5 pessoas podem sentar num banco?

Resolucéo:
Representemos as 5 pessoas pelas letras ABCDE, assim temos algumas possibilidades: (ABCDE), (BACDE),

(EDACB), (BDCEA), ... Vé-se que, ha troca de posi¢des de 5 elementos, entdo trata-se de permutagdes de 5
elementos.

Ps = 51 = 120;
Resposta: Sdo 120 maneiras diferentes que 5 pessoas podem sentar num banco;

Problema 2: De quantas maneiras diferentes 4 pessoas podem posicionar para uma sesséo fotografica?

Resolucdo: Representemos as 5 pessoas pelas letras ABCD, assim temos algumas possibilidades: (ABCD),
(BACD), (EDCB), (DCEA), ...vé-se que, ha troca de posicdes de 4 elementos, entdo trata-se de permutagdes
de 4 elementos.

Pa=41=24;
Resposta: Sao 24 maneiras diferentes que 4 pessoas podem posicionar para uma sessao fotografica;

Problema 3: Com a palavra MAPUTO. Resolve as questdes que se seguem:

(a) Quantos anagramas* podemos escrever?

Resolucéao:
Alguns anagramas possiveis (AMPUTO), (TOMAPU), (AMUOTP), (PMUATO), (MUOATP), ..., vé-se
que, ha troca de posicdes de 6 elementos, entdo trata-se de permutacdes de 6 elementos;

Pe = 6! = 720;
Resposta: Podemos escrever 720 anagramas com a palavra MAPUTO,;

(b) Quantos anagramas podemos escrever, que comecam com a letra M?

Resolucéo:
Alguns anagramas possiveis (MPUTOA), (MTOAPU), (MAUOTP), (MPUATO), (MUOATP), ..., vé-se
que, ha troca de posicdes de 5 elementos, entdo trata-se de permutacdes de 5 elementos.

Ps = 51 = 120;
Resposta: Podemos escrever 120 anagramas com a palavra MAPUTO, que comegam com a letra M;

! Anagramas sdo palavras formadas pela transposicéo (troca ou mudanca) das letras de uma palavra, com ou sem sentido:
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(c) Quantos anagramas podemos escrever, que comegam com a letra P e terminam com O?

Resolucéo:
Alguns anagramas possiveis (PUTAMO), (PMTAUO), (PMAUTO), (PMUATO), ..., vé-se que, ha troca de
posicdes de 4 elementos, entdo trata-se de permutacGes de 4 elementos;

Ps=41=24;
Resposta: Podemos escrever 24 anagramas com a palavra MAPUTO, que comecam com a letra P e terminam

com O;

(d) Quantos anagramas podemos escrever, com M e A juntos?

Resolucéo:
Alguns anagramas possiveis (PUTOMA), (AMTOPU), (MAOUTP), (PUMATO), (UOAMTP) ..., vé-se
que:
- Na ordem de MA, ha permutacGes de 5 elementos, entao:Ps = 5! = 120;
- Na ordem de MA, também ha permutacdes de 5 elementos, entao:Ps = 5! = 120;
Somando temos 240 anagramas;
ou
- MA ou AM hé troca de duas letras, trata — se de permutacdes de 2 elementos: P2 = 2! = 2;
- MA ou AM juntou ficando uma letra s@, neste caso, ha permutacgdes de 5 elementos, entdo: Ps = 5! = 120;

p,=21=2
Ps=51=120
Resposta: Podemos escrever 240 anagramas com a palavra MAPUTO, com M e A juntos;

PoePs= 215! = 20120 = 240

2.7. COMBINACOES
Definicdo: Chama-se, combinacdes de n elementos agrupados (tomados) p a p, ao nimero de grupos que se

pode formar com p dos n elementos dados, diferindo uns dos outros pela natureza, dos seus elementos. A sua

notacdo pode ser:
n
Cg, r'Cp, Cn,pE(p).
C]=>n=7ep=4 eC®=n=10ep=3 +C¥=>n=12ep=6 +C;=>n=5ep=1

Formula geral das combinac6es

n!

(n —p)lep!

Cp = com0<p<n, p,neIN

(Esté é a formula para o calculo de combinac6es em expressoes factoriais)
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Observacao:

Na definicdo de combinacgtes falamos de grupos que se diferem pela natureza e ndo grupos que se diferem
pela ordem dos seus elementos. Para exemplificarmos imaginemos 0s seguintes nomes Eliézer, Domingos,
Jonas, Marta e Isaque, queremos escolher 3 pessoas para organizar uma festa, afirmar que Jonas, Eliézer e
Isaque irdo organizar a festa, equivale afirmar, Eliézer, Isaque, Jonas, tanto Isaque, Eliézer e Jonas irdo orga-
nizar a festa, isto quer dizer que, a diferenca pela ordem ndo faz sentido quando se trata das combinacdes, 0s
elementos s6 pode diferirem pela natureza pelo menos um dos elementos ndo € o mesmo, ¢ a caracteristicas
sdo fundamentais para chamarmos um agrupamento de combinagdes.

2.7.1. Calculo das combinagﬁes

6 _ 6! _ 6 _ 6o 5,4(
(@) Cz = (6—2)1e2! 4le2!  afe2e1 2 =15; ) o ol _98r_9_,.
T A B B L 6381 _ 42 =21 (d¢C = = O-De1l sl Tga 1
(b) C5 = (7 —5)ie5!  21e51 201057 2
©) C8 gl _ sl 8-7-6,54’ 336 - 56: (© CFS, st _ s 1 -1

(8—3)1e3!  5le3] ,5/3-2-1 6

— 55! 0les¥ 1

Podemos calcular as combinagfes de n elementos agrupados p a p, utilizando a maquina calculadora cienti-
fica, através das teclas nCr. VVamos calcular as combinagdes dos exemplos anteriores:

2.7.2. Propriedades das combinagdes

12 Propriedades 22 Propriedades
p = Ci-p Vnpen Cp=Cp_1+ Cpi{Vnpein
ou ou
n  n ny , n n—1
(p)=(n=p) s ()= (20 (571):vaven
Verificagdo: Verificagdo:

(2):(634) (g):(pgl)J’(n_l)

p—1

6\ _ (6 -
o) (=) ()
(Verdade) (4) - (3) + (3)
15=5+10
15=15
(Verdade)
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2.7.3. Resolucéo de problemas da vida real, aplicando Combinacges

Problema 1: De um de 30 alunos de uma turma da escola comunitaria santos inocentes, porem vai ser feita
uma lista de 3 alunos para representar a turma no workshop de negécios em Dubai. Quantas listas sdo pos-

siveis de criar?

Resolucéo:

Sejam alguns nomes dos alunos (Rosa, Francisco, Miguel, Geovana, Andreia, Tomé, José, Victor, ...). Su-
pondo os alunos escolhidos: (RTJ), (VMG), (GMV), (TRF), (AVR), JTR), (RAV), ..., etc;

- Os grupos (RTJ), (VMG), (TRF) e (AVR), diferem pela natureza, visto que, pelo menos um elemento no é
0 mesmo. Mas os grupos (AVR) e (RAV), sdo 0s mesmos elementos, ou seja dizer que Andreia, Victor e
Rosa irdo representar a turma € o mesmo dizer que Rosa, Andreia e Victor irdo representar a turma, a troca
de posicdo ndo muda o sentido do grupo. Depois de analisar e esquematizar podemos concluir que, trata-se

30 —

de combinagdes de 30 elementos agrupados 3 a 3, logo: C3° = 4060;

Resposta: Sao 4060 listas que podem se fazer a escolha;

Problema 2:Uma turma da 122 classe quer eleger entre 10 alunos uma comisséo de 4 alunos para organizar

excursdo na praia de Njalane. Quantas maneiras diferentes podem ser feita a escolha da comissao?

Resolucéo:

Sejam nomes dos alunos (Rosa, Francisco, Miguel, Geovana, Andreia, Tomé, José, Victor, Quitéria, Sonia).
Supondo os alunos escolhidos: (RTJV), (VMFG), (GMV), (TVRF), (AQVR), JVTR), (RAVQ), ..., etc;

- Os grupos (RTIV), (VMFG), (TGMV), (VTRF) e (AVRQ), diferem pela natureza, visto que, pelo menos
um elemento no é o mesmo. Mas o0s grupos (AQVR) e (RAVQ), sdo 0s mesmos elementos, ou seja dizer que
Andreia, Quitéria, Victor e Rosa irdo representar a turma é o mesmo dizer que Rosa, Andreia, Victor e Qui-
téria, irdo representar a turma, a troca de posi¢do ndo muda o sentido do grupo. Depois de analisar e esque-
matizar podemos concluir que, trata-se de combinag@es de 10 elementos agrupados 4 a 4, logo: C1° = 210;

Resposta: Sdo 210 maneiras diferente que pode se fazer a escolha da comissao;
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2.8. TRIANGULO DE PASCAL

Cologuemos os nimeros C; em sucessivas linhas formando um triangulo equilatero:

1% linha:n=0 1 cd

22 linha:n =1 1 1 cy C

32 linha: n=2 1 2 1 C3 C? (3

42 linha: n =3 1 3 3 1 ¢ ¢ ¢ 3

52 linha: n = 4 1 4 6 4 1 ck ¢t ¢t ct ci

62 linha:n =5 1 5 10 10 5 1 cs ¢ ¢ ¢ ¢ cd

Observacdes importantes sobre triangulo de Pascal

12: Em cada linha do triangulo, o primeiro elemento vale 1, pois qualquer que seja a linha o primeiro elemento
€Cp =1, Ve

22: Em cada linha do tridngulo, o ultimo elemento vale 1, pois qualquer que seja a linha o ultimo elemento é
Ch =1, Vaens

32 A partir da 32linha do triangulo cada elemento (com excepcdo do primeiro e ultimo elemento) é a soma
dos elementos da linha anterior, imediatamente acima dele ou seja: Cp =C5_; + C5Z 1 Vn,peINs

4% Em cada linha do triangulo, os elementos equidistantes dos extremos sdo iguais, ou seja: Cp =

n .
Cn - p’vn,pelN’

2.8.1. SOMA DOS ELEMENTOS DA LINHA DO TRIANGULO DE PASCAL

Observe:
12linha:n=0 1 1 TN 1=20
28 linha:n=1 1 1 1 + 1 PPN 2=2!
3linha:n=2 1 2 1 1 + 2 + PR 4=2?
43linha:n=3 1 3 3 1 1 + 3 + 3 + | ORI 8§=2%
52linha:n=4 1 4 6 4 1 1 + 4 + 6 + 4 + T eerrerenenreennnn, 16 =24
6% linha: n =5 1 5 10 10 5 1 1 + 5 + 10 + 10 + 5 4+ 5 DO 32=25

Podemos concluir que:

n
Ch+Ch+Ch+Cy+Cl+CE+...+Cl = ZCS
=0
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2.9. BINOMIO DE NEWTON

Observe o desenvolvimento destes bindmios para x # 0 e y # 0, mais conhecidos por casos notaveis:
c(x+y)°=1;

s (x+y) = Coxty? + Xyt = Lex + Tey =X+,

o (x +y)? = CEx2Y0 +CExty! + Cox0y2 =1ex?Y0 + 2exy + 1oy? = X2 + 2Xy + V7,

e (x+y)° = CIx3YO + C3x%yt + CIxly? + C3xXOy3 = 1ex3y0 + 3ex?y! + 3exly? + 1ex0y3 = x3+ 3x%y + 3xy? + y°
* (x +y)" = como seré o desenvolvimento?

Depois desta constatacdo e pelo triangulo de Pascal anterior, podemos escrever os coeficientes de cada de-

senvolvimentos de (x + y)". A formula geral do binébmio de newton é:

ou

> - e o simbolo de somatério

Observacdes importantes sobre bindmio de Newton

12: Os expoentes de x decrescem desde n até zero, simultaneamente os expoentes de y crescem desde zero
ate n;

22: O desenvolvimento de (x + y)" tem um termo do que o grau de binémio, isto é, n + 1 termos;

3% Os coeficientes do desenvolvimento do binémio de Newton sdo nimeros inteiros e designam — se por
coeficientes binomiais;

4% Coeficientes binomiais dos termos equidistantes dos extremos sdo iguais, isto é,Cy = Cp_ ,, Y peIn;

Exemplo 1: Desenvolver os seguintes bindmios:
@ @Bx+2*
(Bx+2)* = ), G0 re2
p=0

=Cle(3x)* 00204+ CHe(3x) Lo 2l +Co(3x) 2022+ Che (3x)* 73 0 23+ Cho (3x)* 4024
=1e(3x)* e 1+ 4 e (3x)302+ 60 (3x)%2 04+ 40 (3x) 08+ 10 (3x)°e 16

=81x* +216x3 + 144x2 + 96x + 16
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(b) (2x - 4)°
5
(2x—4)5 = Z CS e (2X)5 P o (—4)P

p=0

=G5 e 25 00 () %+ CF e (25T o ()1 C5 0 (2%)77 ¢ ()24 CF 0 (2%)° 2 ¢ ()34 CF e 2%)° o (-)*HCE e 2%)° 70 ¢ (-4)°

=1e(2x)5e1+50(2x)% e (—4) + 10 (2x)3 ¢ 16+ 10 ¢ (2x)% o (—64)+ 5 « 2x » 256+ 1+1e (—1024)

= 32x> — 3200x* + 1280x3 — 2560x? + 1280x — 1024

(©) (5 -2x)°

3
1
(1_2)()3 = ch.(;)?:—p.(_zx)p
X p=0

=C3e (P00 (20004 CE e (D31 e (201 +CF e (D372 e (-2 2+ CF e (P2 (—20)°

:1-(33-1 + 3-(&)2-(—2@+3-§-4x+1-1-(—8x3)

_l_%/_}_ig_ 8X3

x3

| 2-% + 12— 853
X

X

2.9.1. Termo geral do bindmio de Newton
Termo geral do bindmio: é uma expressao que nos permite determinar qualquer termo do binémio, sem

recorrermos ao seu desenvolvimento. Em geral para qualquer termo p+1 sera dado por:

Tp+1=Cpex" " PeyP

A sequéncia dos coeficientes binomiais para um dado valor de n € crescente ate certa ordem e decresce de-

-1 +1 .,
. , . e . p=—n2 OUP=DT,Sene1mpar;
pois dela. O valor maximo de p é atingido para: N .
p= E,senepar;

Exemplo 1: Dada a expressio (2x — 3)°. Determine:

(@) O quinto termo do bindmio

p+1:5 Tp+1:CE'Xn_p0yp
p=5-1 Ts=C3 e+ (2x)°"*e (-3)*
Ts=5e2xe81
p=4 Ts=810x
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(b) O segundo termo do binémio

p+l=2 Tp+1:C3'Xn_p.yp
p=2-1 T2=C3 e+ (2x)° 1o (=3)!
_ T2=5¢(2x)* ¢ (-3)
p=1 T2=5¢16¢x*e (-3)
T2 = —240x*

(c) O termo de maior coeficiente

Sendo n impar, temos:

p= n ; 1 oup = n ; 1 Somente vamos determinar o quarto termo
5-1 5+ 1 Tp+1=Cpex" " PoyP
p = ou p =
., . Ta=C5 ¢ (2x)° 3« (—3)3
p=soup=5 T4=10 ¢ (2x)2% o (—27)
b= 2oup=3 Ts=5e4ex2 e (—27)
(Quer dizer, sdo dois termos de
T4=—1080x>

maior coeficiente, que sdo: Tz e Ta)

(d) O termo central do binémio

R: Quando n é impar, o bindmio ndo possui o0 termo central;

(e) O termo independente do bindmio
= Podemos desenvolver todo o bindmio e identificar o termo independente, mas podemos encontrar de

uma maneira mais breve, basta escrever todo o termo geral e igualar a zero o expoente de X, ora ve-
jamos:

Tp+1=Cpex" " PeyP Vamos substituir o p por 5, na expresséo:
Tp+1=C5 e (2)5 P e (=3)P Tp+1=Cp » (2x)° ~P o (—3)P, assim temos:

(igualando a zero o expoente de x)

5-p=0 Tp+1=Cp e (2)° 7P e (=3)P
-p=-5 Ts+1=C2 e (2¥)° 75 ¢ (=3)°
p=>5 Te=1¢(2x)% ¢ (—243)
Te=1e1e(—243)
Te=—243
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i x 316
Exemplo 2: Dada a expresséo (x + x_z) .
(a) Desenvolver o binémio

6 3 p
2 = ()
x =0

0 1 2 3 4
= (6 o x6~0e 3 +(C6 e x6—1e 3 +C6 o x6~ 24 3 + (C6 o x6 3 3) + C6 o x6~ 4e 3) +
0 x2 1 2 %2 3 %2 4 X2

X2
6 6—5,35 6 6—6,36
+C5.X (X_Z) ' C6.X (XZZ) 3 4 5 6
= 60 () 501 () 4.— ) 3.1 [ ) Zoi () oi () Oci
=1 ex51+ 6ex ,;15 x*+(3) +20x (X2)+15 o(2) +6exe(3) + 10x04(3)
18 243 29
X0+ Tt 15 exhe st 20 x4 15 exPe . H 60X 0 + 1o 1o
= | x°+18x° +135 + 22+ 1)2(25+1i§8+%
(b) O quinto termo do binémio
p+1:5 Tp+1:Cnoxn_p.yp
p=5-1 6,.6-4,(3\*
p=4 Ta=Cqex (xz)
Ta=15¢ 'z—:,
T, _12:5
X

(c) O termo independente do bindmio
= Podemos desenvolver todo o bindbmio e identificar o termo independente, mas podemos encontrar de

uma maneira mais breve, basta escrever todo o termo geral e igualar a zero o expoente de x, ora

vejamos:
Tp+1=Cpex" " PeyP Vamos substituir o p por 2, na expresséo:
— (6 ¢ v6— 3D ¢ 2D ; .
Tp+1:(;g.x6—p.(iz)p Tp+1=Cpex « 3P, assim temos:
X

Tp+1:CS ex6 " Pex 2P e3P
Tp+1=CHex® 3P e3P
Tp+1=CHex® 3P e3P
T3=C5 ex6732 432
(igualando a zero o expoente de x)

Tz=15e¢1¢9
6-3p=0
T3=135
-3p=-6
-6
P==
p=2
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(d) O termo central do binémio
colocando os termos em ordem, vé-se que se trata-se do quarto trmo:
T1, T2, Ts, Ta Ts, Ts, Tz

p+1:4 Tp+l:C3'Xn_p.yp

p=4-1 _ 6. v6-3.(3)°
p:3 T4—C3.X .(X_Z)
_ o 27
Ta=20 ex% —
540
T4=X—3

2.10. INTRODU(}AO A PROBABILIDADE

2.10. 1. BREVE HISTORIAL DA PROBABILIDADE

O interesse do homem em estudar os fendmenos que envolviam determinadas possibilidades fez surgir a
Probabilidade. Alguns indicios alegam que o surgimento da teoria das probabilidades teve inicio com os jogos
de azar disseminados na Idade Média. Esse tipo de jogo é comum praticado através de apostas, na ocasido
também era utilizado no intuito de antecipar o futuro. O Ramo da Matematica que visa a formulacdo de
modelos teodricos, abstractos, para o tratamento matematico da ocorréncia (ou nao ocorréncia) de fenémenos
aleatdrios, pode caracterizar-se como a Matematica do acaso, da incerteza. O importante e fascinante assunto
das probabilidades teve as suas origens no século XVII através de esforcos de matematicos como Fermat e
Pascal. E certo que o italiano Jerénimo Cardano (1501-1576) escreveu um trabalho notavel sobre probabili-
dades, “Livros sobre jogos de azar”. Entretanto, no século XX que se desenvolveu uma teoria matematica
rigorosa, baseada em axiomas, definicGes e teoremas. Kolmogorov propés uma axiomatica completa e con-
sistente do célculo de probabilidades. Os alicerces da teoria do calculo das probabilidades e da analise com-
binatéria foram estabelecidos por Pascal e Fermat, as situacfes relacionando apostas no jogo de dados levan-
taram diversas hipoteses envolvendo possiveis resultados, marcando o inicio da teoria das probabilidades
como ciéncias. Actualmente, os estudos relacionados as probabilidades sdo utilizados em diversas situacdes,

pois possuem axiomas, teoremas e definigdes bem contundentes.

2.10.2. EXPERIMENTO OU FENOMENOS ALEATORIQOS

Encontramos na natureza dois tipos de fendmenos: fendémenos deterministicos e aleatdrios. Os fendmenos
deterministicos sdo aqueles em que os resultados sdo sempre 0s mesmos, qualquer que seja 0 numero de
vezes de ocorréncia verificadas. Nos fenomenos aleatorios, os resultados ndo séo previsiveis, mesmo que
haja um grande nimero de repeticbes do mesmo fenédmeno. Por exemplo, se considerarmos um pomar com
centenas de laranjeiras, as produgdes de cada planta serdo diferentes e ndo previsiveis, mesmo que as condi-

cOes de temperatura, pressao, humidade, solo, etc. Sejam as mesmas para todas as arvores. Experimentos ou
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fendmenos aleatorios sdo aqueles que, mesmo repetido varia vezes sob condi¢Ges semelhantes apresentam

resultados imprevisiveis.

“Chamam-se experimentos ou fendmenos aleatdrios ao processo de observacfes ou de ac¢do cujos resulta-
dos, embora podendo ser descrito no seu conjunto, ndo sdo determindveis a priori, antes de realizacdo da

experiencia e a sua realizacao dependente inteiramente do acaso”
Um experimento aleatorio tem as seguintes caracteristicas:
= Possibilidade de repeticdo do experimento em condicGes similar;
= Na&o se pode dizer a partida qual o resultado do experimento a se realizar;

= A existéncia de regularidades quando o experimento € repetidos muitas vezes;

Exemplos de alguns fendmenos aleatorios:

(@) Lancar uma moeda, ao ar, e verificar a face voltada para cima quando a moeda ja estiver no chéo;

(b) Lancar duas moedas ao ar, e verificar a face de cima;

(c) Lancar um dado de seis faces e verificar a face voltada para cima;

(d) De uma caixa contendo trés bolas vermelhas e duas brancas, seleccionar uma bola e observar a sua cor;

(e) De um baralho de 52 cartas, seleccionar uma carta, e observar o seu naipe? e grafe®;

2.10.3. ESPACO DE ACONTCIMENTO OU ESPACO AMOSTRAL

“Chama-se espago amostral ao conjunto de todos os resultados possiveis de um certo experimento

aleatorio e representa-se por S ou Q.
Exemplos: Langar uma moeda e observar a face voltada para cima;

Seja: C — cara e K — Coroa, logo espaco amostral é: S = {C, K}

Exemploz: Langar uma moeda duas vezes e observar a sequencia de caras e coroas;
Seja: C — cara e K — Coroa, logo espago amostral é: S = {(CC), (CK), (KC), (KK)}
Exemplos: Langar um dado de 6 face e observar o nimero da face de cima;

S={1,23,4,5,6}

2 Sinal gréafico pelo qual se destingue cada um dos quartos grupos de cartas de um baralho: Espada, Copas, Florinha e Ouro;
3 Sinal grafico pelo qual se destingue cada um dos quartos grupos de cartas de um baralho: As, Dois, Trés, Quatro, ..., Rei;
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Exemplos: Langar um dado de 6 face e observar o nimero par da face de cima;

S={2, 4,6}

2.10.4. ACONTECIMENTO OU EVENTO

Chamamos acontecimento ou evento a qualquer subconjunto de espaco amostral. Os acontecimentos ou even-

tos sdo geralmente representados pelas letras maitsculas do nosso alfabeto, isto ¢, A, B,C, D, ..., X e Z

Exemplo 1: No langamento de uma moeda. Apenas pode verificar-se dois resultados distintos, cara ou coroa.
Espaco amostral: S = {Cara, Coroa}

1. Sair cara no lancamento de moeda € um acontecimento, assim podemos representar esse acontecimento,

assim: A: Sair cara;

2. 1. Sair coroa no langamento de moeda é um acontecimento, assim podemos representar esse acon-

tecimento, assim: A: Sair coroa;

Exemplo 2: Um dado de seis faces é langado e observa-se o nimero da face de cima
Espaco amostral: S={1, 2, 3,4, 5, 6}

Assim temos alguns acontecimentos

1. A: Sair um namero impar;

A={1,35}=#A=3;

2. B: Sair um numero primo;
A={2,3,5}=>#B=3;

3. C: Sair um nimero menor que 4;
A={1,23}=>#C=3;

4. D: Sair um numero menor que 7;
A={1,234,5 6} = #D =6;

5. E: Sair um numero maior ou igual a 5;
A={5,6} > #E =2;
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2.10.5. OPERACOES COM ACONTECIMENTOS

1. Acontecimento contrario: “O acontecimento contrario de A € o acontecimento que consiste em nao veri-

ficacdo de A. Isto &, é o conjunto complementar de A. O acontecimento contrario de A designa-se A ou A€ ”.

Exemplo: A: Sair cara no langamento de uma moeda A: Sair coroa no lancamento de uma moeda

2. Acontecimento unido: “O acontecimento reunido de dois acontecimento de A e B é acontecimento que
consiste na realizacdo de pelo menos um dos acontecimentos”. O acontecimento unido A e B é o conjunto

unido de A e B. Representa-se por AUB ou A+B.

Exemplo: A: Langamento de um dado de seis faces, sair um ndmero par, € um acontecimento unido dos

acontecimentos sair 2, sair 4, sair 6, isto é, B: Sair 2, Sair, 4 D: Sair 6.

A ={B}U{C}u{D} = {2}u{4}u{6}= {2, 4, 6}

3. Acontecimento intersec¢do: “O acontecimento interseccdo de dois acontecimentos de A e B é aconteci-
mento que consiste na realizacao simultanea dos dois acontecimentos”. O acontecimento intersec¢do A e B,

representa-se po A*B ou ANB.
Exemplo: Lancamento de um dado de seis faces sair um numero par {2, 4, 6}
B: Lancamento de um dado de seis faces sair um namero primo {2, 3, 5}

C: Lancamento de um dado de seis faces sair um namero par e primo {2}
Logo: C=ANnB ={2, 4,6}n{2, 3,5} ={2}

4. Acontecimento certo: “O acontecimento certo relativo a uma prova é aquele que se verifica sempre
que se realiza a prova”

Exemplo: A: No lancamento de um dado de seis faces de 1 a 6, sair um nimero menor que 7;
B: No lancamento de uma moeda, sair coroa ou cara;

5. Acontecimento impossivel: “O acontecimento impossivel relativo a uma prova é aquele que nunca
se verifica-se sempre que se realiza a prova”

Exemplo: A: No lancamento de um dado de seis faces de 1 a 6, sair um namero 7,
B: No langamento de uma moeda, sair coroa e cara;
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6. Acontecimentos disjuntos ou independentes ou mutuamente exclusivo ou incompativeis: “Dois
acontecimentos A e B dizem-se disjuntos ou independentes ou mutuamente exclusivo ou incompativeis
quando a sua interseccao € acontecimento impossivel, ou quando a probabilidade de ocorrer um deles
ndo depende do facto de outro ter ou ndo ocorrido. Isto é, A e B sdo disjuntos ou independentes ou

mutuamente exclusivo ou incompativeis se ANB = @”

Exemplo: A: Lancamento de um dado de seis faces sair um namero par {2, 4, 6}

B: Lancamento de um dado de seis faces sair um impar {1, 3, 5}
Logo: AnB={2,4,6}n{1,3,5}=0

2.10.6. DIFERENTES CONCEITOS DE PROBABILIDADES
1. Definicéo frequéntista da probabilidade

Uma das definicdes de probabilidades utiliza a frequéncia relativa, ja que as frequéncias relativas séo
estimativas de probabilidades. Podemos entéo definir a probabilidade como proporgao (ou frequéncia

relativa) em uma sequéncia muito grande de experimentos.
Se em N realizacGes a experiencia, o acontecimento A se verificou fa vezes, diz-se que a frequéncia

relativa de A nas realizacdes é f(A) = % Logo a probabilidade do acontecimento A sera dada por:

Onde:
N — Numero de realizagGes de uma experiéncia
P(A) = NimfA) ~ %“ fa — NUmero de vezes se verificou ou seja a frequéncia
absoluta do acontecimento

P(A) — Probabilidade do acontecimento A

Exemplo: Vamos determinar a frequéncia relativa do “aparecimento do nimero 5, no langamento

de um dado numerado de 1 a 6”. Observa a tabela dos resultados experimentais:

Numero de langamento Frequéncia absoluta Frequéncia relativa
(N) (fa) (fr)
99 20 fr=22=2%-02020
N f > 42
200 42 fr= fﬁ = @ =0,2100...
500 87 fr= fﬁ = @ =0,1740
800 157 fr =fﬁ = @ =0,1962
1000 184 fr= fﬁ = @ =(0,1840
1500 250 fr= N = 1500 =0,1666...
fr~0,1666...
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CA . A= . . 1 .
A experiéncia constata que a frequéncia relativa se aproxima a 0,1666... = ca medida que aumenta o

numero de langamento, isto €, as frequéncias relativas tendem a estabilizar-se a um determinado valor.
A esta constatagdo que retiramos do exemplo leva-nos a enunciarmos conceito da probabilidade do
seguinte modo “Num grande numero de provas, a frequéncia relativa de um acontecimento tende a

estabilizar-se em torno de um numero que coincide com a sua probabilidade”.

2. Definicdo axiomatica* da probabilidade num espagco finito

A nogdo empirica de probabilidade ligada ao conceito de frequéncias relativas € inaceitavel do ponto
de vista de rigor matematico. Todavia, foi baseando-se na no¢édo frequéntista KOLMOGOROQV, em

1933, estabeleceu rigorosamente a axiomatica da probabilidade.

Seja S um espaco amostral de acontecimento e P(S) o conjunto das suas partes, denomina-se probabi-
lidade de uma aplicacdo de P de P(S) no conjunto [0, 1] de um nUmeros reais que obedecem aos

seguintes axiomas:

1.P(A) €[0,1] ou 0 < P(A) < 1, isto é, a probabilidade de um acontecimento varia0 4 1;

2. Sendo A e B acontecimentos disjuntos ou independentes ou mutuamente exclusivo ou incom-

pativeis, definido em S, tem-se:

« P(AUB) = P(A) + P(B)
« P(ANB) = P(A)*P(B)

3. Dado um acontecimento A com probabilidade P(A), a probabilidade do seu complementar (aconte-

cimento contrario) obtém-se subtraindo a unidade a probabilidade de A, isto é:

*P(A)=1—-P(A) ou <*PA)+PA)=1

4. A probabilidade de um acontecimento certo € um (1), isto é:
«P(S)=1

5. A probabilidade de um acontecimento impossivel é zero (0), isto é:

*P(@®)=0

4Axiomas sdo verdades inquestionaveis universalmente validas;
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3. Definicao classica da probabilidade — Lei de Laplace

Quando langarmos uma moeda equilibrada, aceitamos que qualquer uma das faces tem exactamente a
mesma chance de aparecer que a outra, isso €, a probabilidade do acontecimento A1, A2, As, ..., An.
Dizemos entdo, que os acontecimentos sdo equiprovaveis. Dado um experimento aleatorio, sendo S
0 seu espaco amostral, vamos admitir que todos os elementos de S tenham a mesma chance de acon-
tecer, ou seja, S € um conjunto equiprovavel. Definimos a probabilidade de um acontecimento A ao

nimero real P(A), tal que:

Numero de resultados favoraveisa A _ #(A)

P(A) =

Numero de resultados possivéis a S - #(S)

2.10.7. DETERMINACAO DA PROBABILIDADE DOS ACONTECIMENTOS

Vamos determinar a probabilidades pela definicdo classica de probabilidade — Lei de Laplace, para

alguns acontecimentos. Ora vejamos:

Exemplo 1: Para o experimento que consiste em lancar um dado de 6 faces. Determinar:

Antes porém de determinar a probabilidade de qualquer acontecimento, devemos determinar o espago

amostral do experimento: S ={1, 2, 3, 4, 5, 6};

(a)A probabilidade de sair um namero par;

Resolucéo:

Seja acontecimento A: Sair um nimero par

- O numero do resultado favoravel do acontecimento A é 3, porque ha 3 numeros pares que séo {2, 4,
6},

- 0o numero do resultado possivel a S é 6, porque ha no total 6 nimeros no espaco amostral que sao:
S={1,2,3,4,5,6}

- P(A) Ié-se probabilidade do acontecimento A, com todos dados disponiveis podemos achar a proba-

bilidade do acontecimento sendo:

Numero de resultados favoraveisa A _ #(A 3 1
P(A): _#A) _3_1.

Numero de resultados possivéis a S B #S) 6 2’
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(b) A probabilidade de sair um nimero maior que 4;

Resolucéo:
Seja acontecimento B: Sair um nimero maior que 4;

- O nmero do resultado favoravel do acontecimento B é 2, porque ha 2 nimeros maiores que 4, sao
{5. 6};

-onumero do resultado possivel a S é 6, porque h&a no total 6 nimeros no espaco amostral
que sdo: S ={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Com todos dados disponiveis podemos achar a probabilidade do acon-

tecimento sendo:

Numeroderesultadosfavoraveisa B _ #(B 2 1
P(B) = _#®) _2_1,

Numeroderesultadospossivéis a S - #(S) “6 3

(c) A probabilidade de sair um nimero menor que 7;

Resolucéo:
Seja 0 acontecimento C: Sair um namero menor que 7;

- O nimero do resultado favoravel do acontecimento C é 6, porque ha 6 niUmeros menores que 7, Sao
{1,2,3,4,5, 6};

- 0 numero do resultado possivel a S é 6, porque ha no total 6 nimeros no espa¢co amostral que sdo: S
={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Com todos dados disponiveis podemos achar a probabilidade do acontecimento

sendo:

Numeroderesultadosfavoraveisa C _ #(C 6
P(C) = —#HO _6_

Numeroderesultadospossivéis a S #(S) "6 ’

(Visto que, trata-se uma probabilidade de um acontecimento certo)

(d) A probabilidade de sair um nimero maior que 6;

Resolucéo:
Seja 0 acontecimento D: Sair um numero maior que 6;

- O nimero do resultado favoravel do acontecimento D é 0, porque ndo ha nenhum numero maiores

que 6;
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- o numero do resultado possivel a S é 6, porque ha no total 6 nimeros no espaco amostral
que sdo: S={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Com todos dados disponiveis podemos achar a probabilidade do acon-
tecimento sendo:

NumeroderesultadosfavoraveisaC _ #(D) _ 0 _

P(D) B Numeroderesultadospossivéis a S B #(S) "6
(Visto que, trata-se uma probabilidade de um acontecimento impossivel)

Exemplo 2: Selecciona-se aleatoriamente a uma carta de um baralho contendo 52 cartas.
Espaco amostral: Num baralho de 52 cartas tem:

S = {13 Espadas, 13 Copas, 13 Florinhas, 13 Ouros} = {4, Ases, 4 Dois, 4 Trés, 4 Quatros, 4
Cincos, 4 Seis, 4 Setes, 4 Oitos, 4 Noves, 4 Dez, 4 Valetes - J, 4 Damas - Q, 4 Reis - K}

(@) Qual € a probabilidade de sair um rei na extracgdo aleatoria de uma carta?

Resolucdo: Seja acontecimento A: Sair uma carta rei

- O nimero do resultado favoravel do acontecimento A é 4, porque ha reis num baralho. Com todos

dados disponiveis podemos achar a probabilidade do acontecimento sendo:

NumeroderesultadosfavoraveisaA _ #(A) _ 4 _ 1

P(A) =

Numeroderesultadospossivéis a S - #(S) T 52 13

(b) Qual é a probabilidade de que a carta seja espada?
Resolugéo: Seja acontecimento B: Sair uma carta espada

- O namero do resultado favoravel do acontecimento A é 13, porque ha 13 espadas num baralho. Com

todos dados disponiveis podemos achar a probabilidade do acontecimento sendo:

NumeroderesultadosfavoraveisaB _ #(B) _ 13 _ 1

P(B) = z

Numeroderesultadospossivéis a S B #(S) 52 T4

(c) Qual é a probabilidade de que a carta escolhida ser uma figura?
Resolucéo: Seja acontecimento C: Sair uma carta figura

- O ndmero do resultado favoravel do acontecimento C é 12, porque ha 12 figuras (4 Valetes - J, 4
Damas - Q, 4 Reis - K) num baralho. Com todos dados disponiveis podemos achar a probabilidade

do acontecimento sendo:

NumeroderesultadosfavoraveisaC _ #(C) _ 12 _ 3

P(C) =

Numeroderesultadospossivéisa S #(S) 52 13
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Exemplo 3: Numa caixa ha 5 bolas brancas, 6 azuis e 4 vermelhas.

Espaco amostral: Nesta caixa tem num total 15 bolas, S = {5 Brancas, 6 Azuis e 4 Vermelhas}

(@) Qual é a probabilidade de sair uma bola de cor vermelha?
Resolucdo: Seja acontecimento V: Sair uma bola vermelha

- O ntmero do resultado favoravel do acontecimento V é 4, com todos dados disponiveis podemos

achar a probabilidade do acontecimento sendo:

NumeroderesultadosfavoraveisaV _ #(V) _ 4

P(V) =

Numeroderesultadospossivéis a S #(S) 15

(b) Qual é a probabilidade da bola extraida nao seja da cor azul?

Resolucgdo: Trata-se da probabilidade do acontecimento contrério e seja acontecimento A: Sair uma

bola de cor azul;

- O ntmero do resultado favoravel do acontecimento A é 6, com todos dados disponiveis podemos

achar a probabilidade do acontecimento sendo:

NumeroderesultadosfavoraveisaV _ #(A) _ 6 _15-6 _

PA)=1-P(A)=1—

9 3
Nimeroderesultadospossivéis a S a #(S) h 15 15 15 5

(15 @

(c) Qual é a probabilidade de sair duas bolas, uma azul e a outra vermelha sem reposicao?

Resolugéo: Sejamos acontecimentos A: Sair uma bola azul e V: Sair uma bola vermelha;
Anélise: Ora pretendemos achar a probabilidade de extraccdo de duas bolas, uma de cor azul e a outra

- . , 6 2 .
vermelha, a probabilidade de sair uma bola de cor azul é il tendo em conta que, saiu uma bola
. - . . 4 2 .
restaram 14 bolas. Sendo assim, a probabilidade de sair uma bola de cor vermelha é ik de seguida

.. . 2 2 4 . . .
multiplicamos as probabilidades s°; =3 aueea probabilidade de sair duas bolas, uma de cor azul e
a outra vermelha.
ou

A saida da bola de cor azul ndo depende a bola da cor vermelha e vice-versa, logo estes acontecimentos
sdo disjuntos ou independentes e mutuamente exclusivos ou incompativeis, dai podemos aplicar o
segundo o axioma que diz:

6 2 24 4
P(ANV) = P(A)P(V) = o — = - = —
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(d) Qual é a probabilidade de sair duas bolas brancas sem reposic¢ao?

Resolucéo: Seja o acontecimento B: Sair uma bola branca
Analise: Ora pretendemos achar a probabilidade de extraccdo de duas bolas brancas, a probabilidade de
sair uma bola branca é 15—5 = % tendo em conta que, saiu uma bola branca, restaram 4 bolas no total de 14

bolas. Sendo assim, a probabilidade de sair mais a bola branca é ﬁ = % de seguida multiplica-se as proba-
bilidades % . ; = 22—1 que é a probabilidade de sair duas bolas brancas.

ou
Quando pretendemos determinar a probabilidade de sair duas bolas ou mais bolas da mesma cor, deve

mos pensar em combinagdes, o nimero de resultados favoraveis sera combinacgao de nimero total das bolas
da cor que pretendemos achar a probabilidade, agrupados ao nimero de bolas que pretendemos extrair, no
nosso caso, existem 5 bolas branca se pretendemos extrair 2 bolas brancas, logo o nimero de resultado
favoravel é dado por: C3 = 10. Enquanto, o nimero de resultados possiveis serd combinacdo do ndmero
total de bolas existentes na caixa, agrupado ao numero de bolas que pretendemos extrair, N0 Nnosso caso,
existem no total de 15 bolas e queremos extrair duas, logo o nimero de resultados possivel é dado por:
C35 = 105. Ent#o temos a probabilidade:

NimeroderesultadosfavoraveisaB _ #(B) _ c;’ _ 10 _ 2

Numeroderesultadospossivéisa S a #(S) a C%S 105 21

P(2°B) =

Exemplo 4: Em grupo de 500 estudantes, 80 estudam Engenharia, 150 estudam Medicina e 10 estudam
Engenharia e Medicina. Se um estudante é escolhido ao acaso. Qual é a probabilidade de que:

(a) ele estude Medicina e Engenharia? (d) ele ndo estude Medicina, nem Engenharia?
(b) ele estude somente Engenharia? (e) ele estude Medicina ou Engenharia?
(c) ele estude somente Medicina?

Resolucdo: Sejam os acontecimentos:
M: O aluno escolhido estude Medicina e E: O aluno escolhido estude Engenharia
Representemos os dados no diagrama de Venn, ao lado apresenta-se a resolucao:

Nimero de resultados favoraveis _ 100 1
a) P(MNE) = =— =z
( ) ( ) Numero de resultados possivéis 500 5

Total: 500 estudantes

M (b) P(E) — Nimero de resultados favoraveis _ 70 _ 7 |

Numero de resultados possivéis 500 50’

Nimero de resultados favoraveis _ 140 7.
(c) P(M) = =00 =

Numero de resultados possivéis “ 500 25’

— = Nimero de resultados favoraveis _ 280 14
(d) P(MNE) = =20 =~

Numero de resultados possivéis 500 E’

280

Numero de resultados favoraveis _ 220 11
(e) P(MUE) = =22 -

Numero de resultados possivéis " 500 25’
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1. Calcule
(@ 7!

(b) 31)+(4!)
(c) (8!

(d) 8! + 41

EXERCICIOS PROPOSTOS

(e) 2+(4! - 5!)
(F) (@17+(5!

2. Simplifique as seguintes expressoes:

20! —18!
@

2020!
2018! + 2019!

(b)
(n-3)!
(C) (mn=2)!+(Mm-1)!

3. Resolve

(n-2)!
(a) m-3) 4

(n+1)!
(b) — =67

(n+1)!
(©) T 12

(d) n!

m-2)!+(Mm-1)!

(n+1)!

©) 0

n!+ (n—-1)!

nle(n + 2)!
(f) (n—1)le(n+1)!

(n-5)! 1

(d) (n-3)! 56
e (h-1)'In=24

(f) Az =20

12!

e
() A3
(k) c3*

8! - 7!
6! — 5!

0]

(M) PseA§
(n) Pg — CZ

P; - C§
(0) =%

Pg+Pg+ P,
() 5 5.5,

(n-1)!'-2n!
(g) (n=2)!+(n-1)!

(h) (n-1)!'— (n-2)

n!

(i) -

m=-D!'+(n+1)!

(9) C2 =10
(h) c2-3 =28

(i) - A% = 9A3 2

4. Qual é a linha em que a soma dos elementos de uma determinada linha do triangulo de Pascal?

5. A soma dos trés ultimos de uma linha do tridngulo de Pascal é 172. Determine o terceiro elemento da linha

seguinte.

6. Determine:

@ (5)*(5)=

7. Determine o valo de x, tal que (260) +X= (21).

7

8. Desenvolve os seguintes binémio:

(@) (x +2)*

(b) (x - 3)°

(b) (132) * (142) = (C)(lzooo) - (?3

(c) (a+2b)°

SRCIGRE

(d) (2a-b)’
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9. Sabendo que o desenvolvimento do bindmio (4 — 3x)" tem 6 termos, determine o valor de n.

10. Dada expressao (4 + JZ—C)B. Determine:

(@) O numero de termos do bindmio; (c) O termo central do binémio;

(b) O quarto termo do binémio; (d) O termo independente do bindémio;

11. Dada expressio (vVx + %)8. Determine:

(@) O termo médio do bindmio; (c) O termo de maior coeficiente do bindmio;

(b) O termo médio do binémio; (d) O termo independente do binémio;

12. Indique o acontecimento e determinar o espaco amostral para cada acontecimento abaixo:
(@) Uma letra é escolhida entre as letras da palavra PROBABILIDADE;

(b) Lancar trés vezes uma moeda e observar a sequéncia de caras e coroas;

(c) Entre 5 pessoas A, B, C, D e E duas séo escolhidas para formarem uma comissao;

(d) Um dado de seis faces é langado, verificar o nimero de face de cima 0s nimeros primos;

13. Quantos nimeros de 4 algarismos diferentes podem se escrever com os algarismos do conjunto M = {1,
2,3,4,5,6.7}?

14. Num campeonato de futebol participam 20 equipas, quantos resultados possiveis para 0s 3 primeiros
lugares?

15. Dispomo de 8 core e queremos pintar uma bandeira de 5 listras. Quantas listras isso pode ser feito?

16. As 5 finalistas do concurso para Miss Beira sdo: Miss Manga, Miss Inhamizua, Miss Ponta-Géa, Miss
Matacuene e Miss Munhava. De quantas formas o juiz pode escolher 12, 22 e 32 lugares?

17. Numa empresa ha 7 trabalhadores e pretende criar turnos de 3 trabalhadores cada. Quantos turnos sao
possiveis de criar?

18. Trés homens e quatros mulheres decidiram acampar, para garantir a vigia nocturna, organizaram comis-
sbes de 3 elementos, tendo sempre um homem. Quantas comissdes foram possiveis de formar?

19. Vérias pessoas encontraram-se numa festa, tendo uma cumprimentado outra pessoa com aperto de mao.
Alguém contou apertos que terd havido exactamente 78 apertos de mdo. Quantas eram as pessoas na festa?
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20. Para acompanhar a seleccdo nacional na copa de Africa de Sul. E preciso formar-se uma equipa médica
que integre dois médicos e trés massagistas. Sabendo que estao disponiveis quatros médicos e cincos massa-
gistas, de quantas maneiras diferentes pode escolher-se a constituicdo da equipa médica?

21. Considere os pontos A, B, C, ... de uma circunferéncia. Quantos triangulos distintos séo determinados
pelos 10 pontos?

22. Determine o numero de palavras diferentes que se podem escrever com as letras da palavra VOTAR.

23. Com a palavra ESCOLA. Resolve as questdes que se seguem:

(a) Quantos anagramas podemos escrever, com a palavra ESCOLA?

(b) Quantos anagramas podemos escrever, que comegcam com a letra O?

(c) Quantos anagramas podemos escrever, que terminal com a letra S?

(d) Quantos anagramas podemos escrever, que comecam coma letra L e terminal com C?
(e) Quantos anagramas podemaos escrever, com COL juntos?

(f) Quantos anagramas podemos escrever, que sempre haja a sequencia COL, nesta ordem?

24. Para um debate numa escola que lecciona de 82 a 122 classe, foram escolhidos 50 estudantes (dez alunos
de cada classe). Findo o debate, um aluno é escolhido ao acaso para fazer comentarios sobre o debate. Qual

é a probabilidade de que o escolhido seja aluno da 122 classe?

25. Efectua-se duas jogadas com uma moeda equilibrada de cinco meticais. Qual é a probabilidade de sair,
pelo menos, uma face com emblema de republica?

26. O Antonio abre aleatoriamente uma revista com 40 paginas enumeradas de 1 a 40. Qual é a probabilidade
de abrir uma pagina cujo o nimero é multiplo de 3?

27. Uma caixa contém dez camisas das quais quatros sao de mangas compridas. Extrai-se duas ao acaso. Qual
é a probabilidade de que nenhuma das camisas extraidas seja de mangas compridas?

28. Se retirarmos aleatoriamente uma carta com 52 cartas, qual é a probabilidade de ser um6 ou um Rei?

29. Numa caixa tem 3 bolas azuis, 4 bolas brancas e 7 bolas pretas. Qual é a probabilidade de, ao retiramos
uma bola ser:
(a) Branca (b) Preta (c) Azul

30. Na cantina de uma escola, ha 10 bolos, dos quais, 3 de massa folhada e 7 de arroz, se alguém compra 2
bolos escolhendo-os aleatoriamente, achar a probabilidade de se escolher:
(@) Arroz (b) Massa folhada (c) de cada tipo
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FUNCOES

REAIS DE

VARIAVEL
REAL

8 OBJECTIVOS:

No fim desta unidade, deveras ser capaz de:

Definir uma funcéo;

Representar uma fungéo;

Classificar as fun¢des quanto a Injectividade, Paridade e Monotonia;

Determinar o Dominio, Contradominio, Zeros da Funcdo, Monotonia e Variagao do Sinal,
a partir da sua da sua representacdo gréafica da funcéo;

Identificar Determinar o Dominio, Contradominio, Zeros da Fungdo, Monotonia e
Variacao do Sinal, a partir da sua expressdo Algeébrica;

Determinar o Contradominio e Periodo de funcGes trigonométricas;

Determinar o Dominio, Contradominio e Equac@es de assintdtas de fungGes homogréficas;
Determinar a expressdo analitica de uma fungdo composta de duas ou mais fungdes;

Determinar a expressao analitica de uma funcéo Inversa para fungdes injectivas;



Definicdo: uma funcéo f de A para B (f: A—B), consiste em dois conjuntos ndo vazios, de partida A, para o

conjunto de chegada B, é uma correspondéncia que associa a cada elemento x (objecto) de A um e um so

elemento y (imagem) de B. simbolicamente escreve-se: f: A-B
x =y =1(x)

Consideremos as seguintes relagdes, queremos encontrar a que representa uma funcao de A para B.

Relagdo 1 Relagéo 2 Relacéo 3
A B A B A B
— / 2 | —
< b — Yy
= T =
T\ Ze

A relacdo 2 define a funcdo porque nela cada elemento do conjunto de partida (dominio) corresponde um sé
elemento do conjunto de chegada (contradominio).

e Chama-se dominio da fun¢do ao conjunto de valores de x (objecto) para os quais dada a funcéo é deter-
minada;

e Chama-se dominio da funcéo ao conjunto {f(x)} das imagens dos elementos de x emy;

3.2. Formas de representar uma funcgéo
Uma funcédo pode ser definida por: um diagrama, uma expressao verbal, uma expressado analitica, uma

tabela e uma representacéo gréafica

3.3. Classificacédo das funcoes

1. Quanto a injectividade

e Funcdo Injectiva: Uma funcdo f € injectiva num intervalo do seu dominio se V., x,eps: X1# Xo= f(xy #
f(x2). Isto quer dizer objectos diferentes também possuem imagens diferentes. Graficamente vé-se que uma
funcao € injectiva, imaginando rectas horizontais paralelas ao eixo dos x, e verificamos que nenhuma inter-

cepta o grafico da fungdo em mais do que um ponto.
e Funcio Sobrejectiva: Uma funcéo f é sobrejectiva no seu dominio se todos elementos de contradominio
possuem objecto. Em geral uma funcéo é sobrejectiva quando o contradominio coincide com o conjunto de

chegada. Todas func¢des de contradominio o conjuntos dos nimeros reais, sdo sobrejectivas.

e Funcao Bijectiva: Uma funcgéo f é bijectiva no seu dominio se for simultaneamente injectica e sobrejectiva.
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Exemplo 1: Estude a injectividade de cada funcéo representada por diagramas seguintes:

(©)

(@)

Resolucdo:
(@) A funcéo f: é injectiva, é sobrejectiva e € bijectiva;
(b) A funcdo g: é injectiva, ndo é sobrejectiva e ndo € bijectiva;

(c) A funcéo h: ndo € injectiva, é sobrejectiva e ndo € bijectiva;

Exemplo 2: Estude a injectividade de cada funcéo representada pelos gréaficos seguintes:

(b)

(d)

Resolucdo:

(@) A funcéo f: ndo é injectiva, ndo é sobrejectiva e nem bijectiva;
(b) A funcdo g: é injectiva, sobrejectiva e bijectiva;

(c) A funcdo m: € injectiva, ndo € sobrejectiva e nem bijectiva;
(d) A funcdo n: ndo é injectiva, é sobrejectiva e ndo é bijectiva;

Exemplo 3: Estude a injectividade de cada funcdo representada pelas expressdes analiticas seguintes:
(@ f(x) =2x+3 (b) g(x) =x>—7 (c) h(x) = 2%

Resolucéo:
(@ f(x)=2x+3
* Supondo que a fungdo seja injectiva, entdo:

Vi, xpenft XL# X2 = f(X1) # f(x2)

Paraxi=2ex2=3
f(2) # £(3)
202 +3#23+3
T#9
Verdade, a funcéo é injectiva

Modulo, Céalculo Combinatorio, Probabilidade, Fungdes, Sucessdes, Limites, Continuidades, Derivada, Integral e Nimeros Complexos



* A funcao ¢ sobrejectiva, porque, todos objectos possuem imagens, ou seja o contradominio coincide com o

conjunto de chegada, isto é, f: IR — IR e D;: y€IR.

~ A funcéo f: é injectiva, sobrejectiva e bijectiva;

(b) g(x) =x*~7
* Supondo que a fungao seja injectiva, entao:

Vxy, xpenft XL# X2 = f(X1) # f(x2)

Paraxi=—3ex2=3
9(—3)#gB3)
(=3 -7#£3y -7
2#2

Falsa, a funcéo néo € injectiva

* A fungdo nido ¢ sobrejectiva, porque, nem todos objectos possuem imagens, ou seja o contradominio nao

coincide com o conjunto de chegada, isto €, g: IR — IR e Dj: Y€E[-7, + oo].

2. Quanto & monotonia

e Fun¢io Crescente: Uma funcdo f diz-se crescente num intervalo | = Ja, b[ se, Vy, x,er: X1< X2 = f(X1) <

f(x2), como mostra a figura:

e Funcio Decrescente: Uma funcdo f diz-se decrescente num intervalo | = Ja, b[ se, V., x,er: X1 < X2 = f(x1) >

f(x2), como mostra a figura:

[(a2)
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3. Quanto a paridade
e Fun¢io Par: Uma funcdo f de dominio D, diz-se par se, Y eps: f(—X) = f(x), isto quer dizer, objectos
simétricos possuem a mesma imagem.

e Funcio Impar: Uma funcdo f de dominio D, diz-se impar se, Vxeps: f(—=X) = —f(x), isto quer dizer,
objectos simétricos possuem também imagens simétricas.

NOTA IMPORTANTE: Geometricamente podemos verificar a paridade das funcoes, isto €, o grafico da
funcgdo par é simétrico em relacdo ao eixo dos y, enquanto, o gréfico da funcdo impar é simétrico em relagéo
a origem. Como mostram as figuras a seguir:

4 y 1 y
3 1 g(x)

-1/ 0 1 2x

1(x)

2 1110 1 2y =7

A funcéo f(x) é par, é simétrica em relagéo ao eixo oy A funcao f(x) € par, € simetrica em relacao a origem

Exemplo: Dadas as funcdes estude paridade
(@) f(x) =x>+5 (b) g(x) = x° () h(x)=2x+3

Resolucéo:

(@) f(x)=x?+5
Supondo que a funcao seja par, entdo:
Parax=4; f(-4)=1(4)
(— 47 +5= (47 +5
16+5=16+5
21=21
Verdade, a funcao é par

(c)h(x)=2x+3
Supondo que a funcao seja par, entéo:
Parax=2; h(=2)=h(2)
26(=2)+3=22+3
—4+3=4+3
—-1=7

Falso, a fungéo ndo é par

(b) g(x) =x°
Supondo que a funcdo seja impar, entdo:
Parax=3, g¢g(—3)=-9(3)

(=3°=-@)’
—27=—(27)
~27=-27

Verdade, a func¢do é impar

Supondo que a fun¢do seja impar, entao:
Parax=2; h(—-2)=-h(2)
26(—=2) +3=—(2:2+3)
—4+3=—(4+3)
—1=-7

Falso, a fun¢do ndo € impar

Logo a fungéo h(x) néo é par nem impar
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3.4. REVISAO DAS FUNCOES
1. FUNCAO DO 12 GRAU OU FUNCAO LINEAR
Definicdo: Uma fungdo do 1° grau ou funcdo linear é uma funcao do tipo f(x) = ax + b onde a e b séo

coeficientes reais.

Exemplos:
(@) f(x) =4x+5 (b) f(x)=—2x+1  (c) f(x) = 3x () f(x):ix_ 5 ()f(x)=2
a=4eb=5 a=—2eb=1 a=3eb=0 3 2 54 a=0eb=2
a:Eeb:—Z

m a chama-se coeficiente angular ou declive, enquanto que, b chama-se coeficiente linear ou ordenada na
origem;

m O grafico de uma fungdo do 1° grau ou funcdo linear € uma linha recta;

m Para construir o grafico de uma fungdo do 1° grau ou funcéo linear € necessario e suficiente conhecer o0s
seus dois pontos onde a recta passa:

m Para determinar a expressdo analitica de uma fungéo do 1° grau ou funcdo linear f(x) = ax + b, basta encon-
trar os valores de a e b;

Ay _y2— 1.
1
Ax  x2—x1

m Se a recta passa pelos pontos A(x1, Y1) € B(x2, y2), entdo o declive ser& dado por: a =

m Se dada a recta é conhecida a sua inclinagdo ao eixo dos x, entdo, o declive sera dado por a = tg(a);
» S&o paralelas: se a1 = a2
m Dadas as funcdes das rectas, r:f(x) = aix + b1 e s:g(x) =axx + b2
» S&o perpendiculares: se aieaz = —1

Representacdo grafica do 1° grau ou funcao linear

Vamos representar as funcdes f(x) = x — 2, g(x) = —2x + 3 e h(x) = 3, no mesmo sistema cartesiano ortogonal
(SCO).

f(X)=x-2 s
x| 0 2 :
y -2 0 h(x) = 3
2 g(x)=-2X+3 Vifx)=x-2
g(x)=—2x+3 |
x| 0 3 ; i
2 |
y 3 0 IV 13%¢2 3 4 5 B 7
h(x) =3 P
x| 0 H
y | 3 3
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Exemplo: Dada a recta r pela funcao f(x) = 2x + 4. Determine:

(a) Uma recta t que passa pelo ponto (1, 3) e paralela a dada;

r: f(x) = 2x + 4 e t:g(x) = ax + b, a recta t deve ser paralela a recta r, entdo os declives devem ser iguais, isto
é a = 2, portanto a recta t sera dada por t:g(x) = 2x + b. Para Determinar o valor b, basta substituir o valor de
x na funcdo da recta t, isto ¢, fazendo g(1) = 3;

g(1) =3 =2+1 +b=3 =b =1, portanto a recta t sera dada pela funcdo g(x) = 2x + 1, que é paralela a dada.

(b) Uma recta s que passa pelo ponto (1, 3) e perpendicular a dada;
r: f(x) =2x + 4 e s:h(x) = ax + b, a recta t deve ser perpendicular a recta r, entdo o produto dos declives devem

ser igual a —1, isto é, ai*a2 = —1=>2ea=—-1=a= —%, portanto a recta s sera dada por s:h(x) = —%x

+ b. Para Determinar o valor b, basta substituir o valor de x na funcédo da recta s, isto €, fazendo h(1) = 3;

h(1)=3= —%-1 +b=3> —%+b:3:> bzg , portanto a recta t serd dada pela funcéo h(x) = —§x+%,

que é perpendicular a dada.

(c) Representa-as no mesmo sistema cartesiano ortogonal
Vamos representar as trés rectas, r, s e t no mesmo SCO.

rif(x)=2x+4
x| 0 -2
y| 4 0
tg(x) =2x+1
x| 0 1
2
y| 1 0

2

Conclusédo: Sobre as do 1° grau ou funcéo linear podemos construir que:

1. O grafico de uma funcdo linear é uma linha recta;

2. O dominio das fungdes lineares é o conjunto dos numeros reais, isto é: Ds. XEIR;

3. O contradominio das fungdes lineares € o conjunto dos nimeros reais, isto é: D;: YEIR;
4. As funcdes lineares séo injectivas, sobrejectivas e bijectivas;

5. As fungdes lineares do tipo y = ax, sdo impares, caso contrario ndo sao pares nem impares;
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6. Quanto a monotonia, f(x) = ax + b:
» Se a <0, a fungao linear é decrescente;
* Se a > 0, a funcao linear ¢ crescente;

 Se a =0, a fungdo linear é constante;

y & \ y A

Declive positivo: a > 0

Declive nulo: a=0
A fungéo é constante

Declive positivo: a <0

A fungao & crescente = 4
¢ A fungéo é decrescente

/ 0 X 0 \X 0 %

2. FUNCAO DO 22 GRAU OU FUNCAO QUADRATICA
Definicdo: Uma funcgio do 2° grau ou funcio quadratica é uma funcdo do tipo f(x) = ax® + bx + ¢, onde a, b

e C sdo coeficientes reais mas a # 0.

. s . A
m O grafico de uma quadrética ¢ uma parabola, com | xy = — 23 eyv="f(xv)=— ™ onde A = b?-4ac
a a
’ ~ yy. 7 Vb2 —
m Para encontrar as raizes ou zeros da fungio quadratica, acha-se pela formula | x, , = 2 Vb~ —4ac ou
' 2a
simplesmente por | ., , =" VA |que sdo chamadas de formulas resolventes;
' 2a
. ~ re — __b
m A soma das raizes da fungio quadratica é dada por:| S=X1+X2 =— 2

C
m O produtos das raizes da funcio quadratica é dado por: | S = X1*X2 = 2

m A funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢, pode ser escrita na forma: f(x) =a(x — x1)(x — x2) e f(x) =a(x - x,)* + yv

m Quanto ao valor de a pode — se afirmar:
* Se a > 0, a parabola da funcdo esta virada para cima;

» Sea <0, aparabola da funcéo esta virada para cima;

m Quanto ao valor de A pode — se afirmar:
» Se A >0, a funcdo tem duas raizes diferentes, isto é: X1 # x2;
» Se A =0, a funcdo tem duas raizes iguais, isto é: X1 = Xo;

» Se A <0, a funcdo ndo tem raizes reais;
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Representacdo grafica do 2° grau ou funcdo quadratica

Representemos graficamente as fungdes f(x) = x? — 4x + 3 e g(x) = — x* — x + 2. Para tal devemos achar o
sentido concavidade da parébola, Ordenada na origem, zeros da funcdo se existirem e coordenadas do vér-

tice, assim vamos:

Exemplo1: Representemos graficamente a funcéo f(x) = x2 —4x + 3
a=1 b=—-4,¢=3
* Sentido concavidade da parabola

- O valor de a é positivo, dai a concavidade da parébola da fungéo, esté virada para cima;

* Ordenada na origem

Se x =0 - f(0) = 0% — 4+0 + 3 = 3, dai tem-se o ponto de ordenada na origem (0, 3);

* Zeros da funcéo
f(x)=0->x2-4x+3=0

4-2 2
o, =bEVbEodac_ —(H+CHT 413 _44VI6- 12 _4:VE_4£2_ xi=—==-=1
L.2= 2a h 21 - 2 T2 T g T
xo=2122-8_3,
2 2
» Coordenadas do vértice (xv, yv) * O gréfico da funcao
N I O ‘
- — = = = 1%
VT 2a 241 2 (Xv, W) = (2, — 1) \
_ _A__ 4 _ _4__ :
W= T T T -1 i

Exemploz2: Representemos graficamente a fungéo f(x) = —x? - x + 2
=-1, b==-1,¢c=2
* Sentido concavidade da parébola

- O valor de a é negativo, dai a concavidade da parabola da funcéo, esta virada para baixo;

* Ordenada na origem

Se x =0 - f(0) =—-0?—0 + 2 = 2, dai tem-se 0 ponto de ordenada na origem (0, 2);
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e Zeros da funcio

f(x)=0> —x2—x+2=0;

1-3_ -2
X =——=—=1

X _b+vb%—4ac _ —(-1) 2/ (-1)%-4e(-1e2 _1+V1+8_1+vV9 _1+3 T T 2T

L2 2a 2¢(-1) -2 -2 -2 1+3 _ 4
Xo=—> =_—7_=—2,

* Coordenadas do vértice (xv, yv)

xy=—2 = b __1
2a ZO(—I) 2 (XV1 yv) = (_ 11 2)
: _A__ 9 _ 9.9 2 4
W TR T Ty i a

Conclusédo: Sobre as do 2° grau ou funcao quadratica podemos construir que:

1. O grafico de uma funcdo quadratica é uma parabola;

2. O dominio da funcdo quadratica é o conjunto dos numeros reais, isto é: Ds: X€IR;
3. As fungdes quadraticas ndo sdo: injectivas, sobrejectivas e bijectivas;

4. As funcdes quadratica do tipo f(x) = ax? + ¢ sdo pares, caso contrario ndo sdo pares nem impares;

3. FUNCAO EXPONENCIAL

Definicdo: Chama-se funcdo exponencial a uma funcao do tipo f(xX) = a*,ondea > 0ea # 1.

Exemplos: Algumas funcdes exponenciais
f(x) = 2 = (Ay2x+1 p(x) = 2-x =3x*+2  n(x)=0,75"2 t(x)=el
(x) 90 =) (x) = (V5) m(x) = 3 (x) (x)
m O valor de a, deve ser positivo e diferente de um, isto ¢:a>0ea # 1;
m Se o valor de a, for maior que um a funcao exponencial € crescente s se estiver entre 0 4 1, a fungao expo-
nencial e decrescente;

m O grafico de uma funcdo exponencial é uma curva;

Representacao grafica da funcdo Exponencial

Representemos graficamente as funcdes f(x) = 2% e g(x) = (%)X, para tal devemos achar os valores para

x=-2,x=-1,x=0,x=1ex =2, organizados numa tabela de valores, assim vamos:
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Exemplo 1: representemos graficamente a funcéo f(x) = 2X

Tabela de valores

X y=2%
-2 y:2'2:
1
4
-1 y:2'1:
1
2
0 y=20=
1 : : :
i 2 -1 0 1 2y
1 y:2 =
2
2 y:22:
4

Exemplo 2: representemos graficamente a funcéo f(x) = (%)X

Tabela de valores Gréafico

X y=2" O<a<1

2 ly=()2=4

1ly==2

0 | y=()°=1

Ll y=¢=

2 | y=(?=

1
2
1
4

Estudo da funcéo
1. Dominio (Ds): Dr: X€IR;
2. Contradominio (Dy): y€]0, +oo[ ou y€eIR;

3. Injectividade: A funcéo € injectiva, ndo é so-
brejectiva nem sobrejectiva;

4. Paridade: A funcéo ndo par nem impar;

5. Variagao da monotonia:

A funcéo é crescente em todo seu dominio;

6. Variacao do sinal:

A fungdo € positiva em todo seu dominio;

Estudo da funcéo
1. Dominio (Ds): Ds: X€IR;
2. Contradominio (Dy): y€]0, +oo[ ou YEIR™;

3. Injectividade: A funcéo é injectiva, ndo é so-
brejectiva nem sobrejectiva;

4. Paridade: A func¢do ndo par nem impar;

5. Variacao da monotonia:

A funcéo é decrescente em todo seu dominio;

6. Variacgao do sinal:

A fungdo € positiva em todo seu dominio;

Conclusédo: Sobre as fungGes exponenciais podemos construir que:

1. O grafico de uma funcdo exponencial é uma curva;

2. O dominio da fungdo exponencial é o conjunto dos nlmeros reais, isto é: Ds. XEIR,;

3. As fungdes exponenciais sdo injectivas, ndo séo sobrejectivas nem bijectivas;

4. As fungdes exponenciais ndo sao pares nem impares;
5. Quanto a monotonia, f(x) = a* pode-se afirmar:
» Se a> 1, a fungdo exponencial ¢ crescente;

* Se 0 <a <1, a funcdo exponencial é crescente;
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4. FUNCAO LOGARITMICA
Definicdo: Chama-se funcdo logaritmica a uma funcéo do tipo f(x) = log, x,onde x >0,a > 0ea # 1.

Exemplos: Algumas funcdes exponenciais
f(x) =log, x  g(x) =log:x h(x) =logoo(3x+5) n(X)=1g9(9—x%) t(X)=In(x — 2)
2

m O valor de X € designado de logaritmando e valor de a € designado de base;

m O valor de a, deve ser positivo e diferente de um, isto é: a>0ea# 1;

m Sc o valor de a, for maior que um a fungdo logaritmica é crescente s se estiver entre 0 & 1, a funcdo loga-
ritmica e decrescente;

m O grafico de uma fungao logaritmica ¢ uma curva;

Representacdo grafica da funcdo Logaritmica
Representemos graficamente as fungdes f(x) = log, x e g(x) = log1 x para tal devemos achar os valores para
2

y=-2,y=-1,y=0,y=1ey=2, organizados numa tabela de valores, assim vamos:

Exemploa: representemos graficamente a funcéo f(x) = log, x

Tabela de valores Gréfico Estudo da funcéo

” y = log, x a>1 1. Dominio (Dr): Ds: X€]0, +oo[ ou X€IRY;

i - . 2. Contradominio (Dj): y€IR;

2 y=log,;=-2 3. Injectividade: A funcéo é injectiva, sobrejec-
i R S tiva e sobrejectiva;

7 y=10823~ 4. Paridade: A funcéo ndo par nem impar;

T [ y=log,1=0 5. Variagao da monotonia: .

A funcdo é crescente em todo seu dominio;
2 | y=logz2=1 6. Variacdo do sinal:
4 | y=log,4=2 A funcéo é positiva em todo seu dominio;

* 10, 1] a funcéo é negativa;
*]1, +oo[ a funcdo é positiva,;

Exemplo 2: representemos graficamente a fungdo g(x) = logi x
2

Tabela de valores Grafico Estudo da funcéo
X y = logix O<a<l 1. Dominio (Ds): Ds: X€]0, +oo[ ou X€IR;
(- lOglfz . 2. Contradominio (Dy): y€IR;
1 24 3. Injectividade: A funcéo € injectiva, sobrejectiva
11 y=10g:5=1 e sobrejectiva;
2 - ~ ~ -
21 y=logi1=0 4. Parl_dade: A fungéo na_o par nem impar;
z 5. Variagdo da monotonia:
2 | y=logi2=-1 A funcdo é crescente em todo seu dominio;
4 | y= 10g%4 =-2 6. Variacéo do sinal:
A funcdo é positiva em todo seu dominio;
* 10, 1] a fungdo ¢ positiva;

*]1, +oo[ a funcéo é negativa;
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Conclusédo: Sobre a logaritmica podemos construir que:

1. O gréafico de uma funcdo logaritmica € uma curva;

2. O contradominio da fungdo logaritmica é o conjunto dos nimeros reais, isto é: D;: YEIR;
3. As funcdes logaritmicas sdo injectivas, sobrejectivas e bijectivas;

4. As funcgdes logaritmicas ndo sao pares nem impares;

5. Quanto a monotonia, f(x) = log, x pode-se afirmar:

* Se a> 1, a funcdo logaritmica ¢ crescente;

* Se 0 <a <1, a fungdo logaritmica ¢é crescente;

5. FUNGOES TRIGONOMETRICAS
Chamam-se func@es trigonométricas a fungdes que envolvem razdes trigonomeétricas: Seno, Cosseno, Tan-

gente e Cotangente.
5.1. FUNGAO TRIGONOMETRICA SENO
Chama-se funcéo seno a aplicacdo que cada nimero rel x, faz corresponder o seno de um angulo cuja me-

dida em radiano, isto &, f(x) = senx.

Representacdo grafica da funcdo seno

X(Graus) | —360° | —270° | —180° | —90° 0° 90° 180¢ 2709 3602
. 3 (3 (3 3m
x(Radiano) | —-2m —— —T —3 0 > 4 > 2n
f(X) = senx 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0

Conclusédo: Sobre funcao seno: f(x) = senx, podemos construir que:

1. O gréfico de uma funcdo seno é sinusoide;

2. O dominio da fungdo seno e o conjunto dos nimeros reais, isto €: D;: yEIR;

3. O contradominio da fungdo seno é [—1, 1] isto é: —1< senx < 1,

4. A funcéo seno é periodica no seu dominio (completa as voltas em cada 2m), dai T = 2m;
5. A funcdo seno ndo € injectiva, ndo é sobrejectivas nem bijectivas;

6. A funcdo seno é impar;

5.2. FUNCAO TRIGONOMETRICA COSSENO
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Chama-se funcédo cosseno a aplicacdo que cada numero rel x, faz corresponder o seno de um angulo cuja

medida em radiano, isto &, f(x) = cosx.

Representacdo grafica da funcio cosseno

x(Graus) | —3602 | —270° | —180° | — 902 0° 90° 1802 2702 3602
T i3
x(Radiano) | —2m —3—n -7 —— 0 — 4 3—” 2n
2 2 2 2
f(X) = cosx 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1

Conclusédo: Sobre funcdo seno: f(x) = cosx, podemos construir que:

1. O gréfico de uma fungdo cosseno é co-sinusode;

2. O dominio da fungdo seno € o conjunto dos nimeros reais, isto €: D;: YEIR;

3. O contradominio da fungdo cosseno € [—1, 1] isto é: —1< senx < 1,

4. A funcdo cosseno é periodica no seu dominio (completa as voltas em cada 2), dai T = 2T,
5. A funcéo cosseno nao € injectiva, ndo é sobrejectivas nem bijectivas;

6. A funcdo cosseno é par;
5.3. FUNCAO TRIGONOMETRICA TANGENTE
Chama-se funcéo tangente a aplicacdo que cada numero real x, faz corresponder o seno de um angulo cuja

medida em radiano, isto &, f(x) = tgx.

Representacdo grafica da funcdo tangente

x(Graus) | —360° | —270° | —180° | —90° 0° 902 1802 27092 3602
. 3 T (3 3m
x(Radiano) | —2m —— —T —3 0 7 4 - 2w
f(x) = tgx 0 A 0 A 0 A 0 A 0
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Conclusédo: Sobre funcao tangente: f(x) = tgx, podemos construir que:
1. O grafico de uma funcdo tangente € tangetoide;

2. O contradominio da funcdo tangente é XxeIR\{ g + km};

3. O contradominio da fungdo tangente € o conjunto dos numeros reais, isto €: D;: YEIR;

4. A funcdo tangente € periodica no seu dominio (completa as voltas em cada m), dai T = m;
5. A funcdo tangente ndo € injectiva, € sobrejectivas ndo é bijectivas;

6. A funcéo tangente é impar;

5.4. FUNQAO TRIGONOMETRICA COTANGENTE
Chama-se funcéo cotangente a aplicagdo que cada namero real x, faz corresponder o seno de um angulo

cuja medida em radiano, isto é, f(x) = cotgx.

Representacdo grafica da funcdo cotangente

x(Graus) —360° | —270° | —180° | —90° 0° 902 1802 2700 3600
. 3 T 13 3
R — il — S — —_
x(Radiano) 2m > /4 > 0 2 /4 > 2m
f(x) = cotgx 0 A 0 A 0 A 0 A 0

f(x)

£ $ 1 H E
-2 -3 4 -/ o T/ ir 3/ 2
£ £ -1 3 3

Modulo, Céalculo Combinatorio, Probabilidade, Fungdes, Sucessdes, Limites, Continuidades, Derivada, Integral e Nimeros Complexos




Conclusao: Sobre funcdo cotangente: f(x) = cotgx, podemos construir que:

1. O gréafico de uma funcdo cotangente é co-tangetoide;

2. O contradominio da fungdo cotangente é X€IR\{ km};

3. O contradominio da fungdo cotangente € o conjunto dos nimeros reais, isto €: D;: y€IR;

4. A funcdo cotangente é periodica no seu dominio (completa as voltas em cada m), dai T = m;

5. A funcdo cotangente néo é injectiva, € sobrejectivas ndo é bijectivas;

6. A funcdo cotangente € par;

5.5. DETERMINACAO DO CONTRADOMIO E PERIODO DE FUNCOES TRIGONOMETICAS

m Determinacio do contradominio de fung¢des trigonométricas

O contradominio da funcdo seno e fungdes cosseno € [—1, 1] ou seja —1<senx < le —1< cosx < 1, en-

quanto, o contradominio da funcdo tangente cotangente € o conjunto dos nimeros reais, assim sendo, so de-

terminaremos o contradominio para funcdes seno e cosseno completos, isto é para funcGes desta natureza:
f(x) = Asen(ax + b) + B e g(x) = Acos(ax + b) + B.

Exemplos: Determinar o contradominio de seguintes funcgoes:

(a) f(x) = 5senx

Resolucéo:

(a) f(x) = 5senx
ye[-1,1]
ye[=1,1] /+(5)
y€[-5, 5]

ou
—1<senx<1
—1<senx < 1/«5)
—5<senx <5

Dai:
D;: ye[-5, 5]

(b) g(x) =7 + senx

(b) g(x) =7 + senx
ye[-1,1]
ye[—1, 1] /+(7)

YE[-1+7,1+7]
y€[s, 8]

ou

—1<senx<1

—1<senx < 1/+(7)
—1+7<senx<1+7

6<senx<8
Dai:

D;: y€E[6, 8]

(a) h(x) = 3cos(2x + 27) - 5

(a) h(x) = 3cos(2x + 2) - 5
ye[-1,1]
ye[-1, 1] /+@3)
ye[-3,3] /(=5)

yE[—3-5, 3—5]
ou

—1<cosx < 1/¢3)
-3 <cosx <3/(—5)
—3—-5<cosx<3—-5
—8<cosx<—2
Dai:

D;: ye[—-8, —2]
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m Determinacao do periodo de funcdes trigonométricas
» O periodo para fung¢des f(x) = Asen(ax + b) + B e g(x) = Acos(ax + b) + B € dado por:

21

|al

» O periodo para fungoes f(x) = Atg(ax + b) + B e g(x) = Acotg(ax + b) + B é dado por:

T==

|a

Exemplo 1: Determinar o periodo de funcgoes:

(b) f(x) = 2cos(—2x + g) (c) fx) = 3tg(2x — %)

(8) f(x) = sen(4x —~)

(d) f(x) = —4cos(3)

Resolucéo:
(a) f() =sen(4x =) (b) f(x) = 2cos(—2x +3)  (c) f(x) = 3tg(2x — ) (d) f(x) = —4cotg()
a=4 a=— a=2 a=1
_2m 2T - 3
=5 =5 T= 5 =
- 2 i T==
T= % 12 121 - %
_2m 2T T= = 3
T - T T - 7 2 — ;
T= I T=m 3
2 T=3m
Exemplo 2: Determinar o valor de m, sendo dado periodo funcao:
— n - 5 2
(8) f(x) =4cos(mx +-) e T=4m b)fx)=2tg(-=) e T=3n
Resolucgéo: Resolucéo:
a=m a=— 3
_2m m
"l L
2T _ |al
ml 2% =3
2m _ ==l
_2m 2_31-[ =3m
_? m_@
m= > m= m
| _ 61
Solucéo: {E} m =
m==6
Solucéo: {6}
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3.5. FUNCAO HOMOGRAFICA OU HOMOGRAFA
Uma fungdo é uma funcéo do tipo f(x) = % sendo a, b, ¢ e d coeficientes reais, mas a # 0 e ¢ #0.

Exemplos das funcdes homograficas:
@) f(x) =23 a=2,b=3,c=led=—4 (b)f(x)=—2=% a=-3,b=—6,c=2¢e d=5

3Xx—6
X—4 2X+5

As caracteristicas da funcdo homografica séo:

m A fungdo tem duas assintotas: Assintotas Vertical (A.V.) e Assintotas Horizontal (A.H);

A.V:x:—% e AH:y=2

C

m O dominio das fungdes é o conjuntos dos numeros reais diferente da assintdta vertical, isto é,
Df: xe IR\{A.V} ou seja Df: xe IR\{— % };

m O contradominio das funcdes é o conjuntos dos numeros reais diferente da assintdta vertical,
isto &, Df: ye IR\{A.H} ou seja Df:yx€ IR\{ % )

Exemplo 1: Considere a funcéo f(x) = :—i Determinar:

Os valores dos coeficientes sdo:a=1,b=2,c=1e d=1

(@) As equacdes das assintotas

'A.VIX:_%:_%:_h e <*AHy=

ol

:l:]_;
1

(b) O dominio da funcéo (d) Os pontos de intersec¢do com os eixos ordenados
Ds: xe IR\{A.V} & Df: xe IR\{—1}; * Com eixo das abcissas: Zeros da fungao:

y:0:>f(x):O:zii:O:x+2:0:>x:—2;tem-se(—2,0);

(c) O contradominio da funcéo

D x€ IR\{A.H} & Df: x€ IR\{1}; * Com eixo das ordenadas: Ordenada na origem: x =0

x:0:>y:f(0):w:2-2,tem-se(0,2);

0+1 1

(e) Esbogo do grafico da funcéo

« Ponto auxiliar: x =1 =y = f(1) = % = % = tem-se: (L, z);
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N g +b -
As fungdes homograficas f(x) = :((T pode ser transformada na forma f(x) = ﬁ + q, para tal basta dividir
0 numerador por denominador, onde r é o resto da divisdo e q é o quociente. Vejamos um exemplo, vamos

~ +2 . ~ +2 .
transformar a funcdo f(x) = % em f(x) = ﬁ + @, vamos determinar o r e q desta fracgédo % oravejamos:

X+2 X+1
—(x+1) 1
1
r=leq=1 entdo: f(x) =~ e f(x)=——=+1

Exemplo 2: Considere a fungao f(x) = % Determinar:

Os valores dos coeficientes sdo:a=2,b=—2,c=2e d=3

(a) As equacdes das assintotas

-A.V:XZ—EZ—E; e -A.H:y:3:3:1;
C 2 c 2
(b) O dominio da funcéo (d) Os pontos de interseccdo com os eixos ordenados

Dr: x€ IR\{A.V} & Df: x€ IR\{— %}; * Com eixo das abcissas: Zeros da fun¢ao:

2x—2
2X+3

y=0=fx)=0= =0=>2x—2=0=2x=2=x=1; tem-se

(c) O contradominio da funcéo (1, 0);

D;: x€ IR\{A.H} & Df: xe IR\{1};  * Com eixo das ordenadas: Ordenada na origem: x =0

2¢0—-2
2¢0+3

x=0=>y=f0)= =_§’ tem-se (0,—%);

(e) Esboco do grafico da funcéo

20(—4) =2 _

e Ponto auxiliar: x=—-4=y=1(1) = _—150 = 2; tem-se: (—4, 2);

20(-4)+3 -
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(f) Escrever a fungao na forma f(x) = ——+q
2X — 2 2x+3
— (2x +3) 1
-5
_ B .. _2x-2 _ _°5
r=—5eq=1entdo: f(x) =7 — ©f(x)= ;5 +1

3.6. COMPOSICAO DAS FUNCOES - FUNCAO COMPOSTA
Conceito: A funcdo composta, também chamada de fungdo de fungdo é duas ou mais fung¢bes. Dada duas
funcoes, f e g a composta de f com g escreve-se gof (I1é-se: g apds f ou composta de f com g) cujo o dominio

da funcéo g coincide ou tenha parte com o contradominio da funcéo f e € definida por:

(gD (x) = glf(x)]

3.6.1. llustracao gréafica da composicéo entre as funcgdes f e g

gof
f g
X f(x)

Consideremos as aplicacdes f:A—B, g:B—C e h:A—C sendo dadas as funcdes: f(x) =3x + 4, g(x) =x*—1e
h(x) = 9x? + 24x + 15.

Constatacdes:
* A fun¢io h(x) é funcio composta de g apos f, ou seja h(x) = g[f(x)];

* h(x) = g[f(x)] = g(y) = % * h(0) = g[f(0)] = 9(4) = 15
*h(-2) = g[f(-2)] = 9(-2) = 3; * h(1) = g[f(1)] = g(7) = 48;
* h(-1) = g[f(-1)] = g(1) = 0; * h(2) = g[f(2)] = g(10) = 99;

m O dominio de g«f € o conjunto de todos 0s nimeros reais que pertencem ao dominio de f tais que f(x)

pertencente ao dominio de g. Simbolicamente: Dgot = { XEIR: XEDs A f(X)EDg }.
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3.6.2. Propriedades sobre composicao de funcoes
Propriedade 1: Se f: A - B e g: B — C sdo func¢des injectivas, entdo gef é injectiva;

Propriedade 2: Se f: A - B e g: B —» C séo fung@es sobrejectivas, entdo gef é sobrejectivas
Propriedade 3: Se f: A - B e g: B — C sdo funcdes bijectivas, entdo gef é bijectiva;
Propriedade 4: A composicao de duas funcdes ndo € comutativa, isto €: fog # gof

Propriedade 5: A composicao de trés ou mais funcGes € associativa, isto é: (feg)oh = (fog)oh

Exemplo 1: Considere as seguintes fungdes f(x) = 2x + 4 e g(x) = 3x — 5. Determinemos:
(a) fog(x) (b) gof(x) (c) fof(x) (d) gog(x)

Resolucéo:
Para achar a fun¢do composta, substitui-se a variavel x por uma fungéo.

(a) fog(x) = fg(x)] = 2°g(x) + 4 =2+(3x —5) + 4 =6x—- 10 + 4 = 6X — 6;
(b) gof(x) = g[f(x)] =3+f(x) —5=32x+4)-5=6x+12-5=6x+7;
(c) fof(x) ={[f(x)] =2+f(x) + 4 =22x +4)+4=4x+ 8+ 4 =4x + 12;
(d) gog(x) = g[g(x)] =3*(3x —5)—-5=9x-15-5=9x - 20;

Exemplo 2: Considere as seguintes funcdes f(x) = ﬁ e g(X) = 5x + 3. Determinar:
(a) fog(x) (b) fof(x) (c) gof(x) (d) gog(x)

Resolucéo:

3 3 3 3 3 3
(a) fog(x) = flg(x)] = 2eg(x) -5 20(5x+3)—5 10x+6-5 10x—1’

_ 3 3 3 _ 3 3 3(2x-5) _ 6x—15
(b) fof(x) = f[f(x)] = 2e((x) -5 2 2X3_5 " 2X6_5 "5 6—21)(2X_-;25 - —120;(_+531 T Tlox+31  —10x+ 31’
(1) (2x-5)
_ — <, _ g, 3 - 15 :15+6X—15: 6x |
(c) gof(x) = g[f(x)] = S+f(x) + 3 = Se——+3= 12 4 3= BIH-IS - O

1 (@x-5)

(d) gog(3) - Pode-se resolver de duas maneiras:
12 maneira: Consiste primeiro encontrar a fungdo gog(x) e de seguida substituir-se a variavel x por 3;

* gog(x) = g[g(x)] = Seg(x) + 3 =5+(5x + 3) + 3 =25x + 15 + 3 = 25x + 18, substituindo x por 3, tem-Se:
* gog(x) =253 +18=93;

22 maneira: Consiste em substituir-se a varidvel x por 3, na funcdo g(x) = 5x + 3, de seguida o resultado
obtido, novamente substituir-se a variavel x, o resultado é do gog(3);
* g0g(3)=g(53 +3)=g(18) =518 + 3 =93;

3 3 3 1

(8) fog( —1) =flg(~1)] = f15°(~1) + 3] = (- = g = = — 2 =~
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Exemplo 3: Considere a seguinte funcéo f definida pela tabela seguinte:

X L 2 3 4 > 6 Determinar:
fx) | 5 6 1 3 2 4 ’
(@ f(3) =1; (e) fofofofof(6) = fofofof(4) = fofof(3) = fof(1) = f(5) = 2;
(b) (1) =5; (f) fofof(2) — fof(3) + f(2) = fof(6) —f(1) +6=F(4) —-5+6=3+1=4;
(c) fof(5) = (2) = 6; (9) f(1) — fof(3) — fofof(5) =5 — f(1) — fof(2) =5 -5 —1(6) = — 4;

(d) fofof(4) = fof(3) = f(1) =5; (h) [fofofofof(2)]* = [fofofof(6)]* = [fofof(4)]* = [fof(3)]* = [F(L)]* = 5¢ = 625;

Exemplo 4: Dada a funcéo g definida pelo grafico  Determine:
A (@) 9og(0) = 9g(—2) = 0;

\ 1 / (b) gogOg(3) = 909(1) - g(—l) -1
S ) 1 o /2 3 4 5 X (C) 9090909(5) = gOgOg(Z) = gog(o) — g(—Z) =0

3.7. FUNCOES INVERSAS

Conceito: Consideremos as funcdes f e g representadas por um diagrama de setas:

1 B .
A fe C g: D
il -
f ndo e injectiva g € injectiva

Invertendo o sentido das setas, considerando agora correspondéncias inversas de B para A e de D para C,
como os diagramas a seguir:

B -1, D -1, ¢
f: A g

“i ||

f! ndo é funcéo de B para A, porque o objecto gl é correspondéncia inversa de g é uma fun-
“g” tem duas imagens (a, 1) e (a, 2). ¢ao de D para C.

m Pode-se concluir que, s as fungdes injectivas tém inversa, o simbolo £~ representa a fungdo inversa de f;
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3.7.1. Propriedades sobre fungdes inversas
1. Seja f1(x) a funcio inversa de f(x), dominio da funcio inversa é o contradominio f(x) e o seu dominio é o
dominio da fungéo f(x);
b Df—l = D‘f
fx) =y = x=f71(y)
° D,f = Df—l
2. Se a funcdo f(x) é uma funcdo monotona crescente, entdo a sua inversa € monétona crescente. Se a fungéo

f(x) € uma funcdo monotona crescente, entdo a sua inversa € mondtona crescente.

3. Seja f uma funcdo real de variavel real que possui inversa f~1, é valido f~1[f(x)] = x, Vxep, OU também

valido f[f~1(x)] = x, VxEDf—l;

4. Os graficos y = f(x) e y = f~1(x) sdo simétricos em relagdo a recta y = X;

3.7.3. Determinacdo da expressao analitica da func¢do inversa
Sendo dada a expressao analitica y = f(x) para determinar a sua inversa fazemos o seguinte:
1°: Resolvermos a igualdade ou seja a equacdo a ordem de x (isolar o x);

2°%: Trocarmos as variaveis y por x € X pory;

Exemplo 1: Dada a funcéo f(x) = 3x — 2; Representemos graficamente os gréaficos dessas fungoes

1¢ Passo: Resolvermos a equacao a ordem de X;  f(x) =3x — 2 e f~1(x) = X*2 10 mesmo SCO.
3

y=3x-—2

X—=2=y

3X=y+2
_y+2

3

2° Passo: Trocarmos as variaveis y por X e X pory;

f0= ==
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Exemplo 2: Dada a funcéo f(x) = 4*-2;

10 Passo: Resolvermos a equacdo a ordem de x;

4X—2:y
X—2=log,y
X=logay+2

20 Passo: Trocarmos as variaveis y por X e X pory;

f(x)=logyx +2

Exemplo 3: Dada a fungéo f(x) =logg,(x — 1) + 2;
19 Passo: Resolvermos a equacdo a ordem de Xx;
logo,(x—1)+2=y
logp7(x—1)=y-2
x—1=0,7Y"2
x=0,7Y"%2+1

22 Passo: Trocarmos as variaveis y por X e X pory;

F1x)=07""2+1

Exemplo 4: Dada a funcéo f(x) = ZXX+_13;

1° Passo: Resolvermos a equacéo a ordem de x;

2Xx—-3 _
X+1 -
2x-3=y(x+1)
2X-3=Xy+y
2X-Xy=y+3
X2-y)=y+3
y+3
X==—
2-y
_y+3
T oy+2

22 Passo: Trocarmos as variaveis y por X e X pory;

R e

Representemos graficamente os gréaficos dessas fun-
coes

f(x) =4-2e f~1(x) =log, x + 2 no mesmo SCO.

Representemos graficamente os graficos dessas funcoes f(x)
=logy7(x—1) +2ef 1(x)= 0,7~ 2 + 1 no mesmo SCO.

Representemos graficamente os gréaficos dessas fungoes

2x—3
f(X): x+1

x+3

ef1(x)= —, N0 mesmo SCO.

flz)
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3.7.4. Funcdes inversas Trigonométricas

1. Funcéo arcseno

A funcdo seno, isto ¢, f: IR — IR tal que f(x) = sen x evidentemente nao € injectiva nem sobrejectiva. Se

considerarmos a funcdo seno restrita ao intervalo [—g,g] e com contradominio [—1; 1], isto &,

f: [ — %%] — [ —1, 1] tal que f(x) = senx, notamos que:

1°: No intervalo [— gg] f é injentiva pois a funcéo seno é cres-

cente, entdo: x; # X, = sen(X1) # sen(x2);

L
3

29: f é sobrejectiva pois para todo ye [-1, 1] existe x € [—g; g]

tal que sen x=y;

Assim sendo, a funcéo f admite inversa e ! é denominado funcdo arco-seno. Notemos que f* tem dominio

[ —1, 1], contradominio [-g,g] e associa a cada x€ [g, g] tal que y é um arco cujo seno é x e ecreve-se:

y = arc sen x temos que:

y=arcsenx < seny=xe-- <y =>

N|A
N|A

Ja vimos que os grafico de duas funcBes inversa entre si sdo simétricas em relacdo a recta y = X, entdo a partir

do gréfico de f obtemos o gréafico de f:

f(x) = senx f~1(x) =arcsenx

Y \x

N /2 fecemecccaaaaaa

--------- AR
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Exemplo: Determinar a inversa da fungdo sendo dada por f(x) = 3sen(x — g) + 2.

1° Passo: Resolvermos a equacdo a ordem de X;
3sen(x — g) +2=y
3sen(x —3) =y -2
LA
sen(x — 5) ==

_I_ y-2
X =3 arc sen( 3)

-2
X = arc sen( yT) + g

20 Passo: Trocarmos as variaveis y por X e X por y;

F~1(x) = arc sen( %) + g

2. Funcéo arccosseno
A funcdo cosseno, isto &, f: IR — IR tal que f(x) = cos x evidentemente ndo € injectiva nem sobrejectiva. Se
considerarmos a funcdo cosseno restrita ao intervalo [0; m] e com contradominio [—1, 1], isto é,

f: [0; ®] — [ —1, 1] tal que f(X) = cosx, notamos que:

12: No intervalo [0, m], f é injentiva pois a funcdo cosseno é de-

crescente, entdo: x4 # X, = C0S(X1) # C0S(X2);

29: f é sobrejectiva pois para todo ye [-1, 1] existe x € [0, ], tal

-
x

que cos X = Y;

Assim sendo, a funcéo f admite inversa e f1 é denominado func&o arco-cosseno. Notemos que f* tem dominio
[ —1, 1], contradominio [0, mt], e associa a cada x€ [0, ], tal que y é um arco cujo cosseno € X e ecreve-se:

y = arc cos X temos:

y=arccosx < cosy=xe0<y<mn

Como os gréfico de f e f* sdo simétricos em relagdo & recta y = x, podemos construir o grafico de f* a partir
de f.
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f(x) = cosx f~1(x) =arccosx

Ay = arc cosx

—_— e

=]
x

Exemplo: Determinar a fungdo sendo dada por f(x) = cos(2x + g) -4,
12 Passo: Resolvermos a equacdo a ordem de X;
cos(2x + ) —4=y
COS(2x + ) =y + 4
2x + = =arc cos(y + 4)

2x = arc cos(y + 4) —g

_arccos(y+4) m
2 4

20 Passo: Trocarmos as variaveis y por X e X pory;

arccos(x+4) =

) = et

3. Funcéo arctangente

A funcdo tangente, isto é, f:{ x | X # g + kn} — IR tal que f(x) = tgx é sobrejectiva. Se considerarmos a

funcdo tangente restrita ao intervalo aberto ] - gg [ e com contradominio IR, isto é, f:] - 3,23 [— IR, tal

2
que f(x) = tgx, notamos que:

19: No intervalo [-g, g], f é injentiva pois a funcdo tangente € cres-
cente, entdo: x; # X, = tg(x1) # tg(x2);

29: f é sobrejectiva pois para todo y€ [-1, 1] existe x € [—g; g]

tal que sen x=y;

Deste modo a funcéo f admite inversa e f* é denominado fungéo arco cotangente. Notemos que f* tem domi-
nio IR, contradominio ]— gg[ e associa a cada x€ IR um ye€]— gg[ tal que y é um arco cuja tangente é x e

ecreve-se: y = arc tg x temos:

y=arctgxetgy=xe —><y<j
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Como de habito vamos construir o grafico de f* a partir f.
f(x) = tgx f~1(x) =arc tgx

, Y = tgx y = arc tgx
........................ B

Exemplo: Determinar a func¢do sendo dada por f(x) = tg(x + 3?") -2.
1° Passo: Resolvermos a equacao a ordem de X;
tg(x + 3?") -2=y
tg(x + ) =y +2
x+3?“:arctg(y+2)
X =arctg(y + 2)—3?1T

22 Passo: Trocarmos as variaveis y por X e X pory;

f1(x) =arctg(x + 2) —3?"

4. Fungao arccotangente
A funcdo cotangente, isto é, f:{ x | x # T + kn} — IR tal que f(x) = tgx é sobrejectiva. Se considerarmos
a funco tangente restrita ao intervalo aberto ] 0, T [ e com contradominio IR, isto é, f:]0, [ — IR, tal

que f(x) = cotgx, notamos que:

f(x) = cotgx
12: No intervalo ]0, [, f é injentiva pois a fungdo cosseno é de-

crescente, entdo: x; # X, = cotg(x1) # cotg(x2);

29 f é sobrejectiva pois para todo y€eIR existe x € |0, «[, tal que

cotgx =y;
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Deste modo a funcéo f admite inversa e - ¢ denominado func&o arco tangente . Notemos que f* tem dominio
IR, contradominio ]0, [, e associa a cada x€IR um y€]0, r[, tal que y € um arco cuja cotangente € X e ecreve-

se: y = arc cotgx temos:

y=arccotgx < cotgy=xe0<y<m

Como de habito vamos construir o gréfico de f* a partir f.

f(x) = cotgx f~1(x) = arc cotgx

Exemplo: Determinar a fungdo sendo dada por f(x) = 4cotg(x — 110).

12 Passo: Resolvermos a equacdo a ordem de X;
4cotg(x — o) =y

T _Y
cotg(x—ﬁ) =3

X — — = arc cot(2)
10 4

X = arc cot(2) + 1—2

22 Passo: Trocarmos as variaveis y por X e X pory;

f71(9) = arc cot(}) + -
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3.8. QUADRO DE RESUMO SOBRE FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Caracteristicas

FUNCAO _ Funcéo
Dominio Contradominio | Injectiva | Sobrejectiva | Bijectiva = s Periddica Monotonia
o E Inversa
LINEAR Funcéo ea > 0; é crescente
x € IR yeIR Sim Sim Sim Né&o Né&o Né&o
f(x)=ax+b Linear a < 0; é decrescente
) Sim
QUADRATICA Depende de Nao tem in-
X € IR Nao Nao Né&o (Nem Né&o Né&o Depende de cada funcéo
f(x)=ax?+bx +c cada funcéo versa
todas)
EXPONENCIAL Depende de Funcéo *a >1; € crescente
x € IR Sim Nao Né&o Né&o Né&o Né&o
f(x) = a cada funcéo Logaritmica | 0 <a <1; é decrescente
LOGARITMICA Depende de Funcéo *a>1; é crescente
yeEIR Sim Sim Sim Né&o Né&o Né&o
f(x)=log, x cada fungéo Exponencial 0 <a < 1; € decrescente
HOMOGRAFICA Funcao
b xeIR{A.V} yeIR{A.H} Sim Néo Néoa Né&o Né&o Né&o Depende de cada funcéo
f(x) == Homografica
cx+d
SENO Depende de Funcéo
x € IR N&o Néo Néo Né&o Sim Sim Oscilante
f(x) = Asen(ax + b) + B cada funcéo arcseno
CO - SENO Depende de Funcdo
x € IR N&o N&o Nao Sim Nao Sim Oscilante
f(x) = Acos(ax + b) + B cada funcéo arccosseno
TANGENTE Funcao
xeIR{A.V} yeEIR Nao Sim Né&o Né&o Sim Sim Crescente
f(x) = Atg(ax + b) + B arctangante
CO - TANGENTE Funcéo
xeIR{A.V} y€eIR Néo Sim Nao Sim N&o Sim Decrescente
f(x) = Acotg(ax + b) + B arccotangante
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Quais dos diagramas representam uma funcéo de A para B?

(@) (b)

530 GO GO 66

2. Dos diagramas abaixo, estude a injectividade de cada funcéo (injectiva, sobrejectiva e bijectiva)

(b)
A B A _h_ B
A
[
T\ e

3. Dos gréficos abaixo, estude a injectividade de cada funcéo;

a) b) () (d)

. ; i i
2 1
f(x)
1 ) \ / 1

—

1
PR Tk (x) N b 12 AN 4 5 X T i G
; -1
oo 1 2 X - "

4. Dadas as funcdes estude analiticamente a paridade de cada funcéo (par ou impar):
(@) f(x) =x2+3 (b) f(x) =2x3+ 2 (c) f(x) = —3x -7 (d) f(x) =x3-4

5. Determine o valor de m de modo que as fungdes abaixo sejam lineares:
(@) y = (m* ~1)x (b)y=(m=2)x +m -3 ©y= (- D+

6. Dada a fungéo f(x) = -2x + 3. Determine:

(a) f(0) (b) f(=3) ) f(x) =7 (d) f(x) = -

7. Determine os zeros das fungdes a seguir:
(@) f(x) =5x+2 (b) f(x) = — 2x (c)f(x)=5x —3 (d) f(x) = 14 — 7x

8. Determine o valor k, de modo que a funcéo f(x) = (3 — 2k)x + 5 seja decrescente.

9. Dmnada a fung&o f(x) = (3 — m?)x + 7. Determine o valor de m de modo que a funcéo seja:
(a) Constante (b) Crescente (c) Decrescente
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10. Determine a expressdo analitica de uma funcao linear f, sabendo que a recta passa pelos pontos (1, 2) e
3, 4).

11. O gréfico de f(x) = ax + b passa pelos pontos A(2, —5) e tem coeficiente angular de % . Determine a
expressao analitica da funcéo.

12. O grafico de uma funcéo linear passa por A(2, 4) e forma um angulo de 30° com o eixo dos ox. Deter-
mine o valor deaeb.

13. Dada a funcéo da recta f(x) = x — 2. Determine:

(@) A funcéo da recta paralela a dada que passa pelo ponto (2, 5);
(b) A funcéo da recta perpendicular a dada que passa pelo ponto (2, — 4);

(c) Represente essas rectas no mesmo sistema cartesiano ortogonal,

14. Dadas as funcgdes f(x) = 3x — 7, g(x) = ax + 4 e h(x) = bx — 2. Determine:
(@) O valor de a sabendo que f(x) e g(x) séo paralelas;

(b) O valor de b sabendo que h(x) e g(x) sdo perpendiculares;

15. Dois mdveis A e B se deslocam com movimento rectilineo uniforme, de acordo com as seguinte equacoes:
Movel A:y =4x -1 Moébvel B:y=x+5

Representa num mesmo SCO os grafico de A e B. determine o ponto de encontro dos dois moveis.

16. Na producdo de pecas huma industria tem custo fixo de 8Mts mais custo variavel de 0,50Mts por unida-
des produzidas.

(a) Escreva a lei da funcéo; (b) Calcule o custo para 100 pecas;

17. Num determinado parque de estacionamento, Ié-se o seguinte: 20,00 mt entrada e 15,00 mt por hora de
permanéncia do veiculo. Determine:
(@) A formula que estabelece o preco apagar por cada viatura.

(b) Quando vai pagar a viatura que ficar estacionada durante 4 horas?

18. Seja a fungéo quadratica f(x) = 3x2 — 5x + 4. Calcule f(-1), f(-2), f(10) e f(2).

19. Dada a funcgdo quadratica a f(x) = x>— 8x + 12. Encontre 0s pontos que intercecdo com os eixos X e y.
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20. Assinale com V as verdadeiras e F as falsas as afirmac0des seguintes:

(@) O gréfico da funcdo y = x2 + 2x ndo intercepta o €ixo y;

(b) O grafico da funcdo y = x2 + 3x + 5 possui concavidade para baixo;
(c) O gréfico da funcdo y = 5x — 7 € decrescente;

(d) A equacdo x2 + 25 = 0 possui duas raizes reais e diferentes;

(e) A soma das raizes da fungdo y = x2—3x — 10 é igual a 3;

21. Dada a fungéo f(x) = (m — 2)x? + 3x — 12. Determine o valor de m de modo que:
(@) A funcéo seja quadratica ou de 2° grau; (c) A parabola da funcao esteja virada para cima;
(b) A funcdo seja linear ou de 1° grau; (d) A parabola da funcéo esteja virada para baixo;

22. Dada a funcéo f(x) = —2x? + 3x — 1. Determine:

(a) Ordenada na origem; (c) As coordenadas do vertice; (e) Produto das raizes;
(b) Zeros da funcdo; (d) Soma das raizes; (f) Esboce o seu grafico;

23. Dada a funcéo f(x) = 2x? + 8x + 11. Determine:

(a) Ordenada na origem; (c) As coordenadas do vértice; (e) Produto das raizes;
(b) Zeros da funcéo; (d) Soma das raizes; (f) Esboce o seu grafico;

24. Determine a expressdo analitica de cada funcéo representada pelos graficos a sequir:

(a) (b) ) y (c)
T \

4 3 12 B, 0 1 x =
1 f(x)

2

1
—3 = T

25. As raizes da equagdo 2x?+ bx + ¢ = 0 sdo 3 e — 4. Determine o valor de b — ¢?

26. A funcdo y = x + kx + m passa pelo pontos (1, 2) e (3, 12). Apresente a expressdo analitica da fungao.

27. A diferenca entre dois nimeros é 8. Qual deve ser um deles para que o produto seja minimo?

28. A respeito das funcOes trigonométricas. Assinale com V as verdadeiras e F as falsas as afirmacoes
seguintes:

(@) f(x) = cos (x + m) é equivalente a funcdo g (x) = — cos (x) para todo x € IR;

(b) f (x) = cos (x) é uma funcéo par;

(c) T (x) = sen (x) & uma fungéo impar;

(d) f (x) =sen (x + ) é equivalente & funcdo g (x) = — sen (x) para todo x € IR;
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29. Determine o periodo e esboce o grafico das seguintes funcdes:

(@) y = sen(4x) -5 (b) y = 5cos(2x + 2?“) Cy=- tg(g — g) -1 (d)y=cotg(—2x + g) -3

30. Determine o0 k nos seguintes casos:

(8) f(x) = cotg(= +3), T = 5m; ©mp) =tg(Z ~ 5, 7=,

(b) h(x) = cos (- 8mx), T ==, (d) g(x) = sen(2m — 2x), T =75,

31. Sejam f e g funcdes reais tais que f(x) = 10 — 13x e g(x) = 2x — 4 . Determine.

() flg(x)] (b) g[f(x)] () fIf(x)] (d) glg(x)].

32. Suponha a fungéo real g(x) = x + 1 e f(x) = x*. Encontre:

(@) flg(x)] (b) g[f(x)] () fIf(x)] (d) glg(x)]-

33. Sejam f e g funcdes reais tais que f(x) = 3x + 2 e g(x) = 2x* . Determine.

(a) flg(0)] (b) 9[f(1)] (c) fIf(2)] (d) 9l9(-2)1
34. Considere f(x) = % e g(x) = x — 1. Calcule f[g(4)].

35. Seja f(x) = x2+ 2x + L e g(x) = — 2x — 1. Determine:
(a) flg(x)] (b) g[f(x)] (©) fl9()] = glf(x)] (d) fIf(0)] + alg(0)].

36. As funcges f(x) = 3 —4x e g(x) = 3x + m sdo tais que f[g(x)] = g[f(x)], qualquer que seja x real. Deter-

mine valor de m.

37. Sejam f e g funcgoes reais, sendo que f(x) = 4x — 2 e f[g(x)] = 2x + 10. Determine a lei de formacéo da

funcéo g(x).

38. Sejam f e g funcdes reais tais que f[g(x)] = — 10x — 13 e g(x) = 2x + 3. Determine f(x).

39. Dadas as fungdes reais f(x) = 2x — 6 e g(x) = ax + b, se f[g(x)] = 12x + 8, Determine o valor de a + b.
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40. Considere a seguinte funcao f definida pela tabela seguinte:

X 1 2 3 4 5 6 Determinar-
fx)| 4 | 5| 6 | 3 | 2 | 1 |-ctermnar
(a) fofof(6) (c) f(1) — fof(3) — fofof(5) (e) [fofofofof(2)]®
(b) fof(1) (d) 4fofof(4) + 3fof(3) — 5fofof(5)  (f) — fofofof(1) + 2fofof(2) — 10fofof(3)
41. Dada a funcéo g(x) definida pelo grafico Determine:
2] () gog(-0,5) — gogog(2);

\ 1 / (b) gogog(0) — gog(1) + gogog(—1);
N . (c) gogog(5) + gogog(-2) — gog(-3);
= / (d) -290g(-2) - gog(-1) - 3gog(5);
(e) gogog(0) + gog(0) — gog(0);

42. Determine a funcdo inversa das seguintes funces:

@y=4x+3 (b) y=7x (c)y=6x-2 (dy=9x-3 e)y=—x+7

43. Determine a funcéo inversa das seguintes funces:

@ f(x) = 102x -5 (c) h(x) = log3,7(8 — 5x) () n(x) = 7% (@) I(x) =logs(x —3) +2
Mg =75  @me=el 100=IN0+3)-2 (1) gy =22 41

44. Determine a funcéo inversa das seguintes funcdes:

@y=sen(4X) -5  (h)y=5cos(x+2) ()y=-19G—75) -1 (d)y=cotg(-2x+7)-3
45. Determine a func¢ao inversa das seguintes funcdes:

(@) y=arcsen (3X+2) (h)y=—2arctg(x — 2?“) (c) y = arc cos (5x + 3) —g (d) y = arc cotg(10x + 2)
46. Seja a funcéo f: IR— IR, definida por f(x) = % . Calcule f~1(2).

47. Dada a funcao f(x) = 11 — 5x. Determine sem achar a inversa as seguintes alineas:

@ f™'(-3) (b) f~(-1). © f740) (d) f~(4) (e) f71(10)
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48. A &gua é essencial para a vida e estd presente na constituicdo de todos os alimentos. Em regiGes com

escassez de agua, € comum a utilizacdo de cisternas para a captacao e armazenamento da dgua da chuva. Ao

. , ~ 1
esvaziar um tanque contendo agua da chuva, a expressdo V(t) = — mtz + 3 representa o volume (em m?)

de agua presente no tanque no instante t em minutos. Qual é o tempo, em horas, necessario para que o tanque

seja esvaziado?m

49. Um certo reservatorio, contendo 72 m® de agua, deve ser drenado para limpeza. Decorridas t horas apds
o inicio da drenagem, o volume de &gua que saiu do reservatorio, em m3, é dado por v(t) = 24t — 2t%. Sa-

bendo-se que a drenagem teve inicio as 10 horas, o reservatorio estara completamente vazio as:

50. O lucro de uma microempresa, em funcdo do niumero de funcionarios que nela trabalham, é dado, em
milhares de reais, pela formula L(n) = 36n — 3n%. Com base nessas informag@es, Qual € o lucro maximo

dessa microempresa?

51. Uma bola, ao ser chutada num tiro de meta por um goleiro, numa partida de futebol, teve sua trajetéria
descrita pela equagdo h(t) =—2t2+ 8t (t > 0) , onde t é o tempo medido em segundo e h(t) € a altura em metros
da bola no instante t. Determine, apos o chute:

a) o instante em que a bola retornara ao solo.

b) a altura atingida pela bola.

52. O numero de ocorréncias registradas das 12 as 18 horas em um dia do més de janeiro, em uma delegacia
do interior de Minas Gerais, é dado por f(t) = —t2 + 30t — 216, em que 12 <t < 18 é a hora desse dia. Qual é

0 nimero maximo de ocorréncias nesse periodo do dia foi?

53. Uma empresa criou 0 modelo matematico L(x) = —100x2+1000x —1900 para representar o lucro diério
obtido pela venda de certo produto, na qual x representa as unidades vendidas. O lucro maximo diario

obtido por essa empresa é igual a:

54. No estudo de uma populacdo de bactérias, identificou-se que o nimero N de bactérias, t horas apos o
inicio do estudo, é dado por N(t) = 2021°'. Nessas condic@es, em quanto tempo a populagéo de mosqui-

tos duplicou?
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55. Um grupo de bidlogos estd estudando o desenvolvimento de uma determinada coldnia de bactérias e
descobriu que sob condicdes ideais, 0 numero de bactérias pode ser encontrado através da expressdo
N(t) = 2000+2%%, sendo t em horas. Considerando essas condicdes, quanto tempo ap6s o inicio da obser-

vacdo, 0 numero de bactérias sera igual a 81920007

56. O lucro L (em contos) obtido na venda de uma peca depende do nimero x de unidade produzidas medal-
mente, de acordo com a formula L(x) = Ig(10 + f).

(a) Se a féabrica tiver a capacidade de produzir 500 e 800 unidades por més, entre que valores variara o lucro
obtido emcada peca?

(b) Qual deve ser o numero de unidade produzidas num més para que o lucro unitario seja 5 contos?
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FUNCOES REAIS
DE VARIAVEL
NATURAL
(SUCESSOES
NUMERICAS)

OBJECTIVOS:
No fim do ano, deveras ser capaz de:

= |dentificar as sucess6es numéricas;

= Escrever 0s termos que constituem uma sucessao;

= Determine o termo geral de uma sucessao;

= Representar graficamente uma sucessao;

= Estudar a monotonia da sucesséao;

= Verificar se uma sucessao € uma progressao aritmética ou é uma progressao geomeétrica;
= Resolver problemas praticos da vida que sdo conducentes a progressdo aritmética é ou

geométrica;




4.1. NOCAO DE SUCESSAO NUMERICA

Definicdo: Chama — se sucessdo numérica a toda coleccdo de nimeros depostos ou colocados numa certa
ordem (um ap0s outro), crescente ou decrescente tornando a sua enumeragdo. Uma sucessao € uma aplicacao
(funcdo) de IN em IR, isto quer dizer, é uma funcdo cujo o dominio da variavel é conjunto dos nimeros

naturais (n € IN) e o contradominio das imagem é o conjunto dos nimeros reais (an € IR).

Uma sucessdo pode ser representada pela qualquer letra mindscula ou maiuscula do alfabeto latino, ou seja
(An, Bn, Cn, Dn, En, Fn, ... Un, Vi, Yn, Xn, Zn) OU POr (@n, bn, Cn, dn, €n, Tn, ... tn, Vn,Yn, Xn, Zn). Vamos representar

as sucessoes pela letra mindscula, deste modo, a sucesséo fica escrita na forma an = (as, az, as, as, as,...).

Os valores a1, a2, as, as, as, ...an, dizem — se termos da sucesséo, enquanto que, os valores 1, 2, 3, ... n, sdo
numeros naturais denominado por indice ou ordem. Assim o valor a1 designa — se por primeiro termo ou termo

de ordem um.

Exemplos: Escrever os termos das seguintes sucessoes:
(a) Sucesséo dos numeros pares: an = (2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, ...);
(b) Sucessao dos numeros impares: bn = (1, 3,5, 7, 9, 11, 13, 15, ...);

Existem sucessdes finitas ou infinitas, conforme o nimero de termos finitos ou infinitos respectivamente.
Exemplos: Escrever os termos das seguintes sucessdes, e de seguida diga se a sucessao é finita ou infinita
(a) Sucessdo composta por todos divisores de 24, escrita em ordem crescente;

an=(1,2,3,4,6,8,12, 24), a sucessdo é finita;

(b) Sucessado composta por todos multiplos de 3, escrita em ordem crescente;
bh=(3, 6,12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, ...), a sucessdo ¢ infinita;

4.2. TERMO GERAL DE UMA SUCESSAO OU TERMO DE ORDEM n
Termo geral de uma sucessdo ou termo de ordem n € uma expressdo matematica, em que se encontra a letra

n, (a ordem do termo considerado) e de modo que, se pode obter todos 0s seus termos, ao atribuir a variavel
n, pelos valores, 1, 2, 3, 4, ..., obteremos os termos da sucessao, um apos um.
Exemplos: Algumas sucessdes dadas por termos geral

an= 2n; bn = —3n + 5; Ch =2 dh=n?+3; Xn = 0,3+3"1

n
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Exemplo 1: Calcular os 5 primeiros termos da sucessao definida por:
(@ an=2n (b)bh=2n-1 (C) Cn = nt2 (d)dnzzln

n+1

Para calcular os 5 primeiros termos da sucessdo definida pelo termo geral, basta atribuir a variavel n, pelos

valores, 1, 2, 3, 4 e 5, assim temos:

(a)an=2n (b)bn=2n—1
Paran=1;a;=21=2; Paran=1;b1=2¢1-1=2-1=1;
Paran=2; a; =22 =4; Paran=2;b,=22-1=4-1=3;
Paran=3;b3=2¢3-1=6-1=5;
Paran = 3; az =23 = 6; 3
Paran=4;b4=2+4-1=8-1=7;

Paran=4; a1 =2+4=38;
U Paran=5bs=25-1=10-1=09;

Paran = 5; as = 25 =10;
Os 5 primeiros termos desta sucessao sao:
bh=(1,3,5,7,9,...)

Os 5 primeiros termos desta sucessédo séo:
an=(2,528,11,14,..)

© en=3 (d) dh = &

Paran=1;c1= i:i=; Paranzl;dlzzllzi;

Paran=2;c2= ;:i g; Paran:2;d2:212:i;

1 1

Paran=3;c3= ;:i 2; Paran:3;d3:2—3:§;

Paran=4;cs = ::i g; Paran:4;d4:214_1—16;

Paran=5;cs= i:i %; Paran:S;dszzis_siz;

Os 5 primeiros termos desta sucessao séo: Os 5 primeiros termos desta sucessédo sao:
SIEETEE T

m Uma sucessdo pode ser definida por recorréncia através de um processo do qual, para determinar 0s

termos da sucessao, recorre — se ao termo anterior.

Exemplos: Algumas sucessfes definida por recorréncia, dadas por termos geral

{a1=2 {u1=4

... etc;
Upyp = 3euy, — 5 ’

Exemplo 2: Calcular os 5 primeiros termos da sucessdo definida por:
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a; =2 u, =4

@ {an+1 =ap+ 3 (®) {un+1 =3eup— 5
Paran=1,a=a;1+3=2+3=5; Paran=1,u, = 3eu; —5=34-5=12-5=7,
Paran=2;a3=a+3=5+3=8; Paran=2;u; = 3eu, —5=37-5=21-5=16;
Paran=3;as=as+3=8+3=11; Paran=3;u, = 3eu; —5=316-5=48-5=43;
Paran=4;as=a4+3=11+3 =14, Paran=3;us = 3eu, —5=343-5=129-5=124;
Os 5 primeiros termos desta sucessao sao: Os 5 primeiros termos desta sucessao sao:
an=(2,528,11,14,...) un=(4,7,16,43, 124, ...)

Exemplos 3: Dada a sucesséo u, = 2n + 7. Determinar:

(a) Os 5 primeiros termos; (b) O décimo quinto termo;
Neste caso o valor de n € 15, queremos determinar uis
Nn=15;uis=215+7=30+7 = 37;

Paran=1,u1=2¢1+7=2+7=09;
Paran=2,u;=22+7=4+7=11;
Paran=3;u3=23+7=6+7=13;
Paran=4;us=24+7=8+7=15;
Paran=5us=25+7=10+7=17;

(c) O termo de ordem 20;
Neste caso o valor de € n 20, queremos determinar uzo
N =20; Uy =220 +7=40+7=47,

Os 5 primeiros termos desta sucessédo séo:
un=(9, 11, 13, 15,17, ...)

(d) verifique se 0 nimero 54 é termos da suces-  (e) verifique se 0 niUmero 107 é termos da suces-

sdo, pretende — se o valor de n, tal que un = 54; sdo Pretende — se o valor de n, tal que un = 107
Un =54 un = 107
2n+7 =54 2n + 7 =107
2n =54 -7 2n =107 -7
2n =47 2n =100
47 100
n=— n=—
2 2
n=235 n =50
23,5¢ IN 50 € IN
Logo 0 nimero 54 ndo é termo da sucessao Uun Logo o numero 107 é termo da sucesséo Un
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4.3. REPRESENTACAO GRAFICAS DE UMASUCESSAO

A sucessdo sendo de variavel natural pode ser representada graficamente, representemos graficamente a su-
cessdo de termo geral a, = 2n — 1, sendo assim, devemos achar alguns primeiros termos, neste caso, determi-

nemos 4 primeiros termos.

an=2n-1 ” ____________________ I
n=la=21-1=2-1=1; i SRasaananass i
n=2;a=22-1=4-1=3; 1
nN=3;a3=23-1=6 -1=5; —————————— .
nN=4;,a4=204-1=8-1=7; ’ : i

» Vé —se que, o grafico de uma sucessédo sdo pontos isolados.

4.4, SUCESSOESMONOTONAS

Sucessao an € crescente Sucessao an é decrescente
an ‘ an
R @ a3 a>a 3""131 a < a
! az > az ! as < az

R e @a2 E 2= :—----q'n a2

t---- @at . : n+1>@n 1 ----E'-“':'“--!aa an+1<dn
: ; i i i ;

0 ! : ! 0 ! H H

0 1 2 3 g, 0 1 2 3

Uma sucesséo naé crescente se e sO se: Vpen: an+1an> 0;

Geralmente podemos afirmar que: o )
Uma sucesséo ané decrescente se e SO Se: Vpeqy: @n+1an<0;

Exemplos: Verifique monotonia de seguintes Sucessoes
@an=2n+7 (b) bn==3n+5

—__n _2n+1
(c)cn= (d)dn_n+2

n+1

Resolugéo:
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@an=2n+7

*Asucess@do an+1=2(N+1)+7=2n+2+7=2n+9;
» Suponhamos que a sucessdo an seja crescente

an+1—an>0
2n+9-(2n+7)>0
M+9-M—-7>0

2>0

A Suposicao é verdadeira, dai a sucessao a, € crescente;

n
n+1

(c)cn=

n+l1l _n+1
n+1+1 n+2

e A sucessao Cp+1 =

» Suponhamos que a sucessao cn Seja decrescente;

Cn+1— Cn<o
+1
n _ n <O
n+2 n+1

(n+1) (n+2)
(n+ De(n+1)—ne(n +2)

(n+2)e(n+1)

)?!+2ﬂ\+1_)?!_~m<o

(n+2)e(n+1)

<0

_r
(n+2)e(n+1)

A Suposicdo é falsa, dai a sucessao cn € crescente;

(b) bn=—3n+5

» Asucessdo bp+y = —=3(n+1) +5=-3n—-3+5=-3n+2;

> Suponhamos que a sucessao bn seja crescente
bn+1 - bn > 0
-3n+5—-(-3n+2)>0
—3M+5+3n-2>0

—-2>0

A Suposicao ¢ falsa, dai a sucessdo b, é decrescente;

_2n+1

@ d =77

N _2m+1)+1_2n+2+1_2n+3,
* A sucessdo dn+1 = = = ;
n+1+2 n+3 n+3

» Suponhamos que a sucessdo dn Seja crescente;

dn+1—dn>0
2n+3_2r1+1>0
n+3 n+2
(n+2) (n+3)

(2n+3)e(n+2)-(2n + 1)e(n + 3) S
(n+3)(n+2)

0

2n?+4n+3n+6- 2n?-~6n-n-3
(n+3)(n+2)

>0

24,70+ 6 — 202 741-3
(n+3)(n+2)

>0

3
(n+3)(n+2)

A Suposicdo é verdadeira, dai a sucessdo dn € crescente;
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4.5. SUCESSOES LIMITADAS

+1 . . .
e bn=n+1, paratal, determinemos 4 primeiros termos

v ~ 2n
Esbocemos os graficos das sucessdes: an = —

de cada sucessao.

_2n+1
n_n+2
201+ 1 2+1 3
Paran=1; a; = =—==-=15;
1+1 2 2
22+ 1 4+1 5
Paran=2; a, = =—==-=17,
2+1 3 3
203+ 1 6+1 7 l i
Paran=3; a3 = =—=-=175; . ! |
3+1 4 4 | :
204+1_8+1_9 ; ] i
Paran=4; a, = e :T:E:LS; O T S S B .
bn"l
bn:n+1 P IS S SN R ® oo
Paran=1;b1=1+1=2; P S P S — ® o
oo .o | |
Paran=2;b,=2+1=3; N - | : ?
Paran=3;b3=3+1=4; 1 | ?

Paran=4;bs=4+1=5;

Uma sucesséo diz-se limitada, se as imagens de todos 0s seus termos pertencem ao interior da faixa definida.
- ~ 2n+1 ., ,. . . -
No exemplo anterior a sucesséo an = — ¢ limitada porque os seus termos pertencem numa faixa definida

dey=1ley=2,istoé, 1 <an<2.Paraasucessdo bn=n + 1 ndo é limitada, porque nao ¢ possivel considerar
a existéncia de uma faixa limitada por rectas paralelas para o eixo dos x que contenha no seu interior o grafico

da sucessao.

4. 6. LIMITE DE UMASUCESSAO

Diz-se que uma sucessao a, tem um limite o numero L, se e SO se para todo numero positivo tal pequeno seja,

existe um numero positivo n tal que |Jan — L| < &, quando n > N(g) (N dependente de €) e escreve-se:

lima, =L

n—>oo

Exemplo: Demonstrar que a sucessao do termo geral an = ﬁ tem como limite igual a 1.

Demonstracéo

lim — =1

n-ooon+1
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A condicao é:

lan—L| <€

Substituindo an e L, para encontrar a ordem a partir dela todos termos da sucessdo pertencem num determi-

nado intervalo temos:

| - ~1] <«
n+1

(1) (h+1)

n-n-1
| n+1 |

<Eg

-1
|n+1|

<Eg

1
n+1

<Eg

1
-<n+1
&

1
~—1<n
€

1
n>--—1
€

N(g) =5 -1

(N dependente de ¢)
A sucessdo é limitada porque todos termos devem pertencem numa faixa definida, deste modo vamos encon-

tra—la, de tal modo para € = 0,1, dai N(0,1) = % —-1=9;

—1] <0,1

|n+1

(vamos resolver essa inequacgao modular)

-01<—>—-1<01
n+1

Q9<JL<1J
n+1
Finalmente, temos o intervalo ]0,9; 1,1
Isso significa que a partir da ordem 10, todos os termos da sucessao an = ﬁ pertencerdo ao intervalo

de 0,9 a1,1, vendo o 1 pertence a esse intervalo, isto prova que 11m ?
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4.7. SUCESSAO INFINITAMENTE PEQUENA E INFINITAMENTEGRANDE

m Sucessio Infinitamente Pequena: Uma sucessdo an diz-se infinitamente pequena ou infinitésimo se e s6

se 0 limite é nulo, isto &, lim a, =0;

n—oo

m Sucessdo Infinitamente Grande: Uma sucesséo an diz-se infinitamente grande se e so se o limite € mais

infinitos ou menos infinito, isto é, lim a, = —co ou lim a,, = +oo;
n—>o0o

n—oo

m Sucessdo Infinitamente Grande Negativo: Uma sucessdo an diz — se infinitamente grande se e s se 0

limite € menos infinito, isto ¢, lim a,, = —oo;
n—»>o0o

m Sucessdo Infinitamente Grande Positivo: Uma sucessdo an diz — se infinitamente grande se e s6 se 0

limite € mais infinitos, isto €, lim a,, = +;
n—»>o0o

4.8. SUCESSAO CONVERGENTE E SUCESSAO DIVERGENTE

m Sucessido Convergente: Uma sucessdo an diz — se convergente cujo o limite € um numero real;

m Sucessido Divergente: Uma sucessdo an diz — se divergente cujo o limite € mais infinitos ou menos

infinito (), ou seja diverge para menos ou para mais infinito;

- Se a sucessdo an é convergente, entdo o seu limite € Unico;
- Se a sucessdo an é convergente, entdo é limitada;

- Uma sucessao pode ser limitada, mas ndo ser convergente;

an
an

an

4 ]

A sucessdo an é limitada;

A sucessao an é limitada; A sucessdo an ndo é limitada;

A sucessdo an ndo é convergente;

A sucessdo an € convergente; A sucessdo an € divergente;
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4.9. PROPRIEDADES DA SUCESSAO CONVERGENTE (PROPRIEDADES OPERATORAS DELIMITES)
A expressdo lim a,, 1&-se limite da sucessao an, quando n tende para infinito. Para o célculo de limites, de-

n—->oo

vemos notar que escrever é igual a lim an porque n tende sempre para oo.
12 Propriedade: Limite de uma sucessdo caso exista é unico;

22 Propriedade: Limite de uma sucessdo constante k ¢ igual a propria constante k;

Sendo lima, =a, limb,=b, k-éconstantereal e n-éindicedo radical, entdo:

n—>oo n—>oo

32 Propriedade: Limite de uma sucessdo multiplicada por uma constante k;
limkea, =Kkelima, =kea

n—oo n—>oo

42 Propriedade: Limite de uma soma € igual a soma dos limites, isto é:
lim(a,+b,)=lima,+limb,=a+Db
n—>oo n—>oo n—>oo

52 Propriedade: Limite de uma diferenca é igual a diferenca dos limites, isto é:
lim(a, —b,)=lima, —limb,=a->b
n-oo n—-oo n—-oo

62 Propriedade: Limite de um produto € igual ao produto dos limites, isto €:
lim(a,*b,) =lima,*limb,=a<b
n—oo n—oo n—-oo

72 Propriedade: Limite de um quociente é igual ao quouente dos limites, isto €:

m ap a

lim —pmb_a

n—)oo( ) llm bn b
—00

82 Propriedade: Limite de uma poténcia Sendo e p é uma potencia natural, entdo:
lim(a,)P = aP
n—>oo

92 Propriedade: Limite de um radical Sendo e p é indice do radical, entdo:

lim %a, = "[lima, = Va
n—>o0o

n—»>oo

4.10. CALCULO DE LIMITE DAS SUCESSOES
Para o célculo de limites adoptaremos as convencdes seguintes:
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Exemplos de célculo de Limites:

Para calcular limites de qualquer sucesséo, devemos substituir o n pelo valor que tende, no caso das sucessdes
0 n pode tender para , ou , e de seguida aplicar as convencdes para obter o resultado, que é o limite da
sucessao, ao processo de substituicdo a operacdo do limite ndo pode ser escrito, porque 0 que leva-nos a
substituir é por causa do limite, entdo ndo devemos mais escrever, sendo assim vamos calcular os limites e
classificaremos cada sucessao se € limitada ou ndo limitada, convergente ou divergente, ou ainda infinita-
mente grande ou infinitamente pequena, assim temos exemplos a seguir:

-7

2
Exmplo 1: lim 22

n—oo 4
Resolucéo: Substituir o n por infinito (o), temos;

. 3n2-7 _3e02-7 3ec0—-7 _0-7 _o©_ . . s 302 -7
lim = = = = — = oo; dai pode-se afirmar que: lim
n-oo 4 4 4 4 4 n—-oo

:-|—oo;

e . 302 -7 x e L
Como classificacdo podemos concluir que, a sucessao an = "T: N&o é limitada, é divergente e ¢ infini-
tamente grande positivo;

Exmplo 2: lim 2 +t—
n—>0oo
Resolugé0' Substituir 0 n por infinito (o), temos;
11m2+— —2+——2+0 2; dai pode-se afirmar que: lim 2 + — = 2;

n-oo n-co n+1

Como classificagéo podemos concluir que, a sucessao an = 2 + n—+1: E limitada, é convergente e néo é

infinitamente pequena nem infinitamente grande;

3_4

Resolucdo: Substituir o n por infinito (o), temos;

7 _ 7 _ 7 _7_
lim — T = =—
n—oo N 4 ©03-4 w-4 n—oo N3—

:O7

. ~ . 7 , e e -
Como classificagdo podemos concluir que, a sucessao an = = infinita-

mente pequena;

Exmplo 4: lim /9+
n—co —n

Resolucéo: Substituir o n por infinito (o), temos;

lim [9 + 23—11:\/9+ 2_LOO:\/9+ — =+/9 + 0 =+/9 = 3; dai pode-se afirmar que: lim /9+ =3;

n—oo n—oo

8 infini-

. o . 7
Como classificagcdo podemos concluir que, a sucessao an = ==
tamente pequena nem infinitamente grande;
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4.11. LEVAMENTO DAS INDETERMINAQC)ES
Ao substituir o n pelo valor de + co podemos encontrar situacoes em que as convengdes acima mencionadas

nao se aplicam, nas situaces que se seguem | = |, [eo — oo|, [1], [0<co], | 0°], ||, | % | aque se da nome de

indeterminacdes. Para cada caso é necessario simplificar a expressdo dada a maneira mais adequada que
permite calcular o limite dado, esse processo chama — se levantamento da indeterminacéo.

1. INDETERMINAGAO DO TIPO |=|

Para levantar indeterminacdo deste tipo comeca por por em evidéncia no numerador e no denominador a
poténcia de maior expoente de n, ou seja, dividir no numerador tanto no denominador pela poténcia de maior
expoente de n.

4n+1

Exemplo 1: lim

n—oo 2n-5

4n+1 _ 4ec0+1 _00+1 _

noow2n—5 2e00—5 o0—5

| g | - € uma indeterminagéio, portanto vamos levantar — I;

4 1 4n+1 4n 1 4+1 4-_1_1 440 4

. 4n+ .  wta_ a o _ 4+

lim =lim;~==limiA—E=lim—=—%= ==-=2
n—oo 2n — noo == nowt-= n—>ooZ—E 2—; 2-0 2

Logo: A sucessdo é limitada, é convergente e ndo € infinitamente pequena nem infinitamente grande;

3nZ +4n+7
Exemplo 2: im ———
€ p 0 n—oco 5n +10

3n2 +4n+7 _ 3¢00% +4e00+7 _ 3e00+ 00 +7 _ 00+ 00 _

. o) , . . ~ .
lim =" T — — = | =| - é uma indeterminagzo;
3nZ +4n+7 3n2 4n 7 4 7 4 7
li 3n2+4n+7_l. — 2 im 2 ,,T+,,—z_l. 340tz _3t+tot 7 _3+0+0_3 _
1m =M —a— = M ——r—=5—— = 1m 0 — 5 10 === +00;
n—oo 5n +10 n—oco —— n—oo —2+—2 n—oo —-|-—2 = 4+ = 0+0 0
n n n n n 0 o2

Logo: A sucessdo ndo é limitada, é divergente e é infinitamente grande positivo;

5n2 +4n-5

Exemplo 3: lim —;
n—oo n°+ 4

5n2 +4n -5 _ 5e0% +4e00 -5 _o0+o00—5

= o9} , - - ~
lim = = = | =| - é uma indeterminagéo;
nooco n3+4 03+ 4 o+ 4 0
) 5nZ +4n -3 5n2+4n 3 5#4f‘3f
. 5n2+4n-3 . 3 . 3T 3 3 . At 3A 0+0+0 _0
lim———=1lim —— = lim *~~—"—" = lim %272~ = =-=0;
noco n3+4 noco  h3+4 n—oo £+i n—oo "1~l-li3 ’ 1+0 1 1
n3 n3 ' n3 ’ I\n !
N
Sa

- - Ve s = - - O
Logo: A sucessdo é limitada, € convergente e € infinitamente pequena;
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L y:. 8nt+4
Exemplo 4: Illl_)rg v

8n*+4 _ 8eco?+4 _ Beo+4 _ 0 +4

_00_3 =

lim

nooo2n? —3 20004 —3  2e00 — 3

(o] e - - ~
| = - é uma indeterminacao;

4 4
. 8n*+4 . n*(8+—=) ., 8+—=% 8+0 _8
lim = lim —2&—-= n -

nooo 2n* =3  pnoont(2 - :—4) n—co 2 = — 2—-0

Logo: A sucessao € limitada, é convergente e ndo é infinitamente pequena nem infinitamente grande;

Corolario®: No processo de levantamento desta indeterminacdo vé-se que ha trés resultados possiveis, pode

ser zero, mais ou menos infinito e quociente dos coeficientes de maior poténcia de n, podemos concluir que:

0;m <Kk;
. agn™ +an™ 1 +a,n™ 2 + azn™ 3 +agn™ 4 +agn™ S+ .. _ )ao, = k-
lim —= K—1 k-2 k-3 k—4 k-5 =4p, M=K
n-ooo bgn® + byin¥~1 + byn¥7% + b3n¥7> + bgn®*"* + bgn¥ 7>+ .. bo
oo;m > K;

Interpretacdo: Se o grau do numerador for menor a do denominador o limite da sucesséo € igual a zero, se

o0 grau do numerador for maior a do denominador o limite da sucessdo é igual a infinito e se o grau do
numerador for igual a do denominador o limite da sucessdo é igual ao quociente (divisdo) dos coeficientes

de maior poténcia de n. Esta expressao ajudara determinar limite de qualquer sucessdo de indeterminacao

| g | , sem passar pelo processo de levantamento da mesma, ora vejamos 0s exemplos a seguir:

L lim 52 +3n-2 _ o Porque, o grau do numerador (2) € menor a do denominador (4), logo o limite da
‘now3nt+4n-7 7| gycessdo é igual a zero;
Bae Porque, o grau do numerador (3) é maior a do denominador (1), logo o limite da
2. lim =+ 00, X g P
n-co 20 + 10 ’ | sucessdo é igual a infinito;
Vé — se que, o grau do numerador (5) € igual a do denominador (5), logo o limite
5 - . . .. . A . ,
3. lim % =5; da sucesséo e igual ao quociente dos coeficientes de maior poténcia de n, isto é:
n—-oco «n° —
. 10n°+3 _ 10
lim——~——=—=5;
n—oo 2n° -7 2

5 Uma afirmacéo deduzida de uma verdade ja demonstrada;
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2. INDETERMINACAO DO TIPO |0 — o] PARA EXPRESSOES POLINOMIAIS
Para levantar este tipo de indeterminacgéo para expressdes polinomiais coloca — se em evidéncia a poténcia

de maior expoente de n.

Exemplo 1: lim 4n3 —5n+7

n ->—oco

lim 4n® —5n+7=4e(—)3 —5e(—00)+7=—00+00+ 7= |o0—oo|-E uma indeterminago;

n -»—oo

4n3®  5n 7

n3 n3  n3

lim 4n3—5n+7 lim 4n®>—5n+7= lim n3(4n3—-5n+7)= lim n3(
n —»—oo

n —»—oo n—-—oo n —-»—oco

= lim n3(4 —-0+0)= lim 4n3 =4 ¢ (—003) =4 ¢ (—0) = —0o0;
n-—>—oo n -—oo

Logo: A sucessdo ndo € limitada, é divergente e € infinitamente grande negativa;

Exemplo 2: lim (3n* — 2n + 4)
n —>oo

lim (3n* — 2n + 4)= 3¢(00)* — 2¢00 + 4) = 00 — 00 + 4 = | 0 — o0 | - E uma indeterminago;

n —»oo

AN 409 2 4N
+n4)—nll_r;rc}on(3 n3+r14

2n 3n* 2n

- 4_ — Jim 430t AN = Tim pdc 3t
Jim (30 - 2n +4) = lim n*(<3 +o9) = Iim (S5 — 5

I

= limn*(3 — 0+ 0) = lim 3n* = 3(00)* =300 = +00;
n —oo

n —»oo

Logo: A sucessdo nao é limitada, € divergente e € infinitamente grande positiva;

3. INDETERMINACAO DO TIPO |0 — oo| PARA EXPRESSOES IRRACIONAIS (RADICAIS)
Para levantar este tipo de indeterminacao para expressoes irracionais multiplica — se e divide-se pelo seu

simétrico, para eliminar os radicais.
LEMBRAR QUE: | (a—Db)s(a+b)=2a%—-b?

Exemplo 1: lim v2n—1 —+/2n — 4
n —»>oo

lim V2n —=1—+v2Zn—4= /2 e (0) =1~ /2 (00) —4 =V — 1 — /oo — 4 = /oo —\Joo =| o0 — o0 | -

n —»oo

E uma indeterminac3o;

2n—-1-(2n-4) _

T e = - ) _ —7)2
lim \/Zn— 1 —\/Zn—‘l-: lim (V2n—1 —v2n—4)«(v/2n—1++/2n—4) ~ lim (vV2n-1)" - (V2n-4)? _ lim

noo oo VZn-1 ++/2n-4 nooo VZN-1++v2n-4  nooo V2n-1+v2n-4
. 2n—1 —2n+ 4 . 3 3 3 3 3
1 = = =—=0;

m ———---= 1m - = =
n -ooV2n—1++2n—4 n—)oo\/zrl—1+\/2rl—4' V2e00 — 1 4 +/2e00 — 4 \/E+\/§ 0 + oo (o)

Logo: A sucessdo é limitada, é convergente e é infinitamente pequena;
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Exemplo 2: lim vn?2 + 5 —n

n —oo
lim (VnZ + 5 —n) =vo0? + 5 — 00 =00 + 5 — 00 = | o0 — oo | - E uma indeterminagéo;
n —»oo
. [T )= T (YnZ+5-n)e(Vn2+5+n) _ (\/n2+5)2—n2: . n2+5—n2: . 5 —
hm( n®+5 n) h—>00 vnZ+5+n r}—)oo vnZ+5+ n I}I—rgo\/n2+5+n 1}1—r>rc}o\/n2+5+n
5 __5 _5_p

Vo2 +5 + oo T » + oo o
Logo: A sucessdo é limitada, é convergente e é infinitamente pequena;

Exemplo 3: lim vn2 + n — Vn2 —

n —»>oo

lim vnZ + n—vVnZ — 4 =Vo0Z + 00 — Y02 — 4 = /oo — y/oo = | 0 — o0 | - E uma indeterminagéo;

n —oo
. . VnZ + n—vn2 - 4)e(vn2Z + n + Vn2 — 4) . (¥n2 +n)% - (Vn2 —4)2
lim VnZ + n — VnZ — 4 = lim & = lim =
n—>oo\/ + \/ n —»oo vnZ+n + vn2—4 n —>oo vnZ + n++vVn2 -4
=lim PR Dy AR e B+%___ (substituindo n por oo, obteremos uma nova
N VRZ fnt VP4 nomVAZ tn+ Vn?4 1o VR fn+VnZ_4 P
indeterminacgéo , vamos levantar esta indeterminacéo);
n+4 n 4
=lim ——=** = lim —%—— = lim __on'n - lim =
n —ooVnZ + n +vn2—4 n —oo n2+n+ nZ-4 n—ooo +vYn24n +vYnZ-1 n —»oo
n + n n2 nz - 2
1 1 _ 1 1 1,

=lim = = ==
n—>oo\/1+ +\/1_i VI+0+vVI-0 VI+vVI 1+1 2’

* A sucessdo é limitada, é convergente e ndo ¢ infinitamente pequena nem infinitamente grande

4. INDETERMINACAO DO TIPO |1®| LIMITE NOTAVEL EXPONENCIAL
Ao encontrar o limite do tipo 11m (an)"n caso, 11m a, =1e lim b, = o, entdo teremos uma indetermina-

n —»oo

¢do do tipo |1*| que pode ser levantada da seguinte maneira:

. lim (a, —1)<b
lim (a,)P» = en %~ 1*Pn

n —»>0o

Onde: e = 2,7182818284 chamado nimero de Nepper

Exemplo 1: lim (1 + %)“
n —>oo
lim (1 + E)“ =1+ i)“’ = (1+ 0)® =]1%| - E uma indeterminag&o: Neste caso a, = 1 +% e bn=n;
n —oo (00}
. 3 . 3 .
lim (1 + %)n = e1'111—1>1<}o(1 taT 1)-n= eI}gIgo(;)-nz enh—lgog: e3;

n —»oo

Logo: A sucessdo é limitada, é convergente e néo € infinitamente pequena nem infinitamente grande;
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Exemplo 2: lim (1 — E)“

n —»oo n
lim (1 — E)“ =(1- 3)‘”: (1 - 0)® =|1%| - E uma indeterminagfo: a, = 1 — %e bn=n
n —»oo 00

. 5 . 5 .
. 5 lim (1 —=—1)en lim (—=)en lim -5 —
lim (1 — )" = en b Ta ™ DM = oMM 2 o735 = o5 =

n —oo n e5

Logo: A sucessdo ¢ limitada, é convergente e ndo € infinitamente pequena nem infinitamente grande;

Exemplo 3: lim (—)"

n—ooo N+1
0 — | ® |
)* = |;|

. 1 , . . 2 - - ~
m lim — ~ = =1, dai podemos afirmar que: lim (—)" = 1| - E uma indeterminag&o: a, = —— e by =n;
n —-oo - -

n—-oo N —

o)

lim (——)" = (

n —oo n-—4 00 — 4

11m ( Jen _  lim ( )-n lim

-n+4 . 4n 4
= en—-oo nN—4% ~ en-ooh—4 = @1

lim (—)" = en 2%l

n oo N—4

Substituindo n por oo, obteremos a indeterminacéo

| g | , vamos levantar esta indeterminacao

Logo: A sucessdo é limitada, é convergente e ndo € infinitamente pequena nem infinitamente grande;

2n+8
Exemplo 4: 11m (3 +5)
; 3n 2n+8 — (3*°® ~ 42w +8 _ (P Hoo+8 - | © |
nll—l>lc}o(3n+5) (3.oo+5) (oo+5) | |
31’1—4_ _ 2n+8— [o's) 3n—4
m lim = =1, dai podemos afirmar que: hm( ) |1°| - E uma indeterminag&o: a, =
no»oo3n+5 3 3n+5 3n+5
ebnh=2n + 8;
3n — 3n—4—-(3n+5) . 3n—4-3n-5)
lim (o fy2n+8 = o lim Girs ~1)@n +8) _  Jim CEmmhen 4 8) _  Jim (R (n +8)

n-ooo 3n+5

. —18n-72 18
—enl_rgo(gn )(2n+8) _I>1;lo 3n+5 :e_?:e_6:i'

Substituindo n por oo, obteremos a indeterminacéo

| g |,vamos levantar esta indeterminagéo

Logo: A sucessao é limitada, é convergente e néo € infinitamente pequena nem infinitamente grande;
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4.12. PROGRESSAO ARITMETICA (P.A))
1. Definicéo:

Uma sucessao chama — se Progressdo Aritmética (P.A), se cada termo a partir do segundo termo é somado
por um ndmero d fixo para dada a sucessdo com o termo anterior, este nimero fixo chama — se diferenca da
Progressao Aritmética.

Exemplos das sucessfes que sdo Progressdo Aritmética
(@an=(3,5,7,9,11,13,...);d=2

(b) bn=(5,1,-3,-7,-14, ...); d =4
(c)cn=1(6,6,6,6,6,6,...);d=0

Da definicdo da Progressdo Aritmética an = (au, az, as, as, as, ...) € uma Progressdo Aritmética entéo:

- B-R—UM-B=AB—WU=..=an—an-1=d

Como vimos nos exemplos anteriores, as progressdes aritméticas pode ser: Crescente, Decrescente e Constante:

Se d > 0; a PA é crescente
Se d < 0; a PA é decrescente

Se d = 0; a PA é constante

2. Formula do termo geral da Progressdo Aritmética

ra1=a1 (a1=a1
a; =a; +d a;=a; +d
az=a;+d az=a;+d+d= a;+2d

De acordo com a definicdo, temos:sa; =az+d =<{as=az+d = a; +2d+d= a; +3d
as =ag+d as=a,+d=a;+3d+d= a; +4d
\a, =a,_1+d \a, =a;+(n—-1)d

Podemos concluir que a formula do termo geral da Progressdo Aritmética é dada por:

a,=a;+(n—-1)ed

Onde:
a1 — € primeiro termo da progressao; n —a ordem o termo;
d — é a diferenca da progresséo; an — 0 termo geral da Progressao;

NOTA IMPORTANTE: Para escrever o termo geral da Progressao Aritmética é suficiente saber o pri-

meiro termo e a diferenca da progresséo.
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Exemplo 1: Encontre o termo geral de cada sucesséo a seguir:

(a) an= (3, 6, 12, 24, 48, ...) (b) bn =(15,13,11,9,7, ...)
a=9 a,=a;+(n—1)«d b1=15 b,=b;+(n—1)ed
d=3 a, =9+ (n—1)3 d=—2 b, =15+ - 1)(-2)
an=? a,=9+3n-3 bn="7? b, =15-2n+2
a,=3n+6
b, =17-2n

Exemplo 2: Numa organizagdo aritmética sabe-se as = 55 e az1 = — 25. Determinar o termo geral da
progressao.
Para determinar o termo geral da progresséo precisamos determinar o primeiro termo (al) e a diferenca (d).

{as = 55 {al + 4d = 55 {al +4d=55/0(-1) _ {—al — 4d = —55
+

a,; = =25 la; + 20d = —25  la, + 20d = —25 a, + 20d = —25
16d= — 80

a, + 4d = 55 d=-2

a; = 55— 4d=55— 4« (—5) = 55 +20 = 75; e e

a,=a;+(n—1)ed
a,=75+(n—-1) e« (-5)
a,=75-5n+5

a, =80 —5n

Exemplo 3: Determine o valor x de modo que a sucessao (5, 2x + 4, 6x + 2) seja Progressao aritmé-

tica;
Resolucdo: a1 =5, a2 = 2x + 4 e a3 = 6x + 2, pela defini¢cdo tem — se:

Q-—ar=az—a
2X+4-5=6x+2—(2x+4)
2X+4-5=6x+2-2x—-4
-2x=3

X=—=
2

Solucéo: { — % }
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2. Propriedades da Progressdo Aritmética

12 Propriedade: Cada termo da Progressdo Aritmética € igual a média aritmética dos termos adjacentes, isto é,
_ap1tapig
an = T
di a2 a3 a4 as ads
Exemplo: Dada a sucessdo an= (2, 7, 12, 17, 22, 27,...)

_81+a3_2+12

°a a2+a4_7+17_24- _a4+a6_17+27_44_
2 = = = = = = —=
2 2

—=12; eag
2 2 2 2 2 2

=87, eq= 22;
2

22 Propriedade: A soma dos termos equidistantes dos extremos da Progressdo Aritmética finita é igual & soma
dos extremos.

Exemplo: Dada a sucessdo an = (2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37)

3 i 3 'Y 3 7 ¥ x

3. Soma dos n primeiro de Progressdo Aritmética

Usemos a propriedade 2 para obter a férmula soma dos n primeiro de progressao aritmética:

Seja (a1, az, ..., an-1, an) dos n primeiro de progressdo aritmética de diferenca d. A soma S, pode ser defi-
nida assim:

Sh=artaz+...+ an-1+an (1)

Aplicando a propriedade 1, voltemos a escrever o0s termos Sy, a comegarmos do Gltimo termo.
Sh=antan-1+..taxtar (2)

Somando membro a membro as igualdades (1) e (2).

Sh=arta+..tan_1+an

+ Sh=antan-1+..tax+a

‘ 2Sn= (a1 +an) + (@ + @n-1) + ...+ (an_1 + @2) + (a1 + an)

—_———

A soma dos termos equidistantes dos extremos da P.A finita é igual;
ouseja: (g +an) =(@2+an1)=...=(an_1+ay) =(a1+an)
Dai sdo n parcelas iguais a (a; + a,)

2Sn=n(a1 + an)

— (al + an)n

Sn = 5

(Formula que permite calcular a soma dos n primeiro de P.A.)

Mas a, = a; + (n— 1) « d, a formula também se pode escrever:
g, = [a1 +a1+(n—1)ed ]n
n=
2

[2a; + (n—1)+d]n

Sh= >

(Férmula que permite calcular a soma dos n primeiro de P.A. de diferenca d)
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Exemplo 1: Dada a Progressao Aritmética (4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, .

(@) A soma dos 6 primeiros termos;
*Se=4+7+10+13+16+19=69;

Podemos aplicar as féormulas da soma dos n primeiros termos;

Dados: Resolucédo Dados:
56:7 Sn:(a1+an)n 86:7
:l - 119 S = 21120 ragen 31:34
6 — 2 -

n==6 g = UF19°6 n==6

S = 232-6 ou

2
Sg = 69;

(b) A soma dos 20 primeiros termos;

Dados: Resolucdo
— —1)ed
Sxp="7? S, = [2a; + (n2 1)ed |n
a1 =4 Sy = [204 + (20 — 1)*3 ]+20
2
d=3
(8 + 1943 )+20
Spp = B+ 198020
h =20 20 2
(84 57)e20
S = EE—
65020
S = >
— 1300
S = >
S0 = 650;

Exemplo 2: Determine o valor de x em que: 3+ 10+ 17 + ...+ x =498,

Dados: Resolucdo

Sh =498 S = [2a; + (n — 1)sd ]n
n="2 n- 2

a1=3 498 = [2¢3 + (n — 1)e7]en
d=7

(6 + 7r21— 7)en = 498

..). Determine:

Resolucéo
_[2a;+(n—1)ed]n

Sh= 5
S = [2¢4 4+ (6 — 1)e3 |6

2
_ (8 +5¢3)6

Se =

2
_(8+15)e6

Se = .

236
Sez
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(7n-1)en

=498
7n? -n =996
7n*-n-996=0

a=7:b=-1;c=-996

—b+VbZ2—4ac _ —(—1)+/(~1)2—47+(=996) _ 1+y/1 +27888 _ 1+/27889 _ 1+167

n =
12 2a 27 14 14 14
1-167 1+167
= Vn=
14 14
-166 _ 168

M=y V=g

n=-11,8Vny=12
—11,8¢ INV 12 € IN

a,=a;+(n—1)ed
x=3+(12—-1)e7

X=34+11e7
x=34+77
x =80

PROGRESSAO GEOMETRICA (P.G.)

1. Definicéo

Uma sucessdo chama — se Progressdo Geomeétrica (P.G), se cada termo a partir do segundo termo é multipli-
cado por um numero q fixo para dada a sucessao com o termo anterior, este namero fixo chama — se razéo da

Progressdo Geométrica.

Exemplos das sucessfes que sdo Progressao Geométrica

@ an=(2,4,8,16,32,64,..);,q=2
(b) bn = (4, 20, 100, 500, ...); q=5

(c)en=(3,-6,12,-24,48, ...);q= —2;
111 1 1

(@ =@ 1555 o )i =3

(€) en = (256, 128, 64, 32, 16, ...); q

I
N | =

Da definicdo da Progressdo Geométrica an = (au, az, as, as, as, ...) € uma Progressdo Geométrica entéo:

az az ag asg ap

= —= —= —= =—:q

ai az az as an-1
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2. Formula do termo geral da Progressdo Geomeétrica

(A1 = Ay (41 = a1

a; =a;e*q a2 =a;°q

az =aze+q az=a;eqeq= a;*q’
De acordo com a definicdo, temos:{ @4 =az*q = {ay,=a;+q*’+eq= a;+q’

a5 =as°4 as=aj+q’eq=a;+q"

\a, =a,_1°q \a, =a, e q" 1

Podemos concluir que a formula do termo geral da Progressao Geomeétrica € dada por:

ap=a;*q"" !
Onde:
a; — é primeiro termo da progressao; n —a ordem o termo;
g — € a razdo da progressao; an — 0 termo geral da Progresséo

NOTA IMPORTANTE: Paraescrever o termo geral da Progressdo Geométrica é suficiente saber o primeiro

termo e a diferenca da progressao.

Exemplo 1: Encontre o termo geral de cada sucessao a seguir:
(@ an=(3,6,12,24,48,...)  (b) bn=(4, 20, 100, 500, ...); (c) ch=(256, 128, 64, 32, 16, ...);

a1=3;,0=2;an="? b1=4;0=5by="? 01:256;q:%;cn:?
— 0 eqn-—1 —h. eqn—1
dp =az*(q bn bl q Cn=C1°q“_1
a, =3e20"1 b, =4e5""1 1
¢ =256+ ()"
256
Ch = 2n-1

Exemplo 2: Numa organizacdo geométrica sabe — se 0 segundo termo é 6 e o sétimo termo é 192. De-
termine o termo geral da progressao.
Para determinar o termo geral da progresséo precisamos determinar o primeiro termo a; e a razao q.

{a2=6 :>{a1.q:6

ay =192 = la, « q° = 192 Dividindo as equagdes membro & membro ou seja primeiro com o primeiro e

segundo com o segundo, e de seguida simplificar para encontrar primeiro termo ou a razao;

{31‘(]:6 a;eq® _ 192
6 _ = =
a;°q° =192  aieq 6 a;*eq==6
q° = 32 31'2:66
q=Y32 3125 a,=a;eq" !
q=2 a1=3 an=3.2n—1
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Exemplo 3: Numa organizagdo geométrica sabe — se a soma do primeiro termo com o quarto termo é

252 e a soma do segundo termo com o quinto termo é 84. Determine o termo geral da progresséao;

{al + a, = 252 :>{a1 + a; e q3 =252 . {a1(1+q3) = 252 L, m+a®) _252
az + a5 = 84 a;*q+ a;*q* =84 a,q(1+ q®) =84 aiq(1+q3) 84
13
q
q=-
a;(1+q®) =252 3
252 _ 252 _ 252 _ 252 _ 274252 _ _
al_l+q3_1+(§)3_1+%_ % 28 243a —
ap =4z *(q

Exemplo 4: Determine o valor x de modo que a sucessao (5, 2x + 4, 6x + 2) seja Progressdo geométrica;
Resolugéo: a1 =5, a2 = 2x + 4 e a3 = 6x + 2, pela defini¢cdo tem — se:

az as

a1 az

2x+4 _ 6x+2

5 2x+ 4

(2x +4)s(2x +4) = 5+(6x + 2)

4x2 + 8x + 8x + 16 = 30x + 10
4x% +8x +8x — 30x +16—10=0
4x2 — 14x+6=0

a=4,b=-14;c=6

—b+Vb2 —4ac _ — (—14) +/(—14)2 — 4e4e6 _ 14+196—96 _ 14 ++/100 _ 14+ 10 _

X =
12 2a 2e4 8 8 8
= 14710y, 14410
=73 2=
4 24
X1==-V X2 =—
1 8V 253

1
X1=EVX2=3

m Parax= %: an = (5; 5; 5) — E progressdo geométrica de razio 1;

m Para x = 3: an = (5; 10; 20) — E progressdo geométrica de razéo

Modulo, Céalculo Combinatorio, Probabilidade, Fungdes, Sucessdes, Limites, Continuidades, Derivada, Integral e Nimeros Complexos




3. Propriedades da Progressdao Geométrica

12 Propriedade: Numa Progressdo Gométrica com nimero impar de termos, o quadradro do termo médio
(central) é igual ao produto dos extermos.

Exemplo:

NaP.G. (3, 6, 12, 24, 48), os termos extremos sdo 3 e 48, o termo médio é 12, temos:

122 =348
144 =144
(Verdade)

22 Propriedade: O produto dos termos equidistantes dos extremos de uma Progressdo Gomeétrica é igual.
Exemplo:
Na P.G. (3, 6, 12, 24, 48, 96), os termos equidistantes dos extremos sdo: 3 e 96, 6 e 48, 12 e 24 temos:

3496 = 648 = 1224
288 = 288 = 288

(Verdade)

4. Soma dos n primeiro de Progressdo Geométrica

Seja an uma Progressdo geométrica de razdo g, a soma dos n primeiro termos consecutivos calcula — se pela
formula:

Consideremos a P.G. (as, a2, as, ..., an), de razéo g temos:
Sh=ar+a+az+... +an 1)

Multiplicando a ambos membros da equagao por q # 0, tem-Se:
q*Sn=qe(ar+a+as+... tan) (2)

Subtraindo ordenadamente a 22 equacdo da 12, ou seja subtraindo membro a membro, tem-se:
Sh—qSh=art+ta+azt...tan—qe(@r+a+az+... +an)
Sh—q*Sh=ar+ax+az+... tan— @2 — a3 —... —an— an+1

Sn(1-q) = a1 — an+1

Si=" - masan =apeq
a;(1-q%) ou —a(@" -1
Sn=—t—— Sn =
1—-q q-1

(Férmula que permite achar a soma dos n primeiro de P.G. de razéo q)

Onde:
a1 — é primeiro termo da progressao;

q — é arazdo da progressao;
n — 0 numero que pretende-se somar;
Sh—soma dos n primeiro da Progresséo
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Exemplo: Dada a Progressao Geométrica (3, 6, 12, 24, 48, ...). Determine:

(@) A soma dos 7 primeiros termos; (b) A soma dos 15 primeiros termos;
S;=7 g —u@ -1 S15=7? g —a@ -1
aa=3 n- q-1 a=3 n- q-1
n=r 3¢(27 - 1) n=15 3e(215 - 1)
q:2 S7:_3TT_ q:2 87:__;jr_
_ 30127 _ 332767
A SIE
S7=381 S7=98301

5. Progressdo geometrica infinita
Seja an uma progressdo Geométrica de razao ¢, sendo | q | <lear#0;

a;(1—-q" a a;q" . . _
Sabe-se que: Sp = 13-99 - & _ 219 jniroduzindo o limite tem-se:
1-q 1-q 1-q
lim S, = lim 2 — Jim 29 =& _g= 2.
nbo © nowl-q nool-q 1-g 1-q
S=-"2
1-¢q

(Férmula que permite somar todos os termos consecutivos de uma P.G. infinitamente decrescente)

1 11 1 1
Exemplo: Calcule a soma de todos termos da P.G. an = (1, TS 10 3 Nk
1

Como trata — se de uma progressao geométrica infinitamente decrescente de razéo q = > -asoma de todos os

termos consecutivos sera dada por
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Escreve os termos e da sucessao e diga se € finita ou infinita composto por:
(a) NUmeros pares até 24 (c) Mdltiplo de 5 (e) Poténcia de =
2

(b) Divisores de 28 (d) Poténcia de 6 (f) Numeros primos inferior que 41

2. Determine 5 primeiros termos da sucessao definida por:

(a)an:3n—7 (b)bn:4—n

_ 2n+1
2n

(€) cn (d)dn=—4n+8 (€) en=2"

4. Determine 4 primeiro termos da sucessao definida por:
(a) an = (_1)” + 3n (b) bn — (-nn (C) Ch = 1- (3—nl)n (d) dn =on _ 3% (e) en = (_l)n.(HZ _ l)

Zn

5. Determine 7 primeiros termos da sucesséo definida por:

1 L.
—;sen é impar;

@13 OF OF

-;sen é par; n — nun—l Xl’l+1 = 4'Xl'l + 2
n

6. Dada a sucessdo un = 3n + 2.Determine:
(@) a ordem do termo298 (C)ur +uz +us (e) 394 é termo da sucessédo?
(b) Os termos de ordem 10, 15 e 99 (d)ur+uz2+us (f) A soma dos cinco primeiros termos

n%-1

7. Considera a sucessdo an =
(a) Determine ay, az, as, a4, as, an+1 € ak+2
(b) Verifica se 9,9 é termo da sucessdo e indica a sua ordem

(c) Seréa que 6 é termo da sucessdo? Justifica a sua resposta.

8. Esboce o gréafico de cada sucessao:

(@an=n*-1 (b) un = 2 (©) Vo= (=1)" (d) xn =201

n+1

9. Estude a monotonia de cada sucessao a seguir:

(a) an:211221 () cn=-3n+2 ©) en:2n—5 (g)g:nz:l
- 2
(b) bn =~ (d) dn =222 (Hf=2+1  (WM=5-n
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10. Quais das sucessoes seguintes sao limitadas, para as limitadas indique a faixa que limita a sucessao:

(@ a, =" (c) cn=n? (e)en=(0,-1,0,-1,0,-1,...) (@) gn=n
n n

- fo=(4,4,4,4,4,4,4, .. h)hn=5-2
Oo=222 @d=g  OFTGALEALL ) DS

11. Aplicando a defini¢do de limite de uma secesséo, prove que:

3n 2 . 2 _
(a)nl—>r£>lo 5n+2_g (b)rlll—{IC?O 21‘1—5_2 (C)I!l—)oo 2n+1 =2

12. Calcule os limites das sucessfes que se seguem e classifica — as em: Convergente, Divergente,

Infinitamente pequena, infinitamente grande negativo e infinitamente grande positivo.

(&) lim (2n) (€) lim <2n+4> (lim (523) () lim (Vn+8 — Vi)
(b) lim (2 —n) (i) lim (3¢ (n) lim (V5—-n? — v2—n
n—-oo - n—-oo
. 1 ) 3n2+5 li 3_2n-7
Oind-w  Oln (T) () lim 222 (p) Jim, (5n° = 2n =7)
. 1 . 2n+1 . 2 _ ; 4 4 _
(d) lim (- ) (h) lim (Z=) lim Vs 50 27 (a) lim (6n* + 3n* —2n)
13. Calcule:
@ lim (1= @)lm(1+ 5™ () lim G () lim (1 -2
. 2 . n+5 2n+1,7p . 5n -7
(b) lim (1 +D"  (¢) lim )" ) lim G0™ () lim G0
@) lim O™ () 1im (22" (i) lim (223) (m) lim (="
14. Quais das sucessdes sao progressdo aritmética, para as que sao, indique a diferenca d:
@a=(1,3,579,...) ©c=CG3522 ) (e)en=(12,9,7,4,2,-1,...)
2'2'2' 2" 22"

(b) bn = (100, 103, 106, 108, 111, ...) (d) do= (4, 22 11 10 03 g’ ) Hf=(31-1-3,..)
3

15. Quais das sucessdes sao progressdo geométrica, para as que sao, indique a razao q:
(@ an=(1,2,4,8,16,...) (c)cn=(-54.-18,-6,-2,...) (&) en=(4, 16, 64,1024, ...)
(b)bn=(7,7,7,7,17, ...) (d) dn=(5, 10,20, 30,40, ...) (f)f, = (1, 1lli )

39" 27" 817"
16. Nas sucessdes seguintes, escreve o termo geral, de cada sucesséao:
(@) an=(-1,-4,-9,-16,-25,...)  (c) a,=(-54.-18, -6, -2, ...) (e)an=(1,3,9,27,81,...)
(b)an=(-1,2,-3,4,-5,6,-7,...) (d) an = (2, 1= ~, ,_._) Han=(1,3,9,27,81,...)

17. Dada a sucessdo an=(1, 3,5, 7,9, ...), calcula a soma dos n primeiros termos:
@n=10 (b)yn=12 (c)n=15 (dn=20 (e)n=25 (Hn=100
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18. Dada a sucessdo an=(1, 3, 9, 27, 81, ...), calcula a soma dos n primeiros termos:
@n=5 (b)n=10 (c)n=12 (dn=15 (e)n=20 Hhn=25

19. Numa P.A. de diferenca 3, 0 sexto termo € 7 e o ultimo € 247. Quantos termos tem a progressao?

20. Quantos termos devem ser somados na P.A. (=5, —1, 3, ...) a partir do 1° termo, para que a soma
seja 15907

21. De uma P.A. sabe-se a; + as = 62 e a4 + as = 82. Determine o termo geral da progressao.

22. Determina a soma dos dez primeiros termos de uma PA, sabendo que a soma do 3° e 5° termos € 14
e asomado 3°e 7° termos € 8.

23. Determine o valor de X:
(@ 1+2+3+4+.. . +x=325 C+3)+E+8)+(x+13)+...+(x+33)=133
() 1+3+5+..+x=100 (d)3x+x+2+ ... =27
3

24. Determina o 1° termo e a razéo g de uma PG, sabendo que a soma do 1° e 2° termos é 15 e a soma
do 3°e 4° termos é 60.

25. Determine a soma de todos termos da sucessao PG infinita a seguir (0,3; 0,03; 0,003;...)

26. Determine o valor x de modo que a sucessdo (X — 3, X — 1, X + 3) seja progressdo geométrica.

27. Quantos numeros divisiveis por 3 existem entre 100 e 10 00inclusive?

1 1 1
28. Calcula a soma de 1+E+Z+§+

29. Um automavel percorreu no primeiro dia de viagem x km, no segundo dia percorreu o dobro de x e
no terceiro dia percorreu o triplo de X, assim sucessivamente. Até ao fim de 10 dias, percorreu uma
distancia total de 1650km. Quantos quilémetros o automovel percorreu no primeiro dia de viagem?

30. O cometa Halley é visto da terra de 76 em 76 anos. Seu ultimo aparecimento foi em 2019. Determina
as suas 4 ocorréncias seguintes.

31. O Senhor Eliézer depositou num banco 5 mil meticais e resolveu ai colocar, todos meses, 500 meti-
cais. Assim, decorrido um més o Senhor Eliézer tinha 5500 meticais no banco. Ao fim de quantos
meses 0 Senhor Eliézer tera 50 000 meticais depositados no banco?

32. Um mentiroso conta uma mentira a trés amigos. Ao fim de 10 minutos cada um deles conta-a a outros
trés que, por sua vez, a contam em 10 minutos a outros trés (cada um). Quantas pessoas, incluindo o men-
tiroso, conhecem a mentira ao fim de uma hora ao contar do momento em que trés amigos a comeca-
ram a espalhar?
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LIMITES

CONTINUIDADES
DE FUNCOES

OBJECTIVOS:
No fim do ano, deveras ser capaz de:

= Efectuar o calculo de factorial de um nimero natural,

= Simplificar as expressoes que envolvem factorial;

= Resolver as equacgdes que envolvem factorial;

= Distinguir Arranjos, Permutacdes e Combinacdes;

= Aplicar as formulas de Arranjos, Permutacdes e Combinacgdes para resolver problemas
reais da vida:

= Desenvolver as linhas do tridngulo de Pascal,

= Determinar a soma dos elementos das linhas do tridngulo de Pascal;

= Aplicar a formula de Newton para efectuar o desenvolvimento do bindmio (x +y)",
sendo n natural;

= Reconhecer regularidades em fendmenos aleatorios;

= Calcular frequéncias absolutas e relativas de um acontecimento, como calculo de
probabilidade;

= Calcular a probabilidade de um acontecimento pela lei de Laplace;

= Aplicar probabilidades para resolucéo de problemas préaticos da vida;




CALCULO
DIFERENCIAL
(DERIVADA DE
UMA FUNCAO)

OBJECTIVOS:
No fim do ano, deveras ser capaz de:

= Efectuar o céalculo de factorial de um numero natural,

= Simplificar as expressdes que envolvem factorial;

= Resolver as equagdes que envolvem factorial;

= Distinguir Arranjos, Permutacdes e Combinacdes;

= Aplicar as férmulas de Arranjos, Permutacdes e Combinagdes para resolver problemas
reais da vida:

= Desenvolver as linhas do triangulo de Pascal;

RN Pl

Pt ae Dy = Determinar a soma dos elementos das linhas do tridngulo de Pascal,

.
[Pl ok sot rhy

= Aplicar a formula de Newton para efectuar o desenvolvimento do binémio (x +y)",
sendo n natural;

= Reconhecer regularidades em fendmenos aleatorios;

= Calcular frequéncias absolutas e relativas de um acontecimento, como célculo de
probabilidade;

= Calcular a probabilidade de um acontecimento pela lei de Laplace;

= Aplicar probabilidades para resolucéo de problemas préaticos da vida;




6.1. DEFINICAO DA DERIVADA DE UMA FUNCAO

6.2. REGRAS DE DERIVACAO

6.3. DEREIVADA DE UMA FUNCAO COMPOSTA

6.4. DERIVADA DE FUNCOES ELEMENTARES

6.4.1. DERIVADA DE FUNCAO EXPONENCIAL

6.4.1. DERIVADA DE FUNCAO LOGARITMICA

6.4.1. DERIVADA DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

6.5. DERIVADA DE FUNCAO NUM PONTO
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6.6. DERIVADA LATERAIS

6.7. DERIVADAS SUCESSIVAS

6.8. RECTA TANGENTE E NORMAL A UMA CURVA PLANA

6.8. APLICACAO DA DERIVADA - ESTUDO DA VARIACAO DA FUNCAO E EXTREMOS RE-
LACTIVOS

6.9. APLICACAO DA DERIVADA — ESTUDO DA CONCAVIDADE DA FUNCAO E PONTO DE
INFLEXAO

6.10. APLICACAO DA DERIVADA - PROBLEMAS DE OPTMIZACAO
6.11. APLICACAO DA DERIVADA - A REGRA DE L'"HOSPITAL
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CALCULO
INTEGRAL
(PRIMITIVA DE
UMA FUNCAO)

| OBJECTIVOS:
No fim do ano, deveras ser capaz de:

= Efectuar o calculo de factorial de um nimero natural;

= Simplificar as expressdes que envolvem factorial;

= Resolver as equacgdes que envolvem factorial;

= Distinguir Arranjos, Permutaces e Combinacdes;

= Aplicar as formulas de Arranjos, Permutac6es e Combinagdes para resolver problemas reais da
vida:

= Desenvolver as linhas do tridngulo de Pascal,

= Determinar a soma dos elementos das linhas do triangulo de Pascal;

= Aplicar a formula de Newton para efectuar o desenvolvimento do bindmio (x +y)", sendo
n natural;

= Reconhecer regularidades em fendmenos aleatorios;

= Calcular frequéncias absolutas e relativas de um acontecimento, como calculo de
probabilidade;

= Calcular a probabilidade de um acontecimento pela lei de Laplace;

= Aplicar probabilidades para resolucdo de problemas praticos da vida;




7.1. NOCAO DE PRIMITIVA DE UMA FUNCAO - INTEGRAL INDEFINIDO
7.2. PROPRIEDADES DA INTEGRACAO

7.3. TABELA DE INTEGRAIS

7.4. TECNICAS DE INTEGRACAO

7.4.1. METODO DE SUBSTITUICAO

7.4.2. INTEGRACAO POR PARTES

7.4.3. INTEGRACAO DE FUNCOES RACIONAIS POR FRACOES PARCIAIS
7.5. INTEGRAIS TRIGOMETRICAS

7.5.1. SUBSTITUICAO TRIGONOMETRICA
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NUMEROS
COMPLEXOS
(NUMEROS
IMAGINARIOS)

OBJECTIVOS:

No fim do ano, deveras ser capaz de:

= Efectuar o céalculo de factorial de um numero natural,

= Simplificar as expressdes que envolvem factorial;

= Resolver as equacdes que envolvem factorial;

= Distinguir Arranjos, Permutacdes e Combinacdes;

= Aplicar as férmulas de Arranjos, Permutacdes e Combinagdes para resolver problemas
reais da vida:

= Desenvolver as linhas do triangulo de Pascal;

= Determinar a soma dos elementos das linhas do tridngulo de Pascal,

= Aplicar a formula de Newton para efectuar o desenvolvimento do bindmio (x +y)",
sendo n natural;

= Reconhecer regularidades em fendmenos aleatorios;

= Calcular frequéncias absolutas e relativas de um acontecimento, como célculo de
probabilidade;

= Calcular a probabilidade de um acontecimento pela lei de Laplace;

= Aplicar probabilidades para resolucéo de problemas préaticos da vida;




EXERCICIOS DE CONSOLIDACAO

PARA CADA QUESTAO ESCOLHA A ALTERNATIVA CORRECTA

1. Qual é o valor numérico de d( 5; 7)?
A.2 B.7 C.5 D.12

2.Considerando Vx2= | x|, a que é igual \/81c2a*p2?
A. 9ca’p B. | 9ca?p | C. |9ca?p|? D. | 81c%a*p? |

3. Sendo n um ndmero par, 1/ (x — 5)"é igual a ...
A. |x-5]| B. |x+5]| C.x-5 D.x+5

4. Qual das condicdes € verdadeira, Yy ¢jr?

A |x+y|z0 B Jx—y)Z=x-y C |x+y|=[x]|+|y| Di [x=y|=|x]-|
y

5. Sendo x e y dois nimeros reias quaisquer, qual das opcdes NAO é correcta?
A |xey|=xy B, |x2| = |x|2=x2  C. |x=y|=|x]|=]|y|D. [x+y|[<|x]|+]y]

. ~ . 1 - 1
6. Qual é a expressao equivalente a | X+ 2 | , na condicio x < - 2 | ?

1 1 1 1
A.—X—E B.x+5 C.X—E D.X+E

7. Qual ¢ a escrita simbolica da afirmag¢ao “A distancia entre 0s pontos da recta numérica cujas abcissas
sdox e -2 éigual a 4”?
A |x-2|=4 B.|x+2|=4 C.|x-4]| =2 D. [x+4| =2

8. Considere a afirmagdo “Conjunto de valores de x que se encontram a 5 unidades de 3”. Qual é correcta
traducdo simbdlica da afirmacgdo?
A. |x+3| =5 B.|x-3|=5 C.x+3=5 D.x—3=5

9. Qual € a designacao correcta de conjunto das abcissas dos pontos cuja distéancia a origem excede

42
A |x-4]<0 B.|x-4[>0 C.|x|<4 D. [x|>4

10. Qual é a condicio para que |- x+1|=x-17?

A x>1 B.x>1 C.x<1 D.x<—-1
11.Quais sdo os valores que m pode tomar para que a equacio | Xx-—2 | = — 1+ m tenha solu¢éo em IR?
A m>1 Bm=>1 C.m<l1 D.m<1
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12.Qual é a condicio para que a igualdade | 1-3x | — X+ 8 =9 -4x seja verdadeira?
A.xs§ B.x2§ C.x<§ D.x>§

13.Na condicdio 2x + 1 <0, | 2x +1 | é igual 4...
A -2x+1 B.—2x-1 C.2x-1 D.2x+1

14.Qual é a soma das raizes da equacao | X-2 | =8?
A —6 B.4 C.6 D. 10

15.Qual é a solucio da equacao | 3x-1 | =-2?
A{-2} B.{1} C.{0} D.{}

16.Qual é a solucao da equacao | 2x +2 | =x-57

A {7} B.{1} c.{-7} D.{}

17.Qual é a solucao da equacao |x+3| =7?
A x=-10vx=—4 B.x=-10vx=4 C.x=10vx=—14 D.x=10vx=4

18.Qual € a solugdio da equagdo |x2+2x-2| = [x?—x-1|?
2 1 2 1 1 12
19. Qual é a solugdo da equagdo |3 —2x | =5-10x?
A le? .1 c2 D.le_2
473 4 3 4 3
20. A que é igual a soma das solu¢des da equacio | % | = %?
A —6 B.—-5 C.—-4 D.—1
21.A que é o produto das raizes da equacao | 6x—1 | =17?
A —8 B -2 c 8 D.3
3 3
22.Qual é o conjunto solucio da inequacio | 2x -6 | <4?
A.[2; 5] B.12; 5[ C.[2; 9] D. 12; 5]
23.Qual ¢ o conjunto solugdo da inequagdo |5-x|<7x-37?
A x<l1 B.x<1 C.x>1 D.x>1
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24.Qual é o conjunto solugdo da inequagdo |3-2x |< |[1-x|?

A 1] B.11L; I C.]-wil[U +o[ D0

Observe o gréafico abaixo da funcgéo f definida N . 5 £
em IR, responde as perguntas: 25, 26, 27, 28, 25. Qual das fungdes corresponde ao grafico da fungéao f*

29 e 30. A f(x)=x*-2 x| C. f(x) = | x*—2x|
B. f(x) =x?+2 | x| D. f(x) = | x?+2x|
A
y
3 26. Qual é o dominio da fun¢do?
A.{} B.[1,+o CIR D. IR
2

: 27. Qual é o contradominio da funcé@o?
A.{} B.[1;+o] C.IR} D. IR

" 28. Quais séo os zeros da funcéo?

A.{-2,0,2} B.{-22} C. {0, 2} D. {-1, 2}
29. Em que intervalo a funcéo é crescente?

A JLO[U]L +of  B.]-00;1[U]0; 1] C.]—o00;1[U]L+00 | D.11 1]

30. Para que valores de x a funcao é positiva?

A]2;0[U]2+ oo [ B.]—w;2[U]0;2[ C.]—;2[U]2+oo] D.12:2[

31. Considere o triangulo de Pascal abaixo:

1
1 1 Qual é a soma dos termos da oitava linha do triangulo de
1 2 1 Pascal
1 3 3 1 A. 32 B. 64 C. 128 D. 256
1 4 6 4 1

32. Qual é a expresséo simplifica de (““n#?

A.n? B. 2n? C.n D. (n+ 1)!

33. Qual é a expressao simplifica de %’)

1 1 1 n
A = B. . D.
n n+1 n(n+1) n+1
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34. Qual é a expressao simplifica de 9
Q P P ,,Zo (n — p)!ep!

A. 2% B. 2"k c.2" D. 2k-n

35. A que é igual a soma dos termos (12) + (12) ?

3 4
12 12 13 12

A(3) - (y) c.(3) 0. ()
36. Considere a equacdo (n— 3)! = 6(n — 4)!. Qual é o dominio da variavel n?

A.n<4 B.n<3 C.n>0 D.n=0

, ~ ~_ (n—=1)!

37. Qual é a solucéo da equacéao @ 247

A. 10 B. 15 C.20 D. 25

-1 1

_ = ?
(n+1)! —n! 81’

A 2 B.5 C.9 D. 10

38. Qual ¢ a solucdo da equacao

39. Qual é a solucdo de A} = 207?
A.—-5 B.4 C.5 D.6

40. Sendo C} = 45, n> 2 qual é o valor de n?
A. 90 B. 45 C.20 D. 10

41. Quantos termos tem o desenvolvimento de (x + y)*?
A. 17 B. 18 C.19 D. 20

42. Sabendo que no desenvolvimento binémio do (2x + 5)", tem 12 termos, qual é o valor de n?
A.8 B.9 C. 10 D.11

43. Qual é o termo médio do desenvolvimento (x + 3)6?
A. CS ox3e33 B. C§ ex?.3* C. C§ ox3.33 D. C§ ex#e32

44. A parte literal de um termo no desenvolvimento do bindmio de Newton do oitavo grau x“y°. Qual é o
valor de k?
A.5 B.4 C.3 D.2
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p . . 1
45. Qual é o terceiro termo do desenvolvimento de (X + 5)4?
3 1 1 3
A.X B. =x? o= D. 2x3
2 2 2

46. Numa competicdo ha 8 concorrentes. Ndo havendo empates. De quantas maneiras diferentes podem
ser distribuidas as medalhas de ouro, prata e bronze para o primeiro, segundo e terceiro lugares res-
pectivamente?

A. 40320 B. 336 C.20 D. 25

47. Suponha que 7 pessoas sejam dispostas em fila de todas formas possiveis. De quantas formas diferen-
tes isso pode ser feito?
A. 40 B. 50 C. 504 D. 5040

48. Um eleitor deve escolher, entre cinco candidatos, um presidente, um secretario e um tesoureiro. De
guantas maneiras diferentes pode se fazer a escolha?
A. 60 B. 61 C. 62 D. 63

49. Um grupo de 5 amigos pretende criar subgrupos de 2 para repinta-los num torneio. Sabendo que ha 3
mulheres e 2 homens, quantos subgrupos sdo possiveis criar com uma mulher e um homem?
A.2 B.3 C.5 D.6

50. Quantos numeros de trés algarismos diferentes podem ser escritos com os algarismos do conjunto
M={1,3,7,8, 9}
A. 10 B. 30 C. 60 D. 125

51. Num grupo de 6 pessoas pretende-se escolher duas pessoas para chefe e subchefe. De quantas manei-
ras se pode fazer a selec¢do?
A.6 B. 10 C.15 D. 30

52. Numa reunido de congregacdo em que cada professor cumprimentou todos os seus colegas, registam-se
21 apertos de maos. O namero de professores presente foi de...
A7 B.6 C.5 D.4

53. O Jodo te 4 pares de sapatos e 10 pares de meia. De quantas maneiras diferentes ele poderé calcar, utili-
zando de cada vez, um par de meias e um de sapatos.
A 4 B. 10 C. 14 D. 16

54. Uma urna de 10 bolas idénticas, numeras de 1 a 10. Se retirarmos ao acaso uma bola da urna, qual € a
probabilidade de obter-se uma bola com um ndmero par menor do que 6?
A.0,1 B.0,2 C.0,25 D.0,5

55. Duas moedas sdo langadas uma vez ao mesmo tempo. Qual é a probabilidade de ao cairem, apresenta-
rem faces idénticas?
1
A - B.
5

C. D.

Wl
S| w
[N
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56. O Antonio abre aleatoriamente uma revista de 40 paginas enumerada de 1 a 40. Qual ¢é a probabili-
dade de abrir uma pagina cujo niumero é multiplo 6?
A. 12,5% B. 15% C. 20% D. 25%

57. Num café estdo 20 pessoas das quais 8 sdo mulheres. Qual seré a probabilidade de ao escolher uma
das pessoas, ao acaso, seja homem?

A= B. = C. D.1
30 15

N |-

58. Numa turma de 10 rapazes e 20 raparigas, metade dos rapazes e metades das raparigas, tem olhos casta-

nhos. Qual sera a probabilidade de um individuo, escolhido ao acaso, ter olhos castanhos?
A — B.— c.2 D.2
28 12 5 5

59. A probabilidade de um estudante passar de classe € de 0,7. Qual é a probabilidade de o estudante ndo
passar de classe?
A.0,2 B.0,3 C.04 D.0,7

60. Num grupo de 120 pessoas, a probabilidade de, numa escolha ao acaso obter um homem é Quantos ho-
mens é g faziam parte do grupo?

A. 40 B. 75 C. 100 D. 120

61. Quais dos diagramas NAO representa uma fungdo de M em N, onde M = {1, 2,3} e N = {a, b, c}?

A. B. C. D.
A B A B A B A B
\ | i
P—' '—'

62. Dado os conjuntos M ={a, b, c} e N = {1, 2, 3, 4} considera a relacdo R: M — N representada na fi-

gura.
&y B Qual das opcoes é relacdo inversa de R?
" A.R'={(La), (4:a), (3:b), (2;0)} C.R™*'={(L;a), (4:a), (3;b), (2;c)}
s B.R™'={(L;a), (4;a), (3;b), (2;c)} D.R*'={(L:a), (4:), (3;b), (2;c)}
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63. Considere as fungfes: f(x) = 2%, g(x) = senx, h(x) =x?+5e m(x) =x*.Qual é a proposicéo falsa?
A. f e m sdo monotonas; C. f e b ndo tem zeros;

B. f e h podem ter dominio IR; D. g e m sdo impares;

64. Sendo y = f(x) uma funcéo tal que f(—x) = f(x), V4¢r. Qual das afirmacdes é correcta?

A. f(x) é injectiva B. f(x) é impar C. f(x) é injectiva D. f(x) é par

65. Qual das funcdes NAO é injectiva?
Af(x)=x*+4 B. f(x) = 2 C. f(x) = logz x D. f(x) = 2%
66. Qual é a classificacdo da funcéo f(x) = cos%x quanto a paridade?

A. Impar B. Impar e par C. N&o par nem impar ~ D. Par

67.Qual ¢ a classificacdo da funcdo f(x) = x? + 2 quando a paridade?
A. Par B. N&o par C. Néo par nem impar D. impar
68. Qual é opcéo correcta ?
A. Uma funcdo diz-se bijectiva se f(—x) = —f(x); ¢ 0 grafico da fungéio f(x) = % é uma parabola;
cx
B. Uma funcdo monotona ndo te vértice; D. Uma fungéo diz-se impar se f(—x) = f(x);

69. Dadas as funcdes: f(x) = 2*~1,g(x) = Ig(x), h(x) = senx e m(x) = x?. Qual delas é bijectiva?
A. f(x) =2x-1 B. g(x) = 1g(x) C. h(x) = senx D. m(x) = x?

70. Qual é a alternativa NAO correcta?

A. Toda funcdo injectiva é bijctiva; C. Toda fungdo com vértice, cresce e decresce no seu dominio;
B. Toda funcéo sobrejectiva tem contradominio IR;  D. O gréafico de uma funcao par é simétrico;

71. Os gréficos de f(x) = k* e g(x) = x*> — 1 intersectam-se num ponto de abcissa x = 3. Qual e o valor de k?
Al B.2 C.3 D.4

72. Qual é a expressdo analitica de uma fungdo do segundo grau, cujo passa pelo ponto P(0, — 2) e tem
como coordenadas de Vvértice V(%, i)?

A f(xX) =—x?+3x -2 B. f(x) =—x*-3x+2 C.f(X)=x?>—3x+2 D. f(x) =x?>—3x— 2
73. De uma funcédo quadratica f(x) sabe-se que o0s zeros da funcao respectivamente X1 =2 e X2 = 4, a ordenada

na origem € 8. Qual € a expressdo que representa a funcéo f(x)?

A f(x)=x*+6x+8 B.f(x) =x*—6x+8 C.f(x) =x®+8x + 16 D.f(xX) =x>-6x—8
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74. Qual é o declive da recta perpendicular a recta da equacgdo y = —3x + 2?
A —3 B. — 1 C. 1 D.3
3 3

75. Qual é o valor de k para que as rectas dadas por x —3y + 9 =0 e kx + y — 8 = 0, seja perpendiculares entre
si?
A -3 B.—2 C.2 D.3

76. Qual é a equacdo da recta que passa pelo ponto (1, 1) paralelamente a recta de equacéo y = 2x + 1?
A x+3y-4=0 B.2x+y+1=0 C.3x—y—2=0 D.-2x—y+9=0

77. Qual é a equacdo da recta que passa pelo ponto (—1, 3) perpendicularmente a recta de equacao y = 2x — 1?
A —-2x+y+1=0 B.2x+2y-5=0 C.x+2y—-5=0 D.x+2y+5=0

78. Qual deve ser o valor de k para que o ponto (1, 1) pertenca a recta equacdo (k — 2)x — 4y + 20 = 0?
A -26 B.— 14 C.14 D. 26

79. Qual é o contradominio da relacdo R = {(x, y): 2x +y = 8}, com X e y pertencentes ao conjunto IN?
A{} B. IN C.{0,1,2,3,4} D. {0, 2, 4,6, 8}

80. O gréfico da funcéo f(x) = % passa pelo ponto (1, g). Qual é o valor de k?
g B.2 c.2 D.
3 4 2

w s

81. Considere a func¢do f(x) = % Quais sdo as equacOes das assintotas?

A x=2ey=3 B.x=2ey=-3 C.Ax=ley=-1 D.A.x=—2ey=3
82. Quantas assintdtas verticais tém o grafico da funcdo f(x) = XXZ"L_Z ?
Al B.2 C.3 D.4

83. Qual é o periodo da funcéo y = tgg?

A. 31t B.2m c.t D.I
2 3

84. Qual é o periodo da fungdo y = cos(2x)?
AT B.2m C. g D. E

85. Seja E o0 periodo da funcdo f(x) = cos(2mx), com melR*. Qual é o valor de m?

AL B. X C. 4 D.8
8 8
86. Considere a fungéo f(x) = coskx de periodo T = 5m. Qual é o valor de kelR*?
1.2 502 C.3e2 D.4el
A. 5€3 B. 565
87. Seja f(x) = x2 — 2x e g(x) = ax + b onde a e b sdo nimeros reais. Nesta condigdes, a que é igual
(fog)(0)?
A.b?-2b B. 2b —b? C.b D.0
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88. Considere as fungdes f(x) = x> — 4 e g(x) = 2X. Qual é a expressio de f[g(x)]?
A 2%-4 B. 2%°—4 C.2%_4 D.2%-4_4

89. Considere a fungdo h(x) = 4x + 2. A que é igual hoh(x)?

A 4xX+2 B.8x +4 C.16x +4 D. 16x + 10
90. Considere as fungdes f(x) = 2x e g(x) =2x — 1. Qual € o valor de f[g(x)]?
A -4 B _1 c. 1 D. 4
2 2
91. Sendo f(x) = x* com Xx€IR, qual é o valor de f~1(8)?
A.2 B.4 C.6 D.8

92. Qual é a expressdo analitica da inversa da fungéo f(x) = xf—l?

- _ X _ -1 - - _X - 1
AfI () = = B.f1(x) == C.f'(® =3 D. f1(x) ==
93. Qual é a inversa da funcdo f(x) = logox + 1?
A f1l(x)=2x"1 B. f~1(x) = 2x+1 C.flx)=2% -1 D.f1(x)=2% +1
94. Qual ¢ o grafico da inversa da fungdo f(x) = 2*?
A. C D.
/DIV . s
95. Qual é o grafico que representa uma funcdo impar?
C D.

A.
\_J/
1
o >

96. Qual das funcdes NAO é injectiva?
A.
ol X

97. Observe a figura

Vi Esta figura representa uma funcio ...
A. Impar

B. Par

0 =X . .
/ \ C. Injectiva
D. Bijectiva
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Observe a figura, resolve os nUmeros 98,  98. Para que valores de X, tal que f(x) = g(x)?

99 e 100. A.-2e-1 B.-2e1l C.—-1le?2 D.1le?
YA
909) 99. Para que valores de x, tal que f(x) < g(x)?
? A.]—o; — B. [1; 4] C.[-1;2] D. [2; + o]
() 1]
] 100. Para que valores de x, tal que f(x) > g(x)?
[P -1 o] 1 2 X A. ]—OO, - 1[ C. ]_00, - 1] U [2, + OO[
B .]2; + oo D.]—o0; = 1[ U ]2; + oo]

~ 3 .
101. Na sucessao de termo geral an = Fn1 qual é o termo de ordem 11?

3 33 7 33
A - B.— C.- D.—
2 12 6 14

102. Considere a sucessdo de termo geral u, = 3n +7. Qual é a ordem do termo 52?

A. 13 B. 14 C.15 D. 16
~ 5n+1 p

103. Na sucessao an = 5 qual é o termo de ordem 7?

A. 4 B.5 C.6 D.7

. ~ +1 .
104. Considere a sucessao de termo geral un = "Z—n n € IN. Qual é o termo de ordem n + 1?
n n+1 n+2 n+2
"2n+2 "2n+2 "2n+1 "2n+2

105. Qual é a ordem do termo 17 da sucessdo an = 2n + 1?

A. 35 B. 17 C.9 D.8
n ’
o ] ] . n_-l-l; Se n e par;
106. Quais sdo os 3 primeiro termos da sucessdo an = 1,1 ?
——;sen é impar;
A.2;3;6 B 212 c 132 D222
) 2! 3 . b 2! 5 . ) 3 ) 3

107. Considere a sucessao an = 1 — 3n. Qual € a ordem do termo —59?

A. 30 B. 20 C.-176 D. - 177
108. Qual é a classificacao da sucessao bn = "T_l quanto monotonia?

A. Alternada B. Constante C. Crescente D. Decrescente
109. Qual é a classificagdo da sucessao an = "T“ guanto monotonia?

A. Alternada B. Constante C. Crescente D. Decrescente
110. Qual € a caracteristica correcta que corresponde sucessdo a, = 5 + 27317

A. Oscilante B. Constante C. Crescente D. Decrescente
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111. A partir de que ordem os termos da sucessao de termo geral an = % encontram-se a menos de 0,02
do limite?
A.2 B.3 C. 50 D.51

112. A partir de que ordem os termos da sucesséo de termo geral an =5 — ﬁ ficam mais perto do limite a

menos de uma décima?
A.5 B.6 C.19 D. 20

113. De uma progressao aritmética sabe-se que o quarto termo € 17 e o décimo terceiro termo é 62. Quais
séo, respectivamente, os valores do primeiro termo e da diferenga?
A.-5eb B.2e5 C.le7 D.5e17

114. Sabendo que o lucro semanal da venda de automoveis cumpre a ordem (2000; 4000; 8000; ...). Qual é
0 lucro obtido durante as primeiras 10 semanas?
A. 1024 B. 2046 C. 1024000 D. 2046000

115. Qual destas sucessdes € infinitamente grande negativa?
A. 3n -1000 B.13-n C.n?-800 D.n+9

116. Qual das sucessdes é uma progressao aritmética?
A.7;19; 31; 43; 55 B. 7; 18; 30; 42; 55 C. 7, 20; 32;44; 55 D. 7, 30; 37; 44, 55

117. Qual é o termo geral da sucesséo: 2; 6; 18; ...?
A. a,=2e2""1 B.a,=3-2""1 C.ay=23""1 D. an = 33771

118. De uma progressdo aritmética de 13 termos sabe-se que 0 primeiro termo é 4 e ultimo é 40. Qual € a
soma dos termos da progressdo?
A. 44 B. 144 C. 286 D. 572

119. Numa progressdo geomeétrica de quantidade impar de termos, qual é o termo médio, sabendo que 4 e
324 sdo respectivamente o primeiro e o ultimo termos?

A. 36 B. 164 C. 200 D. 202
120. Quantos termos tem a sucessdo -14; - 10; - 6; ...; 42?
A 4 B. 12 C.15 D. 42
121. Qual é a classificacdo da sucessao cujo o termo geral é a, = (-n)"?
A. Convergente e infinitamente pequena; C. Divergente e infinitamente pequena;
B. Convergente e infinitamente grande; D. Divergente e infinitamente grande;

122. Quantos nameros impares, menores 175 existem?

A. 83 B. 85 C. 87 D. 89
123. Qual é o valor de x na equagdo X + 3 + -+ ... = 15
A. 10 B. 11 C.20 D. 30
124. Qual é a soma dos 5 primeiros termos de uma progressdo geométrica cujo termo geral é an = 2"~ 2?
33 31 31 33
A - B.—= C.— D.—
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125. Sabendo que (x; x +9; x +45; ...) formam uma progressdo geométrica, qual ¢ o valor de x?

A -3 B.3 C.9 D. 27
126. Qual é o termo geral da sucessao 2; -5; 8; -11; ...?
A. an = (3n—1)(-1)"! B.an=@n+1)(-1)"™  C.an=Bn-1)(-1)" D.an=(3n+ 1)(-1)"
127. Sabendo que (X — 3; X; x+6), sdo termos consecutivos de uma progressdo geométrica, qual é o valor de x?
A.3 B.6 C.9 D. 27
128. Qual é a sucessdo infinitamente pequena?
A.O;l;z;... B.l;l;l;... C.Z;E;f;... D.l;z;g;..
2° 3 2° 3 2° 3 2°3 4
129. Para que valores ke IR, a sucessdo un = k" com nelN é infinitamente grande:
A |kl>1 B.k>1 C. k<1 D.k<1
130. Qual das sucessoes € divergente?
n2 2.n 3n2+ 5n 5\n
B. D.(1+42
g @ c.ines 1+
131. Qual é o termo geral a sucesséo 1; % ?; %; 2.2
V2n vn n-1 n2
132. Qual é o0 1052 numero impar?
A. 105 B. 109 C. 205 D. 209

133. O termo médio de uma progressao aritmética de 5 termos € 11. Qual é a soma destes termos?
A. 11 B. 17 C.55 D. 110

134. Os pares dos termos equidistantes de uma progressdo aritmética finita sdo respectivamente 1 e 37; k e
31. Qual é valor de k?
A.6 B.7 C.13 D. 25

135. Numa progressdo geométrica o quinto termo € 40% do quarto termo. Qual é o terceiro termo, sabendo
que o primeiro termo é 100?
A 4 B.8 C. 16 D. 32

136. Qual é o valor da soma de todos termos da sucessao 1; %; %; .2
A % B.2 C.3 D. +o0

137. Qual é o termo geral da sucessdo 18; 15; 12;9; 6; ...?
A.un=3n-21 B.un=21-3n C.un=3n+15 D.un=—3n+15

138. Qual é a soma dos n primeiros nUmeros impares?
A.n B.2n C.n? D.n?

139. Quantos das sucessfes é uma progressao aritmética?
A.-9; 13; -17; -22; ... B. 1;5; 10; 14; C.20: 15; 10; 5; ... D. 1;7; 13; 20; ...
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140. Quantos termos tem a sucessao -14; - 10; -6; ..., 42?
A 4 B. 12 C.15 D. 42

141. De uma progressao geométrica de quatro termos positivos, sabe-se que a soma dos primeiros dois termos
é 6 e a dos ultimos é 24. Qual ¢é a razao?
A. 4 B.2 C.-2 D.-4

142. De uma progressdo geométrica de 5 termos, sabe-se que ai= 3 e q = 2. Qual é a soma de todos 0s
termos?
A.-99 B.-93 C.91 D. 93

143. Quantos multiplos de 2 se escrevem com dois algarismos?
A. 98 B. 88 C. 45 D. 44

144. De uma progressdo aritmética sabe-se o primeiro termo é 3 e a diferenca é 2. Qual a soma dos primeiros
6 termos?

A. 33 B. 36 C. 48 D. 54
145. Numa progressdo geométrica de 5 termos ai= 3 e as = 48. Qual € o terceiro termo?
A 12 B 35 c.3t D. 72
2 2
146. De uma progressao aritmética sabe-se que a1 = — 1 e a11 = 29. Qual é o valor de a6?
A7 B. 13 C. 14 D. 28
147. Qual é o termos geral da sucessdo 5; 9; 13; 17; ...?
A an=2n+3 B.an=4n+1 C.an=5n D.an=9n-1
148. Qual é a sucessao infinitamente grande?
n2 41 _2n+3 _ 200 _8
Aan= B.an=177 Can=7 D.an =
149. Quantos divisores de 1024 existem?
A.8 B.9 C.10 D.11
150. A que é igual L
4 8 16
A~ B. = C.2 D.2
40 28 3 2

151. A sucessdo un € uma progressao geométrica de razdo 0,3 e u2 = 0,9. Qual € o termo geral da progressao?
A. up=0,3+(0,3)" 1 B. un=3+(0,3)"1! C.un=0,9+0,3)""1 D. Up=9+(0,3)" "1

152. De uma progressao de 8 termos sabe-se que o primeiro termo é 1 e a soma de todos 0s termos € 148.
Qual ¢ a diferenca entre os termos da progressao?
A.2 B.3 C.4 D.5

153. Qual € a soma dos primeiros 6 termos de uma progressdo geometrica cujo primeiro termo é 3 e razao €
2?
A. 32 B. 64 C. 144 D. 189
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154. Considere uma progressdo aritmética aio = 32 e ais = 46. Qual é diferenca entre os termos dessa
progressao?
A. -5 B.—-3 C.3 D.5

155. Os extremos de uma progressao aritmética de 5 termos sdo 1 e 13. Qual é a soma de todos os termos
dessa progressao?

A.70 B. 35 C.14 D.7
156. Qual é a soma de todos os termos da sucessao (9; 3; 1; %; %; %; %;. .)?
A2 B.2 c.2 D.Z
2 2 2 2

157. Um motorista de taxi foi multados 3 vezes, tendo o valor duplicado de cada vez que pagava uma nova
multa. A dltima multa foi de 204 meticais. Quanto dinheiro pagou na primeira multa?
A. 50 B. 51 C. 52 D.53

158. Um atleta decidiu que a partir do segundo dia de treino ira4 correr sempre mais 3 km do que no dia
anterior. Se no primeiro dia correu 20 km , quantos quilémetros correu no total em 20 dias?
A. 40 km B. 60 km C. 400 km D. 970 km

159. O lucro semanal da venda de laranjas cumpre a ordem de uma progressdo aritmética em que a primeira
semana foi de 200,00MT e a segunda semana foi de 240,00MT. Qual foi o lucro acumulado em quatro

semanas?
A. 1060 B. 1040 C. 1000 D. 440

160. Uma empresa contratou um empregado para trabalhar de segunda a sexta durante duas semanas. O dono
da empresa pagou 200MT pelo primeiro dia de trabalho e nos dias seguintes o dobro do que ele recebeu no
dia anterior. Terminando o contrato, quanto é que o empregado recebeu no total?

A. 400 MT B. 600MT C. 102.400MT D. 204.600MT

161. Um médico veterinario decidiu analisar a producdo de uma populacédo de patos, que iniciou com 50 aves
e obteve nos trés dias seguintes 100, 200 e 400 aves respectivamente. Considerando nula a taxa de mortali-
dade e permanentes as condicdes de reproducdo, qual sera a populacéo total de patos ap6s 10 dias de obser-
vacao?

A. 25600 B. 51150 C. 51200 D. 102300

162.
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