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EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

D

Intégration

EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

EXERCICE 1 RPO

Montrer que x +— /x est uniformément continue sur R .
On pensera a montrer linéquation \/t—\/y < /|z —y] .

|> Indicationl |> Correctionl

EXERCICE 2 RP [

Montrer que In n’est pas uniformément continue sur R . [> Tndication] [> Correction]

EXERCICE 3 RO EXERCICE 4 ROO

n

» Indication

» Indication Calculer

nok
Calculer lim Z%

n— oo n—-4o0o

k=0
> Correction|

» Correction|

EXERCICE 5 w00

Calculer les limites des suites suivantes, en utilisant une somme de Riemann.

n n k 2n
OYXom OXom ® >

k=n-+1
> Indication | |» Correction|

n
1
@ ; VnZ+2kn’

EXERCICE 6 WO Intégrations par parties

Montrer les égalités suivantes avec une ou plusieurs IPP.

1 1
(V) /tlnt dt = 5tzlnt— 1152 + Cste

2) /tsm tdt =

@ /tarctant dt = % ((t2 + 1) arctant — t) + Cste

(1) /(t2—t+1)e*tdt:—

@ /(t— 1)sint dt =sint + (1 —t) cost 4 Cste.

1 1.4
s1nt—tcost+ 3tcos t+ 9sm t 4+ Cste

(t2 +t+ 2) et 4+ Cste

(6) /(t+1)chtdt=(t+1)sht—cht+Cste

1
@ / In (1+¢%)dt =In2 — 2[t — arctant]; :1n2—2+g
0

netl 41

t"Int dt =
® [ eSS
e" T 1
@ / sin(In¢)dt = il
1 2

/\/5 arcsin (%) dt = I
0 1412 V3

[»>_Indication |

[»>_Correction|

EXERCICE 7 MO0 Changements de variables

Montrer les égalités suivantes avec un ou plusieurs changements de variables.

@ /\/idt\/ﬁ2arctan\/f+ Cste
+
Int dt 1 9
@/t—l—tlnt 21n(1+1n t)—l—Cste
o2t
@ /et+df—et—ln(1+et)+Cste
@ /t\/%:arctan (\/tQ—l)—i—Cste
1
@/ 21— dt =
0
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@/0 Vi—z+t 4
@/ cost dt:E
cost—i—smt 4

./ sint qro T
3+cos2t 33
! 1
@ / ztan (2°) dz = —§ln(cosl).
0
./t\/1+ tdt = (1+x)%72(1+x)%+Cste

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 8 OO Décomposition en éléments simples

Calculer les primitives des expressions suivantes.

1 T
®x3_x @x4+1

T —2 1
@m ®m2+x—|—1
@ 363—:_1 $3z—:i-1

34

r -1 arctan(z)
@x2+2x+2 @ (z+1)?

T 1
O OF et

[»>_Indication | [»_Correction|

a,beR

EXERCICE 9 MmEO

Ydx
Pour tout n € N*, on pose I, = / —
0 (@*+1)

@ Exprimer [,,41 en fonction de I,, pour tout n € N*.

@ En déduire la valeur de I5.

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICES TECHNIQUES

EXERCICE 10 m®»mO Avec les ¢

Soit f : [0, 1[— R uniformément continue. Montrer que f est bornée.

» Correctior

EXERCICE 11 m®P O Avec les ¢

Soit f : R} — R une fonction uniformément continue vérifiant

Vo >0, f(nx) —— 0

n—oo

Montrer que f converge vers 0 en +oo. [> Indication | [ Correction]

EXERCICE 12 mOO

ht
Soit ¢ : R — R la fonction définie par ¢(t) = ST pour t #0 et o(0) =1.
Soit f : R — R définie par

2z
f@) = [ et
x
@ Montrer que f est bien définie et étudier la parité de f.
@ Justifier que f est dérivable et calculer f/(x).

@ Dresser le tableau de variation de f.

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 13 mOO

Soit f(x):/gJ ﬁ

Int

Calculer les limites de f en 0Tet +o00, la limite en +o0o de f(x)/x et montrer que
f(x) tend vers In2 quand x tend vers 1 .

@ Montrer que f est de classe C* sur R mais qu’elle ne l'est pas sur R.

@ Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

> _Indication | > _Correction|
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EXERCICE 14 B0 EXERCICES "COMME EN COLLE"

n
Donner une équivalent de S, = E VEk. > Indication » Correction|
k=1

EXERCICE 17 m»m O Subdivision la moins fine

EXERCICE 15 mP O

Soit f : [a,b] — R une fonction en escalier.

Déterminer les limites sans calculer les intégrales. ) ) T L
Montrer qu'’il existe une subdivision o du segment [a,b] adaptée & f telle que toute

) T, ) 2 ot 4t autre subdivision adaptée a f soit plus fine que o. [» Tndication | [ Correction]
@ lim sint” dt @ lim
z—0t J_, z—0+ J, t EXERCICE 18 BOO
2x 2x 1/t . .
. dt el/
@ lim / _at @ lim / dt Soit f continue de R dans R telle que
z—+4oo [ Int z—+too [, t 2y+x
g 2 Woy) €Rfa) ~ f0) = [ po
t 1/t ) )
@ lim / SIME ¢ @ lim / cos(1/t) dt 2ty
z—+oo [ t z—+oo [, t
Montrer que f est de classe C! et déterminer f. [> Indication | [> Correction
> _Indication | > Correction|

EXERCICE 19 H @ [ |

EXERCICE 16 m® O Calcul avec les racines de ’unité

" 2 n (2n)\

(2 ’ . A . S . .

Soit P = E a:k;Xk S C[X] Montrer que / |P (619) | df =2m E |ak|2 . » Indicatipn Déterminer la limite de la suite ((nnnl ) ) . » Indication » Correction|
k=0 0 k=0 neN

» Correction|

EXERCICE 20 MP O Egalité de Taylor-Lagrange

Soit f : I — R une fonction de classe ¥" ! et a < b€ I.
@ Définissons I'application

A
(n+1)!

) (g
gp:x»—)f(b)—zf k‘( )(b—x)k—i—

k=0

(b - x)n+l )

ou A est une constante choisie de sorte & ce que p(a) = 0.
Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que ¢'(c) = 0.

@ En déduire qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que

" k) (g (n+1)
0 =3 o a0t Lo,
k=0 )

> _Indication | > _Correction|
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EXERCICES "COMME EN COLLE"

EXERCICE 21 H @ [ |
Soit f : [0,1] — R continue.
1
Montrer que n2/ (2" — 2™ ) f(z)dz — f(1).
0

EXERCICE 22 mRP [

2n
. . 1
Calculer ngrfoo E sin (kz) .

» Indication » Correction|

k=n-+1
2n
On pourra commencer par calculer lim E — bour ao=1¢et 3. > Indication
n—-+oo 7
1=n—+1

» Correction|

EXERCICE 23 HEY
Etudier la suite de terme général

r)+r@)+---4r(n)

Uy = 5 , VneN,
n
avec r(k) le reste de la division euclidienne de n par k.
—r(1 e _
On pourra étudier la suite de terme général v, = (n—r(1)+ 5 +(n—r(n) .
n

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 24 mP [

» Indication » Correction|

Soit f : x +— x|z] —|z]?. Calculer / f(t)dt oun € N.
0

EXERCICE 25 BP

sint 2 cost
Considérons les intégrales I = dt et J= /
0

0 \/1 + 2sintcost
@ Calculer I + J.

@ Montrer que I = J par un judicieux changement de variables.

@ En déduire la valeur de I.

> _Indication | > _Correction|

——— dt
v1+2sintcost

EXERCICE 26 ME O Equivalent avec Taylor

Pour tout n > 1, posons u,, = Z k2 . Montrer que (u,),, converge vers une limite

¢, puis donner un équivalent Slmple de Un, — £, quand n tend vers +oo.
EXERCICE 27 HRY
Soit f : [a,b] — R continue.
@ Montrer qu’il existe une subdivision (w,(cn)) telle que
ke[0,n]
x;cn) 1 b
vk € [1,7], / F(t)dt = 7/ Ft)at
o) nJ,
k—1
Lg~
D/ . . . — n .
@ éterminer la limite de - Z x,
k=1
> Indication | > Correction|
EXERCICE 28 W @ [ |
Soit f:[0,1] — R de classe ¢’1. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que
! 1
[ swa= o)+ 5500
0
[»>_Indication | [»>_Correction|
EXERCICE 29 mP[O
. , . . . sm kx
Soit z,, I'abscisse du premier maximum local de f,, : x — R;.
k=1
sint o .
Montrer que fn xn — / — dt . » Indication » Correction|

EXERCICE 30 mEO

Soit n € N. Déterminer la borne inférieure de la partie de R définie par

< c/olf(t)dt} .

E = {ceR 'er%o([o,l],m),/olf(%)dt
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PROBLEMES

> Indication | > Correction|

PROBLEMES

EXERCICE 31 mEP  Seconde formule de la moyenne

Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions continues avec f décroissante et positive.
n—1 ap+1
@ Pour tout n € N*, on pose S, = Z f (ak)/ g(t)dt, avec a, =a+ k@.
k=0 ak
b
Montrer que S, —>/ f@®)g(t)dt .
n—-+00 a
@ Soit G la primitive de g s’annulant en a. Montrer que

f(a) ~g}£(0) < Sy < f(a) -r[r;%?(G) -

b c
@ En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] vérifiant / f@)gt)dt = f(a)/ g(t)dt .

@ Soient f,g : [a,b] — R continues avec f monotone. Montrer qu’il existe ¢ € [a, ]
tel que

b c b
/ F(Hg(t)dt = (a) / o)t 1 £(b) / o(t)dt

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 32 mwmO

1 n
Soit I, ::/ x dz .
o T+1

@ Montrer que I,, — 0 en décroissant.

@ Simplifier I,, + I,,+1 et en déduire une expression de I,, & 'aide d’un symbole .

N

, . . (=1t
@ Déterminer lim -
N——+oco — n

Y (-)r
Dét i li .
@ eterminer Nirﬁm; o+ 1

n

1
On pourra faire les mémes étapes avec  J, 1= / dz .

o 2+1

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 33 BP0 Inégalité de Wirtinger

Soit f : [0, 7] — R une fonction de classe ¢! vérifiant f(0) = f(7) = 0.

@ Montrer que la fonction z — f(x) cotan(z) est prolongeable par continuité

sur [0, 7).

@ Montrer 'existence et déterminer la valeur de la limite en O de
x> (f*(x) + f*(r — 2)) cotan(z) .
@ Montrer que, pour tout z €]0, 7|,
[ - 10 otno)? a
= (F(x) + f2(r — 2)) cotan(z) + / T - ) e
@ En déduire I'inégalité suivante dite de Wirtinger

/ " P < / NEONS

(4) Cas d’égalité. Supposons / FA)dt = / F2(t)dt.
0 0

@ Montrer que, pour tout x €]0,7 [, f'(z) = f(z) cotan(z).

@ En déduire que f est colinéaire a la fonction sin.

[»>_Indication | > _Correction|
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( Indications

EXERCICES D’APPLICATION DU COURS @ u=vE-1

@ t = sin u, attention a la bijectivité du changement de variable

INDICATION POUR L’EXERCICE 1 @ t = sinu, attention a la bijectivité du changement de variable
@ u=m/2—1
[ A retour a ’EXERCICE 1 j
6 u = cost
INDICATION POUR L’EXERCICE 2 @ u = 22

tellement plus simple avec une IPP...

[ A retour & ’EXERCICE 2 j

[ A retour a ’EXERCICE 7 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 3 _____  INDICATION POUR L'EXERCICE 4 _____

On utilise le théoréme de Taylor Lagrange On utilise le théoréme de Taylor Lagrange INDICATION POUR L'EXERCICE 8 Décomposition en éléments simples
pour majorer la distance entre la somme pour majorer la distance entre la somme
et la valeur que ’on reconnait a partir des et la valeur que ’on reconnait & partir des

DL. DL. [ A retour a 'EXERCICE 8 j

[ A retour & 'EXERCICE 3 J [ A retour & 'EXERCICE 4 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 9

INDICATION POUR L'EXERCICE 5

[ A\ retour & ’EXERCICE 9 j

[ A retour & ’EXERCICE 5 j

INDICATION POUR L’'EXERCICE 6 Intégrations par parties EXERCICES TECHNIQUES

[ A retour & ’EXERCICE 6 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 7 Changements de variables
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ExERcICES "COMME EN COLLE"

INDICATION POUR L'EXERCICE 10 Awvec les ¢

INDICATION POUR L’EXERCICE 17 Subdivision la moins fine

[ A retour & 'EXERCICE 10 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 11 Avec les ¢

[ A retour a ’EXERCICE 17 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 18

[ A retour & EXERCICE 11 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 12

[ A retour & ’EXERCICE 18 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 19

[ A\ retour & ’EXERCICE 12 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 13

[ A retour a 'EXERCICE 19 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 20

[ A\ retour & ’EXERCICE 13 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 14

[ A retour & EXERCICE 20 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 21

[ A\ retour & ’EXERCICE 14 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 15

[ A retour a ’EXERCICE 15 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 16 Calcul avec les racines de 1’unité

[ N retour & 'EXERCICE 16 J

EXERCICES "COMME EN COLLE"

[ A retour & ’EXERCICE 21 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 22

Egalité de Taylor-Lagrange

[ A retour & 'EXERCICE 22 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 23

[ A retour a ’EXERCICE 23 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 24

[ A\ retour & ’EXERCICE 24 ]
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INDICATION POUR L’EXERCICE 25 INDICATION POUR L’EXERCICE 32
[ A\ retour & ’EXERCICE 25 J [ A retour & ’EXERCICE 32 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 26 Equivalent avec Taylor INDICATION POUR L’EXERCICE 33 Inégalité de Wirtinger
[ A\ retour & ’EXERCICE 26 ] [ A retour & 'EXERCICE 33 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 27

[ A retour & ’EXERCICE 27 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 28

[ A retour a 'EXERCICE 28 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 29

[ A retour a 'EXERCICE 29 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 30

[ A retour a ’EXERCICE 30 ]

PROBLEMES

INDICATION POUR L’EXERCICE 31 Seconde formule de la moyenne

[ A retour a 'EXERCICE 31 ]
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EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

( Corrections )

EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

Correction de I’EXERCICE 1

Pour y > donc

0, (Vi- VB =y+z-2/m<y-z,
0,lvy— V| <
Soit € > 0. Considérons 1 = &2 > 0. Pour tout z,y > 0,

n=Vy— V| <Vly-z|<Vn=¢

La fonction racine carrée est donc uniformément continue.

x et y jouant des roles symétriques, | Vz,y > \/w

ly — x| <

[ A retour a ’EXERCICE 1 j

Correction de I’EXERCICE 2

VI = VE <

=T

DSCHES USSR
k=1n2+k2_nk=11+(k/n)2 n—too Jo 14+t2 4

n k 1 < k/n N Loy 1
@ ;TLQ—FICQ nI;l—i—(k;/n)? n—+o00 14+ 22 v 2 .

0

WI+2z)i=v3-1

= 1 ! dx
@ ;\/HQ—F?kn nz\/l—l—Zk/n 400’ /0 Vitor
e~ 1 Loqt
@ Z :ﬁ 1_‘_&_} : —1+t:ln2

p= n+1 k=1 n

[ A\ retour a ’EXERCICE 5 j

Correction de PEXERCICE 6 Intégrations par parties

Par I’'absurde supposons que x + Inx soit uniformément continue sur RY .
il existe n > 0 tel que

Ve,y >0,y —z| <n=|lny—Inz| <e

<x —|—7]>
n — 400.
x r—0t

Pour y =z + 7,

|[Iny —Inz| =

Absurde.

[ A\ retour & ’EXERCICE 2 j

Correction de I’EXERCICE 3 Correction de I’EXERCICE 4

Voir cours. Voir cours.

[ A retour & 'EXERCICE 4 J

[ A retour & 'EXERCICE 3 j

Correction de I’EXERCICE 5

Pour € =1,

[ A retour & 'EXERCICE 6 j

Correction de PEXERCICE 7 Changements de variables

[ A retour & 'EXERCICE 7 ]

Correction de EXERCICE 8 Décomposition en éléments simples

[ A retour & 'EXERCICE 8 j

Correction de I’EXERCICE 9

Une intégration par parties donne, en posant u(z) = (22 +1)" " et v'(z) = 1,

1 1 2 1 2
T T 1 T
I, =|——= +2n/ ——dx + 2n / ——dx
n |:($2 + 1) :|O 0 (1‘2 + 1)7L+1 2 0 (1,2 + 1)7L+1

1 2 1 2 1
1 1
r’/ x—nﬂdx:/ Lnudm_/ et = I g
o (z241) o (z2+1) 0o (z2+41)

En regroupant les termes, on trouve

o2n —1 1
= Ih41 = I, +

1
Dt 5o 2n n2n+1

2n[n+1 = (271 - on
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Ona I, = [arctanz]} = %7 donc I, =

[ A\ retour & ’EXERCICE 9 j

ol 2

B~ =

10

EXERCICES TECHNIQUES

Correction de ’EXERCICE 10 Avec les ¢

Pour £ = 1, il existe a > 0 tel que
Ve,y € [0, 1) [y —z[<a=[f(y) - f(=)| <1

Par suite, pour tout z € [1 —«, 1[, on a |f(z) — f(1 —«a)| < 1 puis |f(z)| < 1+|f(1—a)].
De plus, la fonction f est continue donc bornée sur le segment [0, 1 — ] par un certain
M. On a alors f bornée sur [0, 1] par max {M,1+ |f(1 — a)|}.

[ A retour a 'EXERCICE 10 )

Correction de ’EXERCICE 11 Avec les ¢

Soit € > 0. Puisque f est uniformément continue, il existe o > 0 vérifiant
Va,y > 0,ly —z| <a=|f(y) — f(z)| <e

Considérons alors la suite de terme général, pour tout n € N, u,, = f(n«). Puisque
celle-ci converge vers 0 par hypothese, il existe N € N| tel que Vn > N, |f(na)| < e .
Posons A = Na. Pour > A, il existe n > N, tel que |na —z| < « .

On obtient done |f(z)] < |f(x) — f(na)| + |f(na)| < 2e, qui est la définition de f
convergeant vers 0 en +o00.

[ A retour a 'EXERCICE 11 ]

Correction de I’EXERCICE 12

@ © est continue sur R (on vérifie en 0) donc f(x) existe. De plus,f est impaire, car

t u=—t U

—2x 2x
Vr € R*, —z € R* etf(fx):/ sht g = 7/ Sh—udu:ﬂ“(ﬂc)

—x

@ ¢ est continue donc posseéde une primitive F. Comme f(z) = F(2z) — F(z),
pour tout x € R*, et que 'on peut vérifier que la limite en 0 est finie, f est

dérivable (et méme C'), d’aprés le théoréme de prolongement de la dérivée et
sh 2z — sh
Flz) =227 our € R et £1(0) = 1.
x
@ Pour tout > 0, on a sh2z > shx donc f'(x) > 0. Ainsi f est croissante sur R.

2z
h
Puisque f(z) > / sTx dt = shazln2, ona f(x) - 400 quand z — +oo.

T
On compléte le tableau de variation par parité.
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( A retour a 'EXERCICE 12 )

Correction de ’EXERCICE 13

@ La fonction f est définie sur |0, 1{U]1, 400[ car pour chaque  dans ce domaine, la
fonction t + 1/Int est définie et continue sur le segment d’extrémités x et 22 car 1
n’y appartient pas. Pour z €]0,1[, on a pour tout t € [m2,x] ,2Inz < Int <

puis par encadrement d’intégrales

$2*IE 1‘2

< flo) <

— X

2lnzx Inx

et donc f(x) —> 0. L’encadrement est identique pour x > 1 ce qui permet

d’affirmer f(z ) ——% +oo et f(r)/x —— +00. On peut aussi écrire
— 400 T—r—+00

(@) :/ ﬁ dt

et par encadrement du ¢t du numérateur par = et x2
xl(x) et 221(x) avec

2
voode

[ln | In#[])2"

d'ott f(z) —= In2.
x—1

@ On introduit H primitive de ¢ + 1/Int et on démontre que f est de classe C* sur
Cette dérivée étant de classe C*°, on conclut
On prolonge f par continuité en 1 en posant
= In2 et puisque f’'(x) :—1> 1, la fonction f est de classe C! sur ]0, 400 |

]0,1[U]1, 400 [ avec f'(z) = L.
que f est C* sur |0, 1[U]1, +o0l.
f()
avec f'(1) = L.

voisinage de 0 donc = — h””

étre prolongée en une fonction de classe C*° au voisinage de 0 .

@ f est croissante, convexe, branche parabolique verticale en 400, tangente horizon-

tale en 'origine.

, on obtient f(x) encadré par

Par développement en série entiere h — M est C™ au
est C*° au voisinage de 1 et par passage a l'inverse
x> f'(x) est C* au VOlsmage de 1. Finalement f est C* sur |0, +oo[. Le calcul
de f”(x) permet de justifier que f” n’a pas de limite finie en 0 et donc f ne peut

Inx

11

( A retour a 'EXERCICE 13 )

Correction de ’EXERCICE 14

EXERCICES TECHNIQUES

On peut écrire

1< [k
k=1
et
R T k
n n n n
k=1 k=1

avec f : ¢+ +/t définie et continue sur [0,1]. Par somme de Riemann

1
gt3/2 — g
3 0 3

i (i) [ o

donc 9
S, ~ =32
3

( A retour & 'EXERCICE 14 ]

Correction de I’EXERCICE 15

@ Quand z — 07,

'/ sin ¢ dt‘g/ |sint2|dt</ 1ldt =2z —=0

donc [ sint?dt — 0.

@ Quand z — o0,

/Zx dt /236 dt
< i
s In2z . Int

x / 2 qt
< —
In 2z L, Int

donc

puis
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EXERCICES TECHNIQUES

@ Par intégration par parties

2z 2x 2x
t t t
/ sin g — {cos ] B / cos dt
Lt t ], ), ¢

Or quand xz — +o0,

cost 2
L) o
xr

2z 2x 2z
t dt 1
/ COSs dt‘ / ? = |:— :| — 0
= sz U t

xr
2x
sint
/ Mg o
= t

@ (a) Quand x — 07, par croissance de la fonction exponentielle

2xez 2xet 2z 2m
/—dtg/ —dtg/ T
z t st s 1t

donc

donc

2x et
e’In2 </ N dt <e**1n?2

puis par encadrement

2z et
/ — dt —=1In2
z U

@ Quand = — 400, par décroissance de la fonction t — e/t

2z 1/2x 2z 1/t 2z \1/x
(S e e
/ dt g/ ° dtg/ dt
T t T t T t

2x el/t
el/’”ln2/ - dt <e'/**1n2
xr

donc

puis par encadrement
1/t

2z
/ eT At — In 2

[x; 22] done

t

puis

et par encadrement

A retour a 'EXERCICE 15 )

[ 1P e

Or, pour tout m € Z,

Par conséquent,

2m
/ ‘P 619
0

( A retour a ’EXERCICE 16 ]

12

2x
cos (1> In2 < / Ls(l/t)
T = t

Ecrivons dans l'intégrale que ‘P (e

2m
/ e 4 = { 20
0 ™

Quand z — 400, pour x assez grand, la fonction ¢ — cos(1/t) est croissante sur

2x
dtg/ cos(i/2x) gt

x

1
dt < cos () In2
2x

2x
/ Cos(tﬂ At — In 2

Correction de ’EXERCICE 16 Calcul avec les racines de ’unité ___

i0) |2 i i
O =P () P ()
27
dH—ZZakal / e'=00qp
k=0 (=0

sim##0
sinon

n n
2 a0 = Z aRaR2m = 271'2 |ak|2
k=0 k=0



MPSI 2 - FABERT

TD : Intégration

EXERCICES "COMME EN COLLE"

EXERCICES "COMME EN COLLE"

Correction de ’EXERCICE 17 Subdivision la moins fine

Soit A l'ensemble des n € N tel qu’il existe une subdivision o = (aq,...,a,) adaptée
a f. A est une partie non vide de N, elle posséde donc un plus petit élément p. Il
existe une subdivision o = (ag, ..., a,) adaptée & f. Montrons que toute subdivision

o' = (bg,b1,...,b,) adaptée & f est plus fine que o.
Par l’absurde : supposons 3 € {1,2,...,p — 1} tel que a; ¢ {bo,b1,...,b,}. On
peut alors affirmer qu’il existe j € {1,2,...,n} tel que a; €]bj_1,b;[. Comme o

et o’ sont adaptées & f on peut affirmer que f est constante sur ]a;_1,a;[,]a;, a;y1]
et |bj_1,b;[ puis que f est constante sur |a;,_i,a;11[. Par suite la subdivision ¢’ =

(@o,---,ai—1,Git1,---,ap) est adaptée & f or cela contredit la définition de p.

[ A retour a 'EXERCICE 17 )

Correction de ’EXERCICE 18

Puisque continue, la fonction f admet une primitive F sur R et
Vz,y €R, f(z) - f(y) =F(2y+=) - F(2x +y)
Pour y € R fixé, on obtient
frax—= fly) + Fy+1z) — F(2z +vy)

Puisque la fonction F est de classe C!, on obtient que f est de classe C! et

f@)=fQy+a)-2f(2z+y)
En dérivant cette relation en la variable y, on obtient

0=2f'Qy+xz)—2f 2z +vy)
et donc

fRy+a)=f(22+y)

Puisque pour tout (s,t) € R?, il existe (z,y) € R? vérifiant

20 +y=s
r+2y=t

on peut affirmer que la fonction f’ est constante. On en déduit que la fonction f est
affine. Par le calcul, on vérifie que, parmi les fonctions affines, seule la fonction nulle
vérifie la relation proposée.

13

[ A retour a 'EXERCICE 18 j

Correction de ’EXERCICE 19

On a
o ((22)

La fonction  — In(1 + ) étant continue sur [0, 1], on obtient

ln<(f:73:> ) — /Olln(1+x)dx:2ln2—1
() -

3=

)= 1= (10 )

k=1 k=1

3=

On en déduit

[ A retour a 'EXERCICE 19 ]

Correction de ’EXERCICE 20 Egalité de Taylor-Lagrange

@ La fonction ¢ est dérivable sur [a, b] (car f est de classe ") et (a) = ¢(b), on
peut donc appliquer le théoréme de Rolle et il existe ¢ €]a, b| tel que ¢’(c) = 0.

@ Le calcul explicite de la dérivée de ¢ donne pour x € I

") (g N (k1) ()
(P/(:E):Zf ()(biz)kflizf ;'()(bfx)kfé(bfx)n
k=0

£ (k—1)!
F D ()

= _T(b —z)" — %(b —z)".

La condition ¢'(c) = 0 entraine alors A = —f("*1(¢). La formule de 1’énoncé

n’est alors que I'égalité ¢(a) = 0.

[ A retour a 'EXERCICE 20 )

Correction de I’EXERCICE 21

Nous allons montrer le résultat équivalent suivant

1
lirrln(n +2)(n+ 1)/0 (2" —2™) f(z)dz = f(1)
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1 n n
En effet, [ (¢ —2"*') dz = ;qyprgy donc et donc . 1 m
1 lim Z sin (k) = lim Z —=1In2
F(1) = (n+1)(n+2) / (z" — 2"+ f(1)da. e S SRt S
0

Par suite,

Fixons € > 0 et considérons, par continuité de f en 1,77 > 0 tel que, pour tout = €
[, 1], |f(x) — f(1)] < e. Ainsi,

(n+2)(n+ 1)/0 (2™ — 2™ f(z)dz — f(l)‘ < (n42)(n+1) /071 (" — 2" ) | f(2)—f(1)

Majorons f par M sur [0,1],

(n+2)(n+1) /77 (2™ — 2™ [f(2)— f(1)|dz < 2M (n+2)(n+1) /n(l—x)x" dz < 2M (n+2
0 0

Ce dernier terme tend vers 0 donc a partir d’un certain rang N, il est inférieur a e.
Donc pour n > N,

(n+2)(n+1) /0 (" — 2") f(a)da f(l)‘ <2

ce qui est la définition de la limite annoncée par I’énoncé.

( A retour a 'EXERCICE 21 )

Correction de I’EXERCICE 22

Par somme de Riemann, on a, pour a > 1

2n n

1 1 1 Lot
—=nrey —>0></ o =0.
it " N4 (1 + %) o (1+1)
Sachant pour z > 0
3
T
— — <sinz <
T 5 sinz < x
on obtient ) ) )
N a! O N =
RN ED T D O
k=n-+1 k=n-+1 k=n+1

1 1
(n+2)(n+ 1)/0 (:l:" - 1:’”1) f(z)dz — f(l)‘ < (n+2)(n+1)/0 (:17" - :17"+1) |f(z)—F()|d

A retour a 'EXERCICE 22 ]

Correction de I’EXERCICE 23

*La division euclidienne de n par k s’écrit
n=|n/klk+r(k)

et donc
n—r(k) =k(n/k]

dz+e,
puis

"k qui fait penser & une somme de Riemann associée a la fonction f : ¢~ ¢|1/t] définie
et continue par morceaux sur |0, 1]. Bien qu’elle soit prolongeable par continuité en 0 ,
ce prolongement n’est pas continue par morceaux sur [0, 1] (il n’existe pas de subdivision
finie du segment [0, 1] qui soit adaptée) et ’on ne peut donc pas employer directement
le théoreme du cours relatif aux sommes de Riemann : cela va nous obliger & un petit
découpage...

Soit N € N*. On peut écrire

1 /K] kn 1 - kn
DI [ D D 1
k=1 k=[n/N]+1
D’une part
[n/N] [n/N]
1 kn 1 |n/N| 1
n Z: E[EJ Sh 1;1 Is= 7 Sw

et d’autre part, par les sommes de Riemann

n

1
n—[n/N] 2

k=|n/N]+1

Par le changement de variable v = 1/¢

/;NtLl/tJdt:/lN

:‘?

14
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puis

L 1 1 1
1 Z z —
[ wma=53 (e —rritr) =3 2

k=1

et 'on remarque que

N+1 2
32 B i 12
2 £ k7 Nooo 12
En choisissant N assez grand pour que 1/N < ¢ et % gioN 4o k% < e, ona

N
7T2 2

12

n—|n/N| 1
- n n—|n/N|

Un —

k=|n/N+1]
Puis pour n assez grand

2

12

Un —

n k2 12
k=N+2

oo 2
<E+7n—Ln/NJ ( Z 1+E>+ Lnilel

ce qui donne
2

5+2€+E£
12

2
Up — ==

12

Finalement v,, — 72/12 puis u,, — 1 — 72/12

[ A\ retour & ’EXERCICE 23 ]

Correction de I’EXERCICE 24

I

D’apres la relation de Chasles,

/f t)dt = /f dx—Z/kH

N T ek e = S (L 2
_kz—o/k (kz — k) d _Z<2k(2k+l) k)
n(n—1)
4

[ A retour a 'EXERCICE 24 )

Correction de ’EXERCICE 25

15

@ Commencgons par réécrire le dénominateur : pour tout ¢,

1+ 2sintcost = cos®t + sin? ¢ + 2sint cost
= (cost +sint)?

Remarquons ensuite que, sur 'intervalle étudié, cost + sint > 0 donc
V14 2sintcost = cost +sint

Par conséquent,

I4+J— b Sint—i—.cost df — %dt:E
o V1+4+2sintcost 0 2
@ Utilisons dans I le changement de variable t = 5 —x :
sin (2 —x
(2 ) (7(11')

/ \/1+2s1

COsS T

0 \/1+2smxcosac

g:I—FJ:ZIdoncI:%.

f—x)cos(g—x)

@ En conclusion,

[ A retour a 'EXERCICE 25 )

Correction de I’EXERCICE 26 Equivalent avec Taylor

@ En écrivant
1 « 1
T D
k
" (7)1
on reconnait une somme de Riemann de la fonction f : x — H% continue sur
[0,1] (somme des rectangles a droite). Par conséquent,
|
limu, = ——— dz = [arctanz]} = —
" /0 1+ 22 [ Jo
@ Pour avoir le terme suivant du développement asymptotique de u,, écrivons la
formule de TaylorLagrange pour f entre % et x

-1 (2)- (- )r (2) 2

k2

n
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avec My = sup | f”]. Intégrons entre £=1 et £ en utilisant que la valeur absolue de
Iintégrale est inférieure a l'intégrale de la valeur absolue,

/flﬂwa—;f(z) 2nzf( )

( A retour a 'EXERCICE 26 )

Mo
= op3’

Correction de I’EXERCICE 27

@ L’application F' : = + [ f(t)dt est continue, strictement croissante (car sa

dérivée, f, est strictement positive) donc réalise une bijection de [a, b] dans [F'(a), F'(b)]

[0, F'(b)]. Par conséquent, pour tout k € [0, n], il existe un unique antécédent a:,(c")
par I a la valeur %F(b) Par construction, pour tout &k € [1,n],
(n)

[ war=p () <P (o) = Lrw =L [0

@ D’apres la premieére question, x,(gn) =F! (%F(b)) pour tout k € [0,n]. Ainsi, la
somme recherchée est une somme de Riemann

N m _ 1 ~ 1 (K /1 -1
— =—>» F —F(b F7H(tF(b))dt
n};zk n}; RO ) = [ F )

Simplifions cette derniére expression, en posant z = F~1(tF(b)),

1 -1 *L bz x)dx
/OF (tF(b))dtfabf(t)dt/a f(z)d

( A retour a 'EXERCICE 27 )

Correction de ’EXERCICE 28

Notons F' : x +— fo t)dt. Comme f est de classe €, F est de classe ¢?; la formule de
Taylor avec reste 1ntegral donne alors

F(z) = F(0) + F'(0) + /0 e — O (at

16

soit en appliquant en 1 ,

tAf@“=f@%ﬂ£ﬂ—0f®&

Or

1 . ; ! , ! /_1 /
imlr]lf —/0 (1 —¢)dt min f’ < /0(1—t)f (t)dté/0 (1 —t)dtmax f —Qmaxf

[0,1 [0,1]

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction continue % il
existe ¢ € [0, 1] tel que

! 1
|a-orwae= e
0

ce qui donne bien le résultat désiré.

( A retour a 'EXERCICE 28 )

Correction de ’EXERCICE 29

Commencons par déterminer x,,. La fonction f, est dérivable (comme somme de fone-
tions dérivables) et, pour tout x € Ry,

= Z cos(kx)
k=1

Pour tout « ¢ 27Z, cette dernieére somme se calcule comme partie réelle d’'une somme
géométrique complexe de raison différente de 1 . Apres calculs, on obtient

sin &
fa@) = 2 cos o

sin § 2

Cette expression permet d’obtenir le tableau de signe de f/ (z) au voisinage de 0. Par
conséquent, le premier maximum local de f,, sur R est atteint en z,, = 7. > Remarquons
que fy, (z,,) est une somme de Riemann pour la fonction continue

siz=0
sinon

f:w+—>{ Q

Plus précisément,

Z sm— Z Slnf

™ bmt dt.

En conclusion, f, (z,) —
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( A retour a 'EXERCICE 29 )

Correction de ’EXERCICE 30

[ A retour & ’EXERCICE 30 )

PROBLEMES

Correction de I’EXERCICE 31 Seconde formule de la moyenne

@ En exploitant la relation de Chasles, on peut écrire

b n—1 Qi1
S, [ swgtoa =Y [ (f @) - o) gt
a k=0 Ak
Soit € > 0. Puisque f est continue sur le segment [a,b], elle y est uniformément
continue et donc il existe a > 0 tel que
Vst € [aynl, s — ) < a = [f(s) = f(t)] <<

Pour n assez grand, on a |(b — a)/n| < « et alors pour tout t € [ak, agt+1] on a
lar —t| < a donc |f (ag) — f(t)| < e. On en déduit

b
S — / F(B)g(t)d

[a,b]

n—1 ap+1
< Z/ elg(t)|dt < eM (b — a) avec M = sup|g|
k=0 " @k

Par suite b
Sy ———s / (gt

n—-+4oo

@ En exprimant 'intégrale a I’aide de la primitive G

S0 = 3" F (@) (G (ars1) — G (@)
k=0

17

En séparant la somme en deux, puis en procédant & un décalage d’indice sur la

premiere
n n—1
Sn=Y flar—1)Glar) = Y f(ar) G (ar)
k=1 k=0
puis en recombinant les deux sommes
n—1
Sp = fan-1) G (an) + > (f (ax—1) = f (ax)) G (ax) — f (a0) G (ao)
k=1

Or G (ap) = G(a) = 0 et puisque la fonction f est décroissante et positive

n—1
Sp < fan—1) M + Z (f (ag—1) — f (ar)) M avec M = r[nab>](G
k=1 “

Enfin par télescopage
Sy < f(a0)M = f(a)M

De facon symétrique, on a aussi

Sp = f(a)m avec m = I[nig]1G

@ En passant a la limite ce qui précede, on obtient

b
flaym < / F@®)g(H)dt < f(a)M

Si f(a) = 0, le probléme est immédiatement résolu, sinon, ce qui précéde affirme

que
b
ﬁ / F(Bg(t)at

est valeur intermédiaire a deux valeurs prises par G et le théoréme des valeurs
intermédiaires permet de conclure.

@ Quitte a considérer — f, ce qui ne change rien au probléme posé, on peut supposer
que la fonction f est croissante. En appliquant le résultat précédent a la fonction
t— f(b) — f(t) décroissante et positive, on peut affirmer qu’il existe ¢ € [a, ] tel
que

et il suffit de réorganiser les membres de cette identité pour former celle voulue.
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[ A retour a 'EXERCICE 31 )

Correction de ’EXERCICE 32

@Ona

1
1
0§In</z”dx: —0
0 n+1

donc I, — 0. De plus, pour tout z € [0;1],

" xn—i—l
z+1 S z+1
donc I, < Iny1-
1
I, +1, —_—
+ Inta ——
donc
n -1 n—k
I, = ( ) + (—1)”[0
k
k=1
@ Iy =In2et (—1)"I, — 0 donc
Z 250
k=1
puis la conclusion.
@ Comme ci-dessus, J, — 0. De plus
1
Jp + Jpyo = ——
+ Jnt2 T
donc
n—1
(71)n717k
Jo, = (=1
=D g1 TV

k=0

18

puis
”*1 k+1
— 0
Z 2k+1 _>
=0
d’ou
> T
2k +1 4

k=0

[ A retour a 'EXERCICE 32 )

Correction de PEXERCICE 33 Inégalité de Wirtinger

@ Ecrivons f(z) cotan(z) = f(w):vcotan( ) puis remarquons que

1@

x x—0

1

1(0), zcotan(x) — 1,
z—0

car cotan(z) ~ . Par conséquent, la fonction z — f(x)cotan(x) est pro-

longeable par continuité en 0 .

On procede de méme en 7 en partant de ’écriture

f(x) cotan(z) =

1@

P— (m — x) cotan(x)

@ D’apres les régles générales de manipulation des limites, la quantité

(f2(x) + f*(n — x)) cotan(z) =

converge vers f(0)f(0) + f(m)f’

f(@)(f (z) cotan(z))+ f (m—x)(f (m—z) cotan(r—x))
(r)=0en0.

@ 11 suffit de remarquer que la dérivée de = — f(z) cotan(z) est donnée par

2f(x)f'(z) cotan(z) + f(z)? cotan’(z) = 2f(z) f'(z) cotan(z) — f(z)* (1 + cotan(z)?

= f2(x) — f2(x) — (f(z) cotan(z) — f'(x))”
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@ En faisant tendre x vers 0 dans I’égalité précédente, on obtient que

[P0 - poya= [0 - 50 comno)? a
0 0

Ce dernier terme est positif comme intégrale d’une fonction positive (avec les
bornes dans le bon ordre) donc

/OW f2()dt > /07r f2(t)dt

@ D’aprées l'identité de la question précédente, 1’égalité se réécrit
T
/ (f'(t)— f(t) cotan(t))2 dt = 0. Or, la fonction z — (f'(z) — f(x) cotan(x))*
0
est continue positive donc est identiquement nulle.

@ Résolvons I'équation différentielle ainsi obtenue en remarquant qu'une prim-

itive de cotan sur ]0, 7 [ est Inosin. Ainsi, il existe C € R tel que f : z
Centin@) — Csin(x).

( A retour a 'EXERCICE 33 )

19
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