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Capitulo 1

Fundamentos. Corriente continua

1.1. Introduccidon

La electricidad constituye una forma de energia que esta presente en casi todas las actividades del
hombre de una sociedad desarrollada, ya que gran parte de los aparatos y maquinas que usamos funcio-
nan con ella. Produce efectos luminosos, mecénicos, calorificos, quimicos, etc., y se debe a la separacién
o movimiento de los electrones que forman los 4tomos. Las primeras observaciones de la atraccion eléc-
trica ocurrieron en la antigua Grecia, donde observaron que, al frotar &mbar, éste atraia pequefios objetos
livianos (paja, plumas, tela...). De hecho, el concepto de fuerza eléctrica tuvo su origen en experimen-
tos muy sencillos como la frotacién de dos cuerpos entre si, al ver que cuando se frota una varilla de
vidrio o de &mbar con un trapo o piel, éstas son capaces de desplazar piezas muy ligeras. Asi, aparecié
la propiedad llamada carga eléctrica que causa este comportamiento. Ademads, se observaron dos tipos
de acciones, atraccién y repulsién, asociadas, por tanto, a la existencia de dos tipos de cargas (positiva
y negativa). Con esta premisa, en el siglo XVIII, Benjamin Franklin sugirié que todo objeto posee una
cantidad “normal” de electricidad y, cuando dos objetos se frotan entre si, parte de la electricidad se
transfiere de un cuerpo al otro.

Ademas, la fuerza que acttia sobre dos cuerpos cargados es proporcional al producto de las cargas
e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa, teniendo en cuenta que cargas
iguales se repelen y distintas se atraen (ley de Coulomb). El medio en que se encuentren las cargas va a
influir en dicha fuerza, reflejado mediante la constante de proporcionalidad k (constante de Coulomb):

F:k-Ql'zQzﬁ
r

Esta fuerza es debida a la creacién de un campo eléctrico E. Por tanto, se dice que en una region del
espacio existe un campo eléctrico si al situar en ella cargas eléctricas, se originan fuerzas de tipo elec-
trostatico, regidas por la expresién anterior. De hecho, una carga crea un campo eléctrico en todo el
espacio, y este campo ejerce una fuerza la otra carga. La fuerza es, por tanto, ejercida por el campo en la
posicion de la segunda carga, méas que por la propia primera carga que se encuentra a cierta distancia:

g_ b
4o
siendo gp una carga lo suficientemente pequefia para que su efecto sobre la distribucién de carga sea
despreciable. Entonces, el campo eléctrico es un vector que describe la condicién en el espacio creada
por un sistema de cargas puntuales, siendo, por tanto, una funcién vectorial de la posicién. La fuerza
ejercida sobre la carga testigo gg en cualquier punto esté relacionada con el campo eléctrico por:

= =

F=4qo-E
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1.2. Conceptos fundamentales

1.2.1. Circuito eléctrico

Un circuito eléctrico es un conjunto de componentes eléctricos combinados de tal forma que crean
un camino cerrado por el que puede circular una corriente eléctrica. Hay dos tipos de elementos que se
pueden integrar en un circuito eléctrico:

» Elementos activos. Dispositivos eléctricos que actdan como causas o factores motivantes para la
circulacién de la corriente eléctrica (generadores de tensién o corriente).

» Elementos pasivos. Componentes eléctricos que toman energia de los elementos activos para
transformarla en otro tipo de energia, o acumularla en forma de campo magnético o eléctrico
(receptores: resistencias, bobinas y condensadores).

El anilisis (o resolucién) de un circuito eléctrico existente persigue determinar sus condiciones de
funcionamiento, es decir, definir las ecuaciones correspondientes al circuito, asi como obtener los valores
de determinadas variables importantes a partir de dichas ecuaciones. Por contra, el disefio (o sintesis) de
un circuito eléctrico tiene como objetivo definir el circuito eléctrico, es decir, determinar los componentes
necesarios y su interconexién, para obtener unas condiciones de funcionamiento.

Este curso estd dedicado al andlisis de circuitos eléctricos lineales de parametros concentrados.

» Al considerar que todos los circuitos eléctricos se comportan como sistemas lineales, se cumplen
las dos condiciones mostradas a continuacién:

1. f(x+y) = f(x) + f(y): Larespuesta f a la suma de dos entradas x e y es igual a la suma de
la respuesta individual a cada una de las entradas.

2. f(k-x) =k- f(x): Larespuesta a una entrada que esta multiplicada por un factor de escala k
es igual a multiplicar por este factor a la respuesta a la entrada.

Al considerar el circuito como lineal, se simplifica su tratamiento de los circuitos, y se puede apli-
car técnicas de resolucién de ecuaciones lineales. Sin embargo, debe recordarse que la linealidad
es una aproximacién de la realidad, que no puede aplicarse de manera indiscriminada a cualquier
componente y en cualquier condicién. En particular, los dispositivos electrénicos como diodos o
transistores tienen un comportamiento marcadamente no lineal, de forma que los circuitos que
los contienen no pueden analizarse directamente con las técnicas que aqui se exponen sin realizar
previamente aproximaciones de su funcionamiento.

» El anélisis de circuitos no toma en consideracién las propiedades espaciales de los circuitos ni de
sus componentes, sino que los confina a elementos puntuales con un modelo de pardmetros con-
centrados. Sin embargo, los circuitos eléctricos reales ocupan espacio, las maquinas generadoras
y los receptores tienen grandes dimensiones, y los cables conductores se extienden a lo largo de
longitudes variopintas. Por ejemplo, un conductor real de 100 m se representa con este modelo de
pardmetros concentrados como un conductor ideal con una resistencia en su punto medio. Este
tratamiento es una simplificacién de las ecuaciones del electromagnetismo de Maxwell, y es apli-
cable tinicamente cuando las dimensiones del circuito real son inferiores a la longitud de onda de
la sefial que circula por el circuito. Asi, a la frecuencia de 50 Hz (habitual en sistemas eléctricos in-
dustriales), la longitud de onda de la sefial es de 6000 km, mientras que a la frecuencia de 2.6 GHz
(caracteristica de la telefonia 4G), la longitud de onda se reduce a 11.5 cm.

1.2.2. Variables
Tension eléctrica

El potencial eléctrico en un punto, v(t), es la energia potencial que tiene una carga unitaria en ese

punto debida al campo eléctrico. Dado que la fuerza electrostatica F (definida con la ecuacion (1.1)) es
conservativa, la variaciéon de la energia potencial dV viene dada por:

-

AV =—F.dl = —qy-E-dl
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donde dI es el desplazamiento que experimenta la carga debido al campo eléctrico E.La tensi6n o dife-
rencia de potencial entre dos puntos, u 45(t) (Figura 1.1), es el trabajo realizado por el campo eléctrico
al desplazar una carga unitaria entre esos puntos:

W,
dqo

usp(t) = va(t) —vp(t)

UB
O
B

@ va
A
FIGURA 1.1: Diferencia de potencial

Puesto que el potencial eléctrico es el trabajo electrostatico por unidad de carga, la unidad del SI para
v(t) y uap(t) es el voltio [V]:

1

1

~

1V =

ﬁ.

@ La unidad [V] se escribe en maytsculas en honor a Alessandro Volta, fisico y quimico italiano del
siglo XVIII famoso por la invencién y desarrollo de la pila eléctrica en 1799.

Ademas, el campo eléctrico también es conservativo, por lo que la diferencia de potencial entre A y
B no depende de la trayectoria seguida para realizar el desplazamiento, sino tiinicamente del potencial
existente en cada uno de los puntos (Figura 1.2a). Sin embargo, y pese a que la trayectoria no es relevante,
siempre hay que tener en cuenta el sentido del desplazamiento (Figura 1.2b). Asi, si el movimiento se
produce desde B hasta A.

upa(t) = vp(t) —va(t) = —uap(t).

B B
P +
o # /
r 4 /
4(/
/
.-"I;
A A
(A) Trayectoria (B) Sentido

FIGURA 1.2: Consideraciones sobre la diferencia de potencial

Corriente eléctrica

La intensidad de la corriente eléctrica, i(t), se define como la variacion de la carga eléctrica q(t) que
atraviesa la seccion transversal de un conductor por unidad de tiempo (Figura 1.3).

it) = 990)

dt
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FIGURA 1.3: Corriente eléctrica

La corriente eléctrica se produce por el movimiento de los electrones libres que fluyen por el con-
ductor, es decir, que el sentido real de la intensidad es del polo — al polo + del generador (a través del
conductor). Sin embargo, por razones histéricas, el convenio que se emplea es justo el opuesto, esto es,
del polo + al polo —. La unidad en el SI de la corriente es el amperio [A]:

_1c

1A="—.
1s

La unidad [A] se escribe en maytsculas en honor a André-Marie Ampere, matematico y fisico francés
del siglo XVIII-XIX, que invent6 el primer telégrafo eléctrico y formul la teoria del electromagne-
tismo en 1827.

Cabe resaltar que el amperio es una unidad muy grande, por lo que a menudo se utilizan submulti-
plos (mA, pA...). En algunos casos, puede hablarse también de la densidad de corriente, definida como
el cociente entre la intensidad i(t) y la seccién transversal del conductor S:

La densidad de corriente se mide en el SI en [A/m?], aunque en la industria suele venir determinada en
[A/mm?], al ser ésta una unidad mas manejable.

Corriente continua y corriente alterna

Al estudiar la electricidad, es importante destacar que existen dos tipos de corriente: la corriente
continua y la corriente alterna:

» Corriente continua: La corriente continua es aquella que siempre fluye en el mismo sentido (posi-
tivo o negativo). A su vez, puede ser:

¢ Corriente continua constante: Su valor instantdneo a lo largo del tiempo permanece inalte-

rable (% = 0, Figura 1.4). Suele estar suministrada por pilas, baterias, dinamos, fuentes de
alimentacion de corriente continua, etc.

Y,

FIGURA 1.4: Forma de onda de la corriente continua constante

¢ Corriente continua variable: Su valor instantdneo no es constante a lo largo del tiempo, aun-
que siempre es del mismo signo (negativo o positivo).

» Corriente alterna: Aquella corriente que cambia de sentido (de positivo a negativo, y viceversa)
cada cierto tiempo (% # 0). Se subdivide de nuevo en varios tipos:

¢ Corriente alterna sinusoidal: Los valores absolutos instantdneos son sucesivamente propor-
cionales a los valores que toma el seno de 0° a 360° (Figura 1.5).
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/\ t
\\/ \ Yinaz sen(wt + 0)

FIGURA 1.5: Forma de onda de la corriente alterna senoidal

* Corriente alterna peridédica: Tiene una forma de onda que se repite de manera periédica,
cambiando de sentido, pero no es sucesivamente proporcional a los valores que toma el seno
de 0° a 360°.

* Corriente alterna aperiédica: Tiene una forma de onda que cambia de sentido pero sin seguir
ningtn periodo.

Por comodidad, a la corriente continua constante se la conoce simplemente como corriente continua (CC)
y a la corriente alterna sinusoidal como corriente alterna (CA).

Fuerza electromotriz (f.e.m.)

En todo circuito eléctrico es necesaria la existencia de al menos un elemento activo que suministre
energia eléctrica, de manera que las cargas permanezcan en movimiento y, por tanto, exista corriente
eléctrica. La causa capaz de mantener los electrones en movimiento en un circuito recibe el nombre de
fuerza electromotriz (f.e.m.). Los dispositivos capaces de proporcionar esta diferencia de potencial es-
tacionaria, permitiendo mantener una corriente eléctrica, son los generadores (baterias, pilas, dinamos,
etc.), siendo la f.e.m. (E, e(t) o €) la caracteristica de éstos. Por tanto, la fuerza electromotriz representa la
energia que el generador cede a la unidad de carga eléctrica. Al tener la misma naturaleza que la tensién
eléctrica, también se mide en voltios [V].

Potencia eléctrica

La potencia eléctrica es la variacion del trabajo del campo eléctrico por unidad de tiempo:

dw,
plt) =~
que puede relacionarse con las variables anteriores:
_ AWe dq(t) _

Pt = gy = ()0

La unidad de la potencia eléctrica en el SI es el vatio [W]:

1W:H:1A-1V.
1s

La unidad [W] se escribe en maytsculas en honor a James Watt, ingeniero mecénico, inventor y
quimico escocés de los siglos XVIII-XIX, por sus contribuciones al desarrollo de la maquina de vapor,
fundamental en el desarrollo de la primera Revolucién Industrial.

Para determinar el signo de la potencia eléctrica (Figura 1.6) hay que tener en consideracién los
signos de las variables de las que depende (tension y corriente):

s Cuando las flechas de ambas variables tienen el mismo sentido, la potencia eléctrica es positiva
(P>0)

s Cuando las flechas tienen sentidos opuestos, la potencia eléctrica es negativa (P < 0)
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UAB UAB
e L
A B A B
S —
(A)P>0 (B)P <0

FIGURA 1.6: Convenio de signos para la potencia
En la préctica, no es conveniente trabajar con potencias negativas, por lo que es habitual interpretar este
resultado como potencia absorbida y potencia generada/entregada (Figura 1.7):

» Un circuito o elemento es un receptor (absorbe potencia) cuando la corriente entra por el terminal
de mayor potencial

s Un circuito o elemento es un generador (entrega potencia) cuando la corriente sale por el terminal
de mayor potencial

I I
+ +
Receptor UAB Generador UAB
L~ o e
(A) Receptor (B) Generador

FIGURA 1.7: Convenio de signos para la potencia

Téngase en cuenta, que por el principio de conservacién de la energia, la potencia generada y la
potencia consumida en un circuito deben ser iguales.

Energia y potencia

La energia W es una magnitud fisica asociada con la capacidad que tienen los cuerpos para realizar
un trabajo (emitir luz, generar calor, etc.). Puede manifestarse de distintas formas: gravitatoria, cinética,
quimica, eléctrica, magnética, nuclear, radiante, etc., existiendo la posibilidad de transformar unos tipos
de energia en otros, pero respetando siempre el principio de conservaciéon de la energia. En el S, la
energia (del tipo que sea) se mide en julios [J]. El julio se define como el trabajo realizado por una fuerza
F de 1 Newton [N] cuando provoca un desplazamiento d de 1 metro [m]. Por tanto, una forma de definir
la energia es:

W=F-d

@ La unidad [J] se escribe en maytsculas en honor a James Prescott Joule, fisico e investigador inglés
del siglo XIX, considerado como uno de los fisicos més notables de su época.

Dado que la potencia P se define como la cantidad de trabajo realizado (es decir, la energia W) por
unidad de tiempo ¢ (P = %), también se puede definir la energia como:

W=P-t

Por tanto, otra unidad muy utilizada para medir energia es el vatio-hora [Wh], aunque ésta no es la
aceptada en el SI. Esta unidad representa el trabajo realizado por una maquina de potencia 1 W durante
un tiempo de 1 hora. El Wh se utiliza comtiinmente para medir la energia eléctrica.
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Ejemplo 1.1 ;Cudl es la equivalencia entre un kWh y un J?

1kWh = 1kW - 1h = 1000W - 3600s = 3,6 M|

1.3. Leyes basicas

1.3.1. Ley de Ohm

La ley de Ohm, postulada por el fisico alemdn Georg Ohm (1789-1854), es una ley que establece la
relacion entre la tensién y la intensidad de la corriente eléctrica, de acuerdo a la expresion:

(1.1)

donde R es la resistencia que opone el material al paso de la corriente eléctrica (se profundiza més en el
concepto de resistencia en la Seccién 1.4.1).

1.3.2. Leyes de Kirchhoff

Existen una serie de definiciones previas que es necesario conocer para el analisis y la teoria de
circuitos eléctricos:

= Nudo: unién de 3 o méas conductores
= Rama: elementos conectados entre dos nudos consecutivos
» Lazo: conjunto de ramas que forman un camino cerrado

» Malla: lazo que no contiene ningtn otro en su interior

Ejemplo 1.2 Determinar el niimero de nudos, ramas, lazos y mallas del circuito de la Figura 1.8.

D
FIGURA 1.8: Ejemplo 1.2

Nudos: 4 (A, B, C, D)

Ramas: 6 (AB, AC, AD, BC, BD, DC)

Lazos: 7 (ABDA, BCDB, ACBA, ABCDA, ACBDA, BDCAB, ACDA)

Mallas: 3 (ABDA, BCDB, ACBA) n

Aun era un estudiante cuando en 1845 Gustav Robert Kirchhoff, a la edad de 21 afios, realizé la
primera de sus grandes aportaciones a la fisica, formulando las ahora denominadas leyes de Kirchhoff,
ecuaciones bésicas de los circuitos eléctricos.

s Primera ley de Kirchhoff. Esta ley es el resultado directo del principio de conservacién de la
carga aplicado a los circuitos eléctricos. Se conoce como primera ley de Kirchhoff (1LK) o ley de
Kirchhoff de las corrientes (LKC), y dice que la suma algebrdica de las intensidades de corriente
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que concurren en un nudo es cero. Esto es igual a decir que la suma de las corrientes que llegan a
un nudo es igual a la suma de las que salen:

Y ij(t) =0 (1.2)

Asi, en la Figura 1.9 se cumple que:

i (t) —ia(t) +is(t) —is(t) +is(t) = 0

pyn s
<,
/\f_; N
FIGURA 1.9: Primera ley de Kirchhoff

= Segunda ley de Kirchhoff. Esta ley es consecuencia del principio de conservacién de la ener-
gia aplicado a los circuitos eléctricos. Se le denomina segunda ley de Kirchhoff (LKV) o ley de
Kirchhoff de los voltajes (LKV), y dice que la suma (con signo) de las tensiones a lo largo de un
circuito cerrado es cero. Esto quiere decir que la energia producida por un generador es consumida
por los receptores del circuito para producir algtn tipo trabajo (mecénico, quimico, etc.) o calor:

ﬁui(t) =0 (1.3)

Asi, en el circuito de la Figura 1.10, se cumple que:

uz(t) +ug(t) —us(t) —uqg () —uz(t) =0

A“

llg(f)

FIGURA 1.10: Segunda ley de Kirchhoff

1.4. Elementos de los circuitos

Como ya se mencioné en la Seccién 1.2.1, en un circuito eléctrico existen dos tipos de elementos: los
elementos pasivos y los activos.



1.4. Elementos de los circuitos

1.4.1. Elementos pasivos

En general, en teoria de circuitos se emplean tres tipos de elementos pasivos: resistencias, bobinas y
condensadores. Se dice que un receptor es cualquier dispositivo capaz de transformar la energfa eléc-
trica en otra forma de energia (que no sea solo calor); asi, un ejemplo de receptor es un motor eléctrico
(transforma parte de la energia eléctrica en mecénica).

Resistencia

En el siglo XIX, Georg Simon Ohm descubrié la ley que lleva su nombre (ley de Ohm). Dicha ley
obtiene que, a temperatura constante, la relacioén existente entre la diferencia de potencial entre los bornes
de un conductor y la intensidad de corriente que circula por él es una constante, denominada resistencia
eléctrica:

u(t) = R-i(t)

Por tanto, la resistencia eléctrica representa la mayor o menor dificultad que ofrecen los diferentes ma-
teriales para ser recorridos por una corriente eléctrica. Su valor se mide en ohmios [()]. El criterio de
signos utilizado considerar que la tensién es positiva en el terminal por el que entra la corriente, esto es,
las flechas de tensién y corriente tienen el mismo sentido (Figura 1.11).

Uap Uap

(A) Referencia mediante signo (B) Referencia mediante flecha

FIGURA 1.11: Criterio de signos en una resistencia

La magnitud que determina si un material es mejor o peor conductor se denomina resistividad (p),
medida en [Q)-m] en el SI, aunque en las aplicaciones practicas se suele utilizar el [(2-m?/m]. La resis-
tividad de un material permanece constante si no varia la temperatura (suele expresarse a 20°C). Para
conductores homogéneos, de seccién constante y pequefia comparada con su longitud, la resistencia R
que ofrece al paso de la corriente se puede determinar a partir de:

l

siendo [ la longitud del conductor y S el 4rea de la seccién transversal del mismo. Cabe destacar, por
su importancia en la industria, la resistividad del cobre (pc, = 1/58 Q-mm?/m) y la del aluminio
(041 = 1/36 Q-mm?/m).

Ejemplo 1.3 Calcular la resistencia de un conductor de cobre que tiene una longitud | = 10 m y una

seccion S = 2 mm?.

Aplicando la expresién anterior:

1
= (1/58) - 70 = 0,086 Q)

wn| ~

R=p-
|

Para temperaturas distintas de 20°C, siempre que la temperatura final Ty esté en torno a los 250°, la
resistividad y, por tanto, la resistencia pueden determinarse a partir de las siguientes expresiones:

pr=pn-(1+a-(T;~20); Ry =Ry (1+a-(T;—20))

donde ps y Ry son la resistividad y la resistencia a la temperatura Ty (respectivamente), p20 y Ry son la
resistividad y la resistencia a 20°C (respectivamente) y « es el coeficiente de temperatura.

La inversa de la resistencia se denomina conductancia, G, y se mide en el SI en Siemens [S]. Al ser
lo opuesto de la resistencia, representa la facilidad de los conductores al paso de la corriente eléctrica:

G= (1.4)

L
R
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La unidad [S] se escribe en maytsculas en honor a Ernst Werner M. von Siemens, inventor aleman
del siglo XIX, pionero de la electrotecnia y fundador de la actual empresa Siemens.

Asimismo, a la inversa de la resistividad se le denomina conductividad (), definida como la facilidad
que ofrecen los materiales al paso de la corriente eléctrica, por unidad de longitud y seccién:

! P
El desplazamiento de cargas a través de los conductores produce interacciones y choques entre ellas
que, a su vez, dan origen a un calentamiento del conductor. El fisico britanico James Prescott Joule, en
1841, fue quién cuantificé el valor del calor que se produce en un conductor por el paso de la corriente y
enunci6 la ley que lleva su nombre (ley de Joule): toda la energia que absorbe un conductor homogéneo
por el que circula una corriente eléctrica y en el que no existen f.e.m., se transforma integramente en
calor. Por tanto, la energia “perdida” en forma de calor:

W=P-t=U-1-t=R-I1>-t

cuyo resultado viene expresado en [J]. Sin embargo, una unidad muy utilizada para medir el calor es la
caloria [cal], cuya equivalencia con el [J] es:

1] =0,24 cal

En general, se dird que una resistencia disipa energfa eléctrica produciendo calor, siendo la potencia
disipada:
_p.2
p(t) = R-i°(t)
El concepto de resistencia se utiliza también para definir dos términos muy comunes en teorfa de
circuitos:

» Cortocircuito: Conductor ideal que se une entre dos puntos, haciendo de este modo que su re-
sistencia sea R = 0 Q). El cortocircuito puede llevar cualquier corriente, cuyo valor depende del
resto del circuito, pero la tensién entre sus terminales (por la ley de Ohm) es de uyp(f) = 0V
(Figura 1.12a).

» Circuito abierto: Representa una ruptura del circuito en ese punto, por lo que no puede circular
corriente (i(t) = 0). Se puede considerar como un circuito con resistencia infinita (R — o) y que
puede tener cualquier tensién, que depende del resto de la red (Figura 1.12b).

I A B “aB
— > ¢ ——— _
T — I=0 775y
Uap = 0 A B
(A) Cortocircuito (B) Circuito abierto

FIGURA 1.12: Cortocircuito y circuito abierto

Bobina

Una bobina es un conductor arrollado, con N vueltas, alrededor de un ntcleo (generalmente, de
material ferromagnético). La tensién en bornes de la bobina es directamente proporcional a la variacién
de la corriente respecto al tiempo, con un factor de proporcionalidad L conocido como inductancia o
coeficiente de autoinduccién, medido en henrios [H] (Figura 1.13):

(1.5)

por lo que, en circuitos de corriente continua, una bobina se comporta como un cortocircuito:

dl—(t):O—Mt:O
dt
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La unidad [H] se escribe en maytsculas en honor a Joseph Henry, fisico estadounidense del siglo
XIX conocido por su trabajo acerca del electromagnetismo, electroimanes y relés.

u(t)

FIGURA 1.13: Tension y corriente en una bobina

La relacién inversa de la expresion (1.5) se puede obtener por integracién entre un tiempo inicial ¢; y
un tiempo final ¢, resultando:

/titf dl;T(tt)dt - i,/:f”(t) ~dt = i(tp) —i(t) = % : /:f u(t) - dt

1

i(tf) = i(fi) + % . /:f u(t) - dt (1.6)

1

Se observa que la bobina tiene un efecto de “memoria”, ya que la corriente en un tiempo ¢ no depende
solamente de la entrada i(t) en ese momento, sino también del valor inicial de la entrada. Ademéds, para
establecer un flujo en una bobina, es necesario una energfa de entrada, que queda almacenada después
en forma de campo magnético. La potencia “absorbida” por la bobina seré:

Mﬂzwﬂﬂﬂ:Lﬂwﬁﬁ)

y la energfa almacenada w(t) en un periodo de tiempo entre t; y {7 valdra:

Mn:ﬁ%wymym:t?b#%~mym:%¢¢mﬂfmm2
w(t) = 3L+ [i(ty) — i(t)]? 17)

@ Para entender el concepto de inductancia, es necesario recordar algunos principios del electromag-
netismo.

= Ley de Ampere. Es la ley fundamental que relaciona corrientes eléctricas y campos magné-
ticos. Su versién més simple dice que el producto de N veces una corriente i da lugar a una
intensidad de campo magnético H proporcional a la longitud magnética media de las lineas de
dicho campo I:
H-1=N-i

= Densidad de flujo magnético. La intensidad de campo H origina, alld donde exista, una den-
sidad de flujo B, cuyo valor es:
B = u- H/

siendo y la permeabilidad del material.
= Flujo magnético. Un campo magnético B (constante en magnitud y direccién) que atraviesa
un area S, formando un dngulo 6 con ésta, crea un flujo magnético que se puede calcular como:

¢ =B-S-cos(6)

= Ley de Lenz-Faraday. Un flujo magnético variable en el tiempo induce una fuerza electro-
motriz (fem, e) que es igual en magnitud a la variacién por unidad de tiempo del flujo inducido
en el circuito. Esta fem inducida tiene un sentido tal que sus efectos tienden a oponerse a las
causas que lo producen, por lo que:
dg(t)

T4t

11
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A partir de esto, y con la ecuacién (1.5), es sencillo concluir que, cuando un circuito estd formado
Gnicamente por una bobina alimentada con una intensidad variable (es decir, corriente alterna) el
flujo magnético también cambia y, por tanto, se induce una fem:

dp(t) _, di(t)

dt dt

es decir, la fem inducida es proporcional a la variaciéon con el tiempo de la intensidad de corriente.
Considerando esta expresién y despejando el valor de L, se tiene que:

L _do(t) A dg(r)
M di(t)  di(r)

por lo que la inductancia L expresa la relacién entre el cambio de flujo y el cambio de corriente.

Condensador

Un sistema de dos placas metalicas separadas por una capa dieléctrica constituye un condensador.
Al aplicar tensién, produciendo una separacién de cargas opuestas que se acumulan en cada placa (una
de las placas queda con la carga +Q y la otra con —Q). Del mismo modo que un elemento resistivo se
distingue por el valor de su resistencia R, y una bobina por el valor de su inductancia L, un condensador
se caracteriza por su capacidad C, que es la aptitud que tiene para acumular carga eléctrica. Asi, la
capacidad es la relacién entre la carga q(t) acumulada y la diferencia de potencial aplicada entre ellas
u(t), siendo:

_q()
C= ) (1.8)

La unidad en el SI de la capacidad es el faradio [F]. Se trata de una unidad tremendamente grande, por
lo que en la préctica se utilizan submdltiplos (mF, uF, pE...).

@ La unidad [F] se escribe en maytisculas en honor a Michael Faraday, cientifico britanico de los siglos
XVIII-XIX que estudio el electromagnetismo y la electroquimica.

Durante la carga del condensador, se produce una corriente eléctrica entre las dos placas (Figu-
ra 1.14):

du(t)
dt

iy da(8) 09 d(Cou(t) _ . dult)

dt dt | =C

(1.9)

por lo que, en circuitos de corriente continua, un condensador se comporta como un circuito abierto.

du(t)

T =0—>i=0

i
A=
u(t)
FIGURA 1.14: Tension y corriente en un condensador

La relacién inversa de la expresién (1.9) se puede obtener por integracién entre un tiempo inicial ¢; y
un tiempo final ¢, resultando:

/t'tf db;(tt)dt - é/tffi(t) ~dt = u(ty) —u(t) = é ‘ ./t,tfi(t) dt

st i

u(ty) = u(t) + % . /:f i(t) - dt (1.10)

1

Se observa que el condensador también tiene un efecto de “memoria”, ya que la tensién en un tiempo
tr no depende solamente de la entrada u(t) en ese momento, sino también del valor inicial.
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Al aplicar tensioén a un condensador se produce una separacion de cargas entre ambas placas, lo que
produce un campo eléctrico, quedando almacenada una energia de este tipo. La potencia “absorbida”
por el condensador sera:

. du(t
p(t) = u(t)-i(8) = C-u(e) - 240
y la energia almacenada w(t) en un periodo de tiempo entre t; y ¢, valdra:
t t
w(t) = /fv(t) ) dt= [T MO gy a2t e [u(ts) — u(t;)]?
ti ti dt 2
1 2
w(t) =5 C-[ulty) —u(t;)] (1.11)

1.4.2. Elementos activos
Generadores de tension

Un generador de tensién es un dispositivo fisico, caracterizado por una fuerza electromotriz € que
proporciona una diferencia de potencial U entre sus bornes de salida. Por tanto, impone la tensién a su
salida, mientras que la corriente depende del circuito (Figura 1.15).

= Un generador ideal es aquel que no tiene pérdidas, de tal forma que la diferencia de potencial
entre sus bornes toma siempre el mismo valor que su f.e.m. (usp = €g).

» Un generador real es aquel que tiene pérdidas, caracterizadas mediante una resistencia interna,
en serie, Re,. Al circular una corriente por dicha resistencia, se consume en ella una potencia que
no puede ser entregada por el generador. Las pérdidas internas son la causa de que la diferencia
de potencial entre sus bornes sea inferior a la f.e.m. (145 < €g). Con esto, la potencia generada sera
Py = €4 - 1, la potencia disipada en la resistencia interna P, = Re, - I? y la potencia Gtil P, = Uag -
y, dado que tiene que cumplirse el principio de conservacién de la energfa:

Pg =P, + Pp —>|€g = Uap + Reg | (1.12)
L AN
+ Rfy +
€ CD Uap € CD Uap
B B
(A) Ideal (B) Real

FIGURA 1.15: Generador de tensién

Generadores de corriente

Un generador de corriente es un dispositivo fisico, caracterizado por una intensidad I, que pro-
porciona una corriente I. Por tanto, impone la corriente a su salida, mientras que la tension depende del
circuito (Figura 1.16).

= Un generador ideal es aquel que no tiene pérdidas, de tal forma que la corriente I a su salida toma
siempre el mismo valor que I (I = I).

= Un generador real es aquel que tiene pérdidas, caracterizadas mediante una resistencia interna,
en paralelo, Rj,. Al producirse una derivacion de corriente por esa resistencia, circular una co-
rriente por dicha resistencia, se consume en ella una potencia que no puede ser entregada por el
generador. Las pérdidas internas son la causa de que la corriente suministrada sea menor a la que

13



1. FUNDAMENTOS. CORRIENTE CONTINUA

caracteriza al generador (I < ;). Con esto, la potencia generada serd Py = Uxp - Iy, la potencia
s . o u3 P .
disipada en la resistencia interna P, = R%: y la potencia 1til P, = Uxp - I y, dado que tiene que

cumplirse el principio de conservacién de la energfa:

Po=Py+Py— |l =1+ =28 (1.13)

(A) Ideal (B) Real
FIGURA 1.16: Generador de corriente

Dualidad de generadores

Se dice que dos fuentes son equivalentes cuando suministran el mismo valor de tensién y corriente
a un circuito externo, para cualquier circuito. Esta equivalencia solo puede darse entre fuentes reales.

LAAA. Le
Reg + Ir +

€s G) Uap Iy Q) Ry, Uas

o °
B B
(A) Fuente real de tension (B) Fuente real de corriente

FIGURA 1.17: Equivalencia de generadores

Considérense las fuentes de tensién y corriente, reales, mostradas en la Figura 1.17 La salida de la

fuente de tension es:
Upp = €5 — Re, - 1

y la de la fuente de corriente:

Por tanto, las fuentes son equivalentes cuando las ecuaciones coinciden para cualquier combinacién de
(Uap, I), es decir, si Rg = Re, = Ry,

€
€g=Re, L& [p=-% (1.14)

@ Notese que el polo + de la fuente de tensién queda en la misma posicién que la flecha de la fuente
de corriente

14
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Ejemplo 1.4 Convertir en fuente de intensidad o de tension, segiin corresponda, las fuentes mostradas
en la Figura 1.18.

A A ; A I A
A — ! !

602

wv (%) D)o sa(h) §Q Q§ (Doma

B 22k B B B
(4) (B) (© (D)
FIGURA 1.18: Ejemplo 1.4

GENERADOR (a)

Se puede transformar en un generador de corriente con una resistencia en paralelo de 6Q), y de intensidad
de la fuente Io = % = 3 A, con la punta de flecha hacia arriba.

GENERADOR (b)

Se puede transformar en un generador de corriente con una resistencia en paralelo de 2,2kQ), y de intensidad
de la fuente I¢ = 2/2.% = 4,1 mA, con la punta de flecha hacia abajo.

GENERADOR (c)

Se puede transformar en un generador de tension con una resistencia en serie de 3Q), y de fem de la fuente

e¢ =1,5-3=4,5YV, conel polo + arriba.

GENERADOR (d)
Se puede transformar en un generador de tensién con una resistencia en serie de 4,7kQ), y de fem de la fuente
gg =6-1073-4,7-103 = 28,2 V, con el polo + abajo. "

Fuentes dominantes

Por definicién, una fuente de tensién ideal impone la tensién a su salida. Por tanto, todo aquello que
esté conectado en paralelo con ella estard sometido a su tensién y, en consecuencia, el circuito equivalen-
te estard compuesto tinicamente por la fuente. En estas condiciones, se dice que una fuente de tensién
es dominante sobre las ramas conectadas en paralelo (figura 1.19a).

De forma similar, una fuente de corriente impone la corriente que circula por su rama, por lo que los
elementos conectados en serie pueden ser descartados para obtener un circuito equivalente. Por tanto,
se dice que una fuente de corriente es dominante sobre los elementos conectados en serie (figura 1.19b).

Generadores dependientes o generadores controlados

Pese a no ser estrictamente elementos activos, se comportan como tales. Este tipo de generadores
no tienen valores de € o ig fijos, sino que dependen de la tensién o corriente en otros puntos de la red.
Asi, aparecen fundamentalmente cuatro tipos de generadores dependientes, dependiendo de que cada

[ A A I A ;A
L + + Z 4 +

€g @) Z  Ugs €g @) Uap (T

L] L] L] L]
B B
(A) Fuente de tensién (B) Fuente de corriente

FIGURA 1.19: Generadores dominantes y sus circuitos equivalentes
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1. FUNDAMENTOS. CORRIENTE CONTINUA

generador suministre una tension o una corriente y segtin sea la variable de control una tensién o una
corriente. Estos generadores suelen representarse mediante un rombo:

= Generador de tensién controlado por tensién (Figura 1.20a): su tensién depende de la tensién
entre otros puntos del circuito, siendo el pardmetro &« adimensional [-]

» Generador de tensién controlado por corriente (Figura 1.20b): su tensién depende de alguna
corriente del circuito, teniendo el pardmetro § unidades de resistencia [()]

» Generador de corriente controlado por tension (Figura 1.20c): su intensidad depende de la ten-
sién entre dos puntos del circuito, teniendo el parametro 7y unidades de conductancia [S]

= Generador de corriente controlado por corriente (Figura 1.20d): su intensidad es funcién de la
corriente en otra parte del circuito, siendo el pardmetro ¢ adimensional [-]

A A A A
T T T 1
o Uy + Circuito + Y- Uy T Circuito .
S B-Le Circuito ’ oy T Circuito
B B
B B 4
(A) Tensién—Tension (B) Tension—Corriente (¢) Corriente~Tension (D) Corriente—Corriente

FIGURA 1.20: Fuentes dependientes

@ Si en un circuito solo existen generadores dependientes, el circuito no esta excitado.

Receptores

En este apartado se incluyen aquellos elementos activos que funcionan como receptores (absorben
potencia del circuito). Estos elementos se caracterizan por su fuerza contraelectromotriz (f.c.e.m, E’ o
¢’), que es la energia por unidad de carga que transforman en otro tipo de energia que no sea calor. Al
tener la misma naturaleza que la tension eléctrica y la f.e.m., también se mide en voltios [V]. Como en el
caso de los generadores, se distingue entre receptor ideal y real (Figura 1.21):

» Un receptor ideal es aquel que no tiene pérdidas, de tal forma que la diferencia de potencial entre
sus bornes toma siempre el mismo valor que su f.ce.m. (uap = €’).

= Un receptor real es aquel que tiene pérdidas, caracterizadas mediante una resistencia interna, en
serie, R./. Al circular una corriente por dicha resistencia, se consume en ella una potencia que
no puede ser consumida por el receptor. Las pérdidas internas son la causa de que la diferencia
de potencial entre sus bornes sea superior a la f.c.e.m. (145 > €’). Con esto, la potencia util serd
P, = €' -1, la potencia disipada en la resistencia interna P, = R, - I? y la potencia absorbida
P, = Uup - I y, dado que tiene que cumplirse el principio de conservaciéon de la energfa:

Po=Py+Py—|Upg =€ +Ro-1 (1.15)
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1.4. Elementos de los circuitos

[ A I A
- AAAN
+ Re 4

¢ @) Uag € @) Uap

B B
(A) Ideal (B) Real

FIGURA 1.21: Otros receptores

1.4.3. Eficiencia

Cualquier maquina, dispositivo, etc., tiene una eficiencia' que expresa el cociente entre la potencia de
salida y la potencia de entrada. Puesto que todos los dispositivos/maquinas tienen pérdidas, se cumple
siempre que el rendimiento es menor del 100 % (o 1, si se expresa en tanto por uno). En general, para la
teoria de circuitos, interesa conocer el rendimiento de:

» Generadores:

o/ — Py
1g( %) = P, 100 (1.16)
= Receptores (fundamentalmente, motores):
o _ Pll
fm (%) = =+ - 100 (1.17)
Py

siendo P, la potencia ttil, Pg la potencia generada, y P; la potencia absorbida.

Ejemplo 1.5 Un generador cuya fem es de 120V y resistencia de 0,2 ), da una corriente de 20 A a un mo-
tor situado a 300 m de distancia y de resistencia 0,5 (). La linea que los conecta es de cobre, de resistividad
17,24 mQ mm?2/m. Sabiendo que el motor absorbe 10,2 kWh en 5h, se debe hallar:

1. La fuerza contraelectromotriz (fcem) del motor
2. La seccidn de los conductores de la linea
3. Los rendimientos de: motor, generador, linea y rendimiento total

4. El balance general de potencias

Solucion:

Empezamos dibujando el esquema del circuito y organizando los datos disponibles:

INo deben confundirse los términos de eficiencia y rendimiento. Mientras que eficiencia es la relaciéon entre potencias, el
rendimiento es la relacién entre energias.

17
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A Rg A j\/R\L/\[ C Rm C’ Datos:
I + L €, =120V
R¢ =020
€g Uap Ucp €m I=20A
Ry, =050
o j\/\/\[ N E,, = 10,2kWh (en 5h)
B’ B R D D’ I =300m
Generador L Receptor o = 17,24mQOmm?/m

Donde la resistencia de la linea se divide en dos elementos, para distinguir entre el conductor de aporte y el
de retorno de corriente.

Apartado 1

Para calcular €,,, podemos formular el balance de tensiones (LKV) en la parte del motor:

UCD =1-Ry +e€m
~——"
=20-0,5

Pero para despejar €, en la expresién anterior, necesitamos calcular Ucp.

Opcion 1: aplicar el balance de tensiones en la “parte izquierda” del circuito (a la izquierda de Ucp en el
diagrama).

Problema: no conocemos el valor de Ry, (y no podemos calcularlo usando la resistividad, porque descono-
cemos la seccién de los conductores), luego no podemos calcular la caida de tension en la linea.

Opcion 2: leyendo de nuevo la informacién que tenemos sobre el punto de operacién del motor, vemos que
es conocida la potencia absorbida por este.

10,2 - 10 Wh
Pop = —————— =2040W
CD 5h
Luego:
2040
Pep=Ucp-1 — Ucp == =102V

Sustituyendo en la primera expresion:

em:UCD—loz

Opcion 3 (forma alternativa de llegar al resultado anterior): aplicar balance de potencias en el motor.

Putit = Papsorbida — pérdidas Pe, = Pcp — PR,
—~

=Ry I?
(ley de Joule)

Pcp se calcula de la forma descrita en la Opcion 2, luego Pe,, se obtiene como:
P., = 2040 —0,5-20% = 1840 W

Finalmente:

Poy=en] — en=-o0 =[92V]

Apartado 2



1.4. Elementos de los circuitos

Para calcular la seccién de la linea:

2
RLZp-é=17,24-1073Q%-¥

(dado que ambos conductores, tanto el de aporte como el de retorno de corriente, tienen una I = 300 m cada

uno)
Luego debemos calcular el valor de Ry, para poder despejar S.

» Opcion 1: aplicar el balance de tensiones en todo el circuito (LKV). Comenzando en el punto A, y retor-

nando al mismo punto:

RL-I+UCD+RL~I—€g+Rg-I=0

Despejando Ry :
7
2Ry - I = — R, I - U — |Rp =20
SNCI S s F20
=120V =0220 =102V
= Opcidn 2: aplicar balance de potencias en la linea.
N3
Al C
‘_"_/\/\/\/74’ Pontrada = pérdidas linea + Psalida
+ +
Uas Ucp Upp-1=2-Rp-I*+Ucp -1
e AN g, o Uan—Ucp _&—1-Re-102 _ [7
R, 2.1 4 2-20 20
Linea LKV para Uyp

Una vez conocemos el valor de Ry, despejamos S en la primera expresion:

Dado que este valor no corresponde a una seccién normalizada de cable, en la prdctica este circuito contendria
un cable de seccién normalizada inmediatamente superior a este valor, es decir, de S = 16 mm?.

Apartado 3

Los rendimientos pedidos se calculan de la siguiente forma:

Pyit em-X 92V
= = = =10,902
Ui B absorbida uC D" \L 102V -

Pmtregada Uap 116V
L P producida €g 120v -

_ Psalida _ uCD _ 102V _
Nlinea = = UAB = 116V =10,879

I8 entrada

PLitil €m 92V
= — 0 — = — = . 7 ° = 7 7
Mtotal Pooducida €3 120V Mg * Miinea * m

Apartado 4
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El balance de potencias del circuito es:

Pg:Pll’nea“'Pm

Donde:
Pe = Pytit, ¢ + Pperdidas, — €g- 1= UAB'I+R8'12
Piinea = Putil, 1inea + Ppérdidas, linea —  Uap-I=Ucp-1+2R;-I?
B = Brisi o~ B, —  Ucp-I=€pn-I4+Ry-I?

Ejemplo 1.6 Un generador de corriente continua alimenta dos cargas. La primera de estas cargas estd situada
a 2100m del generador, tiene una resistencia de 215 Q) y rendimiento unidad. La segunda carga estd situada
270 m después de la primera, tiene una potencia de 4662 W, un rendimiento del 75 % y una tension aplicada de
420V. La linea es de cobre, de 6 mm? de seccién y con una resistividad de 17,24 mQ) mm?2/m.

Con esta informacion, se debe calcular:
1. La tension en bornes del generador
2. La corriente entregada por el generador

3. El rendimiento de la instalacion

Solucion:

Empezamos dibujando el esquema del circuito y organizando los datos disponibles:

2 E Ry, I Datos:

Iy =2100m
R1 =215Q0
71 = 100 %
€my C) I =270m
Py, =4662W
12 =75%
_ _ Urr =420V
B D F oL = 17,24m0 mm?%/m
Ry, Ry, S; = 6mm?
2100 m 270 m

Unos apuntes sobre la informacion de que disponemos:

= Dado que la primera de las cargas tiene rendimiento unidad, toda la potencia que recibe es potencia 1itil.
Al tener esta carga una resistencia, para que pueda tener un rendimiento del 100 %, esta carga es nece-
sariamente una resistencia pura. Aunque tipicamente usamos las resistencias para modelar pérdidas de
energia por efecto Joule, en este caso la usamos para modelar calor como trabajo 1itil: esta carga podria
representar, por ejemplo, un calefactor, cuya funcion es producir calor.

» Dado que la sequnda carga tiene un rendimiento menor que la unidad, sabemos que no es un motor ideal,
por lo que debemos incluir su resistencia interna, Ry,.

» La potencia de la segunda carga, P, = 4662 W, es su potencia 1itil.

20



1.4. Elementos de los circuitos

» Dado que la tension aplicada en la sequnda carga es de 420V, esto implica que Ugr = 420 V.
» Dado que hay dos nudos en el circuito (Cy D), no hay una vinica corriente, sino tres distintas (I, Iy, Ip).

» En cuanto al generador: no tenemos informacion suficiente para saber si se trata de un generador ideal o
real. Es recomendable asumir incialmente que es real, y si al resolver el problema llegamos a la conclusién
de que Rg = 0Q), entonces se tratard de un generador ideal.

Apartado 1

Debemos calcular la tension en bornes del generador, es decir, la tension a la salida del mismo, U »p.
Podemos hacerlo aplicando LKV, una vez conozcamos Uac y Ucp (dado que Uac = Upp). Para obtener
estos valores:

s Para calcular Ucp es necesario conocer el valor de Ry, e Ip:

Tenemos informacion sobre la carga 2: dado que conocemos su potencia iitil y rendimiento, podemos calcu-
lar su potencia absorbida. Con la potencia absorbida, y usando la tension a la entrada del motor, podemos
calcular la corriente absorbida por este:

Py 4662W 4662
e Papsorvida Ugr - I 420- I

=075 — L =148A

Una vez calculemos el valor de Ry, y conociendo ya la corriente I que circula por ellas, podemos calcular
la caida de tension en la linea 2, y finalmente obtener Ucp:

;. 270

l _
LKV Ry, =p- 5= 17,24 -10 =0,780
d
Ucp = Ucg +Ugr +Urp = Ry, - I, +420 + Ry, - I, = 443,09V

» Para calcular U 4c necesitamos conocer tanto Ry, como Ig: e

L = Ucp _ 44309 _ 2,06 A (leyde Ohm) — I i L+15L=206+148 =16,86 A
Ry 215
l _3 2100
R RLl—p-§—17,24~10 -—— =6,03Q)
i}
Uap = Uac +Ucp +Upp = Ry, - [ +443,09 + Ry, - [, = | 646,42V
Apartado 2

I¢ ya ha sido calculada en el apartado anterior, aplicando LKC:

Ig =15+ =206+148 =[16,86 A

Apartado 3
gl st =0,75-420
_ _Pun _Ri-Btew b _ 215206 +7 U148 _[zr=u
Htotal = Ppmducida = Uap - I o 646,42 - 16,86 =|oL,15%

Nota: este rendimiento asume que el generador es ideal, dado que no conocemos su resistencia interna, y por
lo tanto no podemos calcular sus pérdidas por efecto Joule.

Aungque el ejercicio ya estd resuelto, vamos a calcular el rendimiento de cada elemento para entender mejor
donde ocurren las pérdidas en el circuito:
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. 12 . Ucp \I\& B 443,09

= = = = 68,55 %
"= Potraae  Unp Yy 64642
R, = 100% (dado en el enunciado)

_ Psalida _ UEF 420 —9479%

ULZ - Pentrada N uCD B 443,09

Nmy = 75% (dado en el enunciado)

Vemos que la linea 1 tiene unas pérdidas enormes, debidas a su gran longitud. Las pérdidas podrian reducirse
eligiendo un conductor con una seccion mayor, que haria disminuir la resistencia de la linea.

1.4.4. T2 Potencia y eficiencia de una fuente

El circuito de la figura 1.22 representa una fuente de tensién real alimentando una resistencia de
carga. A este circuito le aplican las siguientes ecuaciones:

2

Py = i
I = Gg/(Rg +Rp) 8 (Rg+Ry)
_ e2.R
fr=eed 7Y P mewr
P, =12-R; R
T=7 = KR

La figura 1.23a representa la potencia entregada por la fuente a la carga, Pr, en funcién del valor de
esta resistencia, y la eficiencia, .
En esta figura podemos comprobar que, suponiendo R, constante, la potencia entregada por la fuen-
te es maxima cuando Ry = Rg:
&2
P =
4R
Por otra parte, la eficiencia es una funcién creciente (7 — 1 para Ry > Rg). Asi, el punto de maxima
potencia no coincide con el maximo de eficiencia. Segtin la aplicacién, se podra optar por una confi-
guracién de generador y carga que maximice la potencia (habitual en circuitos electrénicos) o por una
configuracién que prime la eficiencia (comtn en circuitos eléctricos).
Hay que notar que en la zona situada a la derecha del punto de maxima potencia (R; > Ry), la fun-
cién de potencia tiene una variacién suave (figura 1.23b), es decir, los cambios en R} tienen un impacto
pequefio en P;. Por ejemplo:

» Para R; = Rg se obtiene 7 = 05

FIGURA 1.22: Generador de tensién real alimentando una resistencia



1.5. Asociacién de elementos

Py

R. =R, RL/R,

(A) Potencia y eficiencia

dP,/dR, dy/dRy,

R\= R,

RL/Ry

(B) Variacién de la potencia y eficiencia

FIGURA 1.23: Potencia y eficiencia de una fuente de tension real en funcion de la resistencia de carga

» Para R = 2- Ry, se obtiene P = 0’89 - Pyayx y 1 = 0'67.
» Para R; =3 Ry, se obtiene P = 0’75 - Pyax y 17 = 0'75.

1.5. Asociacion de elementos

Los diferentes elementos (tanto los activos como los pasivos) se pueden asociar de diferentes formas

segtin la conexién que se haga entre ellos.

1.5.1. Conexion en serie

Se dice que dos o mas elementos estdn acoplados en serie cuando el final del primero se conecta al
principio del segundo, el final del segundo al principio del tercero, y asi sucesivamente. Es decir, varios

elementos estan conectados en serie cuando por ellos circula la misma corriente.

Resistencias
Siguiendo el circuito de la Figura 1.24, se cumple que:
ur () = Ry -i(t)
uz(t) = Ry -i(t)
u(t) = Rs -i(t)

i(t)
+

uy(t) Rq

_I_

FIGURA 1.24: Conexion de resistencias en serie
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Al aplicar la LKV, se obtiene que:
u(t) = ug(t) +ua(t) + us(t)
y sacando i(f) como factor comun, queda:
u(t) =1i(t)- (Ry + Ry + R3)

Por tanto, se puede definir la resistencia equivalente R¢; de la conexién en serie como:

n
Req = Z Ri
i=1

de modo que:
u(t) = Req - i(t)
Ademas, de las ecuaciones anteriores se tiene:
t
it = — 4
Ri4+ Ry + R3
pudiendo calcular la tensién de cualquiera de las resistencias como:
ui(t) = R -i(t)
Por tanto, la tension parcial u;(t) se puede expresar en funcion de la tension total u(t) como:
R;
ui(t) =u(t)  ———5—
i) (*) Ri+Ry+R3

conocido como divisor de tensién. En general, para un circuito en serie:

ui(t) = u(t) - Ry

Bobinas

Siguiendo el circuito de la Figura 1.25, se cumple que:

ur(t) = Ly d;(:)
Mz(f) =1L, d;(:)
uz(t) = Ls d;(:)
i(t)
_|_

_l_
i
—
—~
[
~—
~
—_

FIGURA 1.25: Conexién de bobinas en serie

(1.18)

(1.19)



1.5. Asociacién de elementos

De manera andloga a las resistencias, al aplicar la LKV se obtiene que:

u(t) = uq(t) +ua(t) +us(t)

y sacando d;—(:) como factor comun, queda:

u(t) = "0 (144 15 4 15)

por lo que se puede definir la inductancia equivalente L.; de la conexién en serie como:

n
Leg =) L (1.20)
i=1

de modo que:

wmﬂw%?

Condensadores

Con el circuito de la Figura 1.26, se cumple que:

—

L+

+

u(t) ua(t) —___ G

— Gs

+
— () —

0|

FIGURA 1.26: Conexién de condensadores en serie

Al aplicar la LKV se obtiene que:
u(t) = u(t) +ua(t) + us(t)

Suponiendo que la carga sea nula en el instante inicial (para que las constantes de integracién sean
nulas) y sacando factor comun [ i(t) dt, se tiene:

wy(é+é+é)/mw
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por lo que se puede definir la capacidad equivalente C,; de la conexién en serie como:

n
L_y1 (1.21)
Cog  HGi
de modo que:
du(t
l(t) - ng %

Fuentes de tensién

Pueden conectarse en serie sin que exista ninguna restriccién, independientemente de que se consi-
dere su modelo ideal o real. Su f.e.m. equivalente serd la suma de cada una de las f.e.m.s. (por la LKV) y,
la resistencia equivalente, la suma de las resistencias internas de cada generador (en caso de considerar
el modelo real).

Fuentes de corriente

Hay que hacer diferencia entre si se considera el modelo ideal o el real:

» Ideal. Las fuentes de corriente ideales pueden conectarse en serie si, y sélo si, todas las fuentes
suministran igual intensidad y en el mismo sentido (por la LKC).

= Real. No existe ninguna restriccién, llegando al generador equivalente mediante trasformacién de
fuentes (ver Seccion 1.4.2).
1.5.2. Conexién en paralelo

Se dice que dos o mds elementos estan acoplados en paralelo cuando todos los principios estan
conectados a un mismo punto, y todos los finales lo estan en otro. Es decir, varios elementos estan
conectados en paralelo cuando todos ellos se encuentran sometidos a la misma diferencia de potencial.

Resistencias

Con el circuito de la Figura 1.27, se cumple que:

Ry
ip(t) = ulgi)
i3(t) = ulgi)
i(t)
+
u(t) R3

- i3(t)
FIGURA 1.27: Conexién de resistencias en paralelo

Al aplicar la LKC, se obtiene que:

i(t) = ir(8) +ia(t) +i3(t)



1.5. Asociacién de elementos

y sacando u(t) como factor comun, queda:

i(t) = u(t) - (I;+I;2+R13>

Por tanto, se puede definir la resistencia equivalente R¢; de la conexién en paralelo como:

n
— = — 1.22
Ry~ LE; a2)

de modo que:
u(t) = Req - i(t)

@ En el caso concreto de dos resistencias en paralelo, la expresion seria:

f_ 1 1 _RiR
eq = 71 T = RotRy
RmtR RE Rtk

Se define la conductancia G [S] como la inversa de la resistencia. Asi, en lugar de:

1 n
Ry~ &R

se puede escribir:

n
Geg =) Gi (1.23)
i=1

i(£) = Gog - u(t)

Ademas, de las ecuaciones anteriores (usando la conductancia) se tiene:

_ i(t)
u(t) o G1+Gy+Gs

pudiendo calcular la corriente de cualquiera de las resistencias como:
ii(t) = Gi - u(t)
Por tanto, la corriente parcial i;(t) se puede expresar en funcién de la corriente total i(t) como:

Gi

W= 56,76

conocido como divisor de corriente. En general, para un circuito en paralelo:

Gi

i) =it 5 (1.24)

Bobinas

Considerando el circuito de la Figura 1.28, se cumple que:

. dilligt)
W) =Ly dizgt)
Wt) = Lo dizgt)
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- i3(t)
FIGURA 1.28: Conexidn de bobinas en paralelo

Al aplicar la LKC, se obtiene que:
i(t) =i1(t) +ia(t) +i3(t)

y, suponiendo que la carga sea nula en el instante inicial (para que las constantes de integracién sean
nulas) y sacando factor comun f u(t) dt, se tiene:

i(t) = (Lll + Liz + L13> : /u(t)dt

Por tanto, se puede definir la inductancia equivalente L,; de la conexién en paralelo como:

1 1
— =) — 1.25
Lo 1:21 L (1.25)
de manera que:
di(t)
u(t) = Leg I
Condensadores
Con el circuito de la Figura 1.29, se cumple que:
. du(t
i(t) =Gy d(t )
du(t
i(t) = C d(t )
du(t
i3(t) = Cs d(t )
i)
_|_
u(t) Ci ) Cs

viq(¢) yir(t) visz(t)

FIGURA 1.29: Conexidn de condensadores en paralelo

Al aplicar la LKC se obtiene que:

i(t) = iy (t) +ia(t) +is(t)
(t)

. du .
por lo que, sacando factor comtin ==, se tiene:

du(t) du(t)
ar T

du(t)
dt

du(t)
Sdt

i(t)zcl +Cs - :(C1+C2+C3)~
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por lo que se puede definir la capacidad equivalente C,4 de la conexién en paralelo como:

n
Ceg =) GCi (1.26)
i=1

de modo que:

Fuentes de tensién

Hay que hacer diferencia entre si se considera el modelo ideal o el real:

» Ideal. Las fuentes de tensién ideales pueden conectarse en paralelo si, y sélo si, todas las fuentes
tienen igual f.e.m. y ésta acttia en el mismo sentido.

= Real. No existe ninguna restriccién, llegando al generador equivalente mediante trasformacion
de fuentes (ver Seccién 1.4.2).
Fuentes de corriente

Pueden conectarse en paralelo sin que exista ninguna restriccién, independientemente de que se con-
sidere su modelo ideal o real. Su intensidad equivalente serd la suma de cada una de las intensidades, y
la resistencia equivalente se calculara a partir del paralelo entre varias resistencias (en caso de considerar
el modelo real).

Ejemplo 1.7 Calcular la corriente que pasa por la fuente de tension de la Figura 1.30.

+
50V C) 120) 602 180)

% T Iy

FIGURA 1.30: Ejemplo 1.7

Se pide calcular la corriente 1y. Se empiezan asociando las tres resistencias en paralelo de 12, 6 y 18 ():

=3,2730)

La resistencia equivalente total:
Reg = Rs + Ry =5+3,273 = 8,273Q)

Por la ley de Ohm:
u 50

" Ry 8273

I =6,04A

1.5.3. Conexion estrella-triangulo

Estas dos configuraciones tienen una importancia fundamental en la teorfa de circuitos, ya que son
las dos posibilidades de conexién de cargas trifdsicas. En la Figura 1.31 se muestran estas redes pasivas,
cuyos terminales de acceso exterior se han denominado A, B y C y que tienen la misma situacién “topo-
gréafica”. La conexién tridngulo estd formada por tres resistencias R;;, Ry y Rea, que unen los diversos
nudos, dando la apariencia geométrica de un tridngulo. Por su parte, la conexién estrella representa tres
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resistencias R;, Ry v R¢, que parten de los tres nudos de acceso externo A, B y C, y que se unen en un
punto comun N.

R

Req A

(A) Conexién tridngulo (B) Conexién estrella

FIGURA 1.31: Conexidn en estrella y en tridngulo

Lo interesante es buscar las leyes de transformacién de una red a la otra, de tal modo que ambos
circuitos sean equivalentes desde el punto de vista externo (es decir, desde los nudos A, B y C). Esta
claro que, si las dos redes son equivalentes, deberdn consumir las mismas corrientes cuando se aplican
las mismas tensiones externas, lo que equivale a decir que las resistencias que se observan entre los

diferentes terminales A — B, B— Cy C — A deben ser idénticas para ambos montajes y, por consiguiente,
se deben satisfacer las igualdades mostradas en la Tabla 1.1.

Resistencia | Estrella Tridngulo
Rap R+ Ry it;bb f;b;i lzc;)
R | R R | R
Rea | Ra+R, I;Cabf;z:; ZZJC)

TABLA 1.1: Igualdades que se deben satisfacer para la equivalencia estrella-tridngulo

A partir de la Tabla 1.1, se obtiene que las resistencias vistas desde los diferentes nudos, en la cone-
xién tridngulo, son:

Rab “Req

Rab + Rbc + Rcu

Rbc *Rea

Rab + Rbc + Rca

Rca . Rbc

RA _ Rab . Rbc
b Rab =+ Rbc + Rcu

RBC _ Rbc i Rah
Rah + Rbc + Rca

R — Rcu . Rgb
A Rab + Rbc + Rea

que deben ser igual a las de estrella:

Rub + Rbc + Rea

Rab : Rbc

Rab “Req

=R,+R
Rab + Rbc + Rea Rab + Rbc + Rea ! b
R, - R Ry R
ab be b a _ Rb +R
Rab + Rhc + Req Rah + Rbc + Rea
Rab'RCa Rb'Ra — R +R,

Rab + Rhc + Rca
30
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Igualando y operando, se llega a las siguientes relaciones:

» Conversién de tridngulo a estrella:

= Conversién de estrella a tridngulo:
Gap = Ga%ﬁcc (1.30)
Gpe = q,fbciﬁcc (1.31)
G- 55, (132

Las transformaciones anteriores se utilizan con gran frecuencia en el andlisis de circuitos, ya que
permiten simplificar ciertas redes en las que las resistencias no estdn conectadas de forma simple (en
serie o en paralelo). Quiere destacarse que, en caso de que las resistencias sean iguales (R, = Ry = R, =
Ry paralaestrellay R,, = Ry, = Rey = Rp para el tridngulo), se cumple que:

059

Ejemplo 1.8 Convertir los circuitos de la Figura 1.32 en tridngulo o estrella equivalente, segiin co-
rresponda.

A 200

FIGURA 1.32: Ejemplo 1.8

Se calcula primero el cambio de estrella a tridngulo. Puesto que las tres resistencias tienen un valor de 60 ()
(Ra = Ry = Rc = Ry = 60Q2), se cumple que, segiin (1.33):

Rp =3-Ry =3-60 = 18002
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Puede comprobarse que se llegaria a la misma solucion empleando las expresiones completas, donde G; = Ri =
1

1 q.
50 S
Ga ' Gy ) -3 vt 1
Gy = = =555-100°S= R, = — = = 180Q)
PGt G+ G Lriid ~ R =G, T 555100
Goo GG _ w8 55590855 R, = Lo L _ig0
AR A *“~ Gy 555-103
G — Gc -G, 61*061*0 —555.1073S = R :inl = 18002
TG+ GG A+ “" G 5551072

El cambio de tridngulo a estrella debe hacerse a partir de las ecuaciones completas, puesto que sus resistencias
son todas diferentes:

R — Rup - Rea _ 1020 10
* " Rp+Rpe+Ra 10+30+20 3
Ry - Ry 10-30
Ry = ! : = =50

"~ R+ Rpe + Ry 10430+ 20
Rp. - R -2
R. = be Rea 30020 _ 464
Ryp+Rpe +Res 10430+ 20
Los circuitos equivalentes son los mostrados en la Figura 1.33.
B B
50
¢ %
& %
\%0
ke
A b, c A c

FIGURA 1.33: Ejemplo 1.8 — Solucion

1.6. Aplicacion de las leyes de Kirchhoff: métodos de anilisis

Para resolver un circuito, se debe conocer U e I en cada una de sus ramas. Por tanto, si se tiene un
circuito formado por r ramas, el ntimero de incégnitas serd 2 - ¥ (una de tensién y otra de intensidad).
Por tanto, para resolver el circuito se deben disponer de 2 - r ecuaciones linealmente independientes.
Para ello, basta con aplicar las leyes de Kirchhoff a los nudos y mallas del circuito.

Ejemplo 1.9 Plantear el sistema de ecuaciones para resolver el circuito de la Figura 1.34.
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Re

1. Seaplica la LKC:

» NudoA:lg=15L+ 1
» NudoB: 1 +I3+15=0
» NudoC: I = I3+ I
» NudoD: Iy =I5+ Ig

Sin embargo, se observa que no son ecuaciones linealmente independientes, puesto que C = A + B+ D.

2. Seaplica la LKV:

FIGURA 1.34: Ejemplo 1.9

» Malla ABCA: ;- Ri —e1+€e€—I3-R3— L -Ry =0
u MﬂllaBDCB.'—I5~R5—I4'R4+13'R3—€2:0
» Malla ACDA: I -Ry+ 1y - Ry + Ig- Rg— €3 =0

3. Se combinan las ecuaciones:

4. Se expresan en forma matricial:

-1 -1
1 0
0 0

R, —R,
0 0
0 Ry

Se observa que es necesario resolver un sistema lineal de 6 ecuaciones en las que las incdgnitas son las corrientes

de cada rama.

Esta forma de resolucion de circuitos eléctricos, aunque es vélida, no es ttil por el niimero de ecua-
ciones a resolver. Por ello, lo mds habitual es utilizar otros métodos que permiten la resolucién de los
circuitos con un ntimero menor de ecuaciones. Aunque existen diferentes métodos, se van a presentar
dos: el método de las mallas y el método de los nudos, explicando posteriormente una modificacién de

este ultimo.

—L—-L+Ig=0
L+I+I5=0
IL—I5—-1g=0

L Ri—Lh-Ry—I3-R3=¢€1—¢&
IL-R3—I4-Ry—Is-Rs =€
Ip Ry+ Iy -Ry+1Ig-Rg = €3

0 0 0 1 i 0
1 0 1 0 i 0
0 1 -1 —1| || _| o
—R; 0 0 0| |L|  |e1—e
R3 —R4 —R5 0 15 €
0 R4 0 R6 16 €3
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1.6.1. Método de las mallas

El método de las mallas simplifica el sistema de ecuaciones necesario mediante unas corrientes ficti-
cias denominadas corrientes de malla, aprovechando las relaciones entre tensiones de la LKV. El proce-
dimiento general de aplicaciéon de este método es el siguiente:

1. Identificar las corrientes de rama.

2. Asignar un sentido a las corrientes de malla, teniendo en cuenta que hay un total de:

Mallas = Ramas — Nudos + 1

. Relacionar corrientes de rama con corrientes de malla.

3

4. Escribir ecuaciones de mallas.

5. Resolver la ecuacién, obteniendo las corrientes de malla.
6

. Obtener las corrientes de rama con las relaciones del punto 3.

Ejemplo 1.10 Plantear el sistema de ecuaciones para resolver el circuito de la Figura 1.34.
Se sigue el procedimiento indicado anteriormente, donde el punto 1 ya estd indicado en el circuito de la
Figura 1.34:

2. Asignar un sentido a las corrientes de malla: se muestra en la Figura 1.35

FIGURA 1.35: Corrientes de malla del circuito del Ejemplo 1.10

3. Relacionar corrientes de rama con corrientes de malla:

L=1I
I=—1I,
Ig=1I
L=1IL-1
L=1I-1I,
L=1I-1

4. Escribir ecuaciones de mallas:
Malla ABCA: I, Ry —e1+ e+ (I, — 1) - Rs+ (I, = I.) 'Ry, =0
Malla BDCB: I, - Rs + (I, — I.) Ry + (I, — I;) " Rg —e2 =0
Malla ACDA: (I — I;) Ro+ (I. = I) 'Ry + I. - Rg —e3 =0
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Se reagrupan las corrientes en las ecuaciones anteriores, obteniéndose que:

L (Ri+R3+Ry)— I R3—I.- Ry = €1 — &2
—IR3+ 1, (Rs+ R4+ R3) — IRy =&
—I;-Ry— Iy Ry +I.- (Ro+ Ry + Rg) = €3

que, en forma matricial:

(R1+R3+R») —R3 —R I, €1 — €
—R3 (R5 + R4 + R3) —Ry N = €
—R, —Ry (Rz + R4 + Ré) I, €3

A partir de este ejemplo, se llega a la ecuacién general que permite determinar el sistema de ecua-
ciones de un circuito de n mallas, siendo esta:

YRit  £YRip ... E£Y Ry I Y€
E£Y Ry YRy ... YRy I B Y e
YR Y Rpp ... Y Run Iy Y €n

donde cada R;; se corresponde con la suma de resistencias incluidas en la malla i; cada +R;; se corres-
ponde con la suma de las resistencias incluidas en las ramas compartidas por las mallas 7 y j, con signo
positivo (+) si las corrientes van en el mismo sentido, y negativo (—) en caso contrario; y cada ) _¢; es la
suma algebraica de las fuerzas electromotrices de los generadores de la malla i, considerando un signo
positivo (+) si contribuyen al giro de la corriente, y negativo (—) en caso contrario (es decir, si la corriente
sale por el polo + de la fuente, se considera positivo; si sale por el polo —, se considera negativo). Debe
tenerse en cuenta que, para aplicar este método, todos los generadores deben ser fuentes de tension.

Ejemplo 1.11 Resolver el circuito del ejemplo 1.10 con los siguientes valores numéricos.

Datos:

Ry =R3=R¢=3Q
Ry=R;=R5=2Q

€1 = 245V
€ =490V
€3 =735V

Sustituyendo los valores numéricos en las ecuaciones obtenidas en el ejemplo anterior obtenemos:

8 -3 -2 I —245
-3 7 20| |=]| 49
2 -2 7 I, 735

cuya solucion es:
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L =65A
I, = 145A
I, =165A

Por tanto, los valores de las corrientes de rama son:

I =65A
L =100A
IL=80A
I =20A
Is = —145A
I =165 A

TC2 Mallas con fuentes dependientes

El procedimiento para resolver un circuito con fuentes dependientes mediante el método de las ma-
llas es el siguiente:

» Se plantean las ecuaciones de mallas como si no hubiese fuentes dependientes.
» Se afiade la ecuacion de la fuente dependiente como una ecuacién adicional.

» Se reorganizan las ecuaciones y se resuelve el sistema.
Se hace notar que, en este caso, la matriz de resistencias deja de ser simétrica.

TC2 Mallas con fuentes de intensidad ideales

Cuando el circuito a resolver contiene fuentes de intensidad ideales, no se puede aplicar la transfor-
macién a fuentes de tensién. El procedimiento para resolver estos circuitos es el siguiente:

» Sila fuente de corriente estd en una rama que pertenece a una tinica malla, se fija la corriente de
dicha malla igual a la corriente de la fuente (desaparece una incégnita del sistema).

» Sila fuente de corriente estd en una rama que pertenece a dos mallas:

¢ Se introduce la tension en la fuente de corriente como variable adicional.
¢ Se plantean las ecuaciones del método de mallas.

e La variable adicional (tension de la fuente) se elimina sumando las dos ecuaciones de las
mallas afectadas.

* Se afiade una ecuacién que relaciona la corriente de la fuente con las dos corrientes de malla.

Ejemplo 1.12 Calcular la corriente I en el circuito de la Figura 1.36.
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50

30 ™Ns.y,
n N

T

FIGURA 1.36: Ejemplo 1.12

En este caso, no se puede transformar el generador de intensidad en uno de tension, por lo que se le asigna una
caida de tensién arbitraria (y desconocida), Uy, considerdndolo como un generador de tension. Posteriormente,
al plantear el sistema de ecuaciones, se afiadird una ecuacion adicional, puesto que la intensidad de esa rama es
conocida (2 A). El circuito queda como se muestra en la Figura 1.37.

Ugl
50
)
—
N\, NV
+
4v

-+

2A
S0 1)
ur

20

FIGURA 1.37: Ejemplo 1.12 — Mallas

Se plantea el método de mallas en forma matricial:
5 2| [L| _|-4-Un
-2 7 I|  |4-3-U,
donde se sabe que I, = —2 A. Ademds, la tension U, se puede expresar, a partir de la ley de Ohm y de las
relaciones entre las corrientes de malla como:
U =Ia— ) Ra=(la— 1) 2=(-2-1;)- 2= -4-2],
Reemplazando en la segunda ecuacién del sistema:
20, +7L,=4-3U;;-2(-2)+7,=4—-3(—4—-20,);4+7,=44+12+61,=I,=12A

Porloquel = -1, = =12 A n

1.6.2. Método de los nudos

El método de los nudos es otro de los procedimientos de andlisis utilizados en teoria de circuitos,
aprovechando las relaciones entre corrientes de la LKC. El procedimiento general de aplicacién de este
método es el siguiente:

1. Identificar las corrientes de rama.
2. Identificar los nudos independientes, que son:

Nudos Independientes = Nudos — 1

3. Aplicar la ley de Kirchhoff de las corrientes a cada nudo independiente.

4. Determinar las tensiones en los receptores a partir de la Ley de Ohm (considerando la resistencia
y, después, la conductancia).
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5. Combinar las ecuaciones de los puntos 3 y 4.

6. Resolver la ecuacién.
Ejemplo 1.13 Plantear el sistema de ecuaciones para resolver el circuito de la Figura 1.38.

Ry

é Iab B

gl Ry R3 Lo

Iy
C 1

FIGURA 1.38: Ejemplo 1.13

Se sigue el procedimiento indicado anteriormente, llegando vinicamente hasta el punto 5:

~

. Identificar las corrientes de rama: identificadas en la Figura 1.38
2. Identificar los nudos independientes, que son A y B en la Figura 1.38.

3. Aplicar la LKC a cada nudo independiente:
Nudo A
I =1l — I =0

Nudo B
Lp—Ipp—1,=0

4. Determinar las tensiones en los receptores a partir de la Ley de Ohm (considerando la resistencia v,
después, la conductancia):
UA:URl =1L,-Ri—>1L=Us- &
UBZURSZIb-R3—>Ih=UB~G3
Ugp = Ur, = Ipp - R = Ipp = (Ua — Up) - G2

5. Combinar las ecuaciones de los puntos 3 y 4:

Nudo A

IglfUA~G17(UA7U3)~G2:O%Ig1:UA~(G1+G2)7UB~G2

Nudo B

(Up—Up) -Gy—Ipp—Up-G3=0— —Ipp=—-Uxy -G+ Up - (G2 + G3)
Estas ecuaciones se pueden expresar en forma matricial de la siquiente manera:

GG =G ].[uﬂ_[lgl]

-Gy Gy + Gs Up = Igz

A partir de este ejemplo, se llega a la ecuacién general que permite determinar el sistema de ecua-
ciones de un circuito de n nudos, siendo esta:

Y61 —YGn ... —YXGy Uy Yl
-2Gn  YG ... —)LGy | Ll
- Z Gnl - Z GnZ cee Z Gn un Z Ign
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donde cada G; se corresponde con la suma de conductancias conectadas al nudo i; cada G; j se correspon-
de con la suma de las conductancias conectadas entre los nudos i y j; y cada }_ I,; es la suma algebraica
de las corrientes de los generadores conectados al nudo i, considerando un signo positivo (+) si el ge-
nerador inyecta corriente en el nudo, y negativo (—) en caso contrario. Debe tenerse en cuenta que para
aplicar este método todos los generadores deben ser fuentes de corriente.

Ejemplo 1.14 En el circuito de la Figura 1.39, se debe emplear el método de los nudos para determinar:
= Los potenciales en los nudos A y B
= Las corrientes de rama seiialadas
» El balance de potencias, diferenciando entre elementos activos y elementos pasivos

Datos: €] = 6V; € = 12V; €5 = 24V; Iy = 15A; I;p = 9A; I3 = 6A; Ry = Ry = Ry = Rs =
20; R, =1Q

FIGURA 1.39: Ejemplo 1.14

En el circuito hay tres fuentes de tensién en serie con resistencias, que se deben transformar en fuentes de
corriente para poder aplicar el método de nudos:

Le

()
_/
Ry

— A

181
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el i 2
€2 12
[ =—=—=12A
7R 1
€3 24_
I3 = R~ 2 =12A

Aplicamos ahora la ecuacion general de método de los nudos al circuito, que consta iinicamente de 2 nudos

independientes:
1 1 1 1
§+§+T -1 | Uy - 3+12-15-6
1 1 1
-1 T+§+§ Up 15+9+12-12
Cuya solucion es:
Uy =4V
Up =14V

A partir de las tensiones, se determinan las corrientes de rama sefialadas, aplicando LKV:

6—4
Uyp =€ —Ix1 R4 = IR12T21A
12 — (—-10
UABZUA—UB:—l():Ez—IRzRQ = IRzz#:ZZA
24 — 14
Up=€e3—Ir3R3 = Ig3= 5 =5A
Uy, 4
Ig= -4 =2=2A
TR, 2
U 14
Ips= =2 = — =7A
R5 Rs >

Se recomienda comprobar que estos resultados cumplen la LKC en cada uno de los 2 nudos independientes
del circuito original (antes de transformar las fuentes de tension, porque tambien podriais haber cometido errores
al transformar las fuentes), para asegurarse de que la resolucion es correcta.

Ya tenemos toda la informacion necesaria para formular el balance de potencias pedido en el iiltimo apartado:

= Potencia de los generadores:

Pig1 = L1Ugs = 150W
Pigp = LVg = 126 W
Prgs = I3(=Va) = —24W
Pe, = €11g1 = 6W
Pe, = e3gy = 264 W
P53 = €3IR3 = 120W

Los elementos activos aportan un total de 642 W.
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m Potencia de las resistencias:

Las resistencias disipan un total de 642 W.

Comprobamos que la potencia total entregada por los generadores es igual a la potencia total consumida por
las resistencias.

TC2 Circuitos con fuentes dependientes

Cuando el circuito contiene fuentes dependientes, el procedimiento para resolver mediante el méto-
do de nudos es:

» Se plantean las ecuaciones de nudos como si no hubiese fuentes dependientes.
» Se afiade la ecuacion de la fuente dependiente como una ecuacién adicional.
= Se reorganizan las ecuaciones y se resuelve el sistema.

En este caso, la matriz de conductancias deja de ser simétrica.

TC2 Circuitos con fuentes de tension ideales

Cuando el circuito a resolver mediante el método de los nudos contiene fuentes de tensién ideales,
se debe aplicar el siguiente procedimiento:

» Sila fuente de tensién estd conectada entre el nudo de referencia y otro nudo cualquiera, se fija la
tension de este dltimo igual a la tensién de la fuente. De esta forma, este nudo ya esta resuelto.

» Sila fuente de tensién estd conectada entre dos nudos, no siendo ninguno de ellos de referencia:

1. Se introduce la corriente que atraviesa la fuente como una variable adicional.
2. Se plantean las ecuaciones del método de nudos.

3. Se elimina la variable adicional (corriente de la fuente de tensién) sumando las ecuaciones de
nudos afectadas.

4. Se aflade una ecuacién que relaciona la tensién de la fuente con las dos tensiones nodales.
Un procedimiento alternativo consiste en considerar a los dos nudos como un tnico supernudo,
siendo que este supernudo no tiene tensién propia. En este caso, se plantean las ecuaciones de

nudos incluyendo el supernudo (pero diferenciando los nudos implicados en el supernudo), y el
supernudo aporta una ecuacién adicional, la tensién de la fuente que contiene.

La figura 1.40 muestra un ejemplo de circuito con un supernudo (BC), cuyas ecuaciones son:

11 1 1
Va'(R R) V- E—Vc'E:_Igl—IgZ (A)
.z (—+i)+v (1 + 1)+V (i+i)—1 + I3 (BC)
"Ry Ry b R, T Rs ¢\R, TR T BT
VC—Vb:eg
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42

Rq

In

A AN (1)

O O

FIGURA 1.40: Circuito con una fuente de tension ideal a resolver con un supernudo.

1.6.3. TC2 Movilidad de fuentes

En el desarrollo del método de las mallas (apartado 1.6.1) se observé que las fuentes de corriente
debian ser sustituidas por fuentes de tensién equivalente. Asimismo, en el método de los nudos (apar-
tado 1.6.2) las fuentes de tensiéon deben ser reemplazadas por fuentes de corriente equivalentes. Ahora
bien, estas transformaciones son posibles cuando se trata de fuentes reales. En el caso de fuentes ideales,
es necesario aplicar un enfoque diferente. Una solucién posible es la modificacién de la geometria del
circuito mediante la movilidad de fuentes.

Movilidad de fuentes de tensiéon

La figura 1.41a representa una parte de un circuito que contiene una fuente ideal de tensién conec-
tada entre dos nudos. La figura 1.41b es una modificacién de la geometria de este circuito en el que la
fuente se ha desdoblado en dos y ha cambiado su posicién a la parte superior. Es inmediato comprobar
que los cuatro elementos pasivos conectados en los nudos estdn sometidos a las mismas tensiones en los
dos circuitos. Por otra parte, dado que las dos fuentes son del mismo valor y estan conectadas al mismo
nudo en su parte inferior, su terminal superior estd al mismo potencial. Por tanto, estin conectadas en
paralelo y pueden simplificarse por una tinica fuente de tensién, lo que nos lleva de vuelta al circuito
original. Un circuito alternativo se representa en la figura 1.41c, en el que el desdoblamiento de fuentes
se ha trasladado al nudo inferior.

Al aplicar esta movilidad, se obtienen fuentes reales de tensién que, a su vez, pueden ser transfor-
madas en fuentes de corriente equivalentes.

(A) Circuito original (B) Circuito modificado (1) (¢) Circuito modificado (2)

FIGURA 1.41: Modificacion de la geometria de un circuito con la movilidad de una fuente de tension.

Movilidad de fuentes de corriente

La figura 1.42a representa una parte de un circuito que contiene una fuente ideal de corriente conec-
tada entre dos nudos. La figura 1.42b es una modificacién de la geometria de este circuito en el que la
fuente ha desaparecido de su ubicacién original y se ha replicado tres veces, una por elemento pasivo.
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Se puede comprobar que el balance de corrientes de cada uno es el mismo en los dos circuitos por lo
que, a pesar de esta modificacién de la geometria, se trata de circuitos equivalentes.

Al aplicar esta movilidad, se obtienen fuentes reales de corriente que, a su vez, pueden ser transfor-
madas en fuentes de tensioén equivalentes.

Zy

Zs

I

(A) Circuito original (B) Circuito modificado

FIGURA 1.42: Modificacion de la geometria de un circuito con la movilidad de una fuente de corriente.

1.6.4. TC2 Asociacién de condensadores

En una asociacién de condensadores pueden aparecer zonas aisladas, puntos a los que no se puede
llegar sin atravesar un condensador (figura 1.43). La tensién en estas zonas aisladas no se puede deter-
minar de forma directa a partir del resto del circuito. Cuando la carga inicial de todos los condensadores
es nula y la asociacién se puede sustituir por un condensador equivalente C,; (en serie o en paralelo), la
carga del condensador equivalente se calcula a partir de la tensién de la asociacién.

En el caso de una asociacion serie, la carga de los condensadores individuales es igual a la del con-
densador equivalente, y la tensién de C,; es la suma de las tensiones individuales. En el caso de una
asociacién paralelo, la carga de C.; se reparte entre los condensadores individuales, mientras que la
tension de Ce4 es igual a la de los condensadores individuales.

El resto de casos se resuelven combinando ecuaciones de nudos y mallas. El procedimiento es el
siguiente:

1. Se asignan polaridades arbitrarias a los condensadores (figura 1.44).

A
Ce‘
+ o
Usp C I I D
Cs
19
G
B

FIGURA 1.43: Zona aislada de carga en una asociacion de condensadores.
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A
+
ug(t) + (3
+ _ o uy(t)
us(t) _
- +
Uusp C I I D
Cs
_ uz(t) o -
(3 + uy(t)
+
B

FIGURA 1.44: Asignacién de polaridades en una asociacion de condensadores con zona de carga aislada.

condensadores no tienen carga inicial).

(€)
(D)
nes (usando uc; = q;/C;).
(ACDA)
(CBDC)

(ACBA)

. La suma de cargas en una zona aislada es igual a la suma total de las cargas iniciales (nula si los

g1+q5+493=0
g5 —q2—4q4 =20

. Se aplica la ley de Kirchhoff a las mallas que sean necesarias para completar el sistema de ecuacio-

. Se resuelve el sistema de ecuaciones para obtener los valores de g;.
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1.7. Ejercicios

1.7. Ejercicios

1. Calcular las corrientes de malla mostradas en el circuito de la figura.
Datos: R; =20 Ry =50; R3=100; Ry =4Q; R5s =2Q; E; =25V; E; =50V

Rj3 Rs
Ry
Rq @ @ Ry @ ()_7_ Ep
+
Eq

Sol.:. T =—-131A; I, =317A; 1045A

2. Calcular el valor de E que hace que Iy = 7,5mA en el circuito de la figura.
Datos: Ry =8(0); Rp =70; R3 =40; R4y =60; Rs =60); Rg =120

ANA—1—ANA-E
Ry
+
E Ry Rs
Re

Sol.: E=0,706V

3. Calcular la intensidad I en el circuito de la figura.
Datos: Ry =27Q); R, =47Q); R3 =27Q); E; =460V; E, =200V

T
Rq Ry

Eq E,

Sol.: I =-8,77A

4. En el circuito de la figura obtener las intensidades de corriente sefialadas primero mediante un
analisis por el método de las mallas y posteriormente mediante un anélisis por el método de los
nudos.

Datos: R1 =20; Ry =10; R3 =40, R4 =50, Rs =30, E{y=10V; E, =6V
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Sol: I; = —331A; L =337A; I; = —0,06A; Is = 0,73A; I; = —0,79 A;

5. Analizar el circuito de la figura mediante el método de las mallas, obteniendo la corriente de cada
una de las ramas. Con este resultado, calcular la diferencia de potencial entre A y B, y realizar
un balance de potencias comparando la potencia de los elementos activos y la de los elementos

pasivos.
Datos: R =Ry =10 R3 =2, R4 =3}, Rs =4(); 1 =118V; e =236 V; €3 = 118V

>

€1 €2 €3

B
Sol.: Il = 32A, 12 = —86A,‘ 13 = 54A, 14 = 14A, 15 = 40A, uAB = 150V, Pg = PR

6. En el circuito de la figura, determinar:

= Todas las intensidades de rama sefialadas
= Carga, polaridad y energia almacenada en los condensadores

= Balance de potencias

Datos: R; =iQ); C;=ipF;, E{ =8V, E; =6V; E3 =4V
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Sol: h=h =5L=—-I4 =1A;15 =1Is = I = 0A; Quurp = —71pC Qopr = —41C; Qapr =
3uC; Eqpr = 24,51); Eopr = 41); Eur = 1,51]

. Aplicar el método de los nudos en el circuito de la figura para determinar:

= Los potenciales de los nudos A, B, C y D.
= Las intensidades de corriente sefialadas.

= Carga, polaridad y energfa almacenada en los condensadores, supuestos sin carga inicial.

Datos: R; =i(); C;=ipF, E; =6V, E; =18V, E3 =6V

(@]

Sol: Uy =15V, Us =11V; Uc =Up =0V; [ = [y =0A; L=, = —1A; L = Is = 1A; gy =
IuGC g2 =30pC; g3 = 33pC; Ec1 =40,51]; Eco = 225y]; Eco = 181,5p]

. En el circuito de la figura, donde se sabe que la carga inicial de los condensadores era de 10 uC
para C; y de 20 pC para C, con las polaridades indicadas, se pide determinar:

» Intensidades de corriente sefialadas
= Potenciales en los puntos A, B,C,D,Ey F

Datos: €1 = a0V, €y = 60V; €3 — 30V; R1 = Rz = R3 =100 R4 = R5 =300, C1 = 10],1F,‘ Cz =
20pF; Ly =1pH

Rq

L' D I

>

Is

C_r geo — & Ry €3

qc1

Sol: I} =4A; L =5A 3 = - 1A L =g =1A;Is =, = 0A; Iy = 1A; Uy = 30V; Ug =
OV: Uc =1V; Up = 61V; Ug = 101V; Ur = 11V;

9. En el circuito de la figura, los condensadores se conectaron sin carga. Mediante el método de las
mallas, se debe determinar:

= Intensidades de corriente sefialadas

= Potenciales en los puntos A, B, Cy D

= Polaridades, cargas, y energias de los condensadores
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= Balance de potencias

Datos: €7 = 118V; e, =236 V; €3 = 118 V; Ry =4, Ry = R3 =1, Ry =30; Rs =20; C; =
C2:C3=2}1F,’ L1 :L2:L3:1mH

Sol.: I} =40A; I, = —86A; Iz =32A; 14 =14A;I5 =54A;, Uy = Ug =0V, Uc =42V; Up =
150V,’ LICl = OV; q1 = OC,' EC] = 0],‘ uCZ = —42V,‘ q2 = 84],1(:,‘ ECZ = 1,7611’1],’ UC3 = —42V,‘ q3 =
84nC; Ec; = 1,76 mJ; P, = Py

10. En el circuito de la figura, se debe determinar:

= Las ecuaciones para el calculo de las intensidades
= Todas las intensidades indicadas
= Potenciales en todos los nudos

= Carga y energia almacenada en los condensadores

Datos: Ry =20 Ry = 4Q; Ry =20 Ry = 1Q; Rs =2 Rg = 1Q; E; = 8V; E; = 8V;

Cl' = i].lF
A I Ry 1B Re 1
Rs3
G Eq <> Rq Rs
n +
Iy
J’_
Aly 15 E,
. I; A RA 6 I c
=~ B D
G G G
+ + +
v Ié Ill 14 I%

Sol: [ =Is = —65A; = —4A; 3=, = —25A; [, =3A; Is = Iy = 0,5A; Uy = —8V; Ug =
2V, Uc =05V; Up =0V; Qiur = 81C; Qopr = Qzpr = 0nC; Quur = —21C; Eqyr = 321); Expr =
E3ur = 0J; Egur = 0,51]
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11. En el circuito de la figura, se debe determinar:

= Las corrientes sefialadas.
= El balance de potencias, diferenciando entre elementos activos y elementos pasivos.
= Los potenciales en los puntos A, By C.

= La carga y polaridad en los condensadores, supuestos sin carga inicial.

Datos: €1 =1V; e, =7V; R; =10; C; =ipF

Rq

€1

Ry

Sol.: Il = 12 = 1A,’ 13 = 14 = OA; 15 = —ZA; Zepe = ERPR; UA = —1V,' UB = —5V,' UC =
—3V;q1 =0,5pC; g2 = 11C; g3 = 1,5pC; g4 = 12nC

12. El circuito de la figura estd funcionando en régimen estacionario. Los condensadores estaban ini-
cialmente descargados. Resuelve el circuito mediante el método que consideres conveniente para
obtener los siguientes resultados:

= Las intensidades sefialadas.
= Polaridad y energfa almacenada en los condensadores.
= Balance de potencias.

Datos: €1 =40V; €2 =22V, 63 = 20V; C; = C = C3 = 2pF; Rg1 = Rgp = R = 4 Ry =
R2:R3:R4:20;R5:R6:R7:1Q

Ry L Ry
I
Rgz
— G
an @) €g2
Ly Lo Ry
N L AN,
—|0
I
Re

Sol.: 11 = 15 = 2A, 12 = 13 = I8 = 110 = —1A,‘ 14 = I7 = 111 = 112 = 113 = OA, I6 = 114 =
1A; Ec; = 0,676 mJ; Ecy = 0,576 m]J; Ecs = 1yJ; Py = Pr
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13. En el circuito de la figura, obtener las intensidades de corriente sefialadas mediante un andlisis por
el método de las mallas y mediante un andlisis por el método de los nudos.

Datos: Ry =90; Ry =40; R3 =18 Ry = Rs = Rg =20 E; = 16 V; [; = 2 A

Rg
Iga
e
Y I4 R4 R 5 15
Ry
I CD Ry
L Rs3
_|_
Qe
I3 B

Sol.. T = —0,74A; I, = —133A; I3 = 0,07A; Iy = —0,39A; Is = 046A; Iy = —087A;I; =
1,26 A

14. Resolver el circuito por el método que se estime conveniente, obteniendo:

= El valor de las corrientes indicadas (I, I, I3, I3, I5).
= La carga y polaridad de C;,C, y Cs.
= La potencia entregada o absorbida por los elementos activos.

€1
I Ry A
+ 1 AVAVAY,
G
R _
L 2
Datos:
I Ry =R, =20
Ly Ce R3=R4 =R5 =R =10
Re G — C;=ipF
[, =1mH
R e =10V
Rs e =10V
I G —
Cy
N Iy B

€2

Sol.: Il = —1,25A; 12 = 3,75A; 13 = 14 = —2,5A; I5 = OA,' q1 =2 = ng; q3 = 7,5},1C; Pel =
125W; Py = 25W
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Capitulo 2

Corriente alterna monofasica

2.1. Formas de onda periddicas

En los circuitos eléctricos, las funciones de excitacién y respuesta son tensiones e intensidades que
varian con el tiempo:

u=u(t)
i=1i(t)

Estas funciones pueden representarse de forma grafica o analitica. En ambos casos, esa relacién funcio-
nal se conoce mediante el nombre de forma de onda. Las formas de onda pueden clasificarse segin (de
manera andloga a lo indicado en la Seccién 1.2.2):

= Signo de la magnitud:

¢ Unidireccionales: la magnitud que la representa siempre tiene una tnica polaridad (signo
constante, aunque el valor puede ser constante o variable)

¢ Bidireccionales: la magnitud toma valores positivos y negativos (signo variable con el tiem-
po)

= Repeticién del valor de la magnitud:

¢ Periddicas: el valor de la magnitud se repite de forma regular

* No periddicas: el valor de la magnitud varia de forma arbitraria con el tiempo

Cuando se trabaje con corriente alterna, siempre se usardn funciones de onda periédicas, general-
mente sinusoidales. Las formas de onda periddicas son aquellas que se repiten a intervalos iguales de
tiempo y en el mismo orden, siguiendo la expresion:

y(t) =y(t+T) =y(t+n-T)
Existen una serie de definiciones y valores de interés para las ondas periddicas:
» Periodo (T): intervalo de tiempo minimo a partir del cual se repite la forma de onda [s]

» Frecuencia (f): nimero de veces que se repite la onda por unidad de tiempo [Hz]:

f=

Sl =

La unidad [Hz] se escribe en maytsculas en honor a Heinrich Rudolf Hertz, fisico alemén del
siglo XIX que descubri6 el efecto fotoeléctrico, la propagacién de las ondas electromagnéticas
y las formas para producirlas y detectarlas.
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Valor instantdneo: valor y(t) que toma la forma de onda en un instante de tiempo dado
Valores de pico (Yyux, Yinin): valores maximo y minimo que toma la forma de onda en un periodo:
Yinax = max(f(t)); Yyuin = min(f(t))

Valor pico a pico (Ypp): se corresponde con la diferencia (en valor absoluto) entre los valores de
pico considerados con signo:
Ypp = |Ym11x - Ymin‘

Valor medio (Y};): en un intervalo (1, f), corresponde con la media aritmética de los valores ins-
tantdneos que toma la funcién en dicho intervalo:

1 ta
Yy, = : / y(t) dt
th—1t Jy

En una onda periddica, se calcula para un intervalo de tiempo igual a un periodo:

1 a+T
Yy = f/a y(t) dt 2.1)

En caso de que el valor medio sea nulo en un periodo, el cdlculo se realiza en un semi-periodo
(T/2) o en un cuarto de periodo (T /4)

Valor eficaz (Y,y): es la raiz cuadrada de la media de los cuadrados de los valores que toma la

funcion en un intervalo:
1 g
Y,r= . / 2(t) dt
of \/tz—t1 tly()

a+T
Yo = \/;/H W2(1) dt 2.2)

Factor de amplitud (FA): es el cociente entre el valor méximo y el valor eficaz de una onda:

Si es periddica:

FA — Ymax
Yer

Factor de forma (FF): es el cociente entre el valor eficaz y el valor medio:
Yr
FF = =~
Y‘ﬂl

@ Si el valor medio fuese nulo en un periodo, se toma el de un semiperiodo

Ejemplo 2.1 Hallar el valor medio y eficaz de la onda periddica de la Figura 2.1.

u(t)

4 8
FIGURA 2.1: Ejemplo 2.1



2.1. Formas de onda periddicas

La onda es una funcién periédica, de periodo T = 4 s, para la cual, en el intervalo [0,4] s, la funcién se

expresa como:

1
mw:{?t:%tv (0<t<4s)

Se utiliza la expresién (2.1) para determinar el valor medio:
L d L d
LM—TAth—ZAQM)h@
Se utiliza la ecuacién (2.2) para el valor eficaz:

Uef_\/;./()Tu(t)zdt—\/i-/;(ZSt)Zdt—\/i-/()4(625t2)dt—

4

1 #3
=1/>625|=| =57,74V
4 &g

2.1.1. Funcién sinusoidal

Dentro de las ondas periédicas, las ondas sinusoidales son de gran importancia en el campo de la
electricidad. Estas formas de onda vienen determinadas por:

]y(t) = Yyax - sin(wt + 0) \ (2.3)

siendo Yy el valor mdximo de la onda, w la pulsacién o frecuencia angular [rad/s] (w = 2 -7 - f,
siendo f la frecuencia de la onda [Hz]) y 0 la fase [rad]. Un ejemplo de este tipo de forma de onda se
muestra en la Figura 2.2.

/—\ /\ |
\\/ \ Yinaz sen(wt + 6)

FIGURA 2.2: Ejemplo de forma de onda sinusoidal

La fase representa el argumento de la onda para t = 0. Tomando una onda como referencia, si la fase
de otra onda es 0°, se dice que la onda estd en fase con la onda de referencia; si la fase es positiva (+)
respecto a la de referencia, se dice que la onda estd en adelanto; y si la fase es negativa (—) respecto a la
de referencia, se dice que la onda esta en retraso. Asi, en la Figura 2.3, considerando como referencia la
onda de color negro (que tiene una fase 6 = 0), la onda azul est4 en retraso, mientras que la onda roja
estd en adelanto. En caso de que el desfase entre dos ondas sea de 90°, se dice que estdn en cuadratura:
el paso por 0 de una onda, coincide con el paso por el méximo/minimo de la otra.

Yinaz sen(wt — m/3)

Yinaz sen(wt)

W t
AN X Nt

FIGURA 2.3: Fases entre ondas sinusoidales

Las propiedades de las formas de onda senoidales que hacen que sea la preferida para la generacién
de energia eléctrica a gran escala son las siguientes:
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1. Su forma bésica se mantiene siempre, puesto que sus derivadas e integrales sucesivas son funcio-
nes sinusoidales — si la excitacién es sinusoidal, las respuestas también lo son (pasado un corto
periodo de tiempo transitorio)

2. La suma o resta de funciones senoidales de la misma frecuencia es otra funcién senoidal de la
misma frecuencia

Respecto al estudio de otras formas de onda, su interés reside en el teorema de Fourier, dado que cual-
quier onda periddica no senoidal puede suponerse formada por infinitas ondas senoidales de distinta
frecuencia.

Al ser un caso particular de una onda periddica, las definiciones y valores de interés indicados pre-
viamente también son vélidos. Por simplicidad, se considera la funcién sinusoidal con fase inicial nula,
Y(t) = Yonax - sin(wt):

= Valor pico a pico (Ypp): es el doble de la amplitud:
Ypp = |Ymax - Ymin‘ =2 Yinax

= Valor medio (Y};): en un periodo, el valor medio es 0, puesto que el drea positiva es igual al drea
negativa. Considerando entonces un semiperiodo:

2 : Ymax

2-Y,
o [— cos(w - t)}g/z = % ~ 0,637 - Ynax

1 "T/2 )
Yu(T/2) = 775 /0 Yonax - sin(cot) dt —

» Valor eficaz (Y,y): para simplificar el cdlculo, se hace en primer lugar el valor eficaz al cuadrado:

1 T Y2 T Y2
2 i o 2 _ ‘max . 2 _ Lmax
Yor = 7 /0 (Yonax - sin(wt))” dt = -7 /0 (sin(wt))” dt = —5

luego:

/ Yinax
Yef = Yezf = \ﬁ ~ 0,707 - Yinax

= Factor de amplitud (FA):
A = Ymar _ Yot 5 g 41

Y ax
ef M\/E
» Factor de forma (FF):
Ydﬁﬂ){
FF_tf _ w2 _ 7 ~ 1,111
Ym 2. nux 2. \/E

2.1.2. Calculo fasorial

Cuando se trabaje con corriente alterna, siempre se usaran funciones de onda sinusoidales, todas
ellas de la misma pulsacién w. Por tanto, las diferencias que habra en dichas ondas seran, tinicamente,
las amplitudes Y4 y las fases 6. Esto permite que, en lugar de trabajar con formas de onda, se pueda
trabajar con fasores, nimeros complejos que representan una tensién o corriente sinusoidales. La longi-
tud del fasor (su médulo) es el valor eficaz de la funcién sinusoidal, que se define como el valor de la
corriente alterna que consigue generar el mismo resultado de tensién/corriente que si fuera en corriente
continua, y se calcula como el valor méximo entre /2 (como ya se justificé).

La posicién del fasor, conocida como argumento, se determina en cualquier instante de tiempo ha-
ciendo el producto wt + 0, pero la de mads interés es el instante inicial, es decir, para t = 0 en la expre-
sién (2.3):

y(t) = Yinax - sin(MJQ 0) = Yyax - sin(6)

Por simplicidad, la fase 6, al trabajar con fasores, puede expresarse en grados [°]. Por tanto, al fasor le
corresponde por médulo y argumento:

Y =Y, /0 (2.4)

que es conocida como la forma polar del fasor.



2.1. Formas de onda periddicas

Ejemplo 2.2 Expresar en modo de fasor las siguientes funciones sinusoidales:

u(t) =150 v/2 - sin(500 - £ + g) v

E)A

i(t) = 3v/2-sin(2000 - t + <

Para expresar los fasores, hay que utilizar los valores eficaces (U, = 150 V; Ly = 3 A) y los desfases
(F =45°paralau(t)y & = 60° paralai(t)). Ast:
U =150/45°V
I1=3/30°A
u

Considerando la Figura 2.4, donde el eje X representa la parte real del fasor y, el eje Y, la parte
imaginaria, la forma binémica (o rectangular) de un fasor, se obtiene como:

Y = Y,s - (cos(6) +j-sin(6)) (2.5)
P
Ysengr-—-—------5 v
® l
R
Y cos

FIGURA 2.4: Concepto de fasor

El empleo de estas notaciones permite operar con las funciones sinusoidales del mismo modo que
con vectores en el plano y nimeros complejos. En general, es habitual emplear la forma binémica para
sumar y restar, y la forma polar para multiplicar y dividir. Debe tenerse en cuenta que para realizar
estas operaciones es necesario que las expresiones sean todas con la funcién seno o con coseno. Caso
contrario, habrd que expresar todas las magnitudes respecto a la misma funcién, siguiendo la relacién:

cos(B) = sin(p +90°)

@ Si se tiene un fasor en forma rectangular a +j b, para transformarlo a polar se debe calcular su médulo

Vva? + b? y argumento arctan(b/a).

@ Si se tiene un fasor en forma polar r/a°, para transformarlo a rectangular se debe calcular a como
r-cos(a®) y b como r - sin(a®).

@ Se recuerda que el empleo de fasores solo es vélido cuando todas las ondas tienen la misma pulsacién
w

Ejemplo 2.3 Dados U; = 25/145° Vy U, = 11/25° V, calcular la relacién U, /Uy y la suma Uy + U,.
Para hacer el cociente se utiliza la forma polar:

U, 25/145° 25
=L = 222 22 50— 05° = 2,27/120°
o, 12 AR =5 0
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Para hacer la suma, es necesario usar la forma binémica:

Uy = 25/145° = —20,48 4 j14,34V
T, = 11/30° = 9,52 +j5,5V

La suma de ambas tensiones es:

Uy + U, = (—20,48 +14,34) + (9,52 +j5,5) = —10,96 419,84 V

|
Ejemplo 2.4 Sabiendo que i(t) = 2-+/2-sin(600 ) A; ir(t) = 4-+/2-sin (600t + ) A; e iz(t) =
10 - /2 - cos(600 - t — 71) A, determinar la suma de iy (t) + ip(t) + i3(t).
En primer lugar, se expresa todo en funciones seno:
i1(t) =2-v2-sin(600 - t) — I = 2/0° A
ir(t) = 4-v2 - sin (600~t+g) T =4/90° A
ia(t) =10 V2 cos(600 - — 7r) = 10 V2 - sin (600 - £ - g) — T =10/-90° A
Asi, la suma de i1(t) + ix(t) + i3(t) es:
L+ L+ I3 = (2/0°) + (4/90°) + (10/=90°) = 6,32/—71,5651° A
i1(t) +ia(t) +i3(t) = 6,32 - v/2 - sin(600 - £ — 1,249) A
|

2.1.3. Representacion fasorial: diagramas fasoriales

Considérense las ondas de tension u(t) y corriente i(t) mostradas en la Figura 2.5, representadas en

notacion fasorial como: o ~
0 = Ufou; =16,

donde U e I son los valores eficaces de la tensién y corriente, respectivamente. Su representacién grafica
en el plano es la mostrada en la Figura 2.6. A estos diagramas se los conoce como diagramas fasoriales,
y permiten también el estudio y andlisis de circuitos en corriente alterna como si de vectores en el plano
se tratara. Ademads, este procedimiento grafico ofrece la ventaja, respecto al procedimiento algebraico,
de que las relaciones de fase y amplitud entre todas las tensiones e intensidades quedan expuestas de
forma muy clara e intuitiva. Por tanto, a lo largo de este Tema 2 se irdn realizando y analizando los
diagramas fasoriales correspondientes a los circuitos en estudio.

t

u(t) = Upmax sen(wt + 0y7)

FIGURA 2.5: Tensién y corriente en notacion fasorial



2.2. Respuesta de los elementos pasivos a una excitacién sinusoidal

|

\ SDZQU_HI
0\ _
O\ 7

o) R

FIGURA 2.6: Diagrama fasorial de U e T

@ A partir de este momento, se utilizard siempre U para referirse a tensién eficaz e I para la corriente
eficaz.

2.2. Respuesta de los elementos pasivos a una excitacion sinusoidal

La ley de Ohm también puede escribirse utilizando fasores, de manera que:

=271 2.6)
siendo la impedancia:
_ z=U
Z = E 0y —0; = [ (2.7)
I Q= 9u - 9[

Por tanto, la impedancia Z = Z {g es el cociente entre tensién y corriente [(Q]. De nuevo, la expresién
para la impedancia mostrada en la ecuacién (2.7) se presenta en forma polar, siendo en forma binémica:

Z =Z-cos(g)+jZ-sin(p)

cuyo resultado, segiin se demostrard mds adelante, es igual a:

Z=R+ijX (2.8)

donde R es la parte resistiva de la impedancia (resistencia), y X es la parte reactiva (bobina y/o conden-
sador), como se muestra en la Figura 2.7. La parte imaginaria de Z (la X) puede ser positiva (reactancia
inductiva — bobina) o negativa (reactancia capacitiva — condensador). Ademads, una impedancia puede

ser puramente resistiva (Z = R), inductiva (Z = +X) o capacitiva (Z = —X).
S
X=Zsenpr----------5 A
e
LR
R = Zcosyp

FIGURA 2.7: Fasor de una impedancia genérica Z

Cuando los elementos pasivos son puramente reactivos, la impedancia se conoce como reactancia X
y, la admitancia, como susceptancia B.
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2. CORRIENTE ALTERNA MONOFASICA

2.2.1. Circuito resistivo

Considérese una resistencia R por la que circula una corriente alterna de forma de onda:
i(t) = 1V2-sin(wt+6;) - T= 1/0;
Aplicando la ley de Ohm, la tensién en los bornes de la resistencia es:
u(t) = R-i(t) = R-1v2-sin(wt 4 60;) = U2 -sin(wt + 6y,

funcién senoidal que va en fase con la intensidad (Figura 2.8), y cuyo valor eficazes U = R - I. Por tanto,
le corresponde el fasor

U= (R-1)/0+6; = U/

donde 6; = 6y;.

FIGURA 2.8: u(t) e i(t) en circuitos resistivos puros

Asi, la impedancia Z, segtin la expresion (2.7):

_ g ZR:%:R
1

go:9u—91:O

Es decir, que la impedancia de una resistencia tiene de médulo el valor de la resistencia y un argumento
nulo:

Zr = R+j0 = R/0° (2.9)

La representacion fasorial de U e I, asi como la de Zg, se muestran en la Figura 2.9.

U

S

9[ J \T\

(A)Uel (B) Zr

FIGURA 2.9: Diagrama fasorial de un circuito resistivo puro

2.2.2. Circuito inductivo puro
Considérese una bobina de inductancia L por la que circula una corriente alterna de forma de onda:
i(t) = I1v2-sin(wt+0;) = T=1/8;
Segtin se indica en la expresion (1.5), la relacién entre tensién y corriente en una bobina es:

u(t):L~dld—(:):L~I~w\/§ocos(wt+91):Uﬁ~w.sin(wt+91+g> = UV2 - w - sin (wt + 0y)
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2.2. Respuesta de los elementos pasivos a una excitacién sinusoidal

Asi, un circuito inductivo puro genera sefiales en cuadratura entre u(t) e i(t), estando la corriente retra-
sada 90° respecto a la tensién (Figura 2.10). A la tensién le corresponde el fasor:

U=(L-1-w)/0i+%=U/6y

u(f)
e |

FIGURA 2.10: u(t) e i(t) en circuitos inductivos puros

Por tanto, la impedancia Z, segtin la expresion (2.7):

u

TL:

~i| <

¢:0u—61:90°

Es decir, que la impedancia de una bobina tiene de médulo el valor L - w, conocido como reactancia
inductiva (resistencia aparente que ofrece la bobina al paso de la corriente alterna) y un argumento de
+90°:

0+jLw = Lw/90° (2.10)
La representacion fasorial de U e I, asi como la de Z|, se muestran en la Figura 2.11.
R
TS X1 =7Z147;
/2
I
O\«
o g 1 =
(AyUel

(8) ZL
FIGURA 2.11: Diagrama fasorial de un circuito inductivo puro

2.2.3. Circuito capacitivo puro

Considérese un condensador de capacidad C por el que circula una corriente alterna de forma de
onda:
i(t) =I1V2-sin(wt+6;) - 1=1/6;

Segtin se indica en la expresion (1.10), la relacién entre tensién y corriente en un condensador, (conside-
rando que f; = —o0 y que (—0c0) = 0) es:

t
M(t) = % . /_ool(t) -dt = —wic 2'COS(C(Jt+9]) — U\fZ'sin (wt+91 _ Z)

2
Asi, un circuito capacitivo puro genera sefales en cuadratura entre u(t) e i(t), estando la corriente ade-

lantada 90° respecto a la tension (Figura 2.12). A la tensién le corresponde el fasor:
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2. CORRIENTE ALTERNA MONOFASICA

FIGURA 2.12: u(t) e i(t) en circuitos capacitivos puros

Por tanto, la impedancia Zc, segln la expresion (2.7):

u 1
Z = == —
€T T wC
¢:9u—91:—900

Es decir, que la impedancia de un condensador tiene de médulo el valor &, conocido como reactancia

capacitiva (resistencia aparente que ofrece el condensador al paso de la corriente alterna) y un argumen-
to de —90°:

1 1 .
0—j—5=—c/-% (2.11)

La representacién fasorial de U e I, asi como la de Z¢, se muestran en la Figura 2.13.

NY
§ i
) B
I
o, U
m/2
0(] R X = ZC ng
(ayUel (B) Zc

FIGURA 2.13: Diagrama fasorial de un circuito capacitivo puro

2.3. Respuesta de los circuitos serie a una excitacion senoidal
2.3.1. Circuito RL

Este circuito se corresponde con el mostrado en la Figura 2.14, equivalente a un circuito inductivo
con pérdidas.

IAAN
+ _
Ur Uy
FIGURA 2.14: Circuito RL serie

La corriente que circula por el circuito es:

i(t) = IV2-sin(wt+0;) - 1=1/6;

por lo que las tensiones en la resistencia R y bobina L:

ur(t) = RIV2-sin(wt+0;) — Ug = RI = R1/6;
wlL

ur(t) = wLIV?2-sin (wH—GH—%) U, =X, 1=
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2.3. Respuesta de los circuitos serie a una excitaciéon senoidal

donde ug(t) va en fase con i(t) y up (t) va 90° adelantada respecto a i(t).
La impedancia del circuito (resistencia aparente que ofrece al paso de la corriente alterna) es el con-
junto de R y L, que se corresponde con una magnitud compleja:

7= /Rt (L)

Z=R+jX,=R+jwL = <wL> (2.12)
¢ = arctan | ——

que puede representarse en el plano complejo como se muestra en la Figura 2.15, donde es inmediato
comprobar que:

R=2Z-cos(¢)
Xy = Z-sin(¢)
3
X=jwLr----------5 7
e
R
R

FIGURA 2.15: Representacion grdfica de la impedancia de un circuito RL
La tension total del circuito, segtn la 2LK, es:

U= /Ui +U? =1/R*+ (wL)2=1-Z

U=Ur+U,=(R+jwL)- 1= u wL
0 = arctan | — | = arctan | —
<UR> ( R )

Por tanto, la intensidad i(t) va retrasada respecto a la tension total u(t), pero no en cuadratura con ésta
(Figura 2.16).

, T
i(t)
u(t) LT
\I/
t
01
Oy \\‘ R
(A) Evolucién temporal (B) Diagrama fasorial

FIGURA 2.16: Evolucién temporal y diagrama fasorial de u(t) e i(t) en circuitos RL

2.3.2. Circuito RC

Este circuito se corresponde con el mostrado en la Figura 2.17, equivalente a un circuito capacitivo

con pérdidas.
T
+VVV_T L -
Ur Uc

FIGURA 2.17: Circuito RC serie
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2. CORRIENTE ALTERNA MONOFASICA

La corriente que circula por el circuito es:
i(t) =1V2-sin(wt+0;) > T=1/8;
por lo que las tensiones en la resistencia R y el condensador C:
ur(t) = RIV2-sin(wt +6;) — Ug = RI = R1/6;

Iv2 . I
uc(t):w—\g-sin(wt—i—(h—g) = Uc =Xc 1= —= /61 = 90°

donde ug(t) va en fase con i(t) y uc(t) va 90° retrasada respecto a i(t).
La impedancia del circuito (resistencia aparente que ofrece al paso de la corriente alterna) es el con-
junto de R y C, que se corresponde con una magnitud compleja:

2
7 = 2_<1>
= . .1 wC
@ = —arctan (“}5)

que puede representarse en el plano complejo como se muestra en la Figura 2.18, donde es inmediato
comprobar que:

R =Z-cos(¢)
Xc = Z-sin(g)
3
R R
e
X=-Fpr------3 'z

FIGURA 2.18: Representacion grdfica de la impedancia de un circuito RC

La tensién total del circuito, segtin la 2LK, es:

1 \2
- B U= /U3+U2=1 R2+(> =1-Z
u—uR+uc—(R—jw1C>~1:> K Cu \ wC )
_ “C) _ _ _
0 = — arctan (UR> arctan (Rw C)

Por tanto, la intensidad i(t) va adelantada respecto a la tensién total u(t), pero no en cuadratura con
ésta (Figura 2.19).

I
u(t) g U
1
N ! 2
i(t)
by R
(A) Evolucién temporal (B) Diagrama fasorial

FIGURA 2.19: Evolucién temporal y diagrama fasorial de u(t) e i(t) en circuitos RC
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2.3. Respuesta de los circuitos serie a una excitaciéon senoidal

Se quiere destacar que, pese a que a una impedancia se le puede asociar un niimero complejo, no se
trata de un fasor (sefial que varia en el tiempo).

2.3.3. Circuito RLC

Este circuito se corresponde con el mostrado en la Figura 2.20.

I
+ VvV VT4 -+ ]| -

Ur Ur Uc

FIGURA 2.20: Circuito RLC serie

La corriente que circula por el circuito es:
i(t) = I1V2-sin(wt+6;) - T=1/6;
por lo que las tensiones en resistencia R, bobina L y condensador C:
ug(t) = RIV2-sin(wt+6;) — Ug = RI = R1/8;
. s — o = .
ur(t) = wLIv2-sin (wt+91+ 5) — U, =X, - T=wLI/6;+90

Iv2 . /S | .
wc'Sll’l(wt-‘r-g]—a)—)UC:XC'I:RKQI—go

donde ug(t) va en fase con i(t), up (t) va 90° adelantada respecto a i(t) y uc(t) va 90° retrasada respecto

ai(t).
La impedancia del circuito (resistencia aparente que ofrece al paso de la corriente alterna) es el con-
junto de R, Ly C, que se corresponde con una magnitud compleja:

uc(t) =

1) Z:\/R2+(wLw1C)2
=

Z:R+j(XL—XC):R+j<wL— wl — L. (2.14)
@ = arctan <ch>

wC
que puede representarse en el plano complejo como se muestra en la Figura 2.21, donde es inmediato
comprobar que:

R =Z-cos(¢)
X = Z-sin(¢)

&

AXT

FIGURA 2.21: Representacion grdfica de la impedancia de un circuito RLC

La tension total del circuito, segtin la 2LK, es:

2
1 U:I\/R2+<wL—1C) =1-Z

wL— L
0 = t wC
arctan (R )
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2. CORRIENTE ALTERNA MONOFASICA

Por tanto, a priori, no se puede saber si la intensidad i(t) va adelantada o retrasada respecto a la tension
total u(t), puesto que dependera de si U; > Uc = wL > _L~ (cardcter inductivo) o U, < Uc =
wL < & (caracter capacitivo); ademads, también puede darse el caso de que U, = Uc = wL = ﬁ
(caracter resistivo), diciendo entonces que el circuito se encuentra en resonancia (ver Seccién 2.3.5). En

la Figura 2.22 ha supuesto que la corriente va en retraso respecto a la tensién.

(@Y

X
»\\Uil,
U
f I
U QI R

FIGURA 2.22: Diagrama fasorial de un circuito RLC, suponiendo cardcter inductivo

2.3.4. Circuito serie general

Considérese un circuito en serie formado por n impedancias, donde cada impedancia es de la forma
Z; = R; +jX;, como se muestra en la Figura 2.23a. Este circuito se alimenta con una tensién u(t), de
valor eficaz U, de manera que circula por el mismo una intensidad i(t) de valor eficaz I. Se dice que la
impedancia equivalente a las n impedancias en serie es aquella que, al aplicarle la misma tension u(t),
origina la misma intensidad i(t), es decir, la que conserva el médulo de I y el 4ngulo de fase entre U e

I del circuito serie original

Zy Zy Z3 Zn Zeq
| — T 1 T 1 | —
i T e 1 | T S -
us(t) up(t) us(t) un(t)
i(t) i(t)
+ ult) - +ou(t) -
(A) Real (B) Equivalente

FIGURA 2.23: Circuito serie general alimentado por corriente alterna

En el acoplamiento de la Figura 2.23a se cumple que:
U=U+W+Us+..+ Uy
donde cada tension es igual a U; = I - Z;, luego:
U=U+Up+UWz+..+U,=1-(Z1 +Zo+Z3+ ...+ Zy)

Puesto que en el circuito equivalente se cumple que:

U=1Zy
se llega a la conclusién de que:
n
Zag=U+Zo+ 23+t Zn=|Zeg=)_ Zi (2.15)
i=1
que equivale a decir que:
Req—iRi} Xeq—ixi
1= 1=

siendo el angulo de la impedancia equivalente:

Xeg
¢ = arctan (R)

64



2.3. Respuesta de los circuitos serie a una excitaciéon senoidal

Ejemplo 2.5 Un circuito serie formado por R =100}, L = 20mH y C = 100 pF es alimentado con una
tension u(t) = 200 - sin(1000t + §) V. Calcular I, ug(t), ur(t) y uc(t), y dibujar el diagrama fasorial
de tensiones y corrientes.

El valor eficaz de la tension y su fase inicial son:

_ Upax _ 200

V2 V2

Los valores de las impedancias X1, Xc y la impedancia equivalente son:

—100vV2V; 6y = g —45° = U =100v2/45°

X1 =jwl =j1000-20-10~% = j20Q = 20/90° O

_ 1 1

Xe——j - L i00=10/-90°Q
¢=-J45¢ ~ 1000100 106~ 10 Y=

Zeg= R+ Xy +Xc=10+j20—j10 = 10 +j10Q = 10v/2/45° O

Aplicando la ley de Ohm, se obtiene la corriente y, con ella, las tensiones de cada elemento:

= g = M =10/0° A
Zeg  10v/2/45°
Ugr =1-R=10/0°-10=100/0°V = ug(t) = 100\6~sin(1000t)V
U, =1-X; =10/0°-20/90° = 200/90°V = up(t) = 200V/2 - sin (1000t + %) A%
Uc=1-X; =10/0°- 10/—90° = 100/—=90°V = uc(t) = 100v/2 - sin (1000t = %) A%

N

FIGURA 2.24: Diagrama fasorial del Ejemplo 2.5

2.3.5. Resonancia

En un circuito serie RLC se dice que se produce resonancia cuando la reactancia es nula:

1 1
X=wL-—=0 L=—
“ wC W wC

Por tanto, cuando se produce resonancia, se tiene que Z = R, siendo un circuito resistivo puro y Z
alcanzando su minimo valor. Como, por ley de Ohm, I = U/Z, la intensidad alcanzara su maximo
valor y estard en fase con la tensién.

Para alcanzar resonancia, se puede llegar variando la autoinduccién L, la capacidad C o la pulsacién
w. La pulsacién wp necesaria para que se produzca resonancia, manteniendo constantes L y C es:

1
wolL=—— —|wy =

e (2.16)

h
@
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2. CORRIENTE ALTERNA MONOFASICA

@ Que la impedancia X tenga un valor nulo, no implica que la tensién en la bobina y el condensador
sean 0. De hecho, pueden presentarse tensiones elevadas en éstos.

Ejemplo 2.6 Un circuito en serie formado por R = 1Q), X = 100Q y Xc = —100 () se conecta a una
tensién alterna U = 100/0° V. Calcular las tensiones de cada elemento.

La reactancia total X es: - o
X =Xr+Xc=j100—-j100 =0

Se trata de un circuito resonante, siendo la impedancia equivalente:
Z=R+jX=1+j0=1Q

Por la ley de Ohm, la corriente resulta:

T 100/0°
T— o — = 100/0° A
Z - i A

Por tanto, la tensién en cada elemento es:
Ugr =R-1=1-100/0° = 100/0° V
U; = X - I =100/90° - 100/0° = 104(90O V =10/90° kV
Uc=Xc- 1= 100/—90° - 100/0° = 1044790o V =10/-90°kV

2.4. Respuesta de los circuitos paralelo a una excitaciéon senoidal

Para el caso de circuitos en paralelo, se analiza directamente el circuito general. Considérese un
circuito en paralelo formado por n impedancias, donde cada impedancia es de la forma Z; = R; +jX;,
como se muestra en la Figura 2.25a. Este circuito se alimenta con una tension u(t), de valor eficaz U, de
manera que circula por cada impedancia una intensidad 7;(¢) obtenidas segtn:

7=

|

cumpliéndose, segtin la 1LK, que: - o
I = 1+12+I3++1n

Por tanto, la corriente total I es:

- = = — — (1 1 1 1
I:I +I +I +...+I IU' :+:+:+..+:
e " (Zl Z 7 zn>
Se dice que la impedancia equivalente a las n impedancias en paralelo es aquella que, al aplicarle la
misma tensién u(t), origina la misma intensidad i(t), es decir, la que conserva el médulo de [ y el

(A) Real (B) Equivalente

FIGURA 2.25: Circuito paralelo general alimentado por corriente alterna
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2.4. Respuesta de los circuitos paralelo a una excitacién senoidal

angulo de fase entre U e I del circuito paralelo original. Puesto que en el circuito equivalente se cumple
que:

-4
Z

se llega a la conclusién de que:

1 1 1 1 1 1
—=t=t=+.t==|=—==— (217)
Zeg Z1 Zo Zj Zn Zeg

Y. Zi
i=1

2.4.1. Admitancia

Puesto que el calculo de la impedancia equivalente operando de esta forma es, con frecuencia, com-
plicado y no exento de errores, es mds frecuente hablar de admitancia. Conceptualmente, la admitancia
representa la facilidad que ofrece el circuito al paso de la corriente alterna, y es el reciproco (inversa) de

la impedancia:
- 1 1/0°c 1
Y=== jB
Z Z/¢° = Z[ e =Y =6
donde G es la conductancia y B es la susceptancia. En funcién del valor de B, se tienen tres casos (al
igual que con las impedancias):

= B > (: admitancia capacitiva
» B < 0: admitancia inductiva
» B = 0: admitancia resistiva

En los elementos simples, las admitancias se pueden calcular como:

— 1

Yi =3 =G|=G=0 (2.18)
— 1 1

Yy=—=—=—=8B B < 2.1
LS % T el wL L|= B <0 (2.19)
— 1 1

YC_::——]wC Be|= Be >0 (2.20)

Las admitancias se asocian en serie y paralelo de la misma forma que las impedancias, pero el cdlculo
de su valor equivalente es justo a la inversa: es decir, en paralelo su equivalente es la suma de las admi-
tancias, y en serie el inverso de la admitancia equivalente es la suma de los inversos de las admitancias.

R iX
“NW—"_|-

(A) Impedancia (B) Admitancia

FIGURA 2.26: Equivalencias entre impedancia y admitancia

De la Figura 2.26, se extraen las siguientes relaciones para que impedancia y admitancia sean equi-
valentes (es decir, se cumpla la igualdad Z - Y = 1):

k. G
. 1 G—]B G—]B _G2+B2

R+iX = - - 221

*) C+jB (G+jB)(G_jB) G +B _ B (2.21)
G*+ B2
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2. CORRIENTE ALTERNA MONOFASICA

R
. 1 R—jX R—jX - i
B— - - 222
CHP R GXx T REOGOR-X) R+ |\, X (2.22)
R2 + X2

@ Las dimensiones de la admitancia y sus componentes son la inversa de () [S].

La Figura 2.27 muestra graficamente una impedancia Z = R+jX = Z /¢, donde su admitancia
correspondientees Y = G —jB =Y /9.

Y'B

(A) Impedancia (B) Admitancia

FIGURA 2.27: Representacion grdfica de la impedancia y admitancia

A partir de este gréfico, se pueden verificar las siguientes relaciones:

Z=+VR*+X? Y = G?+ B?

X B

¢ = arctan (R) p = arctan (G)
R=2Zcos(¢) G=Y-cos(y)
X = Z-sin(¢) B =Y -sin(¢)

@ Notese que la susceptancia B siempre tiene signo contrario a la reactancia X:

Circuito inductivo: X > 0= B <0
Circuito capacitivo: X <0= B >0

Ejemplo 2.7 Calcular la impedancia y admitancia compleja equivalentes del circuito de la Figu-
ra 2.28.

100 150

u(t) @t

2002 —— —j150

FIGURA 2.28: Ejemplo 2.7
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2.4. Respuesta de los circuitos paralelo a una excitacién senoidal

La impedancia equivalente de la resistencia y la bobina es:
Zrr =R+ X, =10+j20Q
y la de la resistencia y el condensador:
Zrc =R+ Xc=15-j150
siendo por tanto la impedancia equivalente total:

= 1 1
Zo= 4 —=— — = 1861/7,1250° Q)

= += o
Zzi  Zgc 10+j20 ' 15—ji5

A partir de la impedancia equivalente se determina la admitancia:

1

qu = Zeq

1 e}
= T5ei77 12500 — V05/=71250°S

2.4.2. Antirresonancia

En un circuito paralelo RLC se dice que se produce antirresonancia cuando la susceptancia es nula:

1 1
B=wC——=0—-wC=—
wlL wL
Por tanto, cuando se produce resonancia, se tiene que Y = G, siendo un circuito resistivo puro. Como
en el caso de la resonancia, se puede llegar a la antirresonancia variando la autoinduccién L, la capaci-
dad C o la pulsacién w. La pulsacién wy necesaria para que se produzca antirresonancia, manteniendo

constantes L y C es:

1
wOC:——> wo =

ol (2.23)

-
@

@ Que la susceptancia B tenga un valor nulo, no implica que la corriente en la bobina y el condensador
sean 0. De hecho, pueden presentarse corrientes elevadas en éstos.

Ejemplo 2.8 Un circuito en paralelo formado por R = 1Q), X = 0,01Q y Xc = 10002 se conecta a
una tension alterna U = 100/0° V. Calcular las corrientes de cada uno de los elementos.
En primer lugar, se calculan la conductancia de la resistencia y las susceptacias de bobina y condensador:

_ 11

G=%=:=18

Bi=-J =--1_ — _j100s
X, 001

Bc=jXc=j100S
La susceptancia total se calcula como:

B =B +Bc=-j100+j100 =0
Se trata de un circuito antirresonante, siendo la admitancia equivalente:

Y=G+jB=1+j0=18S
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2. CORRIENTE ALTERNA MONOFASICA

La corriente en cada elemento es:

Ig = G- U = 1/0° - 100/0° = 100/0° A
T, = B, - U = 100/—90° - 100/0° = 10000/—90° A
Ic = Bc - U = 100/90° - 100/0° = 10000/90° A

2.5. Potencia en corriente alterna

Cuando se conecta una impedancia a una tensién alterna de expresion u(t) = U+v/2 - cos(wt), la
impedancia es recorrida por una corriente:

i(t) = V2 - cos(wt — @)

siendo ¢ > 0 sila impedancia es inductiva y ¢ < 0 si es capacitiva. La potencia instantinea entregada
al circuito esta definida por:

mo_uayan:(u¢iamwo)(uﬁf%@n—@)zzpraMwomm@n—@
donde, teniendo en cuenta:

cos(a — B) = cos(a) - cos(B) + sin(«) - sin(p)
cos(a + B) = cos(a) - cos(B) — sin(a) - sin(p)

cos(w — B) +cos(a + B) =2 cos(a) - cos(p)
y considerando como &« = wty B = wt — ¢:
x—p=g¢
a+p=2wt—¢
por lo que la potencia instantanea resulta:

cos(a) cos(B)

e,

p(t)y=2-U- I-g(:s(wt.i-cos(wt —¢) = ‘ p(t)=U-I-cos(p)+U-I-cos2wt — ¢) ‘ (2.24)

Segtin esta ecuacion, la potencia instantdnea consta de un valor constante (el primer término, U - I -
cos(¢)) y una componente sinusoidal (el segundo término, U - I - cos(2wt — ¢)) de frecuencia 2w (doble
de u(t) o i(t)). Como puede verse en la Figura 2.29, p(t) es negativa para los intervalos de tiempo en
los que u(t) e i(t) tienen signos opuestos. En los periodos de tiempo en que la potencia es negativa, la
impedancia devuelve energia a la red, algo que solo es posible si contiene elementos almacenadores de
energia (es decir, bobinas o condensadores).

N

FIGURA 2.29: Ondas de tension, corriente y potencia instantdneas
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2.5. Potencia en corriente alterna

Por tanto, la potencia instantdnea cambia con el tiempo y es dificil de medir. Si se hace el valor medio
de la expresién (2.24) en un periodo, mediante la ecuacién (2.1):

1 (T 1 /T 1 /7
Pu=1 | pyat=7 [ Ulcosg)at+ g [ Ulcostzoi—g)at

siendo el primer integrando constante y el segundo integrando una sinusoide. Dado que el promedio
de una sinusoide a lo largo de un periodo es nulo (el drea bajo la sinusoide durante medio ciclo positivo
es cancelada por el drea bajo ella durante el siguiente medio ciclo negativo), este término se anula y
la potencia promedio se convierte en P = U I cos(¢), que coincide con el término fijo de p(t) y es la
potencia real consumida en los elementos disipativos de la impedancia. El término —U I cos(2wt — ¢)
es el responsable de que p(t) flucttie (oscile) en torno a su valor medio (P); de ahi que se conozca como
potencia fluctuante. Si se desarrolla p(t) teniendo en cuenta la relacién para el coseno de una resta,
resulta:

« p
p(t) =UI cos(¢)+UI cos(/Z-c/u\t—/go\) =UI cos(¢) + [UI cos(¢p) cos(2wt) + U Isin(¢) sin(2wt)] =

= UI cos(¢) [1+ cos(2wt)] + U Isin(¢) sin(2wt) = P [1 4 cos(2wt)] + Q sin(2wt)
p(t) pa(t)

Por tanto, la potencia eléctrica instantdnea absorbida por una impedancia consta de dos términos varia-
bles en el tiempo con frecuencia 2w:

» pi(t), positivo y oscilante en torno al valor medio P = U I cos(¢). Es la potencia instantdnea que
consumen los elementos resistivos, y se denomina potencia activa [W]:

P =UI cos(g) | (2.25)

» po(t), es la potencia instantdnea que almacena o devuelve el circuito (no implica transformacion
en trabajo ttil), razén por la que se denomina potencia entretenida. La méxima potencia que
almacena/devuelve el circuito se identifica con la letra Q y se denomina potencia reactiva. Al no
ser “potencia consumida”, para diferenciarla de P, su unidad se denomina voltamperio reactivo
[var]:

Q = Ul sin(g) \ (2.26)

2.5.1. Circuito resistivo

Una resistencia, como ya se ha indicado en la Seccién 2.2.1, presenta una impedancia Zg = R/0° —
¢ = 0°. Por tanto, las potencias activa y reactiva:

2

u 2
p=0-|dP=UI=7 =R (2.27)

Q=0

puesto que cos(0°) = 1y sin(0°) = 0. Dibujando las ondas de u(t), i(t) y p(t) (Figura 2.30), se observa
que p(t) flucttia al doble de frecuencia que u(t) e i(t), y que siempre es positiva, puesto que tensién
y corriente van en fase y, por tanto, siempre tienen el mismo signo. Ademds, su valor medio es igual a
P=U-I

FIGURA 2.30: Ondas de tension, corriente y potencia instantdneas en un circuito resistivo
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2.5.2. Circuito inductivo puro

Una bobina, como ya se ha indicado en la Seccién 2.2.2, presenta una impedancia Z; = w - L/90° —
@ = 90°. Por tanto, las potencias activa y reactiva:

P=0
@ =90° — U2 (2.28)

=U-I=-"—-=12-wL
Q=U oL w

puesto que cos(90°) = 0y sin(90°) = 1. Dibujando las ondas de u(t), i(t) y p(t) (Figura 2.31), se observa
que p(t) fluctda al doble de frecuencia que u(t) e i(t), y que tiene periodos positivos y negativos,
pasando por los ceros de tensién y corriente. Ademas, su valor medio es nulo, coincidiendo con P = 0.

N

FIGURA 2.31: Ondas de tension, corriente y potencia instantdneas en un circuito inductivo puro

2.5.3. Circuito capacitivo puro

Un condensador, como ya se ha indicado en la Seccién 2.2.3, presenta una impedancia Z¢ = ﬁ —90° —

@ = —90°. Por tanto, las potencias activa y reactiva:
P=0
¢ =—-90°— I? (2.29)
= — . I = — 2 . = ——_———
Q u us-wC oC

puesto que cos(—90°) = 0y sin(—90°) = —1. Dibujando las ondas de u(t), i(t) y p(t) (Figura 2.32),
se observa que p(t) fluctaa al doble de frecuencia que u(t) e i(t), y que tiene periodos positivos y
negativos, pasando por los ceros de tensién y corriente. Ademads, su valor medio es nulo, coincidiendo
con P = 0.

FIGURA 2.32: Ondas de tension, corriente y potencia instantdneas en un circuito capacitivo puro

2.5.4. Triangulo de potencias

Supoéngase un circuito con caracter inductivo, con resistencia R y reactancia X. El médulo de la
impedancia global del circuito puede calcularse como Z = v/ R? + X2, obteniendo un diagrama fasorial
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2.5. Potencia en corriente alterna

conocido como tridngulo de impedancias. Si se multiplica cada lado de dicho tridngulo por el médulo
de I, se obtiene el tridngulo de tensiones, donde el eje i es el médulo de la tension en la resistencia
Ur = R-1y el eje S es el moédulo de la tensién en la reactancia Ux = X - I, siendo el médulo de

la tension total U = Z -1 = /U2 + U%. Si, de nuevo, vuelve a multiplicarse dicho tridngulo por el

médulo de T, se llega al tridngulo de potencias, siendo el eje it la potencia activa P = R - I? y, el eje S,
la potencia reactiva Q = X - I?. La hipotenusa de dicho tridngulo es conocida como potencia aparente.
Estos tridngulos se presentan en la Figura 2.33.

) Cx
) )

f}l

(A) Impedancias (B) Tensiones (C) Potencias

FIGURA 2.33: Tridngulo de potencias de un circuito inductivo RL

Se detalla a continuacién el significado de cada una de las potencias representadas en el tridngulo:

» Potencia activa. Cateto contiguo en la Figura 2.33c. Suele denominarse tinicamente como potencia,
al tratarse de la que es realmente consumida por el circuito. Su unidad es el [W]:

P=U-I-cos(p)=R-TI? (2.30)

= Potencia reactiva. Cateto opuesto en la Figura 2.33c. Es el valor mdximo de la potencia entretenida
(almacenada y cedida) por los elementos almacenadores de energia (bobinas y condensadores). Se
considera positiva + si el circuito es inductivo (¢ > 0°) y negativa — si el circuito es capacitivo
(¢ < 0°). Suunidad es el [var] y se calcula mediante:

Q=U-I-sin(¢p)=X-1* (2.31)

» Potencia aparente. Hipotenusa en la Figura 2.33c. No es “potencia consumida” en sentido estricto
(excepto cuando cos(¢) = 1), pero representa la potencia demandada al generador/red; se deno-
mina potencia aparente, puesto que es la potencia que, “en apariencia”, la red entrega a las cargas.
Para diferenciarla de P y Q, su unidad es el voltamperio [VA] y puede expresarse como:

S=U-1=2-1"=+/P2+ Q2 (2.32)

donde la dltima igualdad se obtiene al aplicar el teorema de Pitdgoras a la Figura 2.33c. Ademas,
se observa que puede expresarse también mediante un nimero complejo (al igual que Z y U):

S=P+jQ=U-I"=S/¢ (2.33)

conociéndose entonces como potencia compleja. La igualdad S = U - I* se obtiene, considerando
que U =U/yI=1I/—g,delasiguiente forma:

Ur" =u/0-1/p = Ul = Ul(cos ¢ +jsin ¢) = P +jQ

@ Notese que la fase de S es igual a la fase de la impedancia Z:
Ps=¢z=¢
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La Figura 2.34 muestra la potencia compleja y su descomposicién en Py Q.

o

KRB

Q=Ssinpr— g

FIGURA 2.34: Tridngulo de potencias

2.5.5. Resumen de potencia de los elementos pasivos
Se presenta aqui un resumen de los tipos de potencia consumida por cada elemento pasivo bdsico:

» Resistencia:

Pr = RI?
p=0"=<{Qr=0
Sr = RI?/0°
¢ Consume potencia activa
¢ No consume potencia reactiva
s Inductancia:
Pp=0

¢ =90°= ¢ Qp = wLl?
S = wLI*/90°

¢ No consume potencia activa

¢ Consume potencia reactiva (Q > 0)

» Condensador:
Pp=0
¢ =—-90° = { Qc = —wCU?
Sc = wCU?/—90°

¢ No consume potencia activa

* Genera potencia reactiva (Q < 0)

2.5.6. Teorema de Boucherot

El teorema de Boucherot es una consecuencia del principio de conservaciéon de la energia y, de hecho,
puede encontrarse también como principio de conservacion de la potencia compleja. Se demuestra aqui para
el caso de un circuito en serie.

Sea un circuito en serie formado por 3 impedancias: Z; = Ry +j X1, Z; =Ry +jXoy Zs = R3 —j X3
(es decir, Z1 y Z; tienen cardcter inductivo y Z3 tiene cardcter capacitivo). Por comodidad, se supondra
que I = 1/0°. Por la 2LK se cumple que:

3
s U cos(¢) = Z U; cos(¢;)
u= Z U; = =1
i=1

3
U sin(g) = ) _ U; sin(¢;)
i—1
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2.5. Potencia en corriente alterna

Multiplicando las dos expresiones anteriores por la corriente (la misma en todo el circuito, al tratarse de
una conexion en serie), se obtienen las relaciones entre las potencias, que puede verse graficamente en
la Figura 2.35:

3 3 3
Ulcos(p)=Pr=Y Ulcos(g;)=) P=Y R;-I?

i=1 i

=1 =1
3 3 3
Ulsin(g) =Qr =Y UIsin(g) =) Q=Y X I

i=1 i=1 i=1

~
N}

Qr=Sp-sin(f) - AT

Pp =Sy -cos(9) 1

FIGURA 2.35: Teorema de Boucherot

Es decir, se cumple que:

» La potencia activa total es la suma aritmética (suma de niimeros naturales) de las potencias activas
de cada receptor

» La potencia reactiva total es la suma algebraica (suma de ntimeros enteros, considerando el signo)
de las potencias reactivas de cada receptor

Estas dos afirmaciones expresan el teorema de Boucherot, de manera que se cumple que la potencia
activa y reactiva total es la suma de las potencias activas y reactivas individuales (respectivamente) y,
por tanto, que la potencia compleja total es la suma de las potencias aparentes individuales:

S=P+jQ=) (P+jQ)=)_S (2.34)
i=1 i=1

Ejemplo 2.9 Sabiendo que las fuentes de tension del circuito de la Figura 2.36 vienen definidas por las
formas de onda uy(t) = 10v/2 - cos(1000 - t) V y uy(t) = 5v/2 - sin(1000 - t) V, calcular las potencias
de cada elemento, asi como el balance de potencias del circuito.

10 - 1mH T
2

AN 2
_ + _
uq () @J_r @uc I —jzﬂlb @J}Q(t)

—vIl

FIGURA 2.36: Ejemplo 2.9
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Se convierte uy (t) en funcién senoidal, obteniéndose uy () = 10v/2 - sin(1000 - t + %) V. Ast, los fasores
de Uy y Uy son:

u; = 10/90°V

U, =5/0°V
Se calcula también el valor de X : B

X =jwL=jQ

Con esto, el sisterna matricial por el método de mallas es:

10/90° 1-j2 2| |L

5/180° i2 =l |1

donde el valor de 5/180° resulta de tomar el negativo del fasor Uy, dado que la corriente de malla T, “entra”
por el polo 4 de la fuente uy (tomar el negativo de un niimero complejo en forma polar equivale a adelantar su
dngulo en 180°)

Resolviendo el sistema, se obtiene:

I, =2+6A
T, =4+7A

y reemplazando en el circuito:

Con las corrientes y los valores de las impedancias, se calculan las potencias activas y reactivas en los
elementos pasivos:
Pr =R-I> =40W
Qr = X - I3 = 65var
Qc = Xc - I? = —10var

siendo la potencia aparente total consumida por los receptores:
S=P+jQ=40+55VA

Se calcula también la potencia aparente entregada por las fuentes de alimentacion:

S, =U;-T =60+20jVA

Sup = U, - T, = =20+ 35 VA
S¢ = S,1 + Sup = 40 + 55 VA

Comprobamos que coincide con el tridngulo de potencias de los receptores.

2.5.7. Medida de potencia: vatimetro

La medida de potencia activa y reactiva es de gran importancia para determinar el comportamiento
de los circuitos de corriente alterna. La expresion de la potencia activa P se corresponde con la parte
real de la potencia aparente compleja, segtin se indic6 en la expresiéon (2.34). Para medir P, se utiliza
un instrumento de medida denominado vatimetro, puesto que, debido al cos(¢), no es posible hacerlo
tnicamente con voltimetro y amperimetro. El vatimetro es un equipo que consta de dos bobinas (una
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de intensidad, o circuito amperimétrico; y otra de tensién, o circuito voltimétrico) y, por tanto, cuatro
terminales (dos para la tensién y otros dos para la corriente, como se muestra en la Figura 2.37), cuya
lectura da como resultado directamente el valor de la potencia:

W =R(Uss T1,) = hp-Uss-cos(fip Usa)

FIGURA 2.37: Conexiones del vatimetro

Considerando las bornas 1y 3 como entradas, si el &ngulo formado por I » y U3 4 es menor que 90°
o mayor que 270°, el valor de cos (I1 5, U3 4) serd positivo. Pero si el &ngulo es mayor que 90° o menor

—
de 270°, el valor de cos (I1 2, U3 4) serd negativo y el vatimetro tratard de marcar en sentido contrario,
clavdandose en 0 la aguja (en caso de ser analégico) o apareciendo el signo — (en los digitales). En ese
caso, basta con invertir las conexiones en uno de los dos circuitos (generalmente el de tensién, por no
cortar la continuidad de la alimentacién a los receptores) para obtener una lectura positiva. No obstante,
debera considerarse esta lectura como negativa a efectos del cémputo de la potencia total.

2.5.8. Factor de potencia: importancia y mejora

El factor de potencia, fdp o cos(¢), representa la aportacion de potencia activa dentro de la potencia
aparente:

cos(p) = g (2.35)

y es igual al coseno del angulo entre U e I. Se dice que:

= cos(¢@) es en retraso cuando el circuito tiene caracter inductivo (la intensidad va retrasada respecto
a la tensién)

= cos(¢) es en adelanto cuando el circuito tiene caracter capacitivo (la intensidad va adelantada
respecto a la tension)

Como cos(¢) < 1, su valor supone un limite a la potencia activa que se puede consumir en una
instalacién: ésta serd mdxima para cos(¢) = 1 = ¢ = 0° pero, para cualquier otro valor de ¢, atn
con los mismos valores de U e I, la potencia activa consumida sera inferior.

Sean dos sistemas con la misma tensién y potencia activa, pero con diferentes factores de potencia
cos(¢@z) < cos(¢1),lo que implica que Q; > Q; (Figura 2.38). Se observa que el sistema 2 requiere una
mayor potencia aparente (es decir, un generador mayor) para alimentar la misma potencia activa:

(e =) < (= ctem)

Ademais, el sistema 2 requiere también una mayor seccién de cable para transportar la misma potencia
activa, dado que la seccién del conductor estd relacionada con la intensidad que circula por él; esto
implica un coste adicional en la instalacién:

(e =) < (2= waiem)
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I
5 1

Q2 = Sasin(@a) f - 5,
y 0y

Q1= Sisin(by) ---- A4--% 2 S

0 R

P =pP

FIGURA 2.38: Fasores de potencias para dos sistemas con U y P, pero diferentes cos(¢)

Todo ello hace que las compafifas suministradoras penalicen a los consumidores que tienen factores
de potencia bajos, haciéndoles pagar una tasa adicional. De hecho, en determinados casos, se obliga a
instalar elementos que mejoren dicho factor de potencia (aumenten a cos(¢) ~ 1). Dado que la mayoria
de los receptores tienen un caricter inductivo (maquinas eléctricas industriales), para mejorar el cos(¢)
se conectan bancos de condensadores en paralelo con los receptores hasta lograr el factor de potencia
deseado.

Sea una carga de potencia activa Pz, potencia reactiva Qz y factor de potencia cos(¢), a la que se le
quiere mejorar el factor de potencia de manera que cos(¢’) > cos(¢), pero manteniendo el valor de
P7. Asi, hay que introducir en paralelo una capacidad C capaz de generar un valor Q¢ que compense
la reactiva inicial Qy hasta el valor deseado Q’. Se cumple entonces que:

P =P,
Q=0Qc+Qz (Qc<0=0Q <Qy)
I'=Ic+1z

donde las magnitudes con ' hacen referencia a la situacién una vez introducido el condensador (ver
Figura 2.39a). A partir del tridngulo de potencias (Figura 2.39b) se deduce que:

Qz = Pz tan(¢)

Q' = Pztan(¢’)
, , u? Py [t — tan(¢’
|Qc| = Qz — Q' = Pz - [tan(¢) — tan(¢')] = Xe =UPwC—|C=-%2 [ an((z;)lﬂ an(¢’)] (2.36)

Ejemplo 2.10 Una instalacion de 230 V, 50 Hz consume una potencia activa de 5,2 kW con un factor
de potencia 0,8 en retraso. Calcular la capacidad necesaria para obtener un factor de potencia de 0,95.
A partir de la formula (2.36), se obtiene que la capacidad es:

P [tan(¢) — tan(¢)] _ 5200 - (tan(arccos(0,8)) — tan(arc cos(0,95))
wl? N 2. 7-50-2302

C= = 131,82 pF

S+

(A) Circuito (B) Tridngulo de potencias

FIGURA 2.39: Circuito de compensacion de potencia reactiva y tridngulo de potencias
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A este mismo resultado se puede llegar sin necesiadad de aprenderse la formula anterior, de la interpretacion
de los tridngulos de potencias. La potencia activa inicial y final connsumida por la carga es:

P =P =5200W
La potencia reactiva inicial y final:

Q = P tan(¢) = 5200 - tan(arc cos(0,8)) = 3900 var
Q' = P’ tan(¢') = 5200 - tan(arc cos(0,95)) = 1709,16 var

por lo que la potencia reactiva que genera el condensador es:
Qc = Q' —Q =1709,16 — 3900 = —2190,84 var
a partir de la cual se determina que la capacidad de dicho condensador es:

uz Uz Qe 2190,84

Qe ¢ X L wU?2  2-7-50-2302

= 131,83 F

2.6. TC2 Admitancia e impedancia generalizadas

2.6.1. Admitancia generalizada

Sea un circuito de corriente alterna adecuado para su andlisis mediante el método de mallas, como
el ejemplo recogido en la figura 2.40. Las ecuaciones de este método aplicadas a este circuito de 3 mallas
son:

Z Zﬁa - Ziznb - Z an za Z €a
“YZw YZw ~LZu||L|=|T&
Y2 —XZlpe e I Y €

siendo:
Y Za, suma de las impedancias incluidas en la malla de I,.
Y Z,, suma de las impedancias incluidas en las ramas compartidas por las mallas de I, e I.

Y €, suma algebraica de las fuerzas electromotrices de los generadores de la malla de I,. Su signo es
positivo si contribuyen al giro de la corriente.

FIGURA 2.40: Circuito de corriente alterna con las corrientes de malla indicadas.
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Si generalizamos estas ecuaciones para un circuito de n mallas obtenemos el siguiente sistema:

Zn Zi .. Zu I €
Zyy Zy ... Zoy I €
. . = (2.37)
2111 ZHZ e Znn Tn €n
Para obtener una de las corrientes de malla, I, aplicaremos la regla de Cramer:
- _A _A _ A
Ik:e1|7”|< +62|72’|‘+-~+en|7"1“ (2.38)

siendo A;; el adjunto del elemento ij de la matriz de impedancias:
Aij = (=1)"7 - | M|

donde M;; es la matriz resultante de eliminar la fila 7 y la columna j de la matriz de impedancias.

La ecuacién 2.38 indica que las respuestas del circuito (Iy) dependen de todas las excitaciones que
existan (g;). A partir de esta observacion se puede definir la admitancia generalizada entre dos partes
cualesquiera del circuito:

Yik== =12 (2.39)

& |z
Asimismo, se puede calcular la impedancia de entrada vista por una fuente que alimenta un circuito
pasivo, para lo que es necesario cancelar todos los términos €; salvo el de la fuente €; en la ecuacién 2.38:

- _ A Ay A
IL=6— +0- = +---4+0- 2 (2.40)
|Z| |Z| 1Z|
_ € |Z|
> _&a _ 7] 241
"L A 24D

También se puede calcular la impedancia de transferencia de un circuito, es decir, la impedancia
entre dos partes del circuito en las que la primera estd alimentada por una fuente, €;, y la segunda
estd cortocircuitada, I;. Para realizar este calculo, todas las fuentes independientes salvo €j deben estar
apagadas y, por tanto, todos los términos ¢; salvo €; son igual a 0:

= A1k Ao Ajk Ank
=0 —40-—=+..-4¢- -2 +0- (2.42)
Z Z| " z| Z|
_ € |Z|
Ty = L — 121 2.43
Tjk I, Ajk ( )

2.6.2. Impedancia generalizada

El desarrollo del apartado anterior puede aplicarse a un circuito adecuado para su resolucién por el
método de nudos (figura 2.41). En este caso, las ecuaciones son:

YYa  —LYap —XYac] [Va Ylga
—XYap  LYp —LYpc|-|Ve|=|LIs
=Y Yac —-XYpc XYc Ve Y lec

donde:
Y. Y 4 Suma de las admitancias conectadas al nudo A.
Y Y 4 Suma de las admitancias conectadas entre los nudos A y B.

Y. I,4 Suma de las corrientes de los generadores conectados en el nudo A. El signo es positivo si el
generador inyecta corriente en el nudo.
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Iab B

FIGURA 2.41: Circuito de corriente alterna adecuado para su resolucién por el método de nudos.

La generalizacién para un circuito de # nudos es:

zll 212 s Zln Yl Zgl
Yor Yoo ... Yo Val |
Ynl ?nZ v ?nn Vn Tgn

Para obtener el potencial en un nudo cualquiera, V4, aplicamos nuevamente la regla de Cramer:

Aoy

Ank
2y
Y|

— - Ay -
Vk:I —|—17_ o
§ Y|

et Tgn
siendo A;; el adjunto del elemento ij de la matriz Y:
Aij = (=1)" - | M|

donde M;; es la matriz resultante de eliminar la fila i y la columna j de la matriz de admitancias.

La ecuacién 2.44 indica que las respuestas del circuito (V}) dependen de todas las excitaciones exis-
tentes en el circuito (I;). A partir de esta expresion se puede definir la impedancia generalizada entre
dos partes del circuito:

= Vi A
Zip == =& (2.45)
I gi | Y ‘
La ecuacién 2.44 también permite calcular la admitancia de entrada vista por una fuente que alimenta
un circuito pasivo (todas las fuentes salvo la de entrada serian nulas en esa ecuacién):

= = A Ay Ay
V, = I, 11 et R s Wil 1
e I TR

A L (2.47)
Vi An
Finalmente, se puede calcular la admitancia de transferencia de un circuito, es decir, la admitancia
existente entre dos partes del circuito en las que la primera estd alimentada por una fuente, Iy;, y la
segunda estd en circuito abierto, Vj. Para realizar este calculo, todas las fuentes excepto Ly deben estar
apagadas, por lo que todos los términos I; salvo I,; deben ser nulos.

+0 (2.46)

- Ak Mgk Aji Ank
Vi=0-"%40.22 4. .4, L 40.22k (2.48)
Y| Y| Y| Y|
— I Y|
Yrp=- =11 (2.49)
Tj Vi Ajk
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2.7.

1.

82

Ejercicios

En un circuito serie RL con R = 5Q y L = 0,06 H, la tension en bornes de la bobina es uy (t) =
15sin(200¢) V. Determinar:

= La tensién total

= Intensidad de corriente

» Angulo de desfase de la intensidad respecto de la tensién

= Impedancia del circuito

Sol.: feq =5+j120; 1 =0,88/—90° A; U = 11,48/-22,5304° V; 01 — 0y = —67,4696°

. Una resistencia de 5Q) y un condensador se unen en serie. La tension en la resistencia es ug(t) =

25 - sin(2000f + 7t/6) V. Si la corriente estd adelantada 60° respecto de la tension aplicada, ;cudl es
el valor de la capacidad C del condensador?

Sol.: C =100+/3/3uF

. Para determinar las constantes R y L de una bobina, se conecta en serie con una resistencia de 25 (2

y al conjunto se le aplica una fuente de tensién de 120 V a 60 Hz. Se miden las tensiones en bornes
de la resistencia y de la bobina, obteniendo los valores Ur = 70,8 V' y Up = 86 V. ;Cudles son las
constantes de la bobina en cuestion?

Sol.: R=50; L=79,5mH

. Un circuito serie RLC con R =50, L = 0,02H y C = 80 pF, tiene aplicada una tensién senoidal

de frecuencia variable. Determinar los valores de la pulsacién w para los cuales la corriente:

» Adelanta 45° a la tension
= Estd en fase con ella
» Retrasa 45°

Sol.: w =675,39rad/s; w = 790,57rad/s; w = 925,39rad/s

. Determinar el tridngulo de potencias de un circuito al que se le aplica una tensién u(t) = 340 -

cos(wt — 71/3) Vy por el que circula una intensidad de corriente i(t) = 13,3 - cos(wt — 0,85) A.
Sol.: P=221717W; Q= —443,03var; S=2261VA

. En el esquema de la figura, los elementos tienen los siguientes valores:

Ri =Ry, =R3=100Q

X1=X=1Q

Rp=X.=1Q
Sabiendo que Ucp = 200V, se debe calcular:

= Intensidades de corriente I, I, I; e I3 en forma fasorial, tomando Ucp como referencia de fase
= Lectura de los vatimetros W; y W,

:/mm%d}b
A Ay

@)

X1 X

E
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Sol: Ty = 19,9/-5,7106° A; T, = 19,9/5,7106° A; T = 20/0° A; T = 59,6/0° A; Wy = 190243 W; W, =
11920W

7. En el circuito de la figura, los amperimetros A; y A, marcan 4,5 A y 6 A, respectivamente, el vol-
timetro, 150V, y el vatimetro, 900 W. Sabiendo que la frecuencia del generador es de 250 Hz y el
f.d.p. de la impedancia Z es de 0,8 en retraso, calcula:

= Valores de R, C y Z en forma compleja.
= La tensién del generador.

= Tridngulo de potencias totales.

ORRC

Sol.: R =33,33/0°0; X, = —j250; Z =16 +j120Q; Uac = 212,13/45°V; S = 1575 — j225 VA

8. En el circuito de la figura, determinar las lecturas de los aparatos de medida y el balance de poten-
cias activas y reactivas, asi como el tridngulo global de potencias.
Datos: e(t) = 100\/§cos(w HV;, Ry=20; Ro=40; wly =30Q; wly, =4Q.

! Wy W
R Ry
() ' O,
L L,

Sol: V = 100V; A = 4520A; Wy = 2789,35W; Wy = 125033 W; Pr; = 1539,02W; Pgy =
1250,33W; Q1 = 2308,52var; Qp = 1250,33var; Pr = 2789,35W; Qr = 3558,82var; St =
2789,35 + j3558,82 VA

9. El circuito de la figura tiene caracter inductivo. La impedancia de la linea es Z = 10v/2 Q) con f.d.p.
\@ /2 en retraso. Tomando como referencia de fases la intensidad total I, se pide calcular:

= Potencia activa y reactiva consumida por Z.

= Expresiones complejas de las intensidades medidas por los amperimetros A, A1, Ay y As.
= Expresiones complejas de las tensiones Uap, Uac v Ucp.

= Valores de Ry, X1, Ry, R3 y X3.

Datos: A =5v5A; Ay =5V2A; Ay =5A; Az =V10A; Uyp =247V; Wy =2350W; R; = R3
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B

Sol.: P, = 1250 W; Q. = 1250var; I = 5v5/0° A; T = 5v2/—34,6711° A; I, = 5/10,3289° A; I3 =
V10/81,8940° A; Uyp = 247/31,6823°V; Usc = 501/10/45°V; Ucp = 100/10,3289°V; Ry =
Rz3=100; R, =200%;X; =100); X3 =30Q

10. La potencia reactiva del circuito de la figura es 80 var de tipo capacitivo. La tensién en la impe-
dancia Z estd en fase con la intensidad I; y las lecturas de los aparatos son A = 4A, V =50V,
W = 200 W. Sabiendo que Ry = 10Q) y X, = 50 (), calcula:

a) Las corrientes I, I, I3 en forma fasorial.
b) Las reactancias Xj, X3, y la impedancia Z.

¢) La fuerza electromotriz €.

_ _ - 50 . —
Sol.: T=4/0°A; Ty = 2¢/5/-2656°A; T, = 1/—90°A; X1 = 50; X3 = 3 Z=10-j50

11. Un motor monofasico de S = 10kVA y fdp = 0,8 estd alimentado por una fuente de 230V a
f = 50Hz. Calcular:
= El valor eficaz de la corriente absorbida por el motor.
= La potencia aparente del generador.
= La capacidad del condensador necesario para compensar el factor de potencia a la unidad.
= El valor eficaz de la corriente absorbida por el conjunto condensador-motor.

= La potencia aparente del generador necesario una vez conectado el condensador del tercer
apartado.

= Compara de forma razonada los resultados de los apartados 4 y 5 con los valores calculados
en los apartados 1y 2.
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12.

13.

14.

Sol.: 1 =435A; Sg =10kVA; C =361 pF; I' = 34,78 A; S’g = 8kVA

Un generador de corriente alterna monofasica (f = 50 Hz) alimenta a dos cargas a través de una
linea de cobre. Esta linea, de resistividad p = 21 mQ mm?/m, tiene una longitud de 100m y una
seccién de 16 mm?. Las dos cargas, cuya tensién de alimentacién es de 230 V, son dos motores, uno
con potencia de 7kW y f.d.p. de 0,65, y otro con una potencia de 5kW y f.d.p. de 0,85. Con esta
informacion, se pide calcular:

= Tridngulo de potencias de cada carga y del conjunto de ambas.

= Valor eficaz de las corrientes en cada carga y de la corriente total.

= Tridngulo de potencias del generador.

= Valor eficaz de la tensién en bornes del generador.

= Capacidad del condensador a instalar en bornes de las cargas para mejorar el factor de po-
tencia a 0,95.

= Valor eficaz de la corriente entregada por el generador una vez instalado el condensador.

» Tridngulo de potencias del generador una vez instalado el condensador.
Sol.: P = 7000W; Qi = 8183,91var; S; = 10769,23VA; P, = 5000W; Q, = 3098,72var; S, =
5882,53VA; Pr = 12000W; Qr = 11282,63var; St = 16471,12VA; I} = 46,82A; I, =

2558A; It = 71,62A; P, = 13346, 23W; Q. = 1128263var; S, = 17476,26 VA; U, =
244AV; C = 441,66 uF; I' = 54,92 A; P"g =12791,75W; Q% = 3944,21 var; ng = 13386,02 VA

Un generador de corriente alterna monofésica (f = 50Hz) alimenta a dos cargas a través de una
linea de cobre. Esta linea, de resistividad p = 0,017Qmm? /m, tiene una longitud de 40m y una
seccién de 6mm?. Las dos cargas, cuya tensién de alimentacién es de 200V, son:

a) Un motor de 7kW con f.d.p. 0,7.

b) Un grupo de lamparas fluorescentes con potencia total 200W y f.d.p. 0,5.
Se pide:

= Esquema del circuito sefialando adecuadamente los elementos, corrientes y tensiones
= Potencias activa, reactiva y aparente de cada carga

= Valor eficaz de las corrientes en cada carga, y de la corriente total

= Potencia activa y reactiva entregada por el generador

= Valor eficaz de la tensién en bornes del generador

» Capacidad necesaria a instalar en bornes de las cargas para mejorar el factor de potencia de
las mismas a la unidad

= Valor eficaz de la tensién en bornes del generador, y potencia aparente entregada por el mis-
mo una vez instalada la capacidad determinada en el apartado anterior

Sol.: Py = 7000W; Qu = 714143 var; Sy = 10000VA; Pr = 200W; Qf = 34641var; Sp =
400VA; Iy = 50A; I = 2A; Iy = 51,94A; P, = 7811,50W; Q, = 74878var; Ug =
208,33 V; C = 595,86 uF; U} = 207,92V; S, = 748512 VA

Un generador de corriente alterna (f = 50 Hz) alimenta una instalacion eléctrica a través de una
linea de cobre (p = 0,017 Q mm?/m) de 25 mm? de seccién. La instalacién eléctrica estd compuesta
por un motor de S;; = 10kVA y fdp = 0,8, una instalacién de alumbrado fluorescente de Pf =
800 Wy fdp = 0,9, y diversas cargas electrénicas con una potencia conjunta P, = 540 Wy fdp = 0,5
en retraso.

Suponiendo que las cargas trabajan a su tensién nominal de 230 V y que estédn situadas a 100 m del
generador, calcule:

a) Triangulo de potencias total de las cargas (Pr, Qr, St) y factor de potencia.
b) Valor eficaz de la corriente que circula por la linea.
c) Potencia disipada en la linea.

d) Tridngulo de potencias del generador (Pg, Qg, Sg) y factor de potencia.
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e) Valor eficaz de la tensién de salida del generador.
f) Capacidad del banco de condensadores a instalar en bornes de la carga necesario para reducir
la corriente que circula por la linea a un valor de 45 A.

Independientemente del resultado obtenido, suponga que la capacidad instalada es C = 172 uF.
En estas condiciones, calcule:

g) Potencia aparente de las cargas (incluyendo al banco de condensadores)
h) Valor eficaz de la corriente que circula por la linea y potencia disipada en la misma.
i) Tridngulo de potencias del generador y factor de potencia.

j) Tensién de trabajo del generador.

Sol. ST = 11868,4VA; 1 = 51,6 A; P = 362,1W; S, = 121554 VA; U, = 235,6 V;C = 1723 pF; S =
10350,1 VA; I’ = 45 A; Sé = 10599,2 VA; Ué =235,5V

15. Calcular la corriente i(t) del circuito de la figura.

I Ry L,

. Yy AAN,—YN

w0 (1) R, — w0y ()

vi(t)

Datos: ig(t) = 10v/2sin(100f)A; Ry = R, = 1Q; Ly = L, = 001H; C; = 0,01F; ug(t) =
101/2 cos(100t) V

Sol.: i(t) = 10y/2cos(100t) A



Capitulo 3

Sistemas trifasicos

3.1. Introduccion

Los sistemas polifasicos de corriente alterna y, en particular, los sistemas trifdsicos, son necesarios
cuando se requieren potencias elevadas, y la generacién, el transporte y la distribucién de energia eléc-
trica se realiza mediante este tipo de sistemas (la mayoria de los generadores y motores con una potencia
superior a 5 kVA son trifasicos). Un sistema polifésico de orden n estd formado por n fuentes, desfasadas
un dngulo de 360° /n.

@ Se llama fase a cada una de las partes de un circuito trifdsico en la que se genera, se transporta o se
utiliza cada una de las tensiones del sistema. Por tanto, si la fase es senoidal, esta queda caracterizada
por su fasor correspondiente.

En la practica, solo se encuentran los sistemas bifésicos, trifasicos, tetrafdsicos y hexafasicos; sin em-
bargo, en la mayoria de los casos se consiguen utilizando de una forma adecuada los sistemas trifdsicos
o utilizando conexiones especiales en los transformadores. Las instalaciones monofésicas de baja tension
se alimentan, por lo general, de una de las fases de un sistema trifésico. En el caso de que los sistemas
trifasicos funcionen en régimen equilibrado, su estudio se puede reducir al de un sistema monofasico
equivalente. Un sistema trifasico presenta las siguientes ventajas respecto a uno monofésico:

» Para transportar una determinada potencia a una cierta tension, el sistema trifasico es més econo-
mico que el monofésico, puesto que la seccién de los conductores de un trifdsico es la mitad que la
de una instalacién monofésica y, en consecuencia, la masa de conductor es un 25 % menor.

» Proporcionar una potencia instantdnea constante (la potencia instantdnea de un sistema monofdsico es
pulsante), evitando vibraciones y esfuerzos en el rotor de las maquinas eléctricas.

Ambas ventajas se demostrardn en la Seccién 3.5.

3.2. Generadores trifasicos

La Figura 3.1a muestra un ejemplo de una tensién trifdsica que, como puede verse, estd formada
por tres funciones de onda de tensién desfasadas 120° entre si. Esto implica que se tengan tres fasores
para la tension (y otros tres para la corriente), mostrados en la Figura 3.1b. Desde el punto de vista de la
Teoria de Circuitos, cada fase de un generador trifasico (alternador) equivale a un generador de tensién
real:

uy(t) =UV2-sin(wt) — Uy =UN
up(t) = UV2-sin(wt +27/3)  — U = U/120°
uz(t) = UV2-sin(wt —2m/3) — Uz = U/=120°
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up(t) 0,
X (0

(A) Forma de onda (B) Fasores

FIGURA 3.1: Forma de onda y fasores de una tension trifdsica

FIGURA 3.2: Suma de fasores de una tension trifdsica

Noétese que la suma de las tensiones de fase es 0, como muestra la Figura 3.2:
ur(t) +up(t) +us(t) =0 — U +Uy+U3=0

@ Aunque en este caso concreto se ha demostrado para tensiones, en general, la suma de tres fasores
equilibrados es 0.

3.2.1. Tensién de fase (simple) y de linea (compuesta)

Es necesario conocer también la diferencia entre las tensiones de fase (o tensiones simples) y de linea
(o compuestas):

» Tensién de fase. Es la tensién en cada una de las fases (fase—neutro) del generador o en cada una
de las impedancias del receptor. Suele representarse como:

Uy = Ufl Up = Ufz Uc = Ufs

» Tensidn de linea. Es la tensidn existente entre los conductores de la linea, es decir, entre dos con-
ductores de fase. Suele representarse como:

UAB UBC UCA
La relacion entre las tensiones de fase y de linea son:
Uap =Ua—Us G.1)
Upc = Up — Uc (3.2)
Uca =Uc— Uy 3.3)

cumpliéndose que la suma de tensiones de linea también es igual a 0.

Cuando, en un sistema trifdsico, se habla tnicamente de “tensién”, siempre se refiere a la tensién
de linea, independientemente de la forma de conexién de los generadores.

Ademas de las tensiones de fase y linea, es necesario distinguir las corrientes de fase y linea:

» Intensidad de fase. Es la intensidad cedida por cada una de las fases del generador o que circula
por cada impedancia del receptor.

s Intensidad de linea. Es la intensidad que pasa por el conductor de la linea.
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3.2.2. Secuencia de fases

El orden en el que se suceden las tensiones de cada fase de un circuito trifdsico es lo que se conoce
como secuencia de fases (hace referencia a un punto concreto de la onda, por ejemplo, cuando todas ellas
alcanzan el valor méximo). Existen dos tipos de secuencia de fases: (i) secuencia de fases directa (SFD)
y (ii) secuencia de fases inversa (SFI), como se muestra en la Figura 3.3.

ua(t)
PO 0 ST o
A XX, X Sl

(A) SFD (B) SFI

FIGURA 3.3: Secuencia de fases

Conocer la secuencia de fases es fundamental, ya que segtin sea ésta, un mismo sistema de tensiones
puede originar efectos distintos. Por ejemplo, un motor trifdsico gira en un sentido al aplicarle una
secuencia y en el contrario si se le aplica la otra. Ademads, para pasar de una secuencia a otra solo hay
que intercambiar dos fases entre si.

Secuencia de Fases Directa (SFD)

Se dice que se tiene secuencia directa (ABC o positiva), cuando la tension B esta retrasada 120° respecto
ala A, yla C se retrasa 240° respecto a la A (es decir, se adelanta 120°). El convenio que se utiliza en esta
asignatura para las tensiones en una SFD es:

ua(t) =UsV2-sin(wt+m/2) — Uy = Ug/90°
up(t) =Us V2 -sin(wt—m/6) — Up=Us/—30°
uc(t) =UpV2-sin(wt+71/6) — Uc = Up/210°
Para conocer directamente la relacioén entre tensiones de fase y de linea, considérese las tensiones de
fase Uy y Up:
Up = Ug/90° = 0+jUs

_ V3u, U
Up = Uy —300:Tf—]7f

Entonces, a partir de la expresion (3.1), se obtiene que:

_ _ , V3u, U V3-Uf 33U
Upp = Uy —Up = (0+jUy) - <2f—]2f :_Tf+]Tf = \/§quzoO

es decir, que el médulo es v/3 veces mayor que Uy y estd 30° adelantado respecto a la de fase. Por tanto:

Up =3 Uy

0L = 0 +30° (3.4)

En la Figura 3.4 se muestra el diagrama fasorial de las tensiones de fase y de linea.
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Ub’ C

(A) Obtencion de la ten- (B) Fasores de fase y linea
sion de linea

FIGURA 3.4: Fasores de tension de fase y linea en SFD

Secuencia de Fases Inversa (SFI)

En la secuencia inversa (ACB, negativa), la fase C se retrasa 120° respecto a la A, y la B, se adelanta
120°. La secuencia inversa se consigue permutando dos fases, generalmente B por C. El convenio que
se utiliza en esta asignatura para las tensiones en una SFI:

ua(t) =Us-vV2-sin(w-t—m/2) — Ua=Ur/—90°
uc(t) =Up-V2-sin(w-t+57/2) — Uc = Us/150°
up(t) =Us-V2-sin(w-t+7/6) — Up=Us/30°
Para conocer directamente la relacién entre tensiones de fase y de linea, considérese las tensiones de
fase Uy y Up:
Up =Up/=90° =0 —jUs

Entonces, a partir de la expresion (3.1), se obtiene que:

— — , V3uy, U V3-Us 3U
uAgzuA—uB:(O—]uf)—< i) = -t = VUm0

es decir, habiendo una relacién entre tensiones de linea y de fase de:

Uy = v3- Uy
0L =6 —30° (3:3)

En la Figura 3.5 se muestra el diagrama fasorial de las tensiones de fase y de linea.

(A) Obtencién de la ten- (B) Fasores de fase y linea
sion de linea

FIGURA 3.5: Fasores de tension de fase y linea en SFI
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3.3. Receptores trifasicos

Los receptores de un sistema trifdsico se pueden hacer en estrella (designada por la letra Y) y en
tridngulo (designada por la letra D). Se dice que el receptor estd equilibrado cuando las tres impedancias
son iguales en médulo y argumento, y desequilibrado cuando no lo son. Ademads, por conveniencia
se considera que las corrientes salen del generador y recorren las tres fases y el neutro, y entran al
receptor.

@ Desde el punto de vista de los receptores, no importa demasiado el tipo de conexién de los genera-
dores, sino las tensiones disponibles que, como se dijo en la Seccién 3.2.1, se corresponde con la de
linea.

3.3.1. Conexion en estrella

La conexién en estrella se consigue uniendo los terminales de polaridad de referencia “negativa”
(A’, B, C’), en un punto comun llamado neutro (N), y quedan libres los otros tres terminales (4, B, C).
También puede usarse como terminal de salida el punto neutro y utilizar un cuarto conductor, denomi-
nado hilo neutro (o, simplemente, neutro). Si este conductor existe, se dice que el sistema trifédsico es un
sistema a cuatro hilos y, si no existe, se dice que es un sistema a tres hilos.

Estrella equilibrada

La Figura 3.6 muestra la conexién de un receptor a cuatro hilos. Para este caso, se observa que se pue-
den medir directamente las tensiones de fase (entre cada fase y el neutro) y las tensiones de linea (entre
cada dos fases) tanto del generador como del receptor. Suponiendo un receptor equilibrado, donde cada
fase tiene una impedancia de Z = Z /¢°, las intensidades son:

TAf@:ﬁf:IﬂOO—q)
V4 V4

- upg Uy .
h=7=7/7B0"¢
- Uc Uy .

con el signo de la fase superior para SFD e inferior para SFI. Por tanto, el médulo de las corrientes es
igual para las tres fases:

u
[y=1Ig=Ic = ?f (3.6)

y sus argumentos se diferencian en £120°, por lo que constituyen un sistema equilibrado de fasores,
cuya suma es 0. Ademas, por la 1LK, se cumple que, en el nudo N:

0
Tpr I Flc+Iy=0 — 3.7)

de donde se concluye que, en este caso, la existencia del neutro es innecesaria al no circular corriente
por él.

FIGURA 3.6: Conexién en estrella a cuatro hilos
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La Figura 3.7 muestra la conexién de un generador y un receptor a tres hilos. Para este caso, se
observa que tnicamente se pueden medir directamente las tensiones de linea (entre cada dos fases)
tanto del generador como del receptor. A partir del analisis del caso a cuatro hilos, donde se ha concluido
que el neutro no era necesario, el estudio para la estrella equilibrada a tres hilos es idéntico. Suponiendo
un receptor equilibrado, donde cada fase tiene una impedancia de Z = Z /¢°, las intensidades son:

Uy o
7L ¢
u

f o

7 /[ ¢
u

f o
Z[A ¢

con el signo de la fase superior para SFD e inferior para SFI. Por tanto, el médulo de las corrientes es
igual para las tres fases:

U’:T‘
|
SENENE
Il

—~
(@]

u
[h=1Ig=Ic = 7f (3.8)

y sus argumentos se diferencian en +£120°, por lo que constituyen un sistema equilibrado de fasores,
cuya suma es 0, lo cual se verifica ademds por la 1LK en el nudo N:

Ip+Ig+Ic=0

vy

Ic

Ip

FIGURA 3.7: Conexién en estrella a tres hilos

Se observa que, en la conexién estrella, las intensidades que pasan por los conductores (corriente
de linea) son las mismas que las cedidas por las fases del generador (corriente de fase), por lo que se
cumple que:

Ipi=1Iy, (3.9)

Ejemplo 3.1 Un sistema a cuatro hilos y SFI alimenta tres impedancias Z = 10/60° Q), conectadas en estrella
a una tensién de 200v/3 V. Determinar las corrientes de linea y el diagrama fasorial.

Siguiendo la referencia para SFI (Figura 3.5), las tensiones de fase y linea del sistema son:

Uap =200V3/=120°V  — U, =200/=90°V
Upc =200V/3/0°V  —  Up = 200/30° V
Ucp =200v3/120°V  — U = 200/150° V
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3.3. Receptores trifdsicos

Por lo que las corrientes (de fase y de linea, al ser iguales):

~200/—90°

Toa= —b—= —20/-150° A

T _ 200/30°
B~ 10/60°

— 200/150°
Ic = Z252= = 20/90° A
© = T10/60° 0/20

siendo la corriente del neutro, por 1LK:

=20/-30°A

Iy = —(Ta+ 15 +1c) = —(20/=150° + 20/—30° + 20/90°) = 0

El diagrama fasorial se presenta en la Figura 3.8.

UC A

UBC

Ung
FIGURA 3.8: Diagrama fasorial del Ejemplo 3.1

Estrella desequilibrada con 4 hilos

La estrella estd desequilibrada cuando las tres impedancias no sean iguales en médulo o argumento.
Si se trata de un sistema a cuatro hilos, como el mostrado en la Figura 3.9, al ser las impedancias dis-
tintas, da lugar a intensidades de linea diferentes, no formando un sistema equilibrado de fasores. Las
intensidades serdn:

T,=da

Za

Ty = 48

Zp

A

Zc
y, aplicando la 1ILK en N: S

Ig+Ig+Ic+Iny=0 (3.10)

pudiendo ser la corriente del neutro igual a 0 a pesar del desequilibrio de las impedancias.
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FIGURA 3.9: Receptor desequilibrado en estrella a cuatro hilos

Ejemplo 3.2 Un sistema trifdsico de cuatro conductores, de secuencia de fases directa y 200+/3V alimenta a
tres impedancias: Z 4 = 10/60°Q), Zp = 10/0°Q y Z¢ = 10/—=30°Q). Determinar las corrientes de linea.

Se trata de una conexion en estrella desequilibrada. Las tensiones de linea y fase son, respectivamente:
Up =200V3V  — Up=200V
Los fasores correspondientes, teniendo en cuenta que se trata de una secuencia de fases directa, son:

U, = 200/90°V
U = 200/—30°V
Uc = 200/—150°V

Con estos fasores y las impedancias podemos calcular las corrientes de linea:

- Uy 200
T4 = =2 =""/90° — 60°
A 7, 10 90° — 60
- U 200
Ip=—==""/-30°-0°
B 7 0 30 0
- Uc 200
Ir=—=""/-150° — (—30°
c 7 10 150° — (—30°)
1,4 =20/30°A
Ig =20/—30°A

Ic =20/-120°A

La corriente que circula por el neutro es:

In = —(Ia + Ip + Ic) = 30,12/144,89° A

TC2 Estrella desequilibrada con 3 hilos

Cuando un receptor desequilibrado estd conectado en estrella sin neutro (figura 3.10), no se puede
aplicar el procedimiento anterior porque, en este caso, el punto comudn del generador (N) y el punto
comun del receptor (O) estan a diferente potencial, Uy # Up y, por tanto, las tensiones del receptor son
diferentes a las del generador.

En estas condiciones, las ecuaciones del receptor son:
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3.3. Receptores trifdsicos

FIGURA 3.10: Receptor desequilibrado en estrella con 3 hilos (sin neutro).

Ugo=14"Z4
Upo =1Ip-Zp
Uco =1Ic-Zc
teniendo en cuenta que en el nudo O: S
Io+Ip+1Ic=0
Para obtener las corrientes debemos relacionar las tensiones en el receptor con las tensiones del
generador:
Uxro = Uan — Uon
Upo = Upn — Uon
Uco = Uen — Uon

Teniendo en cuenta estas ecuaciones se pueden despejar las corrientes:

7 _UAN_UON
q= N

Za

T _ UBN _UON
Zp

T~ — UCN _UON

c=—N__TON
Zc

Finalmente, usando la ecuacién del nudo O despejamos la tensién Upy, denominada tensién de
desplazamiento del neutro':

u _UAN'?A+UBN'?B+UCN'YC
ON = == =
YA+YB+YC

Una vez calculada esta tension Upy se pueden calcular las corrientes de linea:

(3.11)

Ip= (Uan—Uon) Ya
Ig = (Upn —Uon) - Y5
Ic = (Uen —Uon) - Ye

Al procedimiento de calculo expuesto se le denomina método de desplazamiento del neutro.

3.3.2. Conexion en tridngulo

Una forma alternativa de conectar las tres fases de un generador/receptor es la conexién en tridn-
gulo, que se consigue conectando el terminal de polaridad de referencia negativa de una fase, con el de

!Se puede llegar a este mismo resultado aplicando el teorema de Millman.
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3. SISTEMAS TRIFASICOS

referencia positiva de otra fase (A’ con B, B’ con C 'y C’ con A), como se muestra en la Figura 3.11. En
este caso, se tiene tinicamente un sistema a tres hilos, por lo que solo se dispone de la tensién de linea:

Uag; Upgc; Uca

FIGURA 3.11: Conexién en tridngulo

Tridngulo equilibrado

Las intensidades en cada impedancia (intensidades de fase) se obtienen como:

- Usg U

Ipp= =" =— °_
AB 7 Va +120 gD
- Uge U

I = = = = —
BC = /0~ ¢

- U, u

Ica = —%“ = 2 /F120° — ¢

con el signo de la fase superior para SFD e inferior para SFL. Estas corrientes tienen el mismo médulo:

u

Ing = Ipc = Ica = 7L (3.12)

Aplicando la 1LK en cada nudo del receptor, se obtienen las corrientes de linea que, al formar un sistema
equilibrado:

Ta=Tap—Tea = V3 2 /2007 3.13

a=lap—lca=V3 -/ -9 (3.13)

Tp=Toc — Tap = V3 2 /530° 3.14

B=1Ipc—1Iap=V3 - /F30° — ¢ (3.14)

_ _ _ u .
Ic =Tcq—Igc =+3- —/F150° — ¢ (3.15)

con el mismo criterio de signos que para las corrientes de fase. Por tanto, el médulo de las corrientes de
linea es:

IA:IB=1C:\/§-1f:\f3% (3.16)

Ejemplo 3.3 Un sistema trifdsico de secuencia directa y tension 200V alimenta tres impedancias iguales Z =
10/30° O, conectadas en tridngulo. Determinar las corrientes de fase y linea, y dibujar el diagrama fasorial.
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3.3. Receptores trifdsicos

Siguiendo la referencia para SED (Figura 3.4), las tensiones de linea del sistema son:

Por lo que las corrientes de fase son:

Iap =

BC —

TCA =

siendo las corrientes de linea, por 1LK:

Uap = 200/120°V
Upc = 200/0°V
Ucp = 200/—120° V

200/120°
TS —20/90° A
10/30° 20

200/0°
= —20/-30° A

200/—120°
———— =20/-150° A
10/30° /=150°

Ta=Tap—1Ica=V3-20/60°A
Ip = Ipc — Iap = V3-20/—60° A
Tc =Tca — Igc = V/3-20/180° A

El diagrama fasorial se presenta en la Figura 3.12.

Upc

FIGURA 3.12: Diagrama fasorial del Ejemplo 3.3

Tridngulo desequilibrado

_ Se trata del receptor representado en la Figura 3.13. Sup6ngase que se conocen las tensiones de linea
Uap, Upc y Uca. En este caso, cada impedancia del tridngulo es distinta de las demads, por lo que se
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3. SISTEMAS TRIFASICOS

tendran tres corrientes de fase distintas en médulo y argumento:

Tup = daB
Z AB
- Upc
Ipc = =—
Zpc
Tea = 54
Zca

no constituyendo, por tanto, un sistema de fasores equilibrado. Las corrientes de linea se obtienen apli-
cando la 1LK en cada nudo:

Ip=1Iap—1Ica (3.17)
Ip = Ipc — IaB (3.18)

que, en general, no forman tampoco un sistema equilibrado de fasores.

FIGURA 3.13: Receptor en tridngulo desequilibrado

Ejemplo 3.4 Un sistema trifisico de SFI y tension 200V alimenta tres impedancias conectadas en tridngulo,
de valor Z op = 10/0° Q), Zpc = 10/30° QY, Zca = 10/—45° Q). Determinar las corrientes de fase y linea, y
dibujar el diagrama fasorial.

Siguiendo la referencia para SFI (Figura 3.5), las tensiones de linea del sistema son:

U yp = 200/—120° V
Upc = 200/0° V
Ucp = 200/120° V

Por lo que las corrientes de fase:

= 200{—1200
I = ——=2 /— °A
AB 10/0° 0/—120

- 200/0°

Ipc = === =20/—30° A
B¢ ™ 10/30° 30

- 200/120°

I = —— 2 ° A
€A™ 10/—45° 0/165°
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siendo las corrientes de linea, por 1LK:
Ip = Ipp—Ica = (20/—120°) — (20/165°) = 24,35/—-67,50° A
Ig = Igc—Iap = (20/—30°) — (20/—120°) = 28,28/15° A
Ic = Ica—Igc = (20/165°) — (20/=30°) = 39,66/157,5° A

El diagrama fasorial se presenta en la Figura 3.14.

Uca

Uap

FIGURA 3.14: Diagrama fasorial del Ejemplo 3.4

3.4. Circuito equivalente monofasico de cargas trifasicas

Siempre que se tenga un sistema equilibrado, es posible utilizar un circuito monofasico equivalente
al trifdsico, en el cual se representa una fase del original. Esto permite tomar cada fase en forma indepen-
diente de las restantes, sabiendo que las magnitudes de corriente y tension calculadas serdn iguales en
amplitud y frecuencia, pero desfasada 120° entre si. Este método puede aplicarse tanto a estrella como a
tridngulo, teniendo siempre en cuenta que el circuito equivalente ird por fase y, por tanto, los elementos
deberan tener una conexioén en estrella. Notese que, en este caso, las corrientes que se calcularan seran
las de linea, que coincidirdn con las de fase si la conexién inicial de la carga era en estrella, pero no si es
en tridngulo (ver Seccién 3.3.2); en este caso, las relaciones entre fase y linea mostradas en la Seccién 3.2.2
para la tension son vélidas también para la corriente.

Ejemplo 3.5 Un circuito trifisico de SFD presenta una linea de impedancia 1 + j2Q)/hilo. A él se
conectan dos cargas equilibradas con una tension compuesta en sus terminales de 380V/50 Hz. La
carga 1, en tridngulo, presenta una impedancia 19 /3/60° Qlfase; la carga 2, conectada en estrella,
tiene una impedancia de 38/~/3/60° Qlfase. Se pide:

» Corrientes de fase en las cargas 1y 2 y la corriente total absorbida
» Tension compuesta a principio de la linea
La referencia de tensiones de linea, al ser secuencia directa:

Uap = 380/120°V

Upcr = 380/0°V

Ucrar = 380/—120°V
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y las de fase:

— 380

u, = —=/90°V
A \/gL

— 380

Uy = —/=30°V
B \ﬁ;

— 380

U, = —/-150°V
C \/g

Para determinar el equivalente monofdsico, es necesario transformar la carga 1 en su estrella equivalente.
Siguiendo la expresion (1.33), extrapolado a una impedancia:

Z 19 v/3/60° 19
Zl,D = 3Z1,y = ley = ;’D = \fL = —/60°0)

3 V3

Asi, queda un circuito monofisico (se calculard la fase A), formado por Zy y las impedancias de Zy y y Z»
en paralelo. Las corrientes de cada carga:

= 380 o
—_ U _
Lia==%= =20/30° A
Ziy 1795[600

w, R

V3 o
hia==== =10/30° A
Z %4600

y, por 1LK, la corriente total:

Toa=Tpa+hpa=20/30°+10/30° = 30/30°A

Volviendo al circuito original, las corrientes de la carga 1 de linea son:

LiLa =20/30° A
Il,L,B = 20{ —90° A
LLc = 20/—210° A

y, siguiendo las relaciones (3.4) al tratarse de una SFD, se obtiene que las corrientes de fase son:

I 20
Lira= %@ A

— 20

I = —/-120° A
1,F,B /3

I = g{ 240° A
1,FC /3

La corriente que circula por cada fase de la carga 2 es igual a la de linea al estar conectada en estrella. Por tanto:

Lra=10/30° A
Lrp =10/—90° A
Lrc = 10/—210° A
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La corriente total absorbida en cada linea:

T A = 30/30°A
TLp = 30/—90°A
T, c = 30/—210°A

La tension de fase en el generador (principio de la linea) en el circuito equivalente monofisico:

o 380
Upa =21 Ia+ U, = (1+2) - (30/30°) + %4900 = 286,38/90,8041°V

y, siguiendo las relaciones (3.4) al tratarse de una SFD, se obtiene que la tension compuesta (de linea) es:
U, 4 = V/3286,38 /120,8041°V/
siendo las tensiones en las lineas B y C:

Upp = V3286,38/0,8041°V
Ur,c = V/3286,38/—119,1959°V

3.5. Potencia en sistemas trifisicos

Se analiza el caso de sistemas desequilibrados y equilibrados.

3.5.1. Sistemas desequilibrados
Estrella

La forma de proceder es idéntica para sistemas a tres y a cuatro hilos. Supéngase un receptor des-
equilibrado en estrella, como el mostrado en la Figura 3.15, donde cada fase (impedancia, Z; = Z;/¢;)
consumird una potencia activa dada por:

Py=Uy -1Iy-cos(¢a); Pg = Up - Ip - cos(¢p); Pc = Uc - Ic - cos(gc)

Por tanto, aplicando el Teorema de Boucherot (Seccién 2.5.6), la potencia total consumida por el receptor
sera:

|Pr=Ps+Pp+ Ic| (3.20)

De forma analoga, las potencias reactivas:

Qa=Ua-Ia-sin(pa); Qp = Ugp - Ip - sin(¢p); Qc = Uc - Ic - sin(¢c)
siendo la total:
|Qr =Qa+Qs+Qc] (3.21)
Por ultimo, la potencia aparente:
Sa=Ugx-In; Sp=Ug - Ip; Sc=Uc-Ic

siendo la total:

St = /P2 + Q2 Sr=Pr+jQr (3.22)
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FIGURA 3.15: Receptor en estrella desequilibrado

Notese, que al tratarse de un sistema desequilibrado, las potencias totales no pueden calcularse de
otro modo
Tridngulo

Supoéngase un receptor desequilibrado en triangulo, como el mostrado en la Figura 3.16, donde cada
fase (impedancia, Z; = Z; /¢;) consumira una potencia activa dada por:

Pap = Uap - Iap - cos(¢ap); Ppc = Upc - Ipc - cos(@pc); Pca = Uca - Ica - cos(pca)

La potencia activa total, aplicando el Teorema de Boucherot es:

‘PT = PAB+PBC+PCA‘ (3.23)

De forma analoga, las potencias reactivas:

Qap = Uap - Iap - sin(@ap); Qpc = Upc - Ipc - sin(¢pc); Qca =Uca - Ica -sin(@ca)

siendo la total:

|Qr = Qap + Qsc + Qca | (3.24)

Por ultimo, la potencia aparente:

Sap = Uap - Iap; Spc = Upc - Ipc; Sca=UcaIca

Sr= /P2 +Q} Sr=Pr+jQr (3.25)

siendo la total:

FIGURA 3.16: Receptor en tridngulo desequilibrado
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3.5.2. Sistemas equilibrados
Estrella

La forma de proceder es idéntica para sistemas a tres y a cuatro hilos. Supéngase un receptor equili-
brado en estrella, como el mostrado en la Figura 3.17, donde cada fase (impedancia, Z=17 &) consumira
la misma potencia activa, dada por:

Pr = Uf - Ir - cos(¢)

Dado que la potencia activa total consumida es la suma de la potencia consumida en cada fase, se obtiene
que:
PT :3-Pp ZS'UF'IF-COS((;))

Teniendo en cuenta que en la conexion estrella, se cumple que U, = v/3Uf y que I = If, la potencia
total consumida por el receptor es:

Pr=3-Pr=3-Up-Ir-cos(p) = V3-UpL- I - cos(¢) (3.26)

De forma andloga, la potencia reactiva y aparente total:

Qr=3-QF =3-Ug-Ir-sin(¢) = V3- U - I - sin(¢) (3.27)

Sp=38-Sp=3-Up-Ir=V3-U. I Sr=Pr+jQr (3.28)

Tridngulo

Supoéngase un receptor equilibrado en tridngulo, como el mostrado en la Figura 3.18, donde cada

fase (impedancia, Z = Z /) consumira la misma potencia activa, dada por:
Pp = LIF . I]: . COS((p)

Dado que la potencia activa total consumida es la suma de la potencia consumida en cada fase, se obtiene
que:
PT:?)'PF :3'UF-IP'COS((p)

Teniendo en cuenta que en la conexién triangulo, se cumple que Uy = Ur y que I} = v/3 I, la potencia
total consumida por el receptor es:

Pr=3-Pr=3-Up-Ir-cos(g) =V3-Up I - cos(¢) (3.29)

que es idéntica a la expresion de la potencia activa consumida en la conexién estrella.
De forma andloga, la potencia reactiva y aparente total:

Qr=3-QF =3-Ur-Ip-sin(p) = V3-Up - I - sin(¢) (3.30)

Spr=3-Sp=3-Up-Ir=+3-U.- I Sr=Pr+jQr (3.31)

vy

o

Ip

FIGURA 3.17: Receptor en estrella equilibrado
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FIGURA 3.18: Receptor en tridngulo equilibrado
Ejemplo 3.6 Una red trifdsica de 20 kV de tension de linea alimenta a una instalacion que dispone de
dos cargas:
» Carga 1: conexion tridngulo, potencia nominal aparente de 300 kVA y fdp 0,85 inductivo
= Carga 2: conexion estrella, potencia nominal aparente de 100 kVA y fdp 0,95 capacitivo

Se pide calcular las potencias totales P, Q y S, el médulo de la corriente de linea absorbida y el factor
de potencia del conjunto.
Las potencias de la carga 1:
P; = 51 cos(¢1) =300 0,85 = 255kW
Q1 = S; sin(¢p1) = 300 - sin(arc cos(0,85)) = 158,03 kvar
S1 = 300kVA

y las de la carga 2:

P, = S5 cos(¢) = 100 - 0,95 = 95 kW
Qz = Sy sin(¢pp) = 100 - sin(arccos(0,95)) = —31,22 kvar
S, = 100kVA

donde Q; es negativa al tratarse de un receptor capacitivo. Aplicando T. Boucherot, se tienen las potencias de la
instalacion:

Pr = P, + P, = 255 + 95 = 350 kW
Or = Q1 + Qo = 158,03 + (—31,22) = 126,81 kvar
St = Pr+jQr = 350 +j126,81 kKVA = 372,26/19,9162° kVA

por lo que el factor de potencia del conjunto es:
fdpr = cos(¢pr) = c0s(19,9162°) = 0,94

de cardcter inductivo (¢ > 0).
Con las potencias se puede determinar el médulo de la corriente de linea:

St 372,26-10°
V33U, /320000

I =10,75A

3.5.3. Comparativa monofasica — trifasica

En la introduccién de este capitulo se mencionaban dos ventajas de los sistemas trifasicos respecto
de los monofésicos:
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» Los sistemas trifdsicos proporcionan una potencia instantdnea constante.

» Los sistemas trifasicos necesitan menos masa de conductor en igualdad de condiciones de potencia
y tension.

A continuacién se demuestran ambas ventajas.

Potencia instantdnea en un sistema trifdsico

Supongamos un receptor equilibrado en estrella con SFD. Las tensiones de fase de este sistema seran:

us(t) = \fZUf cos(wt +90°); ug(t) = ﬁuf cos(wt —30°); uc(t) = \fZUf cos(wt —150°)
Y las corrientes correspondientes:
ia(t) = v2Icos(wt+90° — @); ig(t) = V2I cos(wt —30° — ¢); ic(t) = V21 cos(wt —150° — @)
Ademas, la potencia de cada fase se expresa:
palt) = ua(t) -iat); pe(t) = up(t) -ip(t); pe(t) = uc(t) -ic(t)

Sustituyendo las expresiones de tensiones y corrientes obtenemos:
p(t) = pa(t) + pa(t) + pc(t) =
= \fZUf cos(wt +90°) - v/2I cos(wt +90° — @)+
+ V2Uy cos(wt — 30°) - v/2I cos(wt — 30° — @)+
+ \/Ellf cos(wt — 150°) - v/2I cos(wt — 150° — @)
Para simplificar este resultado empleamos la expresién del producto de cosenos?:
p(t) = Usl[cos(2wt 4 180° — @) + cos(¢)]+
+ UgI[cos(2wt — 60° — @) + cos(¢)]+
+ UfI[cos(2wt — 300° — ¢) + cos(¢)]

La suma cos(2wt + 180° — ¢) + cos(2wt + 60° — @) + cos(2wt + 300° — ¢) es cero, por lo que el
resultado final es:

p(t) =3-Us-1-cos(p) = V3-U-1-cos(g)
Con esta expresion se demuestra que la potencia en el dominio del tiempo de un sistema trifasico

equilibrado es constante, y su valor coincide con los resultados obtenidos anteriormente para la potencia
activa.

Masa necesaria de conductor

Compadrese un sistema monofésico (subindice 1) y un sistema trifdsico (subindice 3), que transmiten
la misma potencia activa (P; = P3) y funcionan a la misma tensién de fase (U; = U3 = U).

Ul cos(@) = Py = P; = V/3UIz cos(¢) — I} = V313
Las pérdidas en la linea deben ser iguales para recorrer la misma distancia:
2R [I? = Py = Py = 3R313
Sustituyendo la relacién de corrientes y teniendo en cuenta la relacién entre resistencia y seccién (R =
pg):
2-Ry-313=3-R3[3 + Ry = 1R3—>s1 =2.8;

2
Finalmente, la relacion entre masas de conductor necesarias en cada sistema es:

@_3'53 3

mq B 2-S 1 N 4
En consecuencia, un sistema trifdsico equilibrado necesita un 25 % menos de masa de conductor para
transportar la misma potencia que un sistema monofasico.

2cos(a) - cos(B) = 1 - (cos(a + B) + cos(a — B))
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3.6. Medida de potencia en sistemas trifasicos

Se estudian dos casos: sistema a cuatro y a tres hilos.

3.6.1. Sistemas a cuatro hilos

Para medir la potencia activa absorbida por cada fase de la carga, se necesitan tres vatimetros, indi-
cando cada uno de ellos la potencia consumida por la fase donde esta conectado, como se muestra en la
Figura 3.19a. Una vez medida la potencia en cada fase, la potencia total sera:

Pr=W;+W,+Wj; (3.32)

@ Si se tratase de una estrella equilibrada, los tres vatimetros dardn la misma lectura (Wy = Wp = W3),
por lo que bastaria con colocar uno y hacer Pr = 3 - Wy, como en la Figura 3.19b.

00 L
*
*
B W» B
NN Receptor 4H

7J\ Receptor 4H Equilibrado
*

c \WW )
N N

(A) Estrella desequilibrada (B) Estrella equilibrada

FIGURA 3.19: Vatimetros para sistemas a cuatro hilos

3.6.2. Sistemas a tres hilos
Estrella
La potencia total consumida viene dada por la parte real de la potencia compleja:
Py=R{Us Ta}; Py = R{Up - Ip}; Pc = R{Uc-I¢}
Pr =Py + Pp+ Fc
Teniendo en cuenta que debe cumplirse la 1LK en el nudo N:
Ia+Ip+Ic=Ic = —(Ia+Ip)
y, sustituyendo en la potencia total:
Pr=R{Us Ia }+R{Us - Ig } + R{Uc- I} =
= R{UA-Ta"} + R{Up - T} + R{Uc- (—(Ta" +T5'})) =
=R{(Us —Uc) Ta Y+ R{(Up ~Uc)- T } =
Pr = R{Uac - Ta }+R{Usc - Ty} (3.33)

es decir, que si se conectan dos vatimetros de manera que uno mida W; = R{Uxc - I5 } y el otro
W, = R{Upc - E* }, la suma de ambas lecturas es la potencia total:

Pr=W;+W,
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Se hace la observacién de que Uy = —Ucs. Ademas, si en lugar de I se hubiera despejado I4 o
Ig:

Pr=R{Usa - Is" } + R{Uca 10}
Pr=R{Usp-Ta } +R{Up- -1}

Tridngulo
La potencia total consumida viene dada por la parte real de la potencia compleja:
Pap = R{Uap - Tap}; Ppc = R{Usc - Ipc}; Pea = R{Uca - Tca}
Pr = Pap + Ppc + Pca

Teniendo en cuenta que debe cumplirse la 1LK en los nudos A y B:

Ti=Ta—Tca=Tca=Tan—1Ta
Ig = Ipc — Inp = Ipc = I+ Iup
y, sustituyendo en la potencia total:
Pr={Uap - Tap '} + R{Usc - (5" +Tap" )} + R{Uca - (Tas” ~Ta")} =
/0 * —_— —x —_ —x
= %{WUCA) Iap }+R{Upc g } —R{Uca-Ia } =
Pr = %{UAC : H*} + ?R{Ugc : T[;*} (3.34)

idéntico resultado al que se obtiene para una estrella a tres hilos. Por tanto, si se conectan dos vatimetros
de manera que uno mida Wy = R{Uxc - I, } y el otro Wy = R{Upc - Iz}, la suma de ambas lecturas
es la potencia total:

Pr=W;+W;

3.6.3. Meétodo de los dos vatimetros

Al procedimiento mostrado en la Seccién 3.6.2 se le denomina método de los dos vatimetros (o
montaje de Aron), y se realiza del siguiente modo:

Se eligen dos lineas cualesquiera a las que se conectan las bobinas de intensidad del vatimetro. Las
entradas de las bobinas de tensién se conectan a las mismas lineas que las de intensidad y, las salidas,
a la linea no usada, como se muestra en la Figura 3.20. Como se mencioné en la Seccién 2.5.7, si alguno
de los vatimetros da una lectura negativa, en la suma se considerara con el signo —.

( 0
A Wy
*
*
B Wa Receptor 3H
C
- J

FIGURA 3.20: Método de los dos vatimetros en lineas A y B
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Secuencia de fases directa

Supoéngase una SFD y un receptor en estrella de cardcter inductivo (el resultado es también aplicable

a carécter capacitivo). El diagrama fasorial del circuito es el de la Figura 3.21. El &ngulo de desfase entre
la tensién de fase y la intensidad (de linea o fase, al ser la misma) es el correspondiente a la impedancia

(¢)

Uca

FIGURA 3.21: Diagrama fasorial de un receptor en estrella, inductivo y alimentado con SFD

Colocando dos vatimetros en las lineas A y B, como en la Figura 3.22a:
Wi = R{Uac - Ia} Wa = R{Ugc - I}
donde se sabe que:
Uac = —Uca = U /—120° — 180° = U /60°
Upc = UL/0°
Ip=1./90°— ¢
Ig = ILf—30° —¢

Wy = UL I} cos (¢—3OO) Wz = Uy I} cos (§0+300)

Desarrollando los dos cosenos:

Por tanto:

cos(¢ —30°) = cos(¢) cos(30°) + sin(¢) sin(30°)
cos(¢@ +30°) = cos(¢) cos(30°) — sin(¢) sin(30°)

y reemplazando en las expresiones de Wy y Wh:

Wy = U I cos (¢ —30°) = Uy I (cos(¢) cos(30°) + sin(¢) sin(30°))
Wy = Uy I cos (¢ +30°) = U I, (cos(¢) cos(30°) — sin(¢) sin(30°))

Si se suman las medidas de los dos vatimetros, se obtiene que:
Wi + W, = [UL I1, (cos(¢) cos(30°) + sin(q)-sirt307))]| + [Up I (cos(¢) cos(30°) — sin(q)-sint307))] =

= 2U; I cos(¢) cos(30°) = | Wy + W, = V3U, I} cos(¢) = Pr (3.35)

Ademas, si se restan:

Wy — W, = [Up I (cos + sin(¢) sin(30°))] — [Uy I (cos(p)-eost30°) — sin(g) sin(30°))] =
= 2UL IL Sil‘l(@) Sil’l(300) = W1 — Wz = UL IL sin(q)) = (\2/]5" (3.36)




3.6. Medida de potencia en sistemas trifdsicos

Por tanto, se puede calcular el &ngulo del receptor a partir de las expresiones (3.35) y (3.36), puesto que:

Wy — W,
Wi+ W,

tan(¢) = Qr = |tan(p) = V3 (3.37)

Pr

Estos mismos resultados se obtendrian igualmente si se conectan los vatimetros en otras lineas. Si se
conectan los vatimetros en B y C (Figura 3.22b) o entre C y A (Figura 3.22c), se segurd cumpliendo que:

Wy = U I, cos(¢p —30°)
W, = Up I, cos(¢ +30°)
siendo las potencias activas y reactivas totales:
Pr =W, + Ws
Qr = V3 (W — W)

N A NS
)
* ; \ Receptor 3H Receptor 3H Receptor 3H
B wa Equilibrado B W Equilibrado B Equilibrado
C C ’@ ] C Wi
(A) Lineas Ay B (B) Lineas By C (C) Lineas Cy A

FIGURA 3.22: Método de los dos vatimetros en SFD

@ Es posible recordar las conexiones de los vatimetros de la siguiente forma: al estar en una SFD,
las fases presentan una sucesion ABCABCABC... En esta sucesién, se observa que no se tiene AC,
BA ni CB, correspondientes a las conexiones de W; de la Figura 3.22, que miden el coseno de un
angulo ¢ — 30°. Sin embargo, si se tiene AB, BC y CA, correspondientes a las conexiones de W, de

la Figura 3.22, que miden el coseno de un dngulo ¢ + 30°.

Secuencia de fases inversa

Considérese ahora una SFI y un receptor en estrella de caracter inductivo (el resultado es también
aplicable a cardcter capacitivo). El diagrama fasorial del circuito es el de la Figura 3.23. El dngulo de
desfase entre la tension de fase y la intensidad (de linea o fase, al ser la misma) es el correspondiente a

la impedancia (¢).

Uca

U/\ B UAC

FIGURA 3.23: Diagrama fasorial de un receptor en estrella, inductivo y alimentado con SFI
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Colocando dos vatimetros en las lineas A y B, como se muestra en la Figura 3.24a:
Wi = R{Ugc - Is} Wo = R{Unac -1}
donde se sabe que:
Upc = Ur/0°
Uac = —Uca = Ur/120° 4+ 180° = Up/—60°
Ig=1 /30° — ¢
Ta=1/-90°—¢

W1 = LIL IL COos (q)—300) W2 = UL IL Ccos (§0+300)

cuyo resultado es idéntico al obtenido para la SFD:

Wi + W, = [UL I, (cos(¢) cos(30°) + sin(q)-sir(307)) ]| + [Up I (cos(¢) cos(30°) — sin(q)-sin(307))] =

= 2U; I cos(¢) cos(30°) = | Wy + W, = V3U, I} cos(¢) = Pr (3.38)

Por tanto:

Wi — W, = [UL I, (cos(p)eos307) + sin(¢) sin(30°))] — [UL I (cos(gp}-eost307) —sin(¢) sin(30°))] =

= 2Up Ip sin(¢) sin(30°) = | Wy — W, = UL I sin(¢) = (\Q/g (3.39)

Por tanto, se puede calcular el dngulo del receptor a partir de las expresiones (3.38) y (3.39), puesto que:

Qr Wi — W,
= — = - @@=
Wi 4+ W

tan(¢) br tan(¢) = V3 (3.40)

*
* Receptor 3H Receptor 3H Receptor 3H
B W Equilibrado B é W2 ) Equilibrado B Equilibrado

1T S £

(A) Lineas Ay B (B) Lineas By C (C) Lineas Cy A

FIGURA 3.24: Método de los dos vatimetros en SFI

Estos mismos resultados se obtendrian igualmente si se conectan los vatimetros en otras lineas. Si se
conectan los vatimetros en B y C (Figura 3.22b) o entre C y A (Figura 3.22c), se segurad cumpliendo que:

Wy = Ug I cos(¢ —30°)
W, = Up I cos(¢ + 30°)
siendo las potencias activas y reactivas totales:
Pr=W, + W,
Qr = V3 (W — W)

@ Es posible recordar las conexiones de los vatimetros de la siguiente forma: al estar en una SFI, las
fases presentan una sucesion ACBACBACB.... En esta sucesion, se observa que no se tiene AB, BC
ni CA, correspondientes a las conexiones de W; de las Figuras 3.20 y 3.22, que miden el coseno de
un dngulo ¢ — 30°. Sin embargo, si se tiene AB, BC y CA, correspondientes a las conexiones de W

de las Figuras 3.20 y 3.22, que miden el coseno de un angulo ¢ + 30°.
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Ejemplo 3.7 Hallar la indicacién del voltimetro en el sistema trifdsico equilibrado de SFD de la
Figura 3.25, sabiendo que: Wy =700 W; W, = 400 W; Z = 1 +j2C); Z1 = 1000); Z, = 47/37°Q).

TL l T Tﬁ Z72
A L ) g " L1
A T;,
ZL l Z
B W lf
ZL Z
C I [

|;|Zl |;|Zl Z

FIGURA 3.25: Ejemplo 3.7

Al ser SFD, las potencias activa y reactiva totales:

Pr = Wy + W, =700+ 400 = 1100 W
Qr = V3(W; — Wa) = V/3(700 — 400) = 519,62 var
Con estos valores, se empieza a trabajar mediante un equivalente monofdsico (de la fase A) del circuito

trifdsico original (ver Seccion 3.4). Las cargas Z1 y Z, estdn en paralelo, pudiéndose calcular la impedancia
equivalente por fase:

717 _ 100-47/37°
“aF = 7 7, 100+ 47/37°

= 33,47/25,3787°() = 30,24 +j 14,3500

Al tratarse de un sistema equilibrado, la potencia activa y reactiva de cada fase es 1/3 de la total. Con eso, y por
su definicion, puede determinarse el modulo de la corriente que circula por cada fase:

P 1100/3
_Rp..12 - |ZFE _ =
Pr = Rg IF = Ir Rr 30,24 348 A
. 2 B g _ [519,62/3
Qr = Xr 1p=>IF—\/XF—1/714’35 =348 A

@ Bastaria con calcular Iy con la P o la Q, aunque de esta forma se comprueba que el circuito hasta ahora estd
bien resuelto.

Esta Ir es la que recorre a Zy, y a Zeq. Suponiendo que la corriente es el origen de fases Ip = 3,48/0° A, I
tension de fase del generador:

Ur=1Ir-(Zp + Zeq,[:) =3,48/0°- (14+j2+30,24+j14,35) = 122,70/27,6261°V
Dado que el voltimetro mide la tension entre fases (es decir, la tensién de linea), marcard:

V =+V3Ur =v3-122,70 = 212,52V
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3.6.4. Medida de potencia reactiva con un vatimetro

Supoéngase una SFD y un receptor en estrella de caracter inductivo, con el diagrama fasorial de la
Figura 3.21. Si se hace el producto R{Upc - 4" }, se obtiene que:

R{Upc - I4 } = Upc Ix cos(@ —90°) = Upc I4 sin(g)

Por tanto, si se coloca un vatimetro que mida dicho producto escalar (como se muestra en la Figura 3.26),
se obtiene que:

W= R{Tpc-Ta'} = Uy I, sin(g) = % ~[or=vaw (3.41)

donde W representa la lectura del vatimetro.

A \4%

Receptor 3H
B Equilibrado
C

FIGURA 3.26: Medida de reactiva con un vatimetro

A modo de resumen, se muestran a continuacién las diferentes conexiones que se pueden utilizar
para medir la potencia reactiva, indicando su expresion tanto para SFD como SFI. Si se hace la conexién
de las Figuras 3.27a-3.27c, la potencia reactiva es:

SFD —|W = % (3.42)
SFI —|W = —\% (3.43)

Si se hace la conexién de las Figuras 3.27d-3.27f, la potencia reactiva es:

SFD —|W = —\% (3.44)
SFI —|W = 3% (3.45)
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A W A A
B Receptor 3H B W Receptor 3H B Receptor 3H

Equilibrado Equilibrado Equilibrado
C C C W\

(4) (B) (©
A — A A
*

Receptor 3H * Receptor 3H Receptor 3H
B Equilibrado B w Equilibrado B Equilibrado
C C C W

(D) (E) (F)
FIGURA 3.27: Conexiones para medida de reactiva

@ Siguiendo las anotaciones realizadas para la medida de potencia activa y reactiva por el método de
los dos vatimetros, las conexiones de las Figuras 3.27a-3.27c si se tienen en la SFD (Q1 = V3W)
pero no en la SFI (Qr = —+/3W). De manera similar, las conexiones de las Figuras 3.27d-3.27f si se
tienen en la SFI (Qr = +/3 W) pero no en la SFD (Qr = —v/3 W)

Ejemplo 3.8 El sistema trifdsico de la Figura 3.28 es de 380 V, 50 Hz. Sabiendo que la carga es equi-
librada y consume 24 kW con un factor de potencia de 0,8 (inductivo), que las tensiones de linea son
equilibradas y que se tiene una SFD, se pide calcular:

» Valor de las intensidades de linea en forma fasorial
» Lectura de los vatimetros

» Si la linea de alimentacién a la carga dispone de una impedancia Z; = 1+ j por conductor,
determinar la tension que debe disponer el generador en sus bornas para que la tension en la
carga sea de 380V

: ® @
® )
B Wy
\\f

Nl

Z
I
Z
—

FIGURA 3.28: Ejemplo 3.8
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Al tratarse de un sistema equilibrado en SFD:

Ur = 20000 v Tap = 380/120° V
V3
380, _ i
Uz = %4—30 vV  Usc =380/0°V
380

Uc = %(—ISOOV Ucyg = 380/=120°V

El médulo de la intensidad es:
24000

Pr=+3U; I} cos(¢p) = = —————  —4558A
i 1. I, cos(¢) /338008

Como el dngulo de la carga es arccos (0,8) = 36,8699° (por ser inductivo), y la fase de la corriente se puede
determinar a partir de o1 = oy — ¢:

I, = 45,58/53,1301° A
I = 45,58/—66,8699° A
Ic = 45,58/—186,8699° A

La suma de los vatimetros W1 y W3 va a ser la potencia total de la carga (método de los dos vatimetros). El
vatimetro Wy mide la corriente Ig y la tensién Upy4, por lo que:

Wy = Ugaolg = Uy - I - cos (pu,, — 1) = 380 - 45,58 - cos(—60 — (—66,8699)) = 17196,05 W

El vatimetro W5 mide la corriente Ic y la tension Uc 4, por lo que:
W = R{Ucns-Ic' } = Uy - I - cos (puc, — @1.) = 380-45,58 - cos(—120 — (—186,8699)) = 6803,80 W
cuya suma se comprueba que es iqual a los 24 kW del enunciado.

@ Los valores de Wy y W3 también podrian haberse obtenido directamente con lo indicado en la Seccién 3.6.3:

Wy = Uy I, cos(¢p — 30) = 380 - 45,58 - cos(36,8699 — 30) = 17196,05 W
W3 = Uy I, cos(¢p + 30) = 380 - 45,58 - cos(36,8699 + 30) = 6803,80 W

El vatimetro W, mide en realidad la potencia reactiva, en este caso dividida por \/3. Dado que la potencia
reactiva total es:

Qr = Pr tan(¢) = 24000 - tan(36,8699) = 18000 var = W, = ?/g = 10392,30 W
El vatimetro Wy mide la potencia de la fase A. Al tratarse de un sistema equilibrado:
Wy = % = 724200 = 8000W

Las potencias en los bornes del generador son:
Pr =Py + Pc =3Ry I? + Pc = 3-1-45,58% 424000 = 30232,61 W

Qr = QL+ Qc =3X I?+ Pc =3-1-4558 + 18000 = 24232,61 var
St = Pr +jQr = 30232,61 +j24232,61 = 38745,71/38,7135° VA



3.7. Mejora del factor de potencia

por lo que la tension del generador:

38745,71

S=\3ULI, = U = 31558

=490,78V

3.6.5. T¢2 Medida de la potencia reactiva de un receptor desequilibrado

En el caso de un receptor desequilibrado, también es posible medir su potencia reactiva pero, a
diferencia del receptor equilibrado, es necesario emplear 3 vatimetros de manera simultdnea (figura

3.29).
A / W, )

N

*
* ; \ Receptor 3H
B We Deseq.
%

e (we)

C

FIGURA 3.29: Medida de la potencia reactiva de un receptor desequilibrado

En esta conexién, las lecturas de los vatimetros se corresponden con las siguientes ecuaciones:

Wa = R(Upc - Ta)
Wi = R(Uca - Ip)
We = R(Uag - Ic)

En estas ecuaciones estamos combinando las tensiones compuestas con las corrientes de linea. Para
poder desarrollarlas, es necesario expresar las tensiones compuestas en funcién de las tensiones simples:
Ugp =+V3-Uc-e™?

Upe = £V3-Uy - ™2
Ucp = +V3-Up -2

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores obtenemos la siguiente expresiéon, que confirma que se
puede obtener la potencia reactiva mediante la suma de las lecturas de los tres vatimetros:

WA+WB+WC::|:Q/\@

3.7. Mejora del factor de potencia

El objetivo y procedimiento es el mismo que en las instalaciones monofésicas (Seccién 2.5.8). Para
reducir la potencia reactiva del sistema, se debe instalar un banco de condensadores que suministren
una potencia reactiva Q¢c. Como resultado, la potencia reactiva y el factor de potencia del sistema seran
Q' =Q—Qcycos(¢') > cos(¢).La tinica diferencia con respecto a las instalaciones monofasicas es que
en este caso se puede optar por un banco de condensadores acoplados en triangulo (Cp) o en estrella

(Cy):
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A
Be

Ae Receptor

Equilibrado

C

B Receptor

- Equilibrado
Ce

i - T
| PA/S

Cp &
(A) Tridngulo (B) Estrella

FIGURA 3.30: Compensacion de reactiva

= Conexién en tridngulo. Si se conectan los condensadores en tridngulo, como en la Figura 3.30a, se
tiene que:
Q = Ptan(g)
Q' =Ptan(¢’) = Q- Qc
Qc=3-wCp-U?

P(tan(p) — tan(¢’)) (3.46)

C pr—
P 3wl

= Conexién en estrella. Cuando se conectan los condensadores en estrella, como en la Figura 3.30b,
se tiene que:

Q = Ptan(g)
Q' = Ptan(¢/) = Q — Qc

2
Q=3 wCy-U2t =3 -wCy- (5%) = wCy - U?

P(tan(¢) — tan(¢’)) (3.47)

Cy =
¥ wll%

Por tanto, y dado que Cy = 3 - Cp, la capacidad en tridngulo es tres veces menor que en estrella. Asi,
la configuracién recomendada en tridngulo.

Ejemplo 3.9 Una red trifdsica de 380 V, 50 Hz y secuencia SFD alimenta a dos cargas equilibradas: (i)
30 kW y factor de potencia 0,7 inductivo; (ii) 24 kW y factor de potencia 0,6 inductivo. Determinar la
capacidad de cada uno de los condensadores a conectar a la red para que el factor de potencia global

mejore hasta 0,95.
La potencia reactiva inicial es:

Qr = Q1+ Q2 =30 tan(arccos(0,7)) + 24 - tan(arc cos(0,6)) = 62,61 kvar
La potencia reactiva una vez se tenga la bateria de condensadores serd:

Q' = Pr tan(¢%) = (30 +24) - tan(arc cos(0,95)) = 17,75 kvar
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siendo la potencia aportada por los condensadores:
Qc = Q7 — Qr =17,75— 62,61 = —44,86 kvar
por lo que la capacidad a conectar en cada fase del tridngulo:

Qc 44,80 - 10°
= = = 329,63 uF
Bwl?  3-2-7-50- 3802 uE/ fase

Cp

3.8. TC2 Estudio generalizado de sistemas trifasicos

En las secciones anteriores se han estudiado diferentes configuraciones de sistemas trifasicos con tres
simplificaciones bdsicas: el generador esta equilibrado; las fuentes de tension son ideales; los conducto-
res de las lineas son ideales.

En esta seccion se estudiard el funcionamiento de un sistema trifdsico con generadores desequilibra-
dos, fuentes reales y conductores reales en las lineas (figura 3.31).

Zia

I —
LT
A A
Zea
Zea [}
_ +
€A
& _ N 2N Iy o
LT
DERE 2
@t 7 1L
> C I = .
B 7@ (m c c C B
Zip I
LT

FIGURA 3.31: Sistema trifdsico con fuentes reales de tension y conductores reales de linea.

Antes de acometer este estudio, es necesario aprender a convertir fuentes trifasicas reales de estrella
a tridngulo y viceversa.

3.8.1. Conversion de fuentes reales
Estrella a tridngulo

La figura 3.32a muestra un generador trifdsico desequilibrado con fuentes reales conectadas en es-
trella.

Para convertirlo en una conexién en tridngulo debemos transformar las impedancias empleando
las ecuaciones de transformacién de estrella a tridngulo. Obtendremos el circuito de la figura 3.32b. A
continuacién, podemos aplicar movilidad de fuentes (figura 3.32c). En cada rama aparecen dos fuentes
que pueden ser asociadas para dar lugar al generador transformado (figura 3.32d).
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(A) Circuito original.

(B) Transformacion de impedancias. (C) Movilidad de fuentes.

(D) Circuito transformado.

FIGURA 3.32: Pasos intermedios en la transformacion de estrella a tridngulo.

Tridngulo a estrella

La figura 3.33a muestra un generador trifdsico desequilibrado con fuentes reales conectadas en trian-
gulo.

Para convertirlo en una conexién en estrella debemos transformar las fuentes de tensién en fuentes
de corriente (figura 3.33b) y, a continuacién, aplicar transformacién de impedancias (figura 3.33c). Sobre
este circuito se puede aplicar movilidad de fuentes (figura 3.33d) cuya asociacién produce el circuito de
la figura 3.33e. Aplicando una nueva transformacién de fuentes obtenemos el circuito final de la figura
3.33f.
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(A) Circuito original.

B C
Ipc G

(B) Transformacién de fuentes. (C) Transformacién de impedancias.

A

(D) Movilidad de fuentes. (E) Asociacién de fuentes.

-1 1T
Zc(Ica — Ipc)

(F) Circuito transformado.

FIGURA 3.33: Pasos intermedios en la transformacién de tridngulo a estrella.

3.8.2. Desarrollo

Retomamos el analisis del circuito de la figura 3.31. En este circuito particular, tanto el generador co-
mo el receptor estdn conectados en estrella, por lo que se pueden agrupar las impedancias del generador,
la linea y del receptor (figura 3.34). Si hubiera que analizar un circuito con una configuracién diferente,
serd necesario realizar una transformacion previa, ya sea de impedancias, de generador o ambas.
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3. SISTEMAS TRIFASICOS
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FIGURA 3.34: Sistema trifdsico general con impedancias agrupadas.

Za=Zoa+Zia+Zea
Zp=Zep+Zig+ Zen
Ze=Zec+Zic+Zc
El circuito de la figura 3.34 se puede simplificar con una conversién de fuentes, obteniendo el circuito
de la figura 3.35.
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FIGURA 3.35: Sistema trifdsico general con fuentes transformadas.

TgA =€x4-Ya
TgB =€p-Yp
Tc=ec-Yc

Agrupando las impedancias y fuentes del circuito de la figura 3.35 se puede calcular la tension de
desplazamiento del neutro:

_ TgA + TgB + TgC

Uon = =——""=—"=""=

Ya+Yp+Yc+YiN

ecuacion que también puede expresarse en funcién de las fuentes originales:

€ga Ya+Egp Yptec Ve (3.48)
Ya+Yp+Yc+Yin

UON =
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3.8. T€2 Estudio generalizado de sistemas trifésicos

Una vez obtenida la tensién de desplazamiento del neutro, es posible calcular las corrientes de linea
en el circuito original de la figura 3.31:

Ip== €a—Uoy_
Zea+Zia+Zea
T, — eg — Uon
B—i pr— pr—
Zep+Zip+Zep
7o éc —Uon
C—i p— p—
Zg(j—FZlc-i-ZCC
Ty = —T4—Tp - Ic

3.8.3. Aplicaciones

Esta seccién recoge algunas aplicaciones del andlisis general de sistemas trifdsicos.

Sistemas equilibrados

En este caso, la suma de las fuerzas electromotrices es 0:
€¢A T €gp T Egc = 0

y las tres impedancias son iguales S
Ya=Yp=Yc

Por tanto, la aplicacién de la ecuacién 3.48 produce el resultado esperado:

3-Y - (Ega + €48 +€4c)

—= =0
3-Y+YN

Uon =

Es importante destacar que este resultado es independiente de la existencia del neutro y de su impedan-
cia.

Sistemas desequilibrados

El caso general de aplicacién de la ecuacion 3.48 es un sistema desequilibrado cuyo neutro tiene una
impedancia no nula.

En el caso de que el neutro de un sistema desequilibrado tenga impedancia nula (Z;y =0, Yy —
0), la ecuacién produce el mismo resultado que en un sistema equilibrado:

ggA'YA +Eg3‘?3 +€gC'?C _

= —— = 0
Ya+Yp+Yc+Yn

UON =

Cuando el sistema no tiene neutro (Z;y — o, Y;y = 0), y tanto el generador como el receptor
estdn conectados en estrella (figura 3.36a), la ecuacién queda ligeramente simplificada:

€gn-Ya+Epp-Yp+eEg-Ye
Y ATt YB —+ YC
Cuando el receptor estd conectado en tridangulo (figura 3.36b) es necesario realizar una transforma-
cién de impedancias para aplicar la ecuacién, mientras que si el generador estd conectado en tridngulo
(figura 3.36¢) es necesario realizar una transformacién de fuentes (seccién 3.8.1). Evidentemente, si tanto
el generador como el receptor estan conectados en tridngulo (figura 3.36d), serd necesario transformar
ambos.

UON =

121



3. SISTEMAS TRIFASICOS

Ip

(C) Generador en tridngulo

A Iy
| S|
N
v =
V% %
Zic Ic —
L7 & L7 B
Zepe
21 Iy
L0

(D) Receptor y generador en tridngulo

FIGURA 3.36: Posibles configuraciones de generador y receptor de un sistema trifdsico sin neutro.
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3.9. Ejercicios

3.9. Ejercicios

1. El receptor trifdsico de la figura tiene secuencia de fases inversa y tensiéon de linea 200+/3 V. Su
potencia activa es 12 kW, y el vatimetro 2 (W,) indica 6 kW. Hallar:

= Valor de la impedancia Z, en forma compleja.

= Fasores correspondientes a las intensidades de linea.

HN HN mN

Sol.: Z =10/0°C; Ty = 20/—90° A; Tg = 20/30° A; Tc = 20/150° A

2. En el sistema trifasico de la figura, de secuencia de fases directa y f = 60 Hz, el receptor equilibra-
do disipa una potencia total Pr = 51984 W con un factor de potencia de 0,6 en retraso. Sabiendo

que el amperimetro indica 761/3 A, determinar:
= Lecturas de los vatimetros 1 y 2
» Valor de la impedancia Z en forma compleja

» Capacidad minima para mejorar el factor de potencia a 0,95

c =1

Sol.: Wi = 46000,65W; W, =5983,35W; Z =3+j4 (); Cp = 319,8 uF

3. En el sistema trifdsico de la figura, de secuencia de fases inversa y tension de linea 200+/3 V, los
dos receptores son equilibrados, con impedancias Z; = 6 +j8 Oy Z; = 8 4-j6 (). Determinar:

= Lecturas de los amperimetros.

= Lecturas de los vatimetros y la potencia compleja total.
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3. SISTEMAS TRIFASICOS

Sol.: A = 7940A; A1 = 20A; Ay = 60A; Wy = 2700743W; Wp = 1801385W; Wc =
8993,58 W, St = 36 +j31,2kVA

4. Fl sistema trifasico de la figura es de 380 V a 50 Hz y secuencia de fases inversa. Z es un elemento
pasivo ideal, tal que el factor global de potencia es la unidad. El motor es de 1,8 CV, rendimiento
90 % y factor de potencia 0,8. Determinar:

» Impedancia Z en forma compleja.

= Intensidad en el motor.

= Fasores intensidad de linea.

= Lectura de los aparatos de medida: V, A, W1, Wy y W3.

N S
B @} MOTOR

@

NI

Sol.: Z = —j129,76 () /fase; Iy = 2,83 A; I, = 2,27/-90° A; Ig =2,27/30° A; Ic = 2,27/150° A;
Wi =0, Wy, = —645,24 W; W3 = 645,24 W

5. Una plantacién agricola emplea dos bombas sumergibles para extraer agua de un pozo y transpor-
tarla a través de un sistema de riego por goteo. Estas dos bombas estan alimentadas a 400 V por
una linea trifdsica en secuencia de fases directa y frecuencia 50 Hz. Una de las bombas funciona
con un motor trifasico de 30 kW y factor de potencia de 0,78. La otra bomba trabaja con un motor
de 7,5kW vy factor de potencia de 0,67. La linea que alimenta estas dos bombas es resistiva, con
resistividad p = 0,017 Q mm?/m, longitud de 300 m y una seccién de 35 mm?.

a) Calcula el tridingulo de potencias (potencia activa, reactiva, y aparente) de cada carga, y total
de las cargas (a la salida de la linea).
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3.9. Ejercicios

b) Calcula el valor eficaz de la corriente de linea de cada carga y de la corriente total.

c) Determina la lectura de los siguientes aparatos de medida conectados a la entrada de las
cargas:

= Un vatimetro en la fase A, midiendo tensién entre las fases A y C.
= Un vatimetro en la fase B, midiendo tensién entre las fases By C.
» Un vatimetro en la fase C, midiendo tensién entre las fases By A.

d) Calcula el tridngulo de potencias a la entrada de la linea.
e) Calcula el valor eficaz de la tensién a la entrada de la linea.

f) Calcula los condensadores que se deben conectar a la salida de la linea para mejorar el factor
de potencia del sistema hasta la unidad. Indica modo de conexién mas eficiente.

Una vez conectados los condensadores del dltimo apartado:

g) Calcula el valor eficaz de la corriente de linea total.

h) Calcula el tridngulo de potencias a la entrada de la linea.

i) Calcule el valor eficaz de la tensién a la entrada de la linea.

j) Determina la lectura de los vatimetros descritos anteriormente.
Sol.: P; = 30kW; Qqp = 24,06kvar; S = 3846kVA; P, = 75kW; Q, = 83lkvar; S =
11,19kVA; Pr = 37,5kW; Qr = 32,37kvar; St = 49,54kVA; I} = 5551A; I, = 16,15A; It =
71,5A; Waac = 2809kW; Wppc = 941kW; Wcpa = —18,66kW; Py = 39,73kW; Q. =
32,33kvar; Sg = 51,22kVA; Ug = 413,64V; Cp = 2144 pF/fase; It = 54,13 A; Py = 38,78kW; Q, =
Ovar; S, = 38,78kVA; U, = 413,63V; W) ,c = 18 75kW; Wp po = 18,75kW; W( 5, = 0kW

. El circuito de la figura es de secuencia de fases directa y 50 Hz. Determinar:

a) Potencias activas y reactivas totales.

b) Capacidad minima de los condensadores a instalar para mejorar el factor de potencia total
hasta la unidad.

c) Intensidades de linea, en forma fasorial, una vez mejorado el factor de potencia.

Datos: Ae * : W
Z1 = 100/60° Q) .
Wy = 300W Be “(w

W, = 300W
V =200V/3V

(@)
®
L

Sol.: Pr = 2400W; Qr = 1800v/3var; C = 27,57 uF/fase; T4 = 4/90°A; Tp = 4/-30° A; Ic =
4/-150° A
. En la figura, dos vatimetros miden una carga trifasica inductiva equilibrada, alimentada a una

tensiéon U = 400 V. El vatimetro Wp indica una lectura de 11320 W, y el vatimetro W¢ indica una
lectura de 1815 W. A partir de esta informacién se pide:

a) Determinar la secuencia de fases del sistema.
b) Tridngulo de potencias de la carga.

c) Impedancia equivalente de la carga en estrella y en tridngulo.
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3. SISTEMAS TRIFASICOS

d) Tension de alimentacion a la entrada de la linea Uj, sabiendo que la linea de alimentacion es
resistiva pura con valor R = 0,1 Q.

e) Capacidad de los condensadores que se deben conectar en bornes de la carga para conseguir
mejorar su factor de potencia a la unidad. Determinar las nuevas lecturas de los vatimetros
WB y Wc.

CARGA

Sol: SFI; P = 20825W,; Q = 31437var; S = 21060,9/8,58° VA; Zx = 228/858° Q) Z. =
7,6/8,58° Q; Uy = 40521V; Cp = 20,85uF; Wj = 104125W; W.=0W

8. Del circuito de la figura se sabe que tiene una secuencia de fases directa ABC. El amperimetro
indica 5 A, el voltimetro 400V, y los vatimetros A y C muestran una lectura idéntica. Se pide:

a) Valor de la impedancia Z en forma compleja.
b) Expresion fasorial de todas las intensidades del circuito.

c) Lecturas de los vatimetros A y C.

Dato: Z; =1+jQ

Zr Z
p—(a )+ F——1
Zr z
C— 1 1

Sol: Z = 1385 — j3C); Tap = 2,89/121,24° A; Tpc = 2,89/124° A; Tcp = 2,89/-118,76° A;
Ta =5/9124° A; Ty =5/-28,76° A; Ic = 5/—148,76° A; W, = W, = 1768,8W

9. En el circuito de la figura se debe determinar:

a) Lectura del vatimetro W,.

b) Lectura del amperimetro.

c) Factor de potencia total de las cargas (en retraso o adelanto).
d) Lectura de los vatimetros W, y Wj,.

e) Lectura del voltimetro.
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3.9. Ejercicios

f) Valor de los condensadores conectados en A1B;C; para que el f.d.p. en ese punto sea la uni-
dad.

g) Lecturas de los cinco aparatos de medida tras el apartado anterior.
Datos:

= Secuencia de fases directa, f = 50Hz, (A1B,Cq) U; =420V.
= Z1:motor de 10 CV, con# = 0,83, y f.d.p. de 0,9.

= Z5: conjunto de iluminacién fluorescente, con P = 2400 W, y f.d.p. de 0,85.

= Rp =1Q.

. ¥

A — Wy NV -
B1
;\ AN () !

B Wy /\/\/\/ w ’ .
C1

c N N -

Z1 Z2

Sol.: W, = —33383W; A = 1741A; fdp = 0,89; Wy = 7757,6 W; Wy = 441927W; U =
447,02V; C = 34,78 uF

10. Una linea ideal trifdsica de 4 hilos alimenta a dos cargas a una tensién de 400V en secuencia de
fases inversa (SFI) y frecuencia 50 Hz.

Las cargas tienen las siguientes caracteristicas:

= Un motor trifasico de 70kW y f.d.p. de 0,8.

= Un conjunto equilibrado de 90 ldamparas fluorescentes. Las caracteristicas de cada lampara
son: potencia de 12 W, f.d.p. de 0,7 en retraso, tensién 230 V.

Con esta informacién se pide:

a) Conectar adecuadamente los siguientes aparatos de medida antes de las cargas:

= Un voltimetro que mida la tensién de linea (etiquetado como V) y otro voltimetro que
mida la tension de fase (etiquetado como Vr).

s Un vatimetro que permita calcular la potencia reactiva total del sistema (etiquetado como
W;).

s Dos vatimetros que, de forma conjunta, permitan calcular la potencia activa total del
sistema (etiquetados como Wx y Wy).

b) Calcular el valor eficaz de la corriente de linea total.
c) Calcular la lectura de cada uno de los aparatos de medida del primer apartado.

d) Calcular los condensadores necesarios para mejorar el factor de potencia hasta 0,9, indicando
cémo se deben conectar.

e) Una vez conectados los condensadores del anterior apartado, determinar la corriente de linea
y la lectura de todos los aparatos de medida del apartado 2.
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3. SISTEMAS TRIFASICOS

11.

12.

13.

128

Sol.: I = 1285A; Vi = 400V; Vr = 2309V, W, = 30947W; Wx = 206665W; Wy =
510135W; C=1272uF; I' =114 A; W5 =256022W; Wy = 45477,8W; Wy = 198756 W

En el sistema de la figura de secuencia de fases directa y frecuencia f = 60 Hz, se dispone de un
receptor equilibrado con una potencia total Pr = 51984 W y factor de potencia de 0,6 en retraso.
Sabiendo que el amperimetro marca 76v/3 A, determinar:

a) Medida de los vatimetros 1y 2.

b) Valor de la impedancia Z en forma médulo-argumento.

c) Valor de la capacidad minima para mejorar el factor de potencia a 0,95 en retraso.
d) Valor de la impedancia equivalente en estrella.

A?v\m z

NN/

N

Z
C
L

Sol.: Wy = 46001W; W, =17328W; Z = 5/53,13° ()

Un sistema trifdsico a cuatro hilos de 200V, 50 Hz y secuencia de fases directa estd constituido
por un motor a cuatro hilos de 3200 W de potencia y factor de potencia de 0,9, y un tridngulo de
impedancias 20/30° Q). Con esta informacién, se debe determinar:

a) Impedancia equivalente del motor.
b) Impedancia equivalente de todo el sistema.

Sol: Zyu =11,25/2584° Q) Z, = 4,19/28,45° )
En el circuito de la figura la tensién es 2751/3 V. Los motores 1y 2 tienen factores de potencia 0,96

y 0,8, respectivamente. El vatimetro W, da una lectura de 2420+/3 W. Al medir las intensidades de
los motores se comprueba que son iguales en ambos. Con esta informacién se debe determinar:

a) Secuencia de fases del sistema.
b) Lectura del vatimetro Wj,.
¢) Impedancias de cada uno de los motores e impedancia equivalente del conjunto.

AT

B (w,)

Motor 1 Motor 2

Sol.: SFD; W), = 51642 W; Z1. = 27,5/16,26° Q; Zp, =27,5/36,87° Q); Z, = 13,97/26,56° ()



Capitulo 4

Teoremas generales

4.1. Formas de onda

En los circuitos eléctricos, las funciones de excitacién y respuesta son tensiones e intensidades que
varian con el tiempo:
u=u(t)

i=i(t)
Estas funciones pueden representarse de forma grafica o analitica. En ambos casos, esa relacién funcio-

nal se conoce mediante el nombre de forma de onda. Las formas de onda pueden clasificarse segtn (de
manera andloga a lo indicado en la Seccién 1.2.2):

= Signo de la magnitud:

¢ Unidireccionales: la magnitud que la representa siempre tiene una tnica polaridad (signo
constante, aunque el valor puede ser constante o variable)

* Bidireccionales: la magnitud toma valores positivos y negativos (signo variable con el tiem-
po)
= Repeticién del valor de la magnitud:
¢ Periddicas: el valor de la magnitud se repite de forma regular

* No periddicas: el valor de la magnitud varia de forma arbitraria con el tiempo

4.1.1. Formas de onda bésicas

En el estudio de la teoria de circuitos, son de especial interés las formas de onda en escalén, rampa,
pulsos y triangular.

4.1.2. Funcién escalén

Esta funcién vale 0 para tiempos negativos (f < 0) y un valor constante K para tiempos positivos
(t > 0), como se muestra en la Figura 4.1. Por tanto, su expresién matematica es:

0 t<o0
f(t)—{K iy (@.1)
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FIGURA 4.1: Funcion escaldn en el origen de tiempos

Cuando K = 1, la funcién recibe el nombre de escalén unitario. En general, se puede considerar
cualquier funcién escalén como el producto de una constante (denominada amplitud) por la funcién
escalén unitario. En general, multiplicar una funcién por la funcién escal6n unitario se asocia a asignar
el valor 0 para ¢ < 0 y no modifica la funcién para t > 0.

4.1.3. Funcién pulso rectangular

Esta forma de onda es muy habitual en electrénica, y se representa en la Figura 4.2. Su expresiéon
matematica viene dada por:

0 t<0
f)y=<K 0<t<W 4.2)
0 t>W
f@)
K

FIGURA 4.2: Funcién pulso rectangular
El valor W se conoce como anchura/duracién del pulso.

4.1.4. Funcién rampa

La forma de esta funcién es la indicada en la Figura 4.3, expresada de manera matemadtica de la
siguiente forma:

0 t<0
ﬂﬂ={m¢t20 (4.3)
f(t)

‘ t
FIGURA 4.3: Funcién rampa

El valor de m es la pendiente de la rampa.



4.2. Teoremas de linealidad

4.1.5. Funcién triangular

La forma de esta funcién es la indicada en la Figura 4.4, expresada de manera matematica de la
siguiente forma:

0 t< —-W/2
Cme(t+W/2) -W/2<t<0
fH) = —m-(t—W/2) 0<t<W/2 (44
0 t>W/2
f(t)
PR ¢
w

FIGURA 4.4: Funcion triangular

4.1.6. Retraso del origen de tiempos

Una forma de onda puede retrasarse en el tiempo si se desplaza el eje de ordenadas en una cantidad
—to. La Figura 4.5 muestra diversos ejemplos de las formas de onda bésicas.

f(®) ft)
Kr---+ Kr---
k- - -
w
t t
to to
(A) Escalon retrasado (B) Pulso retrasado
f(®) f@t)
\
t e st
‘ to w
(C) Rampa retrasada (D) Triangular retrasada

FIGURA 4.5: Formas de onda bdsicas retrasadas

4.2. Teoremas de linealidad

Un circuito eléctrico es lineal si los elementos pasivos y activos que incluye son lineales:

» Un elemento pasivo es lineal si la relacién entre la tensién entre sus terminales y la corriente que
lo recorre es lineal: resistencias, condensadores y bobinas.

» Una fuente dependiente es lineal si su salida (tensién o corriente) tiene una relacién lineal con la
magnitud del circuito de la que depende.

Un circuito lineal tiene dos propiedades:
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» Homogeneidad o proporcionalidad: Sea y(t) la respuesta de un circuito lineal a una excitacion
x(t). Si la excitacion es multiplicada por una constante, K - x(t), la respuesta del circuito serd mo-
dificada por la misma constante, K - y(t).

» Aditividad o superposiciéon: La respuesta de un circuito lineal a varias fuentes de excitacién ac-
tuando simultdneamente es igual a la suma de las respuestas que se tendrian cuando actuase cada

una de ellas por separado:
y(t) = Li(t)
1

4.2.1. Teorema de proporcionalidad

Este teorema es consecuencia de la propiedad de homogeneidad. Sea y(t) la respuesta de un circuito
lineal a una excitacion x(t). Si la excitacién es multiplicada por una constante, K - x(t), la respuesta del
circuito serd modificada por la misma constante, K - y(t).

x(t) Circuito y(t)
Lineal

FIGURA 4.6: Teorema de Proporcionalidad

4.2.2. Teorema de superposiciéon

Es consecuencia de la propiedad de superposicién de los circuitos lineales: la respuesta total debida
a varias fuentes de excitacién actuando simultdneamente es igual a la suma de las respuestas que se
tendrian cuando actuase cada una de ellas por separado:

y(t) = Lilt)

El teorema dice asi: En una red formada por generadores (dependientes e independientes) y resistencias, la
corriente en una rama o la tension en un nudo, cuando todos los generadores actiian simultdneamente, es la suma
de las corrientes o las tensiones que crearia cada generador independiente si actuase solo (individualmente) sobre
el circuito

x1(t)

x2(t)  [Circuito] Y(*)

—_— T —

Lineal

x3(t)

FIGURA 4.7: Teorema de Superposicion

El procedimiento para analizar un circuito eléctrico mediante superposicion es el siguiente:
1. Se “apagan” todas las fuentes independientes del circuito menos una:

= Las fuentes de tensién se sustituyen por un cortocircuito (U = 0)
= Las fuentes de corriente se sustituyen por un circuito abierto (I = 0)

= Las fuentes dependientes no se modifican
2. Se analiza el circuito, obteniendo la respuesta individual a la fuente que permanece activa.
3. Se repite este procedimiento para cada una de las fuentes independientes del circuito.
4. La respuesta total del circuito es la suma de las respuestas individuales.

Para seguir este procedimiento, hay que tener en cuenta una serie de observaciones:



4.2. Teoremas de linealidad

= Siempre hay que aplicar este método cuando en un circuito conviven fuentes de diferente fre-
cuencia (ya sea diferente pulsacién, o porque existan fuentes de corriente continua y corriente

alterna).

» En el caso de fuentes de corriente alterna sinusoidal, la respuesta debe expresarse en el dominio
del tiempo. No se pueden sumar los fasores que corresponden a frecuencias diferentes.

s En el primer paso del procedimiento, se pueden agrupar las fuentes que funcionan a la misma

frecuencia y calcular la respuesta del circuito en esa frecuencia.

Hay que resaltar que el principio de superposiciéon se aplica a tensiones y corrientes, pero no a

potencias, como se comprobard en los siguientes apartados.

Ejemplo 4.1 El circuito de la Figura 4.8 se encuentra en régimen permanente. Determinar analitica-

mente la expresion de i(t)

Datos: e1(t) = 50sin(1000t) V; ex(t) = 30V; Ry = 6Q; Ry = 6Q); L = 8mH; C = 10uF

FIGURA 4.8: Ejemplo 4.1

Se aplica el teorema de superposicion.
Actila la fuente de corriente alterna

FIGURA 4.9: Circuito cuando actiia la fuente de alterna

La rama Ry — C estd cortocircuitada y, por tanto, se puede prescindir de ella:

Z1 =Ry +j XL = 6+j8Q
50 /9

T — 2:1 _ 6ﬁ+ o= 3,54/—53,1301°A
1

En el dominio del tiempo es:

i(t) = 5sin(1000f — 0,9273) A

Actila la fuente de corriente continua
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FIGURA 4.10: Circuito cuando actiia la fuente de continua

En este circuito se sustituye la bobina por un cortocircuito y el condensador por un circuito abierto. En
consecuencia:
€ (t) 30

’//t: :—:A

Por tanto:

i(t) =1i'(t) +i"(t) = 5+ 5sin(1000t — 0,9273) A

Potencia disipada en una resistencia

Supéngase que i(t) = i1(t) +ip(t), donde iy (t) = v/2I; sin(w; t) e ip(t) = /211 sin(w, t). La poten-
cia instantdnea disipada en una resistencia R es:

p(t) = R-2(t) = R- (i1 (t) + in(1))?
xs = R-(B(t) +B(t) +2-ir(t) - iz 1))

es decir, la potencia instantdnea disipada en la resistencia no es la suma de las potencias individuales,
p(t) # p1(t) + pa(t).

No obstante, si calculamos la potencia activa (que, como vimos, es el valor medio de la potencia
instantdnea), podemos obtener un resultado ttil:

T T 2
Pg = %/ R-i2(t)dt = ?/ {\fZIl sin(wy t) + V2 sin(w, t)} dt =
0 0

T T T
zg / (V21,)? sin®(wy t)dt+/ (V21,)? sinz(wzt)dH/ 2V21L V2D sin(wi t) sinws ) dt
0 0 0

% [cos(A—B)—cos(A+B)]

donde T es el periodo de la funcién i(t)!.
Evaluando cada integral de manera independiente, se obtiene que la potencia disipada en la resis-
tencia es:
Pr=R-I?+R-15=Pg;+ Rpo

En general, si la corriente tuviese mds componentes, o alguna de ellas fuera continua, la potencia disi-
pada por una resistencia es:

Pr=R-(B+B+B+.+12) (4.5)

Li(t) es una funcién periédica no senoidal, y su periodo se corresponde con el minimo comtn multiplo de los periodos de las
funciones que la forman, es decir: T = k; - Ty = ky - T, siendo k; y k, ntimeros enteros.
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4.2. Teoremas de linealidad

Se presenta aqui el desarrollo de las integrales anteriores. Evaluando cada integral de manera inde-
pendiente:

dt =

R (T 2 .2 72R11)2 Tl—cos(Zwlt)
T/O (\/Ell) sm’ (w1 l’)dl’ = T /) 2
0

dt| =R-I?

_ 2RI Tldt— T cos(2w
T | 2

De forma anéloga, la segunda integral da por resultado R - I2. Y la tercera integral:
T 1 T T
/ 2V2 1L V21 sin(w;t) sin(wyt) dt = 7411 I [/ cos(wy — wy) tdt — / cos(wy + wy) tdt
0 —_— 0 0
1 [cos(A—B)—cos(A+B)]
haciendo w; —wy = ' =27 (f = &) =27 (% %) =27k }, donde K’ = k; — k. Del mismo

modo, wy +wy = w" =27k"” %, donde k” = kq + k. Con estos cambios, la integral anterior queda:

T T
2L {/ cos(w't)dt — [ cos(w”t)dt| =

T
=2hL D [ cos dt — W

Potencia entregada por una fuente de tensién

Supéngase que i(t) = i1(t) +i(t), donde iy (t) = V/2I; sin(wy t + ;1) e ix(t) = V211 sin(wa t + 0j).
La potencia instanténea entregada por una fuente de tension de fem e(t) = v/2 E sin(wy t) es:
p(t) =e(t)-i(t) = V2EV2I sin(wy t) sin(wy t + 61) + V2 EV2 I sin(w t) sin(wa t + 6))

En este caso, se tiene que e(t) es una funcién senoidal de periodo Tj, mientras que i(t) es una funcién
peri6dica no senoidal de periodo T = m.c.m.(Ty, Tp).
El valor medio de la potencia instantdnea se corresponde con la potencia real (activa) entregada:

T
- %/ V2E V21 sin(w; t) sin(wy t+6;1) + V2EV2 L sin
0

1 5 [cos(A—B)—cos(A+B)]

0 2wy t+0 1 /T 0
T/ ZEI1COS( i) — C;S( wit+0;) dt = / E I cos(6;1) t_?/o Ellwt

por lo que la potencia entregada por la fuente de tensién es:

(w1 t

|P=El cos(6h)] (4.6)

es decir, que a efectos de potencia, solo actia la componente de la intensidad que tiene la misma fre-
cuencia que el generador de tensién.

Potencia entregada por un generador de intensidad

Sea la corriente entregada por la fuente i(t) = v/2 I, sin(w t), y la tensién u(t) = v2 Uy sin(w; t +
0,1) + V2 Uy sin(wa t + 0,2). La potencia instantdnea es:

p(t) = u(t)-i(t) = V2, \flg sin(cw t) sin(wy £+ 6,1) + V2 U, \flg sin(wy t) sin(wy t + 6,2)
Como en los casos anteriores, T = m.c.m.(Ty, T), y la potencia entregada por el generador es:
T
= % /0 {\ﬁ U ﬁlg sin(wy t) sin(wy t+6,1) + V2 U, ﬁlg sin(wy t) sin(wy t + 91,2)] dt

integral que, al desarrollarla, incluye los mismos términos nulos que en los casos anteriores, por lo que
el resultado es:

P = Uy Ig cos(fy1) 4.7)
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Las integrales que se han ido anulando son sefiales ortogonales en un periodo. Dos sefiales son
ortogonales si cumplen la siguiente ecuacion:

<fufe>r= [ A()-f(b)dt =0

Son sefiales ortogonales todas las funciones sinusoidales de diferente frecuencia, asi como las funcio-
nes sinusoidales con funciones continuas. Por tanto, en los casos que aparecen en teoria de circuitos,
las expresiones (4.5)-(4.7) seran siempre vélidas.

Ejemplo 4.2 Determina el balance de potencias del circuito de la Figura 4.8 del ejemplo 4.2.
Actiia la fuente de corriente alterna
El balance de potencias es:

Py = I? - Ry = 3,54 -6 = 75,19W
Phy = OW
, 50
Pq =€ I'-cos(By) = —= - 3,54 - cos(—53,1301) = 75,19W

V2

Actiia la fuente de corriente continua
El balance de potencias es:

Py =12 -R; =526 = 150W
P =€+ 1" cos(0n) =30-5-cos(0) = 150W

Como las sefiales son ortogonales, se puede hacer el balance de potencias conjunto con los dos circuitos:
Pry = Pgq + PRy = 75,19 + 150 = 225,19W

Pro = Pgy + Pg, =040 = 0W
Pe = P + Py = 75,19 + 150 = 225,19W

4.3. Teoremas de Thévenin y Norton

Cuando el interés en el estudio de un circuito se fija en una parte del mismo (por ejemplo, en una
rama), es interesante poder separar esta rama del resto de la red para no tener que resolver el circuito
completo cada vez que se modifican los pardmetros de dicha rama. Los teoremas de Thévenin y Nor-
ton constituyen dos procedimientos para sustituir el resto de la red, y hacer mds simple el célculo de
tensiones, corrientes, etc. en la rama que se desea estudiar de un modo especifico. Por tanto, resuelve
el problema de sustituir una red compleja por un circuito equivalente mas simple, evitando asi calculos

repetitivos innecesarios.

4.3.1. Teorema de Thévenin

Enunciado por Leén Charles Thévenin en 1883, un ingeniero de telégrafos francés, este teorema dice
lo siguiente: cualquier red lineal compuesta por elementos pasivos y activos (dependientes o independientes)
se puede sustituir, desde el punto de vista de unos terminales externos A — B, por una fuente de tension €y,
(generador de Thévenin) y una impedancia en serie Zy, (impedancia de Thévenin). La Figura 4.11 muestra el

circuito equivalente Thévenin de una red lineal.

136



4.3. Teoremas de Thévenin y Norton

+
Circuito Lineal |::| Zr Eth 7() Uap |::| Zy

B B

(A) Red lineal (B) Equivalente Thévenin

FIGURA 4.11: Equivalente de Thévenin

Si ambos circuitos han de ser equivalentes, deberdn dar los mismos valores de tensién y corriente a
la impedancia de carga Z;. Entre todos los valores posibles de Z;, se analizan los dos casos extremos
(ZL — OOyZL = 0)

» Z; — oo: este caso significa fisicamente desconectar la impedancia de carga del circuito. En esta
situacion, el dipolo de la red lineal dard una tensién en vacio o en circuito abierto (Uj) siendo
I = 0, que debera ser idéntica a la que debe dar el circuito del equivalente Thévenin, donde la
tension entre los terminales A — B es igual a €, ya que la caida de tension en Zy, serd nula. Por
consiguiente, el valor de €;, de la red equivalente es igual a la magnitud U de la red lineal que
se obtiene entre los terminales de salida A — B al desconectar la carga y dejar el circuito abierto.

» Z; = 0: Este caso representa un cortocircuito entre los terminales externos A — B. Denominando
Isc a la corriente que circula por este cortocircuito, debe obtenerse la misma I, en el equivalente
de Thévenin, resultando, por tanto:

= € = €
L= f |z & 48)
* Zth Isc

es decir, el valor de Z;;, se obtiene como el cociente entre la tensién que da la red en vacio y
la corriente de cortocircuito. Si los generadores del circuito son todos independientes, el cdlculo
de la impedancia de Thévenin es mds simple que lo expresado en la férmula (4.8), y representa el
valor de la impedancia que se observa entre los terminales A — B de salida cuando se anulan los
generadores internos del circuito (es decir, se cortocircuitan las fuentes de tensién y se abren las de
corriente). Téngase en cuenta que, si se anulan los generadores, al no existir fuentes de excitacién,
dardn lugar a una tensién de Thévenin €, = 0y, si se anula €, la impedancia que se observa
entre los terminales A — B, quitando la carga, coincide con Z,.

@ En ocasiones, calcular I;c puede ser complicado. Otra manera de determinar el valor de Zy, es
incluyendo entre A — B una fuente de prueba, de fem ¢, y haciendo el cociente entre:

_ =
Ly, = —
th T,

donde Ij es la corriente suministrada por la fuente de prueba, que sera funcién de €p.

4.3.2. Teorema de Norton

Enunciado por el ingeniero estadounidense Edward Lawry Norton, de los Laboratorios Bell, que
lo publicé en un informe interno en el afio 1926, se trata de la version dual del teorema de Thévenin,
diciendo lo siguiente: En este caso, el teorema se generaliza, de manera que cualquier red lineal compuesta
por elementos pasivos y activos (dependientes o independientes) se puede sustituir, desde el punto de vista de unos
terminales externos A — B, por una fuente de corriente Iy (generador de Norton) y una impedancia en paralelo
Zn (impedancia de Norton). Al circuito de la Figura 4.12b se le denomina equivalente Norton, y si se
compara con el equivalente Thévenin, se observa que no es mds que el que resulta de sustituir una
fuente de tensién por una de corriente.

137



4. TEOREMAS GENERALES

138

Y~
o>

I A

Circuito Lineal Zr In (T) ZN |::| Uag |::| Zr

+

- |
(A) Red lineal (B) Equivalente Norton

FIGURA 4.12: Equivalente de Norton

Al circuito de la Figura 4.12b se le denomina equivalente Norton, y si se compara con el equivalente
Thévenin, se observa que no es mds que el que resulta de sustituir una fuente de tensién por una de
corriente donde se cumple que:

_ _Eth_ = =
- @5

th

de donde se deduce que el generador de corriente de Norton es igual a la corriente que se obtiene en la
red lineal al juntar sus terminales (Z;, = 0) y que la impedancia de Norton es el cociente entre la tensién
de vacio (Z; — o0) y la corriente de cortocircuito de la red (al igual que la impedancia de Thévenin).

@ Gracias a la equivalencia de fuentes (expresion (1.14)), una vez obtenido uno de los equivalentes se
puede obtener el otro mediante una transformacién.

Ejemplo 4.3 Determinar el equivalente de Thévenin del circuito de la Figura 4.13 visto desde los ter-
minales A — B, y la potencia que se disiparia si se conectase una resistencia de 50).

2/30 I

VW

l 1A 10 40

Il I3 I5

FIGURA 4.13: Ejemplo 4.3

Cidlculo de ey,
Se corresponde con la caida de tension en vacio que habria entre esos terminales A — B. Resolviendo el
circuito, se obtiene que las corrientes son:

L=1A

L=I=-14/23A
L=I3=-9/23A



4.4. Teorema de la méxima transferencia de potencia

y, por la 2LK:

2 14 22
= —=—=.2= 14
3

2 9
e =—L=-+0Lh2=— 23~ —%

3 23

Cidlculo de Ry,

Al no haber fuentes dependientes, se puede obtener directamente calculando la resistencia equivalente vista
desde los terminales desde los que se calcula el equivalente Thévenin cuando se “anulan” todas las fuentes. En
este caso, dicha resistencia es:

(3+2)-(1+4) 40
(3+2)+(1+4) 23

th —

Potencia de una R = 5Q0)
Si se conecta una resistencia de 2 (), la resistencia equivalente es:

40 155
Ry=3+2=7%

por lo que la intensidad que circula por el circuito (alternando la polaridad de la fuente):

[_Cm _ B _ 2

T 15
Ry 52 155
siendo la potencia disipada por la resistencia:

2
P=RI*=5. (12525> =0,10W

4.4. Teorema de la maxima transferencia de potencia

En equipos de transmisién—recepcién, en sistemas de telecomunicacién, en amplificadores, etc., in-
teresa que la potencia de la sefial a la salida sea maxima, es decir, que se entregue la maxima potencia
a la carga conectada en los terminales de salida. Este teorema responde a la siguiente pregunta: ;cudl
es el valor de Z| para que, al conectarla entre los terminales A — B, el circuito entregue la maxima
potencia disponible?

Aplicando el teorema de Thévenin (se llegaria a la misma conclusion si se hiciera con Norton), se
convierte el circuito activo en un generador de fem €, en serie con una impedancia Z;;, y la impedancia
Z|, conectada entre A — B, como se muestra en la Figura 4.14.

W) D

FIGURA 4.14: Ecuaciones del teorema de la mdxima transferencia de potencia

De manera general, se tiene que:

Zy = Ry +j Xu
ZL =Ry +j XL
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Por tanto, la corriente que circula por el circuito es:
= €
[=——"__
Zin+27Z1
cuyo moédulo es

Eth
V(RL + Ryp)? + (X1 + Xip)?
Por definicién, la potencia consumida por la carga Z;, (la que hay que maximizar), es:

2

€
Pp=I1>-R,= P, = th Ry
(Rp + Ryy)? + (X + Xp,)?

y, teniendo en cuenta las condiciones para obtener el valor méximo (g% =0; g% = 0) , se obtiene que:

» Condicién de la reactancia:

JdP -1
L_€2,RL,[ 5 -2 (X + Xg)

=0= (4.10)

= Condicién de la resistencia: simplificando la expresién de la potencia al tener en cuenta la ecua-
cién (4.10), y calculando la derivada parcial:

P _ 5 { 1 Ry ep - (Ry — Ryp)
oL _ o . - —0=[R. =R 411
oRy " | (Ry + Ry)? (Rp + Ry, )? (RL + Ry)3 1D

Por tanto, la impedancia de carga que hay que conectar entre los terminales A — B del equivalente de
Thévenin del circuito lineal para obtener la méxima potencia disponible es:

ox, " (R + Ryp)? + (X1 + Xyn)2)

Z1=Zyy = R —j Xy (412)
siendo la maxima potencia disponible en la carga:
& ?zz; NP (4.13)
= (RL + Ryp)? Jtrh(XL + X2 R ~ R |

Sila impedancia de carga es resistiva pura (figura 4.15), la potencia en la carga es:
2
Ehi

P =
(R +Rp)2 + X3,

‘R (4.14)

N O
1
Zy 4+

+
€th C) Uap Ry

FIGURA 4.15: Circuito equivalente de Thévenin alimentando una carga resistiva.

En esta ecuacién tnicamente se puede aplicar la condicién STLL = 0, de la que obtenemos:

R; = |Zh| = \/R%h_'—thh

2

PL — et”l
2(Rp + Ry,)
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Los generadores equivalentes de Thévenin, Norton y los resultados del teorema de la méxima trans-
ferencia de potencia solo son validos para la frecuencia a la que se obtienen.

Ejemplo 4.4 En el circuito de la Figura 4.16, calcular:
» La fuerza electromotriz del generador equivalente de Thévenin respecto de A y B, €,
» La impedancia del generador equivalente de Thévenin respecto de Ay B, Zy,

» La impedancia de carga que se debe conectar entre A y B para conseguir la mdxima potencia
disponible

= La potencia activa entregada entre A y B cuando se conecta cada una de las siguientes impe-
dancias de carga:

L4 ZL = Zth
o Z1 = Ry, (parte resistiva de Zy;,)
» 71 =jXy, (parte reactiva de Zy;,)

* Impedancia calculada en el apartado anterior

Datos: Z1 =3+j4Q); Zp =2+4jO; €, =10/30°V; I, = 2/15° A; B =50

I
7 b L

- e Dea

L

_l’_
€g v ZZ Ig

FIGURA 4.16: Ejemplo 4.4

Para calcular la fem del generador equivalente de Thévenin, se calcula la tension en circuito abierto. Por
1LK, se tiene que: o B
Ig +I7;+17,1=0

y, aplicando 2LK:
_TZ '72 :Eg _TZl 'Zl
Uap=-B-Iz-1z-2,

Combinando estas ecuaciones, se obtiene:

_ B _ €.+ 1,-7Z1 . 10/30° + [(2/15°) - (3 +4)]
u = = +Z % =0B+24+j)- . 3 =18,90/12,195° V

Para calcular la impedancia equivalente de Thévenin, se apagan las fuentes independientes y se conecta un
generador de prueba en A-B, como en la Figura 4.17:
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pL
Z1 Z1 A
L Iy
+
Zn €0
’ B
FIGURA 4.17: Cdlculo de Zy,
Por Ia 1LK: o
Io+1Iz+171=0
y porla 2LK:
Iz-Zy =127
€y = —,B-TZ —1,-7Z»
Combinando las ecuaciones, se llega a que:
& _Zi(B+Zs) _ (B+i4)- (5+1+))
Zyy === ———=—""= - — =15/16,2602° ()
" Zi+Z 3+jd+1+]

Finalmente, para calcular la potencia en la carga A-B, obtenemos la corriente que circula por el circuito:

T = #
Zin+7Zr
A continuacion, calculamos la potencia en la impedancia Z :
Pap=1°-R{Z.}
Sustituyendo valores:

ParaZy = Zy,, Pap =17,15W

Para ZL = Rth/ PAB =18,22W

Para Zj, = jXy, Pap=0W

Para ZL = th, Pyp = 18,61 W

Se comprueba que el mdximo valor se obtiene cuando se conecta la impedancia de Thévenin conjugada.

4.5. T2 Teoremas de reciprocidad y sustitucién

4.5.1. Teorema de reciprocidad

Sea un circuito pasivo alimentado por una fuente de tensién en su entrada, y con un cortocircuito en
la salida (figura 4.18a). La corriente de cortocircuito que circula por esta rama en la salida es idéntica a
la corriente que circularia si se intercambian las posiciones de la fuente y el cortocircuito (figura 4.18b).
Este resultado es consecuencia de la simetria de la matriz de impedancias de un circuito pasivo.
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@) €g Circuito Pasivo ¥ Lsc

(A) Fuente de tension en la entrada

FIGURA 4.18: Teorema de reciprocidad aplicado a un circuito alimentado por una fuente de tension.

Este teorema se puede aplicar también a un circuito pasivo alimentado por una fuente de corriente
en la entrada con un circuito abierto en la salida (figura 4.19a). En este caso, la tensién del circuito abierto
sera la misma si se aplica la fuente en la salida y la entrada se deja en circuito abierto (figura 4.19b). De
forma andloga al caso anterior, el resultado es debido a la simetria de la matriz de admitancias de un

circuito pasivo.

Iy <D Circuito Pasivo Voc

(A) Fuente de corriente en la entrada

FIGURA 4.19: Teorema de reciprocidad aplicado a un circuito alimentado por una fuente de corriente.

4.5.2. Teorema de sustituciéon

Sea un circuito lineal (no necesariamente pasivo) en el que una rama cualquiera tiene una impedancia
Z (figura 4.20a). Esta impedancia es recorrida por una corriente I y tiene una tensién Uy, siendo Uy =
Z - Iz. El teorema de sustitucion indica que esta impedancia puede ser sustituida por una fuente de
tension cuya fuerza electromotriz sea Z - I (figura 4.20b), o por una fuente de corriente cuya corriente

sea Uz /Z (figura figura 4.20c).

v Isc

Circuito Pasivo

(B) Fuente de tension en la salida

Circuito Pasivo

10

(B) Fuente de corriente en la salida
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(A) Circuito original

uy Q) Uy/z

Iz

(B) Sustitucion con fuente de tension (C) Sustitucién con fuente de corriente

FIGURA 4.20: Teorema de sustitucion.

4.6. TC2 Teorema de compensacién

El teorema de compensacién permite calcular la variacién que se produce en la respuesta de un cir-
cuito lineal cuando se modifica una de las impedancias que lo componen. Vamos a ilustrar este teorema
mediante el circuito de la figura 4.21, en el que se analizard la variacion en la corriente I (respuesta del
circuito), Aly, ante la modificacién de la impedancia Z, AZ.

1

]Z+AZ

I+ Al

FIGURA 4.21: Teorema de la compensacién: ;cémo varia I ante cambios en Z?

En primer lugar, separamos la impedancia modificada en dos impedancias en serie, la original, Z, y
la modificacién, AZ. A esta tltima impedancia le aplicamos el teorema de sustitucién, sustituyéndola
por una fuente de tensién (figura 4.22).

AZ - (Iz + Aly)

FIGURA 4.22: Teorema de compensacion: aplicacion del teorema de sustitucion.



4.6, TC2

Teorema de compensacién

A continuacién, podemos aplicar el teorema de superposicién separando por una parte las fuentes
presentes en el circuito y, por otra parte, la fuente resultante del teorema de sustitucién, que estard
conectada a un circuito pasivo (figura 4.23).

VA

Circuito Lineal I + Al = Circuito Lineal [} z + Cisri;u;t;’:;‘i;e:l Alz
AZ - (Iz + Alyz) ; AZ - (I + Aly)
Z
I + Al I Al
FIGURA 4.23: Teorema de compensacién: aplicacion del teorema de superposicion.
En el dltimo circuito, se puede expresar la fuente como:
AZ-(Iz+AIz) =AZ-Iz+AZ-Aly (4.15)

El altimo sumando representa la tensiéon en la impedancia AZ recorrida por la corriente de la rama,

Al . Esta observacion nos permite volver a utilizar el teorema de sustitucién (figura 4.24).

V4 Z+AZ
Circuito Lineal Alyz — Circuito Lineal Aly
sin Fuentes sin Fuentes
AZ - (Iz + Alz) AZ -1z

Al

Al

FIGURA 4.24: Teorema de compensacion: nuevamente aplicacion del teorema de sustitucion.

Este resultado nos permite establecer el siguiente procedimiento de célculo:

1.
2.

Se calcula la corriente I, en el circuito original (figura 4.25a).

Se apagan las fuentes independientes y se sustituye la impedancia Z por una impedancia de valor
Z 4 AZ en serie con una fuente de tension de valor AZ - I, (figura 4.25b).

En el circuito resultante se calcula la respuesta, Aly. Esta corriente es la variacién de la respuesta
del circuito a la modificacion de la impedancia (figura 4.25c).

Circuito Lineal

.

Circuito Lineal
sin Fuentes

Al

Z+AZ

AZ-Iy

Circuito Lineal

}Z‘FAZ

Iy + Al

I+ Al

(A) Circuito original (B) Circuito de cdlculo (¢) Circuito modificado

FIGURA 4.25: Procedimiento de cdlculo del teorema de compensacion.
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4.7. TC2 Teorema de Millman

El Teorema de Millman permite resolver la tensién entre dos puntos A y O de una red, siendo O un
punto comtun de un conjunto de impedancias, y siendo conocidas las tensiones entre el punto A y las
impedancias (figura 4.26)

FIGURA 4.26: Teorema de Millman.

En este circuito, la tensién u 4 es:
Upo = uAj—l—ij/Yj (4.16)

Despejando i;:

ij=Y; (uao — uaj) (4.17)
En el nudo O se puede plantear la LKC:

Y ;=0 (4.18)

Por tanto:

Y Yjua;
j=1"]74]
Y- (uao —uaj) =0 = |us0 = —=—v—

(4.19)
iz1 Y]

M-

I
—

]

Este teorema permite resolver rapidamente circuitos como el de la figura 4.27, en el que una de las
impedancias no tiene un generador asociado, actuando como carga del resto del circuito:

A

bbbt
A A] A A A

(€]

]

FIGURA 4.27: Aplicacion del teorema de Millman

En este caso, la tension u 40 es:

B Y2 uai/Z
1/Z+ Y5 41/Z;

UA0 (4.20)
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4.8. TC2 Teorema de Rosen

El teorema de Rosen permite transformar circuitos conectados en estrella (figura 4.28a) en circuitos
poligonales (figura 4.28b):

iy Y3

(A) Conexién en estrella (B) Conexion en poligono

FIGURA 4.28: Teorema de Rosen

Para realizar la transformacién debemos calcular las corrientes que salen por cada terminal en cada
circuito. En el caso de la estrella, la corriente en cada rama es:

Z] = Y/ : u]‘N (4.21)

Por su parte, la corriente de salida en conexién poligonal es:

n n n

=Y ik = ) g Yig = ) e Vg (4.22)
k=1 k=1 k=1
KA kA

teniendo en cuenta que uy; = 0.
Para que los dos circuitos sean equivalentes, las ecuaciones de las corrientes deben dar el mismo
resultado:

n
Y] : M]‘N = Z Mk]' : Yk]' (4.23)
k=1

La tension ujy de la estrella se puede relacionar con las tensiones entre terminales uy; a través del
Teorema de Millman:

Yk—1 Uk Yk
upy = ==L AR (4.24)
N Z}Zzzl Yi
De esta forma, la relacion entre estrella y poligono queda:
-
k=178 k7] Y g - Yj (4.25)

Y= Yi k=1
Podemos simplificar esta expresiéon denominando Yy = }}_; Yy y agrupando dentro del sumatorio:
n YkY n
Dyt = Xt Y (4.26)
k=1 Yo k=1

Por tanto, las admitancias de la conexién poligonal se pueden calcular a partir de las admitancias de
la estrella con la ecuacién 4.27:

Y, = < (4.27)
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Apliquemos este resultado a un ejemplo conocido, la transformacién de una estrella (n = 3, figura
4.29a) a un tridangulo (figura 4.29b). Sustituyendo en la ecuacién anterior con las impedancias de la figura
4.29 obtenemos:

Y,Y,
Yo = ot
Y, + Y, + Y,
Y, Y,
Ype = b c
Yo+ Y, + Y,
Y. Y,
Yoo = oot
Yg + Yh + YC
B B
Zy
Y 3
48
-
A c A Zea <
(A) Conexion en estrella (n = 3) (B) Conexion en tridngulo

FIGURA 4.29: Aplicacion del teorema de Rosen a una transformacion estrella-tridngulo.

4.9. TC2 Teorema de Everitt

El teorema de Everitt indica que si a la entrada de un circuito no disipativo (LC) existe adaptacion de
impedancias (la impedancia de entrada del circuito es 7;), a la salida de este circuito también se produce
adaptaci6n (la impedancia de salida es Z;) (figura 4.30). Dado que, en general, el generador y la carga
no estdn adaptados, Z| # ZZ,, el circuito no disipativo es una red adaptadora.

mg

+_
@ €g Circuito LC

FIGURA 4.30: Teorema de Everitt

Dado que un circuito LC no consume potencia activa, la potencia a la entrada es la potencia consu-
mida por la carga Z; (figura 4.31). Por tanto, si la potencia a la entrada es maxima (adaptacién en la
entrada), también lo serd a la salida (adaptacion a la salida).
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+ _ —
@ €g Circuito LC |::| Zy

P,

FIGURA 4.31: Teorema de Everitt: potencia a la entrada y salida.

Este teorema también puede aplicarse a un conjunto de circuitos conectados en cascada (figura 4.32).
Si en una cascada de circuitos LC existe adaptacién de impedancias en un punto de la cadena, existira
adaptacién en cualquier punto de la misma.

my

+7 —_
@ €g Circuito LC Circuito LC Circuito LC Circuito LC |::| Zy

' Pr VP ' Pr

FIGURA 4.32: Teorema de Everitt aplicado a una conexion en cascada.
4.9.1. Disefio de redes adaptadoras

Una aplicacién de este teorema es el disefio de redes adaptadoras pasivas, para lo que emplearemos
configuraciones en I' o T compuestas por dos elementos reactivos (figura 4.33):

¢ L
}_Q e IYYY\ .
L —cC
L C
o e IYYY\ o_|
__c L

O

FIGURA 4.33: Redes adaptadoras pasivas en T o L.

El disefio de estas redes consiste en determinar los valores adecuados de la inductancia y la capaci-
dad para conseguir la adaptacién de impedancias. Es posible demostrar que, para obtener soluciones,
la red debe disefiarse con el elemento paralelo en el extremo de la impedancia que tenga la parte real
mayor. Cuando Ry > Ry, se optara por el circuito de la figura 4.34a, mientras que el circuito de la figura
4.34b serd el adecuado cuando Ry > Rg.
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(A) Circuito adecuado para Rg > Rp (B) Circuito adecuado para Ry > Rg

FIGURA 4.34: Eleccion de la red adaptadora en funcion de la relacion entre Ry y Rq.

Cuando Rg > Ry la condicion de adaptacion se establece en la salida de la red:
Zy = X+ (Y11Zy) (4.28)

Esta ecuacion puede desdoblarse en otras dos:

iY-Z
R, =R <]g> (4.29)
JY+Zg
iY-Z
X = -X- (H) (4.30)
8

Cuando Ry > Rg la condicién de adaptacion se establece en la entrada de la red:

Zy = jX + (jY||ZL) (4.31)
ecuacién que, nuevamente, se desdobla en otras dos:
iY-Z
Rg = R <]L) (4.32)
JY+Z
Xg=-X—-G <]YZL> (4.33)
Y+Zr

La resolucién del sistema de ecuaciones en un caso o en otro proporcionaré los valores de X e Y,
que corresponden a las reactancias de los elementos circuitales que componen la red adaptadora (figura
4.33). Para obtener los valores de inductancia y capacidad de los elementos a partir de estas reactancias,
serd necesario recurrir a un valor de pulsacién o frecuencia. Por tanto, la adaptaciéon conseguida con la
bobina y el condensador resultantes es selectiva, es decir, se produce para la pulsacién o frecuencia que
se ha tenido en cuenta en el cdlculo. Cuando varie la frecuencia del circuito dejara de haber adaptacién.

4.9.2. Pérdidas de transmisidon e insercion

La insercién de una red dentro de un circuito existente modifica el funcionamiento de este circuito y
puede ocasionar pérdida o ganancia en las sefiales de tensién, corriente y potencia en la insercién. Para
cuantificar estas variaciones se calcula la ratio entre los dos niveles de la magnitud en estudio.

Frecuentemente el célculo se efectda en unidades logaritmicas. Sean x; y x7 los dos niveles de la
magnitud x de interés. La expresién 4.34 cuantifica la ganancia de x (ratio de x, frente a x1) en decibelios:

Gx = 10log % (4.34)
1

Cuando se trata de una ganancia, x, > x1, serd Gx > 0dB. Por el contrario, cuando se trate de una
pérdida, x, < x1, obtendremos Gx < 0dB. Por ejemplo, el valor Gx = 3dB implica que x, = 2 - xy,
mientras que si Gx = —3dB, serd x; = 1/2 - x1, y cuando x; = x1, la ganancia es nula, Gx = 0dB,

En circuitos eléctricos se emplea esta unidad para la ganancia de potencia (ecuacién 4.35). También
puede emplearse para la ganancia de tensién o de corriente, aunque en este caso la ecuaciéon debe modi-
ficarse para tener en cuenta la relaciéon cuadratica entre estas magnitudes y la potencia (ecuacién 4.36).
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P
Gag = 10log G = 10log P—z (4.35)
1
u? U,
Gy = 10log —2 = 20log —= 4.
dB og u% Olog U (4.36)

Por tanto, una ganancia de 3 dB en potencia significa que P, = 2 - P;, mientras que U, = 2 - Uj es
una ganancia de 6 dB en tensién.

Aplicaremos estos conceptos al célculo de las pérdidas de transmisién y las pérdidas de insercién
que se producen al introducir redes en un circuito.

Pérdidas de Transmision

Las pérdidas de transmisién, a7, asociadas a una red miden la relacién entre la potencia de entrada,
Py, y la potencia de salida, Py (figura 4.35).

oF | [}

FIGURA 4.35: Pérdidas de transmision.

b in
P out
Si la red es no disipativa, Pj, = Py y, por tanto, las pérdidas de transmisién son nulas, a7 = 0dB.

Si la red es disipativa, P,y < Py, y, por tanto, ar > 0dB. Finalmente, si la red es activa puede ser que
Poyt > Py, y, por tanto, ar < 0dB, lo que implica una ganancia de transmision.

ar = 10log dB (4.37)

Pérdidas de inserciéon

Las pérdidas de inserciéon asociadas a una red, aj, miden la relacién entre la potencia entregada a la
carga sin la red, Py, y la potencia entregada a la carga con la red insertada (figura 4.36).

Z

— I
oF Df oF Red ‘7 Df

FIGURA 4.36: Pérdidas de insercion.

a; = 10log PL4p (4.38)
Pout
Al estar definida como pérdida, se estd asumiendo que la insercién de la red disminuye la potencia
entregada a la carga. Ahora bien, en el caso de una red adaptadora el efecto es el contrario, Py, > Pp,
por lo que a; < 0, siendo, por tanto, una ganancia de insercién.
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4.10. Ejercicios

1. Del circuito de la figura, obtener:
» Expresiones analiticas de las intensidades i1 () e iy (f).
= Potencia disipada por todas las resistencias.

Datos: eg(t) = 50v/2cos(1000t) V; ig(t) = 10A; Ry =R, =2Q; R3=70; L =1L, =
1mH; L;=2mH

Rq Ly L3 R3

Sol.: i1(t) = —5+5v/10cos (1000t — 0,46) A; ip(t) =5+ 5v/10cos(1000t — 0,46) A; Pr = 1300 W
2. En el circuito de la figura, determina:

= ur(t) y ur(t).
= Balance de potencias activas.

Datos: e;(t) = 3v/2sin(103t) V; e, (t) = 30v/2sin(10*)V; R =30Q); L = 3mH

uL(t) L +

" (V) el S st
()

+
€q

Sol.: ug(t) = 30v/2sin(10%t) V; uy (t) = 3v/2sin(10%t) — 301/2sin(10*)V; P = 30W; P. = 30 W

3. El circuito de la figura se encuentra en régimen permanente. Determinar analiticamente la expre-
sion de i(t), asi como las potencias entregadas por los generadores y disipadas por las resistencias
R1 y Rz.

Datos: e1(t) = 50sin(1000¢) V; ep(t) =30V; Ry =6Q; Ry =60; L =8mH; C = 10uF

G) ex(t)

152



4.10. Ejercicios

Sol.: i(t) =5+ 5sin(1000t — 0,9273) A; Pri = 225W; Pro = OW; Pe = 225W

4. Obtener el generador equivalente de Thévenin del circuito de la figura respecto de A y B. A partir
de este generador, calcula la resistencia a colocar en A-B para obtener la méxima potencia, calcu-
lando esta potencia y la potencia entregada por el generador e.

Datos: € =54V; Ry = Ry =8Q); Ry = R3 = 10Q

Rq Rs3
+
€ A B
Ry Ry

80
Sol.: Rup = 9 Q); Pr =1,0125W; P. =2,025W

5. Determinar el equivalente Thévenin del circuito de la figura entre los nudos A-B. ;Qué resistencia
habrifa que conectar en dichos terminales para transferir la méxima potencia? ;Cuél serfa dicha
potencia?

Datos: Ry =Ry =4(); R3=20; E=10V; [, =8A

E
-+

O

Sol: €5, =5—16= —11V; Ry, =4Q; R, = 4Q); Ppax = 7,56 W

6. Obtener el generador equivalente de Thévenin del circuito de la figura respecto de A y B.

Datos: Ig =10A;, R =10, a=5
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Sol.: €y =60V; Ry, =60
7. En el circuito de la figura, calcular:

= La corriente del generador equivalente de Norton respecto de A y B, Iy.

= La resistencia del generador equivalente de Norton respecto de A y B, Ry.

= La resistencia de carga que se debe conectar entre A y B para conseguir la méxima potencia
disponible, y el valor de esta potencia.

Datos: R=10); ¢ =10V, a =20); =1

1 2
Sol.: IN = ?()A, RN :30, RL = SQ, PL — ;W
8. Obtén el equivalente de Thévenin del circuito de la figura respecto de A y B, asi como la impedan-

cia a conectar en estos terminales para obtener la méxima potencia posible.
Datos: €, =12—16jV; Z1 =1—jO; Z, =1+4j0; Z3 =5+3j; a =2

B

Sol.: €y, = 11,66/—-59,04°V; Zy, =0,64+052jQ; Zp =0,64—052jQ); PL =53,11W

154



4.10. Ejercicios

9. Obtén el equivalente de Thévenin del circuito de la figura respecto de A y B. A partir de este
equivalente, calcula la impedancia a colocar en AB para obtener la méxima potencia, calculando
también dicha potencia.

Datos:
€1 =100V
€ =10V
Z1=4-3jQ
Z, =3+4jQ
x =

Sol.: €5, =10—-107V; Zth =4-3j0; Zr = 4+3/Q; PL=125W
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Capitulo 5

Introduccion al régimen transitorio

5.1. Introduccién al régimen transitorio

Cuando se produce un cambio en las condiciones de funcionamiento de un circuito eléctrico (ac-
tivaciéon o apagado de fuentes, cambio en las cargas, cambio en el circuito, apertura o cierre de inte-
rruptores...), existe un periodo de transicion en el que corrientes y tensiones en las diferentes partes del
circuito varian hasta alcanzar nuevos valores. Este periodo se denomina régimen transitorio. Cuando
el circuito se estabiliza (tensiones y corrientes son constantes —en continua— o periédicas —en alterna-—),
se dice que estd en régimen permanente. Aplicando las leyes de Kirchhoff, se llegara a escribir las ecua-
ciones del circuito, que quedardn expresadas por una o varias ecuaciones diferenciales. Debe recordarse
la expresién de definicién de tensién y corriente para bobinas y condensadores, respectivamente:

u(f) = L- dlsit) oi(f) = %/_:o up ()t

duc(t 1t
: gt( ) < uc(t) = E/m ic(tdt

ic(t) = C

Por ejemplo, la ecuacién de un circuito RLC en serie es de la forma:

2
o ddigt) +b- d]cci(tt) +e-f(t) =g(t)

cuya solucién para t > 0 (respuesta completa del circuito lineal al transitorio) tiene dos componentes:

f(t) = fult) + foo(8)

fn(t) se obtiene resolviendo la ecuacién homogénea de la ecuacién diferencial (respuesta natural, equi-
valente a la solucién general y, de la ecuacion diferencial), y representa la respuesta de un circuito cuan-
do se anulan los generadores existentes en el mismo y donde se consideran tinicamente como “fuentes”
las debidas a las energias almacenadas en los elementos reactivos de la red (bobinas y condensadores);
ademds, contiene las constantes de integracién de la ecuacién diferencial correspondiente, calculadas
a partir de las condiciones iniciales del circuito. Estas condiciones iniciales (en ¢ = 0) se determinan a
partir de las condiciones de continuidad en los elementos que almacenan energia (bobinas y condensa-
dores), sustituyendo dichos elementos por sus circuitos equivalentes en el instante de tiempo dado. El
otro término que se incluye en la solucién, fe(t), depende del tipo de excitacién del circuito y corres-
ponde a la solucién forzada (particular), puesto que depende de la forma particular de la/s fuente/s de
excitacion, y se corresponde con la solucién en régimen permanente (que ha sido estudiada en el resto
de la asignatura). Basandose en el orden n que tenga la expresion diferencial a resolver, los circuitos
seran de orden uno, dos o superior. En este caso, se va a trabajar tiinicamente circuitos de orden uno y
dos, que corresponden con circuitos eléctricos simples en serie o paralelo:

» Circuitos de primer orden. Son aquellos que incluyen tinicamente una bobina o un condensador

» Circuitos de segundo orden. Son aquellos que incluyen dos bobinas o dos condensadores, o bien
una bobina y un condensador
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5.1.1. Impedancia operacional: el operador D

Las relaciones entre tension y corriente de resistencias, bobinas y condensadores, pueden escribirse
mediante el empleo del operador D. Este operador es equivalente a:

D % = % =D E/(...)dt

Estos operadores mateméticos permiten definir la impedancia operacional Z(D), que puede represen-
tar un tinico elemento pasivo simple (R, L o C) o una combinacién de ellos. Con este concepto, la ley de
Ohm queda como (ley de Ohm generalizada):

siendo asf la impedancia un cociente entre tensién y corriente, por lo que tiene unidad de Ohmios [()].
Con esto, las impedancias operaciones de los elementos pasivos son:

Zr(D) = ”;ES) ~R
Z1(D) = “Z,L(S) = LD
Zc(D) = ulit()t) = C%

con la que se cumple que:
i(t) =Y(D) - u(t)

La admitancia es, entonces, un cociente entre corriente y tensién, con unidad de Siemens [S]. Las admi-
tancias operacionales de los elementos pasivos son:

_ i) 1
(D) = Gy = =6
iy 1
YL(D) = ML(t) = LD
i(t)
Ye(D) = 40k = CD

5.2. Condiciones iniciales

El instante del cambio en el circuito se representa habitualmente con ¢ = 0, siendo:
» f =0 el tiempo inmediatamente anterior al cambio
» + =07 el tiempo inmediatamente posterior al cambio

Las condiciones iniciales de una red dependen de las energias almacenadas en los elementos reactivos en
t = 0~ y la estructura topoldgica de la misma en t = 0. Lo que haya pasado antes se manifestara en los
valores que tengan las tensiones en los condensadores y las corrientes en las bobinas. Los detalles de este
proceso no tienen importancia y lo tinico que interesa es conocer los valores en t = 0. Una vez realizada
la conmutacién, en + = 0T, pueden aparecer nuevas tensiones y corrientes en la red como resultado
de los valores iniciales anteriores y debido a las fuentes que ahora se introducen o desaparecen. La
evaluacion de las tensiones y corrientesen t = 0" permitird determinar las constantes de integracion que
aparecen en la respuesta completa de la red para t > 0. Se presenta a continuacién el comportamiento
de los elementos pasivos simples en el momento de la conmutacién.



5.2. Condiciones iniciales

5.2.1. Resistencia
En una resistencia, la relacién entre la tensién y la corriente viene expresada por la ley de Ohm:
ug(t) = R-ig(t)
Puesto que no hay acumulacién de energia, y segtin la ecuacién anterior, la corriente en una resisten-
cia sigue los cambios (la forma) que imponga la tensidn, si esta cambia instantdneamente, la corriente
también cambiard de un modo instantdneo, con una magnitud 1/R de la tensién, sin producir dafiado.

5.2.2. Bobina

Por la relacién entre tensién y corriente en una bobina, se deduce que la corriente no puede variar
bruscamente, ya que la tensiéon deberia hacerse infinita, lo cual no tiene sentido fisico:

din(t) 1t
up(t) =L QE)HZL(t):szuL( L/ dt+L/ up (#)dt’

El primer sumando representa el valor de la corriente en t = 07 ; si la conmutacién se realizaent =0y
se desea calcular la corriente en el instante t = 07, resulta:

0
. . 10"
P(07) =i (07) + Z/ ) dt
siempre y cuando u (t) sea finita. Por tanto, se deduce que:
i (0") =ir(07) (5.1)

que representa la continuidad fisica de la corriente en la bobina en el momento de la conmutacién.
De la ecuacién (5.1) se deduce que, para el calculo de los valores iniciales en un circuito, una bobina
inicialmente cargada (IC) se puede sustituir por una fuente ideal de corriente de valor i; = i; (07) =
i (07) en paralelo con una bobina descargada (ID), como en la Figura 5.1. Si la bobina estd descargada
(iL(07) = 0), se comporta inicialmente como un circuito abierto, independientemente de la tensién en
sus terminales.

i(t) i(t)

\ IS

Ic XL <~ ID <L ir,(07)

FIGURA 5.1: Circuito equivalente de una bobina inicialmente cargada

5.2.3. Condensador

Por la relacién entre tension y corriente en un condensador, se deduce que la tensién no puede variar
bruscamente, ya que la corriente deberia hacerse infinita, lo cual no tiene sentido fisico:

iC(t):C'dugt(t) H”C(t):%/_twi‘:( c/ e +c/

El primer sumando representa el valor de la tensién en t = 0~; si la conmutacién se realizaen t = 0y se
desea calcular la corriente en el instante t = 07, resulta:

0

uc(0%) = uc(o->+éM

siempre y cuando ic(t) sea finita. Por tanto, se deduce que:

[4c(0") = uc(07)] 52)
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que representa la continuidad fisica de la tensién en el condensador en el momento de la conmutacién.
De la ecuacién (5.2) se deduce que, para el cdlculo de los valores iniciales en un circuito, un condensador
inicialmente cargado (IC) se puede sustituir por una fuente ideal de tensién de valor 1y, = uc(07) =
uc(07) en serie con un condensador descargado (ID), como en la Figura 5.2. Si el condensador estd
descargado (uc(07) = 0), se comporta inicialmente como un cortocircuito, independientemente de la
corriente que circule por el mismo.

ﬂ i(t)
J_ruc(o_)
Ic_—C <
ID C

FIGURA 5.2: Circuito equivalente de un condensador inicialmente cargado

5.2.4. Procedimiento general para obtener las condiciones iniciales

Cuando se desean determinar las condiciones iniciales de una red, deben seguirse los siguientes
pasos:

1. Sustituir los generadores de tension del circuito €, (t) por fuentes de tensién continua de valor
€. (01).
8

2. Sustituir todos los generadores de corriente del circuito ig(t) por fuentes de corriente continua de
valor ig(0T).

3. Sustituir todas las bobinas cargadas por su circuito equivalente con condiciones iniciales i (07) =
ip (07). Si la corriente inicial en la bobina es 0 (i1, (0~) = 0), se sustituye por un circuito abierto.

4. Sustituir todos los condensadores cargados por su circuito equivalente con condiciones iniciales
uc(0%) = uc(07). Si la tension inicial en un condensador es 0 (uc(07) = 0), se sustituye por un
cortocircuito.

5. En la red resistiva resultante, calcular las corrientes y tensiones iniciales necesarias para el estudio
subsiguiente de la red.

Ejemplo 5.1 En la red de la Figura 5.3, la corriente del generador de intensidad es i¢(t) = 10 e 2t A.
El interruptor se abre en t = 0, siendo los valores iniciales if (0~) = 0 A; uc(0~) = —5 V. Se pide
calcular ig(0%),ic(07) y ur (07).

05H ;
R

_|_

AE i () CD 20 v(t) ——02F

ir(t)

FIGURA 5.3: Ejemplo 5.1

Siguiendo el procedimiento general de la Seccion 5.2.4:

1. Sustituir los generadores de tension del circuito eq(t) por fuentes de tension continua de valor eq(0) —
no existen generadores de tension
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2. Sustituir todos los generadores de corriente del circuito iy(t) por fuentes de corriente continua de valor
ig(0%) — se sustituye la fuente de corriente por una de valor ig(07) = 10e 20 =10 A

3. Sustituir todas las bobinas cargadas por su circuito equivalente con condiciones iniciales i (07) =
ip (07). Si la corriente inicial en la bobina es 0 (i (0~) = 0), se sustituye por un circuito abierto —
dado que i (0~ ) = 0, se sustituye la bobina por un circuito abierto

4. Sustituir todos los condensadores cargados por su circuito equivalente con condiciones iniciales uc(07) =
uc(07). Si la tensién inicial en un condensador es 0 (uc(0~) = 0), se sustituye por un cortocircuito —
se sustituye el condensador inicialmente cargado por uno incialmente descargado en serie con una fuente
de tension de valor =5V

Con estas consideraciones, la red quedaria como se muestra en la Figura 5.4. Debe destacarse que este circuito
es inicamente vdlido para este instante de tiempo, t = 07. Al tratarse, ademds, de un circuito de corriente
continua en este instante, el condensador descargado quedaria como un cortocircuito.

\ e 3 Y

ix(t) _’_O.ZF

FIGURA 5.4: Circuito equivalente para condiciones iniciales

-5V

Con estas consideraciones, y aplicando la ley de Ohm y las leyes de Kirchhoff, se obtiene que:

ir(0T)=10A
ic(0f)=0A
ur(07)10-2 — (=5) =25V

5.3. Circuitos de primer orden

Se estudian los circuitos cuyo modelo matematico es una ecuacién diferencial lineal de primer or-
den. Fisicamente, estos circuitos estdn constituidos por un nmero cualquiera de resistencias y fuentes
independientes, pero con un tinico elemento reactivo (o varios del mismo tipo que puedan ser susti-
tuidos por uno equivalente por estar asociados en serie o paralelo). La ecuacién homogénea del circuito
(g(t) = 0) es de la forma:

my (B +aoy(t) = 0=y (1) + %y(t) =0

El método mds inmediato para analizar estos circuitos en régimen transitorio consiste en escribir la
ecuacion diferencial de la variable en estudio y resolverla a partir de las condiciones iniciales conocidas.
La solucién de la ecuacion homogénea (respuesta natural) es:

agt

yn(t) =Ke ™ (5.3)

siendo K una constante de integracién cuyo valor se obtiene a partir de las condiciones iniciales una vez
se obtiene la solucion particular, ye (t). Puesto que se tiene que:

agt

y(t) = yn(t) +yeo(t) = Ke 1 +yool(t)

en el instante de tiempo t = ot:

7a0t

y(07) = K+ ¥ (07) = K=y(0") =y (07) = [y(t) = [y(07) —yeo(0F)] & ™ +ye(t)| (5.4)
K
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5.3.1. Circuito RC paralelo

Sea el circuito RC mostrado en la Figura 5.5, donde se cumple que en t = 0 se cierra el interruptor,
alimentando al condensador, que esta descargado inicialmente.

% ir(t) vio(t)

q +

I CD RS uc(t) ——C

FIGURA 5.5: Andlisis transitorio de un circuito RC paralelo

Una vez se cierra el interruptor, por la 1LK, se cumple que:
ir(t) +ic(t) = Io
donde, por definicién:

in(t) = 1L ictt) =c W —cu )

uc(t)

+Cup(t) = +up(t) = c=le= uc(t) + —=uc(t) (5.5)

La solucién homogénea (respuesta natural) de esta ecuacién, siguiendo la expresion (5.3) es:

ucy(t) = Ke ®c (5.6)

Para determinar la solucién particular (respuesta forzada), se analiza el circuito con la fuente de ali-
mentacién. Al tratarse de corriente continua, el condensador se comporta como un circuito abierto (ver
Seccién 1.4.1), por lo que:

\uc,oo(t) =R \ (.7)

Por tanto, la solucién completa de la ecuacion diferencial es, a falta de determinar K:

uc(t) = Ke ®c +R -

Puesto que el condensador estaba inicialmente descargado, uc(0~) = 0, por continuidad, se tiene en-
tonces que uc(0") = uc(07) = 0. Sustituyendo en la soluciéon completa el valor de ¢ por t = 07, se
obtiene que:

1
uc(0+)=0:K27KRC+R-10:>K:—R-IO

siendo la solucién completa:

_t

uc(t) = —R-Ipe R +R-Iy = |uc(t) =R - Iy (1 —e*Rc) (5.8)

Si en la expresion (5.8) se hace t = oo, resulta:

0
uc(e0) =R Iy (1—;/%/) =R-Ip

que es la tension en régimen permanente en el condensador. Por tanto, la respuesta de uc(t) dada
por la ecuacion (5.8) puede considerarse como la suma de la respuesta en régimen permanente mds
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una respuesta transitoria que se amortigua con el tiempo y cuya contribucién a la respuesta total serd
despreciable a partir de un cierto instante (cuando haya desaparecido el régimen transitorio).

Al producto RC se le denomina constante de tiempo, y representa el tiempo que el condensador
tardaria en cargarse de continuar en todo momento la intensidad inicial Iy; también equivale al tiempo
necesario para que el condensador se cargue al 63 % de su capacidad. Suele representarse por T y se con-
sidera que, para cinco veces el valor de la constante de tiempo (57), el condensador estd completamente

cargado:
[r=RC] (5.9)

5.3.2. Circuito RL serie

Sea el circuito RL mostrado en la Figura 5.6, donde se cumple que en t = 0 se cierra el interruptor,
alimentando a la bobina, que estd descargada inicialmente. Légicamente, una vez cerrado el interruptor,
se cumple que ig(t) = ip (t).

FIGURA 5.6: Andlisis transitorio de un circuito RL serie

Una vez se cierra el interruptor, por la 2LK, se cumple que:
ug(t) +ur(t) = Uo
donde, por definicién:

dir ()
dt

Por tanto, se obtiene la ecuacién de primer orden que caracteriza a este tipo de circuitos:

ur(t) = Rig (1 up() = LR — 1 (p)

. ) R . . U U ) R .
Rip(f) + Lip(8) = 7 i +1.(8) = TO = TO =i () + 7 iL(t) (5.10)

La solucién homogénea (respuesta natural) de esta ecuacion, siguiendo la expresién (5.3) es:

ina(t) =Ke T (5.11)

Para determinar la solucion particular (respuesta forzada), se analiza el circuito con la fuente de alimen-
tacion. Al tratarse de corriente continua, la bobina se comporta como un cortocircuito (ver Seccién 1.4.1),
por lo que:

. Uy
wolt) = — 5.12
ir,00(t) R (5.12)
Por tanto, la solucién completa de la ecuacion diferencial es, a falta de determinar K, es:
. U
i(t) =Ke T + ?0 (5.13)

Puesto que la bobina estaba inicialmente descargada, i;, (0~) = 0, por continuidad, se tiene entonces que
i (07) =i (07) = 0. Sustituyendo en la solucién completa el valor de t por t = 07, se obtiene que:
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siendo la solucién completa:

. - Uo _ Rt Uo . - Uo _ Rt
lL(t) = ?e L + ﬁ = lL(t) = R (1 e L ) (514)
Al cociente % se le denomina constante de tiempo T:
L
== 5.15
=2 (515)
Si en la expresion (5.14) se hace t = oo, resulta:
0

. Uy _ Uy

= — 1 — L —_ —

i (c0) R R

que es la corriente en régimen permanente en la bobina. Por tanto, la respuesta de i (t) dada por la ecua-
cién (5.14) puede considerarse como la suma de la respuesta en régimen permanente méas una respuesta
transitoria que se amortigua con el tiempo y cuya contribucion a la respuesta total serd despreciable a
partir de un cierto instante (cuando haya desaparecido el régimen transitorio).

5.3.3. Procedimiento general

Supéngase un circuito eléctrico cualquiera como se muestra en la Figura 5.7 (C.E. es un circuito
eléctrico que no contiene ningtin elemento almacenador de energia), en el que se conectan entre los ter-
minales A — B un elemento almacenador de energia (condensador o bobina). Si las variables a estudiar
son la tension en el condensador uc(t) o la intensidad en la bobina i (), respectivamente, dicho circuito
eléctrico de primer orden se puede convertir en los circuitos eléctricos mostrados en las Figuras 5.5 y
5.6, calculando el equivalente de Norton o Thévenin de los dipolos, como se muestra en la Figura 5.8.

AOﬁ
> 1S
Bo—J
ECYN
C.E.
——OB

A A
T O \AA, O l
< 5 ._._.+ H R 7, 2 -
>Ry h} Co___=tt) Eqp SEOR S L
(. S b o
:I(cil‘:lh“‘th , \I.-; i B
(A) Equivalente de Norton (B) Equivalente de Thévenin

FIGURA 5.8: Equivalentes de Norton y Thévenin para un circuito de primer orden

Por tanto, las ecuaciones diferenciales de las variables uc(t) e iy (t) son las dadas por las expresiones
(5.5) y (5.10), sustituyendo Iy por icc(t), Uy por €4, (t) y R por Ry,.
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Ry, es la resistencia vista desde los bornes del condensador o de la bobina, cuando se anulan todas
las fuentes independientes.

Dicho esto, el proceso general de célculo de transitorios en una red de primer orden sigue los si-
guientes pasos:

1. Dibujar el circuito para t < 0:

= Obtener el valor de if (07) o uc(07)
= Aplicar el principio de continuidad para determinar i;,(0") o uc(0") segun lo indicado en la
Seccién 5.2
2. Dibujar el circuito para t > 0:
= Calcular el equivalente de Thévenin/Norton visto por el elemento acumulador de energia
(en muchos casos, si el circuito es sencillo, basta con determinar Ry;)

= Determinar el valor de la constante de tiempo del circuito:

L

T=—
Ry

T:Rthc

= Calcular la respuesta en régimen permanente (solucion particular, que corresponde a t = o),
ieo(t) 0 Ueo(t), teniendo en cuenta las siguientes consideraciones segtn el tipo de alimentacién
del circuito:

a) Corriente continua: sustituir la bobina por un cortocircuito y el condensador por un circui-
to abierto

b) Corriente alterna senoidal: resolver el circuito por el método fasorial
c) Otro tipo de forma de onda: determinar la solucién particular de la ecuacién diferencial

3. Escribir la solucién completa para ¢ > 0:

iL(t) = (iL(07) = ieo(07)) €77 + i ()
uc(t) = (uc(07) = teo(0F)) 77 + 1teo(t)

Ejemplo 5.2 En el circuito de la Figura 5.9, calcular la corriente i(t) al cerrar el interruptorent = 0s.

. 10

+
Uy =24V >Ry =40

R, = 8Q)
R, = 40 L=5H

FIGURA 5.9: Ejemplo 5.2

Condiciones iniciales t < 0
Cuando t = 07, el interruptor estd abierto. Al tratarse de una fuente de alimentacién de corriente continua,
la bobina actiia como un cortocircuito. Por tanto:

Por continuidad:

Circuitoent > 0
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La resistencia de Thévenin vista desde la bobina, al no evistir fuentes dependientes, se puede determinar
como la resistencia equivalente vista desde estos terminales al anular la fuente independiente:

Ry R, 84 20
=Rt R TR, *T8r4 3

La constante de tiempo del circuito es:

L 8

o =2 =
Rth 230 4

Para calcular la respuesta en régimen permanente, la bobina vuelve a sustituirse por un cortocircuito al
tratarse de una excitacién de corriente continua. Aplicando el método de nudos modificados:

u u-u, u 48
— —=0=U=—V
R T TR R 5

por lo que:
48

in(f) = = =5 = 12
4

que, particularizada para t = 07

i (07) = =
Solucion completa

Por tanto, para t > 0, la expresion de i(t) (que se corresponde con i (t) al ser la corriente que recorre la
bobina) es:

12 12 12
i (t) = (3 5) edty12, 3 4

Ejemplo 5.3 El conmutador del circuito de la Figura 5.10 pasa de la posicion alala2ent = 0 s.
Calcular la tension en bornes de la bobina t > 0 s.

O

_l’_
10sin(2t) V @ + +
- 10V
B ZQ§ LIL(t)
30)

20

1H

0000,

FIGURA 5.10: Ejemplo 5.3

Condiciones iniciales t < 0

Para t < 0, el circuito es alimentado por una fuente de corriente continua, por lo que la bobina se comporta
como un cortocircuito. Por tanto, toda la corriente circulard por dicha rama:

iR=0A
10
=—=5A
17, 5

Por continuidad, se tiene que:
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Circuitoent > 0

Ent =0, el interruptor cambia de posicion, y el circuito para a estar alimentado por una fuente de corriente
alterna. La resistencia de Thévenin vista desde la bobina puede determinarse como la resistencia equivalente al
no haber fuentes dependientes:

2-3
Ry=—" =120
" 243
y la constante de tiempo del circuito:
L _1_5,
"Ry 12 6
La fem del generador de Thévenin desde los terminales de la bobina:
_ 10/0° o
€ =2 5 +L =4/0°V
——"

I

Con el equivalente de Thévenin se calcula la corriente que circula por la bobina en régimen permanente:

€th 4/0°
= - =1,715/-59,036° A
Rth+7Z; 124521 /=59,036°

io(t) = 1,715 sin(2 — 1,030) A

L

que, particularizada para t = 07
i(07) = 1,715 sin(20 — 1,030) = —1,47 A

Solucién completa

La solucién completa para iy (t) es:

iL(t) = (5— (~147))e” % +1,715 sin(2¢ — 1,030) = 647~ % + 1,715 sin(2 ¢ — 1,030) A

Aplicando la ley de Ohm en la bobina:

dip (t)

uL(t):ZLiL(t):LDiL:L it

Haciendo la derivada de la corriente en la bobina respecto al tiempo:

dlsgt) - —g 647e % +2-1,715cos(2t — 1,030)

6t
= —-7,764 e_g +3,43cos(2t—1,03) V

Por tanto, la tensién de la bobina, dado que L = 1 H:

6t
ur(t) = ~7,764e” = +343cos(2t —1,03) V

5.4. Circuitos de segundo orden

Se estudian los circuitos cuyo modelo matemético es una ecuacién diferencial lineal de segundo
orden. Fisicamente, estos circuitos estan constituidos por un ntimero cualquiera de resistencias y fuentes
independientes, pero con dos elementos reactivos de distinto tipo, o varios del mismo que no estan
asociados en serie/paralelo. La ecuacién diferencial general tiene la forma:

ary"(t) +ary'(t) +aoy(t) = g(t)

cuya solucién estd formada por dos términos (la solucién natural, resolviendo la ecuacién diferencial
homogénea; y la solucién particular, obtenida al resolver la ecuacién completa).
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5.4.1. Circuito RLC serie

Sea el circuito RLC serie mostrado en la Figura 5.11, donde se cumple que en t = 0 el interruptor
cambia de posicién, dejando al circuito sin alimentacién externa.

i(t) R L

M ur(t) " -

@) Yo S—T{0)

FIGURA 5.11: Circuito RLC serie

Una vez el interruptor cambia de posicidn, se tiene el circuito de la Figura 5.12, por la 2LK, se cumple

que:
. di(t) 1/t
Ri(t)+L T +E/7wz(t)dt_0
Ld—2i+Rg+li—0:>d—2i+§g+ii—o
dr? dt  C dt2 " Ldt LC

A partir del polinomio caracteristico:

R 1 R R\? 1
2 Ky L __ K ~y b
MrpAre=0m b= ® (ZL) LC

FIGURA 5.12: Circuito RLC serie en t > 0 (respuesta natural)

Haciendo los cambios de variable:
R 1 5
n

I:Zéwn ﬁ:w

donde w;, es la pulsacién natural no amortiguada y ¢, el factor de amortiguamiento, el polinomio carac-

teristico queda:
A 4+28wp A+ wi =0=>A1p = —wy (Ci\/gzl)

En funcién del valor que tenga el factor de amortiguamiento ¢, las raices serdn reales y distintas, una raiz
real doble, o una raiz compleja y su conjugada (con parte real o sin ella) teniendo el circuito diferente
comportamiento.

@ Se pueden hacer también los siguientes cambios de variable:

R 1 5
— =2 — =w

L LC "
donde wj, es la pulsacion natural no amortiguada y «, el coeficiente de amortiguamiento exponen-
cial, quedando el polinomio caracteristico:

A2+20¢/\+w%:Oé/\llzz—tle:\/txz—w%
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En este caso, es necesario conocer también el valor de w, (pulsaciéon natural amortiguada), que se

obtiene a partir de:

wg = \/wj —a?

= Sistema sobreamortiguado. Cuando ¢ > 1 (0 & > wy,), el polinomio caracteristico tiene dos raices
reales distintas, negativas (11 # A;). La respuesta natural es:

in(t) = Kj el + K; el2!

con K y Kj constantes reales (Figura 5.13).

80 r—

60 [T

40

20

1(s)

FIGURA 5.13: Respuesta en un circuito sobreamortiguado

» Sistema criticamente amortiguado. Cuando ¢ = 1 (0o @« = wy), el polinomio caracteristico tiene
una raiz real doble (A; = A, = A). La respuesta natural es:

in(t) = eM(Ky 4+ Ky t)

siendo K; y K, constantes reales(Figura 5.14).

40

20

0

-20

! L 1(s5)
4

FIGURA 5.14: Respuesta en un circuito criticamente amortiguado

= Sistema subamortiguado. Cuando 0 < ¢ < 1 (0o & < wy), el polinomio caracteristico tiene una
raiz compleja y su conjugada (A = a £ bi). La respuesta natural es:

in(t) =

o empleando & y wy:

e wWnbt {Kl cos(wp ﬁt) + K sin(wy ﬁt)}

in(t) = e “"[Ky cos(wyt) + Ky sin(wy t)]

siendo Kj y K, constantes reales (Figura 5.15).
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FIGURA 5.15: Respuesta en un circuito subamortiguado

Para determinar las constantes, son necesarias dos tipos de condiciones iniciales:
. + o —
i, (07) =ir(07)

w(t) =L diégt) . <dié£t) )t_m _ %uL(m)

Para obtener valores de las derivadas en el origen, hay que resolver el circuito en = 0 empleando
las condiciones de continuidad. Analizando el circuito de la Figura 5.12, se observa que las derivadas en

t=0"%: diL (1) )
1r.(t
( (L‘lt )t—o+ - ZuL(OJF)

up(07) = —ug(0") —uc(0h)
ug(0") = Ri (01)

<dicL1§t) )tm B _% (RiL(07) +uc(07))

@ Las condiciones iniciales deben evaluarse teniendo en cuenta la respuesta forzada (si existe).

iL(0%) = in(07) + i (07)
()0 = (4 ()
dt Jio-  \dt Ji_o- dt Ji—o-

Como en el caso de los circuitos de primer orden, la respuesta completa es:
i(t) = in(t) +ioo(t)

siendo i (t) la respuesta en régimen permanente (que, en el caso concreto de este caso, no existe al no
haber fuentes en t > 0).

5.4.2. Circuito RLC paralelo

Sea el circuito RLC paralelo mostrado en la Figura 5.16, donde se cumple que en t = 0 el interruptor
cambia de posicién, dejando al circuito sin alimentacién externa.

4 in(t) in(t)

q +

Iy CT) R L C_uc()

FIGURA 5.16: Circuito RLC paralelo
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Una vez el interruptor cambia de posicién, se tiene el circuito de la Figura 5.17, por la 1LK, se cumple

que:
u(t) du(f) l/t N
= +C7dt + T 7oou(t )dt' =0

Pu 1du 1
dt2  RCdt LC
A partir del polinomio caracteristico:

u=20

1 1
2 P _— =
A +RCA+LC 0

1 1\* 1
M2="ope ® (zzzc) " IC

FIGURA 5.17: Circuito RLC paralelo en t > 0 (respuesta natural)

Haciendo los cambios de variable:

1 1
RC = 26wn Ic=wn

donde w, es la pulsaciéon natural no amortiguada y ¢, el factor de amortiguamiento, el polinomio carac-

teristico queda:
A2+2§wn)\+w% =0=>Mp=—wy <§i /52 _1)

En funcién del valor que tenga el factor de amortiguamiento ¢, las raices serdn reales y distintas, una
raiz real doble y una raiz compleja y su conjugada (con parte real o sin ella) teniendo el circuito diferente
comportamiento.

@ Se pueden hacer también los siguientes cambios de variable:
1 1 5
R =2ua E = Wy

donde w;, es la pulsacién natural no amortiguada y «, el coeficiente de amortiguamiento exponen-
cial, quedando el polinomio caracteristico:

A +20A+wi =0=>Ajp = —a£4/a? — W}

En este caso, es necesario conocer también el valor de w, (pulsacién natural amortiguada), que se
obtiene a partir de:

wi =}~

» Sistema sobreamortiguado. Cuando ¢ > 1 (0 « > wy), el polinomio caracteristico tiene dos raices
reales distintas, negativas (A # A;). La respuesta natural es:

un(t) = Ky eM't 4 Ky et2!

con Kj y K constantes reales.
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= Sistema criticamente amortiguado. Cuando ¢ = 1 (0o & = wy), el polinomio caracteristico tiene
una raiz real doble (A; = A, = A). La respuesta natural es:

un(t) = eM(Ky +Kpt)
siendo K;j y K; constantes reales.

= Sistema subamortiguado. Cuando 0 < ¢ < 1 (0o & < wy), el polinomio caracteristico tiene una
raiz compleja y su conjugada (A = a £ bi). La respuesta natural es:

up(t) = e wnét {Kl cos(wy /1 —E2t) + Ky sin(wy /1 — &2 t)}

o empleando & y wy:
un(t) = e ' [Ky cos(wgt) + Ko sin(wy t)]

siendo K y K3 constantes reales.
Para determinar las constantes, son necesarias dos tipos de condiciones iniciales:
+ o —
uc(07) = uc(07)

ic(t)=C- d”gt(t) — (d”éft(t))t_m = %ic(0+)

Para obtener valores de las derivadas en el origen, hay que resolver el circuito en t = 0" empleando
las condiciones de continuidad. Analizando el circuito de la Figura 5.17, se observa que las derivadas en

u( . _
t=0

ic(07) = —ir(0") —iL(07)

iR (07) = Tuc(0)

(O“‘gf”)t_m — ¢ (gue@H +i0h)

@ Las condiciones iniciales deben evaluarse teniendo en cuenta la respuesta forzada (si existe).

iL(07) = in(07) +ie(0™)
(%), = (5) 0 (F)
dt Ji_gr  \ dt Ji_o+ dt Ji_o+

Como en el caso de los circuitos de primer orden, la respuesta completa es:

u(t) = un(t) + ttoo (1)
siendo U« (t) la respuesta en régimen permanente (que, en el caso concreto de este caso, no existe al no

haber fuentes en t > 0).

5.4.3. Procedimiento general

El proceso general de cdlculo de transitorios en una red de segundo orden sigue los siguientes pasos:
1. Dibujar el circuito para t < 0:

= Obtener los valores de i (0~) y uc(07)
» Aplicar el principio de continuidad para determinar iy (0") y uc(0") (segtin Seccién 5.2)

2. Dibujar el circuito para ¢t > 0, caracterizando los elementos pasivos por su impedancia operacional
(Seccion 5.1.1):
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= Obtener la ecuacion diferencial del sistema aplicando métodos de anélisis generales

= Determinar la solucién natural de la ecuacién diferencial, especificando también el tipo de
sistema. La ecuacién homogénea del circuito (g(t) = 0) es de la forma:

a2y (t) + ary () +aoy(t) = 0= y" (1) + 1o/ () + y(1) =0

Haciendo los cambios de variable:

4o 4 _ 2
0 2¢& wy = w;, (5.16)

donde wy, es la pulsacién natural no amortiguada y ¢, el factor de amortiguamiento, el poli-
nomio caracteristico queda:

A4 2Fwy A+ w? =0=AMp=—wy <€:|:1/62—1>

En funcién del valor que tenga el coeficiente de amortiguamiento ¢, el sistema puede ser:

e Sistema sobreamortiguado. Cuando ¢ > 1, el polinomio caracteristico tiene dos raices reales
distintas (A; # Ay), y se dice que el sistema es sobreamortiguado. La solucién general
(respuesta natural) es:

ye(t) =Ky Mt 4 Ky et

En funcién de los valores que tome K y Kp, que son constantes reales, la funcién que
se tiene es creciente o decreciente. Estos sistemas suelen ser lentos, necesitando tiempos
muy elevados para alcanzar el valor final. Ademas, la respuesta durante el transitorio no
sobrepasa nunca el valor de régimen permanente.

e Sistema criticamente amortiguado. Cuando ¢ = 1, el polinomio caracteristico tiene una raiz
real doble (A1 = Ay = —§wy = —wy), y se dice que el sistema es criticamente amorti-
guado. La solucion general (respuesta natural) es:

yg(t) = e “"H(Ky + Kat)

siendo K;j y K constantes reales. En este caso, el tiempo hasta alcanzar el valor final es el
menor posible, sin dar lugar a sobreoscilaciones.

e Sistema subamortiguado. Cuando 0 < ¢ < 1, el polinomio caracteristico tiene una raiz
compleja y su conjugada (A = a £ bi = —wy, & £ wy /1 — &2i), y se dice que el sistema
es subamortiguado. La solucién general (respuesta natural) es:

yg(t) = e wnél [Kl cos(wy \/1 = &%) 4 Ky sin(wy /1 — &2 t)}

que puede escribirse como:

ye(t) = Me “nt sin (a)n /1 §2t+9)

donde M = /K3 + K3 y tan(f) = %, siendo K; y K; constantes reales.

= Calcular la respuesta en régimen permanente (solucién particular, que corresponde a t = ),
segun el tipo de alimentacién del circuito:

* Corriente continua: sustituir las bobinas por cortocircuitos y los condensadores por circui-
tos abiertos

* Corriente alterna senoidal: resolver el circuito por el método fasorial
* Otro tipo de forma de onda: determinar la solucién particular de la ecuacién diferencial

3. Determinar las constantes de la ecuacién:

a) Dibujar el circuito en el instante t = 07, sustituyendo las bobinas y condensadores por fuentes
de intensidad y tension, respectivamente, de valor iy (07) y uc(07)
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b) Con este nuevo circuito, puramente resistivo, cualquier variable se puede obtener por super-
posicién — se obtiene la primera condicién de contorno

¢) Derivar la expresion de la variable en estudio, particularizada para t = 07 — se obtiene la
segunda condicién de contorno

d) Resolver el sistema de ecuaciones obtenido
4. Escribir la solucién completa para t > 0
Ejemplo 5.4 El circuito de la Figura 5.18 lleva en la situacion indicada un tiempo suficientemente

grande, de forma que se encuentra en régimen permanente. En el instante t = 0, se cierra el interruptor.
Determinar la intensidad i(t) parat > 0.

ov (£

W,
2
()

)

FIGURA 5.18: Ejemplo 5.4

Cilculo de condiciones iniciales

Antes de cerrar el interruptor, no circula corriente por la bobina, por lo que i (0~) = i (07) = 0 A, por
continuidad.

El circuito de la derecha estd en régimen permanente de corriente continua, por lo que el condensador se
puede sustituir por un circuito abierto, no circulando asi corriente por la resistencia. De este modo, uc(0~) =
uc(0) =4V, por continuidad.

Una vez se cierra el interruptor, y caracterizando los elementos pasivos por su impedancia operacional, se
tiene el circuito de la Figura 5.19.

FIGURA 5.19: Circuito tras cerrar el interruptor

Obtencion de la ecuacion diferencial
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Aplicando el método de nudos modificados, suponiendo que todas las corrientes salieran del nudo A, se tiene
que:

0=ir(t) +i(t) +ic(t)
Uy —0-Up Uy - U

i) =——p T 4D
. Uy —0
z(t):%:uA
Uy —0—U
ic(t) = 2—F—2=DUs— DUy
D

Sustituyendo en la 1LK y operando, se obtiene que:

U, +4D?U,

AT ADZ14D 1

Por tanto, dado que i(t) = #, se llega a la conclusion de que:

U, +4D*U,

0
. _ 2 ; — 2 2 1 =
i(t) = Thre o = (4D?+4D+1)i(t) = ty + 402, = (4D?+4D+1)i(r) =6
que es la ecuacion diferencial a resolver.
Determinar la solucion natural

La ecuacién homogénea es:

d?i(t) +4di(t)

1=0
dt? dt u

(4D2+4D+1) i(t) =4
y considerando las expresiones de (5.16):

N =

L
4

1
1=2fwy =25 =¢=1

por lo que se trata de un sistema criticamente amortiguado. Resolviendo el polinomio caracteristico, se tiene que:

por lo que:
g _1
lg(t) =e 2 t(K] + K> t)
Determinar la solucion en régimen permanente
Al tratarse de un circuito de corriente continua, el régimen permanente la bobina se comporta como un

cortocircuito y el condensador como un circuito abierto, quedando la fuente de 4 V aislada y recibiendo la
resistencia una tension de 6 V. Por la ley de Ohm:

Determinar las constantes
Se sustituye la bobina por una fuente de intensidad de valor 0 A y el condensador por una fuente de tensién
de 4V, como en la Figura 5.19.
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FIGURA 5.20: Determinar las constantes de integracion

Por tanto, la corriente en la resistencia queda determinada por las dos fuentes de tension ubicadas a su
derecha:

. ur(t
urlt) = Uz — uc(t) = i(t) = 21
cuya derivada es:
0
di(t) _ S~ g 1duc(t) _ _ic(t)
dt R R dt RC

La intensidad del condensador, por la 1LK:

ic(t) =i(t) —iL(t)

Dando ahora los valores de las condiciones iniciales a bobina y condensador, y particularizando para t = 07, se
obtienen las constantes Ky y Kp:

i(0f)y==—"==0

di O i(0T) — i (0%)
(§) —re

Imponiendo estas condiciones a la solucion de la ecuacion diferencial:

i(0t) =0=6+e20(K; +K,0) =6+K; = K; = —6

1
i(t) =6+e 21Ky +Kpt) = :
i(t) = 6+e 2 (Ki + K1) ($)_,, —0=e ¥ [-d(Ki+K-0) + K] = Kp = =3

por lo que la corriente para t > 0 es:
i(t) =6+e 2t(—6—3t)



5.5. Ejercicios

5.5. Ejercicios

1. En el circuito de la figura, el interruptor ha estado abierto durante un tiempo prolongado, y en el
instante t = 0 se cierra. Se debe determinar el valor de las tensiones y corrientes del circuito en

t=0"F.
S Ri N
Datos:
R; =30
R, =50
,\/+ R3; =20
— L=02H
C=05mF

€(t) = 20cos(H)V

Sol: 11(07) = i3(0") = 4A; u1(07) =12V; ua(07) = 0V; uz(07) =8V; up(0M) = uz(0") =
8V
2. El interruptor de la figura lleva cerrado un tiempo que se puede considerar infinito. En el ins-

tante t = 0, se abre, permaneciendo en esta posicién definitivamente. Calcular la expresién de la
intensidad i(t) desde t = 0 en adelante.

Datos: E=1V; Ry =1Q; Ry = R3 =20; C = 4mF

Rq
NNN—1
R
EI) N z(t)s
C
—

Sol.: i(t) = é e I A

3. El circuito de la figura se encuentra en régimen permanente. En el instante ¢t = 0 se abre el inte-
rruptor. Calcular u; y uy parat > 0.

Datos: E=15V; Ry =2000); Ry, =100Q; C; =2pF, C; =4pF

R N
D- + - —
+ +

+ 1 -
E C) w — G up — G Ry

Sol.: uy(t) =15—10-e 20t V; 4y (t) = 5.7 20t v
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4. El interruptor del circuito de la figura lleva cerrado un timepo que se considera infinito. En el

instante t = 0, se abre y permanece en dicha posicién definitivamente. Héllese la expresion de
u(t) ei(t) parat > 0.
Datos: E=36V; R;1 =2(; Ry =4(Q; R3 =3(; C=3mF, L =6mH

R4 Ry

AN AN

Sol.: u(t) =36—12.e 10067t v; j(t) = 6.e7500t A

. El circuito de la figura lleva en esa posicién un tiempo que se puede considerar infinito. En el

instante t = 0, ambos interruptores cambian su posicién. Calcular la expresién de u(t) para t > 0.

Datos: E; = 40V, Ry = 200); R, = 60Q); R3 = 3(); Ry = 6(); C = 05mF; ex(t) =
120 cos(1000t)V

Rq

;r Ry

—C R;3 6 ex(t)

Sol.: u(t) =10-e~100f 4 201/2 cos (1000t — F) V

. En el circuito de la figura se abre el interruptor después de un tiempo suficientemente grande para

considerar que el circuito funcionaba en régimen permanente. Expresar las formas de onda de iy,
ip yur parat > 0.

Datos: e(t) = 220+/2 cos(1007tt) V; L = 02H; Ry =25Q; Ry =275Q

.

IR0

ur, L

i

Sol: iy(t) =1,7-e B0t A; ip(t) = —1,7-e 10 A; y; (t) = —510-e 120F v
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7. En el circuito de la figura, en t = 0 se cierra el interruptor. Obtener la expresién analitica de la
intensidad i(t), para t > 0.

Datos: E=10V; L=02H; [ =1A; Ry =100; a =30

A e

O O .

G

3 o 'iR
Sol.: i(t) = 5 (et —1)A

8. Elinterruptor de la figura ha estado cerrado por un tiempo prolongado y en t = 0 se abre.

) t=20
Ri 1 A
i Datos:
R2 Rl =50
Ry, =50
L=35mH
€ €1 =24V
€ =12V

Con esta informacion, se debe calcular:
a) Valores de i1(07), i2(07), i (07), up(07) y uap(07).
b) Expresion de if(t) parat > 0.
c) Expresiones de uy (t) y usp(t) parat > 0.

Sol.: ip(t) =343 +0,57 - 20000 Ay (t) = —4-e 20000V, 4 p(t) = 6,86 — 2,86 e 2001 Y

9. El interruptor del circuito de la figura lleva abierto un tiempo indefinido. En el instante ¢t = 0 se
cierra este interruptor. Hay que obtener:
a) Valores de las tensiones u1(0"), u2(07), u3(0") y u-(0™).
b) Expresion temporal de la tensién u.(t) para t > 0.
¢) Expresiones temporales de uy () y us(t) parat > 0.

1 - 4
uy(t) + Datos:
e(t) =10V
(D)« us(t) Ry = Ry = 20
Ry =40
- C=1F

Sol: uc(t) =5-(1—e 92 V; up(t) =5—e 92 V; uz(t) =4-e702 Vv
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10. Calcular la corriente i(t) para t > 0.

atos:
c Rs €=24V
R =80
§R1 Ry =40
R; =40
Ry L L=15H

Sol.: i(t) =0,6-e 4/ 424 A

11. Calcular la tensién en bornes del condensador para t > 0.

—— AW

Ry

) ( ) . Datos:

e=20V
I, =4A
uc () g
M}L}f R =60
Ry i R, =40
Ry =120
Rs C=1/16F
(1)
NG

Sol: uc(t) =4-et420V

12. Determina las corrientes iy (t) e i1 (t) para t > 0.

Rq
Datos:
e =18V
R; =1200
R, =600)
Rz =900Q)
Ry =500
L1 =1mH
L L, =2mH
L3 =3mH

Sol.: ir(t) =036 e 510 A; iy (t) = —0,24 - ¢~ 510M A

13. El circuito de la figura ha alcanzado el régimen permanente con el interruptor cerrado. El inte-
rruptor se abre en t = 0. Calcula las expresiones de la tensién en bornes del condensador y de la
corriente por la bobina para t > 0.

180



5.5. Ejercicios

Datos:
t=0 R4 R,

e =10V
Ry =100
n Ry =50
eg L C——uc(t) —25H
) — C=02F
ir(t)

Sol.: ip(t) = 0,689 -e 034t 10,311 .e 504t A; uc(t) =9,7275- 035t 4 0275 . ¢ =364t v

14. En el circuito de la figura calcular la tensién uc(t) para t > 0.

Datos:
€g = 4V
R, R =20
R, =20
L=1H
C=025F
(

2 4\/3 7T
: — ot ~ _ —t o
Sol.: uc(t) =et |2 cos(\/3t) + 7 sin(v/31) 3¢ sin (ﬁt—l— 6) Vv

15. En el circuito de la figura el interruptor ha estado cerrado durante un tiempo elevado, y en t = 0
se abre. En estas condiciones se debe determinar:
a) Tipo de transitorio presente en el circuito.
b) Condiciones iniciales de las siguientes variables del circuito: uc(0™), i (07), ic(0T), ur (01).

c) Valores en régimen permanente de las siguientes variables del circuito: uc(00), i (00), ic(00),
ur (OO)
d) Expresion de la corriente iy (t) para t > 0.

e) Expresion de la tension uc(t) parat > 0.

i (t) I’y Ly ic(t)

Datos: +

E; =500V
Ry = 3750

Ry = 1250 E, C) CT— uc(t)
L, = 40mH

C=1pF

R
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Sol.: ip(t) = e #0875t [cos(1740t) + 2,7 sin(1740t)] = 2,88e~! sin (1740t +0,3547) A; uc(t) =
500 — e~46875t [435,9 sen (1740 t) + 375 cos(1740t)] = 500 — 575,01 - e~46875! . sen (1740  +0,7104) V
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Capitulo 6

TC2 Acoplamientos Magnéticos y
Transformadores

6.1. Acoplamientos magnéticos

En la seccién 1.4.1 se analiz6 el funcionamiento de la bobina, un dispositivo pasivo en el que aparece
una tension inducida cuando circula por ella una corriente eléctrica variable. En esta seccién se profun-
dizard en los fundamentos fisicos del funcionamiento de una bobina tinica, y se extendera el estudio al
caso de dos bobinas acopladas.

6.1.1. Fundamentos Fisicos

Segun la ley de Ampere, una corriente eléctrica circulando por un conductor crea un campo magné-
tico en torno al conductor (figura 6.1). El sentido de giro de este campo magnético se obtiene mediante
la regla de la mano derecha: situando el pulgar apuntando en el sentido de la corriente (linea azul), la
mano derecha abraza el conductor como si fuera el campo magnético (lineas rojas).

+

FIGURA 6.1: Campo magnético creado por la corriente eléctrica que circula por un conductor.

Por otra parte, la ley de Faraday establece que cuando un campo magnético variable, B, atraviesa una
espira estdtica aparece una tensién inducida proporcional al flujo y opuesta a su variacién (figura 6.2).

d¢

t) = —r

() =5
donde ¢ es el flujo magnético o cantidad de lineas de fuerza magnética que atraviesan una superficie:

u

—

¢ =B A[Wb]
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/

FIGURA 6.2: Flujo magnético atravesando una supetficie.

Combinando ambas leyes podemos comprender el funcionamiento de la bobina. Una bobina es un
arrollamiento de un conductor (en forma de conjunto de N espiras conectadas en serie) alrededor de un
material ferromagnético (figura 6.3). Al circular corriente por el conductor (lineas amarillas) se produce
un campo magnético (ley de Ampere), y este campo magnético (lineas azules) atraviesa la propia bobina
y produce una tension (auto)inducida (ley de Faraday). Por tanto, en una bobina de N espiras la tensién
autoinducida es:

u(t) =N- do(t)

dt

frr-‘luwj')ﬁ(rm;',?,ﬁw‘f' 2

£

FIGURA 6.3: Un conductor arrollado alrededor de un material ferromagnético es una bobina.

Teniendo en cuenta que en un circuito magnético lineal el flujo magnético es proporcional a la co-

rriente:
i do(t) _ ¢(t) _
Plt) =k-i(t) di(t) — i(t)

podemos obtener la tensién inducida en funcién de la corriente eléctrica:

u(t) = N- i?((f)) A L u=w. gf((f)) ity

y, en consecuencia, determinamos el coeficiente de autoinductancia, L  [H]:

L=n.20
i(t)

y la ecuacién de la bobina que utilizamos en los circuitos:

di()

La representacion circuital de la bobina es la mostrada en la figura 6.4.



6.1. Acoplamientos magnéticos

| u(t)

FIGURA 6.4: Representacidn circuital de una bobina.

6.1.2. Acoplamiento magnético

Cuando dos bobinas comparten el nticleo ferromagnético, el flujo magnético producido por cada una
de ellas atraviesa a la otra bobina, lo que se conoce como acoplamiento magnético (figura 6.5).

¢21
it (t) $a1 )
— P ir(t)
H g AR,
uy (1) N T o, Juz(t)
— Om B e
o—%

FIGURA 6.5: Acoplamiento magnético de dos bobinas. Definicion de flujos.

A partir de esta figura 6.5 se pueden definir los siguientes flujos:
» ¢;;: flujo producido por la bobina i

" P flujo recibido en la bobina i producido por la bobina j

» ¢;: flujo total que atraviesa la bobina i

» ¢y flujo de dispersién de la bobina i, o flujo que escapa del niicleo y no contribuye al acoplamien-
to.

Estos flujos cumplen las siguientes relaciones:

$11 = Pa1 + P

01 =011+ ¢12
$22 = Pap + P12
¢2 = P22 + P

La ratio entre el flujo que recibe una bobina y el flujo producido por la bobina emisora se cuantifica
con los coeficientes de acoplamiento k; :

=ty Py, _d2 g fe oy (62)
$11 P11 $22 $22

Cuando el acoplamiento entre las dos bobinas es perfecto, los flujos de dispersién son nulos y, por tanto:

a1 =0 — P11 =P _
a2 =0 — ¢2 = P12 }%k_l

A partir de los flujos que recorren el niicleo obtenemos las tensiones inducidas en la bobina 1:

d
uy(t) :N1% =
dep1q dern
Nizge TN
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y en la bobina 2:
d¢o
t :N _— =
uz(t) =No~gp
d¢n dgx
N, a T N, dt

En estas ecuaciones podemos identificar los términos debidos a la autoinduccién, con sus dos coefi-
cientes de autoinduccién:

L= N1? 6.3)
1

L, = Nz? (6.4)
2

y los términos de induccién mutua, con los que podemos definir los coeficientes de induccién mutua,
Mz y Mo

My = Nl%z (6.5)
My, = Nz%l 6.6)

Los coeficientes de acoplamiento y los coeficientes de induccién mutua son iguales cuando el circuito
magnético es lineal:

Mip =My =M
ky = ky = k

Esta condicién nos permite relacionar los coeficientes de autoinduccién con el coeficiente de induccién

mutua:
M=kvLi-Lp k<1 (6.7)

6.1.3. Representacién Circuital

Para representar un acoplamiento magnético en un circuito eléctrico se emplea la convencién del
punto, sefialando con un punto los terminales de las bobinas por los que hay que introducir corrientes
que producen flujos del mismo sentido. Una corriente que entra por un terminal con punto induce una
tension positiva en el otro terminal con punto.

En figura 6.6, las dos bobinas estadn arrolladas de forma que introduciendo corrientes por los termi-
nales superiores se obtienen flujos que circulan en el mismo sentido:

$21 i
i1(t) P ‘ +
— $az z(@
%> (_>:
m)| == i 4 juzm w L
b= = 5 B —e
o—%
P12 _
(A) Acoplamiento (B) Representacién circuital

FIGURA 6.6: Acoplamiento magnético con flujos circulando en el mismo sentido.

Las ecuaciones circuitales de este acoplamiento son:

diq (¢ dis (¢
ul(t) =14 1E)+M 25)
diq (¢t dir (¢t
u2(t> (111(5 ) 2 czlz(f )
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Por el contrario, la figura 6.7 representa un acoplamiento en el que las bobinas estan arrolladas de
forma que los flujos tienen sentidos contrapuestos si se introduce corriente por los terminales superiores.

¢21 i
$12
iﬁ}) Par in(t) +
—
— T RisD ¢ ——e
P t
m(t)| o o |V i () L
¢ o L BP o 1 1
o—%
(A) Acoplamiento (B) Representacién circuital

FIGURA 6.7: Acoplamiento magnético con flujos circulando en sentidos opuestos.

Las ecuaciones circuitales de este acoplamiento son:

diq (t) dip(t)

dt M dt

diq (t) dip(t)
a kg

u(t) = Ly

le(t) =-M

Las ecuaciones anteriores estdn expresadas en el dominio del tiempo. Cuando las bobinas estdn ali-
mentadas por corriente alterna sinusoidal, podemos expresar las ecuaciones con fasores, ya sea para
flujos en el mismo sentido:

u, = ]'(UL1T1 + jwMTz
Uz = jwMTl + ]'a)szz
o para flujos contrapuestos:
Ul = ijljl - ]CL)MTZ
Uz = —ja)Mﬂ —|-ijsz

Como ejemplo, calculemos la bobina equivalente de dos bobinas conectadas en serie. Cuando las
bobinas estdn acopladas con flujos en el mismo sentido (figura 6.8), las ecuaciones son:

u, = (jwLq +j(AJM)T
u, = (ijz + ]wM)T
u= U1 + U,

que permiten obtener la equivalencia de la ecuacién 6.8:
L=1L1+L+2M (6.8)

Sin embargo, si las bobinas estdn acopladas con flujos contrapuestos (figura 6.9), las ecuaciones son:

M
r
- YL oYY,
i(t) Ly i(t) Lo

FIGURA 6.8: Dos bobinas conectadas en serie con acoplamiento magnético con flujos en el mismo sentido.
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M
T
i(t) Ly i(t) Ly

FIGURA 6.9: Dos bobinas conectadas en serie con acoplamiento magnético con flujos contrapuestos.

U1 = (](UL1 — ](UM)T
U;)_ = (ijz — ](UM)T
u= U1 + U,
de forma que la inductancia equivalente es ahora:

L=Li+L,-2M (6.9)

6.2. Transformadores

Un transformador es una maquina eléctrica compuesta por dos o mds devanados arrollados sobre
un ntcleo ferromagnético sin conexién eléctrica entre los devanados (figura 6.5), de forma que la trans-
mision de energia se realiza tinicamente mediante el acoplamiento magnético.

6.2.1. Transformador Real

La figura 6.10 es la representacion circuital simplificada de un transformador real, es decir, un trans-
formador que tiene pérdidas resistivas en las bobinas y cuyo acoplamiento magnético no es perfecto
(k<1).

Las ecuaciones de este transformador son:

u, = (R + jwLy) I + jwM - I, (6.10)

Uz = jwM - Tl + (R?_ +jC¢JL2) . Tz (6.11)

En general, los terminales de la izquierda (U;) se denominan como primario, y los terminales de la
derecha (U;) como secundario.

Supongamos que conectamos una impedancia en el secundario de este transformador. Para calcular

la impedancia que se ve desde el primario debemos calcular la relacién U; /I a partir de las ecuaciones
6.10 y de la ecuacién de la impedancia:

U, =-T,-Z;

Combinando la ecuacién del secundario con la ecuacién de la carga obtenemos la corriente en el

secundario: ]
= jw M _

_ .7
Ry + jwLy) + Z1 '

que podemos insertar en la ecuaciéon del primario para obtener la impedancia de entrada:

+ Il e o +

Uy Ly Ly U,

FIGURA 6.10: Representacion circuital de un transformador real
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Uy Ly L, | |Zo

FIGURA 6.11: Impedancia conectada en el secundario de un transformador real.

_ o .
7. = =L — (Ry + jwLy) + : _
n T (Ry + jwla) (Ra + jwLy) + Z1.

w?M? — w?M?
1+ =——
Zy + ZL

(6.12)

Podemos interpretar este resultado como la conexién serie de la impedancia de primario con una impe-
dancia transformada, obtenida a partir de la conexion serie de la impedancia de secundario y la impe-
dancia de carga.
Calculemos ahora el equivalente de Thévenin desde secundario de una fuente real conectada en el
primario (figura 6.12).
La ecuacion del generador es: - o
u, = €g— I-Z g
mientras que las ecuaciones del transformador se simplifican al tener en cuenta que I = 0:
Uy = (R +jwLy) - I
Ug = ]CUM . Tl
Despejamos la corriente de primario I;:
&
I ==—°"=
Zl +Z g

y la utilizamos en la ecuacién del secundario para obtener la tensiéon de Thévenin:

U, = €y = joM € (6.13)

Zi+2Z ©

Este resultado recuerda a la expresién de un divisor de tensién, aunque el numerador esté transformado
respecto a la expresién original.

Para calcular la impedancia de Thévenin apagamos la fuente €, y conectamos una fuente de prueba
en secundario (figura 6.13). Con esta conexidn, las ecuaciones del transformador son:

Ul = (R1 +j(UL1) 'Tl + jwM 'TQ
€) = jaJM . T1 + (Rz +jCUL2) ~TQ

y la ecuacién de la impedancia:

Uy =7 Ty

U

FIGURA 6.12: Fuente real conectada en el primario de un transformador real.
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FIGURA 6.13: Cdlculo de la impedancia de Thévenin de una fuente conectada en primario.

Combinando estas ecuaciones obtenemos la impedancia de Thévenin:

€ = w?M?

Ty =2 =754 — 6.14
th 7, 2 Z 17, (6.14)

Esta expresion, al igual que la ecuacion 6.12, se asemeja a la conexion serie de la impedancia de secunda-
rio con una impedancia transformada obtenida a partir de la impedancia de primario y del generador.

6.2.2. Transformador Perfecto

Para facilitar el tratamiento circuital de un transformador, emplearemos el modelo del transformador
perfecto (figura 6.14), que incluye dos simplificaciones:

» Las pérdidas resistivas son despreciables.
Ri=Ry=0

» El acoplamiento es perfecto.

_ P12 = P»
k_1_>{ $21 = P11

Las ecuaciones de este modelo de transformador son:

u, = jwlLy I + jwM -Ip
Uz = jwM - Tl + jwLy - Tz

Teniendo en cuenta que k = 1, a partir de las ecuaciones de M1, = My = M:
N1@ - Nz@
) 51
podemos escribir:
N 82— P
2 I

a:l
e o

Uy Ly Ly U,

FIGURA 6.14: Representacion circuital de un transformador perfecto.
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Ademads, con las definiciones de L1 y Lo:

Ly Lq
Ni~2 = Np-b
N N

obtenemos la relacién de transformacién de un transformador perfecto:

Li (M 2_ 2
o= (Nz) =a (6.15)

Con esta relacién de transformacién podemos simplificar las ecuaciones del transformador. En pri-
mer lugar dividimos las ecuaciones:

E o ](ULl 'Tl +](UM72
UZ ](,LJM . T1 +jCUL2 . 72

y empleamos la relaciéon de transformacion:

Ly 2_>{L1 =a*- Ly

L " M =a-L,

para escribir: B B B
E . 02L2'11+HL2 -1
U, aL2~71+L2-72

que, después de simplificar, conduce a la relacién entre tensiones de un transformador perfecto:

“lop=_1 (6.16)

Estas relaciones nos permiten simplificar los resultados obtenidos con el transformador real. En pri-
mer lugar, la impedancia de entrada en un transformador real con Ry = Ry = O es:

2212
= . w-M
Ziy = jwly + ———=—
jwly +Z1,

A continuacién, teniendo en cuenta la relacién entre Ly, Ly y M:

- 2Mm? iwlZ
Zin:fCUL1+.w _ = JYHLL
jwly +71  jwly + 7

y, finalmente, incorporando la relacién de transformacioén:

Zym a2 J0l2 2L jolia 7y 617)
" ijz + ZL ij1 +a2. ZL ’

Esta expresion se puede interpretar como un factor de escala aplicado a una conexién en paralelo en-
tre la inductancia de secundario y la impedancia de carga, o como una conexién en paralelo entre la
inductancia de primario y la impedancia de carga con un factor de escala.

L

et w )

FIGURA 6.15: Impedancia conectada en el secundario de un transformador perfecto.
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FIGURA 6.16: Fuente real conectada en el primario de un transformador perfecto.

De forma equivalente, el equivalente de Thévenin de una fuente real conectada en primario es:

_ = jwM _
e =T = " &
jwLy + Zg
Teniendo en cuenta que M = Ly /a:
SR e O e (6.18)
a jwly +Zg

Esta expresion corresponde a un divisor de tension entre la impedancia del generador y la inductan-
cia del primario, aplicando previamente un factor de escala.
Por otra parte, la impedancia de Thévenin es:

2712
= . w M
jwli + Zg
Aplicando las relaciones L, = L1/ a2 y M = L, /a obtenemos:
_ 1 ij1 . Z
Zip=— (6.19)
ac jwly+Zg
Este resultado se puede interpretar como una impedancia equivalente de una conexién en paralelo entre
la inductancia de primario y la impedancia del generador, aplicando previamente un factor de escala.
6.2.3. Transformador Ideal

Como siguiente y tltimo paso en la simplificacién del circuito que representa un transformador,
vamos a considerar el transformador ideal (figura 6.17). Este modelo de transformador comparte con el
transformador perfecto las dos condiciones ya conocidas (las pérdidas resistivas son despreciables, y el
acoplamiento es perfecto) y afiade una adicional: las bobinas tienen un ndmero muy elevado de espiras.

N1—>OO
Ny — o0

Teniendo en cuenta la relaciéon que la tensién tiene con el nimero de espiras, este modelo implica
que los flujos fasoriales que atraviesan las bobinas deben ser nulos:

I
a:l
e O

Uy U,

FIGURA 6.17: Representacion circuital de un transformador ideal.
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Uy = N1y — ¢ =0
U2=N2$2—>$2—>0

donde
¢y = +¢1
Py =P+ P
Teniendo en cuenta que el acoplamiento es perfecto, k = 1:
4)12 = (PZZ } N { 0 = @21 + @12
$21 = ¢n 0 =¢p+¢n

y, por tanto, B B
P11+ Py =0

Recuperando las definiciones de L1, Ly:

Ly = N1¢11; L, = N2@

L L
podemos escribir:
LI Lyl
=11 + =272 =0
Ny N,
y, a continuacién,
NM\?  NiLT; LD,
Li=L-(—=) — + 220
P (Nz> NN

Por tanto, en un transformador ideal, las corrientes en primario y secundario estdn relacionadas me-
diante la expresion 6.20:

I 1 N

= 6.20
L=F =T (6.20)

En esta ecuacion, si las dos corrientes van en el mismo sentido (I; entrando en primario e I, saliendo de
secundario), la ecuacién tendré un signo positivo.

Esta relacién, unida a la relacién de tensiones que obtuvimos en el modelo de transformador perfec-
to, (ecuacién 6.16), nos permite calcular el tridngulo de potencias en primario y secundario, y la relacién
entre ambos:

_ _ 1 — o
52=U2'(—12)*=E'Ul'ﬂ'III&

En esta ecuacién aplicamos un signo negativo a la corriente I, dado su sentido en la figura 6.17. Asi
pues, un transformador ideal no consume ni potencia activa ni potencia reactiva (ecuacién 6.21):

51=5 ‘P1:P2‘ ‘QlZQZ‘ (6.21)

Transferencia de Circuitos

El modelo de transformador ideal permite transferir circuitos de primario a secundario y viceversa
de forma sencilla. A continuacién, las figuras de la izquierda representan los circuitos con transformador
ideal, y las de la derecha el circuito equivalente sin transformador una vez realizada la transferencia.

Todos los transformadores de estos circuitos tienen los puntos en concordancia y las corrientes en
el mismo sentido. En consecuencia, los signos de todas las ecuaciones son positivos. En caso contrario,
habra que adaptar los signos como corresponda.
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t

Uy

I

= Fuente de tensién ideal de secundario a primario

O

o T[]

» Fuente de Tensién de primario a secundario

b

Uy €g/a

I

» Fuente de corriente de secundario a primario

§§ s

OL

11 —Ig/a—>

» Fuente de corriente de primario a secundario

72:61'?1%

Tgl :Tg/ll
b
ng = ﬂ‘jg

+
1
1
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» Impedancia de secundario a primario

b
—>r—:1 >
+ h + -
U] % E UZ [JZ Lll az .
I
U, =a-U u; 2 7
— — Z = — =1a Z
I =1I/a } L3
» Impedancia de primario a secundario
I
< a:1l——<—o
. h + +
z|:| g} % g U Z/d U,
I
U, =U,/a } 5 W 5,5
= z —|Zy====7Z/a
Ihb =a1; 27, /

6.2.4. Transformador Perfecto y Transformador Ideal

En la ecuacion 6.17 obtenfamos dos expresiones para la impedancia de entrada vista desde el prima-
rio de un transformador perfecto. Teniendo en cuenta cémo realizar transferencia de circuitos con un
transformador ideal, podemos volver a interpretar estas dos expresiones.

La primera expresion es la impedancia equivalente de una inductancia L; en paralelo con una impe-
dancia Z;, transferida de secundario a primario de un transformador ideal. Tal y como se ve en la figura
6.18, esta expresion permite sustituir el transformador perfecto por un transformador ideal en paralelo

con la inductancia de primario.

= ](ULl .

in

(a*Zy)

jwLy+ (a2 Zy)

Iy

U |Zp

FIGURA 6.18: Circuito equivalente de un transformador perfecto con una impedancia de carga usando un trans-

formador ideal y la inductancia de primario.
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La segunda expresién es la impedancia equivalente de una inductancia L, transferida de secundario
a primario de un transformador ideal en paralelo con una impedancia Z;. Tal y como se ve en la figura
6.19, esta expresion permite sustituir el transformador perfecto por un transformador ideal en paralelo
con la inductancia de secundario. .
- _ a2 ) ](ULZ . ZL
" jwLy + Zr
Este mismo razonamiento puede aplicarse a transformadores perfectos con fuentes de tensién en
primario (figura 6.20), cuyas expresiones se recogian en las ecuaciones 6.19 y 6.18:

En estos ejemplos, observamos que podemos sustituir un transformador perfecto por un transfor-
mador ideal en paralelo con una de sus dos inductancias, bien en primario o bien en secundario, segin
convenga a los propésitos del circuito.

Resolvamos otro ejemplo aplicando estas observaciones, una fuente de tensién real conectada en
secundario (6.21). La impedancia equivalente sera:

Zy =a*- Jwlz Zg 'Zf
jwLy + Zg

mientras que la tensién de Thévenin es:

— ijZ —
Ep=a-| ——= | &
jwly +Zg

Uy

FIGURA 6.19: Circuito equivalente de un transformador perfecto con una impedancia de carga usando un trans-
formador perfecto empleando la inductancia de primario.

I
> a:1l—<—
L +| h +

—+ e o

€
Uy <L % é U
Z
8 IL

FIGURA 6.20: Circuito equivalente de un transformador perfecto con una fuente de tension conectada en primario
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I
—r—:1 <
+ h + L
o o +
g
U % g L, s U,
Z
I 8

FIGURA 6.21: Circuito equivalente de un transformador perfecto con una fuente de tension conectada en secun-
dario.

6.2.5. Transformador de Varios Devanados

Hasta ahora hemos tratado con transformadores compuestos por dos bobinas acopladas. En esta sec-
cién ampliaremos el estudio a transformadores de tres devanados, y obtendremos ecuaciones y circuitos
equivalentes que son aplicables a transformadores de varios devanados.

Las ecuaciones de un transformador real de tres devanados, cuya representacion circuital se muestra
en la figura 6.22, son las siguientes:

Ul = (Rl +jCUL1) : 71 +jwM12 : Tz + jCUM13 'Tg
Uz = jlez . 71 =4 (Rz + ijz) . Tz —+ jwM23 -T3
Uz = jwMis - I + jwMi - I + (Rs + jwLs) - I3

Si aplicamos las condiciones de transformador perfecto (seccion 6.2.2), la representacién circuital es
la de la figura 6.23 y las ecuaciones son:

U] = j(ULl . Tl =+ jlez . Tz —+ jwM13 -T3
Uz = ja]Mlz '71 + ijz . Tz + j(UMzg, '73
Ug = jwM13 'Tl —|—jwM12 . Tz + ij3 ~T3

Si empleamos las relaciones de transformacién de un transformador perfecto:

L _ (N) _
Lz N2 12

2
L (NN
L3 N3 13
Ay
I
Aq Rq L Rj *
i VAVAVE SIS
+ %Lz U,
. By
th Ly AN A
I
3 Ry Ag
L ]
_ §L3 U
- |
B, By
 — Y

FIGURA 6.22: Representacion circuital de un transformador real de varios devanados.
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A
—4————e
I +
Aq I
*r———pr— Y
* % Ly U
. By
th Ly %
Lo Ay
L]
_ % Ls Us
- |
By By

FIGURA 6.23: Representacion circuital de un transformador perfecto de varios devanados.

obtenemos las relaciones entre las tensiones de los devanados:

8
— =aq 6.22
o, = M2 (6.22)
U
— =q 6.23
0 13 (6.23)

Aplicando a continuacion las condiciones de transformador ideal (seccién 6.2.3), las relaciones de
corriente en el circuito de la figura 6.24 son:

Nljl + szz + N3T3 =0— T1 = :Fl/a12 . Tg + 1/013 . T3 (6.24)

En la ecuacién 6.24 emplearemos el signo positivo cuando las corrientes correspondientes tengan el
mismo sentido y negativo con sentidos opuestos.

Con estas relaciones de tensiones y corrientes podemos obtener la impedancia equivalente vista
desde un devanado de impedancias conectadas en los otros devanados (figura 6.25). Las ecuaciones que
corresponden a los devanados con impedancias son:

Uy =251
Uz3=7Z3-13
Combinando estas dos ecuaciones con las relaciones entre tensiones y corrientes (ecuaciones 6.23
y 6.24) obtenemos la admitancia vista en el devanado sin carga. La ecuacién 6.25 se puede interpretar

como la admitancia equivalente de dos impedancias conectadas en paralelo y transferidas al devanado
sin carga (figura 6.26).

Az
——<—o
I +
4 I ap 1
b — °
+ g u2
. By—
" §
———<+—o
L Ay
.
_ % Us
PUE—
Bl ays 1 B37
L

FIGURA 6.24: Representacion circuital de un transformador ideal de varios devanados.
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A1 L

a13:1

By

FIGURA 6.25: Transformador ideal de varios devanados con una impedancia conectada en uno de ellos.

= I 1 1
Yi==—=5=—+ 5= 6.25
" U1 Cl%zZz * [l%3Z3 ( )
Ahora bien, ;qué ocurre si el transformador no es ideal sino perfecto (figura 6.27)? En este caso pode-
mos sustituir el transformador perfecto por su equivalente de transformador ideal con una inductancia
en paralelo (seccién 6.2.4), tal y como muestra la figura 6.28. En el circuito resultante podemos aplicar la
relacién obtenida en la ecuacién 6.25 para concluir con el circuito equivalente de la figura 6.29. En este
circuito la inductancia del devanado sin carga esta en paralelo con las impedancias de carga previamente
transferidas a este devanado.

6.2.6. Autotransformador

Terminamos este capitulo con una seccién dedicada al autotransformador. Este tipo de transforma-
dor posee un tnico devanado alrededor de un nticleo ferromagnético con tres terminales de conexién
eléctrica (figura 6.30). Este tipo de transformador es mas ligero que los anteriores, y permite regular la
tensién de salida si el terminal intermedio es mévil. Sin embargo, el aislamiento galvanico que existia
en los anteriores transformadores desaparece en esta configuracién.

Las ecuaciones de un autotransformador perfecto del que conocemos L1, Ly son:

Ul = jwl, -Tl +jcu(M+ Lz) I
UZ = ](U(M + Lz) 'Tl +]CUL2 'Tz

siendo M = /L' - L,.

FIGURA 6.26: Circuito equivalente de un transformador ideal de tres devanados con impedancias conectadas en
dos devanados.
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Aq L

eg@ u ng —
] %13 U Dz

By

FIGURA 6.27: Representacion circuital de un transformador perfecto de tres devanados con impedancias conecta-

das en dos devanados.

Ay

. § s Dz

] § s Dz

By

FIGURA 6.28: Representacion circuital del transformador ideal equivalente de un transformador perfecto de tres
devanados con impedancias conectadas en dos devanados.

By

FIGURA 6.29: Circuito equivalente de un transformador perfecto de tres devanados con impedancias conectadas

en dos devanados.
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FIGURA 6.30: Representacion circuital de un autotransformador perfecto.

Una representacion alternativa del autotransformador se muestra en la figura 6.31a, cuyas ecuaciones
son:
Uy = jw(L' + Ly +2M) - I1 + jw(Ly + M) - I
Uz = jw(Lz + M) 'Tl +jcuL2 . 72

Comparando las ecuaciones de ambas representaciones obtenemos la equivalencia L; = L' + L, +

2
2M. Teniendo en cuenta que M = /L’ - Ly, esta equivalenciaes L1 = (\E + Lz) . En otras palabras,

conociendo L; y L, obtenemos tanto L' como M.

Ademads, en estas ecuaciones podemos observar que el término L, + M es similar al coeficiente de
induccién mutua entre dos terminales de un transformador normal. Asi pues, si sustituimos este término
por M' = L, + M tendremos las ecuaciones de un transformador perfecto equivalente (figura 6.31b).
Comprobemos que M’ es realmente el coeficiente de induccién mutua entre Ly y Ly:

M =L L, =

= /(L' + Ly + 2M)L, =

= /'Ly + 13 +2ML, =

= /M2 4 13 +2ML, =
=M+1Lp

En consecuencia, podemos sustituir un autotransformador perfecto por un transformador perfecto con
inductancias L, y Ly en primario y secundario respectivamente y, por tanto, una relacién de transforma-
cién a = /L1 /L. En definitiva, para representar el funcionamiento de un autotransformador perfecto
Unicamente necesitamos conocer los valores de L1 y L, o los valores de L1 y a, y podemos prescindir de
los parametros L', My M.

En el caso de un autotransformador ideal (figura 6.32a), los terminales vendran definidos por los
nimeros de vueltas de cada uno de ellos, N; y Np. Asi, la equivalencia es atin més sencilla, empleando

Unicamente la relacion de transformacién del transformador ideal a = % (figura 6.32b).

(A) Representacion alternativa de un autotransformador (B) Transformador perfecto equivalente de un autotransformador perfecto.
perfecto.

FIGURA 6.31: Autotransformador perfecto.
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I
—>p a1 <—o
+ Il e o +
Uy Uy
[ 4 @
(A) Representacion circuital de un auto- (B) Transformador ideal equivalente de un autotransformador ideal.

transformador ideal

FIGURA 6.32: Autotransformador ideal.
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