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66 Técnicas de Recuento

3.1. Principios basicos

Entendemos por técnicas de recuento aquellas que nos permiten contar
o calcular el nimero de situaciones posibles que se pueden dar al realizar
ciertas tareas. Por ejemplo, si queremos desbloquear un dispositivo prote-
gido con una clave de exactamente cuatro digitos (es decir ntimeros de 0
a 9) ;jcuédntos intentos aleatorios podriamos llegar a realizar? o bien ;has-
ta cudntos mensajes distintos pueden convenirse entre dos veleros usando
tres banderas de diferente color colgadas del mastil?

Podriamos decir que el primer principio basico para resolver ciertos
problemas es el “sentido comtin” o algtin método constructivo disefiado
por nosotros mismos.

El primer ejemplo se resuelve facilmente sabiendo que las distintas cla-
ves estdn entre los nimeros 0000 y 9999, luego existen diez mil posibles
claves.

El segundo ejemplo podria ser algo mds complicado. Si usamos una so-
la bandera tenemos 3 mensajes (uno por cada color), usando dos banderas
podemos establecer 3 x 2 = 6 mensajes, puesto que cada una de las tres
banderas podemos combinarla con cada una de las otras dos y, del mismo
modo, usando tres banderas disponemos de otros 6 posibles mensajes. A
estos 3 4 6 + 6 = 15 mensajes usando al menos una bandera, hay que afia-
dir un mensaje més que se puede establecer cuando no hay ninguna ban-
dera. Resumiendo, se pueden convenir hasta 16 mensajes con tres banderas
de diferente color.

Ejercicio 3.1. Usa el sentido comiin para calcular cudntos mensajes se pueden
establecer con tres banderas iguales y del mismo color.

Presentamos a continuacién unos principios basicos clasicos.

3.1.1. Principio del palomar

Si consideramos dos conjuntos finitos, A y B, y una funcién entre ellos,
f : A — B, entonces

si |[A| > |B| entonces que f no es inyectiva.

Equivalentemente, si m objetos se reparten en n cajas, con m > n, entonces
al menos una caja contiene dos o més objetos. La forma usual de enunciar
este principio, que resulta mucho mds facil de recordar y que le da nombre,
es la siguiente:
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3.1 Principios basicos 67

Si en un palomar hay méas palomas que nidos, al menos en un nido debe
encontrarse més de una paloma.

Este principio, que se conoce como Principio de las cajas de Dirichlet (1805-
1859) o Principio del palomar, puede ayudar a resolver problemas aparente-
mente complejos.

Ejemplo 3.2. En un recinto con forma de hexdgono regular de 100 metros
de lado se encuentran siete robots que se desplazan independientemente y
se comunican a través de sefiales de radio. Cada robot tiene una cobertura
de al menos 100 metros. Demuestre que en todo momento hay al menos
dos robots que se pueden comunicar entre si.

SOLUCION: Consideramos el hexdgono regular
de 100 metros de lado dividido en 6 triangu- /v\l(mm
los conforme la figura anexa. Estos triangulos
serfan “los nidos” y los robots serian “las palo-
mas”. Evidentemente hay mas palomas que ni-
dos, por lo que, al menos, dos han de compartir

nido. Eso nos asegura que dos robots estdn en el mismo tridngulo (equila-
tero, de lado 100), luego su distancia serd menor o igual a 100 metros.

Ejemplo 3.3. ;Cudntos digitos distintos de 1 a 9 tenemos que seleccionar
para garantizar que hay dos que suman 10?

SOLUCION: Existen 4 formas distintas de sumar 10 (con 2 digitos distintos),
que son: [149], 2+ 8], [3+7] y [4 + 6]. Consideramos cada una de estas
formas un “nido” al que incorporamos el “nido” [5], que no suma diez,
pero es un digito que puede aparecer. Las “palomas” serdn, entonces, los
digitos elegidos de 1 a 9 que ocupardn su correspondiente nido. Claramen-
te, cuando dos palomas ocupan el mismo nido, su suma es diez, por tanto,
necesitamos seleccionar seis digitos distintos para garantizar que al menos
dos de ellos suman 10.

Ejercicio 3.4. En las condiciones del ejemplo 3.3, ;cudntos digitos tenemos que
seleccionar para garantizar que dos de ellos suman 7?
3.1.2. Principio de la suma

La propiedad sobre cardinalidad de conjuntos:

Si Ay B son conjuntos finitos disjuntos, |A U B| = |A| + |B|

es conocida como el Principio de la Suma.
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68 Técnicas de Recuento

Ejercicio 3.5. Los alumnos del primer curso se encuentran distribuidos en tres
grupos, A, By C; con 130, 125 y 150 alumnos respectivamente. Calcule cudntos
posibles representantes pueden haber en primero.

3.1.3. Principio del producto

Del mismo modo, la propiedad:

Si Ay B son conjuntos finitos, |A x B| = |A| - |B|

es conocida como Principio del Producto.

Ejemplo 3.6. Un Ayuntamiento decide matricular las bicicletas del pueblo.
Al alcalde se le ocurre crear matriculas de la forma VCD, donde V es una
vocal (5 posibles), C es una consonante (21 posibles) y D es un digito (10
posibles). Asi la primera matricula es ABO y la dltima seria UZ9. ;Cudntas
matriculas distintas pueden existir?

SOLUCION: pueden haber 5 x 21 x 10 = 1050 matriculas distintas.

Ejercicio 3.7. Un comité de seis personas, A, B, C, D, E y F, debe escoger un
presidente, un secretario y un tesorero. ; De cudntas formas distintas se puede hacer
la eleccion?

Los principios de la suma y el producto se pueden combinar para resol-
ver muchos problemas algo mas complicados.

Ejercicio 3.8. En la sitacién del ejercicio 3.7, calcula el niimero de posibles elec-
ciones si:

1. El presidente debe ser A o B.
2. E debe ocupar alguno de los cargos.
3. Ay F deben ocupar cargos.

(Cada apartado es independiente de los demds).

3.2. Permutaciones y combinaciones

Todos ellos son ejemplos Usa el principio del producto para resolver los siguientes ejercicios.
de lo que llamaremos
permutaciones. Ejemplo 3.9. Deseamos repartir tres bolas de colores rojo, verde y azul, en

diez urnas con capacidad para una tnica bola. Las urnas estdn numeradas
del uno al diez. ;De cuantas formas distintas se puede llevar a cabo este
experimento?
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3.2 Permutaciones y combinaciones 69

SOLUCION: Al re-

partirprimerolabo- | J|®J| [| [[@[©[ [ [ [ |
la de un color dis-  #1 Uz Uz Uy Us U U7 U Uy U
ponemos de 10 cajas

para colocar. Para la segunda bola de color nos quedan 9 cajas (porque una
estd ocupada) y para la tercera disponemos de 8 colocaciones. El principio
del producto nos dice que la solucién es

Ejercicio 3.10. Sean A y B conjuntos finitos de cardinales 3 y 10 respectivamente.
¢ Cudntas funciones inyectivas se pueden definir de A en B?

Ejercicio 3.11. Si A es un conjunto con cardinal 10 y queremos construir una
lista de tres elementos distintos de A, ;de cudntas formas lo podemos hacer?
3.2.1. Permutaciones ordinarias

En esta seccién trabajamos con sucesiones ordenadas que llamamos lis-
tas y que representaremos entre los simbolos (y ). Asi (a,b,¢) # (b,a,c).
Como es usual, admitimos la existencia de la lista vacia ().

Definicién 3.12. Dado un conjunto A de n elementos y r un ntimero natu-

ral, llamaremos: Denotaremos por P(n) al
nimero de permutaciones
» permutacion de A a toda lista formada por sus n elementos. de un conjunto con 7

elementos 'y P(n,r) al
= r-permutacion (o r-variacioén) de A a cualquier lista formada por r ele- numero de

mentos diferentes de A. r-permutaciones de n
elementos

Se establecen las siguientes convenciones:
= P0)=1y
» P(n,0) =1 para cada natural n.
Ejemplo 3.13. Consideramos el conjunto A = {a,b,c,d, e}.
» (a,c¢,d,b,e) es una permutaciéon de A.
» (d,b,a) es una 3-permutacion (o 3-variacion) de A.

Definicién 3.14 (Numero factorial). Para cualquier natural n definimos re-
cursivamente el factorial de n como

» Sin>0,n=n-(n—-1)!

. 0l=1
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70 Técnicas de Recuento

Entonces, para un entero positivo, n! =n-(n—1)---2-1.

Teorema 3.15. Sean n y r niimeros enteros tales que 0 < r < n entonces

P(n)=n! y P(nr)= I

Demostracion. Sir = 0 ya sabemos que P(0) = 0!y P(n,0) = o
Sir > 0, por el principio del producto

Pn,ry=nn—-1)---(n—r+1) =
:n(n—l)---(n—r—l—l)(n—r)---Z-l: n!
(n—r)...2-1 (n—r)!

y, por tanto,
P(n)=P(n,n)=n(n—1)---2-1=mn!

que prueba el teorema. O

Ejercicio 3.16. ;Cudntas funciones biyectivas se pueden definir entre dos conjun-
tos de cardinal n?

Ejercicio 3.17. Plantea el ejemplo 3.9 haciendo uso de la definicion de r-permuta-
ciones.

3.2.2. Permutaciones con repeticion

Hemos visto que una r-permutacion tiene todos sus elementos diferen-
tes. Si admitimos que en las listas podemos hacer repeticiones, el concepto
cambia.

Denotamos por PR(n,r) al Definicién 3.18. Dado un conjunto A no vacio de n elementos, llamamos
numero de  y-permutacion con repeticion (o r-variacion con repeticién) de A a cualquier lista

-permutaciones con g, . elementos, iguales o diferentes, de A.
repeticién de n elementos.

Al igual que en el caso de las permutaciones ordinarias, admitimos la
posibilidad r = 0. Convenimos, entonces, PR(n,0) = 1 para cada entero
positivo n.

Ejemplo 3.19. Dado el conjunto A = {a,b,c,d, e}, entonces, (d,a,b,d) y
(e,a,c,b) son 4-permutaciones con repeticion de A.

Ejercicio 3.20. Da varios ejemplos de 4-permutaciones con repeticion del conjun-

to {a,b}.
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Teorema 3.21. Sean n entero positivo y r niimero natural, entonces

PR(n,r) =n".

Demostracién. Sir = 0, entonces PR(n,0) = 1 = n% Sir > 0, el resultado
es evidente a partir del principio del producto. O

Ejemplo 3.22. Disponemos de diez urnas diferentes, numeradas del uno
al diez. Tenemos, por otro lado, una bola roja, una verde y una azul. Si en
cada urna podemos colocar mds de una bola, ;de cuantas formas diferentes
podemos repartir las bolas entre las urnas?

SOLUCION: Apliquemos

la regla del producto.

Para la primera bola te-

nemos 10 urnas entre O

las que elegir, paralase- "1 U2 U3 Usg U5 Ue U7 Us U U1p
gunda siguen quedan-

do 10 urnas, puesto que puedo repetir la que estd ocupada. Igualmente
para la tercera bola podemos elegir entre diez urnas. Asi la solucién es

10 x 10 x 10 = PR(10,3) = 10°

Ejercicio 3.23. ;Cudntas funciones se pueden definir desde un conjunto de r ele-
mentos a un conjunto de n elementos?

3.2.3. Permutaciones con objetos repetidos

Definicién 3.24. Sean 14,1y, ..., n; nimeros naturales. Llamamos permuta-
cién con objetos repetidos del conjunto {x1, x, ..., x;} a cualquier lista que
verifique que, para cada 1 < i < t, el elemento x; aparece n; veces.

Siny =mnp, =--- =mn; =0, convenimos POR(0,0,...,0) = 1.

Ejemplo 3.25. Consideramos el conjunto A = {a,b, c,d, e}. Entonces, la lis-
ta (d,d,a,b,a,b,c,a) esuna (3,2,1,2,0)-permutacién con objetos repetidos
de A.

Teorema 3.26. Sean n y ny, ny, ..., ny nimeros naturales. Si n = ny + ny +
- -« 4 n; entonces

n!
POR(Yll,nz,. o .,nt) = o0 o
Nni:np....MN¢:

Demostracion. Basta agrupar las permutaciones iguales entre las n! del con-
junto de n elementos. O
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Ejercicio 3.27. ;De cudntas formas se pueden ordenar las letras de la palabra
MISSISIPPI?

Cuando en las listas obtenidas a partir de un conjunto prescindimos
del orden de sus elementos obtenemos lo que se llaman combinaciones. Asi,
por ejemplo, las listas (a,b,c) y (b,c,a) son distintas consideradas como
permutaciones, sin embargo, son la misma combinacion.

3.2.4. Combinaciones ordinarias

Definicién 3.28. Dado un conjunto X de n elementos, llamamos r-combi-
nacion ordinaria (o simplemente r-combinacién) de X a cualquier seleccién
no ordenada de r elementos de X, es decir, cualquier subconjunto de X de
cardinal r.

Ejemplo 3.29. Si consideramos el conjunto A = {a,b,c,d, e}, el conjunto
{a,b,e} es una 3-combinacion de A. En las combinaciones el orden no in-

fluye con lo que, por ejemplo, {e,b,a} = {a,b,e}.

Teorema 3.30. Sin y r niimeros enteros tales que 0 < r < n entonces

Demostracién. Si un conjunto A tiene n elementos, entonces el nimero de
r-permutaciones es P(n,r). Si no tenemos en cuenta el orden, se pueden
agrupar en grupos de P(r) permutaciones que equivalen a la misma com-
binacién. Entonces

O

Ejemplo 3.31. Deseamos repartir tres bolas iguales entre diez urnas nu-
meradas. Si las urnas tienen capacidad para una tnica bola, ;de cuantas
formas podremos hacer el reparto?

SOLUCION: Si las bolas

fuesen de distinto co-

lor, habrfa P(10,3) for- | [[OJ[ || [|OJ[Of| J[ || || |
mas de repartir. Ahora Y1 U2 Uz Us U5 Ue U7 Us Uy Uig
bien, puesto que las bo-

las son idénticas, el orden de colocacién de las bolas, o lo que es equivalen-
te, el orden de eleccién de las urnas, no influye a la hora de contar. Por tanto
la solucién es
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3.2 Permutaciones y combinaciones 73

10!

Ejercicio 3.32. Un comité de seis personas A, B, C, D, E y F deben elegir tres re-
presentantes (sin ningiin rango entre ellos). Calcule el niimero de formas diferentes
de hacer la eleccién si:

1. No hay restricciones.

2. Deben figurar Ay B.

3. Deben figurar A o B, pero no ambos.

4. Deben figurar A o B.

Numeros combinatorios. Propiedades

Los llamados ntimeros combinatorios, por su utilidad, merecen un es-
tudio algo més detallado.

Proposicién 3.33. Los niimeros combinatorios tienen las siguientes propiedades:

(5)-()-

Demostracion. Trivial, teniendo en cuenta que 0! = 1. O

1. Para cada enteron >0

2. Para cada par de enteros 0 < r < n,
n\ n
r)]  \n—r

Demostracién. Aplicando el teorema 3.30 a cada una de las partes es
evidente que son iguales. g

3. Para cada par de enteros 0 < r < n, se cumple

() -+
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74 Técnicas de Recuento

Demostracién. Partimos de la parte derecha y la vamos a igualar a la

izquierda.
n—1 n—1\ _ (n—1) (n-1)1
<r—1> +< r > N (r—l)!(n—r)!+r!(n—r—1)! N
_ r(n=1)! (n—r)(n-1)t
rir—=Dln—r)t rl(n—r)(n—r—1)!
rn=D)+n—-r)(n-1)! n! B
r(n—r)! S orli(n—r)!

() :

Las propiedades anteriores nos permiten construir de forma recursiva

En la fila n-sima estan la tabla conocida con el nombre de tridngulo de Tartaglia o de Pascal:
todos los ntimeros

combinatorios (). 1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Figura 3.1: Tridngulo de Tartaglia.

Ejercicio 3.34. Completa tres filas mds del tridngulo de Tartaglia (figura 3.1).

Una aplicaciéon importante de los ntimeros combinatorios es el desarro-
llo de la potencia de un binomio, un conocido resultado debido a Newton.

Teorema 3.35 (Binomio de Newton). Sean a, b elementos de una anillo conmu-
tativo y n un niimero natural, entonces:

n . .
<[l + b)n — <n>a0bn + <1’l> albnfl et <1’l) anbO — Z <1’l) ipn—i
0 1 n 2\

Demostracién. Si aplicamos la propiedad distributiva a la expresion

(a+D)" = (a+b)(a+Db) nvees (a+b)

aparece una suma de expresiones aa .!. abb "7} b = a'b" "', y cada una de
ellas aparece tantas veces como las formas de ordenarlas, que son

POR(i,n —i) = C(n, i) = (")

1
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Ejercicio 3.36. Comprueba (a mano) la veracidad del teorema del binomio de New-
ton paran = 2,3,4.
3.2.5. Combinaciones con repeticiéon

Definicién 3.37. Dado un conjunto A no vacio de n elementos, llamamos
r-combinacién con repeticion de A a cualquier seleccién no ordenada de r
elementos de A que pueden estar repetidos.

Las r-combinaciones con repeticion las las representamos encerrando
sus elementos entre los simbolos [ y |.

Ejemplo 3.38. Consideramos el conjunto A = {a,b,c,d, e}. Entonces la lista
sin orden [a,a,a,b,b,d,d] es una 7-combinacién con repeticiéon de A.

Teorema 3.39. Sean n un entero positivo y r un niimero natural, entonces

CR(n,7) = <n+r—1>.

r

Demostracién. Una r-combinacién de los 1 objetos de un conjunto se puede
representar como una (r, n — 1)-permutacién (con objetos repetidos) y vice-
versa. Pongamos un ejemplo, sobre el conjunto {4, b, ¢, d}, la 4-combinacion
con repeticion [a, b, b, d| se identifica con la (4, 3)-permutacion x | xx| | x (de
la cadena de caracteres xxxx| | |).

Luego

CR(n,r) = POR(r,n—1) = w _ <n-|-:_ 1)
U

Ejemplo 3.40. Disponemos de 10 urnas diferentes (con capacidad para tres
o més bolas), y tres bolas iguales que se desean repartir entre las urnas. ; De
cudntas formas diferentes se puede realizar este reparto?

| Jlodl JL L ol L L L
Un Ug

u us Uy Us uz us Ug Uio

SOLUCION: Al colocar una bola en una urna realmente estamos seleccio-
nando dicha urna (puesto que las bolas son idénticas). Por tanto, el pro-
blema equivale a elegir 3 urnas de entre las 10, con posibles repeticiones,
siendo el orden intrascendente, esto es

CR(10,3) = (10 +33—1> _ (132)
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3.2.6. Numeros multinomiales

En la prueba de la férmula del binomio de Newton, Teorema 3.35, hici-
mos uso del hecho de que

POR(i,n — i) = (’:)

El ejemplo y el ejercicio que siguen nos muestran que, en general, existe una
relacion entre las combinaciones y las permutaciones de objetos repetidos.

Ejemplo 3.41. De cuédntas formas podemos repartir tres bolas rojas, dos
azules y una verde en 10 urnas con capacidad para una tinica bola.

©]1©)[@]|_JI@JVJL (@] ||

Uy Uuio

SOLUCION: Para resolverlo, descomponemos el reparto en tareas y apli-
camos el principio del producto. Asi, al repartir las bolas rojas tenemos
C(10,3) formas de hacerlo. Al repartir las azules, tenemos C(7,3), puesto
que 3 urnas ya estdn ocupadas, y, por ultimo, la bola verde se puede hacer
de C(5,1) formas. Por tanto, la solucion es

10\ (7\ (5
3/)\2/\1
Ejercicio 3.42. El problema del ejemplo anterior se ha resuelto por combinaciones.

Otra forma distinta de resolverlo es permutar de todas las formas posibles la cadena
de 10 caracteres

RRRAAVSSSS

donde el cardcter S representa las urnas sin ninguna bola. Expresa la solucion y
compdralo con la expresada en el ejemplo 3.41 anterior.

En general, sin =ny +ny 4 --- +mny

n! n! (n—mnqp)!
POR(m,na,...,me) = nylno! .. ny! - m!(n—mny)! na!. ..yl

= C(n,n1)POR(ny,...,n)

= C(n,ny)C(n—ny,ny)POR(n3, ..., n)

= )0 -G
(

; >
niy,ny,..., N
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Definicién 3.43. Las expresiones

< " ) = POR(ny,ny, ..., ng).
ny,ny, ..., Nt

reciben el nombre de niimeros multinomiales.

3.3. Principio de inclusién y exclusién

El altimo, pero no menos importante, regla o principio para recuento es
el principio de inclusién-exclusién. Este se basa en el cardinal de la unién
de conjuntos finitos.

Teorema 3.44. Sean Ai, A;,...A, conjuntos finitos, entonces

|JAJUA U UA,| =a; —ap+ag — -+ (=1)"la,.

donde w; es la suma de los cardinales de todas las intersecciones posibles de i con-
juntos (1 <i < n).

a1 = |Ar| + | Az + -+ |Anl,
Ky = ‘Al ﬂAz’ SO = ‘An—l ﬂAn‘,

tp = |A1 NN Ayl

Generalmente, este principio se usa en sentido negativo, es decir, si te-
nemos un conjunto universal U/, con || = N

[AiNAyN-- NA, =N—-|A]UAU...UA,|

Ejercicio 3.45. Calcula el niimero de palabras distintas que se pueden formar reor-
denando la palabra MARINA de forma que las vocales no aparezcan consecutivas.

3.3.1. Desarreglos: nada en su lugar

Ejemplo 3.46. Un secretario (algo distraido) debe colocar cinco cartas en
cinco sobres. Las cartas y los sobres tienen la direccién impresa. ; De cuantas
formas distintas puede lograr la hazafia de no acertar ninguna?

SOLUCION: Sabemos que el niimero de todas las posibles formas de colocar
las cartas en los sobres es N = P(5) = 5!. Si queremos contar las formas de
“acertar ninguna”, pensamos en lo contrario, que es “acertar alguna”.
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Vamos a contar las formas en que esto ocurre usando terminologia de
conjuntos. Numeremos las cartas y los sobres de 1 a 5. Llamamos A; al con-
junto de situaciones en que la carta i caiga de forma correcta en su sobre i y
|A;| es su cardinal, o sea, el nimero de formas en que esto ocurre. Nuestra
solucién serd, por tanto

N—-|AfUAUA3U AU As|
y, por el Teorema 3.44
|ATUAUA3UALUAs| =1 —ap +a3 —ag +as
siendo
ar = |A1] + |Az| + |As| + [As| + |A5| =5 - 4!
t = |A1 N Ag| + ... | AN As| = @ 3

5
w3 = | AL N As O As| + ... |As N Ay As| = (3) o

5
Ky = |A1ﬂA20A3ﬂA4|—|—...|A20A3ﬂA4ﬂA5| = (4) 1!

w5:|A1ﬁAzﬂ---ﬂA5|:l

luego, la solucién es

5—(5!—10-3!410-2! =5-11+1) =60 —20+5—1 =44

Ejercicio 3.47. Generaliza el resultado del ejercicio anterior para n cartas y n
sobres.

3.3.2. Numero de funciones sobreyectivas

Otra importante aplicacién del principio de inclusién-exclusién es el
célculo del namero de funciones sobreyectivas que existen sobre dos con-
juntos finitos. Este calculo, a su vez, nos da un método para “contar” situa-
ciones, como veremos en el ejemplo 3.49.

Teorema 3.48. El miimero de aplicaciones sobreyectivas diferentes que se pueden
establecer de un conjunto A de cardinal n en otro conjunto B de cardinal r con
r<mnes

4 'ma = . , . ;
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Demostracién. Supongamos que A = {ay,...,a,} y B = {by,..., by} y considermos co-
mo conjunto “universo”, U, el conjunto de todas las funciones de A en B.
U={f:A— B| fesunafuncién} U =r"

Vamos a calcular el conjunto de funciones f € U tales que Img f = B (funciones sobreyecti-
vas). Se tiene que cumplir pues que by € Img f, b, € Img £, ...y b, € Img f. Consideremos,
para cada 1 < i < r, los subconjuntos

Xi=A{f[bicImgf} CU
El conjunto de funciones sobreyectivas serd X; N X, N ... X, y, para calcular su cardinal
hacemos las siguientes transformaciones:
X1NXoNn...X|=1X10XNn. . X | =
=X UXU... X | = U] - (al et (—1)r+1zx,)

En el calculo de & precisaremos del cardinal de cada X;. El nimero de funciones de A
en B que dejan a b; sin ser imagen de ningtin elemento es el mismo que el de funciones de
AenB—{b}: (r—1)"

r

e

i=1

Para calcular a; debemos sumar los cardinales de todas las posibles intersecciones de dos
conjuntos distintos. Sean X; y Y] dos cualesquiera de estos conjuntos. La interseccién de
ellos la forman las funciones de A en B que dejan fuera del conjunto imagen a los elemen-
tos b; y b;. Con un razonamiento similar al anterior podemos afirmar que el nimero de
aplicaciones con estas caracteristicas es (r — 2)".

v =) IXinXj[ =} (r-2)"
i# i

Como todos los sumandos son iguales y tenemos tantos como formas de seleccionar dos
conjuntos distintos de entre Xj, ...X;, ap queda de la siguiente forma:

ay = (;) (r—2)"

Generalizando paraunh € N con1 < / < r tenemos:

w= () -

Y, por tanto, el nimero de funciones sobreyectivas de A en B es:

‘leXZQ..er| = |u‘_(“1_“2+--~+(—1)r+10{7)

o G) (r—1)" + (;) (r—2)"— ...+ (=1) (:) (r—r)"

- ier(—l)"(j) (r—iy

lo que prueba el teorema (|

Ejercicio 3.49. El Ministerio de Defensa estd interesado en siete proyectos dis-
tintos que pueden ser desarrollados por cuatro compaiiias diferentes. ; De cudntas
formas pueden concederse los contratos para que todas las compaiiias desarrollen,
al menos, un proyecto?
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3.4. Particiones y niimeros de Stirling

Al ntimero de particiones (Definicién 2.27) “diferentes” que se pueden
establecer de un conjunto de cardinal n en r partes (1 < r < n) lo represen-
tamos por

S(n,r)

Ala hora de calcularlos es  Estos niimeros reciben el nombre de niimeros de Stirling de segunda especie.
importante tener en
cuenta que el orden de las Teorema 3.50. El niimero de particiones diferentes de un conjunto de cardinal n
partes es irrelevante. ,, 4 partes es:

Sl = :;Zr:(—l)l(:) (r—i)"

ti=0

Demostracion. Si A es un conjunto de n elementos y B = {1,2,...,r} una
funcién f sobreyectiva de A en B puede ser considerada como una parti-
cién de A en r partes, a saber {f (1), f~1(2),...,f~1(r)}. Obsérvese que
hay exactamente 7! funciones sobreyectivas que dan lugar a la misma par-
ticién (correspondientes a permutar los elementos de B). Si F es el nimero
de funciones sobreyectivas de A en B, el nimero de particiones en r partes
son exactamente

F
S(n,r) = |

que junto con la expresién de F dada en el teorema 3.48 nos determina la
expresion buscada. O

Ejercicio 3.51. Sea n € IN con 1 < n. Determina S(n,0), S(n,1), S(n,n) y
S(n,r)sir > n.

Ejercicio 3.52. Sea A un conjunto con n > 1 elementos, sea a € Ayseal <
r < n. Justifica que S(n — 1,r — 1) es el mimero de particiones de A en r partes
que satisfacen que una de las partes es {a}.

Ejercicio 3.53. Sea A un conjunto con n > 1 elementos, sea a € Ayseal <
r < n. Justifica que r - S(n — 1,r) es el niimero de particiones de A en r partes
que satisfacen que {a} no es una de las partes, es decir, que la parte que contiene al
elemento a tiene mds elementos.

Como consecuencia directa de los resultados que acabas de probar, se
tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.54. Sea S(n,r) el niimero de particiones de un conjunto A de cardinal
nenr partes (1 < r < n). Entonces:

1. S(n,1) =1

4 'ma = . , . ;
ablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra
—— OCW UMA Lineal y Matematica Discreta. OCW Universidad de Malaga, http://ocw.uma.es.
Bajo licencia Creative Commons Attribution-NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain




3.4 Particiones y niimeros de Stirling 81

2. S(n,n) =1
3. S(m,r)=S(n—1,r—1)+r-S(n—1,r)

Utilizando este teorema se construye facilmente un tridngulo similar
al de Pascal (o Tartaglia) que permite calcular los niimeros de Stirling de
segunda especie de forma recursiva.

Ejercicio 3.55. Rellena la siguiente tabla de niimeros de Stirling de sequnda es-
pecie.

S(n,r)

Q91 = W N =

3.4.1. Numeros de stirling de primera especie

Como es natural, también existen los nliimeros de Stirling de primera
especie. Para cada entero n < 1 consideramos el polinomio en x definido a
partir de las permutaciones (ordinarias)

x!
(x —n)!

Los coeficientes de la expansién de este polinomio nos da los niimeros de
Stirling de primer especie s(n, 1), es decir,

P(x,n) = =x(x—1)(x—2)...(x —n+1)

n

P(x,n) =Y s(nk)x"

r=0

Asi, por ejemplo,

P(x,1) =x
P(x,2) = x(x —1) = —x +x°
P(x,3) =x(x —1)(x —2) = 2x — 3x* + »°
por tanto,
s(1,0) = 0,s(1,1) = 1
5(2,0) =0,5(2,1) = —1,5(2,2) = 1

5(3,0) =0,5(3,1) =2,5(3,2) = —3,5(3,3) = 1

OCW UMA
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Ejercicio 3.56. Rellena la siguiente tabla de niimeros de Stirling de primera espe-
cie.

s(n,r)

g1 = W N =

Observa que, si ¥ > 0, los nimeros s(n,r) tienen signo, es decir, algu-
nos son positivos y otros negativos. Habitualmente se usan los niimeros de
Stirling de primera especie sin signo,

c(n,r) =|s(n,r)|

Tanto los namero s(n, r) como c¢(#n,r) tienen interesantes propiedades que,
en este curso, no vamos a estudiar.

3.4.2. Ntumeros de Bell

En combinatoria, topologia, y otras ramas de las mateméticas, se usan
los llamados (sucesién de) niimeros de Bell B(n), que se definen como el
numero de particiones distintas de un conjunto de n elementos. Por tanto,

3.5. [Ecuaciones de Recurrencia
Abreviadamente E.R. Se entiende por Ecuacién de Recurrencia a una expresion de la forma
an = f(an—lf an—2,--- )

donde {4;} es una sucesién de nameros reales y f es una funcién real de
aridad' conveniente.

Ejemplos 3.57. Las ecuaciones de recurrencia aparecen, de distintas for-
mas, en muchas de las ramas de las ciencias.

ISe entiende por aridad el ntimero de entradas de la funcién (por ejemplo f(x,y,z) se
dice que es de aridad 3).
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= En Anélisis de algoritmos, aparece el llamado “Master Theorem”, que
nos proporciona la relaciéon

n

T(n) =aT( 2

)+g(n) dondea>1,b>1

= La “funcién logistica”
Xp+1 = X (1 — xp)

se usa frecuentemente para calcular modelos de crecimiento o bien
como punto de partida para otros modelos.

Ejercicio 3.58. Usa un programa de hoja de cdlculo para encontrar los primeros
20 valores de la sucesion x,, de la “funcion logistica” x,11 = rx,(1 — x,,) siendo:

1. r=4yxo=0,99.
2. r=2yxy=0,01
Observa como en cada caso se comporta de modo distinto”.

Ejemplo 3.59. A veces aparecen sistemas de ecuaciones de recurrencia. Por
ejemplo, en teoria de la sefial se usa la llamada ecuacion de Hénon que ofrece
un desarrollo altamente irregular:

Xpi1 = 1—14x2 +y, }

Yn1 = 0,3xy (31)

y que esta relacionada con la denominada “teoria del caos”.

Ejercicio 3.60. Igual que en el ejercicio 3.58 anterior, rellena en el cuadro siguiente
un resumen de los resultados obtenidos en una hoja de cdlculo al calcular los 20
primeros valores de la ecuacién de Hénon cuando (xo,1yo) = (0,0).

Ejemplo 3.61. Ecuaciones de recurrencia que todos conocéis son las progre-
siones aritméticas y geométricas.

Progresion Aritmética a, = a,_1 + d, siendo d un namero real constante
llamado diferencia de la progresion.

Progresién Geométrica a, = r-a,_1, siendo r un namero real constante
llamado razon de la progresion.

Ejercicio 3.62. Pon ejemplos de progresiones aritméticas y de progresiones geo-
métricas expresadas de la forma {ag, a1,az, ... }.

2La primera situacién se comporta de modo “caético”, en cambio la segunda la sucesiéon
aparece como convergente.
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3.5.1. Objetivo

Dada una ecuacién de recurrencia junto con algunos valores iniciales
an = f(ap-1,an-2,...), ap=a,a;=>,...
se pretende encontrar las sucesiones del tipo
a, = g(n) (Solucién General)

donde g es una funcién real, que verifican la ecuacién y, entre ellas, las que
verifican los valores iniciales.

Ejemplo 3.63. La E.R. 4, = a,_1 + 3 con valor inicial ag = 1 tiene por

Solucion General:

si bien, entre ellas, la tinica que verifica también el valor inicial dado es
a, =3n+1

Ejercicio 3.64. Busca en tus “viejos” libros de texto, utiliza internet o bien cual-
quier otro método para dar las férmulas de las soluciones generales de las pro-
gresiones aritméticas a, = a,—1 + d y de las geométricas a, =71 - a,_1.

Ecuaciones de recurrencia lineales de coeficientes cons-
tantes

Vamos a estudiar (y resolver) un tipo concreto de E.R. que tienen su
utilidad garantizada porque aparecen en muchos planteamientos de pro-
blemas aplicados (tanto de las telecomunicaciones, de la informatica y de
otras dreas de conocimientos) y en cambio tienen una solucién bastante
facil. Este tipo de ecuaciones las denominaremos ecuaciones de recurrencia
lineales de coeficientes constantes.

Son las que se pueden expresar de la siguiente forma:

an+Ciap—1+ Coay 2+ + Ceay_ = f(n)
donde:
» f(n) es una funcién que no depende de las a;.
= Los coeficientes C; son niimeros reales constantes (no dependen de n).

= Llamamos orden k de la ecuacién a la mayor diferencia entre los luga-
res de la sucesion que intervienen en la ecuacién.

Pablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra
Lineal y Matematica Discreta. OCW Universidad de Malaga, http://ocw.uma.es.
Bajo licencia Creative Commons Attribution-NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain




3.5 Ecuaciones de Recurrencia 85

Ejemplo 3.65. Observa que las progresiones aritméticas y geométricas son
casos particulares de E.R.L. ;De que orden son cada una de ellas?

Ejemplo 3.66. A veces, las ER.L. vienen expresadas, aparentemente, de
“otra forma”. Por ejemplo 4,42 —a,—2 = a, es una E.R.L. de orden 4, con-
cretamente

ap — Ay — a4 =10

Clasificaciéon de las E.R.L.

Las E.R.L. las vamos a clasificar en dos tipos:

E.R.L. Homogéneas: en las que f(n) =0
E.R.L. No Homogéneas: en las que f(n) # 0

Ejercicio 3.67. Seguin la clasificacién anterior, ;cémo son las progresiones aritmé-
ticas (con d # 0) y las geométricas (con r # 0)?
3.5.2. Ecuaciones de Recurrencia Lineales Homogéneas

Son las que se pueden expresar de la siguiente forma

ay +Ciap1+Cayp+ - +Cray_ =0 (3.2)

Teorema 3.68. EI conjunto de soluciones de (3.2) forman un subespacio vectorial
del espacio vectorial de las sucesiones (reales).

Demostracion. Figura al final del tema. Se considera un trabajo voluntario.
O

Ejemplo 3.69. La siguiente ecuacién (con valores iniciales) tiene por solu-
cién la llamada sucesion de Fibonacci

an = ap1+ay2, a=1a =1
es un ejemplo tipico de 2° orden.

Ejercicio 3.70. Calcula los 8 primeros términos de la sucesion de Fibonacci. Usa
una hoja de calculo o escribe un programa (o lo que se te ocurra) para calcular el
término azg de dicha sucesion.

Resolucién

Puesto que las soluciones de la E.R.L. homogénea es un subespacio vec-
torial, inicamente tenemos que encontrar una base —formada por sucesio-
nes reales— de dicho subespacio. Cualquier otra solucién serd combinacién
lineal de dicha base.

A continuacién damos un método para encontrar dicha base.
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Polinomio caracteristico

Dada una ecuacién de recurrencia (3.2) de orden k llamamos polinomio
caracteristico de dicha ecuacion al polinomio de grado k formado por los
coeficientes de la ecuacién, del siguiente modo:

N I L g L Y o)

Ejercicio 3.71. ;Podrias escribir el polinomio caracteristico de la ecuacién que
define la sucesién de Fibonacci del ejemplo 3.697

Ejercicio 3.72. El polinomio caracteristico nunca puede tener O por raiz. ;Por
qué?

Las raices de este polinomio nos permitird construir una base para las
soluciones segtin el siguiente teorema.

Teorema 3.73. Si x1 y X7 son raices (complejas) distintas del polinomio caracte-

Puede verse una justificacion ristico, entonces
(aunque no demostracion
completa) al final de este 1. Las sucesiones a, = x] y b, = xJ son soluciones linealmente indepen-

tema. dientes de la ecuacion homogénea (3.2).

2. Si x1 es una raiz de multiplicidad t entonces las t sucesiones siguientes

n n 2.1 t—1.n
X1, nxy, nxy, ... ,n X7

son soluciones linealmente independientes.

Todo polinomio de grado k tiene exactamente k raices en el cuerpo de
los ntiimeros complejos, iguales o distintas. Por tanto este teorema nos di-
ce que podemos encontrar exactamente k sucesiones linealmente indepen-
dientes que son solucién de una ecuacion de recurrencia lineal homogénea
de orden k.

Dejando en el tintero la comprobacién de que estas k sucesiones son un
sistema generador del subespacio vectorial de las soluciones, deducimos el
siguiente corolario de los teoremas anteriores.

Corolario 3.74. El conjunto de soluciones de la ecuacién homogénea (3.2) es un
subespacio vectorial de dimensién k. Podemos encontrar una base de dicho subes-
pacio a partir de las raices del polinomio caracteristico.

Resoluciéon cuando todas las raices son reales

Ejemplo 3.75. La ecuacion que determina la sucesién de Fibonacci del ejem-
plo 3.69
ay, = a,_1+a,_o, conay=1,a1 =1
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tiene el siguiente polinomio caracteristico:

?—x—1

1++/5 1-v5
y X2 = .

Por tanto tenemos un subespacio vectorial de soluciones de dimensién 2
definido por la siguiente

que tiene dos raices distintas: x; =

Solucién general: a, = Ky <1+275>” LK (#) n

De las infinitas soluciones que describe esta solucién general, s6lo una
verifica los valores iniciales ay = a7 = 1. Calculémosla:

Kl <1+2\/§)0 + KZ (17_2\/5)0 =1 Kl = \/25\;_51
<~
() o) 1] T

Sustituyendo en la solucién general nos da el término general de la suce-
sién de Fibonacci que tiene la siguiente expresion:

B (1 + \@)n—&-l _ (1 o \@)n—&-l
In = 2n+1\£

Ejercicio 3.76. Comprueba que el término general antes expresado da las mismas
soluciones que las halladas en el ejercicio 3.70.

Resolucién cuando tiene raices complejas no reales

Puesto que el polinomio caracteristico de una ERL homogénea es real,
siz = a + ib es una raiz compleja del mismo, por proposicién 2.79 su con-
jugado z = a — ib también es una raiz. Siguiendo el corolario 3.74 tenemos
entonces que

Kiz" + Kz2" = Ky (61 + Zb)n + Kz(bl — lb)n

es la solucién general de la ecuacién de recurrencia.
Para tener una mejor expresion de las soluciones se usa la llamada for-
ma trigonométrica de los nimeros complejos. Sabemos que el médulo de z

y Z coinciden,
z| = Va2 + b2 = |Z]

y los argumentos de z y de z son opuestos (ver Figura 3.2),

Argz = arctanz =0= Argz=—0
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Im
z Llamamos arg(z) al 4n-
| gulo 6 cuya tangente es
)
b
! b
6_4 4+ Re tan(@) = E
-0
1 —b Llamamos médulo de z a
[}
}
: o] = VET R

Figura 3.2: Representacion grafica del complejo z = a + ib y su conjugado.

luego las formas trigonométricas
z = |z| (cos 0 +isenf) yz = |z| (cos(—0) + isen(—0))
junto con la férmula de De Moivre en proposicion 2.74 transforma la solu-
cién
Kiz" + Kpz" =(|z|"(Kq 4+ K3)) cos(nf) + (|z|"i(Ky — Kz)) sen(nf)
=| My |z|" cos(nf) + Ma|z|" sen(nf)

Veamos un ejemplo de ésto:
Ejemplo 3.77. Vamos a resolver la ecuacién (a,.1 + 4a,_1)* = 1242 con
valores inicialesa; = 0y a; = —1.

SOLUCION: Transformando la ecuacién anterior (que no es lineal) tenemos

dos posibles ecuaciones de recurrencia lineales: a,,11 — 2v/3a, 4+ 4a, 1 =0

Y bug1 + 2v/3b, +4b,_1 =0 que nos dard, cada una de ellas, una solucién.
Resolvamos la primera de ellas, que tiene por polinomio caracteristico

p(x) = x> —2V/3x + 4
que tiene como raices complejas z = /3 +iyz = v/3 — i, ambas de médulo
|z| = 2y argumentos 6 = arctan(%) = Ty —0 = —Z%, respectivamente.
Por lo anterior la solucién general serd

a, =M12”cos%+M22”sen%

y, aplicando los valores iniciales

1
a1:M12cosE+M225enE:O My =~
6 6 4
— Mjdcos 2 + Mpdsen & = —1 V3
ay = 1cos§+ zseng—— M2:—4

4 'ma = . , . ;
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y por tanto la solucién a nuestro problema se puede expresar de la forma

a, =2"2 (cos % —V3sen %)

Resolviendo la segunda ecuacién de recurrencia (ejercicio 3.78) nos da
como solucién

_ Snrm Snm
by =2"2% ( cos —— + v/3sen ——
6 6
y, conjuntamente, ambas son soluciones de la ecuacién de recuerrencia que
nos piden.

Ejercicio 3.78. Resuelve la ecuacion de recurrencia b, 1 + 2v/3b, +4b,_1 = 0
con los valores iniciales by = 0y by = —1 resultante del problema del ejemplo
anterior.

Ejemplos 3.79.

1. Resuelve a,, 17 + a,-7 = 2a,.

Determina también la tnica solucién parala que ag = a; = 1y a; =
az = 0.

SOLUCION:
General a, = ki + Kon + k3(—1)" + kqn(—1)"
. 1) 1 sinespar
Convi. a,= # = . .p
0 sinesimpar
2. Resuelve la ecuacién de recurrencia a, 1 + a, = \/§ﬂ11+1 con valores

inicialesag =0y a3 = 1.

SOLUCION:
nit nrt
General a, = kq cos o + ko sen %
Convi. a, =sen o

3.5.3. E.R.L. No Homogéneas

Ejemplo 3.80 (Las Torres de Hanoi). Segtin una leyenda® india, en el Tem-
plo de Benarés, bajo el domo que marca el centro del mundo, hay una placa
de latén con tres agujas de diamante. Durante la creacién, Dios puso sesen-
ta y cuatro discos de oro puro de distinto tamafio en una de las agujas,
formando una torre. Los bramanes llevan generaciones cambiando de lu-
gar, uno a uno, los discos de la torre entre las tres agujas de forma que en
ningin momento un disco mayor descanse sobre otro méas pequefio.

En el dibujo representamos una versiéon mds simple del problema: se
trata de pasar una torre de solamente cuatro discos.

3En realidad no existe ninguna leyenda. Este problema fue inventado por el matematico
francés Edouard Lucas a finales del XIX.

Cuando hayan
conseguido trasladar
todos los discos a otra
aguja su trabajo estara
terminado, y la torre y el
templo se derrumbaran, y
con un gran trueno, el
mundo se desvanecera.

OCW UMA
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Torre 0 Torre 1 Torre 2

Es necesaria la torre de ayuda para poner los discos que hay que apar-
tar provisionalmente para llegar al disco mds grande. Si lo hiciéramos por
computadora, una posible orden para resolverlo podria ser:

MOVER-TORRE (4, 0,2,1)

que quiere decir “mueva una torre de tamafio 4 tomando como torre de
origen la numero O, como torre de destino la numero 2 y como ayuda
la nimero 1”. En el cuadro 3.1 damos un posible pseudocddigo de este
problema.

Por lo anterior, si a, representa el nimero de movimientos necesarios
para mover completamente n discos, para estos 4 discos serd a4 = 2a3 + 1,
pero az = 2a + 1y por tltimo a, = 2a; + 1. Obviamente a; = 1 puesto que
con un solo disco necesitamos tinicamente un movimiento.

Asi que reconstruyendo los célculos anteriores (a la inversa) tenemos
a =3,a3 =7yay =15.

Si queremos resolver el problema de forma més general tendriamos la
siguiente ecuacion de recurrencia con valor inicial

a, =2a,_1+1; a =1
Resolucién de la Ecuaciéon de Recurrencia Lineal
Todas las E.R.L. no homogéneas se expresan de la forma
ap +Cray1+Coap o+ + Ceay_j = f(n) (3.3)
donde f(n) # 0.

Cuadro 3.1: Torres de Hanoi. Pseudocédigo.

define MOVER-TORRE(7n,origen,destino,ayuda)

si (n >0)
MOVER-TORRE (7 — 1,0rigen, ayuda,destino)
MOVER-UN-DISCO origen destino
MOVER-TORRE (11 — 1,ayuda,destino,origen)

ma . . . £
' Pablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra
—— OCW UMA Lineal y Matematica Discreta. OCW Universidad de Malaga, http://ocw.uma.es.
Bajo licencia Creative Commons Attribution-NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain




ma
Ll

3.5 Ecuaciones de Recurrencia 91

Llamaremos ecuacién homogénea asociada a (3.3) a la que resulta de
hacer f(n) = 0, es decir,

ap+Ciay_1+Coayo+ - +Cray_p =0

y al conjunto de soluciones (o solucién general) de la homogénea se repre-

(h)

senta por ay
Estas sucesiones a,g ) no son solucién de la ecuacién no homogénea (3.3),
pero combinadas con una tinica sucesién que si lo sea nos resuelve el pro-

blema. A esta solucion la llamaremos solucién particular que representare-

(p)

mos por a, .

Teorema 3.81. La solucién general de la E.R.L. no homogénea (3.3) queda deter-
minada por la expresion

an = a + a4,

Demostracion. Basta sustituir aSIh) + an )enla parte derecha de (3.3) y com-

probar que resulta f(n). Completa los detalles como ejercicio. O

Ejemplo 3.82. Vamos a resolver la ecuacion de recurrencia de las Torres de
Hanoi
a, =2a,_1+1; a =1 (3.4)

SOLUCION: La ecuacién homogénea asociada (de primer orden)
a, —2a,_1 =20
tiene como polinomio caracteristico x — 2, con raiz x = 2, luego
a,gh) = k2"

Por otro lado, si suponemos que la ecuacién (3.4) admite como solucién

particular una constante aﬁlp) = A al sustituir debe verificar la ecuacion, es

decir:
) — za(P)

n—1

de donde la solucién general sera:

al 1] = A=2441 <= A=-1

a, = a4 4P — ko _1

Nos queda encontrar la solucién que resuelve el valor inicial 4; = 1. Susti-
tuyendo a; en la solucién general obtenemos

m=k'-1 <<= 1=2%k-1 < k=1
luego

a, =2"—1
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Método para encontrar una solucién particular alP)

En el ejemplo 3.82 para encontrar una solucién particular aﬁlp ) hemos

probado con una constante, es decir, del mismo tipo que f(n) = 1, que es
también constante. Este método va a ser lo habitual.
La buscamos del “mismo tipo” que f(n). Ajustaremos unos valores

reales A, B, ... para que sean solucién de la ecuacion®.
f(n) ay’
Constante K A
Polinomio P(n) =Ky +Kyn+... Q(n) =A+Bn+...
Polinomio - Exponencial P(n)K" Q(n)K"

Siendo P(n) y Q(n) polinomios del mismo grado (excepto en ocasiones que
hay subir un grado).

Ejercicio 3.83. Encuentra la solucion general de las siguientes relaciones de recu-
rrencia lineales:

1. ay,—2a, 1+ a,_o =n32"

2. 4y —a,_1 =2n*—n
72
3. an—2an1Fan2 =
Ejercicio 3.84. Sea una escalera con n escalones. Juanito puede subir la escalera
de diferentes modos. Usando un paso para subir un escalén, o dos escalones o tres
escalones. Combinando todos estos pasos para subir la escalera ;de cudntas formas
puede hacerlo?

Observa que si a, es el nimero de formas de subir una escalera con n
escalones, tenemos:

611:1, Ll2:2, 513:4,

Ejercicio 3.85. Juanita se ha propuesto ahorrar. Los meses pares guarda 2 euros en
una hucha y los meses impares sélo 1 euro. ;Qué dinero tendrd pasados n meses?

Observa que si a, es la cantidad de dinero que posee en el mes n, tene-
mos:
a1 :1, ﬂ2:3, a3:4,

Ejercicio 3.86. Un banco nos presta una cantidad a devolver en cinco afios (60
meses) con un interés anual de 5%. ;Cudl es la amortizacion mensual A para
pagar por cada 100 euros prestados para cancelar el crédito en el tiempo previsto?

Observa que si a, es el capital que se le debe al banco, tenemos:

B B 5ag B 5a;
ag = 100, a; = ag + 1200 A, ay =a; + 1200

4Gin que intervengan los valores iniciales.

A, ...,616020
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Complemento al tema. Pruebas de teoremas.

Teorema 3.68 El conjunto de soluciones de una ecuacion de recurrencia lineal
homogénea del tipo (3.2) forman un subespacio vectorial del espacio vectorial de las
sucesiones (reales).

Demostracién. Ya sabemos que el conjunto de todas las sucesiones reales
forman un espacio vectorial real (con las operaciones usuales de suma y
producto por escalar).

Para probar que las soluciones de (3.2) son subespacio vectorial, consi-
deremos dos soluciones cualesquiera s, y sj, y comprobemos:

1. Que x, = s, + s), sigue siendo solucion de (3.2).

2. Que para cualquier A € IR, se tiene que y, = A -s, sigue siendo
solucion.

Completa la demostracién en el cuadro siguiente, sustituyendo, respecti-
vamente, x, e i, en (3.2) y comprobando que se sigue cumpliendo la igual-
dad. O

Teorema 3.73  Si x; y x2 son raices distintas del polinomio caracteristico de una
ERL Homogénea (3.2), entonces

1. ay = x{ y b, = x7 son soluciones linealmente independientes de la ecua-
cion (3.2).

2. Si xy es una raiz de multiplicidad t entonces las t sucesiones siguientes

n n 2..n t—1.n
Xy, nxy, n°xy, ... ,n X1

son soluciones linealmente independientes
Justificacién La demostracion completa seria tediosa e innecesaria. Vea-
mos los aspectos mds importantes que justifican este resultado.

1. En este punto hay que probar dos cosas: primero que son solucién de la
ecuaciéon homogénea y, segundo, que son independientes.

= Para ver que a, = x{ es solucion tenemos que sustituir en (3.2) y
comprobar que es 0.

X+ Crt 4+ G 2+ Gl R =
= (O e+ C) =
=x""F.0=0 (3.5)

por ser x1 raiz del polinomio. Igualmente para b, = x7.
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' Pablo J. Cordero Ortega, Francisco J. Rodriguez Sanchez (2014) Algebra
—— OCW UMA Lineal y Matematica Discreta. OCW Universidad de Malaga, http://ocw.uma.es.
Bajo licencia Creative Commons Attribution-NonComercial-ShareAlike 3.0 Spain




ma
Ll

94 Técnicas de Recuento

= Para comprobar que son linealmente independientes, considera-
mos una combinacioén lineal igualada a cero, es decir

axi +pxy =0

y, como esta igualdad es verdad para todo natural 7, lo es para
n = 0y n =1, que al sustituir nos da el siguiente sistema:

x+pB=0
axy+ Bx2 =0

que se simplifica como a(x1; — x2) = 0. Como, por hipétesis x1 y x2
son diferentes, se deduce que « = 0y, por tanto, § = 0. Esto prueba
que son linealmente independientes.

2. Vamos a hacer la prueba en el caso (mads facil) de ¢ = 2. Igual que en el
punto 1. anterior hay que probar que x' y nx] son soluciones y ademas
son linealmente independientes.

= Ya hemos visto que x| es solucién. Para ver que nx] es también
solucién, usamos que x; es solucién doble del polinomio caracte-
ristico esto implica que es raiz del polinomio y de su derivada®.
Por tanto tenemos las dos igualdades siguientes:

A G+ G G =0 (3.6)
kG (k- 1)k 24+ G =0

multiplicando la primera igualdad por k y la segunda por x; nos
queda

kx§ 4+ Cikad ™ 4 Cokd ™2 4+ 4 Cp_qkxy + Cxk = 0
kk 4+ Crk— 1) 4 Gk —2)k 24 4 G yxy =0

y restando ambas igualdades nos da la igualdad siguiente que usa-
remos mas adelante:

Cixf 142G 2 4+ 4 (k= 1)Cp 11 +kC = 0 (3.7)
Sustituyamos, ahora, nx} en la ecuacion de recurrencia homogénea
nx} 4+ Ci(n—1)x 1+ Co(n —2)x8 2 + -+ Ce(n —k)x" ™ =

= nx] F(f + T+ Gk R+ C)
+ xR £ 2G4+ (k= 1) G +KC) =0

que es 0 usando las igualdades (3.6) y (3.7).

5La afirmacién de esta llamada es muy conocida, pero si no la sabes piensa que una raiz
doble x; hace que un polinomio se pueda expresar p(x) = (x — x1)2q(x). Basta derivar para
hacer la comprobacién.
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= Para ver que x} y nx} son linealmente independientes, partimos de
una combinacion lineal igualada a 0,

axy + pnxy =0

y comprobamos que & = = 0, Dejamos los detalles como ejerci-
cio.

Ejercicios Propuestos

Ej. 3.1 — ;Cudantas permutaciones de las letras ABCDEF contienen las le-
tras DEF juntas en cualquier orden?

Ej. 3.2 — Un comité de seis personas A, B,C, D, E, F debe escoger un pre-
sidente, un secretario y un tesorero. ;De cudntas formas se puede hacer la
eleccion? ;De cudntas si el presidente debe ser A 6 B?

¢De cuantas si E debe ocupar uno de los cargos? ;De cudntas si A y F deben
ocupar un cargo?

Ej. 3.3 — Se ha recibido un paquete de 100 discos compactos con cinco dis-
cos defectuosos. ;De cudntas maneras se puede elegir una muestra de cua-
tro discos que contenga mds discos defectuosos que no defectuosos?

Ej. 3.4 — Un autobts de 32 plazas numeradas (16 a la derecha y 16 a la
izquierda) transporta a 28 alumnos de la E.T.S. Ingenieria Informatica en
su viaje de fin de carrera. ;De ctiantas formas pueden sentarse si tres de
ellos s6lo pueden ir a la derecha y cinco de ellos sélo a la izquierda?

Ej. 3.5 — ;Cudntas cadenas de ocho bits hay? ;Cudntas de ellas comienzan
por 101? ;Cudntas de ellas comienzan por 101 o tienen el cuarto bit igual a
1?

Ej. 3.6 — ;Cuantos ntiimeros de teléfono (de 9 cifras) tienen al menos un
digito repetido?

Ej. 3.7 — ;Cudntas soluciones enteras de la ecuacién x; + x2 +...x = 20
satisfacen 1 < x; < 9? (Utiliza incl. y excl.)

Ej. 3.8 — (Feb. 2012) Se tienen 6 alumnos de 1° curso, 5 de 2°, 4 de 3°, 3
de 4°,2 de 5° y 1 de 6°, como candidatos a recibir 5 premios de la Facultad
de Medicina, uno al alumno menos charlatdn, otro al més atento, otro al de
mejor letra, otro al que mas asiste a tutorias y otro al que mejor aparca el
coche. Suponiendo que ningtin alumno puede recibir méas de un premio, se
pide:

1. ;De cuédntas formas se pueden distribuir los premios?

4 'ma = . , . ;
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2. Ala persona encargada se le olvid6 de grabar el nombre del premio
en las copas. ;De cudntas formas se pueden repartir ahora las copas
si cada alumno puede recibir méds de una?

Ej. 3.9 — (Dic. 2012) Se quieren formar cadenas de longitud 10 con los nt-
meros 0, 1, 2 y 3. Se pide:

1. (Cuéntas cadenas distintas se pueden formar?

2. iCudntas cadenas tienen peso 3 (es decir, la suma de sus cifras es 3)?

Ej. 3.10 — Calcula el nimero de formas en que pueden ordenarse los digi-
tos 0,1,2,...9 de modo que el primer digito es mayor que 1, el dltimo es
menor que 8 y el tercero es distinto de 5. (Usa inclusién y exclusion)

Ej. 3.11 — Se ha producido un robo y la policia interroga a dos testigos
sobre la matricula del vehiculo utilizado para la huida (cuatro digitos y dos
letras de un alfabeto de 26). El primer testigo asegura que la segunda letra
de la matricula era una O o una Q y que el dltimo digito era un 3 o un 8. El
segundo testigo asegura que la primera letra era una C o una G y el primer
digito era definitivamente un 7.

1. ¢Cuéntas placas diferentes tendréd que verificar la policia?

2. Si en investigaciones posteriores la policia obtiene ademads que la
matricula no termina en 53 ni empieza en 78, ;cuantas comprobacio-
nes se tendran que hacer en este caso?

Ej. 3.12 — Calcula cudntos nimeros enteros hay entre 1000 y 9999 que cum-
plan las siguientes condiciones (independientes entre ellas):

1. La suma de sus digitos es exactamente 9.
2. La suma de sus digitos es exactamente 9 y son todos distintos de 0.
3. Ser impar y tener todos los digitos diferentes.

4. Alguno de sus digitos es 9.

Ej. 3.13 — Supongamos 7 pelotas de distintos colores y 4 recipientes nu-
merados 1,2,3,4. ;De cudntas maneras se pueden distribuir las pelotas para
que no haya ningtin recipiente vacio? Siendo una de las pelotas azul, ;De
cudntas formas la podemos distribuir si obligamos a la pelota azul a estar
en el recipiente ntiimero 2, y que no haya ninguno vacio?

Ej. 3.14 — Los Reyes Magos traen n juguetes diferentes a n nifios. En el
camino deciden dejar a exactamente un nifio sin juguete y repartir todos
los juguetes entre los restantes nifios. ;De cuantas formas pueden hacerlo?

Ej. 3.15 — Completa la tabla siguiente indicando el nimero de maneras de

4 'ma = . , . ;
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distribuir nueve objetos en cinco recipientes:

Objetos (9) Recipientes (5) | Posibilidad | Nimero de
recipientes | distribuciones
vacios

Indistinguibles | Distinguibles Si

Distinguibles | Distinguibles No

Distinguibles | Indistinguibles No

Ej. 3.16 — (Dic. 2011) Calcula el nimero de formas en que pueden orde-
narse los digitos 0,1,2,...9 de modo que el primer digito es mayor que
1, el dltimo es menor que 8 y el tercero es distinto de 5. (Usa inclusién y
exclusion).

Ej. 3.17 — (Sept. 2012) Se tienen 4 bolas de golf y 10 cajas distintas. De-
termine de cudntas maneras diferentes pueden distribuirse las bolas en las
cajas si:

1. Todas las bolas son distintas y en ninguna caja cabe mds de una bola.

2. Todas las bolas son iguales y en ninguna caja cabe mds de una bola.

3. Todas las bolas son iguales y en cada caja caben cuantas bolas se
quieran poner.

4. Todas las bolas son distintas y en cada caja caben cuantas bolas se
quieran poner.

Ej. 3.18 — Para cada uno de los siguientes grafos: ;De cuantas formas pue-
de asignarse un color a cada vértice a; de la figura, con n colores, de modo
que dos vértices con una arista comin deben tener necesariamente colores
distintos?

Ej. 3.19 — Resuelve las siguientes ecuaciones de recurrencia

Y jyma = . , . ;
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1. ayip =a,conay=1,a; =4. ap=1,a; = 2.
2. 4, =a,1+ (n—1)conay = 6. Ao = 4a,.1 — 7a, con ay =
1. 1, a; = 2.
3. ap =2a, 1+2cona; =1. 7. Anyo + 4a,41 + 4a, = n? con
4. ay =a, 1+ (—1)""cona; = ap=0,a, = 2.
L 8. ayio2 +3a,.1 + 2a, = 3" con
5. ay42 = —2a,41 + 3a, con ap=20,a; =1.

Ej. 3.20 — Resuelve las ecuaciones de recurrencia:
1. ay43 —6a,42+11a,,1 —6a, =0,conag =2,a; =0,a, = —2.
2. ayq+4a,1=2(ap+4a,_3)cona, =2,a3 =0,a, =0

Ej. 3.21 — Una pareja de conejos se reproduce mensualmente. Los meses
pares tienen dos conejos y los impares uno. Encuentra un modelo de recu-
rrencia para el nimero de conejos hijos a, habidos hasta el n-ésimo mes.
Resuélvela.

Ej. 3.22 — Elntimero a, de euros de activo de una compafiia se incrementa
cada afio cinco veces lo que se incremento el afio anterior. Siag =3y a; =7
calcula a,,.

Ej. 3.23 — Un rumor se difunde via telefénica entre n personas. El rumor
estd totalmente difundido cuando todas las personas han hablado entre si.
Sea u, el nimero de llamadas realizadas con n personas (n > 2).

1. Define recursivamente la sucesion {1, }.

2. Da una férmula general de dicha sucesion.

Ej. 3.24 — Halla y resuelve la relacién de recurrencia de la sucesion a,, que
da el ndmero de sucesiones ternarias (los términos de la sucesién pertene-
cen al conjunto {0,1,2}) de longitud n que no tienen dos ceros consecuti-
VOSs.

Ej. 3.25 — Cada particula en un reactor nuclear produce, sin destruirse,
dos nuevas particulas cada segundo. Ademds cada segundo (desde t = 0)
es inyectado al reactor una nueva particula.

1. ;Cuantas particulas hay en el reactor en el n-ésimo segundo?

2. Si el reactor estalla a partir de 10%*

en estallar?

particulas ;jcudnto tiempo tarda

Ej. 3.26 —
En un supermercado, las naranjas se encuentran api-
ladas en una pirdmide de base cuadrada de forma que
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cada naranja estd en contacto con cuatro naranjas de
la capa inferior. Si la pirdmide tiene n capas, ;cudntas
naranjas la forman?

ma . . . £
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