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Em matematica utilizamos uma linguagem com termos e &
Comecamos a estudar estes termos e expresso

especificas e com significados precisos.

Definicdo 2.1 Uma proposicio ¢ uma sentenca declarativa, por meio de palavras ou termos, e cujo contetido
¢ submetido a juizo no qual podera ser considerado Verdadeiro (V) ou Falso (F). Estes verdadeiros ou falsos

correspondem ao valor 16gico da proposicao.
-

Os principios do raciocinio 16gico s

* Principio da Exclusido: uma pr pode ser verdadeira ou falsa, ndo existindo possibilidade de
uma terceira op¢ao.

* Principio da Identidad

Definicdo 2.2 Um Paradoxo ou Absurdo é uma sentencga declarativa que ndo possue valor de verdade
verdadeiro nem falso e, Eortanto, nao € proposicao.

» "Aregra € que nao hd regra": Se € verdade entao ha uma regra que € a de nao ter regras, portanto € falsa.
Mas se for falsa, entdo ha regra é portanto € verdadeira.

Algumas proposicodes tem seu valor de verdade fixo e ndo pode ser provado ou demonstrado.

[l Definicdo 2.3 Um axioma € uma proposi¢ao que aceitamos como verdadeira e que nao admite demonstragao.

Denotamos as proposi¢des com letras O, P, O, R.

m Exemplo 2.2 O que € proposi¢ao:
* P="0 gelo € o estado sélido da dgua cristalizada no sistema cristalino hexagonal"(Verdadeiro)
e P="Em um tridngulo retangulo, o comprimento da hipotenusa é sempre maior que a soma dos comprimento
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dos catetos' (Falso)

P="a soma dos angulos internos de um tridngulo retangulo no plano € menor do que 7" (Falso)
P="Brasilia € a capital do Brasil"(Verdadeiro)

P="52 = 25"(Verdadeiro).

P="7 > 5"(verdadeiro)

P="2 < " (verdadeiro)

O que nao € proposi¢ao:

"O ndmero 7 tem propriedades tao interessantes!"(sentenca exclamativa)
"Tomara seja um nimero par'(sentenca optativa)
"Serd que a® + b? < a+ b?"(sentenca interrogativa)
"Faga a conta para mostrar que (—2)? = 4” (sentenca imperativa )
Opinides ndo sdo proposicoes.
Sentencas abertas também nao sao proposicoes: "quanto devo adicionar a 2 para obter/5?
|

Dadas certas proposi¢des P e Q podemos criar novas proposicoes fazendo operacdes sobre elas. Passamos a
descrever estas operagdes:

Negacao: Dada uma proposi¢do P formamos uma nova proposi¢de "nfo P" que é anegacdo de P e é
denotada por —P.

Conjuncao: Dadas duas proposicdes P e Q formamos umamova proposi¢ao "P e Q" e que € denotada
por PAQ.

Disjuncao Dadas duas proposicdes P e O formamos uma nova proposicdo "P ou Q" e que é denotada por
PV Q.

Condicional: Dadas duas proposi¢des P.e O formamos umanova proposi¢cdo "se P entdo Q" e que é
denotada por P = Q. Neste caso P ¢ denominada "condi¢do suficiente ou hipotese" e Q é chamada de
"condi¢do necessdria ou conclusao".

Bicondicional: Dadas duas proposi¢cdes P e O formamos uma nova proposicao "P se, e somente se, Q"e
que € denotada por P < O .

Observamos que com estas operagdes 1dgicas podemos formar novas proposi¢cdes a partir de proposi¢des simples.
Chamamos estas proposi¢des de proposigées compostas.

m Exemplo 2.3 Sejam P, O, R} S proposicdes, entdo

PV[(QA-R)= S| < (OAP)

€ um exemplo de proposi¢ao composta. ]

m Exemplo 2.4 /Considere as proposi¢oes

P="0 gelo é o estado sélido da dgua cristalizada no sistema cristalino hexagonal"(Verdadeiro)
Q="Beber dgua quente ou chd mata o coronavirus"(Falso)

Entdo, por exemplo,

<P ="0 gelo nao € o estado sélido da dgua cristalizada no sistema cristalino hexagonal"

P/ O ="0 gelo é o estado sdlido da 4gua cristalizada no sistema cristalino hexagonal e Beber 4gua quente
ou chd mata o coronavirus"

PV Q ="0 gelo é o estado sélido da dgua cristalizada no sistema cristalino hexagonal ou Beber dgua
quente ou chd mata o coronavirus"

P = 0 ="Se O gelo é o estado sdlido da dgua cristalizada no sistema cristalino hexagonal entao Beber
dgua quente ou chd mata o coronavirus"

P & 0 ="0 gelo € o estado sélido da 4gua cristalizada no sistema cristalino hexagonal se, e somente se,
Beber dgua quente ou cha mata o coronavirus"

m Exemplo 2.5 Considere as proposicoes

P ="3/4 é um niimero racional".
Q = "3 é um niimero impar".
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* R="5 ¢ um niimero primo".
Entao
* PAQ ="3/4 é um niimero racional e 3 ¢ um nimero impar".
* =PV Q ="3/4 nio é um nimero racional ou 3 é um nimero impar".
* —(—P) ="ndo é verdade que 3/4 ndo é um niimero racional".
* =((—P = Q) ="ndo é verdade que se 3/4. ndo é um nimero racional entdo 3 é um nimero impar".
* (PAQ) = R="se 3/4 é um nimero racional e 3 ¢ um nimero impar entiio 5 ¢ um nimero primo".
* (RV(—Q)) = —P ="Se 5 é um nimero primo ou 3 ndo é¢ um nimero impar entéio 3,/4 ndo é um nimero
racional”.

O sistema légico que estamos trabalhando s6 temos, como vimos, dois valores desverdade (V ou F) no
entanto hé outros sistemas l6gicos em que o nimero de valores de verdade pode ser maior. ExXiste, por
exemplo, a 16gica de n € N valores de verdade para a l6gica de E. Post ou a l6gica difusa ou Fuzzy em que
hd tantos valores de verdade como pontos no intervalo real [0, 1].






or de verdade (Verdadeira ou Falsa). Vamos ver

apartir das operacdes negacdo, conjungao,

Como dizemos anteriormente, uma proposicao tem um Vv
agora qual € o valor de verdade das proposicoe
disjunc¢ao, condicional e bicondicional.

Junto a isto vamos construir um dispositivo
da verdade. Com elas poderemos definir valo
verdade das proposi¢des que a co
* Negacao: Para a negacao t

estudo da l6gica matematica que sdo as tabelas
a proposi¢cdo composta em funcao dos valores de

Plol| Pro
vivi|] v
V|IF| F
F|V|] F
F|F| F

* Disjuncao: Para a disjung@o temos a seguinte regra: Sejam P e O duas proposigdes, entdo a proposi¢io
PV Q é falsa se, e somente se, P e Q sao falsas.
Podemos resumir isto na seguinte tabela.

< <o
<1<
< < <<
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Condicional: Para o condicional temos a seguinte regra: Sejam P e Q duas proposi¢des, entdo a proposi¢ao
P = Q € falsa se, somente se, P e verdadeiro e Q € falso.
Podemos resumir isto na seguinte tabela.

Pl O| P=0
V|V v
V| F F
F |V v
F|F v

Bicondicional: Para a proposi¢cdo bicondicional temos entdo a seguinte regra: P <> Q € verdadeira se os
valores de verdade de P e O coincidem e falsa no caso contrario
Podemos resumir isto na seguinte tabela.

P|O| PSSO
V|V \%
V| F F
F |V F
F | F Vv

Com estas tabelas basicas podemos formar as tabelas das proposi¢des.compostas (uma proposi¢ao formada a
partir de outras proposicdes utilizando conectivos l6gicos, veremos isto.depois) seguindo o seguinte roteiro:
Dada uma uma formula proposicional construimos uma tabg¢la-verdade da seguinte forma

Na linha superior colocamos as subférmulas da férmula proposicional. Dispondo de menor a maior na
formacdo da proposi¢ao.

Para cada subformula teremos uma coluna.

As proposi¢des bésicas sobre as quais esta construida‘a proposi¢do por meio das operacdes logicas sdo
colocadas nas primeiras colunas.

Completamos as linhas em fun¢édo dos valores de verdade das proposicdes basicas. Observar que se temos
k proposicoes bésicas, teremos 2% linhas.

Assim por exemplo: Se a proposi¢cdo € (PV Q) AR teremos como tabela da verdade

(PVQ) || (PVO)AR

Mmoo << <<l
Mmoo < <o < <R
m<m<m< <™

mm<< < << <<
T <d<d<




Como vimos anteriormente a partir de proposi¢cdes simple
proposig¢des compostas.

O conjunto das proposicdes munido das ope onjuncao, disjuncdo formam uma algebra que
¢ a chamada algebra proposicional. Com ela pode ontas". Passamos agora estudar essa dlgebra.

Uma férmula proposicional é uma regra strufda.a partir de um ndmero finito de conectivos lgicos, que
pode ser aplicada a um conjunto d

s formar, utilizando operadores 16gicos,

P(Qla' "an)'
Nesse caso a regra P € a formul ..., Ok sd0 as varidveis. Ao aplicar uma férmula proposicional
P(Q1,...,0x)

(Rla" 'ka)a

o valor l6gico de P € obtido em fungdo dos valores 16gicos das proposi¢des Ry, ..., Ry e das tabelas da verdade
para os conectivos 16gicos utilizando para definir P.

m Exemplo 4.1 Por exemplo
e Considere a formula

Pi(P) = =(=(P).
Quando aplicada a uma proposic¢ao especifica, por exemplo,

P — ”5 < 6”7
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teremos
P (P)=—-(—(5<6)).

Em particular, se P é falsa entdo P; (P) serd falsa.
* Considere a férmula

P(P,Q)=PA(P= Q).
Quando aplicada, por exemplo as proposi¢des
P =70 ntimero x € irracional” Q ="m <5”
teremos
P (P,Q) =0 nimero 7 € irracional e se nimero 7 ¢ irracional entdo 7 < 5 .”

Em particular se P ¢ falsa, para qualquer valor 16gico que assuma Q.a proposi¢do P; (P, Q) sera falsa.
* Considere a férmula

Pi(P,Q,R) =RV (PNQ).
Quanto aplicada, por exemplo, as proposicoes

P="5<m” Q="5¢&numeroimpar’ R ="2dividea 3”
teremos,

Py (P,Q,R) ="2 divide a 3 oum/'< 5 &5 é nimero impar”

Se R é verdadeira entdo para qualquer valorlogico que assuumam P e Q a proposi¢ao P; (P, Q,R) serd
verdadeira.

A seguir estabelecemos um ctitério de equivaléncia entre as férmulas proposicionais.

Definicdo 4.1 Duas férmulas proposicionais Py (Q,...,0k) € P»(01,...,Qf), sdo ditas 16gicamente equiva-
lentes se elas assumem valores 16gicos iguais para quaisquer escolha dos valores 16gicos que podem assumir
as variaveis Q1. .., Or.

Para.proyar que duas férmulas proposicionais sdo equivalentes podem ser utilizadas tabelas da verdade. A
seguir vemos alguns exemplos que mostrar algumas equivaléncia basicas de férmulas proposicionais.
- Dupla Negacdo: "—(—P) = P"
De fato

P|-P|
V| F
|V

~(=P)
v
F

- Idempoténcia:
"PVP=P” e "PAP=P".

De fato
P || PVP || P\P




- Comutatividade:
"PVQ=QVP’ e "PANO=0OAP”.

A prova disto segue imediato da defini¢do de conjunc¢ao e disjungao.
- Associatividade:

"(PVQ)VO=PV(QVO)" e "(PAQ)AO=PA(QAO)".

Mostramos uma, pois a outra se prova de forma similar.

Plolo| (v | (ovo) || Pv(QVvO) | (PVQ)NO
VIV V] V Y v v
V|{V|F| V \% \% \%
VIF|[V| V % \% \%
V|F|F| V F \% \%
F|V| V] V \% \% \%
FIV|F| V % \% \%
FIF|V| F \Y% \% V
F|F|F F F F F

- Distributividade:
"PV(QANO)=(PVQ)AN(PVO)” e "PA(QVR)=(PAQ)V(PVO)".

Novamente mostramos um pois o outro ¢ andlogo

P|O|O|(PVQ)| (PVO) | (QNO) || PV(QAO) || (PVQ)A(PVO)
V|V |V \% A% A% \Y \Y%
V|V |F v \Y% F \Y% \Y%
V|F |V Vv V v v \Y%
V|F|F Vv \% F \Y% \Y%
F|V |V v A% v \Y% \Y%
F|V|F v F F F F
F|F |V F \Y% F F F
F4'E | F F F F F F
- Leis de De Morgan:
"SRV O)F(-P)A(-Q)" e "=(PAQ)=(=P)V(-Q)".
Novamente mostramos uma, a outra é andloga.

PlQ|—-P| Q| (PVQ) || ~(PVQ) || =P)A(=Q)

V| V| F F \Y% F F

VIF| F |V v F F

F|V| V| F \Y% F F

F|F| V|V F A% v

- Lei de exclusdo: "(PV—-P)AQ = Q"

P|—-P | (PV-P)| Q| (PV-P)AQ
V| F Vv Vv \%
V| F \% F F
F|V Vv Vv \%
F| V \ F F
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- Lei de dominacdo: Se O é uma proposi¢ao verdadeira entao

”P\/Q:Q” e ”P/\Q:P”.

De fato
Plol v
VIV V
F |V A%
e
0P| (PrQ
VIV V
VI F F

Da mesma forma que provamos as equivaléncias acima, podemos mostrat-as.seguintes:
* P= Q= (=PVQ).Defato

P -P Q P= Q -PV Q
V| F |V Vv \'%
V| F F F F
F| V |V A% A%
F| V | F \" V
Trataremos, daqui para frente, a identidade
P=0Q0=-PVQ
de defini¢do do condicional (=).
* PSS 0=[(P= Q)N (@= P)].De fato
P|O|\P=0|0=P || Ps0O| (P=0)A(Q=P)
VIV YA A% A% A%
VIE F A% F F
F Vv V F F F
F | F A% A% Vv A%

Trataremos, daqui para frente, a identidade
P& Q=(P=Q)A(Q=P)

de definicao do bicondicional (<).

A férmula proposicional dada pelo condicional

Ri(P,Q)=(P= Q)
€ equivalente a
R:(P.Q) = {-[PA(-Q)]}.
Para ver isto utilizamos as identidades acima

P=0 = -PVQ
=[PA(=Q)]-

A partir da proposi¢@o condicional podemos definir as seguintes proposicdes

* Reciproca: Dada uma proposi¢ao condicional P = Q definimos a proposicéo reciproca por Q = P.
* Inversa: Dada uma proposi¢do condicional P = Q definimos a proposicdo inversa por =P = —Q.
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» Contrapositiva: Dada uma proposicdo condicional P = Q definimos a proposi¢do contrapositiva por
—Q = —P. A férmula da contrapositiva é equivalente ao condicional. De fato, se

Ri(P,Q)=(P=0) e Ry(PQ)=(-Q=—P),

utilizando as regras acima vemos que
P=0Q = -PVQO

=(=Q)V (=P)
= -0=-P

Se R € uma proposicao falsa entdo P AR é falsae PV R = P.

Demonstracdo. De fato, se R é falsa —R € verdadeira. Utilizando a lei de dominag¢ao temos

-(PAR) = —-PV-R
= =R — Deonde R falsa garante P A R & falsa.

Para a segunda, vemos que

-(PVR) = —-PA-R
= —P — Deonde R é falsa garante (PVR) = P.
|
A férmula proposicional
Ri(P)=PV-P
€ sempre verdadeira para qualquer valor que pessa assumir P, e a férmula proposicional
R,(P)=PA—-P
& sempre falsa para qualquer valor que possa assumir P.
Demonstragdo. Para mostrar que#’ V —P é sempre verdadeira observamos que
P | —-P | PV—-P
V| F \Y%
F| V v
Da mesma forma, P A=P € sempre falsa. De fato,
P | —-P| PA-P
V| F F
F| V F
|

Definicdo 4.2 Uma férmula proposicional Q = Q(P},...,P) é uma
* Tautologia quando o seu valor de verdade ¢ Verdadeiro independentemente dos valores de verdade que

possam assumir as varidveis Py, ..., P, que a compdem.
» Contradi¢ao quando o seu valor de verdade é Falso independentemente dos valores de verdade que
possam assumir as varidveis Py, ..., P, que a compdem.

» Contingéncia se nao for Tautologia nem Contradigao.

As Tautologias recebem o nome de Leis da logica.
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m Exemplo 4.2

R(P,Q)=[(P=Q)A—Q] = —P

€ uma tautologia.

De fato, construindo a tabela de verdade vemos que:

* Dadas P e Q proposi¢des, vamos mostrar que a férmula

Pl|Q| Q| P=0|(P=>0Q)A-Q | P | [P=Q)A-Q]=—P
V|V | F \Y% F F A%
V|F| V F F F v
F|V| F \Y% F \Y% A%
F|F| V A% v v A%
* Dadas P e Q proposi¢des, vamos mostrar que a férmula
R(P,Q) =PA=(QVP)
¢ uma contradigao.
De fato, construindo a tablea de verdade vemos que:
P| Q| QVP | —=(QVP) || PA-(QVP)
V|V A% F F
V| F A% F F
F|V \Y% F F
F | F F \Y% F

Com as leis e resultados acima podemos fazer.contas com as proposicdes. Vejamos a seguir alguns exemplos.

m Exemplo 4.3 Vamos mostrar que as seguintes equivaléncias entre férmulas proposicionais
* (PANQ) = R]=[P= (Q= R)| (estaférmula € conhecida como Lei de exportacio).

De fato
(PANQ)=R = —(PAQ)VR ((definicdo de =)
= (=PV—-Q)VR (DeMorgan)
= ~PV(—QVR) (associatividade)
= =SPV(Q=R) (definicdo de =)
= P=(0=R) (definicdode=).
+ [(PA-Q) = APAR = ~0)| = [QA (P = R)
De fato,
(PV—0)= —[(PAR)=—-0] = —(PV-Q)V—[-~(PAR)V~-Q) (defini¢dode =)
= (=PAQ)V[(PAR)ANQ] (De Morgan)
= [PV (PAR)]AQ (distributividade)
= [(=PVP)AN(=PVR)|]ANQ (associatividade)

(pois (—PV P) é Verdadeira)

(definicao de =).

* Vamos ver como expressar a férmula do condicional e do bicondicional utilizando somente a negacdo e a

= [(=PVR)]AQ
= OA(P=R)
disjuncao.
P=Q = —(=(P=0Q)) (duplanegagio)
= =[PA(—Q)] (defini¢do de =)
-PVQ (DeMorgan).

Para o bicondicional temos, pelo visto para o condicional e a defini¢do, que

P& 0

(P=0)N(Q=P)
(=PVQ)A(-QVP)
=[~(=PVQ)V~(=QVP)]

(defini¢do de =)

(relag@o vista acima e De Morgan)



— Leis da Absorcdo. Sejam P e Q proposi¢des, entdo
PV(PANQ)=P e PA(PVQ)=P,

Demonstracdo. Observamos que se R € uma proposicao que sempre € verdadeira, temos que
PV(PANQ) = (PAR)V(PAQ) (R é verdadeira)
= PA(RVQ) (distributividade)
= PAR (R é verdadeira)
= P (R é verdadeira).
Também
PA(PVQ) = —[-PV—(PVQ)] (duplanegacdo)
=[=PV (=PA—-Q)] (DeMorgan)

—[=P] (resultado anterior)

= P (dupla negagio).






5. Argumentacdo Logica
P S -

0

sicdes pela qual, junto com as regras da
e pois/nos permite, principalmente, encontrar o
amente, ajuda na resolug@o de problemas

A argumentacgdo légica € uma organizacao ou estruturacao de prop
l6gica, chegamos a uma concluséo ou solugao. '
caminho correto para a resolucao de um pro
praticos do dia a dia.

Definicdo 5.1 Sejam P e Q duas proposi¢des. Dizemos que P implica logicamente Q (ou P implica Q) e o
denotamos por

P OQ.
se a proposi¢ao composta
Pi(P,Q)=[P= 0]

D4

¢é verdadeira.

Obs.\'em I que e O sdo duas proposi¢des temos que a tabela da verdade do condicional é
P|lO| P=0
V|V A%
V| F F
F |V v
F|F v

Portanto, para que o condicional seja verdadeira temos que pedir que se P € verdadeira, entdo Q é verdadeira.
Veremos isso com mais detalhes depois.

Definicdo 5.2 * Um raciocinio ou argumento 16gico ¢ a afirmagdo de que uma proposicdo C, cha-
mada conclusdo, é consequéncia de outras proposi¢des, Py, ..., P,, chamadas premisas. Neste caso,
denotamos

{Pi,---,B,}FC
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e Um argumento € valido ou correto se a conjungio das premisas implica 16gicamente a conclusio, isto
¢, se a formula

Q](P],..../P,“C) = [P] /\'-'/\Pn éC}
é verdadeira quando avaliada em Py, ..., P,,C ou, equivalentemente,
PAN---AP,FC.

Neste caso a conclusio é chamada de Teorema.
¢ Uma falacia e um raciocinio que néo é valido.

Vamos mostrar agora, utilizando o que foi visto acima, duas regras canonicas da@rgumentacao logica: As

regras de Modus Ponens e Modus Tollens.

Observamos que estas regras sdo na verdade férmulas que valem sempre que as componentes forem

substituidas por proposi¢cdes com seus respectivos valores de verdade.

* A regra Modus Ponendo Ponens (do Latim "maneira que afirma afirmando") ou afirmacdo do antecedente.

Chamamos esta regra de modus ponens por simplicidade. Esta regraspode ser eserita da seguinte forma:
sejam P e O duas proposi¢des entdo

{P=0, P} Q.
Para isto, considere proposi¢ao
R(P,Q)=PA(P= Q)

e vamos mostrar que R implica l6gicamente @, isto €, R - Q. Construimos a tabela

Pie | P=0/R|R=0

Vivl v [V Vv

VIIF|/"F |F| V

F(v] v |F| Vv

BELF| V |F| V
)

Portanto a férmula S(P, Q)= [R(P,Q) =
mente Q para quaisquer valores de P e Q.
Um exemplo dategra de Modus ponens € a seguinte

| é uma tautologia, de onde segue que R(P, Q) implica l6gica-

"Se hoje € domingo entdo ndo trabalho. Hoje € domingo. Logo, ndo trabalho."

Podemos também mostrar este argumento utilizando as regras de célculo proposicional, para isto observa-
mos.que

[(P=Q)AP|=0Q = [(-PVQ)AP]=Q (definicdo =)
[(=PAP)V(QAP)]= Q (associatividade)
(OAP)= Q (dominagéo)
= —(QAP)VQ (definicdo =)
= (-QV-PVQ) (DeMorgan)
= (=QVQ)V—P (associatividade)
que é uma tautologia pois =QV Q = —(Q A —Q) é verdadeira.
A regra de Modus Tollendo Tollens (do Latim: "maneira que nega por negacdo") ou negacdo do
consequente. Chamamos esta regra de modus tollens por simplicidade. Esta regra pode ser escrita na
forma

{P=0, ~Q}+-P
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Para isto, considere proposi¢ao

R(P.Q)=—-QN(P=0)

e vamos mostrar que R implica l6gicamente Q, isto é, R = Q. Construimos a tabela

Plo|P=0|-0|R|-P|R=>-P
VIV vV | F [F|F \
V|E| F |V |F|F \%
F|V| V | F|F|V \%
F|F| V |V |V]|V \

Portanto a férmula S(P,Q) = [R(P,Q) = —P] é uma tautologia, de onde segue que R(P,Q) implica
l6gicamente —P para quaisquer valores de P e Q.
Um exemplo da regra de Modus Tollens € a seguinte

"Se hoje € domingo entdo nao trabalho. Trabalho. Logo, hoje ndo é domingo."

Podemos também mostrar este argumento utilizando as regras de célculo.proposicioenal, para isto observa-
mos que

[(P=Q)A=Q]=—-P = [(-PVQ)A—-Q]= —P /(definicio =)

= [(=PA=Q)V(QA=Q)}= —P. (distributividade)
[(=PA=Q)] = —P (pois (Q A—Q) é Falsa e dominag@o)

= =(=PA-Q)\V—P (definicio =)

= (PVQ)V.—P (DeMorgan)

= QV(PV~—P) (asociatividade)
que é uma tautologia pois =PV P = (P A=P) é verdadeira.
Associadas a estas regras temos duas faldcias ou argumentos invédlidos que sdo de uso cotidiano na forma de
raciocinar:
* Falicia da afirmacio do consequénte: E muito similar a Modus Ponens. A férmula proposicional da

mesma é
{P=0, 0P
Para ver que o argumento € invélido temos que mostrar que a férmula do argumento nao € uma tautologia.
De fato, se
R(P,Q) = (P ="Q) N Q
temos
P|lO|P=Q|R|R=P
V|V \Y% \Y% \Y%
V| F F F A%
F|V v v F
F | F v F \Y%

Um exemplo desta faldcia € o seguinte argumento
"Se hoje € domingo entdo ndo trabalho. Nao trabalho. Logo, hoje é domingo."
Veja que, neste caso,
P ="Hoje é domingo” @ = "Naio trabalho”

e argumento nao se sustenta precisamente quando P € falso e Q verdadeiro, pois pode ser segunda-feira e,
no caso, também nao trabalhar.
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» Falacia da negacio do antecedente: E muito similar a Modus Tollens. A férmula proposicional da
mesma €

{P=0, ~P}+- -0

Para ver que o argumento € invalido temos que mostrar que a férmula do argumento nao € uma tautologia.
De fato, se

R(P,Q) = (P= Q) A (=P)

temos
PlOo|P=0Q|-P|R|-Q| R=-0
ViV V [ F|F|F \
V|F| F F |F| V \%
F|V| V |V |V|F F
F|F| V |V |V]|V \

Um exemplo da faldcia € o seguinte argumento
"Se hoje € domingo entdo nao trabalho. Hoje nao.é dominge.d.ogo, trabalho."
Veja que, neste caso,
P ="Hoje € domingo” ( = "Nao trabalho”

e argumento nao se sustenta precisamente quando P € falso e Q verdadeiro, pois pode ser segunda-feira e,
no caso, também nao trabalhar.

Estas duas faldcias vistas acima sdo ‘a mais comuns em argumentacdo de prova. Principalmente nos
resultados em que temos que provarque uma propriedade vale para todo elemento de um conjunto. A faldcia
surge ao argumentar que como "vale para um caso particular vale para todo". Isto é uma falacia do tipo
afirmacao do consequente, poiS'a argumentacdo correta € que se "vale para todo elemento do conjunto, vale
para o caso particular”. Isto ficard mais claro quando sejam vistos os quatificadores.

A seguir estudamos alguns exemplos de regras de argumentos 16gicos com as mesmas técnicas que estudamos
acima.

= Exemplo 5.1 » Considere as seguintes formulas proposicionais
Pi=(P=0) P=(R=-0) Ps=R C=(-P)
e g argumento
{P|, P,, P;} FC.

A tabela de verdade associada a este argumento €

P|O|R | P |PB|PANPBANP | C | ANPBANP;=C
VI V|V |V |F Vv F A\
VIV|IF|V |V F F A\
V|IF|V|F |V F F V
VIF|F|F |V F F Vv
F|V| V|V |V V V A%
F|V|F |V |V F Vv A\
F|F| V|V |V V Vv A%
F|F|F |V |V F A% A\
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portanto o argumento € valido. Um exemplo deste tipo de argumento é
— P ="hoje é dia 15".
— (O ="amanha é dia 16"
— R ="hoje é dia 13"
Entao
— P; ="Se hoje € dia 15 entdo amanha é dia 16"
— P, ="Se hoje é dia 13 amanha nao é dia 16"
— P; ="Hoje € dia 13"
— C ="Hoje ndo é dia 15"
€ 0 argumento seria:

"Se hoje € dia 15 entdo amanha € dia 16. Se hoje € dia 13 amanha no € dia 16. Hoje’¢ dia 13. Logo; hoje
ndo € dia 15."

Podemos também mostrar que este argumento € valido utilizando as regras de calculo proposicional, para
isto observamos que

PAPBAP;=-P = (P=Q)A(R=-Q)AR=—P
—PVQ)A(-RVQ)AR=—P (definicio =)
=PV Q)A[(-RV Q) AR)] = =P. (associatividade)

(
(
(
= (=PVQO)A[(-RAR)VA(OAR)] = —P (distributividade)
(
(
(

-PVQ)A(QAR)= =P (dominagio)
“PAQAR)V(OANQAR)=—P (distributividade)
“PAQAR)V(QAR)= —P (idempoténcia)

= ["PA(QAR)|V(QAR) = —P (associatividade)
—P =/ =P/ (absorcdo)

(P\V —P)  (defini¢do =)
que € claramente uma tautologia.
Considere as seguintes formulas proposicionais

PP=(P=Q) PL=(Q=R) C=(P=R)
€ 0 argumento
{P{, L} EC.

Este argumento é conhecido como Silogismo Hipotético. A tabela de verdade associada a este argumento

7z

€

PIO|R|P | B |PAND|C|PAANPL=C
ViV |V| V|V v v Vv
VI V|F |V |F F F v
VIF|V|F|V F v Vv
VI F|F|F |V F F Vv
F|{V|V |V |V v v Vv
F|{V|F|V|F F v v
F|F|V |V |V v v Vv
F|F|F |V |V v v Vv

portanto o argumento € valido. Um exemplo deste tipo de argumento é
— P ="ontem foi dia 14".
— O ="hoje é dia 15"
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— R —"amanhi é dia 16"
Entao

— P; ="Se ontem foi dia 14 entio hoje € dia 15".
— P, ="Se hoje € dia 15 entdo amanha € dia 16".

— C ="Se ontem foi dia 14 entdo amanha € dia 16".

€ 0 argumento seria:

"Se ontem foi dia 14 entdo hoje € dia 15. Se hoje € dia 15 entdo amanha € dia 16. Logo, se ontem foi dia
14 entdo amanhi € dia 16."

Podemos também mostrar que este argumento € valido utilizando as regras de caleulo propesicional, para

isto observamos que

PANP=C =

P
P

[
[
[
[
[
[

-

= =

|VI(P=Q)AR)] = (-PVR)
=P]V[(=PV Q) AR)] = (-PVR)
=PV (=PV Q)]A[-PVR] = (-PVR)
[-PV (=PV Q)] A[-PVR]]V(=PVR)
=PV (=PV Q)] V[-(=PV.R)]V(-PVR)

(P=Q)A(Q=R)]= (P=R)
(P=Q)A(~QVR)]|= (-PVR)
(P=Q)A=Q]V[(P= Q) AR)] = (-PVR)

(defini¢do =)
(Distributividade)
(Modus Tollens)

(definicao =)
(Distributividade)
(defini¢ao =)

(De Morgan)

Que ¢ uma tautologia pois [~(—PV R)] V (=P R) é sempre Verdadeira.

Nos detemos um pouco na questdo de como utilizamos, em matematica, a argumentagdo légica para provar

que um determinado argumento

{Pi,....,P,} FC,

¢ viélido. Neste caso sabemos que o quetemos que provar € que a proposi¢ao

o(P,....P,,CY =[P A---AP, = (],

onde Py,..., B, 830 as premisas e C é a conclusdo, é verdadeira. A proposi¢do Q(P, ...

tabela da verdade

PIN---NPB,

P A

,P,,C) tem a seguinte

AP, =C

< <

o <im <A

v

F
v
v

Portanto, para mostrar que o argumento € valido, temos que ver que NUNCA OCORRE o caso em que

PiA---AP,: Verdadeira e C:Falsa

Isto pode ser feito de diferentes formas:

* Forma Direta: Assumindo que P; A--- A P, € verdadeira (portanto cada uma das P; sdo verdadeiras)
chegamos, utilizando as ferramentas matematicas que dispomos, o cédlculo proposicional e/ou tabelas da
verdade, que a tinica posibilidade para a conclusdo C € ser uma proposicdo verdadeira.
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* Forma Indireta: Utilizando a equivaléncia contrapositiva,
PAN---ANP,=C = —\(P1/\---/\Pn)\/c
= CV—(PA---AB)
= (O VA(PA---AR)
= C=—(PA---AP).
cuja tabela da verdade é

PN---ANP, | C | =°C —\(P1/\---/\Pn) —\C:>—\(P1/\-~-/\Pn)
A% V| F F A%
Vv F| V F F
F V| F Vv A%
F F| V Vv A\

Desta forma, para mostrar que o argumento € valido devemos mostrar que se assumimos a €' como sendo
falsa chegamos, utilizando as ferramentas matematicas que dispomos, o célculo proposicional e/ou tabelas
da verdade, a que a tnica posibilidade para =(P; A--- A P,) seja ser uma proposi¢do verdadeira e portanto,
o que estd grifado em verde ndo acontece.

* Reducao ao Absurdo: O método consiste em mostrar a partir de supostos que alguma das proposi¢oes
que constituem o argumento ndo pode ser uma proposicdo, o que € um absurdo ou paradoxo. Ele se baseia
em que a negacao de uma tautologia € uma contradicao. Como

“(PLA---AP,=C)=—=(=(PLA---AP)VC) =P Aso: NPy XN—C
a ideia € provar que
PiA---ANB, A (—C)

€ um contradi¢do légica. Fazendo a tabela da verdade yemos que,

PN--tAPfYCE |, 2C || PAN---ANB,ANC
Vv Vi F F
v F| V v
F V| F F
F F| V F

e portanto, deve-se mostrar que:o que estd grifado em verde nao acontece.
Assim, este caso.consiste em mostrar utilizando as ferramentas matemaéticas que dispomos, o cdlculo
proposicional/e/ou tabelas da verdade, que se assumimos que as P; sao verdadeiras e C falsa chegamos a
que uma das proposi¢ées que compdem o argumento (geralmente C, mas pode ser alguma das P; também)
tem dois valores de verdade (Verdadeiro e Falso) simultineamente violando o principio de exclusio.
De onde segue que esta ndo pode ser uma proposi¢cdo, o que € um absurdo que provém dos supostos.
Consequéntemente o grifado em verde ndo pode acontecer.
Dado um determinado argumento que devemos provar escolheremos a forma em que vamos mostra-lo. A
forma que serd’empregada na demonstracdo depende do contexto. Muitas vezes uma € mais conveniente respeito
das outras por ser mais simples de ser aplicada.
De forma geral,
* Se vamos mostrar que P - O mostramos P = Q é verdadeira e, portanto, que nunca ocorre 0 caso em que
P ¢é verdadeira e Q € falsa.

* Se vamos mostrar que P = Q entdo devemos mostrar que P+ Q e que Q I P, isto €, que o bicondicional
P & O € uma verdadeira e, portanto, nunca ocorre o0 caso em que as proposicoes tem valores 16gicos
diferentes.

= Exemplo 5.2 * A gente aplica algum dos trés métodos no dia a dia: Suponha, por exemplo, que vocé
mora numa kitnet (casas maiores requerem mais pasos porém o raciocinio € similar) e vocé tem que sair e
precisa das chaves porque estd trancado do lado de dentro. Entdo, para buscar a chave, o raciocinio que
vocé aplica é
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"Se a chave nao esta na sala entdo esta no banheiro".

Vamos mostrar que este raciocinio € valido das trés formas vistas acima.
Primeiramente, denotamos por

P; =”H4 uma chave”, P, ="A chave ndo estd na sala”,

C = A chave esta no banheiro”.

O argumento entao é
{P,P} FC,

e queremos mostrar que € valido, isto é, provar que
O(P,P,,C)=[PANP, = (]

é verdadeira.
Assumimos que P; é sempre verdadeira pois sabemos que ha uma chave.

Banfwiro

— Direta: Assumimos P; A P, como verdadeira. Entdo, como a casa tem 2 comodos, se a chave nao
estd na sala (P; € verdadeira) tem que estdr no outro comodo. Como este comodo € o banheiro ela
deve estar no banheiro. De onde C € verdadeira.

— Indireta: (similar a direta:s6 que na outra direcao). Assumimos que C € falsa. Entao a chave ndo estd
no banheiro. Novamente, como a casa tem dois cdmodos, entdo deve estar no outro cémodo, que € a
sala. De onde a chave esté na sala e, portanto, P, é falsa. De onde P; A P, € falsa.

— Absurdo: Neste caso assumimos P; A P, A —C € verdadeira, isto é, que a chave ndo estd na sala e que
também naorestd no banheiro. Portanto, como a casa tem dois cémodos, ndo pode estar na casa.
Mas a gente estava dentro da casa e teve que abrir a porta. De onde segue que a casa nao tem chave.
Isto/€ um absurdo (pois sabemos que hd uma chave) que provém de supor que a chave ndo estd no

banheiro.
* Considere as proposicoes
P = "o ndmero natural N € divisivel por 2"

P, = "o ndmero natural N € divisivel por 3"
C = "o'numero natural N é divisivel por 6"
Queremos mostrar que {P;, P>} - C é um argumento valido. Ou, dito de outra forma, que

"Se o nimero natural N € divisivel por 2 e o niimero natural NV € divisivel por 3 entdo o nimero natural N
¢ divisivel por 6"

Vamos mostrar isto das trés formas deferentes vistas acima:
— Direta. Assuma que P; e P, s@o verdadeiras, isto €, que o nimero natural N é talque N =2-re
N = 3k entdo, como (2,3) = 1 existe um 7 € N tal que k = 2-¢. Portanto

N=3k=3-2-t=6-1.

de onde C € verdadeira.
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— Indireta. Assuma que C ¢ falsa, e —=C verdadeira, isto é ,que N =6-k+rcom 0 < r < 6.
Modo 1: Se 2|r (P, verdadeira) entdo 3 Jr pois, se dividisse terfamos que 6|r, 0 que ndo acontece.
Portanto P, é falsa e, consequéntemente P; A P, é falsa, de onde —(P; A P,) é verdadeira.
Modo 2: Se 3|r (P, verdadeira) entdo 2 Jr pois, se dividisse terfamos que 6|r, 0 que ndo acontece.
Portanto P; é falsa e, consequéntemente P; A P, é falsa, de onde —(P; A P,) é verdadeira.
— Absurdo: Assuma que P, e P, sdo verdadeiras e C é falsa, isto é que 2|N, 3|N e N = 6k +r com
0 < r < 6. Entdo, como 2|N temos que N = 2m pois e, como 3|n e (2,3) = 1 temos que m = 3m’ de
onde N = 6m’. De onde obtemos que C é verdadeira e falsa a0 mesmo tempo, e portanto nao pode
ser uma proposicao, o que € um absurdo que provém do fato de supor que C ¢ falsa.
* Considere as proposicoes
P, = "N? um inteiro miltiplo divisivel por 3"
C = "N é um ndmero inteiro divisivel por 3"
Queremos mostrar que P; - C € um argumento vélido. Ou, dito de outra forma, que

"Se N2 um inteiro miltiplo divisivel por 3 entdo N é um nimero inteiro divisivel por 3"

Vamos mostrar isto das trés formas deferentes vistas acima, mas antes-de.comegar.observamos que se N é
um nimero inteiro entdo, do algoritmo da divisao,

N=3-k+r kcZ, 0<r<3
portanto

N?>=3-(3-k>42-k)+r*

onde
0 se r=0
— 1 se r=1
4 se r=2

— Direta. Assuma queP; é verdadeira entdo r2 =0, de onde r = 0. Portanto 3 divide a N e C é
verdadeira.

— Indireta. Assuma que € ¢ falsa, e —C verdadeira. Pelo visto no comeco, isto garante que N =3 -k—+r
comr =1 our=2. De onde P, é falsa

— Absurdo: Assuma que Py é verdadeira e C é falsa. Entdo, N =3-ke N> =3-k'+r? parar’> = 1, ou
r? = 4+ Pelo visto no comego, a segunda afirmagdo garante que N =3 -/ +r parar =1 our =2, de
onde segue.que N nao pode ser divisivel por 3 e portanto P; também € falsa, o que € um absurdo.

|






Existem frases declarativas que ndo ha como dizer se sao verdadeir falsas pois dependem do valor que
assume uma variavel para que possam ser considerada 0 proposi¢do. Estas sdo chamadas de fungdes
proposicionais. Para definir corretamente o concei a0 proposicional precisamos da no¢@o de conjunto.

A nocgdo de conjunto, elemento e pertinéncia, 0 basicos da matematica e aceitos sem definicao.
Algo similar ao que acontece com pontos, retas netria. No entanto, podemos dizer que

* Um agrupamento, classe, co , em geral, um conjunto.
* Cada membro ou objeto qui o conjunto é chamado de elemento do conjunto.
* Se A é um conjunto € @ um elem a na formacdo do conjunto A dizemos que a pertence a A e
escrevemos a € A. Caso contrai S que a ndo pertence a A e escrevemos a & A.
* Um conjunto € dito Uni le contém todos os elementos que estdo em discusdo. Geralmente
denotamos a este conjunto por A ou
A teoria de conjuntos se constréi 0 a partir destes trés conceitos basicos: conjunto, elemento e relagdo de
pertenéncia.

s elementos de um conjunto a partir de uma propriedade de seus elementos de forma
demos ter problemas. Por exemplo, considere

= {X conjunto, X £ X}

rvamos que dizer que X conjunto tal que X ¢ X ou X € X nio € absurdo. De fato

* Seja A o conjunto de todos os carros, como A nao é um carro temos que A ¢ A.
* Seja A o conjunto das ideias abstratas € um conjunto que, por ser uma ideia abstrata, ¢ um conjunto
satisfaz A € A.

No entanto, &' ndo é um conjunto. De fato, se assumimos que € conjunto, observamos que:

» Se 0 € U entao, da defini¢do, O & 0.
* Por outro lado & & & entdao & € 0. O que é uma contradigio.

O problema parte de admitir que & € conjunto. Este problema é conhecido como Paradoxo de Russel. Em
particular, decorre disto que a coleg¢@o de todos os conjuntos ndo € um conjunto.

Para representar graficamente conjuntos,utilizamos os diagramas de Venn (em honor a John Venn, mateméatico
inglés). Para isso comecamos desenhando um quadrado que € o conjunto universal U e dentro dele utilizamos
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uma linha fechada que ndo possui auto-intersec¢ao para representar o conjunto A. Dentro dela, utilizando pontos,
representamos os elementos do conjunto A.

m Exemplo 6.1 Se A = {qa, b, c} entdo

Outra forma de representar os conjuntos € por listando todos seus elementos entre chaves. Por exemplo,
A={a,b,c,d, ...}.

Estudaremos na préxima secao a teoria de conjuntos com mais detalhes.

Definicdo 6.1 Uma fun¢do proposicional € uma sentenga declarativa que possui uma variavel aberta e, ao
substituir esta varidvel por um valor se torna uma proposi¢ao.

A fung@o proposicional esta composta de um conjunto A e de um juizo declarativo P(x), onde x € a
varidvel, que toma valores em um conjunto A chamado universo discursivo.

O dominio de verdade de P é conjunto que denotamos por Dom(P) dado por

Dom(P) = {a € A, P(a) é verdadeira}

Denotamos a fung¢do proposicional por (A, P(x)) ou simplesmente P(x) quando damos por subentendido o
conjunto A.

m Exemplo 6.2 » P(x) ="x>=9"e A = N. Seu dominio de verdade é Dom(P) = {3}.
* P(x) ="x<5"eA=NU{0}. Seu dominio de verdade ¢ Dom(P) = {0,1,2,3,4,5}.
* P(x) = "x é o melhor time de futebol do mundo"e A = {times de futebol}. Seu dominio de verdade é
Dom(P) = {Boca Juniors}.
]

Se temos uma fun¢do proposicional (A,P(x)) podemos nos perguntar para quantos elementos de A a
proposicdo € yerdadeira?. As respostas podem ser: todos, alguns, um e nenhum. Passamos agora a ver estes
quantificadores.

Formalmente, se.P ¢ um proposi¢do, existem dois quantificadores

* Quantificadot universal (ou para todo): que é simbolizado por

Vx, P

e se 1€, "para todo x temos P".
A proposi¢do assim construida serd verdadeira se para todo valor que pode assumir x, P for verdadeira.
* Quantificador de existencia (ou existe): que é simbolizado por

Ix, P ==V x, —P]

e se 1€, "existe x tal que P" ou "ndo é verdade que para todo x temos que P € falsa".
A proposic¢do assim construida serd verdadeira se existe um valor que pode assumir x tal que P € verdadeira.
Com estes quantificadores construimos os chamados de quantificadores delimitados como segue: Seja
(A, P(x)) uma funcdo proposicional
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* Quantificador Universal delimitado: '"Para todo x em A, P(x) é verdadeira. "
A notacdo para esta expressao €

VxeA, P(x):=Vx, [(x€A)= P(x)].

Neste caso a proposigdo é verdadeira se P(x) é verdadeira para todo x € A.
* Quantificador Existencial delimitado: ""Existe x em A tal que P(x) é verdadeira. "
A notagao para esta expressao €

dx €A, P(x):=3x, [(x€A)AP(x)].

Neste caso a proposicéo é verdadeira se P(x) é verdadeira para, pelo menos, um'x € A.
* Quantificador Existencial de unicidade delimitado: '"Existe um tinico x em A tal que P(x) é verdadeira."
A notagdo para esta expressao é
A xeA, Px)=3xcAVyeA[(P(x)AP®Y)) < (x=y)].
Neste caso a proposicéo é verdadeira se P(x) é verdadeira para um dnico x € A.

Os quantificadores permitem transformam uma fun¢do proposicional em-uma proposicao.

= Exemplo 6.3 * A proposic¢ao:

P ="para todo niimero real x, se¢’x> = Lentioxc {—1,1}"

pode ser escrita
P=Vx,xeR= (*=1=xc{-11})

a negacdo dela seria
-P = 3x xRNSR =15 £E§-1,1}]

= Jx, x eERAGTS) A {-1,1}]
* A proposic¢ao:

P ='"existe um nimero real x tal que x> = lex € {—1,1}"

pode ser escrita
P=3x4 xeRA{(*=1)A[xe{-1,1}]}.

Sua negacdo dela seria
~Pl= Vx, —[xeRA{(F=1A[xe{-1,1}]}]

= Vx,x¢RV(*# 1) Vxg{-1,1}].
* A proposigao:

P ="Existe um nimero natural maior que 5"
pode ser escrita
P=3x,xe NA(x>5).
Sua negacdo seria
-“P=Vx, xe N= (x <5).
* A proposi¢ao:

P ="Todo niimero natural divisivel por 2 é par"
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pode ser escrita

P=Vx,xe N=(2|x = xépar.)
Sua negacao seria

“P=3x, xeNA-(2|x = xépar)

|
Para negar as proposi¢des construidas com quantificadores temos a seguinte regra de De Morgan que segue
da definicao: Dada P uma proposi¢cao temos
—[vx, Pl = —[~(3x(=P))]
= dx, (—P).
Da regra acima, decorre a seguinte regra:
“Bx Pl = —[3x =(=(P))]
= —\[—\(Vx7 ﬂP)]
= Vx, =P
Com isto, podemos mostrar que
-[3x€A, P(x)] = —[3Fx, (x€AAP(x))]
= Vx [-(x€A) V=SR]
= Vx, 2(x€A)V-P(x)
= Vux (x€A)=Px)
= Vx €A, —~P(x).
e que
-[Vxe€A, P(x)] = 3x, #[(xeA = Pkx))]
= 3Jx,=[-(x¥€A)VP(x)]
= dx, (x€A)A(=P(x))
= dxe€A, -P(x).

Chegamos assim nas seguintes regras:

o \[VxEA, P(x)] = 3IxcA, -P(x)
o/ —[3x€A P(x)] = VxeA, —P(x)

m Exemplo 6.4 Considere as seguintes fungdes proposicionais:
. a)

"Existe x € R tal que x>+ 1 = 16."
Escrevemos
IeR, F*+1=16
€ sua negagao

—[IER, ¥ +1=16] = VxeR, =(x*+1=16)

= VxeR,x¥*+1#16.
ob)
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"para todo x € R tal que x> — 1 =24 temos x+ 1 > 6.”

Escrevemos
VxeR, X +1=16=x+1>6

€ sua negagao
VX ER, X +1=16=x+1>6] = IxeR, ~(x*+1=16=x+1>6)
= FxeR, A [-(*+1=16)V(x+1>6)]
= JxeR, (P +1=16)A-(x+1>6)
= JxeR, (P +1=16)A(x+1<6).

A demonstragdo das proposi¢cdes com quantificadores pode ser feita de forma direta ou provando que sua
negacdo ¢ falsa.

» Exemplo 6.5 o Vx e (1,+0), x <22
Sejax > 1 entdo

P=xx>x1=x
* dx € N tal que 2x > 201.
Sejax = 101 entdo 2(101) =202 > 201.

No caso de querermos demonstrar a falsidade das proposi¢des
* com quantificador universal: se utiliza o0'método de contraexemplo. Ou seja, para mostrar que

Vx €A, P(x)

¢ falsa se procura um elemento a € A'tal que —P(a) ¢ verdadeira. Tal elemento, se existir, recebe o nome
de contraexemplo.

* com quantificador existéncial: se prova dire€tamente a nao existéncia do elemento ou se prova que a
negacao dela € verdadeira.

a Exemplo 6.6 o Vx € (0,+09), x < x2
Sejax = 1/2 entdo
, 1

X =- LG

4 2

portanto a proposicao € falsa.
»"Jx € (0,100) tal que2x > 201.
= Direto: Se 0'< x < 100 entdo 0 < 2x < 200 portanto 2x < 200 < 201. de onde a proposic¢ao é falsa.
— Negacao: provamos que
—[3x € (0,100), 2x >201] = Vxe€ (0,100),[2x > 201]
= Vx€(0,100),2x <201.
De fato, se 0 < x < 100 entdo 0 < 2x < 200 < 201. Portanto a negacdo da proposi¢cdo é verdadeira e,
consequéntemente, a proposicao ¢é falsa.
|

Com isto podemos construir a seguinte tabela que relaciona como mostrar que a veracidade ou falsidade das
proposi¢des com um quatificador.

Proposi¢ao Quando é Verdadeira Quando ¢é Falsa
VacA, P(a) Paratodoa € A Existe a € A para
P(a) é verdadeira o qual P(a) é falsa.
Ja€A, P(a) Existe a € A para o Para todoa € A
qual P(a) é verdadeira P(a) é falsa.
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Observamos que nada temos falado das proposi¢des com o quantificador 3!. Isto porque ele é construido a
partir da conjuncdo de duas proposicdes com quantificadores.

Passamos a estudar proposi¢des com dois quantificadores. De modo geral, estas proposicoes podem-se
resumir a quatro casos. Dada P(a,b) uma fungdo proposicional em um universo U e A, B conjuntos em U,
temos as seguintes proposicoes

*YacA,VYbeB, P(a,b).

*YacA,3beB, P(a,b).

* dacANDbeB, Pla,b).

* dJacA,3beB, P(a,b).

E facil ver que
VacA, VbeB, Plx,y =VbeB,VacA, Pla,b).

De fato se para todo a € A temos V b € B, P(a,b) entdo P(a,b) é verdadeira para'todo a € Ae b € B. De
onde segue que para todo b € B temos que V a € A, P(a,b) é veraddeira. De forma similar, temos que

JacA,3beB, Pla,p)=3beB, Jac A, P(a,b).

Pois se existe a € A tal que 3 b € B, P(a,b) é verdadeira, entdo existem a/€ A e b € B tal que P(a,b) é
verdadeira. De onde segue que é equivalente a dizer que existe b € B'tal que 3 A €A, P(a,b) é verdadeira.

No entanto, observamos que, de forma geral, temos
VYac€A,3beB, Pla,b)A3beB,Va€cA, Pla,b).
Sabemos que
{3beB,VacA, Pla,b)} -V agA, Ib€B, P(a,b):

De fato, se existe b tal que para todo a € A temos que P(a,b) é verdadeira entdo para todo a € A existe
b € B tal que P(a,b) é verdadeira.

Para ver que o argumento
{VacA,3beB, Pla,b)p-3b B, Va€A, P(a,b).
ndo € vélido de forma geral, mostramos . dois contraexemplos:
* Seja A = {Doengas} e B= {Médico especialista} e P(a,b) a fun¢do proposicional
P(a,b) ="b trata a doenga a”.
E agora observemos as proposicdes:

0O):VaeA, 3beB, Pla,b) = Paratoda doenga existe um médico
especialista que trata ela.

e, por outro'lado

0,:3dbeB,Ya€cA, Plab) = existe um médico especialista
que trata todas as doencas.

Claramente Q; nao implica 16gicamente O, pois Q) € verdadeira e O, € falsa.

* Considere A = (0,) ¢ B = (0,00) e P(a,b) : a-b = 1. Claramente para todo a € (0,) existe
b € (0,00) tal que a-b = 1. No entanto vejamos que ndo existe b € B tal que para todo a € A temos
a-b = 1. Para provar isto fazemos pelo absurdo. Assuma que um tal b € (0, ) existe entdo para
a =1 temos

b-a=b-1=1 = b=1
de onde b = 1. Por outro lado, para a = 2 temos

1
b-a=b-2=1 = b:i.

De onde b assuma dois valores diferentes, o que € um absurdo.
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Como no caso de um quantificador, indicamos como negar proposi¢cdes com mais de um quantificador.

Assim, utilizamos o visto acima junto as Leis de De Morgan para obter

-[Vx€A, Vy€EB, P(x,

-[Vx€A, Jy€eB, P(x,

-[dx€A, Vy€e€B, P(x,

-[dx€A, Iy € B, P(x,

proposi¢des com dois quatificadores.

y)] Jx€A, ~[Vy€B, P(x,y)]
= Jx€A,IyeB, =P(x,y)

y)] EXEAa _'EyEB’ P(x7y)]
dx €A, VyéeB, -P(x,y)

y)] Vx€A, ~[Vy€B, P(x,y)]
= Vx€A,IyeB, —P(x,y)

y)] = Vx€A, -[3yeB, P(x,y)]

= Vx€AVyéeB, —P(x,y)
Com isto podemos construir a seguinte tabela que relaciona como mostrar que ‘a veracidade ou falsidade das

Proposi¢ao

Quando € Verdadeira

Quando € Falsa

VacA,VbeB, P(a,b)

ParatodoacAebeB
tal que P(a,b) é verdadeira

Existeuma cAeumb € B
tal que P(a,b) é falsa.

VacA, 3beB, P(a,b)

Para todoa € A existeum b € B

tal que P(a,b)é verdadeira

Existe um a € A tal que para todo
b € B temos P(a,b) é falsa .

JacA,VYbeB, P(a,b)

Existe um a/€ A, para todo b € B;

tal que P(a,b) € verdadeira

Para todo a € A existe b € B
tal que P(a,b) é falsa.

Ja€A, 3beB, P(a,b)

Existe um a € A e existe um b € B

tal que' P(a,b) é verdadeira

Para todo a € A e paratodo b € B
temos P(a,b) é falsa.

m Exemplo 6.7

* Considere a proposi¢ao

P ="As necessidades da. maioria se sobrepoem as necessidades da minoria"

Vamos a descrever a propesicdo com quantificadores. Comecamos definindo o conjunto

A = {necessidades das pessoas}

e as funcdes,proposicionais

M(x) = "x énecessidade da maioria”

P(x,y) ="x se sobrepde

Entao escrevemos
VxeA VyeA, (M(x)

A negacio é

que poderiamos traduzir a

ay”.

AN(y)) = P(x,).

N(x) = "x é necessidade da minoria”

—P ="H4 uma necessidade de muitos que se nao se sobrepde a uma necessidade de poucos."
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Observamos que hd uma forma melhor de descrever esta proposi¢ao definindo o que significa ser maioria
e minoria, em fun¢ao da cardinalidade do conjunto de pessoas.
Considere a proposi¢do

"Existe um barbeiro que barbeia a todos aqueles, e somente aqueles que nao se barbeiam."
Se consideramos o conjunto dos homens como sendo A e as fungdes proposicionais
P(x) = "x é barbeiro”, B(x,y) = "x barbeia y”

Destacamos que
— "existe um barbeiro": 3 x € A, P(x)
— "que barbeia a todos aqueles, e somente aqueles, que ndo se barbeiam": pode ser traduzida como
Vy€A, ~B(y,y) & B(x,y).
A frase entdo, pode ser escrita

Q=3x€A, {P(x)\[Vy €A -B(yy) < Bx,y)|}”
Veremos abaixo que isto pode ser escrito como

Q=3x€A, VyeA, [P(X)A(-B(y) & Bxy))]”
A negacdo de P é

—~Q=Vx€eA, IyeA, {=P(x)V-[-B(yy) <Bxy)”
que € igual a

~Q=Vx€A, IycA, {-Px)V[B,y) < Bx,y)]}".
Consideramos o universo como sendo 0s.nimeros reais

"Para todo € > 0 existe'um & > 0 paratodo x € R tal que se [x —2| < d entdo [2-x—4| < €."
Escrevemos

Ve>0,30>0, ¥YxER |x—2|<d=2-x—4|<¢
Observamos que

€>0=¢€€(0,), eque 6>0=07¢€ (0,).

A negacdo da/proposigio P é
-[Vex>0,30 >, VxeR, x—2[<d=2-x—4| < ¢g]
=3e>0-[36>0,VxeR, x—2|<d=2-x—4| < €]
=3€>0V6>0, " [VxeR[x-2|<d=|2x—4| < g]
=3e>0Vo>0, eR, "[|x—2|<d=|2x—4| < €]
=3e>0V6>0, WeR, 7[-(]x—2|<d)V(2-x—4|<¢)]
=3e>0,V8>0, IR, (-(—(Jx—2[<d))A(—[|2-x—4| < ¢g])
=3e>0,V6>0, xR, (x—2|<d)A(]2-x—4]| >¢).
Portanto
-P=3€>0,V6>0, eR, (Jx—2|<8)A(]2-x—4|>¢).
A proposi¢ao € verdadeira. De fato, se para todo x € R tal que
x—2| <6 temos [2-x—4|<2-0
Entdo dado £ > 0 existe 6 = § > 0 tal que se x € R tal que [x —2| < § entdo [2-x —4| < €.

Temos provado assim que

Ve>0,30>0.VxeR, x—-2|<d=2-x—4|<e.
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* Para mostrar a falsidade de uma proposicao com mais de um quantificador se procede de forma similar ao
caso de um, isto €, se mostra um contraexemplo ou se prova que a negacao dela é verdadeira.
Vamos mostrar que a proposicao

Ve>0,36>0,VxeR, 0<|x|<d=[sin(l/x)—1| <€

é falsa. Novamente observamos que
e>0=€€(0,o), eque 6>0=25 € (0,).

Para mostrar a falsidade de P provamos que a negagdo dela € verdadeira, isto é

—[Ve>0,36 >0,VxeR, 0< |x|] <6 =|sin(l/x)— 1] < €]

= Je>0-[36>0,VxeR, 0< x| <d=|sin(l/x)—1]| < ]
= Je>0,V6>0, 7[VxeR, 0< |x] <§=]sin(l/x) — 1| < €]
= Je>0V8>0,IxeR, -[0< x| <d=|sin(l/x)—1]| < €]
= Je>0V8>0,IxeR, (0<|x| <) Alsin(1/x)—1|>¢€

Provamos entao que

“P=3e>0V86>0, IeR, (0<|x|] <8)A|sin(l/x)— 1>z

De fato, considere € = % e 0 > 0 qualquer. Seja k € N tal que 6 > % e, portanto, 0 < |xo| = é <de

1
|sin(1/x0) —1|=1> 3
Portanto, temos mostrado que existe € = 1/2 tal que para todo'd existe xo = é € R com é < 0 tal que
0<|xo|<de

1
|sin(1/x0) —1|=1> 2

Portanto —P € verdadeira e P € falsa.
| |

A seguir vamos estudar em'detalhe como’se comportam os quantificadores com respeito a conjungio e
disjungdo de proposi¢des. Isto pode ser omitido em uma primeira leitura.

Sejam (U, P(x)) e (U,Q(x)) duas fun¢des proposicionais. Entdo
e VxeA, (P(x)ANQ(x))=(VxeA, Px))N(VxeA, Qx))
e JxeA, (PX)VOMX)=(TxeA, Px))V(IxeA, Ox))

Demonstracdo. Mostramos ‘cada uma delas por separado. Para a primeira observamos que se P(a) A Q(a) é
verdadeira para todo a € A se, e somente se temos que P(a) é verdadeira e Q(a) é verdadeira (da tabela de
verdade da conjun¢@o) e isto ocorre se, e somente se, P(a) é verdadeira para todo a € A e Q(a) é verdadeira para
todoia€ A. Isto/prova a primeira identidade.

Para provar a segunda, utilizamos a que acabamos de provar junto com a dupla negacdo.

dxeA, (P)AQKX) = —[-(FxeA, (P(x)AQ(X)))]
= [VxeA, ~(P(x)VO(x)]
= [VxeA, (=P(x) A (=Q(x))]
= “[(vxeA, ~P(x)A(VxeA, ~0(x))]
= “[(vxeA, ~P(x)]V-[(VxeA, ~0x))]

= (dxeA, Px))V(AxeA, O©)).
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Coroldrio 6.1 Seja P uma proposi¢io e (U, Q(x)) uma fungdo proposicional. Entéo
s VxeA, (PANQ(x)) =PA(VYxeA, Qx)),
e dxeA, (PVQ(x))=PV(IxeA, Ox)).

Demonstracdo. Segue inmediato da proposicdo anterior ao observar que

VxeA, P=P 3Jx€A P=P

A proposi¢do 3! a € A, P(a) pode ser escrita
FacA Pla) = FacA, [Pl@N(VbeA, (P(b)< (b=
= JacA,VbeB, [Pla)\(P(b) & (
e sua negacao é
-[3la€A, Pla)] = —{3acA, VbeB, [Pla)A(P(b) < (b=a))]}
= VacA,3beA, -[P(a)A(P(D) < (b=.a))
= Ya€A,IbeA, (=P(a))V ] =
— VaeA, 3beA, (-P(a)) V-l [(~B®)V (b= allA (b La) v P(B)] ]
= VYa€eA, JbeA, (—P(a))V b+#a)
= VYacA,IbeA, —P(a)V[PD)A(b#
onde, na ultima linha, temos utilizado que
[(b=a)A—=P(b)] = —P(a).

~—~

Sejam (U, P(x)) e (U,Q(x)) duas fungdes proposicionais. Entdo
* [(VxeA, P(x))V(Vx€eA, Qx))]=VYxeA (P(x)VO(x))
e dxeA, (P(x)ANQ(x))=[(Fx €A, Px))A(Fx €A, O(x))]

As reciprocas, em geral, sao falsas.

Demonstracdo. Para a primeira observamos que se
[(VxeA, P(x))V(VxeA, Ox))]

¢ verdadeira entdo para todo a € A temos, da tabela da verdade da disjun¢do, que P(a) é verdadeira ou Q(a) é
verdadeira, de onde Q(a) V P(a) é verdadeira. Portanto V x € A, (P(x)V Q(x)) é verdadeira.
Para a segunda, ebservamos que

dxeA, (PO)AQM)) v= —[-(3xecA, (P(x)AQ(x)))]
= ~[VxeA, =(P(x) AQ(x))]
= ~[VxeA, (=P(x)V-Q(x))]
= —[(Vxe€A, =P(x))V(Vx€A, -0Q(x))] (contrapositiva do item anterior)
= [BxeA Px)A(BxeA, O))]
Para ver que as reciprocas sdo falsas em geral defina
P(x) = ”x é um nimero natural par”
Q(x) = ”x é um nimero natural impar”
Entao
VxeN, (Px)VO(x)) e [(FxeN, Px))A(FxeN, O(x))]
sdo verdadeiras e, no entanto,
[(VxeN, Px))V(VxeN, Q(x))] e JxeN, (P(x)AQ(x))

sdo falsas. [ |
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Coroldrio 6.2 Seja P uma proposi¢io e (U, Q(x)) uma fungdo proposicional. Entéo
s VxeA, (PVQ(x)) =PV (VxeA, Qx)),
e dxeA, (PANQ(x))=PA(Fx€A, Qx)).

Demonstracdo. Para o primeiro item observamos que somente devemos mostrar que
VxeA, (PVQ(x))=PV(VxeA, Qx)).

Mas isto é imediato pois se V x € A, (PV Q(x))] é verdadeira entdo pode acontecer que P é verdadeira, em
cujo caso PV (Vx € A, Q(x)) ou P é falsa, em cujo caso Q(x) é verdadeira, e portanto, PV (Vx € A, O(x)) é
verdadeira.

Para o segundo item, utilizamos qua regra que acabamos de provar vale junto com a dupla negac¢ao: Vemos
entdao que

IxeA, (PAQ(x)) = —[-(3xe€A, (PAQ(X)))]

[Vxe A, =(PAQ(x))]
[P, (P)V (~Q()
S[(=P)V (Vx €A, —0O(x))]
= PA(JxeA, QOx)).

—
—

Coroldrio 6.3 Sejam (U,P(x)) e (U,Q(x)) fungdes proposicionais. Entdo
e [(VxeA, P(x))V(VxeA, Qx)]=Vx€eA, VyeA (Px)VO(y))
e dxeA, FJycA(PX)NQY))=[Fxe€A, P(x))AN(Txe€A, Qx))]

Demonstracdo. Para o primeiro observamos que
VxeA VyeA (P(x)VO®WY)) = VxeA, [P(x)V (VyeA, O0))]
= (Vx€A, P(x)V (YyeA, 00))]
= (¥weA, P(x)V (Vx €A, Ox))].

De forma similar se demostra a segunda/identidade. |






7. Conjuntos

Vimos, na secao anterior, uma breve introducao a teoria de 'conjuntos. Em particular, observamos que a teoria
chega rapidamente em paradoxos se for feita de forma descuidada. /Para evitar esta problemdtica, no século
XX foram propostos varios sistemas axiomaticos.com o intuito de promover uma teoria dos conjuntos sem os
paradoxos da teoria ingénua dos conjuntos (como 0 paradoxo de Russell). Um destes sistemas, sdo 0s axiomas
de Zermelo-Fraenkel (em homenagem aos matematicos Ernst Zermelo e Abraham Fraenkel).

Sabemos, no entanto, por um resultado de K., Gédel (ver, para um leitura compreensivel, o trabalho Godel’s
Proof de E. Nagel e J. Newman) que estes axiomas nao podem ser provados dentro da teoria e, mais ainda,
se queremos uma teoria livre de paradoxes (isto'€, consistente) entdo teremos uma teoria incompleta (isto &,
incapaz de provar todas suas afirmagdes), pois teremos que postular um nimero infinito de axiomas para evitar
paradoxos visto que a apari¢do deles € inevitavel. O postulado de axiomas se traduz, na pratica, em um humilde
reconhecimento da nossa limitacdo na capacidade de determinar se as afirmacdes dos paradoxos sao verdadeiras
ou falsas.

Nessa linha, enunciamos os axiomas de Zermelo-Fraenkel que formam a base da teoria de conjuntos, embora
nao nos deteremos.muito sobre eles. O objetivo de fazer isto € que o estudante tome ci€ncia da existéncia de
uma teoria mais profunda sobre conjuntos e que deve ser levada em considerag¢do ao se fazer um estudo sério e
cuidadoso.

Nos axiomas deZermelo-Fraenkel todo elemento € visto como sendo também um conjunto. Os axiomas sao:

» Axioma da existéncia: Existe o conjunto vazio, que é conjunto que nao possui elementos.

* Axioma da extensao: Dois conjuntos sdo iguais se eles tém os mesmos elementos.

* Axioma da regularidade: Todo conjunto ndo-vazio A contém algim elemento x tal que A e x sdo

disjuntos, isto é {A} e {x} sdo disjuntos.

 Axioma de especificacio: Se U é um conjunto e P(x) é uma fungio proposicional com dominio em A4,

entdo existe um subconjunto A de U que contém os elementos a de U para o qual P(a) é verdadeira.
» Axioma do par: Se A e B s@o conjuntos (ndo necessariamente distintos) entao existe um conjunto no qual
A e B sdo elementos.

* Axioma da unido: Para todo conjunto A existe um conjunto U tal que todo elemento que pertence a um
elemento de A € um elemento de U.

+ Axioma da substituicdo: Seja P(a,b) uma propriedade do tipo: para todo a existe um b para o qual
P(a,b) é verdadeira, entdo: Para todo conjunto A existe um conjunto B tal que para todo a € A existe
b € B para o qual P(a,b) é verdadeira.

* Axioma do infinito: Existe um conjunto U que tem o conjunto vazio como elemento, e que, para todo
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elemento y, ele contém seu sucessor s(y) = yU{y}.
» Axioma da poténcia: Para todo conjunto A existe um conjunto B que tem como elementos todo subcon-
junto de A.

Observamos que:

* No axioma da existéncia podemos considerar o conjunto como sendo aquele que contém o conjunto vazio,
isto é, A = {{0}}.

* O axioma da regularidade garante nenhum conjunto pode ser membro dele mesmo, isto é, que nio
existe conjuntos da forma X = {X} e, junto ao axioma do par, também ndo existem conjuntos da forma
X ={0,X}.

Demonstragdo. Se A € A entdo {A} ndo contém um elemento disjunto de {A} pois o tGnico elemento é o
proprio A, contradizendo o axioma da regularidade. |

* No axioma de especificacdo, a restricdo a U é necessdria para evitar o paradoxo de Russell e suas variantes.
Em outras palavras, a fun¢do proposicional precisa, primeiramente, do contexto no qual vai‘ser formulada.

* Do axioma do par decorre que se temos dois elementos entdo existe um conjunto que os contém.

* O axioma da substitui¢io garante a existéncia do conjunto imagem para;uma funcio(veremos isto depois).

* O axioma do infinito garante a existéncia de um conjunto infinito. Como sabemos que existe um conjunto
entdo temos a existéncia dos sucessores.

* O axioma da poténcia garante a existéncia do conjunto de partes.

De forma geral, podemos determinar conjuntos de duas formas
* Por extensdo: Nesta forma se listam todos os elementos do conjunto. Em geral se colocam, entre chaves,
como por exemplo

A={1,2,3,4,5---}

B=1{2,4,6,8,10,---}

* Por compreensao (ou axioma de.especificacao): Definindo uma propriedade de seus elementos. Como
o conjunto de verdade Dom(P) de uma fungéo proposicional P(x) que tem como dominio um conjunto
universal. Assim se (U, P(x)) temos que.o conjunto Dom(P) é

Dom(P) = {x € U, P(x) é verdadeira}.
Por exemplo
A =4n, n é um nimero natural }

B ={n, n' € um nimero natural par}

Se temos um universo U, podemos "definir"o conjunto vazio por especificacdo como sendo o conjunto
0={xeU, x#x}.

Como ndo existe nenhum objeto diferente de si mesmo, o conjunto nao tem elementos.

Agora, passamos definir a terminologia basica

DefinicGo 7.1 Sejam A e B conjuntos. Dizemos que

* A é subconjunto de B, ou que A estd incluso em B, e escrevemos A C B se todo elemento de A é um
elemento de B, isto é,

ACB & (Vx€A, xeB)

Graficamente:



47

i

O

* o conjunto A esta incluido propriamente em B ( que denotamos por A & B) ou que A € um subconjunto
préprio de B, se

[(ACB)A(A#B)],

isto &, todo elemento de A pertence a B e existe um elemento b € B que ndo pertence a A.
* (A=B) < [(ACB)A(BCA)| (sto, de fato, é consequéncia do Axioma da Extenséo).

m Exemplo 7.1 Sejam
A={xeR, |x+3| <5}
B={xeR, x> -8}

vamos mostrar que A C B. Temos que mostrar que
VxeA=x€B

é verdadeira. Se x € A temos que

x+3|<5 & —-5<x+3<5
& —8<x<2 = x>—8

e, portanto, x € B. Como o x escolhido pode ser qualquer elemento de A temos que vale para todo x € A. O que
prova o resultado. L]

Para qualquer conjunto A temos que @ C A.
Demonstra¢do. Assumimos que o universo do discurso U € conhecido. A fungdo proposicional
P(x)="x€0=x€A”.
¢ verdadeira para todo a € U, pois a € 0 € sempre falsa e, consequéntemente,
Pla)=(a€b=acA)
tem que ser verdadeira. |
A inclusdo de conjuntos é
* Reflexiva: A C A para todo conjunto A.

* Transitiva: Sejam A e B conjuntos tais que [(A C B) A (B C C)] entdo (A C C).
* Antisimétrica: Sejam A e B conjuntos tais que [(A C B) A (B C A)] entéo (A = B).

Demonstracado. * Seja A um conjunto, entdo sea €A = a € A. Logo A C A.
* Assuma que A C Be B C C. Entdo todo elemento a € A entdo a € B, pois A C B, e como B C C temos
que a € C, portanto A C C.
* Direto da defini¢do de igualdade de conjuntos.
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A relagdo de igualdade de conjuntos é
» Reflexiva: A = A, para todo conjunto A.
* Simétrica: (A=B) = (B=A).
* Transitiva: [([A=B)A(B=C)]= (A=0C).

Demonstragdo. » Reflexiva: Como A C A segue inmediato do axioma da extensdo.
e Simétrica: Como

(A=B) < |4

(B

& B=
* Transitiva: [[A=B)A(B=C)]= (A=C).
|

Definicdo 7.2 Seja A um conjunto. O conjunto de partes de A, que denotamos por &?(A), é aquele cujos
elementos sao os subconjuntos de A, isto é,

P(A) = {X, X C A}

* Seja A um conjunto ndo vazio, entdo existe um elemento'@ €A e, portanto, {a} C Ae {a} € Z(A) de
onde segue que Z(A) # 0.

» Se A # 0, observamos que B =AU Z?(A) é um conjunto nio vazio com a seguinte propriedade: todo
subconjunto A’ C A é um elemento e'subconjunto de B:
De fato como A" é subconjunto de A temos que A" € .97(A) de onde A’ € B. Por outro lado, como A’ é
subconjunto de A temos que A’ C A de onde A’ C B,

= Exemplo 7.2 * SeA=/{a, b, c} entdo
P(A) ={0, {a}, {b}, {e}, {a.b}, {a;c}, {b,c}, A}
* SeA={1,{1,2},{1,c}}
Z(A) =10, {1}, {52} H{t, ot} {1 {12} {1, {Lc}}, {{1,2},{1,c}}, A}

Dado A @U, o conjunto universal U onde o conjunto de partes estd ndo é o conjunto universal U onde A
estd. De/fato, 0 eonjunto U nido € conhecido e deve ser assumido pelo axioma da poténcia.

Sejam A e B dois conjuntos. Entio
ACB & Z(A) C Z(B).

Demonstracdo. Temos que provar um bicondicional, entdo devemos provar
* ACB = Z(A) C #Z(B).
Se X € Z(A) entdo X C A e A C B, entdo por um resultado anterior, X C B e, consequéntemente
X € Z(B).
* (A)Cc #B) =ACB.
SeA € P(A) C & entdo A € ¥ (B) portanto A C B.
||

Passamos a estudar as operacOes bdsicas da teoria de conjuntos. Sabemos, pelo axioma do par e da unido,
temos que dados dois conjuntos existe um conjunto U tal que A e B sdo subconjuntos de U. Assumimos entio
que conhecemos o conjunto universal U para as defini¢cdes a seguir.



Definicdo 7.3 Sejam A e B dois conjuntos em um universo U.

* A unido de A e B € o conjunto
AUB={xeU, xcAVxeB}

Graficamente:

* Ainterse¢do de A e B € o conjunto
ANB={xeU, xc AANx € B}

Caso ANB = 0 dizemos que A e B sdo disjuntos.
Graficamente:

* A diferencga entre A e B € o conjunto

A\B={x€A, x¢B}

Graficamente:




* O complemento de B em U € o conjunto

B¢ =U\B.

Graficamente:

* A diferenga simétrica entre A e B € o conjunto
AAB = (A\B)U(B\A)

Graficamente:

Teorema 7.5 A unido e interse¢do de conjuntos satisfazem as seguintes propriedades
* Idempotente: AUA =A e ANA = A para todo conjunto A.
* Comutatividade: AUB = BUA e ANB = BNA para quaisquer conjuntos A, B.
* Asociatividade

AU(BUC) = (AUB)UC,

AN(BNC) = (ANB)NC.

* Distributividade: Para quaisquer conjuntos A, B e C valem as seguintes identidades
AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

AU(BNC) = (AUB)N(AUC).
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* Comutatividade: Provamos uma, pois a outra € analoga.
(x€eA)V(x€B)
(xeB)V(xe€A)

& x€BNA.

* Asociatividade: Novamente provamos uma, a outra é andloga.
xX€AU(BUC)

XEANA &
=

& (x€A)V(xeBUCQ)

& (xeA)V[(xeB)V(xel)
& [(x€eA)V(xeB)]V(xel)]
< x€(AUB)UC.

* Distributividade: Novamente provamos uma pois a outra é analoga.

xX€AN(BUC)

(xeA)A(xe BUC)
(x€A)A[(xeB)V(xeC)]
[(x€A)A(x€B)]V[(x€A)A(x€C)]
(x€ANB)V(x€ANC)
x€(ANB)U(ANC)

iIIIiIiIiI

Sejam A e B dois conjuntos no universo U. Entao

. =0e0f =

. AUAC U, AmAC

. (A9)° =Aa.

*« ACB = B¢ C A“.
* (AUB)¢ =A°NBC
* (ANB)¢ =ACUBC".

* AAB=BAA.

Demonstracado. . UC =

0 ((AC))C 2

XEA &

0.

= (0: Claramente 0 C UC. Assuma que U¢ # 0. Seja x € U€ entdo x € U o que é uma
contradigio. Portanto U€ =0
0¢ = U: Claramente 0 C U. Por outro lado, se x € U entdo x ¢ @ de onde x € 0¢, de onde segue que
U C 0°. Logo U = 0€.
* AUAC = U: De fato AUAC C U naturalmente. Seja x € U tal que x € A entdo x € A, portanto x € AUAC.
De onde segue que U C AUAC, e portanto AUAC = U
ANAC = 0: Claramente @ C ANAC. Por outro lado se ANAC # 0 temos que existe x € ANAC entio x € A
ex ngC Como AUAC =

U entdo x € U, o que é uma contradi¢io. Portanto A NAC = 0.

—(x € A)

A & xc(A9C (poisAUAC =U).

Logo A = (A©)¢

* ACB = B¢ C A®: Assumaque A C B . Se x € BC entiio x ¢ B de onde x ¢ A. Portanto x € A. Logo

B C AC.

s (AUB)¢ =A°NB":

x € (AUB)©

N N

—(x€AUB)

-[(x€A)V (x € B)]

—(x €A)A—(x€B)] (Leide De Morgan)
(x € AS) A (x € BY)

xe A°NBC
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* (ANB)¢ =ACUBC:
x€(ANB) < —(x€ANB)

& Sl(x€A)A(x € B)]

& —(x€A)V—(xeB)] (Leide De Morgan)

& (xeAS)V(xe B

& xeACUB°

* A comutatividade segue da comutatividade da unido: de fato
AAB = (A\B)U(B\A)

= (B\A)U(A\B)
= BAA.

Sejam (P(x),U) e (Q(x),U) duas fungdes proposicionais e considere os dominios de verdade

Dom(P) = {x € U, P(x) é verdadeira} e Dom(Q) = {x € U, O(x) é verdadeira}

Entao
* Dom(PV Q) = Dom(P) UDom(Q),
. Dom(P/\Q) Dom(P) NDom(Q),
Dom(—P) = Dom(P)C,

+ Dom(P A —=Q) = Dom(P) NDom(Q)¢ = Dom(P)\Dom(Q),
+ Dom(P = Q) = Dom(—=PV Q) = Dom(P)¢ UDom(Q),
Dom(P< Q) = Dom([P= QJA[Q=P])
[Dom(P)€ UDom(Q)] N [Dom(P) UDom(Q)]
[Dom(P)C A (Ker(PYUDom(Q)“)] U [Dom(Q) N (Dom(P) UDom(Q)%)]
= [Dom(P)¢ N Dom(Q)¢] U [Dom(Q) N Dom(P)]
[Dom(P) UDom(Q)]¢ U [Dom(Q) NDom(P)]



Sejam A e B dois conjuntos e considere a € A e b € B defi par ordenado (a,b) como sendo o conjunto
formado por

(a,0) = {{a},{a,b}}.

Neste par ordenado o elementos a e b receb om meira e segunda coordenadas, respectivamente.
Obs.
* O par ordenado (a,b) pode ser visto como um subconjunto de &(AUB) e é, portanto, um elemento
do conjunto (& :
* A relacdo de orde lara poi

{a} C {a,b}.
-

Teorema 8.1

0s que provar o bicondicional.
= [(a=c)N(b=4d)]:

{a} ={c} A {a,b} ={c,d}

ou

{a} ={c,d} A {a,b} ={c}

Se a primeira ¢ vélida temos que a = ¢ da primeira igualdade e da segunda segue que b = d.
Se a segunda € valida temos, da primeira igualdade que a = c e a =d e da segunda que c = b e ¢ = a.
Portantoa =ce b =d.

* [(a=c)N(b=d)] = (a,b) = (c,d) : segue da defini¢do.
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Coroldrio 8.1 Se (a,b) = (b,a) =a=>b
Demonstragcdo. Pelo visto no teorema anterior se (a,b) = (b,a) entdo a = b.
Definicdo 8.1 O produto cartesiano dos conjuntos A e B € o conjunto
AxB={(a,b) e Z(P(AUB)), acA, beB}
Quando A = B denotamos A x A por A2

= Exemplo 8.1 * SejaA ={a,b,c} e B={1,2} entdo

A = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c) (c,a), (¢,b), (c,c)}.

AxB={(a,1), (a,2), (b,1), (b,2), (c,1), (c,2)}.
BxA={(L,a), (2,a), (1,b), (2,b), (1,¢), (2,¢)}.

BZZ{(lvl)v (1,2}, (2,1), (2,2)}
* SejaA =R e B =N entdo
A?={(xy), xeR)A(y€R)}

AxB={(x,n), (xeR)A(neN)}
BxA={(n,x), xeR)A(neN)}
B?> = {(n,m), (n € N)A (m € N)}

Vimos como representar os elementos:de um conjunto A. Para representar graficamente os elementos de um

produto cartesiano A X B se utilizamy geralemente dois eixos, perpendiculares, um para o eixo A e outro para o B.

Os elementos (a,b) sdo os pontos dentrojdo quadrado do desenho

AxB

B . . . . .
b e 2 ° o (a,b) .

8 . . . .

® s e

me

A

Sejam A, B e C conjuntos
«AXB=0<[A=0VB=0)
* AX(BUC)=(AxB)U(AxC)
* AXx(BNC)=(AxB)N(AxC)
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« Ax (B\C)=(AxB)\(AxC)

Utilizando a equivaléncia da contrapositiva, podemos ver que,

P&Q = (P=Q)AQ=P)
= (7@=-P)A(-P= Q)
= (ﬁP = ﬁQ) VAN (ﬁQ = ﬁP)
= P& 0.
Demonstragdo. * Mostramos a proposi¢ao equivalente: A X B # 0 < A # O A B # (.

Primeiramente observamos que se A # 0 e B # 0 entdo AUB # 0 e existem a € A ¢ b € B. Do axioma do
par e da unido {a} e {a,b} sdo subconjuntos de AU B de onde

(a,b) = {{a},{a,b}} € Z(F(AUB)).

Portanto A X B # (). Agora,
AxB#0 < 3(a,b)cAxXB
& dacAANIbeEB

& A#OAB#N0.
* AX(BUC)=(AxB)U(BxC):
(a,b) e Ax (BUC) € A)A(b e BUC)
eA)N[(beB)V(beC)
eAYA(b eB)|V[(aeA)A(be )]
,b) € AXB|V [(a,b) € A xC]

b) €(4% B)U (A xC).

Q

tHe T
N

& — — — —

S

* AX(BNC)=(AxB)N(B
(a,b) € Ax (BNC)

X
2]

acA)N(beBNC)

acA)N[(beB)N(beC)]

acA)N(a€A)N[(beB)N(be Q)]

acA)N(beB)|AN[(aeA)N(beC)]

a,b) e AxB|N\|[(a,b) € AxC]

a,b) € (AxB)N(AxC).

* Ax (B\C)=(A XB)\(A x
(a,b) €A x (B\C) acA)N(beB\C)

ac€A)N[(beB)AN—(be Q)]

ac€A)N(a€A)N[(beB)A—(beC)]

(ac A)N(beB)]AN[(acA)N—(be Q)]

(a,b) € Ax B \—[(a,b) € AxC]

a,b) € (Ax B)\(A xC).

AR R RNIEEE A

Observamos que, utilizando o produto cartesiano, podemos fazer as seguintes reducdes.

Coroldrio 8.2 Sejam (U, P(x)) e (U,Q(x)) fungdes proposicionais. Entdo
e Vx€eA,VyeB, P(x,y)=V(x,y) €AXB, P(x,y).
e dx€A, IyeB, P(x,y)=3(x,y) €A XB, P(x,y).
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Demonstracdo. Se, para todo (a,b) € A x B temos que P(a,b) é verdadeira entéo sejaa € A e b € B temos que
(a,b) € A x B e, portanto, P(a,b) é verdadeira. De onde para todo a € A e para todo b € B temos que P(a,b) é
verdadeira.

Por outro lado, para todo a € A e para todo b € B temos que P(a,b) é verdadeira entdo dado (a,b) € A x B
temos que, como a € A e b € B, P(a,b) é verdadeira, de onde para todo (a,b) € A x B temos que P(a,b) é
verdadeira.

Para provar a segunda identidade utilizamos que a primeira junto com a negac¢ao de quantificadores.

dx€A,3dyeB, P(x,y) = —[-(3x€A, Jy€eB, P(x,y))]
—[VxeA,~(3yeB, P(x,y))]
—[Vx€A, VyeB, =(P(x,y))]
[V (5) €A B, ~(P(x,))]
= J(xy) €AxB, 2[~(P(x,y))]
= 3J(x,y) €AXB, P(x,y).

¥)



Considere uma familia de conjuntos em um universo U dad Q

F={A;,iel} Cc 2(U),

para I um conjunto de indices.

Dizemos que a familia .% é fi
do conjunto dos nimeros naturais e, n

| correspondéncia um a um com um subconjunto {1,...,n0}
demos também escrever por extenso, isto é

F ={A1,...,An ).

Definicdo 9.1 Sejzf? = {A;, i € I} uma familia de conjuntos de um universo U. Definimos
* aunido da familia como sendo o conjunto

Uictd; = {xE U, diel, XGA,'}
* aintersecdo da familia como sendo o conjunto

NictAi={xeU, xeA;Viel}

Teorema 9.1 Seja .# = {A;, i € I} uma familia de conjuntos de um universo U. Uma familia de conjuntos.
Entao

e Ay CUjclA;, Vel

* NictA; CAg, Vkel

o (Uiatdi)€ = NialAS

o (Niatdi)€ = UialAS

Demonstragdo. * Se x € A entdo existe k € I tal que x € A, portanto x € U;c1A;. Logo Ay C UjcfA;, Vk e L
* Se x € N;c1A; entdo x € A; para todo i € I, portanto x € Ay, Vk € L.
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* Observamos que

x € (UiarA)© = (x € UielAs,)
—~(Jiel,xeA;,)
Viel, = (x€A;)
Viel, x €AY

VI € ﬂiEIAiC'

te T

Logo
(Uiatd))© = NictAS .

* Observamos que

x € (Nie1A)© - (x € NicrA;,)
-(Viel, x€A;,)
Jiel, ~(x€A))
Jicl, x € A¢

Vi e UieIA,C-

S R

Logo
(Nie1A:)© = UiarAS.
[ |

Definicdo 9.2 Seja X um conjunto e .# = {A;, i € I} uma familia de subconjuntos de X. Dizemos que .% é
uma parti¢do de X se

* A #0paratodoicl

* A;NA; =0 paratodo i, j tais que i # j.

o X = UicfA;.

Gréficamente uma parti¢do . = {A;, i € I} de um conjunto A pode ser representada por

Se temos uma familia de conjuntos ndo vazios .# = {A;, i € I} tais que A;NA; = 0 para i # j entdo podemos
formar o cenjunto

A=A
i€l

Neste caso, de forma natural, .% é uma parti¢do de A. Graficamente
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m Exemplo 9.1 * Se X = Nentdo a familia .# = {A;,A,} em que
Aj={neN, népar} A;={neN, néimpar},

€ uma particao.
* SeX={a, b, c, d, e g f,h}entdoafamilia.7 = {A;,A,,A3,A4} em que

Ar={a, b, c} Ay={d} As={e,h} As={s h} As={f},
€ uma particao.
Se X =R entdo a familia .# = {C,,, n € N} em que
Ch={xeR, n<|x|<n+1}.

€ uma particao. ]

Seja .# = {A;, i € I} uma familia finita paraI = {1,--- ,n}. Definimos-oproduto cartesiano
X=A; X---X An

pelo processo a seguir:
* paran =2 temos definido A; X A,.
e conhecido Aj X --- X Ay para k > 2 temos que

Ap X oo XA X Aprq :(Al X"‘XAk) X Ay

O processo acima conclui em k = n. Como notacao, temos.que os elementos do produto A X - -+ X Ag X Agaq
sdo escritos

((ar,...,a),ak41) = (a1, ..., ax, Gy
No caso em que todos os conjuntos‘que sdo membros da familia .# sejam iguais, isto €,
F={A;,i€l} com A=A, Viel={l,--- n},

denotamos

n vezes

n__
A" =AX-2. xXA.

Se a familia de conjuntos for finita, isto é for da forma .% = {A,...,A,} entdo se todos os A; # @ entdo
podemos aplicar o axioma da unido e do par n vezes e assim provar a existéncia das n—uplas (ay,...,ay).
Deonde A| x --- X A, # 0. Isto pode ser feito para todo n € N aplicando o proceso de indugao.

De modo geral, para uma familia arbitraria de conjuntos .% = {A;, i € I} o produto cartesiano pode ser
definido como sendo uma familia de fung¢des

[T4i={f:1= Uiadi, £(i) €A}

i€l

Se a familia for finita isto é I = {1,...,n} para n € N veremos (quando vejamos fungdes bijetoras) que o
produto cartesiano assim definido € de certa igual ao conjunto definido acima.



60 Capitulo 9. Familia de conjuntos

m Exemplo 9.2 Considere a familia % = {A}, A, A3} em que
A=Ay =As={a,b} =A
Entao

A2 = Ay x Ay = {(a,a),(a,b),(b,a),(b,b)}

A = A5 xA; xA;

= {((a,a),a),((a,b),a),((b,a),a),((b,b),a),((a,a),b),((a,b),b),((b,a);b),((b,b),b)}
= {(a,a,a),(a,b,a),(b,a,a),(b,b,a),(a,a,b),(a,b,b),(b,a,b),(b,b,b)}.



Dados A e B dois conjuntos quaisquer, estudamos formas de
Tais correspondéncias deve conter a informagao dos dois e
esse estudo € no produto cartesiano A x B.

orrespondet elementos de A com elementos de B.
nentos entdo o lugar mais natural para comegar

Definicdo 10.1 Sejam A e B dois conjuntos.
* Uma relagdo de A em B € um subconjunto R do produto cartesiano A X B, isto ¢ R C A X B.
» Neste caso, o conjunto A € dito conjunto de partida da relacio e o conjunto B € dito conjunto de chegada
da relagao.
* Dizemos que a € A estd relacionado com b € B, e o denotamos por aRb ou a ~ b, se (a,b) € R.
* No caso em que A = B dizemos que R é uma relagdo em A.

= {(P,Q) € A%, P = Q é verdadeira}.

* Seja A = {subconjuntos de um conjunto % } e W C A% um subcojunto qualquer. Definimos a relagio
R={(UV)eA?, UxV CW}

* Sejam A = Z e B = R. Definimos a relagao
R={(nx) € ZxR, 2-x=n)A(-5<n<5)} CZxR.

Gréficamente, a relag@o € o conjunto de pontos que estd em vermelho.
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* Sejam A = R e B =R. Definimos a relagao
R={(x,y) ERxR, ¥*+2-y =1} CRxR.

Gréficamente, a relacdo é o conjunto de pontos que estd em vermelho.

Definicdo 10.2 Seja R C A X B uma relagdo de A em B.
* O dominio da relagdo € o conjunto

Dom(R) ={a €A, 3b€B, (a,b) €R}.
* A imagem da relacdo € o conjunto

Img(R)={b€B, JacA, (a,b) €R}

= Exemplo 10.2 * Seja A é o conjunto formado por um proposi¢des {Py,...,P,} e de todas aquelas forma-
das apartir de conjuncdes, negagdes e disjun¢des de um nimero finito delas. Considere a relagdo

R= {(P,Q) € A%, P = Q é verdadeira}.
Entdo
Dom(R) =A Img(R)=A
* Seja A = {subconjuntos de um conjunto % }, W C A2 e a relago
R={(U,V) €A%, UxV CW}.

Entao

Dom(R)={U €A, IW €A, (UV)eR}, ImgR)={VeA JUE€A, (UV)ER}
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* Sejam A =Z, B =R e arelacdo
R={(n,x) €eZxR, 2Zx=n)A(-5<n<5)} CZxR.
Entao
Dom(R) ={-5, -4, -3, -2, —1,0, 1, 2, 3, 4, 5}
Img(R) ={-2,5, -2, —-1,5, -1, —0,5, 0, 0,5, 1, 1,5, 2, 2,5}
e Sejam A =R, B =R e arelagdo
R={(x,y) ERxR, x*+2-y* =1} CRxR.
Entao
Dom(R)={xeR, -1 <x<1}

Img(R) = {yeR, —1/vV2<y<1/v2}

Uma forma de representar graficamente as relagdes sdo o§ chamados diagramas sagitais. Nesta representacdo

os conjuntos A e B se representam como no diagrama de Venn e se utilizam setas para indicar a relagdo. Por
exemplo, se

eR

tem

A:{a,b,c,d,e,f} € B:{1a2737475}7
é arelacdo

R= {(a71)7 (a73)7 (d’2)’ (675)7 (fas)}

Dom(R) ={a, d, e, f} e Img(R)={l, 2,3, 5}

é representada gréficamente, por

Podemos construir relagdes a partir de relacdes ja conhecidas. Para isto assuma que temos
* uma familia de conjuntos ndo vazios .# = {A;, i € I} tais que A;NA; # 0

* mm conjunto nao vazio B

* relagdes R; C A; X B.
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Construimos a relagdo R C A X B para
A=A
i€l
como sendo

R={(a,b), i€l (a,b) €A;} CAXB.

Graficamente
R,
ot R,
A0 A N
\'\ As ) A
‘,11? - / . - R_: i \
S — : ' A ™ f I'ull
4 \ L |
| ) \"\I l g \\___ /I || |I
- € —— 2 R,
5 / n
\//‘ Tm\{
, | Il \ | I|
[ 4, i |I | R = sl |
| 2 [ | f'l,,| - — = | Iu'l
I", | | I| || ll,n |II |lI||
\ | | \
M, \{ II| ,'l II| \ \_/_a’
| | )
e AN
® B
A=Ja

Observamos que algo similar/pede ser feito/no caso em que . é uma partigdo de um conjunto A.

m Exemplo 10.3 Considere .# = {(—,0), [0,1],(1,2),{2},(2,+)} e as relacdes

Ry = {(X,y < (_0070> xR, y= Z'X}

Ry = {(xay) < [07 1] xR, y:xz}

R3; = {(x,y) €(1,2) xR, y =sin(nx/2)}
Ry ={(2,0)} c {2} xR

Rs = {(x,) € (2,%20) xR, y=2—1x}
Entdo, definimos a relacdo em
A= (—,0)U[0,1]U(1,2)U{2}U(2,4) =R

y=2-x se  (—o,0)
y=x? se  xel0,1]

R=( (x,y) eRxR, ¢ y=sin(nx/2) se x€e(l,2)
y=0 se x=0

y=2—x se x€(2,+)
]

Definicdo 10.3 Seja R C A x B uma relagio de A em B. A relagio inversa, que denotamos por R~!, é a

relacdo de B em A definida por

R™'={(b,a) €BxA, (a,b) €R}
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Seja R C A x B uma relacdo de A em B entdo
» Dom(R!) = Img(R)
» Img(R~!) = Dom(R)

Em representagdo sagital, podemos ver que se
A={a,b,c,d,e,f} e B={1,2,3,4,5},
e R € arelacdo
R={(a,1), (a,3), (d,2), (¢,5), (f,5)}
entao

R'={(1,a), (3,a), (2,d), (5,¢), (5,f)}

=
-]

7 r_- o ) / N o,

" be s \ = . =5
- | - .l |, qe \ .,
# = X
:: | = / | 4* I e
= 3 .'..\\ - -..-‘ h. = , - |l

A 4 b M \
= Exemplo 10.4 * Seja A é o‘conjunto formado por um proposi¢des {Py,...,P,} e de todas aquelas forma-

das a partir de conjuncdes, negagdes e disjun¢des de um nimero finito delas. Considere
R={(P,Q) € A?>, P= Q é verdadeira}.
Entao
R'={(Q,P).c A%, P = Q é verdadeira}
* Seja A = {subconjuntos de um conjunto % }, e W C A? um subcojunto e a relagio
R={(UV) €A%, UxV CW}.
Entao
R'={(V,U)€A®, UxV CW}.
* Sejam A = Z, B =R e arelacdo
R={(n,x) €eZxR, 2-x=n)A(-5<n<5)} CZxR.
Entao
R'={(x,n) eRxZ, 2-x=n)A(=5<n<5)}.

Graficamente podemos representar a relagdo inversa como os pontos em vermelho
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* Sejam A =R, B=R e arelagdo
R={(x,y) eRxR, x*+2-y*=1} CRxR.
Entao
R'={(x) eRxR, *+2-y* =1} CRxR.

Gréificamente podemos representar a relagdo inversa como os pontosiem vermelho

\,\ J'//
|
Seja R C A x B uma relagio de A em B. Entdo (R~!)~! =R.
Demonstracdo. Observamos que
(a,b) € (R & (b,a)eR”!
< (a,b) €R.
Portanto os conjuntos sa0‘iguais, de onde (R~!)~! =R. [ |

m Exemplo10.5 Sejam A =N, B=Z e C =R e as relagdes
R={(ngn) e NxZ, —2n=m},

S={(x,y) €Z xR, x* =y}
Construimos o conjunto

T={(n,y) eENxR, ImeZ, [(—2n=m)A(m*>=y)]}.
que representa uma relacdo em N x R. Observamos que

T={(n,y) e NxR, 3meZ, [(n,m) € RN (m,y) € T|}



Definicdo 10.4 Seja R uma relacio de A em B e S uma relagio de B em C. A relagdo composta de R com S
¢ arelacdo de A em C, que denotamos por SoR, e é dada por

a,c) EAXC,3dbeB, (a,b) e RN (b,c) €S

Coroldrio 10.1 Seja R uma relagio de A em B e R~ a relacio inversa, entio

RoR '=1I3(R) R 'oR=IL(R)

onde
I4(R) ={(a,d’) e AxA,3beB, (a,b) RN (d,b) ER}

Ig(R) ={(b,t)) e BxB,JacA, (a,b) € RN (a,b') €R}
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Entdo um elemento (x,y) de So R precisa da existéncia de um z € N tal que
(x,2) ERA(z,y) €S & (z=22)A(y=¢)

2
&S y=¢€"
De onde segue que

SoR={(x,y) EZxR, y=¢"}
* SejaA =B =C =R e as relacdes
R={(x,y) e NxR, y=sin(x)} CAxB S={(x,y),y=2-x} CBxC.

Entdo, um elemento (x,y) de SoR precisa da existéncia de um z € R tal que
(x,2) ERA(z,y) €S & (z=sin(x))A(y=2-2)
< y=2-sin(x).
De onde segue que

SoR={(x,y), y=2-sin(x)}

* Observar que, no tltimo exemplo, So R ndo é necessariamente’igual a R o S. De fato, se (x,y) € Ro S entdo
existe um z € R tal que
(x,z2) ESA(z,y) ER & (z=2-x)A(y=sin(z))
& y=sin(2-x).
De onde segue que

SoR={(x,y), y=sin(2-x))}

Sejam
* Ruma relacdo de A em B
e Sumarelacio de Bem C, e
* T uma relagdo de C em D.
entao

To(SoR)=(ToS)oR,

isto é, a composicao é associativa.

Demonstracdo. Segue de observar que

(ayd) €To(SoR) < 3JbeB, (a,b) eTA|[(b,d) € SoR]
dbeB,3ceC, (a,b) e TAN](b,c) € SA(c,d) ER]
dbeB,3ceC, [(a,b) €T A (b,c) € S]A(c,d) ER]
dceC, (a,c) eToSA(c,d) ER
(a,d) € (ToS)oR.

to ¢

Seja R uma relagdo de A em B e S uma relacdo de B em C. Entao

(RoS) ' =s"1or™".
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Demonstracdo. Segue de observar que

(c,a) €(RoS)™' & (a,c) € (RoS)

< 3beB, [(a,b) €RIN[(b,c)) €]
& 3beB, [(b,a) e RA[(c,b)) €S
& 3beB, [(¢,b) € STA[(b,a) ERT]
& (c,a)eSToR™L
|
= Exemplo 10.7 e SejamA=7%Z,B=NeC=R
R={(x,y)€ZxN,y=x>} CAxB S={(x,y) €ZxR,y=¢"}CBxL.
Entdo um elemento (x,y) de (SoR)~! precisa da existéncia de um z € N tal que
(x,2) €S 'A(z,y) eR! & (zx)€SA(z) €R
o G=e)A=1)
& (z=In)A (Vz=1y)
& y=+/In(x).
De onde segue que
(SoR)'={(x,y) ERxZ, y=+/In(x)}
» SejaA =B =C =R e as relagdes
R={(x,y) eRxR, y=sin(x)} CAXB
e
S={(x,y) eRxR, y=2x} C BXC.
Entio um elemento (x,y) de (So R)~! precisa da existéncia de um z € R tal que
(x,2) €STIA(Z,y)eR ! & “(z,x) €SA(3,2) €R
< (x=2-7)A(z=sin(y))
& x=2sin(y).
De onde segue que
SeR) "={(x;y) ERXR, x=2-sin(y)}
]

Definicdo 10.5 Seja R uma relagdo em A. Dizemos que

* arelacdo R ¢é reflexiva se, e somente se, V x € A, (x,x) € R, (denotamos V x € A, x ~ x),

* a relagdo R é simétrica se, e somente se, V x € A,V y € A, (x,y) € R = (y,x) € R, (denotamos
X~y = y~Xx),

* a relagdo R ¢é antisimétrica se, e somente se, Vx € A,V y € A, [(x,y) € RA(y,x) ER] = x =Y,
(denotamos x ~y = y ~ Xx),

* arelagdo R € transitiva se, e somente se, Vx €A,V y €AV z € A, [(x,y) € RA(y,2) €ER] = (x,2) ER,
(denotamos x ~y A y~z = an~z.),

m Exemplo 10.8 » SejaA = {1,2} e considere as relacoes
Rl:{(lvz)}Csz RZZ{(171)} R3:{(172)7 (251)}

Observamos que
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— Nenhuma € reflexiva, de fato 2 € A e (2,2) ndo estd em R; parai =1,2,3
— R, e Rj3 sdo simétricas: R, segue pois o unico elemento é o (1, 1). No caso de R, temos que

[(1,2) €Ry = (2,1) €ERJA[(2,1) €ERy = (1,2) €Ry).

A relagdo R; ndo é simétrica pois (1,2) € Ry mas (2,1) € R;

- R e R; sdo antisimétricas. De fato, no caso de R; pois o tnico elemento é (1,2) de onde a condi¢do
de antisimetria se cumple. No caso de Ry temos (1 ~ 1) A (1 ~1)=1=1.
A relacdo R3 ndo € antisimétrica pois

(1,2) €R3/\(2,1) € R3,

no entanto, 2 # 1.
— Nao é possivel encontrar ternas de (a,b) € R; A (b,c) € R; A (a,c) € R; para todo i = 1,23 entdo as
trés relacdes sdo transitivas.
* Considere em A = {a,b,c} arelagdo

R= {(172)7(271)7(273)}

- R ndo é reflexiva, pois 2 € A mas (2,2) € R,

— R ndo é simétrica pois (2,3) € Rmas (3,2) € R,

— R ndo ¢ antisimétrica pois (1,2) € Re (2,1) € Rmas 1 #2.

— R ndo é transitiva pois (1,2) € Re (2,3) € Rmas (1,3) ZR.
* SejaU = {(a,b) CR, a < b} e defina

R={(A,B)€U* ACB}

— arelagdo R é reflexiva pois, para todoA € U temos A C A de onde (A,A) € R.
— arelacdo R é antisimétrica pois, VA € U, VB € U, (A,B) € Re (B,A) € Rentdo A =B
— arelacdo R é transitiva pois se VA.elU, VBeU,(A,B) € Re (B,C) € RimplicaA C B C C de onde
ACCe(AC)ER.
* Seja p € N um ndmero diferente.de 0. Defina

R = {(a,b) € Z*, a, b tem 0 mesmo resto na divisdo por p}

— arelacdo R ¢ reflexiva pois, para.todo a € Z temos que a tem o mesmo resto que b na divisdo por p,
de onde (a,a) € R.

— arelacdo R € simétrica pois, para todo a, b € Z temos que se a tem 0 mesmo resto na divisao por p
que b, isto € (a,b) € R, entdo b tem o mesmo resto na divisdo por p que a, de onde (b,a) € R.

— arelag@o R € transitiva pois se para a, b, ¢ € Z temos que a tem o mesmo resto na divisdo por p que
b,.isto € (a,b) € R, e b tem 0 mesmo resto na divisdo por p que c, isto é (b,c) € R, entdo a tem o

mesmo resto na divisdo por p que ¢ de onde (a,c) € R.
]

Definicdo 10.6 Seja R uma relacdo em A. A relagdo R € dita de equivaléncia se ela for reflexiva, simétrica e
transitiva.
Se a € A definimos a clase de equivaléncia do elemento a como sendo o conjunto

la]={d €A, (a,d)eR}={d €A, a~d'}.

= Exemplo 10.9 .
* Seja A um conjunto e considere uma particdo de A dada por

P ={A;,iel}
Definimos a relacdo R por
a~b & Jiel, (acA)N(beA).

vamos ver que esta relac@o € de equivaléncia. De fato:
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— E reflexiva pois para todo a € A existe um i € I tal que a € A;. Portanto a € A; e a € A; de onde
an~a.

— E simétrica pois para todo a, b € A se a ~ b entdo existe um i € I tal que a € A; Ab € A, isto &,
beA;Na€A;, deonde b ~ a.

— E transitiva pois se a, b € A tal que a ~ b e b ~ ¢ entdo temos que existem i, j € I tais que

acA;NbEA; e (bEAj)/\(CGAj)

portanto b € A;NA;. Como & ¢ particdo, temos que i = j de onde ¢ € A; e, portanto, a ~.c.

Seja R uma relagdo de equivaléncia em A. Entdo
a) a € [a] paratodo a € A.
b) paratodo a, b € A temos a ~ b se, e somente se, [a| = [b].
¢) paratodo a, b € A temos [a] N [b] # 0 = [a] = [b]
d) A =Ugealal.
Em particular, a familia formada por todas as classes de equivaléncia formam uma particdo de A. Denotamos,
por abuso de notacao, esta familia por

U ={[a], a € A}.

Demonstracdo. a) Como a relagdo é simétrica a ~ a para todo.a € A. De onde a € [a] para todo a € A.
b) Dados a, b € A, se a ~ b entdo para todo @’ € [a] temgs que a’ ~ a € a ~ b. Pela transitividade da relagio
temos que @’ ~ b e, portanto a’ € [b]. Temos assim que [a] C [b]. De forma similar se prova que [b] C [d]
e portanto [a] = [b].
Por outro lado se [a| = [b] entdo a € [b] e, portanto, a ~ b.
c) Sejac € [a]N[b] entdo ¢ ~ a e ¢ ~ b. Por transitividade temos entdo que a ~ b. O resultado decorre agora
do item anterior .
d) Claramente Ugeala] C A. Se a.€ A entdo, peloitem a) vemos que a € [a] e portanto a € Ugeala]. Da
arbitrariedade do a escolhido temos que A C UU,eala] e portanto vale a igualdade.
A afirmacgdo segue dos itens acima, de fato observamos que os elementos de duas clases de equivaléncia
diferentes s@o disjuntos, cada ¢lemento, da familia € ndo vazio e, por dltimo, a unido de todas as clases de
equivaléncia € o espago todo. |

Considere uma relag@o de equivaléncia R sobre um conjunto A.

» Hajem virtude dosteorema anterior, uma equivaléncia entre particdes de um conjunto e relacdes de
equivaléncias.

*/Cada classe de equivaléncia € um subconjunto de A e portanto um elemento do conjunto de partes de
A, P(A).

Definicao 10.7 Considere uma relagao de equivaléncia R sobre um conjunto A. Seja .# a particao de A dada
pela relacdo de equivaléncia R e, na qual, cada conjunto corresponde a uma classe de equivaléncia. Definimos
o conjunto quociente A/ ~ como o conjunto que tem por elementos as classes de equivaléncias. Por abuso de
notacao,

A/ ~={[a],ac A} C Z(A).
= Exemplo 10.10 * Seja p # 0 um ndmero natural e considere
R = {(a,b) € Z?, a, b tem 0 mesmo resto na divisdo por p}
Pelo que vimos anteriormente que a relagdo € de equivaléncia. O conjunto quociente

Zp=17]~.
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temos entdo as seguintes classes

0] = {a€Z,pla}
1 = {e€Z,3gq€Z,a=q-p+1,}
p—1] = {a€Z,3q€Z,a=q-p+(p-1)}

* Seja U = {Triangulos em R”} e definimos a relagio
R={(A,B) € U?, Atem a mesma drea que B}

Claramente
-VAeU, (A,A)eR
- (A,B)eR= (B,A)€R
- [(A,B) e RA(B,C) €R| = (A,C) €R.
o quociente é T/ ~ estd formado pelas classes

A ]={A€T, Area(A) =r}, VreR..
em que
A, = tridngulo com vértices em V; = (0,0), V> = (0,2), V3 = (1,0).

Definicdo 10.8 Seja R uma relagdo em A. Dizemos que R é uma relacdo de ordem (ou de ordem parcial), e a
denotamos por a < b quando (a,b) € R, se ela for reflexiva, antisimétrica e transitiva.

Neste caso dizemos que o par (A, <) é um conjunto ordenado. Mais ainda se a e b sdo dois elementos
distintos de A e sdo tais que a < b entdo dizemos que b é consecutivo de a.

As relacdes de ordem parcial € uma generalizacao da "inclusiao"para conjuntos e do "menor ou igual"para
numeros.

= Exemplo 10.11 * Em N a relacao
a <b- se, esomente se [(a<b)V(a=Db)]

€uma relacdo de ordem parcial. De fato ela é
— reflexiva: para todo a € N temos a < a.
— antisimétrica: Paratodoa, b€ N,sea <be b <aentdoa=b.
— trangitiva: paratodoa, b, ce Nea<beb <centioa <c.
* Seja U um conjunto entdo considere a relagdo em Z(U) dada por

R={(A,B) € Z(U)* ACB},

€ uma relacdo de ordem parcial. De fato ela é
— reflexiva: paratodo A € Z(U) temos A C A.
— antisimétrica: paratodo A, B€ #(U)e A C Be B C Aentio A =B.
— transitiva: paratodo A, B, C€ #(U)se ACBeB CCentio A C C.
* A relacdo em Z dada por

R={(p,q) € 7*, pdivide a g} C 7?,

€ uma relacdo de ordem parcial. De fato ela é
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— reflexiva: para todo p € Z temos p divide a p.
— antisimétrica: para todo p, g, r € Z, se p divide a g e g divide a p entdo p = g.
— transitiva: para todo p, g, r € Z, se p divide a g e g divide a r entdo p divide a r.
* Considere U = {palavras de um idioma}. Nesse conjunto podemos definir uma relagdo de equivaléncia
(deixamos para o leitor verificar que é de equivaléncia)

al...amwbl...bm S a; = by

Entdo dividimos as palavras em classes. Cada classe contem as palavras que come¢am com a mesma letra,
isto €, por exemplo

[a] = {palavras que comecam com a}
[b] = {palavras que comecam com b}
[z] = {palavras que comecam com z}

Entao, por exemplo para o idioma portugués.

U/ ~={ld], [p], ---, [2l}

Também em U podemos definir a ordem dada pela ordem lexicogréfica, esta relacdo € uma relacdo de
ordem. Esta ordem precisa primeiro de um ordenamento das letras.do alfabeto para depois induzir a ordem
nas palavras. Neste caso temos a ordem em que esta o diccionario.

Definicdo 10.9 Seja (A, <) um conjunto ordenado.
* Dois elementos a, b de A sdo compardveis se

P=(a=<b)V(b=<a)

for verdadeira. Caso contrdrio, os elementos a, b sdo ditos incompardveis.
* A relagdo de ordem < ¢ dita uma relacio de ordem total se

VacAVbeA, [a#b = (a<Db)V(b=<a)
é verdadeira. Caso contrdrio, a relacdo serd chamada de ordem parcial.
= Exemplo 10.12 * Em U =N, R arelacio
R= {(a,b) € N* a < b}

€ uma relagdo de ordem total. Isto serd mostrado depois.
* SejaU =.Z({a,b}) um conjunto entdo considere a relagdo em &?(U) dada por

R={(A,B)e #(U)*, ACB},

¢ uma relacdo de ordem parcial que nao € total pois hd conjuntos que nio sdo comparéveis, por exemplo
A={a} eB={b}.

Definicdo 10.10 * Um conjunto (A, <) é dito bem ordenado se (A, <) € um conjunto totalmente orde-
nado para o qual todo subconjunto ndo vazio tem elemento minimo, isto é, para todo B C X existe
b € Btal que b < c paratodo c € B.
* Um conjunto que admite uma relagdo de ordem para a qual é bem ordenado € dito um conjunto que
admite uma boa ordenacao.

Um fato surpreendente € o seguinte resultado que € equivalente ao axioma da escolha:
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Teorema 10.4 Todo conjunto admite uma boa ordenacgio.

Obs. Como consequéncia disto € que: Existe uma boa ordem para os niimeros reais. O problema € que ndo se
sabe qual é essa ordem.

/

@‘Q’



11. Funcoes
<

Passamos a estudar o conceito de fungao. Este € um dos co
em cada uma de suas areas. Comegamos com isua definical

undamentais da matemdtica e que aparece

Definicdo 11.1 Sejam A e B dois conjuntos. Uma funcio f de A em B, que denotamos por f : A — B € uma
relagdo f C A x B que satisfaz

* Dom(f)=A

*VxecA,Vy Vz€EB, [(x;y €fAx2) € fl=(y=2).

Obs. A definigdo garante

* Cada elemento do nio da relagdo tem uma tinica imagem, isto é, se (x,y) € f entdo y € o Unico
elemento de B tal qu f- E por isto que escrevemos

ciada a ) ¢ uma fung@o pois podemos ver @ = A x 0. Portanto o dominio € A e a
¢ satisfeita naturalmente pois, por equivaléncia da contrapositivaVx €A, Vy, Vz €

#z2= (%) € fV(x,2) € f].

. relacoes que nio sdo fungdes. Por exemplo, a relagdo dada pelo circulo S! € R,

ndo é fungdo. De fato, para x| temos que hd dois pontos y; e y; tais que (x1,y;) e (x2,y2) estdo na
relacdo.
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Podemos representar a fungdo f: A — BparaA={a, b, ¢, d, e, f} e B={1, 2, 3, 4, 5} com diagramas
sagitais como segue

Observamos que de cada elemento do dominio sai uma tnica seta.

Duas fungdes f, g: X — Y s@o iguais se, e somente se, f(x) ='g(x) para todo x € X.

Demonstracdo. Considere duas funcdes f, g : X — Y e assuma sao iguais, isto € 0s conjuntos f C X XY e
g C X XY sdo o mesmo conjunto. Entdo, para todo y = f(x), isto é (x,y) €/f temos que (x,y) € g, portanto
y = g(x). De donde segue que f(x) = g(x).

Por outro lado, se f(x) = g(x) para todo x € X temos que todo (x,y).€ f vale (x,y) € g e viceversa. Portanto
f=g8CXxY. ||

m Exemplo 11.1 » Seja f:A— Be by B. A funcdo tal que f(a) = by para todo a € A é chamada de
funcdo constante.
* Seja f: A — A dada por f(a) = a para todo a € A. Esta fungdo é conhecida como funcéo identidade e a
denotamos por Iy : A — A.
* SejaAg C A. Definimos a fungdo caracteristica x4, : A — N por

(@) = 1 se a€Ay
X409 =1\ 0 se agAy

Vamos a mostrar agora duas formas diferentes de contruir funcdes a partir de fungdes conhecidas.
* Restricdo de uma funcdo: Dada f : A — B uma fung¢io e Ag C A definimos a fungéo f|a, : Ao — B por

flay(a) = (a)-

Claramente Dom(f|a,) = Ao e se

(xay)v ()C,Z) € f|Ao

entao

(%y), (x2) € f

de onde segue que y = z. Observamos que f|4, € a Unica fungdo de Ay em B que coincide com f em Ay.
De fato se g : Ag — B tal que g(a) = f(a) = fla,(a) e, portanto g = f|4,.
* Funcoes definidas por partes: A ideia € construir fungdes sobre um espago A a partir de funcdes definidas
sobre uma parti¢do. Para isto considere uma particdo de &7 = {A; i € I} de um conjunto A4, isto é
— A;# 0 paratodoi€el
— A;NA; = 0 para todo i, j tais que i # j.
- A =UcfA;.
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e assuma que para cada A; existe uma funcao
fi:Ai— B

Definimos f : A — B por
fla)=fila) se a€A,.

Vamos mostrar que f é fungdo. De fato Dom(f) = A. Por outro lado, se a € A temos que, existe um tGnico
A; € o7 tal que a € A; entdo, pelo fato de f; : A; — B ser fungéo temos

ﬁ(a):b1 € ﬁ(a):bz entdo b; = by.

= Exemplo 11.2 e Seja A = (—oo,—1]U(—1,2) U{2} U (2,+00). Definimos entao as fungdes fi, f2, f3 e
fa como sendo

fii(=eo,—1] =R, x—¢*
Hi(-12) R, fHx)=x

f:{2} >R, f3(2)=5
fa:(2,4%) >R, fa(x) = cos(x)

Entao
e sex € (—oo, —1]
x? sex € (—1,2)
fx) =
5 sex =2

cos(x) sex € (2,4o9)

* Seja f : R — [1,0) definida por

x+2 sex>0
f(x){ 241 sex<0

E ficil de ver que f é sobrejetora mas nio injetora.
]
Definicdo 11.2 Seja Ag C A eseja f : Ag — B uma func¢do. Uma extensdo de f é uma funcdo F' : A — B tal
que Fa, = f.

m Exemplo 11.3 A extensdo de uma fungdo ndo é necessdriamente dnica. por exemplo f:{0,1,2,3} - N
definida por.f(a) = a admite

F:N—N, F(a)=a

a se a<4
G:N—>N, G(a):{az - a;4

como possiveis extensoes. L]

Sejam f: X — Y e g:Y — Z duas fun¢des entdo a relacdo composta relagcdo go f: X — Z €
funcdo. Mais ainda, temos a seguinte regra

VxeX, (gof)(x)=sg(f(x))
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Demonstracdo. E claro que

i- Dom(go f) =X, pois f é fungdo
ii-

((r,z1) €gof)N((x,22) €gof) < Ty, €Y, {[a1=801) Ay1 =F(N)] A [z2 = g(y2) Aya = f(¥)]}

& 3y, {lza=g01) An = f0)] A [z =g(1) Ay2 = f(x)]}
(y1 = f(x) =y2 pois f é fungdo).
De onde segue que
22 =g(y1) =271 pois g é fungéo.

Utilizando a regra vista acima,

(x,y) €(gof) & nfx) €eg & y=g(f(x))

|
Assim como acontece com as relagdes, temos que vale a associatividade.na composic@o de fungdes.
Sejam f: W — X, g: X =Y, h:Y — Z, entdo
fo(goh)=(fog)oh
Demonstracdo. Decorre do resultado visto para relagdes. |
A composicao de fun¢des, assim como para acontece.para as.relacdes em geral, ndo € comutativa
m Exemplo 11.4 * Considere f(x) =2x+ 1 e g(x) = x*+ 1. Descreva a composta. Da defini¢do segue que

fog(x) =22+ 1)+A=2x>43%go f(x) = 2x+1)>+1=4x>+4x+2.
Logo, segue que ndo vale a comutatividade.
* Vamos aqui exemplificar a definicao:8. Considere as seguintes fungdes

f(x)=cos(x) :REHRy g)=x*+1:R—R e h(x)=¢:R—-R.

Segue entao que

goh(x)= (ex)z—}—l —e¥4+1=fo (goh)(x) :COS(ezx—}— 1)
(f98)@).=cos(@®+1) = (fog)oh(x) = cos((e*)? +1) = cos(e™ + 1)
¢ Considere
x—1 sexe&(—oo,0]
e glx)=142 sex € [0,2]
¥+1 sexc(2,0)
Observamos que
- Se x € (—oo, 1] entdo x* € [0,00) = [0,2] U (2,0) de onde
f(0,1)) =(0,1) e f(=00,0] = (—oo,0].
— Se x € (1,+00) entdo €' € (e,0) com e > 2

¥+1  sex€ (—e,0]
x? x € (—oo
g0 f(x) {g( ) sex e (—eo,1]

.y sex € (0,1]
X (= 1,00
g(e") sexe (1, e¥+1 sexe (1,0)
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Definicdo 11.3 Uma fungdo f: A — B é dita
* Injetora: Vai €A, Vap €A, f(al) = f(az) = a] = ap.
* Sobrejetora: Vb € B, 3a € A, f(a) = b. Dito de outra forma, Img(f) = B.
* Bijetora: Se ela for injetora e sobrejetora.

Se f: A — B é uma func¢@o bijetora entdo, pelo fato de ser funcdo, para cada elemento de a € A existe um
unico b € B tal que f(a) = b. Agora, pelo fato de ser bijetora, para cada elemento de b € B existe um tinico
elemento de a € A tal que f(a) = b. Isto é, os elementos de A e B estiio em correspondéncia biunivoca.

= Exemplo 11.5 * Seja A um subconjunto de um conjunto U. Definimos
f:2(U)— Z(A), f(B)=BNA.

Claramente f é sobrejetora, mas ndo necessdriamente injetora. De fato, por exemplo, se U =Ne A = {1}
entdo

FHO, 1) = {1} = F({1,2}).
» Sejam A e B dois conjuntos disjuntos (AN B = 0). Definimos
f:PA)—» PAUB), f(D)=D

entdo f € injetora mas néo sobrejetora pois para B € (AU B) ndo ha nenhum conjunto D € &(A) tal
que f(D) =B.
* f:R — R dada por f(x) = x> é bijetora.
De fato, dado y € R entdo, x = /y satisfaz f(x) = y portanto é sobrejetora.
Se f(x1) = f(x2) entdo x} = x3 de onde

0= (x? —x%) = (x; —xz)(x%—i-x]xz +x%) = (x1—x2) =0

e portanto x; = xp de onde f € injetora.

+ f:R — R dada por f(x) =x*néo é injetora nem sobrejetora.
De fato se y < 0 ndo existe x € R tal que ¥*= y. De onde f ndo é sobrejetora. Por outro lado, f(—1) =
1 = f(1) e, portanto ndo é injetora.

Sejam f: A —Be gi B — C duas fungdes.
* Se f e g sdo injetoras, entdo go f € injetora.
* Se f e g sdo spbrejetoras, entdo g o f ¢ sobrejetora.
» Se fog ¢ bijetora entdo g € sobrejetora e f € injetora.

Demonstragado. * Assuma que f e g sdo injetoras, entdo
goflu) =gof(xn) <« [flu)=f(x) (poisgéinjetora)
< x;=xp (pois f € injetora).
de onde segue que go f € injetora.
» Assuma que f e g sdo sobrejetoras. Se ¢ € C existe b € B tal que g(b) = ¢ pois g é sobrejetora. Como f é
sobrejetora existe a € A tal que f(a) = b, de onde

c=g(b) =g(f(a) =(gof)(a).

Portanto g o f € sobrejetora.

» Assuma que f o g € bijetora. Dado ¢ € C existe a € A tal que ¢ = go f(a) = g(f(a)). Como f(a) € B
temos que existe b € B tal que g(b) = ¢ de onde segue que g é sobrejetora.
Se f(a1) = f(az) temos que

(gof)(a1) =g(f(a1)) = g(f(a2)) = (g f)(a2)

Como go f € bijetora, temos que a; = ay, de onde segue que f € injetora.
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= Exemplo 11.6 Seja f : [0,o0) — R dada por f(x) =x e g : R — [0,0) dada por g(x) = |x|. Claramente f nio
é sobrejetora nem g é injetora, no entanto, go f : [0, 4e0) — [0, 40) é dada por f(x) = x e, portanto, é bijetora. m

Definicdo 11.4 Uma funcdo f : A — B é invertivel se a relagio inversa f~! : B— A também é funcio.

Coroldrio 11.1 Seja f : A — B é invertivel entdo para todo a € A e para todo b € B temos

flay=b = f'(b)=a.
Demonstracdo. A demonstracdo segue de observar que
fla)y=b < (ab)ef
& (b,a) e f!
s 1) =a
|

Uma fungio f : A — B é invertivel se, e somente se, f ¢ bijetora. Mais ainda, f~!' é também
bijetora.

Demonstragao. * Assuma que f é invertivel e que f(a;) = b = f(an) entdo
(al,b)/\(az,b) ef & (b,al)/\(b,az) S fﬁl.
Como f~! é funcdo, temos que a; = ay. Por outro lado Img(f) = Dom(f~') = B por ser f~! fungio.
Portanto f € sobrejetora, de onde segue que € bijetora.
* Assuma agora que f é bijetora. Entdo B = Img(f) = Dom(f ') pois f é sobrejetora. Por outro lado
(byar) A (b,az) € fil = (al,b) A\ (az,b) € /)
Como f € injetora, temos que a; = a-Portanto £7! é fungio.
O restante segue de de observar que
FH'W=y & ') =x
& flx)=w

de onde segue que (f~!)~! = fe,portanto f~! é invertivel e, pelo visto acima, bijetora. |

Coroldrio 11.2 Se f: A — B e g : B — C sio bijetoras, entdo go f ¢ bijetora e, mais ainda, (go f)~! =
flog™!

Demonstracdo. Como f.e g sdo bijetoras, por um resultado acima, temos que go f € sobrejetora e injetora, de
onde segue que € bijetora. O restante segue de observar que

Y= (o)) & g7 () =F(x) & (fog H0) =x,
de onde (gof)~'(y) = (f'og ') (y) paratodoy € C. [ ]

Definicdo 11.5 Seja f : A — B uma fun¢do, A; C A e B; C B um subconjunto, definimos o conjunto imagem
de A; e preimagem de B, como sendo

f(A) ={f(x)eB,x€ A} CB,

FYB)) = {x€A, f(x) B} CA.
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Coroldrio 11.3 Seja f : A — B injetorae Ay C A; C A conjuntos. Entdo
F(AN\A2) = f(A1)\f(A2).

Demonstracdo. Sey € f(A1\A2) entdo existe x € Aj\A; tal que f(x) =y. Como f é injetorae x € Ap, y & f(A2)
de onde y € f(A1)\f(Az2). Por outro lado, se y € f(A1)\f(A2) entdo existe x € A; tal que f(x) =y, como
vy & f(Az) e f é injetora, temos que x & Aj. [ |

m Exemplo 11.7 Sefnao € injetora ndo podemos garantir que o resultado acima vale. De fato seja f: R — R
dada por f(x) = x>. Considere A; = R e Ay = [0, ), entdo
flA1\Az) = (0,0)
FAND\f(A2) = 0.

Seja f: A — Be .7 = {B;, €I} entdo
« [T UiaBi) = Uierf 1 (By).
« fH(NiaiBi) = Nierf ™ (By).
« f71(B\B)) = f1(B)\f'(B))
Demonstragado. .
x€f N UaB) & f(x)€UiaBi
< diel, f(x) €B;
& Jiel xef (B
& x€Uiarf (B
x€ f (MicaBi) &4 f(x) eNiciBi
& Yiel, f(x) €B;
o VieLxef i(B)
= X€E ﬁ,’elffl(Bi).
xe [~ (B\B)) < f@)€ (B\B))
& (f(x) €B) A (f(x) €B))
& ef ' BIAKE S (B)
& xef'(B)\f(B)) .

Se f«# A— B ¢ injetora podemos pensar que, de alguma forma, A C B. Nesse sentido, o seguinte resultado é
uma generalizagao do critério de igualdade entre conjuntos.

— Cantor-Bernstein-Schréder. Sejam A e B dois conjuntos. Se existem fungdes injetoras
f:A—Beg:B— Aentio A e B existe uma funcdo bijetora h: A — B.

Demonstracdo. Seguimos o trabalho de "D. Tonien, A simple visual proof of the Schroder-Bernstein theorem.
Elemente der Mathematik 62 (2007)".

Definimos as familias de conjuntos .%| = {A;, i € N} e .#; = {B;, i € N} em que

® Ao =Ae B() =B

e sei > 0entdo

Ai=g(Bi-1) e Bi=f(Ai-1)

Graficamente
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Observamos que, da injetividade de f e g, temos que existem bijecdes
A B <Ay <> By Ay -+

B Al By<+r Az <> By ---

Por contrucao
f(Ay) C B,
e que
Aiy1 CA; e B 1 CB; Viel,
de fato, para i = 1 temos
Ai=g(B)CA e B;=f(A)CB.
Assuma que vale para n entdo A, C A, € B, C B, entdo

Ant1 =8(Bn) C g(Bn-1) = Ay

Bn+1 :f(An) C f(An—l — Bn

de onde segue que vale para todo n € N.
Definimos agora as familias .3 = {C;, i € N} e %4 = {D;, i € N} em que

Desta forma, .%; € uma parti¢do de A e .%4 é uma parti¢do de B. Mais ainda os mapas
flg:Ci—Diy1 e g|p,:Di = Ciy1,

sao bijetores para todo i € N, pois por um lado sdo injetores, e por outro lado sdo injetores e

f(G) = flA\Ai)
f(A)\f(Aiy1) (pois f € injetor)
= Bi11\Bi=Dii

g(Di) = g(Bi\Biy1)
= f(Bi)\f(Bi+1) (pois g € injetor)
= Ai1\Ai=Ciy1.
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Sejam
A=NicnA; e B=NicnB;
Como BC f(A) e
FHB) = f (NienBi) = Nienf ™ (Bi) = NienA; =4,

temos que f é uma bijecdo entre A e B. De forma similar g é uma bijecdo entre B e A.
Construimos entdo 4 : A — B como

f(x) se xeCy
h(x) = g (%) se x € oy
fx)=g'(x) se x€A.

Como em cada elemento da particao A € bijetora, entdo 4 € bijetora de A em B.

As consequéncias deste resultadoy para o easo dos conjuntos numéricos, ¢ bem pouco intuitiva.

m Exemplo 11.8 Considere os conjuntos A = (1,3) e B= (1,3) U (4,5). Considere
f:A—=B, f(x)=x,

a5 A g(x):{ 2+1x se xe(1,3)

x—2 se x€(4,5)

Observamos.as duas fungdes sao injetoras. Para a primeira isto decorre trivialmente da defini¢do pois

f()q) = f(xz) = X1 = X2.
Mostrar a injetividade da fung@o g requer um pouco de trabalho. Primeiramente observamos que se

34x 3

l<x<3 — 4<34x<6 — 1< 1 <2

4<x<5 — 2<x-2<3.
De onde segue que g(1,3) Ng(4,5) = 0. Portanto se
glx1)=gx) = [xl €(1,3)Ax e (1,3)] V [xl €45 Nxne (4,5)]

Vemos cada caso por separado
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* sex; € (1,3)A x2 € (1,3) entdo

34x1 3+4+x
= = X=X
4 4 1 2

* sex; € (4,5) N x2 € (4,5) entdo
X1—2=xm—2 = Xx=x.

Portanto, se g(x;) = g(x2) temos que x; = x,, de onde segue que g € injetora.
Agora, o teorema de Cantor-Bernstein-Schroder garante que existe uma fungdo bijetora

h:(1,3) = (1,3)U(4,5).

Veremos depois que isto implica que os dois conjuntos tem a mesma quantidade de‘elementos. ]

Um tipo particular de fun¢des sdo as conhecidas como opera¢des undrias e bindrias.

Definicdo 11.6 * Dados dois conjuntos A e B uma operacdo undria € uma funcdo f : A — B.
» Dados trés conjuntos A, B e C, uma operacgao bindria € uma funcdo f: A x B — C.

* As operagdes undrias e bindrias geralmente néo sdo escritas na forma f(a) = b (para a unéria) ou
f(a,b) = c (para a bindria) mas na forma
— faou af para a undria, em que f.é o simbolo da operagao.
— afbem que f € o simbolo utilizado para a operacao bindria.
* As operagdes bindrias sao a base do estudo. de estruturas algébricas. Algumas delas veremos mais
adiante no texto.

m Exemplo 11.9 Alguns exemplos de operacoes undrias sao
* operacdo fatorial ! : N — N dada por
sen=0 entdo OF=1

sen>0 entdo nl=n-(n—1)-(n—-2)---2-1.
* 0 quadrado de um nimero %: Z — N definida por

n =n-n.

Alguns exemplos de operacoes bindrias sdo
s Se Z(A) o conjunto de partes de um conjunto A entdo a uniao

U:ZA) x P(A) — 2(A), (U, V)—=UUYV,
€ uma operacdo bindria.

e Se & é um conjunto formado por um nimero finito de proposicoes e de todas aquelas formadas a partir
de conjun¢des de um nimero finitos delas, entdo a conjungdo

NP xP =P, (p,q) —pAg,

€ uma operagdo bindria.
]
Dada uma familia de conjuntos . = {A;,i € I} indexadas por um conjunto I, consideramos o conjunto das
funcdes

U ={f:1—=Uiad;, f(i) € Ai}
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No casoem que I = {1,...,n} este conjunto pode ser naturalmente identificado de forma bijetoracom A; x ---A,
por meio da func¢éo

F:U —A x---xA,, F(f)=((1),....f(n))
Sua inversa é
FliA x- xA, > %,
Neste caso F~!(ay,...,a,) : {1,...,n} = U!_|A; é definida por
F'H)@)=a Vi=1...n
No caso de uma familia qualquer .% = {A;,i € I} o produto cartesiano ¢ definido por

[T4i ={f: 1= UaA;, (i) €A}
icl

Na defini¢do de [];cyA; cada f € [];c;A; € chamada de uma fun¢do escolha.

Nos seguintes casos temos garantida a fun¢ao escolha:

* Para o caso em que I € finita, a existéncia de uma funcao escolha é garantida pois o produto cartesiano
neste caso € ndo vazio como consequéncia dos axiomas de Zermelo-Fraenkel.

* Se I# 0 e todos 0os A; = A com A ndo vazio e, portanto existe a € A‘entdo a funcdo constante f(i) = a
para todo i € I existe e ndo precisamos do axioma da escolha.

* Se o conjuntos A; sdo bem ordenados, entdo podemos definir f(i) como sendo o menor elemento de A; e
ndo precisamos o axioma da escolha. De modo geral; se 0 conjunto tem alguma estrutura que permita
diferenciar um elemento dele, podemos definira funcao escolha utilizando esse elemento.

* Se temos um conjunto infinito de paresde bolinhas de gude brancas e queremos pegar uma de cada par,
nao temos como definir a fungdo escolha ¢, portanto, ndo podemos garantir sua existéncia.

Desta forma para o caso infinito ndo.podemos garantir que uma fung@o dessas existe, ou equivalentemente, o

produto cartesiano € nao vazio. No entanto, isto € assumido como um axioma, que € o Axioma da escoha:

Para toda familia de conjuntos nao vazios .%, seu produto cartesiano € nao vazio.

Uma boa referéncia sobre o axioma.daescolha e suas equivaléncias é: Jech T. J. - The axiom of choice - North
Holland (1973).

E relevante também observar que o axioma da escolha é independente dos axiomas de Zermelo-Fraenkel. De
fato, Godel mostrou que os axiomas de Zermelo-Fraenkel+(Axioma da escolha) s@o consistentes se 0s axiomas
de Zermelo-Fraenkel s@o consistentes. Cohen mostrou que Zermelo-Fraenkel+ —(Axioma da escolha) sdo
consistentes se 0s:axiomas de Zermelo-Fraenkel sdo consistentes.

Nestas notas vamos assumir o axioma da escolha.






12
13
14
15
16
17
18

19
20

Ndmeros Naturais ................... 89
Cardinalidade de conjuntos ......... 99
Ndmeros Inteiros ................... 111
Divisibilidade ....................... 121
NUmeros Racionaqis ................. 129
NUmerosReaqis ..................... 139

Representac¢do decimal dos nimeros reais
187

Sequéncias e Recorréncias ......... 163

NUimeros Complexos ............... 183






.

| 12. Numeros Naturais

Comecamos agora a estudar a construcao dos conjuntos
nimero?" vamos mergulhar a resposta na teoria de conju
naturais feita por von-Neuman (John von Ne i
Vimos que,
* 0 axioma da existéncia garante a existéncia

éricos. Para responder a pergunta "o que € um
Seguiremos assim a construcao dos nimeros

Definicdo 12.1 Um conjunto A € dito indutivo se
* DecA,
*acA—s(a)=aU{a} €A.

—0U {0} = {0} = {0}
1) = 1U{1} = {{0},{{0}}} = {01}
= 5(2) =20{2} = {{0}, {{0}}, {{0}, {{0}}} = {0.1,2}

—

O conjunto formado por todos estes elementos € naturalmente indutivo. Chamamos ao conjunto formado por
todos estes elementos de ./

Obs.
* Na verdade o conjunto .#” pode ser definido de forma mais precisa do que listando simplesmente os
seus elementos. O mais correto seria dizer que .4 é o conjunto de elementos que satisfaz
— paracadaa € 4 e b,c € a tais que b # ¢ temos que b € c ou ¢ € b. Mais ainda, se c € b € a
entdo ¢ € a.
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— O nico a € 4 elemento que ndo é sucessor de outro € 0.

— todo elemento a # 0 tem um elemento, que chamamos de a — 1, que ndo tem sucessor dentro de
a, isto é

a=(a—1)U{(a—1)}

 Cada conjunto n € .4 como construido acima tem precisamente "n" elementos. Mais ainda, cada
sucessor s(n) contém 0, 1,...,n.

Coroldrio 12.1 Se s(n) = s(m) entdo n = m.

Demonstracdo. Provamos isto provanto a contrapositiva. Se n # m entdo, por exemplo, existe k tal que k € n e
k & m. Tal k # 0 pois 0 € m e 0 € n. Temos entdo que s(k) € n mas s(k) € m. Portanto's(n).# s(m): [

A seguinte € a defini¢do que caracteriza o conjunto dos nimeros naturais. Veremos que esta caracterizagao
vai ser utilizada para definir a soma, o produto e suas respectivas propriedades.
Definicdo 12.2 Um numero natural € um conjunto que pertence a todo conjunto indutivo. O conjunto de

todos estes elementos € chamado conjunto dos nimeros naturais e o denotamos por N.

O conjunto dos nimeros naturais € indutivo pois
* () € N ja que 0 esta en todo conjunto indutivo
* se A € Nentdo A C U para todo U indutivo. Portanto S(A) € U para todo U indutivo. De onde s(A) € N

Pedir que os niimeros naturais estejam em todo conjunto indutivo € uma-condicio de minimalidade. De fato
podemos pensar num conjunto .# que esteja construido a partir dosiconjunto @ e A e todos seus sucessores.
Claramente ./ € indutivo, no entanto seus$ elementos néo vaoestar em todos os conjuntos indutivos. Por
exemplo A ndo estd em 4.

Mostramos a seguir que existem os nimeros naturais.
Existe um conjunto cujos elementos sdo exatamente os nimeros naturais

Demonstragdo. Temos construido o conjunto indutivo .4 utilizando o axioma da existéncia e do infinito.
Claramente, todo conjunto indutivo U contém .. De fato, 0 € U pois @ € U por U ser indutivo. Se existe n & U
entao o conjunto

{ken+1, kg U}

é ndo vazio, portanto temao menos um elemento n*. Claramente n* # 0 pois 0 € U. Entdo n* = k+ 1 para
algum k € U. Mas como U € indutivo n* = k+ 1, contradizendo a definicdo de n*.
Pelo axioma da especificagao a fungdo proposicional

xelU < [x&./ A (V B conjunto indutivo, x € B)]

temum'dominio que, por defini¢do, deve ser N. |
Temos assim que o conjunto N é indutivo e € um subconjunto de todo conjunto indutivo.

O conjunto .4 construido acima coincide com N. Mais ainda, todo nimero natural diferente
de 0 € sucessor de algim nimero natural.

Demonstrag¢do. Sabemos que como N ¢ indutivo .4 C N e como N € indutivo e esta contido em todo conjunto
inductivo temos que N C .4". De onde segue que .4~ = N.
Para o restante do resultado observamos que a proposi¢ao

daeN, 0=s(a)

é falsa pois ndo existe conjunto cujo sucessor seja (). Portanto, a negacdo da proposi¢ao é verdadeira de onde
segue o resultado. |
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— Principio de indug¢do ou Axioma indug¢do. Todo subconjunto indutivo de N coincide
com N.

Demonstracdo. Assuma que B C N. Como B ¢ indutivo temos que N C B pelo teorema anterior. Portanto
B=N. |

Portanto, para mostrar que um conjunto M C N € o conjunto dos nimero naturais mostramos o resultado do
teorema, isto é:

Principio de Inducfo: Se M C N tal que
i-0eM
ii- keM=sk)eM,VkeM

entdo M = N.

Definicdo 12.3 Dado m, n € N, definimos recursivamente
e m+0=m
* m+s(n) =s(m+n)

Observamos, da definicdo, que
e Como

m+s(0) = s(m+0) = s(m).
Se s(0) = 1 entdo faz sentido a definir k + L=1s(k) pois
k+1=k+s(0) =s(k+0) = s(k).
» Se n # 0 entdo n = s(p) para algum p € N, de onde

m+n=m+s(p)=s(m+p).

Utilizando a defini¢ao dos niimeros naturais € possivel mostrar que

Para quaisquer #1, n, p €N temos
e m+ n esta definido.
e O nimero 0 é o tunico natural tal que m + 0 = m = 0 + m (existéncia de elemento neutro)
* m+ (n+ p) =(m+n)+ p (associatividade)
e m—+n = n+m (comutatividade)
* m+ p =n+ p =m =/n (cancelamento).
s m+n=0entiom=0en=0.

Demonstracdo. * Para cada m € N, considere o conjunto
My, = {n € N, n+m estd definido}.
Entao 0 € M, pois m + 0 estd definido. Se k € M,, entdo m + k estd definido. Como
m+s(k) =s(m+k)

temos que s(k) € M,,. Pelo principio de indugdo temos que N C M,,, de onde segue o pedido.
* Da defini¢do m 40 = m. Seja

M={meN, 0+m=m}
claramente 0 € M pois 0+ 0 = 0 da definicdo. Se k € N entdo 0+ k = k, como

k+1=s(k) =s(0+k) =0+s(k),
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temos que k+ 1 € M de onde M = N.
Por dltimo se existe n tal que m +n = m = n+ m para todo natural m temos, em particular,

0=0+n=n+0=n.

Portanto o 0 € tnico.
* Primeiramente observamos que m + 1 = 1+ m. Para isto, defina

M={neN, 1+m=m+1}.
Claramente 0 € M pois | +0=1e0+1=5(0+0) = s(0) = 1. Por outro lado se’k € M entdo
s(m)+1=(14+m)+1=s(14+m)=s(s(m)) =1+s(m),

de onde M = N.
Sejam € N e defina

My,={neN, n+m=m+n}.

Claramente 0 € M, pelo item anterior. Se k € M entdo n + k= k+ m, como
m+(k+1) = m+s(k)
= s(m+k)
= s(k+m)
= k+m+1

= (k+1)+m
de onde s(k) € M, e portanto. M,, = N
* Dados m, n € N considere

Mm,n:{pEN,m+p:n+p:>m:n}.

Claramente 0 € M,, ,,. Agora se k € M, , temos que m+k = n+k = n = m. Observamos que
m+s(k)=n+s(k) = m+k+1=n+k+1

= mtk=n+k,
de onde m = n. Portanto s(k) € M, , € M,,,, = N.
» Assuma que m+n = 0 entdo, se n # 0

m+n=m+s(n)=s(m+n;)#0.

Logo n =0 de onde m+0 = 0 garante m = 0

De forma similar definimos o produto de nimeros naturais.

Definicdo 12.4 Dados m, n € N, definimos recursivamente
*m-0=0
em-(n+1l)=m-n+m

* Da definicao, que

m-1=m-(0+1)=m-0+m=0+m=m
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* a partir do produto definimos a potenciacdo como segue, para a, n € N, definimos a” como sendo

n vezes

n /_/H
a =a-a---a

no caso em que a # 0. Observamos que 0° ndo estd definido.

Utilizando a definicdo dos nimeros naturais junto com as propriedades da soma € possivel mostrar que

Para quaisquer m, n, p € N temos
* 0-m=0.
* m-n estd definida.
* O ntimero 1 € o dnico natural tal que m - 1 = m (existéncia de elemento neutro)..
em-(n+p)=m-n+m-p,e (n+p)-m=n-m+ p-m (distributividade).
* m-n = n-m (comutatividade).
* m-(n-p)=(m-n)-p (associatividade)
* se p #0entdom- p =n-p = m = n (cancelamento).
e m-n=0entdom=0oun=0.
Demonstracdo. * Seja
M={meM, 0-m=0}.
Claramente 0 € M. Se k € M entdo
0-s(k)=0-k+0-1=0+0=0.

Pelo principio de indugdo M = N.
» Sejam € N e defina

M ={n e N, m-n esta definida.}
Claramente 0 € M. Assuma que k € M entdo
m-s(k)y=m-(k+1)=m-k+m.

Como‘ambos termos estdo definidos e a soma estd definida, temos s(k) € M de onde M = N.
* Seja

M={meN, 1-m=m}.
Claramente O € M. Se k € M entdo
l-s(k)=1-k+1-1=k+1=s(k).

Portanto s(k) € M e M = N. Para ver a unicidade observamos que se n é tal que m-n =m = n-m para
todo m € N entdo

l=1n=n-1=n.
* Sejam m, n € N e considere

Mu,={peN, m-(n+p)=m-n+m-p}.
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Claramente 0 € M,,, ,. Assuma que k € M,, , entdo
m-(n+sk)) = m-(n+k+1)
= m-(n+k)+m
= m-n+m-k+m
m-n+m-(k+1)
= m-n+m-s(k)
de onde s(k) € My, » e, portanto, N = M,, ,,.
A outra identidade se prova de forma similar.
Seja m € N e defina o conjunto

My={neN, m-n=n-m}.

Vejamos que 0 € M. para isto defina
N={meN,0-n=0=n-0}

entio0 € N. Sek € Nentao 0-k=0=k-0. Como

0-s(k)=0-(k+1)=0-k+0=0=s(k)-0

temos que s(k) € N e, portanto, N = N. De onde 0 € M,,,.

Se p € M, entdo m- p = p - m. Como
m-s(p)=m-p+m=p-m+m=(p+1)-m

temos que s(p) € M,, de onde M,, = N.
Sejam m, n € N e considere

My,={peN, m-(ntp)= (m:n)-ph
Claramente 0 € M,,, ,. Assuma que k € M55 entdo
m-(n-s(k)) = m:(n(k+1))
= m-(n-k)+mn
(m-n) - k4 (m-n)
(m-n)-(k+1)
(m-n)-s(k).

Portanto (k) € M, , e N'= M, ,,.

Se m =n = 0 ndo ha-nada que provar. Claramente se m = 0 entdo n = 0 pois caso contrario a identidade
ndo vale. Assumam # 0, n # 0, que m = n+k com k # 0, isto é k = s(k;). Se

m-p=n-p,
temos
m-p = n-p+n-k
= n-p+n-s(k)
= n-p+n-ki+n

entdo 0 =n-k; +n de onde n = 0 o que € uma contradicdo. Portanto k =0 e m = n.

Assuma que m-n = 0 e assuma que n # 0 entdo n = s(n;) de onde

O=m-n=m-s(n;)) =m-n;+m

entiom-n; =0em=0.
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Definicdo 12.5 Sejam k,m € N ntimeros naturais. Dizemos que m > k (ou k < m) se existem um nimero
leNtalquel#0e

m=k—+1.

Dizemos que uma func¢do proposicional P(n) vale para todo n > k se ela for verdadeira para n = k e para
todo m tal que m > k.

¢ Dados m, n € N, denotamos
— m > n se, e somente se, n < m.
— m > n se, € somente se, n < m.
* Nao € necessdrio definir a soma para definir a < b. De fato, utilizando a constru¢ao dos naturais feita
acima podemos dizer que dados a, b € N dizemos que

a<b & a€b.

» Voltaremos mais tarde sobre isto e veremos que ">"induz o que chamamos uma:"relacdo de ordem
total"

O principio de indugao fornece uma técnica muito 1til para proyar que uma proposicdo € verdadeira a partir
de um certo nimero natural. Este € o conteido do seguinte teorema.

— Principio de Inducdo generalizada. Seja k € N um nimero natural fixo e P(n) uma
fungdo propocicional com dominio em N. Se
» P(k) é verdadeira e
* se, para todo r > k, P(r) verdadeira garante que P(r+ 1) é verdadeira,
entdo, P(n) é verdadeira para todo n > k.

Demonstracdo. Para demonstrar o teorema utilizamos o principio de indug¢do. Definimos a fun¢io proposicional
Q(n)=P(n+k) M= {nel, O(n)é verdadeira}

Observamos que

* 0(0) = P(k) é verdadeira, entao 0 € M

» ser € M,= Q(r)= P(k+r) é verdadeira entdo Q(r+ 1) = P(k+r+ 1) é verdadeira e, portanto, r+ 1 € M.
De onde segue que M satisfaz i— e ii— do principio de indugdo, de onde segue que M = N.

Isto garante/que Q(n) € verdadeira para todo n > 0, que é equivalente a dizer que P(n) é verdadeira para
todo n> k. |

m'Exemplo 12.1 1. Provar que 10" — 1 € divisivel por 3 para todon > 1.
Para isto construimos a func¢do proposicional

P(n) = 10" — 1 é divisivel por 3

e seja M o seu dominio de verdade. Observamos que
* 1 €M pois

1001 —=1=9=3.3
* Assuma que k € M entio existe K € N tal que 3-K = 10* — 1. Vemos que k+ 1 € M, de fato
101 -1 = 10-10F—1
= 9.10F+10" -1
= 9.10F+3-K
= 3.(3-10F+K)
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Agora, pelo princicio de indu¢do, M = N e temos que P(n) vale para todo n > 1.
2. Provar que, para todo n > 1, temos

n 2 2
1

i3:13+23+-~+n3=”(n:).
i=1

Para isto construimos a fung@o proposicional
n?(n+1)>
1 .

e seja M o seu dominio de verdade. Observamos que
* observamos que 1 € M pois

P)=1+2°+.- +n’ =

L@+
2
* Assuma que k € M entdo
k2 (k+1)2
13+23+~--+k3:(: )’
Vemos que k+ 1 € M, de fato
K (k+1)?
P+ 4+l +(k+1)° = %+(k+1)3
k+1)2
= %(k2+4k+4)
k+ 192
= (4)(HQY
L (k1P (k+2)?
A 4

Agora, pelo princicio de inducao, M = N e temos que P(n) vale para todo n > 1.
3. Provar que 4" — 1 € divisivel por 3 para todon > 1.
Para isto construimos a fun¢ao proposicional

P(n) = 4" — 1 é divisivel por 3

e seja M o seu dominio de verdade. Observamos que

* 1 €M pois
4h=1=9=3.
» Assuma que'k € M entio existe K € N tal que 3-K = 4 — 1. Vemos que k+ 1 € M, de fato
41 = 4.4
= 3.4544 1
= 3.4543.K
3. (4" +K)

Agora, pelo princicio de inducdo, M = N e temos que P(n) vale para todo n > 1.
4. Sejam Q, Py, P»,--- proposi¢des. Provar que

OAN(PLVPV -V P)=(QAP)V(QAP) V- A(QAP,)

para todo n € N.
Para isto construimos a fun¢@o proposicional

R(n) :Q/\(Pl \/P2V~'-\/Pn) = (Q/\P])\/(Q/\Pz)\/"'/\(Q/\Pn)

e seja M o seu dominio de verdade. Observamos que
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* observamos que 1 € M pois
QN (P1)=(QAP).
* Assuma que k € M entdo
OA(PLVPV -V B) = (QAP)V(QAP)V---AN(QAR,).

Vemos que k+ 1 € M, de fato
Q/\(Pl\/Pz\/-“\/Pk_H) = Q/\[(Plvpz\/-"\/Pk)\/Pk+1]

= OA(PIVRV---VPR)V(QAP41)

= (QAP)V(QAP)V - N(OANP) NV (OAPey1)
Agora, pelo princicio de indu¢do, M = N e temos que R(n) vale para todo n > 1.
. Para mostrar que uma proposi¢do P(n) com nominio nos naturais € vélida para todos os naturais n > k
temos que ver sempre que P(k) é verdadeira ndo bastando mostrar que P(n) verdadeira implica P(n+ 1)
verdadeira. De fato, observe que se

P(n)="4"=4""" ¥neN”
Claramente se P(n) é verdadeira temos
4}1 — 4}’l+1 = 4. (4}1) — 4‘411—&-1 = 4}’l+1 — 4n+2

de onde P(n+ 1) é verdadeira. No entanto sabemos que P(0) € falsa e, portanto, o axioma de indu¢do ndo
nos permite concluir nada.
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conjunto tem um nimero natural de
0 entanto, se esse nao for o caso, como
os tem a mesma quantidade de elementos?

Procuramos mensurar de alguma forma o tamanho dos conj

elementos isso pode ser feito simplesmente ao contar s

mensuramos o conjunto? o que significa nest

E sobre isso que trata o contetido deste capitulo.
Comecamos com algumas definicoes.

Definicdo 13.1 e A cardinalidade de um conjunto A é quantidade elementos de um conjunto. Denotamos
a cardinalidade de A pelo simbolo fA.
* Um nimero cardinal € o simbolo utilizado para designar a cardinalidade de um conjunto.
¢ Dados dois conjuntos A e B dizemos que A < {B, se existe uma func¢do injetora f : A — B.
* Dois conjuntos A e B tem a mesma cardinalidade, é denotamos fA = §B, se existe uma fung@o bijetora

f:A—B.
-

Obs. Dados doi tais que fA < fiB e assuma que ndo existe uma funcao bijetora f : A — B entdo
dizemos/qu este caso, denotamos

A0

I Coroldrio 13.1 Se A C Bentdo A < {B

DemoM Segue da injetividade da fungdo f : A — B dada por f(a) = a. [ |

Teorema 13.1 Seja A um conjunto, entdo fA < §Z7(A).

Demonstragdo. Dado A conjunto defina f: A — Z?(A) como f(a) = {a}. Entdo f é injetora e A < §7(A).
Sejag: A — Z2(A) e considere o conjunto

B={acA adg(a)}
Claramente, se existe a € A tal que g(a) = B entdo temos que

a€B se,esomentese a¢B,
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o que é uma contradi¢do. De onde B ¢ Img(g).

Como para toda funcdo podemos construir um tal conjunto B temos que nunca existe uma fun¢ao sobrejetora
de A — Z(A) e, portanto, ndo pode existir uma fungéo bijetora. De onde segue que a cardinalidade dos conjuntos
¢ diferente. ||

Coroldrio 13.2 Nio existe um conjunto com cardinalidade maior do que todos os outros conjuntos.

Sejam A e B dois conjuntos. Assuma que existe uma funcio sobrejetora f : A — B. Entao B < #A.

Demonstragdo. Para a prova utilizamos o axioma da escolha. Dado b € B escolhemos a;, € A tal que f(ap) = b.
Observamos que para cada b temos um Unico a. Seja A = Upecpap C A e defina

h:A—B, h(ay)=b
Claramente, % é bijetora por construcdo. Entdo temos

iB = #A < fA.
|

Sejam A e B dois conjuntos. Assuma que A < iB e que @ € A e b € B sdo dois elementos. Entao

t(A\{a}) <H(B\D)

Demonstragdo. Seja f : A — B injetora. Seja/A = A\{a}; B=B\{b} e ap € A tal que f(ap) = b. Definimos
h:A — B por

| fx) se x#a
h(x)—{ fla) se x:ag

Entdo & € injetora de onde segue o resultado. |

Dada uma familia de conjuntos . = {A;, i € I} podemos introduzir a relagéo
A;~A; setem a mesma cardinalidade.

A relagdo assim definida € de equivaléncia, de fato
* A ~ A pois‘a funcdo identidade /(x) = x é bijetora.
* paratodo A, BE€.7, se A ~ B entio existe f : A — B bijetora, de onde f~' : B — A bijetora e, portanto,
B~ A.
e paratodo A, ByC € .% se A ~ B e B ~ C entdo, como composi¢io de fun¢des bijetoras € bijetora, temos
existe uma bijecdo de f: A — C. Portanto A ~ C
Lembramos que cada niimero natural #» € um subconjunto de um conjunto indutivo, isto é

n+1={0,1,2,...,n}.

Definicdo 13.2 Um conjunto A € dito finito se ele tem a mesma cardinalidade que o conjunto correspondente
um n € N. Neste caso, o cardinal de A serd repressentado pelo nimero natural que tem a mesma cardinalidade
que A.

Caso o conjunto ndo seja finito, ele sera dito infinito.

Com a defini¢do acima, se A um conjunto finito, o cardinal de A, que denotamos por #A, é
e tA=0seA=0.
* #A = n se A tem a mesma cardinalidade que {0,1,2,...,n—1} ou {1,2,...,n}.
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= Exemplo 13.1 * Da defini¢do, todo conjunto A que tem a mesma cardinalidade com algim conjunto da
forma

{0,1,2,3,...,n}

para algum n € N € finito.
* Considere P C N dado por

P={3-k keN}

Claramente a funcgao f : P — N dada por f(x) = x € injetora. Por outro lado a fun¢do g : N — P é também
injetora. Agora o Teorema de Cantor-Bernestein Schroder garante a existénciade uma bije¢do. De onde
segue que N nao € finito.

Seja A um conjunto. Entdo A é um conjunto finito se, e somente se, para todo subconjunto
proprio B C A temos B # fA.

Demonstragdo. Assuma que A € finito e de cardinalidade n. Se B G.A propriamente, entdo B contém, pelo
menos, um elemento menos que A e portanto terd cardinalidade B £n— 1 <n=1B. de onde A # {B.

Por outro lado, se A € infinito, utilizando o axioma da escolha podemos escolher para cada n € N um conjunto
B,, C A de cardinalidade n e de forma tal que B,, C B, (isto’é, na verdade, consequéncia do principio da boa
ordem). Desta forma, se A € infinito existe f : N — A injetora. Seja g: A\{f(0)} — A definida por

3 a se a ¢ Img(f)
g(a)—{g(a):f(n—l) se a=f(n)

Claramente g € injetora e sobrejetora. De onde #A = fA\{f(0)}. Entdo A € infinito e existe um subconjunto
préprio de A com a mesma cardinalidade que A/ De onde provamos que A finito implica que todo subconjunto
proprio tem caridalidade menor do que A. |

= Exemplo 13.2 * A={a,b,e,d,e} e B={1,2,3,4,5} sdo finitos e tem a mesma cardinalidade. Mais
ainda A ~ B pela correspondéncia

a1 b2 ¢33 d—d See

* A=NeB={2n, n€ N} tem a mesma cardinalidade e néo séo finitos. Mais ainda A ~ B pela correspon-
déncia

n <> 2n.

Assim como no conjunto dos nimeros naturais é possivel definir um operacao soma e produto entre nimeros
cardinais, basicamente, a ideia é que se & = A e 8 = #B sdo dois nimeros cardinais com A N B = 0, entdo

a+B=tAUB) e a-B="HAxB).

No caso 0 = {0 € o elemento neutro da soma e 1 € o neutro do produto.
Mais ainda, @ = #A e B = B, podemos definir

B*=1#{f:A — B, fungio}.

No caso, 0° = 1 para niimeros cardinais pois a tinica funcdo que satisfaz é a que corresponde a relagio nula
0=0x0.
Com isto temos os seguintes resultados para conjuntos finitos.
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Sejam A e B dois conjuntos finitos de um universo U. Entdo
$#(AUB)+4(ANB) = A +{B.
Demonstracdo. Assuma que
A=A{ay,...,a,a541...,an} B=/{ai,...,ax,b1,...by}.
Entdo
AUB=/{ay,...,ay,b1,...,by} ANB={ay,...,ax}.

Temos assim as seguintes bije¢des
A & A={1,2,...n}
B < B={n+1,n+2,....n+m+k}
AUB < C={1,2,....n+m}
ANB < D={n+m+1,....n+m+k}

Observamos que ANB = 0 e que CND = 0. Portanto
f(AUB)+H(ANB) = #{1,2,....n+m}+t{n+m+1, . yn+m+k}
= #{1,....,n+m+k}
= n+m+k
= n+(m+k)
= #{1,2,...,nLHl{n+Ln+2,....n+m+k}
= HAAHB.
|

Coroldrio 13.3 Sejam o e 8 nimeros cardinais finitos, entdo a soma entre eles tem como resultado o valor
da soma como ndmeros naturais @ - 3.

Para todo n € N temos que se A é um conjunto tal que A = n entdo §#(A) = 2" .

Demonstracdo. Vamos,a mostrar o resultado pelo principio de indugéo e assumindo a bije¢do com conjuntos
disjuntos para poder fazer a soma. Para isto construimos a funcao proposicional,

P(n) =”A é um conjunto tal que A = n entdo §#(A) =2"."

Seja M € N odominio de verdade de P(n).
Observamos que para 0 € M pois, neste caso, A = @ de onde Z(A) = {0} que contém 1 = 2° elementos.
Assuma que k € M vamos ver que k+ 1 em M também. De fato se

A={ai,...,a, a1}
escrevemos A = A1 UA, em que
Ar=A{ar,...,a}, Ar={ap1}

Entdo um elemento B do conjunto de partes de A satisfaz somente uma das seguintes afirmagdes
* Be Z(A)) (temos §7(A1) elementos deste tipo)
* B=CUA;comC € Z(A)) (temos §72(A]) elementos deste tipo).
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portanto
1P (A) =P (A)) +4P(A)) = 2K 42k = 2+,

de onde k+ 1 € M e, pelo principio de indu¢do, M = N.

Quando A é ndo finito temos também que Z?(A) = 2%, Mas esse niimero cardinal tem a seguinte descri¢io:
Dado A um conjunto, considere o conjunto F de todas as fungdes f : A — {0, 1}, entdo definimos

xX:P(A)—F,
como sendo

1 se a€eB

wew={ o % o

Clamente, toda fungao f assume valor 1 em B = f~!(1), entdo f = X101 Portanto ¥ é sobrejetora e
naturalmente injetora. De onde se define

1 P(A) = 2%,

Se A = m e B = n entdo existem 2" relagdes de A em B.

Demonstracdo. O resultado segue de observar que cada relagdo se corresponde biunivocamente com um
elemento do conjunto de partes e, neste caso, o conjunto de partes tem 2" elementos. ||

Coroldrio 13.4 Se #A = m entdo existem om* relacdes em A.

Demonstragdo. Aplicando o teorema anterior para B = A temos que n = m de onde existem 2™ rela¢des, isto
2 oy ~
€ 2™ relacoes em A. |

De forma similar mostramos que

Sejam n, m € N. Se A é um conjunto tal que A = n e B é um conjunto tal que B = m entdo
#(AxB)=n-m.

Demonstracdo:’ Seja B um conjunto com m elementos. Vamos mostrar que para todo conjunto A tal que fA =n
temos que (A X B) = n+m. Para isto construimos a funcéo proposicional

P(n) ="Se A é um conjunto tal que A = n entdo §(A X B) =n-m.”
Seja M o dominio de verdade desta fungdo. Observamos que se 0 € M, pois
OxB=0 e tOxB=0-m=0.
Assuma que k € M, vamos ver que k+ 1 € N. De fato se
A={ay,...,ar,ar41}
escrevemos A = A} UA; em que
A =A{a,...,ar}, Ar={ar+1}

Entdo um elemento # do conjunto A x B satisfaz somente uma das seguintes afirmacdes
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* u=(a;,b) com[ < kebc B.Denotamos por A aao conjuntos constituido por estes elementos. Temos
#(A; x B) = k- m por hipétese indutiva.
* u= (ar;1,b) com b € B . Denotamos por B ao conjuntos constituido por estes elementos. Temos
§B = §B = m, por construcao.
Observamos que A N B = @,portanto
dAxB) = tA+1B
= #(A1xB)+{B
= k-m+m
(k+1)-m.

de onde k+ 1 € M e, pelo principio de indu¢do, M = N. |

Coroldrio 13.5 Sejam « e 3 nimeros cardinais finitos, entdo o produto entre eles tem como resultado o
valor do produto como nimeros naturais o - 3.

De maneira analoga a demonstragdo para o caso de dois conjuntosy podemos mostraro seguinte resul-
tado

Sejam {Aj,...,A;} uma familia de conjuntos tais que §A; = n; para todo i = 1...k entdo

ﬁ(Al x"'XAk):nl'nZ""nk'

Demonstracdo. Provamos o resultado por indugdo em k. Primeiramente lembramos que se A € um conjunto tal
que #A = n e B € um conjunto tal que B = m entdo §(A X B) = n.-m.
Considere agora a fun¢do proposicional

P(k) ="Se {Ay,...,A¢} é uma familia‘de conjuntos tais que #A; = n;

2

paratodoi=1...kentdo §(A| X --- X Ax) =ny -ny---ny.

Seja M o seu dominio de verdade. Observamos que 0 € M da definicao de cardinalidade do conjunto.

Assuma que k € M, isto é que se {A1,...,A;} uma familia de conjuntos tais que fA; = n; entdo (A} X - -+ X
Ak) =ny-ny---ng.
Vejamos que k+ 1 € M. De fatose {A;,...,As,Ar+1} uma familia de conjuntos tais que #A; = n; para todo i
temos
ﬁ(Al Xooo XAk XAk.H) = ﬁ((A] Xoeoo XAk) XAk.H)

= (A1 X - xAp) X {(Ars1)
= (ny-ny----ng) g

= nl.nz....nk.nk+l'

Pelo principio de indugdo temos que P(k) vale para todo k € N.
|

Sejam n, m € N. Se A € um conjunto tal que 4 = n e B € um conjunto tal que B = m entdo
ﬁ(B)i(A) =m".

Demonstracdo. Sejam A e B conjuntos e assuma que A =n e B =m e que
A= {al,...,an} e B= {bl,bz,...,bn}.
Denotamos por

F(A,B) ={f:A — B, fun¢io}.
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Observamos que uma funcdo f : A — B € construida associar por uma tnica seta um elemento de A com um
elemento de B, portanto para cada a; € A temos m possibilidades para f(a;). Assim temos m" possibilidades

diferentes de escolher a funcdo f.
|

Coroldrio 13.6 Sejam o e B niimeros cardinais finitos, entdo o nimero cardinal % é o mesmo nimero que
o niimero natural que é resultado de fazer ¢.

Temos dividido os conjuntos em finitos e infinitos. No entanto, para distinguir um pouco melhorentre a
cardinalidade dos conjuntos que sdo infinitos introduzimos o conceito de enumerabilidade.

Definicdo 13.3 Um conjunto A € dito enumeravel se existe uma fungao injetora f : A — N. Em particular
* se a funcdo for sobrejetora sobre um conjunto finito de N entdo A € dito enumeravel finito.
* se a fungdo for sobrejetora sobre um subconjunto de N com a mesma cardinalidade que N entdo A é
dito enumerdvel infinito.
Os conjuntos que nao admitem uma tal fung¢do sdo chamados de ndo enumeréaveis.

Seja A um conjunto infinito, entdo existe g : N — A injetora.

Demonstragdo. Assuma exista uma fungéo escolha f: Z?(A) — A, entdo definimos

f(A) = ao
fA\{ao}) = a

f(A\{aoa"'aan}) = dp+1

Como A € infinito temos que cada

A\{ao,...,an} #0

e como f é uma fung¢do escolha @, & {ao,...,a,—1}. O conjunto B = {a;,i € N} é entdo enumerdvel. Agora seja
g : N — B definida por g(n) = a, . [ |

De forma similar, assumindo o axioma da escolha, podemos provar o seguinte resultado.

— Principio da Particdo. Sejam A e B dois conjuntos. Se existe f : A — B sobrejetora entdo
existe g : B — A injetora.

Demonstracdo. Utilizamos o axioma da escolha. Construimos uma particdo de A dada pelos conjuntos
f'(b) ¥beB.

Escolhemos‘um tnico elemento aj, € f~!(b) e definimos
g(b) =ap € f71(b).

A funcao assim definida € injetora pois
gb)=g(t) & a=a,

= flap) = f(ap)

= b="0.

= Exemplo 13.3 * O conjunto dos nimeros naturais é enumerdvel infinito de forma natural.
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* Todo conjunto finito €, em particular enumeravel.
* O conjunto N x N é enumeravel. Para isto considere f : N x N — N dada por

f(n,m) =2"3".

Observamos que 2""13™ = 223" se_ e somente se, n; = ny e my; = my. De onde segue que f € injetora. Por
outro lado g : N — N x N dada por g(n) = (n,n) é naturalmente injetora. O teorema de Cantor Bernstein
e Schroder nos garante que os dois conjuntos tem a mesma cardinalidade.

* Veremos depois que o conjunto dos nimeros reais ndo sdo enumeraveis.

O conjunto Z dos nimeros inteiros é enumeravel.

Demonstragdo. De fato, considere a funcao

2" se 0<n
f(z)_{3” se n<0

Como 2 e 3 sdo coprimos temos que
2¢43% Va,beN\{0}.

Da mesma forma, se prova que 2¢ = 20 se, e somente se, a = b e que 3% = 3” se;e somente se a = b. Portanto f
é injetora. |

Sejam A, B conjuntos enumeraveis. Entdo
* Todo subconjunto C C A é enumeravel.
» Seexiste f: U — A injetora, entdo U é/enumeravel.
* Se existe f : A — V sobrejetora, entdo V € enumeravel.
* A X B é enumerdvel.
* AUB ¢é enumeravel.

Demonstragdo. » Seja C C A subconjunto. Como A é enumerdvel temos que existe uma fun¢do injetora
f+A — N. Em particular, f|4 : A — N € injetora. De onde segue que C é enumeravel.
* Como A € enumeravel existe g: A — N tal que g € injetora. Entdo go f : U — N € injetora. Portanto U €
enumeravel.
* Seja f: A — V é sobrejetorae-.considere a funcdo injetora g : A — N dada pela enumerabilidade de A.
Entdo, da sobrejetividade de f temos que para cada v € V existe a, € A. Definimos F : V — N por

F(v)=g(a).

observamos que se F(v;) = F(v2) se, e somente se a,, = a,, mas, pelo fato de f ser fungdo, isto ocorre se
v] = v,. Portanto F' € injetora.

* Como.A e B sdao enumeraveis, existem f : A — Ne g: B — N fung¢des injetoras. Considere F : A X B —
N x N dada por

F(a,b) = (f(a),g(b)),

¢ injetora pois f e g sdo. Como F (A x B) C N x N é enumerdvel, entdo A x B é enumeravel.
* Como A e B sdo enumerdveis, existem f : A — N e g : B — N funcdes injetoras. Definimos F': AUB — N
por

» 2-f(z) se z€A
F(Z)_{z.g(z)+1 se z€B\A

que € claramente injetora. Por outro lado g : N — 7Z dada por g(n) = n é naturalmente injetora. O teorema
de Cantor Bernstein e Schroder nos garante que os dois conjuntos tem a mesma cardinalidade.
|
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Coroldrio 13.7 Sejam {A;, i € N} uma colec@o de conjuntos enumeréveis. Entéo

Ui

ieN
é enumeravel.

Demonstracdo. Considere as funcdes injetoras f, : A, — N dadas pela enumerabilidade de A, para todo n € N
entao

F:NxN- |4,
ieN

definida por
F(n,m) = f,(m),
¢ claramente sobrejetora. De onde segue que | J;cnyA; € enumerdvel. |

O conjunto

a
Q1 = {3, (@b) € (Z\{0}) x (2\{0}), a> 0, b> 0]
€ enumerdvel
Demonstracdo. Considere os nimeros racionais escritos.na forma irredutivel, isto € na forma

P onde p, q € Z, tais que (p,q) = 1.
q

Seja f: Q7 — N dada por

f<P> _op3a.
q

Observamos que se

(0)-(

entdo 2739 = 28139 e, pelo teorema fundamental da aritmética, temos que p; = p € g1 = g e, portanto

p_r
q 41

Logo, f € injetora e, portanto Q7 € enumerdvel.

Coroldrio 13.8 O conjunto dos racionais é enumerével.

Demonstragdo. Observamos que Q = Q* U{0} UQ* onde
Q= {3 (@b) € @\{0}) x (Z\{0}), a>0, b>0}

Q= {3, (@) € @\{0}) x (Z\{0}), a< 0, b>0}

e que existe uma bije¢do F : Q% — Q* dada por F(x) = —x. Portanto, os trés conjuntos sdo enumeraveis, de
onde segue que Q € enumeravel. |
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m Exemplo 13.4 Para ilustrar um pouco o contra-intuitivo dos conjuntos infinitos temos o experimento mental
chamado de "Hotel de Hilbert". Neste experimento considera-se um hotel com infinitos quartos (tantos quartos
como nimeros naturais), no qual todos os quartos contém um héspede. Desta forma o hotel estd lotado. Ao
chegar um novo héspede que deseja se hospedar no hotel, o recepcionista consegue acomoda-lo pedindo a cada
hospede do quarto # ir para o quarto n+ 1, ficando assim o quarto 1 livre. Mais ainda, se cada héspede ir do
quarto n ao quarto 2n podemos deixar livre um nimero infinito de hospedes.

Claramente isto s6 pode acontecer pois o conjunto de quartos € infinito, pois se fosse finito a pessoa que
ocupa o ultimo quarto ndo teria como se movimentar. ]

Pelo que vimos acima, para conjuntos infinitos, a no¢ao de cardinalidade ¢ um pouco delicada e pode ser
pouco intuitiva. A definicao diz que para mostrar que dois conjuntos tem a mesma cardinalidade devemos
construir uma funcao bijetora. No entanto, construir a tal fun¢ao bijetora pode ser una tarefa umitanto complicada.
Nesse sentido o teorema de Cantor-Bernstein-Schréder simplifica o problema.

m Exemplo 13.5 Considere os conjuntos A = (0,1] e B = (1,2) U(3,4]. Considere

fiA—=B f(x)=x+3

=

=1 se xe(1,2)

§:8—=A g(x):{ 5= se x€(3,4)

Observamos as duas fungdes sao injetoras, mais ainda, que

8(1,2) = (0,1/2) ¢(3,4] = (1/2,1].
Portanto A e B tem a mesma quantidade de elementos. L]

Como vimos os conjuntos finitos tem associado um ndmero cardinal que € igual ao nimero n € N com a
mesma cardinalidade embora "nimero cardinal” e "nimero natural” sejam dois conceitos diferentes, ndo ha
problema em denotar os dois nimeros da mesma forma..Neste caso o nimero cardinal € chamado de nimero
cardinal finito. Os nimeros cardinais dos conjuntos.infinitos sdo camados de infinitos ou nimeros cardinais
transfinitos. Como vimos o conjunto dos nimeros cardinais formam um conjunto ordenado (utilizando fung¢des
injetoras e bijetoras) e, mais ainda hd um resultado de tricotomia, isto é, dados dois nimeros cardinais a e b se
cumple uma das seguintes

a<b, a=b, a>b.

A cardinalidade .dos. naturais € denotada por ¥y (Aleph 0). Os conjuntos enumerdveis infinitos tem
cardinalidade X pelo teorema de Cantor-Bernstein-Schroder. De fato, por um lado sabemos que f: A — N &
injetora. Como A € infinito, entao a fungdo € sobrejetora sobre um conjunto com a mesma cardinalidade de N,
de onde.construimos uma funcio injetora g : N — A.

Vimos que tante os nimeros inteiros como os racionais tem a mesma cardinalidade e igual a X e, portanto,
sao enumerdveis. Sempre € possivel construir conjuntos de cardinalidade maior. Desta forma temos os sucessores
de Xy 'sdo denotados por X = s(Xg), Xp =s5(Xy)....

Por outroslado, veremos depois que os reais terdo cardinalidade ¢, que € chamada de cardinalidade do
continuo, e que satisfaz X < ¢ = 2%,

Existe uma hipétese, chamada de Hipotese do continuo que diz que nao ha nimero cardinal, isto € nimero
que indique a quantidade de elementos do conjunto, entre as cardinalidades X ¢ e 2%?, isto é X | = c. Observamos
também que foi mostrado que essa hipdtese nao pode ser demonstrada nem refutada dentro da teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel.

Também é sabido que hé conjuntos com cardinalidade maior que o continuo, por exemplo, o conjunto & (RR)
tem cardinalidade 2° > c.

De modo geral temos as seguintes relagdes entre as cardinalidades

. Ng(’ =¢

o« (= (2R0)” — onx Ro 2}20

. c§ _ (2N°)§ — 9 Xox Ko _ 9¥o
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o (¢ — (2N0)c — 2NO><c — ¢
Para mais detalhes sobre nimero cardinais, sua aritmética e demais pode ser conjultado o trabalho W.
Sierpinski, Cardinal and ordinal numbers-PWN, Warsaw (1965).

= Exemplo 13.6 * O conjunto P dos nimeros naturais pares com o 0 e o conjunto / dos naturais impares
tem a mesma cardinalidade. De fato f : P — I dada por f(p) = p+ 1 é injetora e g : I — P dada por
g(p) = p+ 1 também é injetora, agora pelo teorema de Cantor-Bernstein-Schroder existe um bijegdo entre
leP.
* Ointervalo A = (—1,1) e o conjunto dos niimeros reais tem a mesma cardinalidade. Podemos argumentar
pelo teorema de Cantor-Bernstein-Schroder. No entanto vamos construir a bijecdo. De fato, considere
f:A — R dada por
X

o =1"%
Observamos que
fﬁl( ) 0 se a=0
a) =
7_1+W se az#0.

pois, se a =0 entdo fo f~1(0) = f£(0) =0 e se a # 0 entdo
_ —14+Vi+4.a2 1

—1 -
fof (a)_ 2.a 1_<1+17 2/14;4.712) =a
-a
De forma similar,
—144/1+4. S
_ (1_ 2)2
f 1 Of(a) — 2 - a = d
1—a?

se mostra que f~!o f(x) = x.
* Ointervalos I} = (0,1), L, = [0,1) e Is = [0;1] tem @ mesma cardinalidade. De fato, utilizando o teorema
de Schroder-Bernstein, e as/fungdes injetoras

le(Ovl)%[Ovl]v f(x):x € 31:[071]%(()’1)7 g(x):x/z

£:(0,1) = [0,1), W) =Fx e g:[0,1) = (0,1), gx)=x/2

temos o resultado.
* Podemos mostrar que.(0, 1) x (0, 1) tem a mesma cardinalidade de R?. Utilizando o teorema de Cantor-
Bernstein-Schréder e as fungdes injetoras f : (0,1) x (0,1) — R?e g: R? — (0,1) x (0,1) dadas por

2-x—14+vV1+4-22 2-y—1—|-\/1+4-y2>
4.x ’ 4.y

fEy)=Lxy) e glxy) = (
* O conjunto (0,1) x (0,1) tem a mesma cardinalidade que (0,1). Por um lado temos fung¢do injetora
f:(041) — (0,1) x (0,1) dada por
f(0,a1a0a3a4 ...) = (0,a1a3as . .., 0,a2a4a. . .),
e por outro lado g : (0,1) x (0,1) — (0, 1) definida por
g(0,a1aza3. .., 0,b1bybs3...) = 0,a1b1azbrasbs . . .,

€ também injetora.
* Da mesma forma podemos mostrar que para R” a cardinalidade € c.
]

Fechamos o capitulo com uuma consequéncia do axioma daregularidade. Para isto precisamos de uma
defini¢do prévia.
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Definicdo 13.4 Considere uma familia de conjuntos {A;, i € I} com I C N. Dizemos que A; é uma cadeia
descendente se

A; CA.,' Vj<i
paratodoi € L.

Outra consequéncia do axioma da regularidade € o seguinte resultado.

Nao existe uma cadeia infinita e descendente de conjuntos.

Demonstragdo. Se existe uma tal cadeia. Entdo defina f : N — A = UA; dada por f(i) =A;. Considere Img( f)
e F={f(n), ne N}.

Pelo axioma da regularidade existe B € F tal que BN F = (). No entanto B = f(k) pois é um elemento de B
e BC f(k—1) de onde B= f(k)NF, de onde B ndo pode ser disjunto de F, o que éuma contradi¢do. Portanto
ndo existe tal cadeia. |
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Temos construido até agora os nimero naturais. No entanto o s naturais, como conjunto numérico,
amos um conjunto de nimeros A munido
de operacdes soma (+) e produto ( - ) tal que an, b € A entdo a fungdo proposicional do tipo

polinomial, isto €, da forma

P(x)="x€A, ap+a; -x+» +a,x"=

tenha dominio de verdade nio vazio e

Porém, para os naturais é faci ar uncoes proposicionais deste tipo com dominio vazio. Por exemplo

P(x)=”x€N,x+5= ou (_x):”xeN’él..x:S.”

tem por dominio de
E por isso que s¢ faz

de o conjunto vazio em N.
ssdrio ampliar o universo de nimeros no qual podemos descrever estas fungdes. O

(a;b)

* A relacdo é reflexiva pois para todo (a,b) € N x N temos

~(c,d) & a+d=b+c

a+b=b+a = (a,b)~ (a,b).

* A relacdo € simétrica pois
(a,b) ~(c,d) & a+d=b+c
& c+b=d+a
& (c,d) ~(a,b).
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* A relacdo € transitiva pois

[(a,b) ~ (c,d)]|N\[(c,d) ~ (e, f)] (a+d=b+c)N(c+f=d+e)
(a+d=b+c)N(c+f=b+e)
a+f+c+d=b+e+d+a=b+e+b+c
a+f=b+e (cancelamentento em N)

(avb) ~ (evf)'

A

O espago quociente por esta relagao é
Z=NxN/~
Se (a,b) € N x N temos trés casos possiveis

a>b = a=b+neN = (a,b)€[(a,b)]=][(n,0)].
a=b = (a,b)€|(a,b)]=1](0,0)]
b>a = b=a+neN = (a,b)€[(a,b)]=](0,n)].

Definimos entdo, para cada n € N tal que n > 0, as classes
n=[(n,0)] ={(n+k,k), ke N}

também serd denotada por +n, a classe
-n = [(0,n)] = {(k,n+k), k € N}.

e se n=0aclasse
0=1(0,0)] = {(k,k), k € N}.

Com esta notagdo, podemos escrever
zZ=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Passamos agora a definir as operacdes de soma e produto entre nimeros inteiros. A soma de nimeros inteiros
€ a operagdo + : Z X Z — Z definida por

[(avb)] + [(Cvd)] N [(a+c7b+d)]

A operagdo soma nes niimeros inteiros ndo € igual a operacao soma nos niimeros naturais. A nota¢ao correta
teria um simbolo para cada operagdo, entdo seria +z : Z X Z — Z definida por

[(@,6)] +z [(c,d)] = [(a+n ¢, b+nd)].

Como.a notagdo fica muito sobrecarregada, deixamos a interpretacdo a cargo do leitor e subentendida ao
contexto.

E facil ver que a soma, estd bem definida, isto é ndo depende da escolha dos representantes. De fato se
[(@,6)] =[(d",6)]  [(c.d)]=[(c",d")]
entao,
(a+c)+ (' +d) = (b+d)+(d+)
e portanto,

[(a+c,b+d)] =[(d+,b +d)]
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Mais ainda, temos que a soma nos Inteiros generaliza a soma nos naturais. De fato, observamos que se m < n
sa0 numeros naturais, € a = n-+m e b -+m = n entdo

n+m = [(n,0)]+][(m0)]=[n+m0)]=a
n+(-m) = [(n,0)]4[(0,m)] =[(n,m)]=[(6,0)]=Db
(m)+m = [(0,n)]+[(m,0)] = [(m,n)] =[(0,b)] =-b

(m)+(-m) = [(0,n)]+[(0,m)] =[(0,n+m)]=-a

Utilizando as defini¢des acima podemos mostrar as seguintes propriedades da soma.

Sejam a, b, ¢ nimeros em Z. Entdo
e a+b =Db-+a (comutatividade).
* a+ (b+c¢) = (a+b)+c (associatividade).
* Existe um tdnico elemento 0 = [(0,0)] € Z tal que a+ 0 = a para todo a € Z (existéncia de elemento
neutro).
* Para todo a € Z existe —a € Z tal que a+ (—a) = 0 (existéncia de elemento inverso).
* Sea+b =a-+cEntdo b = ¢. (cancelamento na adicao).

Demonstracdo. Sejam

a=[(a1,@)] b=[(b1,b2)] e c=[(c1,c2)]

a+b [(a1,a2)]+ [(b1,52)]
= [(a1 +b1,a2—|—b2)]
= [(bl +ay,by —|—a2)]
= b+a.
+b+c) = ([(ar,a2)]t [(b1482)]) + [(c1,¢2)]

[
(ay4b1,a2kb2)] +[(c1,¢2)]
(a1 +b1+c1,ar+ by +62)]
(ap,a)] +[(b1 + 1,02+ ¢2)]
(a1,a2)]+ ([(b1,b2)] + [(c1,2)]
= (a+b)+c.
» Provamos/somente a unicidade pois a existéncia e a propriedade foi mostrada acima. Assuma que existe
um outro k € Z que satisfaz a+ k = a para todo a € Z entao,

(
[
[
[
[

0=0+k=k

de onde segue a unicidade.
* Definimos —a da seguinte forma
se (n,0)eca = -—-a=][0,n)] e a+(—a)=][(nn)]=0,
se (0,n)ea = —-a=][n0)] e a+(—a)=][(nn)]=0

a+tb=a+c = [(a1+b1,az+b2)]:[(a1+C1,a2+C2)]
= ait+tbit+art+cy=a1+ci+a+by
= by+cy=c1+by (cancelamento em N)
= b=c.
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Definicdo 14.1 Dados a,b € Z definimos
a—b=a+(-b)

Os inteiros munidos da operagdo soma formam uma estrutura algébrica particular que passamos a descrever.

Definicdo 14.2 Seja G um conjunto e x : G X G — G uma operagao binaria definida sobre G. O par ordenado
(G, ) é um grupo se sdo satisfeitas os seguintes axiomas:
* Associatividade: Quaisquer elementos a, b, ¢ € G temos (a*b)*c =ax (bxc)
» Existéncia do elemento neutro: Existe um elemento e € G tal que exa =a*xe=a
« Existéncia do elemento simétrico: Para qualquer elemento a € G, existe outro elemento a’ € G, tal que,
axd = d xa= e, onde e é 0 elemento neutro previamente mencionado.
Mais ainda, se para todos a, b € G temos a comutatividade, isto €, que axb = bxa o grupo ¢é dito abeliano.

Coroldrio 14.1 O conjunto dos nimeros inteiros munidos da operagdo soma, isto é (Z,+), é um grupo
abeliano.

Demonstracdo. Inmediato da definicdo de grupo abeliano e as propriedades listadas acima. |

Assim como acontece com a soma, podemos fazer com o produto. O produto de nimeros inteiros - : Z X Z —
Z esté definida em funcao da soma e da multiplica¢do nos nimeros naturais da seguinte forma: se

n=[(a,b)] ¢ m=[(cd)]
entao

n-m=[(a-c+b-d,a-d+b-c).

Novamente, aqui a operagao produto nos nimeros inteiros ndo € igual a operacao produto nos nimeros
naturais. A notacao correta teria um simbolo para cada operacao, entdo seria seria -z : Z X Z — Z definida
por

n-zm=[(a-nc+nbind,a-nd4nbNC)].

Como a notagdo fica muito sobrecarregada, deixamos a interpretacio a cargo do leitor e subentendida ao
contexto.

E ficil ver que a multiplicacdo estd bem definida, isto é se
n=[(a,b)]=[(@"0)] e m=[(c.d)]=[(,d)
entao

a+b=b+d = ca+cb =cb+cd
a+b =b+d = db+dd =da+db.

Somando as equagdes temos

ca+ch'+db+dd = cb+cd +da+dl =
[(ac+db,cb+da)] = [(dc+bd,dd+Db'c) =
[(@,b)]-[(c,d)] = [(d,b)]"[(c,d)]-

De forma similar se mostra que

(@, 6N)]-[(c,d)] = [(d,6)] - [(<',d")].
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Em particular observamos que se a = [(a,b)] entdo

nm = [(7,0)]-[(m0)]=[rn-m0)]=a
n-(-m) = [(7,0)]+[(0,m)]=[0,n-m)]=[0,a)] =-a
(n)-m = [(0,n)]-[(m,0)] =[(0,n-m)] =[(0,a)] = -a

(-n)-(-m) = [(0,n)]-[(0,m)] = [(n+m,0)] =a

)I-[(1L0)] = [(a,b)]

a-0=0,

a-1—=a.

[(0,0)] =

Em particular vemos que se n, m € N entdo

n-(-m)=

(-n)-m=-a.

Utilizando as defini¢des acima podemos mostrar as seguintes propriedades do produto.

cab=b-
()

el=

-(b+c)

Sejam a, b, ¢ numeros em Z. Entdo
omutatividade).
b) - ¢ (associatividade).

a(c
=(a-

[(1,0)] € Z tal que a-1 = a (existéncia de elemento neutro).

= (a -b) + (a- ¢) (distributividade).

* Sea-b=a-cEntdo b = ¢. (cancelamento ne produto).

Demonstracado.

a=[(a,a2)] b=

a.

a-(b-c)

e Existe 1

a-(b+c) =

Sejam

[(b1,b2)] &, c=[(c1,¢2)]

b [(a1-by+ag-by,a;-by+Dby-ay)]
[(b] ~ay +by-axib; -ar +a -bz)]

= _b-a.

[(a1,@)J[(b1-c1+by-c2,b1-c2+br-c1)]
[(@Ab1-c1 +b2-c2) +az- (b1-c2+by-c1),
= [(a1-b1+az-by,a1-by+by-az)]-[(c1,c2)]
(a b)-c
=1(1, ]EZtalque
a-1 = [(@a-140-b,a-0+1-b)]
[

(a,b)]

(a1,a2)]-[(b1 41,2+ ¢2)]
(a1-(b1+c1)+ay-(ba+c2),a
(

(

[
[
[
[a1 -bi1+ay-by,a; -by+ay - b])]

+(ai-ci1+az-ca,az-c1+aj-c2)]

= (a-b)+(a-c).

ay-(by-ca+by-ci)+az-(by-ci+by-c2))]

2-(b1+c1)+ar-(ba+c2))]
ay-bi+ai-ci+a-by+ay-cr,ar-by+ar-ci+ay-by+aj - Cz)]
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a-b=a-¢c = [(a;-bi+ax-by,a1-by+b;- ay)]
=[(ai-ci1+ax-cr,a1-ca+ci-az)
= ((a1-bi+az-by)-(a1-c1+ax-c2)
+(ar-by+by-ax)-(ar-c2+ci-az)
= (a1-bi+ax-by)-(a1-cr2+ci-az)
+(a1-ba+b1-az)-(a1-c1+az-c2)
(by-c1+by-cz)=(by-c1+b1-cz) (cancelamento nos naturais)
= b=c

4

O conjunto dos nimeros inteiros munidos com a soma e o produto tem uma estrutura algébrica que passamos
a descrever de forma geral.

Definicdo 14.3 Considere um conjunto A com um elemento 0 € A e duas operagdes bindrias
+:AXA—A TAXA—A

que satisfazem as seguintes condi¢des:
* (A,+) é grupo abeliano com elemento neutro igual a 0.
* Associatividade de - : para todo a,b,c € A temos (a-b)-c=a-(b-c)
* Distributividade de - em relagdoa +: a- (b+c)=a-b+a-ce (a+b)-c=a-c+b-c
* Existéncia de elemento neutro 1 de - : existe 1 € A tal que 1 # O tal que para todo a € A, temos
l-a=a-1=a.

Coroldrio 14.2 O conjunto dos nimeros inteiros munidos das operagdes soma e produto, isto é (Z,+, - ), é
um Anel.

Demonstracdo. Inmediato da defini¢ao de anel e.das propriedades listadas acima. |

Sejam a, b € Z. Toda funcdo proposicional da forma
P(x)="x€Z, x+a=Db",
tem por dominio de verdade M = {b+ (-a)}.

Demonstracdo:’ Imediato das propriedades da soma em Z. |

Nos inteiros temos uma relacdo de ordem dada por
[(a,b)] <[(c,d)] < a+d<b+c
Observamos-que a relagdo estd bem definida, de fato assuma que
[(a,b)] = [(a,ab/)]v [(c,d)] = [(C/?d/)] e que[(a,b)] < [(c,d)],
entao
a+d<b+c = a+b+d<b+b+c
= a+b +d+d <b+b+c+d

= d+b+d+d <b+b+c'+d
= d+d <b +c (cancelamento em N)

De onde segue que a relacdo estd bem definida.
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o < éreflexiva: seja [(a,b)] € Z entdo a+b < a+ b de onde [(a,
+ < ¢ antisimétrica: sejam [(a,b)], [(c,d)] € Z tais que [(a,b)] <

)

b
[(e,

< [(a,b)]
d)

]
c,d)] e|(c,d)] <[(a,b)], entdo

a+d<b+c<a+d
de onde a+ ¢ = b+ c e, portanto, [(a,b)] = [(c,d)]

o < ¢ transitiva: sejam [(a,D)], [(c,d)], [(e, f)] € Z tais que [(a,b)] < [(¢,d)] e [(c,d)] < [(e, f)] entdo,
existem p, g € N tais que

at+d+p=b+c e c+f+g=e+d
(a+f+p+q)+d+c = (a+d+p)+(f+c+q)
= b+c+e+d

= (b+e)+(c+d) — a+f<b+e.
e, portanto [(a,b)] < [(e, f)].

Vejamos que esta relacdo é compativel com a que conhecemos usualmente para Z. Sejam m, n € N. Entao
m<m pois [(0,n)] <[(m,0)],
se m<n = m<n pois [(n,0)]<][(m,0)],
se m<n = -n<-m pois [(0,n)] <[(0,m)].
Mais ainda podemos mostrar que
a<b = a+c<b+c
a<b e 0<c¢c = a-c<b-c
Em particular dizemos que
a<b < (a<b)A(a#b).

Com isto podemos anunciar o seguinte teorema

— Tricotomia dos Inteiros. Sejam a, b nimeros em Z entdo ocorre uma das seguintes
situacbesa=boua <boub < a.

Demonstracdo. Provamos por contradi¢cdo. Para isto assuma que a # b e que a < b e b < a simultineamente.
Entéo, se a = [(a,b)] eb.= [(c,d)], temos

at+d < _.b+tc

c+b < d+a = c+b<a+d<c+b
o.que € uma contradicao.

Por outre lado sea =b e a < b temos
atd < b+c
a+d’ = b+c = at+d<c+b=a+d

o que € também uma contradi¢do. De forma similar mostramos que o caso a =b e b < a gera uma contradigao.
|

Definicdo 14.4 Seja a € Z. Dizemos que
* aéndonegativose 0 <a
* a é ndo positivose a < 0
e aépositivose 0 < a
* aénegativosea < (

A seguir listamos as regras de sinais para o produto.



118 Capitulo 14. Nimeros Inteiros

Sejam a, b € Z, mostrar que
a) Sea>0eb>0entdioa-b >0
b) Sea<0Oeb<Oentdioa-b >0
c) Sea>0eb<0Oentdoa-b<0

Demonstracdo. Utilizamos o fato de que, para todo a € Z sempre existe n € N tal que se
a>0 = a=[(n,0)]

a<0 = a=[(0,n)]

a) Sea>0eb > 0entio

a-b = [(n,0)][(m,0)]
= [(n-m,0)] >0

b) Sea<0eb<0
a-b = [(O,n)][(O,m)]
= [(n-m,0)] >0

c) Sea>0eb<0
a-b = [(n,0)]-[(0,m)]
= [(0,n-m)] >0

Idetificamos naturalmente os Naturais como um subconjunto dos'inteiros pela seguinte fun¢ao injetora
fiN=Z,  fn)=[(n0)]€Z
Em particular, observamos que

[(n- p+4,0)]
(- p,0)]+ [(4,0)]
[(n,0)] - [(20)] +1(g,0)]
= f(n)-fp)*+ f(q)

E por meio desta funcdo (e identificagdo) que dizemos N C Z.

f(n-p+q)

Definicdo 14.5 Seja A um subconjunto ndo vazio de Z.

* Dizemos que A € limitado inferiormente se existe @ € Z tal que o < a para todo a € A. Neste caso o é
chamado de cota inferior de A. A maior das cotas inferiores € chamado de infimos. No caso em que o
infimo seja um elemento de A, dizemos que ele é 0 minimo de A.

* Dizemos que A é limitado superiormente se existe 3 € Z tal que a < 3 para todo a € A. Neste caso f3
é chamado de cota superior de A. A menor das cotas superiores é chamado de supremo. No caso em
que o supremo seja um elemento de A, dizemos que ele é 0 mdximo de A.

m Exemplo14.1 ¢ N € limitado inferiormente em 7Z. De fato o = 0 € a cota inferior (¢ minimo).
e A={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5} é limitado superiormente ¢ inferiormente. Neste caso —4 cota inferior
(que é minimo) e 5 é conta superior (que € maximo).
|

Embora os Naturais admitam cota inferior, eles ndo admitem cota superior em Z como mostra o seguinte
resultado.

O conjunto N ndo admite cota superior em Z.

Demonstracdo. Observamos que N admite conta superior se

dzeZ,VneN, n<z
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Vamos mostrar que a negacdo disto é verdadeira, isto &, que
VzeZ,dneN, z<n.

Portanto, mostramos que para todo z € Z temos que existe um natural » tal que z < n de onde segue que N ndo
pode admitir cota superior.

Claramente, se z < 0 entdo existe 1 € N tal que z < 1. Se z > 0 entdo z € N e, portanto o seu sucessor,
s(z) € N de onde segue que existe o natural s(z) tal que z < s(z). [ ]

— Principio da boa ordem. * Seja A C N um conjunto ndo vazio entdo A possui ele-
mento minimo.
* Seja A C Z um conjunto ndo vazio e limitado inferiormente, entdo A possui elemento minimo.

Demonstracdo. Provamos cada caso por separado.
* Para os Naturais considere o conjunto

B={neN,n<a,VaecA}.

Claramente 0 € B. Sejaa € A, entdoa+ 1 ¢ Bpoisa € Ae a<a+ 1. Entdo B # N. Portanto 0 € Be
B # N portanto existe um k € B tal que k+ 1 ¢ B pois, caso contrario, o principio de indugdo garante que
B=N.
Vamos mostrar que k ao minimo de A. De fato k € B, portanto k. < a,Va € A e portanto € cota inferior. Se
mostrarmos que k em A teremos que € a maior das cotas inferiores de A e portanto o minimo de A.
Vamos mostrar que k € A por contradicio. Parasto, supomos:que k & A e, portanto k < a para todo a € A.
De onde k+ 1 < a para todo a € A e, consequéntemente k + 1 € B o que contradiz a escolha do k. Logo
k € A é um minimo para A.

* Seja A € Z limitado inferiormente. Seja & uma cotainferior de A. Seja

A'={a—a,ac A} CN.

Pelo principio da boa ordem de N (item.anterior) temos que A’ possui elemento minimo ¢’ € A’. Entdo
existe @’ € A tal que o' = da'~— o de onde m = o’ + & € A e, mais ainda, € um minimo de A. De fato se
acAentio <<a—a e+ a €A, deonde a+a’ <a.

[ |
Coroldrio 14.3 * Sejama € Z taisque 0 <a < 1lentdoa = 1.
* Sejama, beZtaisquea<b<a+lentiob=a+1.
Demonstragao. s SejaA={x€Z,0<x<1/}. Claramente 1 € A e A ¢ limitado inferiormente por 0. Pelo

principio da boa ordem, A possui elemento minimo, m. Se m < 1 temos que
0<m?<m< 1,

e, portanto m”> € A e é menor do que m portanto m nio pode ser minimo. Entdo m = 1 e é o minimo e
maximo elemento de A, portanto A = {1}.

e SejaA={xe€Z,a<x<a+1/}. Aquia+1 € A de onde segue que A # (. Também temos que A estd
limitado inferiormente por a. Pelo principio da boa ordem, A possui elemento minimo m € A e, portanto,

O<m—-—a<]l.

Agora, pelo item anterior, m—a =1, deondem =a+1.
¢ [ |






[ 15. Divisibilidade

O objetivo desta sec@o € dar uma ideia rapida sobre o algorit
Comecamos com a defini¢ado.

@ 20 nos nimeros inteiros e suas aplicagoes.

Definicdo 15.1 Dados a, b € Z com a # 0. Dizemos que a|b (a divide a b) se existe ¢ € Z tal que b = a - c.

Mais ainda, neste caso, dizemos que b € um multiplo de a.

Proposicdo 15.1 Sejam a,b € Z\{0}. Entdo
* lla, alaeal0
* se alb e b|c entdo alc.
* sealceb|dentdoa-blc-
* se al(c+d) entdo alc se, ente se ald.
*sea>0eb>0ealbentdoa <

Demonstragdo. Servamos que

e 0=a-0.

a:p-b:p.q.c:(p.q).C.

Portanto c|a.
» Sabemos que existem inteiros p, g tais que

c=p-a e d=gq-b
entao
c-d=(p-a)-(q-b)=(a-b)-(q-p)

portanto a - blc-d.
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* Provamos uma implicac¢do pois a outra € similar. Da hipétese temos que existem inteiros p, g tais que
c+d=a-p e c=a-q
entao
d=a-p—a-q=a-(p—q).

de onde segue que ald.
» Sejam a, b € N. Se b # 0 e a|b entdo existe p € Z tal que a = p-b. Como a, b > 0 temos que p >0
portanto, p > 1 de onde

a=a-1<p-a=b.

m Exemplo 15.1 Sejam a, b € Z e n € N entdo
« (a—b)|(@ —b").
Provamos o resultado por indugéo. Seja
P(n) ="(a—b)|(a" ~b")"
e M o dominio de verdade de P. Observamos que 0 € M pois a’— b’ =0 e (a — b)|0.
Assuma que k € M, isto é
d—vF=p-(a—b)
. Como
ak+l_bk+l — (a—b)-ak—i-b-(ak—bk)

= (d+p-b)-(a—Db).
Portanto k+ 1 € M e, pelo principio de inducao, M = N.
A (a—l—b)|(a2'"+l +b2'"+1).
Provamos o resultado por indugéo. Seja

P(n) _ ”(a_i_b)|<02»n+1 4+ b2~n+l)”

e M o dominio de verdade de P. Observamos que 0 € M pois a' +b! = a+b.
Assuma que k € M, isto é

a2-k+l +b2-k+l =p- (a—i—b)

. Como
az-k+3 . b2-k+3 > (az . b2)a2-k+l £ b2 X (aZ'k+l 4 bz-k+l)

(a**+p-b?)-(a+Db).
Pottanto K+ 1 € M e, pelo principio de indugdo, M = N.
o ad bla>"— b2
Provamos o resultado por inducdo. Seja

P(n)="(a+b)| (az'" - bz'")”

e M o dominio de verdade de P. Observamos que 0 € M pois a’ —b° = 0 e a+ b|0.
Assuma que k € M, isto é

a2-k+b2-k =p- (a—b)
. Como
a2~k+2 _ bz-k+2 — (az _ b2)a2~k + b2 X (a2~k _ b2~k+1)

[(a®* - (a—b)) +p-b]- (a+b).
Portanto k+ 1 € M e, pelo principio de indugdo, M = N.
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Definicdo 15.2 Um nimero p € N\{0, 1} € dito primo se sus tnicos divisores sdo 1 e ele mesmo.
A importancia dos nimeros primos estd no seguinte resultado.

— Fudamental da Aritmética. Todo niimero natural maior do que 1 é primo ou se escreve
de modo dnico, a menos de uma ordem nos seus fatores, como um produto de primos.

Demonstragdo. Utilizamos o principio de indugdo. Seja P(n) a fungéo proposicional sobre N definida por

P(n) = ”n+2 ¢ primo ou se escreve de modo tnico, a menos de uma ordem nos seus fatores,

como um produto de primos”

Seja M o seu dominio de verdade, entdo 0 € M pois 2 € primo.

Assuma que k € M e vejamos o que acontece com k+ 1. Se k+ 1 for primo, ndo temos nada a provar. Se
k+ 1 nao for primo entdo existem p, g € N tais que 1 < p, g < k+ 1 satisfazendo k+ 1 = p /q. Como sabemos
que g, p € M podemos escrever, de forma tnica,

p:pl...pr q:ql...ql'

Entdo k+1=p;---p,-q1---q- Vejamos agora que a escrita € tinica. Para assuma que existem duas escritas de
primos

k+1=p1p =G

onde os j;’s e g;’s sdo primos. Como j1|g; - - - §s temos que p; = §; para algum j. Podemos supor, depois de
reordenamento que € g;. Entao

m=pr--pi =G ds <k+l.a
Agora, como m € M temos que ¢ ='s.e que 0s p; € gj sdo iguais a pares. |
E ficil ver que a quantidade de niimeros primos ¢ infinita

— Euclides. O conjunto formado pelos nimeros primos nao € finito.

Demonstracdo. Mostramos pelo métode do absurdo ou contradicdo. Assuma que se A € o conjunto formado por
todos os nimeros primos, entdo A =k € N, denotamos por

A={p1, gmbi}
aos elementos de A de forma tal que p; < p;+ para todo i. Considere o nimero
a=(p1-p2-pe) +1

Claramente a > py e p; Ja para todo i < k pois p; /1 entdo a so tem como divisor a 1 e a, portanto é primo o que
€ uma contradi¢ao. |

Agora mostramos o resultado principal desta se¢do

Sejam a, b dois niimeros naturais com 0 < a < b. Existem dois Unicos naturais g, r tais que
b=a-qg+r e 0<r<a.
Demonstra¢do. Considere o conjunto
A={b—a-k, ke N}NN

Pelo principio da boa ordem em N existe um elemento minimo » = b — a - ¢ para algum g € N.
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Se a|b entdo r = 0 ndo temos nada a provar. Se a b entdo r # a. Assuma que r > a entdo existe ¢ € N tal
que ¢ +a = r e, consequéntemente,

c=b—(q+1)-a

com c < r, contradizendo o fato de r ser minimo. Portanto r < a.
Agora, s0 resta provar a unicidade, assuma que

a-q+r=b=a-qd+7r
para naturais g, ¢, r, ¥ tais que 0 < r < ¥ < a Entdo
a-(g—q)=r'—r
Se g—¢' # 0 entdo a < r' —r o que é uma contradi¢do. Portanto ¢ = ¢’ de onde r = #/‘provando a unicidade. W
Coroldrio 15.1 Dados dois nimeros naturais a, b com 1 < a < b, existe um natural » tal que
n-a<b<(n+1)-b
Demonstracdo. Do algoritmo da divisdo, temos que existe n € N tal que
b=n-a+r
com 0 < r < a. Portanto
n-a<b<n-a+r<n-ata=(n+1)-a.
||

Definicdo 15.3 Sejam a, b € N\{0}. Um numero d € N é um divisor comum de a e b se d|a e d|b.
Um divisor comum de a e b serd dito o méaximo divisor comum, e serd denotado por d = (a,b), se para
todo ¢ divisor comum de a e b temos que c|d.

m Exemplo 15.2 Sejam a, b € N. Entao

* (0,a)=a
* (l,a)=1
* (a,a)=a

" alb se,/e somente se;’a = (a,b).
De fato se d = (a;b) entdo d|a, de onde a = (a,b). A outra implicacdo é imediata da defini¢go.

Definicdo 15.4 Dois nimeros a, b € N\{0} sao ditos primos entre si se (a,b) = 1.

Sejam a, b € Z nimeros diferentes de 0 e seja d = (a,b). Os conjuntos
A={s=d-n,n€eZ} e B={s=m-a+n-b,m,n€l},
sao iguais.

Demonstragdo. Observamos que todo elemento de x € B € divisivel por d, portanto x = d - p para algum p € Z.
Entao B C A.
Por outro lado seja

¢ =min(BNN),
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entao
c=n-a+m-b.

Portanto d|c.
Por outro lado, se c|z para todo z € B. De fato, se

z=ny-a+m-b,

z=p-c+r com 0<r<c,
temos que
()Sr:(nl—n)a—{—(ml—m)b<c

De onde segue que r = 0 pela minimalidade de c¢. Entdo c|a e c|b de onde ¢|d. Portanto.c =d e d € Be
A CB. |

m Exemplo 15.3 Sejam a, b € N\{0}. e assuma que existe m, n &'Z tais que
(a,b)=d=m-a+n-b

entdo, se k = p-d, toda equacdo sobre Z da forma
a-x+b-y=k

tem solugdo dada por
X=p-m e y=p-n.

Estas equagdes sdo conhecidas como equagdes diofantinas, pode ser mostrado que todo par da forma
x=p-m+l-b e y=p:-n—Il<a leZ

também € solucdo de
a-x+b-y=k.

Mais ainda, o teoteéma anterior garante que a equagdo diofantina
a-x+b-y=k

tem solugdo'se, e somente se d k. L]

Sejam a, b € Z, entdo (a,b) =1 se, e somente se, | =m-a+n-bparam, n € Z.

Demonstra¢do. Como (a,b) = 1 temos, pelo resultado anterior que | =m-a+n-b param, n € Z.
Por outro lado, se | =m-a+n-b param, n € Z entdo, d = (a,b) divide a 1, de onde d = 1. |

Sejam a, b, n € Ncoma < n-a < b. Se existe (a,b —n-a) entdo (a,b) existe e
(a,b—n-a)=(a,b).

Demonstragdo. Sejad = (a,b—n-a),comod|aed|b—n-aeb=>b—n-a+n-asegue que d é dividor comum
de a e b entdo c|(a,b). Se ¢ = (a,b) entdo c|b — n - a portanto c|d. Decorre disto que ¢ = d. [ |
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A seguir apresentamos uma técnica para determinar o maximo divisor comim de dois nimeros naturais a e
b. Assuma, sem perder generalidade que a < b.
Se a|b entdo (a,b) = a. Caso a [b entdo existe g1, r1 € N tais que

b=a-q+r.

Entao
* se ri|a entdo

ri = (a,n) = (a,b—q1-a) = (a,b)
* sery faentdo existem ¢y, 1, € N
a=ri-qx+r rn<r.

Novamente temos duas posibilidades
— se rp|r; entdo

r2:(r17r2):(r17a_q2'r1):(rlva):(b?a)
— se rp Jr entdo existem g3, r3 € N
rn=rnr-qz+r3 r3<n.

Novamente temos duas posibilidades e o procedimento pode continuar um nimero finito de vezes
pois o conjunto dos = {ry, 7,73, -} € Ncom r; < rij€ portanto possui um minimo, pelo principio
da boa ordem. Logo, existe um k tal que ry € R € ry|ry—;. De onde segue que

(avb) = Tk-
Se (a,b)=dea=p-deb=q-dentdo (p,q) = 1.

Demonstragdo. Se (p,q) = c > lentdo p=p;:ce g=q;-centdo (a,b) = c-d o que contradiz a defini¢do de
d. Portanto ¢ = 1. [ ]

m Exemplo 15.4 Sejaa € Zen €N
s (a+1,a®"' —1) = (a+1,a—1).
De fato, utilizando que (a+ 1)|(a*" — 1) temos
(a-#@¢ W = (a+1,a-(@®"—1)+(a—1)
= (a+l,a—1).
e (a4 1,8 +1) = (a+1,2).
De fato, utilizando que (a+ 1)|(a*" + 1) temos

(a+1,a*"+1) = (a+1,(a®"—1)+2)
= (a+1,2).
¢ (AP LS ) = (a+1.2:m),
Escrevemos
a*"—1 2n—1  2n-2 , 2n-3 2
= a" a4 a"" e —a"ta—1
a

= @ ') @)+ (@ P+ )+ — (@ =1+ (a+1)—2-n

e utilizamos que
a+1|(@®*=1) e a+1|@* " +1),

para obter o resultado.
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a+1
a2-n+l -1

a+1

. (a+ 1, “2'”““) =(a+1,2-n+1). Escrevemos

= A" 4P P —at]

= @"-1)—@" '+ )+ @ 2=+ 4@ -1)—(a+1)+(2-n+1)

e utilizamos que
a+1|(@®*=1) e a+1|@* " +1),

para obter o resultado.

m Exemplo 15.5 Sejam a # b, (a,b) = 1 e n € N. Observamos que
(a—b,b*)=1 e (a+bb)=1
de fato, como (a,b) = 1 temos que existe s, ¢ € R tal que

s-(a=b)+(t+s)-b=1
scatt-b=1 =
s-(a+b)+({t—s)-b=1
de onde (a—b,b) =1 e (a+b,b) =1 de onde segue o resultado.
Com isto, podemos ver que

« (a—b,2=0") = (a—b,n).

a

De fato, observamos que

a’—b"
a—>b

an_l—|—an_2-b+---—|—a-bn_2—{—bn_1
= (@' @AD" )+ (@ b= b

E utilizamos que
a_b|(ak_bk)7

junto a (a — b,bk) = 1 para obter

n__ pn
<a—b7aa_b > :(a_b’n.b”_l):(a—b,l’l).

2-n+1 +b2«n+l

* se a+b # 0entio (a—I—b,“T) =(a+b,2-n+1).

De fato, ebservamos que

a2-n+1 + b2-n+1

— a2-n_02~n—1 .b+“._a‘b2'n—l _|_b2n
a+b

_ (aZ-n_bZ-n)_(aZ»nfl'b_i_bZ-n)_i_”__(a_bZ-nfl+b2-n71)_~_(2.n+1).b2-n.

E utilizamos que
a+b|(@* =¥ e a+b|(d* + P,
junto a (a+b,bk) = 1 para obter

2-n+1 b2-n+l
<a s, BTG






Com o conjunto dos ndmeros inteiros, garantimos que todas @ oposicionais da forma

P(x)="x€Z,x+a=D>b."

para a, b € Z, tem dominio de verdade ndo vazio.

P(x)="xeN,2.x=17"

tem dominio de verdade vazio em Z.
Continuamos entao a ampliat:uni de nimeros de forma tal que toda fung¢do proposicional do tipo

Consideramos o conjunto Z*

> N

Teorema 16.1 A relagdo ~ sobre Z x Z* definida por

(a,b) ~(c,d) & a-d=b-c

€ de equivalénca.

7

a-d-f=b-c-f e b-c-f=b-d-e.

como d # 0 temos, por cancelamento nos inteiros, que a- f = b -e.

Definicdo 16.1 Dado (a,b) € Z x Z*, denotamos por

¢ {(ed) €ZX T, (@b) ~ (ed)}
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Observamos que (a,b) ~ (c,d) se, e somente se § = §,isto é a-d = b-c. De fato, como a relagio ~ € de
equivaléncia temos que se (a,b) ~ (c,d) entdo a classe € igual a clase §.

Por outro lado, se as classes sao iguais, temos que por exemplo (c,d) € 5 — 4 e, portanto, (c,d) ~ (a,b) ou,

equivalentemente, a-d = b - c.

Definicdo 16.2 Denotamos por Q ao conjunto de todas as classes de equivaléncia

Q:szvwz{gw¢m62xzﬂ.

Este conjunto recebe o nome de conjunto dos nimeros racionais.

Assim como fizemos com 0s naturais e inteiros, definimos as operacdes soma e produto.

Definicdo 16.3 Sejam 7 e 5 dois nimeros racionais. Definimos a soma + : Q x Q — Q por

a+c _a~d+b-c
b d  b-d

e o produto - : Q x Q — Q por

a-c

-d

SRS

Ul O
S

As operagdes soma e produto nos nimeros racionais nao s2o as mesmas que as operagdes soma e produto
nos niimeros inteiros. A notagao correta teria umsSimbolo para cada operacdo, entdo seria algo da forma
+0 : Q x Q — Q dada por

ng Eia'zd+zb~zc

b YdT T bgd
e0:QxQ—Q

a _¢_azc

c%d bgd

Como a notagdo fica muito sobrecarregada, deixamos a interpretacao a cargo do leitor e subentendida ao
contexto.

Mostramos agora que as\defini¢cdes de soma e produto sdo boas e ndo dependem do representante da classe
escolhido para computa-las. De fato, assuma que

/

a a ) 2 / /
f:? 1sto€ - a-¢c =c-a,
e
b b
QZE istoé b-d=d-b.
Calculamos
a ¢ d-d+bv.¢ d ¢ d-c
viad~  wva  dd b
Como
(a-d+b-c)-b-d = a-d-b-d+b-cb-d

= d-b-d-d+c-dbb
= (d-d+c-b)b-d
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Temos

a-d+b-c _a-d+b-c
v-d b-d

De forma similar, como
d-c’b-d = d-b-c-d
= ab-cd
= a-cb-d.
Temos
GC_ G
b-d b-d’

O fato de ter mostrado que o resultado € independente do representante da classe escolhido para fazer a conta nos
permite fazer qualquer operacgdo utilizando convenientemente qualquer representante da classe de equivaléncia
que define o niimero.

e A classe % satisfaz

Uy
1

a
== ¢

b

[l =

SR
SR

e aclasse { satisfaz

a
b

—| —
SR

* Se ; € Qentdo 4 € Q satisfaz

o, 0 0
b b b1

Se 3 € Qtal que 7 # % entdo'a # 0 e, portanto, estd definido % € Q. Observamos que

a b_l

b a 1

dizemos neste caso que

Y-

. . . O
Mais ainda definimos, para § # 7 e % S0)

p.a_p (a>—1_>p b
g b q \b) qa

Sejam a, b, ¢ numeros em Q. Entéo
e a+b =Db-+a (comutatividade).
* a+ (b+c¢) = (a+b)+c (associatividade).
e Existe um dnico elemento 0 = % € Q tal que a+ 0 = a (existéncia de elemento neutro).
* Para todo a € Q existe —a € Q tal que a+ (—a) = 0 (existéncia de elemento inverso).
* Sea+b =a-+c Entdo b = ¢. (cancelamento na adicao).
* a-b =Db-a (comutatividade).
* a-(b-c)=(a-b)-c (associatividade).
* Para todo a € Q tal que a # 0 existe um tinicoa™! € Qtalquea-a~! =1.
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e Existe um dnico 1 = % € Q tal que a- 1 = a (existéncia de elemento neutro).

* a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (distributividade).
* Sea#0ca-b=a-centdao b = ¢ (cancelamento no produto).

Demonstracdo. Sejam

aj bl C1l
a=—, b=— e = —
ap b C2
byt b -
ath — ay-br+by-ay
az-b2
_ bhiraxta b
- by-a
= b+a.
a by-cy+c1-b
a—|-(b-|-c) — 714'_#
az by-c;
_ ay-(ba-c2)+(br1-ca+c1-by)-az
ax-cy-by
_ (ay-by+b1-az)-cr+(by-az)-cy
a-cp-by

-by+by -
_ aj - by 1a2+c—1:(a—|—b)—|—c.

az-bz (6
* Seja0 = % € Q, entdo
0 a
O+a = —+—
1 ar
~ 0axtar-l
- l-az
@
= 7

Assuma que existe outro elemento d com a mesma propriedade, entdo
d=d+0=0.

Portanto 0 € o Unico elemento com esta propriedade.
* Considere a € Qe defina

_32-7
a
entao .
an(-ay = GetCa)a —0.
ar-ay ar-ap
by b - . :
Ab—atc = aj by + by a2:a1 ctc-ap
a -by a -
= (a1-by+bi1-az)-(az-c2) = (az-b2)-(ar-c2+c1-a2)
= (b1 -a)-(azr-c2)=(ay-by)-(c1-ap) (Cancelamento em Z)
= by-cp=by-c; (Cancelamento em Z)
= b=c
ap-b;
p = L7
a ar - by
. b1-a1
B bz-az

= b-a
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a-(b-¢c) =

* Sejaac Qtalque a

@
a [

ai

entao

a-a

ar by-c

a by-c;
al-bl-cl
a-by-cp
ay-by ¢

a-by ¢
(a-b)-c
= 0 entdo a; # 0 portanto defina

_1  a1-a
I_ —1.

a - aj

e Claramente se 1 = %

1-
1-a= i

1-a2

entdo, para todo a € QQ temos

aj

=—=a.

a

Se d é outro elemento de @Q com a propriedade d - a = asparatodo a.c.Q temos

d=d-1=1.

Portanto o 1 € unico.

a-(b+c) =

* Se a #£ () entéo

a-b=a-¢ =

ﬂ.bl'c2+cl'b2

az by-c2
ap-(br-ex+ci-bp)

. ay-bacr

aj by=ex + ay ¢y by)
. az-bz‘CQ

al-bl a - Cc

‘az-b2 ar - Cc
(a-b)+(a-c)

ay-by  aj-c

a-b, ax-c

= (a1 -bl) . (a2 ~62) = (a1 -Cl) . (a2 ~Cz)
= (b1-c2)=(c1-b2) (cancelamento em Z)

= b=c.

Os niimeros racionais munidos com a soma e o produto tem uma estrutura algébrica que passamos a descrever

de forma geral.

Definicdo 16.4 Considere um conjunto A com elementos 0 € 1 em A e duas operagdes bindrias

+:AXA—=A

tAXA—=A

que satisfazem as seguintes condigdes:
* (A,+,-,0,1) é anel com elemento neutro igual a 0 e unidade.
e Paratodoac€ Atalquea#Oexiste be Atalque a-b =1
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Entdo (A, +,-) € um corpo.

Uma propriedade importante dos corpos € a seguinte.

Coroldrio 16.1 Seja (A, +,-) um corpo. Considere a # 0 e b # 0 entdo a- b # 0.

Demonstracdo. Assuma que a-b = 0 entdo, como a # 0 e b # 0 existem @' e b’ taisque a-a’ =1eb-b' =1de
onde

0=0-b-d=a-b-b-d=1.
0 que € uma contradi¢do. Portanto a- b # 0. |

Em particular, temos o seguinte resultado.

Coroldrio 16.2 O conjunto dos nimeros racionais munidos das opera¢des soma e produto, isto é (Q,+, - ),
¢ um Corpo.

Demonstracdo. Inmediato da definicao de anel e das propriedades listadas.acima. |

Se a, b € Z tal que a # 0 e b # 0 temos definido

O

Observamos que, para r € N\{0} temos

7] - L

Definimos entdo
AN a\—1]"
GLIF16L
Com esta defini¢do se cumple
aN’' (aNs a\’rts
G)G) =G)
parar, s € Z.

Definicdo 16.5 Sejam § e 5 dois nlimeros racionais. Dizemos que § € menor e igual a § e denotamos por

c
< = d<b-c.
=7 se a-d<b-c

SR

Mais ainda, dizemos que

a_c . (a<c>/\(a7éc)
b d b—d b’ d)’
Vejamos que, de fato, a relagao definida acima € uma relacdo de ordem.
* Refexividade: Seja ; € Q entdo a-b < a-b temos que 7 < 7.



* Antisimetria: Sejam 7, 5 € Q e assuma que

G=a)r(G=3)
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Entao

(a-d<b-c)AN(b-c<a-d)

=a-d=b-c.
Portanto

Entao

(a-d<b-c)N(c-f<e-d),

parad, c, f inteiros positivos. Portanto,
a-f-d < bc-f

< b-ed =

a-f<b-e.
De onde segue que
a e
ST

Dados a, b € QQ, denotamos

e a> b se, e somente se, b < a.
* a > b se, e somente se, b < a.

Definicdo 16.6 Seja (A, <) um conjunto munido de uma ordem total. Se a < b e a # b entdo dizemos que a
¢ menor que b e denotamos por a < b.

Definicdo 16.7 Um corpo ordenado € um corpo A munido de uma relacdo de ordem total < que satisfaz
e Paratodoa, b, ccAsea<bentioa+c < b+c.
* Paratodoa, bcAse0<aeO<bentdo0 <a-b.

A seguir mostramos uma propriedade importante para corpos ordenados.

Coroldrio 16.3 Seja (A, +,-,0,1,<) um corpo ordenado e a € A tal que a # 0 entio 0 < a?.

Demonstracdo. Observamos que temos duas situacoes:

ese0<agentio0=0-a<a-a=a*

(=a)’ +(=a)-a=(~a)-((~a) +a) =0,

* sea < 0temos que 0 = a+ (—a) < 0+ (—a) de onde 0 < (—a). Pelo item anterior 0 < (—a)?. Como

Portanto 0 < a-a = a?
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|
Vamos mostrar que os nimeros racionais formam um corpo ordenado.
Sejam a, b, e c nimeros racionais
e a < b se, e somente se, a+ ¢ < b+ ¢ para todo ¢ € Q.
e Sea<belO<centioa-c<b-c
e Sea<bec<Oentiob-c<a-c.
Demonstracdo. Sejam
a=P2L p=L2 o =B
q1 q92 q93
com g3 > 0 (sempre € possivel pedir isso)
* Observamos que
a<b < pi-@2<prq
< P2 q3<Pp2-q1-93
S prr@2q@3t+q1-92-p3<p2-q1-93+q1-q2- p3 . (propieddade dosinteiros)
& (P1¢3+q1-p3) @2<(P2-q3+q2-p3)-qu
& (Prra3tai-p3)a2-q3<(p2-q3+q92-p3)q1-93
N P1'43+611'P3§p2‘613+q$p3
q1-93 q2- 43
- &+& P2 p3
q1 g3 92 g3
* Como ¢ > 0 temos que p3 > 0. Entdo
as<b = pi-@2<prq
= P1°92°P3:q3 < Ppa-q1:P3-q3 (pois p3 > 0e g3 >0)
N Pl'P3§P2'P3
q91°93 q2-93
L P P32 PN
91 493 492 43
* Como ¢ < 0 temos que p3 < 0. Entao
a<b = pi-q2<Pprq
=p2q1°P3 g3 <p1-q2-p3-q3 (pois p3 <0eq3 >0)
[, P2 D3 Pl P3
9293 Q1 q3
92 493 41 43
|

— Tricotonomia em Q. Dados a, b € Q temos que a < boua=boub < a.

Demonstracdo. Sejam

:ﬂ c b:&
q1 q2

)

com 0 < g1 e 0 < gp. Da tricotomia em 7Z temos que p; - g» = p2-¢q1 s€ a = b ou p1q> < p2q1 que é quando
a <bou pyq; < p1g2 que é quando b < a. |

Coroldrio 16.4 Os racionais formam um corpo ordenado.

Demonstracdo. Mostramos cada uma das propriedades:



137

* Sea < bentdoa < b e portanto a+ ¢ < b+ c.Porém se a + ¢ = b+ ¢ entdo teriamos que a = b o que ndo
acontece. Portanto a+c < b+c.
* Se0<aea<bentio0<a-bnoentantoa-b#0poisa#0eb#0. Deonde 0 <a-b.

||
Sejam a, b, ¢ € Q. Toda fung¢éo proposicional da forma
Px)="x€Q,a-x+b=c¢".
tem por dominio de verdade M = {[c+ (-b)]-a='.}.
Demonstracdo. Imediato das propriedades da soma em Q. |

Os ndmeros inteiros podem ser vistos como um subconjunto dos nimeros racionais da seguinte forma:
defina f : Z — Q por

f@)=3

¢ facil ver que

fla+b)=f(@)+f(b) e fla-b)=fla) f(b)

desta forma dizemos que Z C Q. Mais ainda, temos que'se.a < b em Z entdo f(a) < f(b).

Todo niimero racional positivo pode ser escrito, de forma tinica, como a = o com (m,n) = 1.

Demonstracdo. Sejaa = % para0 < p, 0 < g e assuma qued = (p,q) entdo p = p; -d e ¢ = q - d. Observamos
que, como p-q; -d = pp - q-d temos que

_rp_pr
qg 41

a

com (py,q1) = 1. Se

n_pm
q1 q2

=192 =Dp241.

com (p1,q1) =1e (p2,q2) =1 Como (pi,q1) = 1 temos que p;|p2 e p» = ¢; - p1. Da misma forma g, = ¢ - q;.
Mas.entao % =1 de ondessegue que c; = ¢ = 1. |

Vamos dizer que um nimero racional 0 < a estd escrito na forma irredutivel quando escrito na forma g em
que (p,q) = 1.

— densidade dos racionais. Sejam a e b dois numeros racionais tais que a < b, entdo existe um
nimero racional ¢ tal que a < ¢ < b.

Demonstracdo. Escrevemos

P1 D2
a=— € b=-—7.
q1 q2

Entdo a < b garante que

P1-92<p2-4q1.
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Definimos
C:P2'Q1+P1'CI2‘
2-q1-q
claramente ¢ € Q. Observamos que
2-qi-q2'p1 = q1-92-pP1+4q1-q2°p1
< q1°p2-q1+41-92°p1

= (ppqi+pi-)-q1 = a<c,

(P2qi+pi-@)- @2 = prqi-@2+p1-92- ¢
D291 92+41-P2-q2

N

obtendo assim o pedido.

2-q1-q2) = c¢<b,

Os racionais nao formam um conjunto bem ordenado com a ordem acima.

O conjunto dos nimeros racionais, com a ordem definida acima, ndo é um conjunto bem

ordenado.

Demonstracdo. Vamos mostrar que existem subconjuntos/nao vazios de Q, limitados inferiormente e sem

elemento minimo. Para isto considere
A={aecQ,1<2-a}

Claramente
* A # ( pois, por exemplo, a = 1 € A.
* para todo a € A temos que 0 < a.
*a= % ¢ limite inferior de A.
Assuma A admite elemento minime.m € A e assuma que

m= - (p,Q)Zl

Entdo, como % ¢ limiteinferior, temos que temos que

1 p A 1/1 p P
<t [+ ) <5
24 2<2Q+q><q

Portanto

il p 1L/1 »p p
@ — . o} A — (£ ¥
2<2+q)€ ) 2<2+q)<q’

o que é uma contradi¢ao.

O conjunto Q, com a ordem acima, ndo possui elemento maximo nem minimo.

Demonstracdo. Assuma que existe um elemento minimo m em Q. Entdo m = g com p <0egq>0. Como

0<%temosque%-§€@e

<

—
QI
QI

o que é uma contradi¢do. De forma similar se mostra que ndo tem maximo. ||
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17. NUmeros Reais

Temos visto na se¢do anterior a constru¢do dos nimero r om 0s nimeros racionais temos que o
dominio de verdade as proposicdes da forma

Px)="xeN,a-x+b=c"

para a, b, ¢ € Q tem dominio de verdade m entanto, sobre os racionais ainda temos fungdes
proposicionais do tipo polinomial dominio ade vazio como mostra o seguinte exemplo.

m Exemplo 17.1 A func¢io proposicio
P(x)="x€R, x* =2

tem dominio de verdade vazio. % € Q esta no dominio, entdo temos que

1<(5/4)?% <2, deonde m>(5/4)>1.

Portanto
2<m*+2-m+1.

Também m? < 2. De fato, se m?> > 2 temos que, como m € (Q sabemos, pelo visto acima, que m? #£2. Se m?>2
temos que m ¢ A. Defina

§=02-m¥)- 27t m!
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Temos que & < 0. Seja
n=m+0,

ention <me

n = m?+2-8 -m+ 8
= m+(2—m")+8§*
= 246’
> 2

De onde n também € cota superior, o que contradiz o fato de m ser supremo.
Assuma entiio m? < 2. Seja

e=2-m?)-2-m+1)7' = O0<e<l.
Defina

r=m-—+g
satisfazm < re

P o= m*+2-e-m+¢

= m*+(e+2-m)-¢€

A
SNSN
+ +
~ =
I+
S N
(3]

T
N M

Entdo, r € A e r < m o que é também uma contradi¢do. De onde seque que A nao admite supremo. Observe que
0 supremo, no caso, seria /2 que’'ndo pertence a Q. ]

E por este tipo de situacdes que continiamos ampliar nosso conjunto numérico de forma tal que, neste novo
conjunto numérico, as fungdes proposicionais sobre os racionais estejam contempladas e o seu dominio de
verdade seja ndo vazio.

Para definir os niimeros reais vamos@ proceder de uma forma diferente ao que foi feito anteriormente. Tanto
para definir os nimeros inteiros quanto os racionais consideradvamos subconjuntos de um produto cartesiano de
dois conjuntos. Para‘a construcdo dos niimeros reais vamos a considerar classes de equivaléncia de fungoes.

Comegamoscom a fungdo valor absoluto | |g : Q — Q que € definida por

lalg = a se 0<a
=\ Za.se a<o.

Tiramos o subindice | | da fungdo para ndo carregar a notagdo e a passamos a denotar por | |.

Algumas propriedades desta funcao sao

* la|=]-d
*a<|ale—a<]d
* |a-b| = |al-|b|

* la+b| < |a|+b|

Demonstracdo. A prova da primeira e da segunda propriedade sdo inmediatas da defini¢ao.
Para mostrar a terceira temos trés casos
* 0<ae0<b.Nestecaso |a-b|=a-b=|a|-|b]|.
* 0<aeb<0.Nestecaso |a-b|=a-(—b) =|a|-|b]|.
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* a<0eb<0.Neste caso |a-b| = (—a)-(—b) = |a| - |b|.
Para a quarta temos dois casos.
* Sea+b < 0entdo

la+b|=—(a+b)=—a+—b<|a|+]b|.
e Se0<a+b
la+b|=a+b < |al+|b|.
|

Definicdo 17.1 Uma sequéncia de nimeros racionais € uma fungdo x : N — Q. Denotamos a sequéncia por
(Xn)nen € por x, = x(n).

Definicao 17.2 Seja (x;,),en uma sequéncia de nimeros racionais. Dizemos que:
* A sequéncia (x,),en € de Cauchy se: para todo € € Q com € > 0 existe um ng € N tal que se ng < n, m
entdo |x,, —x,| < €.
Denotamos por 6 ao conjunto das sequéncias de nimeros racionais que sdo de Cauchy.
* A sequéncia (x,),cn converge a um nimero a € Q se: para todo € € Q com 0 < € existe um np € N tal
que se ng < n entdo |a —x,| < €.

Seja (x,)nen uma sequéncia entéio, como vimos antes € uma fungdo x : N'— Q. Assim uma sequéncia pode
ser vista como um processo que vai assumindo valores amedida que aumenta 7.

* Se a sequéncia é de Cauchy significa que seus termos ficam.arbitrariamente préximos uns dos outros
a medida que n € maior. Isto, em matematica, é descrito dizendo que para qualquer € > 0, podendo
ser arbitrdriamente pequeno, temos que a distincia entre os seus elementos x(n) e x(m) para n, m
suficientemente grandes, serd menor.que €. Mais ainda, para cada € > 0 podemos achar um ny tal que

[Xng — Xm| < €

para todo m > ny.

* Se a sequéncia é convergente a g.entdo os seus termos ficam arbitrariamente perto de um ponto fixo
g. Isto, em matemadtica, € descrito.dizendo que para qualquer € > 0, podendo ser arbitrdriamente
pequeno, temos que'a distancia entre g e x(n), para n suficientemente grandes, serd menor que €. Mais
anda, para cada € >0 podemos achar um ng tal que

lg —xm| < €
para todo m >wung. Ou seja, todos os termos sucessivos estdo, no maximo a uma distdncia menor que

£ <.

Se umyprocessoifisico é descrito por uma sequéncia (por exemplo a variagdo de temperatura 7' (n) no
instante £ = n), o fato que a sequéncia de eventos seja de Cauchy permite ver que o processo tem uma certa
previsibilidade pois a partir do valor que assume em um ponto, os outros vao estar perto deste. O fato da
sequéncia ser convergente, permite dizer que os valores vao estar muito perto do valor ao qual converge
(por exemplo 7p).

O seguinte resultado relaciona os dois conceitos.

Seja (x,)nen uma sequéncia convergente a um nimero a € Q. Entdo ela é de Cauchy.

Demonstracdo. Seja 0 < € um nimero racional. Como a sequéncia (x,),cn converge a a temos que, para % -€
existe um ng tal que se nyg < n entdo |a — x,| < % - €. Sejam ny < m, n entdo observamos que

X —Xm| = |xn—a+a—xu|
£ b £
< l‘84‘1'8:8.
- 2 2

Portanto para todo € € Q tal que € > 0 existe um ng € N tal que se ng < n, m entdo |x,, —x,| < €. |
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= Exemplo 17.2 * Considere a sequéncia (x,),cn em que

Xn = (=1)"

Esta sequéncia ndo € de Cauchy nem convergente. De fato,
n =Xt )| = [(=1)" + (=1)"] =2

portanto existe 1 = € > 0 tal que para todo ngy temos n,m > ng e
[xn _xn+(2m+l)’ > L

Como nao € uma sequéncia de Cauchy, ela nao pode ser convergente.
Dado g € Q, considere a sequéncia (x;,),cny em que

x,=¢q VneN,
Ou seja x é a fungdo constante. Claramente para todo € > 0 existe ng = 1 tal que m,n> 1 temos
|, —xm| =0 < g,

portanto, é uma sequéncia de Cauchy e, mais ainda convergente pois.para todo € > 0 existe ng = 1 tal que
se n > ng entao

lx, —q| =0< e.

Uma sequéncia de Cauchy que ndo é convergente em Q pode ser construida como segue: Sejaa € (0,1)
um numero irracional, entdo

a=0,a1ay...apan41 - ..
Entao
x,=0,ay...a,.

Entdo se n > mtemos

Dado € > 0 existe ng de forma tal que 10%0 < & e de forma tal que se n, m > ny entao

1

|xn—xm\ < W < E.

Observamos que a sequéncia nao converge em Q. De fato, se o limite for g € Q tem um nimero maximo
n de cassas decimais ou é uma dizima periddica. Em qualquer dos dois casos haverd sempre um m
suficientemente grande em que x,,, — g # 0 pela constru¢@o do x,, é pelo fato de a ser irracional. Portanto
chegamos a uma contradi¢do. De onde segue que a sequéncia ndo é convergente.

Considere a sequéncia (x;,),cn em que

(143)
X, = 14+—
n

Observamos que ela € de Cauchy e é convergente. Mostramos cara uma por separado embora, por causa
do teorema acima, seja suficiente mostrar que é convergente para termos que € de Cauchy.
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Para ver que € de Cauchy considere n > m > 1 e fazemos

2 2 2 2

I = \2H ) G n
2 2 1 1
n m m n

Como n > m > 1 temos

1 1 1
m n m
€
2 2
2 <2+ = ) <12
n m
Portanto

X — Xa| < —
m

Seja € > 0, entdo sempre existe um nimero natural ng tal que

no>12- 1.

Assim, dado € > 0 existe um numero natural ny > 104e~! tal que se n, m > np temos

12 12
|-xn_xm‘§ — < — < €.
min{n, m}  ng

De onde a sequéncia é de Cauchy.
Vamos mostrar que a sequéncia é convergente. Observamos que, da forma de x,, quanto maior for n o
termo % estd mais perto de 0, desta forma, quando » for a infinito este ird para O e x;, ficard mais perto de 1.

Vamos mostrar entdo que a sequéneia converge para 4.
Observamos que

4 4

8
|xn—1|:‘+
n

n| Sn

Seja € > 0, entdo existe um numero natural ng tal que ng > 8-£~!.

Assim, dado € > 0 existe'um numero natural ng > 8- £~ ! tal que se n > ng entao

8 8
=l < 2 < —<e.
n no

Sejam (x,)neN, (Vn)nen € Ggea € Q.
* Existe M tal que, para todo n € N temos |x,| < M.
* Sejaa € Q tal que a # 0. A sequéncia (z,),en definida por z, = a - x,, + y, para todo n € N é de Cauchy.
* A sequéncia (z,)qen definida por z, = x,, - y, para todo n € N é de Cauchy.

Demonstragdo. Sejam (x,),en, (Yn)nen € €g e a € Q.
* Seja (x,)nen uma sequéncia de Cauchy e considere € = 1 entdo existe n tal que se n, m > ngy temos que
|Xno+1 — %m| < 1. Portanto

Xngr1 — 1 <X < Xpgp1+1 Vm.

Como A = {|xol,. .., x|, [*ng+1 — 1], [Xne+1 + 1|} € um conjunto finito temos que existe N = maxA. De
onde segue o resultado.
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* Seja € > 0 entdo existe ng tal que

1
|xn_xm‘<*“a| € € |)}n_ym‘<

— - &
2 2 7

para todo ny < n, m. Considere a sequéncia (z,),cy definida por z, = a-x, +y, para todo n € N entdo
|2n = 2m| = lal - [%n = Xm| + |yn — ym| < €.
* Seja € > 0 entdo existe ng tal que

|xn—xm\<§-Mx ¥ |yn—ym]<§My ¥

para todo ng < n, m e My e M, como no primeiro item. Considere a sequéncia (z,)nen definida por
Zn = Xp - Y, €Ntao
|Zn _Zm‘ = ‘xn “Yn—XmYn +Xm - Yn — Xm 'ym|
= ‘xn _xm| : ’yn‘ + ’Xm’ : ‘yn _ym|
< X — x| - My + My - |y — ym| < E.
para todo n, m € N e portanto, é de Cauchy.

Estabelecemos no conjunto % a seguinte relagao
(Xn)neN ~ (Vn)nen  Se, € somente se (X, — yn)nen | converge a 0.

Vejamos que a relacdo € de equivaléncia:
* Reflexiva: Claramente (x,)nen ~ (Xn)neN POIS X, — X, = 0 para todon € N
 Simétrica: Se (x;)nen ~ (Vn)nen entdo (%, — Y Jnen converge a 0. Como |y, — x,| = |x, — y,| temos que
(Yn — Xn)nen também converge a 0.
* Transitiva: Se Se (x,)neN ~ (Vn)ueN € (Vn)ney ~ (2n)nen entdo, da defini¢do da relagdo de equivaléncia
temos que dado € > 0 existe ng tal que

1
yn_Zn| < =z,€

|xn_yn| < )

5 € |
para todo ny < n . Portanto
’xn _an < ’xn _yn| + ‘yn _Zn‘ <E&.

e portanto (x, — 2, ),eN converge a 0.

Definicdo 17.3 O conjunto dos nimeros reais R € o conjunto
R=%p/~.
Denotamos a clase de (x,),en por [x,|nen. Entdo um nimero real a é uma classe de equivaléncia
a= [xn]neN

para alguma sequéncia de Cauchy (x,),cn € €@-

» Exemplo 17.3 Vimos anteriormente que a solugio de x> = 2 nio pode ser achada dentro dos racionais. O
mesmo argumento pode ser feito para mostrar que para todo p primo o dominio de verdade da proposi¢cao

2
P(x) ="x"=p”,
é vazio em Q. De fato, se % € Q esta no dominio, entdo temos que

a2:p-b2.
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Como, pelo teorema fundamental da aritmética, a = py --- py € b= q - - - q; para p;, q; primos, temos que
2 2 2 2 2
a=piPe=P 91 q-
Do lado esquerdo o p deve aparecer um numero par de vezes e, no entanto, do lado direito deve aparecer um

ndmero impar de vezes. O que é uma contradicio pois terfamos duas decomposicdes diferentes em primos de a?.
]

Passamos agora a definir as operacdes soma e produto.

Definicdo 17.4 Sejam 7 = [x,|nen € S = [Vu]neny em R . Definimos a soma + : R x R — R por
r+s= [xn +yn}n€N-

e o produto - : R x R — IR por

r-s= {xn 'yn]neN

As operagdes soma e produto nos niimeros reais ndo sdo as mesmas gue as operagoes soma e produto
nos nimeros racionais. A nota¢do correta teria um simbolo para cada operagao, entdo seria algo da forma
+r :RxR — R por

t+RS= [xn +Qyn]n6N-
e r:RXR— R por
I'RS= [xn 'Qyn}nGN

Como a notagdo fica muito sobrecarregada, deixamos a interpretacao a cargo do leitor e subentendida ao
contexto.

Outra observagdo € que, a diferenca dos nimero inteiros e racionais, a formula para computar as operagdes
ndo € feito por uma equagdo simples envoelvendo um nimero finito de elementos. Elas requerem um nimero
infinito de passos e elementos:

Mostramos agora que as definicdes de soma e produto sao boas e ndo dependem do representante da classe
escolhido para computa-las. De fate, assuma que
[alnen = Dplnen € DaluéN = [lnen
isto €,
(xn _x;>n€N e O _)’:;)neN

convergem a 0. Entao, dada € € Q com € > 0 existe um ng tal que se ny < n entdo

n e
‘x”_ n‘<§'8 € ‘yn_yn‘<§'8

Portanto

1 1
‘(xn‘i‘)’n)_(x;z"i_y;z)’ < §’£+§'8:8'

De onde segue que [x,; + Ynlnen = [X), + V)] nen-
De forma similar, temos que dado € > 0 existe um ng tal que se ng < n entdo

/ 1 =Il / 1 —1
\xn—xn\<§‘My, € e ]yn—yn|<§-Mx -€
Portanto
Y0 =2 Yul < X Yo = Xn Yl 12 Y — X
=[xl Yo — Y|+ %0 — 27 - [yl
= M|y —Y,|+ %0 — x| - M.

De onde segue que [x;; - YulneN = [X, - V)] nen-
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m Exemplo 17.4 Considere as sequéncias

(Xn)nen €  (Yn)nen

definidas por

—1 =1+ 2
xn—n Yn = nt2

Observamos que as duas sequéncias sdo de Cauchy. De fato, dado € > 0 existe ng € N, ng - € > 4.tal que se
m,n > ngp temos

2
— <——F——=<E&
P = min{n,m}

4
: < E.
min{n+2,m+2}

b’n _)’m’ <

Entdo, pelo resultado anterior, as sequéncias (uy)uen € (Vi)nen definidas por

1 2
Mn:xn+yn:1+2+n+2
€
Vn—Xn yn—n n.(n+2)7
s@o de Cauchy.

* A classe 0 = [x,],c tal que x, = 0 para todo n € N satisfaz
0+r=0 e 0-r=0 VreR.

* aclasse .= [x,]nen tal que x, = 1 paratodon € N

l-t=¢t VtecR.
o Set = [xp|pen entdo —t = [—xp]nen satisfaz
t+(—1) =0.

* Seit:= [xn]nen tal que ¢ # 0 temos que existe N € N tal que x,, # 0 para todo n € N tal que n > N.
De fato, como a sequéncia é de Cauchy temos que para cada k € N existe ny tal que |x, — x| < % e
Xpy > % Como a sequéncia ndo converge para 0 existe um K € N tal que |x,| > % para todo n > ng
pois, caso contrdrio, terfamos que sempre existe x,, < % para todo k de onde segue que a sequéncia
converge para 0 o que é uma contradicio.

Mais ainda temos que x,, > 0 ou x,, < 0 para todo m > ng. De fato, se x,, > 0 entdo, como a
sequéncia € de Cauchy temos que existe € = ﬁ tal que

1 1 1

1
Ty = I = Jop A= 00, > E—i—xm—xn > X 3K 1K

De forma similar se mostra se x,, < 0.
s Set = [x]nen tal que £ # 0, definimos 1~ = [y '], onde y, = 0 paran < ng e y, = x, ! para todo
n > ng satisfaz

ttrh=1.
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Podemos mostrar que R munido da soma e o produto definido acima satisfaz o seguinte resultado.

Sejam a, b, ¢ nimeros em R. Entdo
a-+b = b+ a (comutatividade).
a+ (b+c¢) = (a+b) + c (associatividade).
Existe 0 € R tal que a+ 0 = a para todo a € R (existé€ncia de elemento neutro).
Para todo a € R existe —a € R tal que a + (—a) = 0 (existéncia de elemento inverso).
Se a+b =a+ c Entdo b = c¢. (cancelamento na adi¢ao).
a-b = b-a (comutatividade).
a-(b-c) = (a-b)-c (associatividade).
Existe 1 tal que a-1 = a (existéncia de elemento neutro).
Paratodoa € Rtal quea# Oexistea ! € Rtalquea-a~' =1.
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (distributividade).
Sea#0ea-b=a-c. Entido b = ¢ (cancelamento no produto).

Portanto os nimero reais formam um corpo.

Demonstragdo. Sejam

a= [an]nENa b= [bn]n€N7 € C= [Cn]neN

numeros em R. Entdo

a+b = [an +bn]n€N
= [bn +an]n€N
= b+a
a-+ (b aF C) = an}nEN + [bﬂ + Cn]neN

[
[an + (buhcn)lnen
= [(anshby) +€alnen
[(an 4 bn)]neN + [Cn]neN

= (a+b)+e.
Seja

0 ={valneny emgque y,=0 VneNlN.

Observamos que (0),cn € de Cauchy naturalmente. entdo
a+0 = [a,+0]en

[an]neN
= a.
Sejaa = [ay],en € R e considere

—a= [*an]neN
Observamos que (—ay )qen € de Cauchy, pois
| —an— (—am)| = |ay — an|

portanto, se (a,)nen € de Cauchy, entdo (—ay,),en também é de Cauchy. Agora
a+(-a) = l|an+(—an)lnen
= [O]HGN = 0
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* Como
a+b=[a,+bunen € a+c=[a,+cnlnen,
entdo a+b = a4 c implica que
((@n+bn) — (an+€2))en  converge a0,
isto é
(by — cn)nen  converge a 0.

Portanto b = ¢. Entdo b = c.

a-b = [an'bn]nEN
= [bn : an]nEN
= b-a
a- (b : C) = [an]nEN [b Cn]neN

= lan- (bn-cn)lnen
ap - ) Cn]neN

[
- [an bn)]neN [Cn]neN
= (a-b)+
» Seja
1=[ypJuen emque y,=1 NneN

Observamos que (y,)nen € de Cauchy naturalmente. entéo
a-1 = [a,, . l]neN
= [an]nEN
= a.
* Se a # 0 entdo existe & paratodo ny € N tal que ng < n e |a,| > &. Portanto existe a, I para todo n > ng.
Considere entdo-a sequéncia (0, ),y definida por

.y 1 se-n<ng
T ayl ose np<n

Se n,m > np entdo

|an am|
ST ’an am‘v

|0 — 0| =
|y am| o

portanto (0, ),en € de Cauchy. Mais ainda, para todo n > ng temos
a, 0, =1

portanto
[an - Qnlnen = [1]in = 1.

Entio definimos a~! = [04,],cry € obtemos

a-a =1
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a-(b+c) = J|ay (byu+cn)lnen

- bn) + (an - Cn))neN

p - bn)]neN + [(@n - cn)lnen
a-b)+(a-c).

= |
= |
=
e Sea-b=a-centio
((@n-by) — (@n-cn))nen  converge a 0.
de onde

(an-(cn—by))nen converge a 0.

Assuma que a # 0 isto é (a,) ndo converge a 0. Entdo existe & para todo n € Ntal que ng < n e |a,| > €.
Portanto, para todo n > ng temos

|y - (cn —bn)| = €olcn — bal
De onde seque que

(an-(cn—by))nen converge a0
se, somente se,

((cn —byn))nen  converge a 0.

Os ndmeros racionais podem ser vistos como.um subconjunto dos nimeros reais da seguinte forma: defina
f:Q — R por

fla) = (xy)neny emgquex, =a/ VneN.
é facil ver que
fla+by=f(a)+f(b) e fla-b)=f(a)-f(b).

desta forma dizemos que Q C R. Mais ainda, temos que se a < b em Q entdo f(a) < f(b).

Assim como foi feito para os nimeros racionais definimos paraa € Ren € N

n termos

n ,_/H
a‘'=a-a---a,

paratodo r, s € Z.
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Definicdo 17.5 Dado s € R dizemos que 0 < s se s = [x,|,en existe um ny € N tal que se ny < n entdo
0 <ux,.
Dados dois nimeros reais s e t dizemos que s < t se

0<t+(—s).
Mais ainda, dizemos que

s<t < (s<t)A(sF#t1).

Dados ¢, s € R, denotamos

e t > s se, e somente se, s < 7.
* > 5 8e, € somente se, St.

Sejam a, b, e c nlimeros reais
* a < bse,esomente se,a+c < b+ cparatodoc € R
e Sea<belO<centaioa-c<b-c
e Sea<bec<0entiob-c<a-c.

Demonstracdo. * Observamos que
a<b < 0<b+(—a)
& 0<b+(—a)+c+(50)
& 0<(b+c)+(—a)+(=¢)
& 0<(b+c)+[—(a+0)]

& a+c<(b+o).
Para os itens que seguem, sejam

a = [Xu]neN, b= [Ynlnen & € =U&n]neN
» Sea <be0 < centio existem naturais ng e n; tal que se n > np, = max{ng,n; } temos
0< (yn—axn) e 0<z,.
portanto
0 = — %) 20 = Y 20) — (X~ 20)-

de onde segue que a-c < b-c.
* Se a < be ¢ <0 entdo existem naturais ng e n; tal que se n > n, = max{ng,n; } temos

0<(yn—xn) e 0<—2z,.

portanto
0 < (Yn—%n) - (=2n) = —(¥n " 20) + (Xn * 2n)-

de onde segue que b-c < a-c.
Seguem inmediato da defini¢do dos reais e das propriedades do < em Q. |

Coroldrio 17.1 Os niimeros reais formam um corpo ordenado.
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Demonstragdo. Somente resta mostrar que se @ = [X,],eN € b = [yn|nen s80 nimeros reais, entdo a < b ou b < a.
Para isto observamos que se a # b entdo a sequéncia (z,),cn definida por

in = (xn - yn)
nao converge para 0. Vamos mostrar que existe ny € N tal que para todo n > ny temos
O0<x,—y, ou 0<y,—x,.

Caso isto acontece, temos de forma natural, que a < b ou b < c.

Como (z,),en € de Cauchy e ndo converge para 0 temos que existe & € Q tal que para todo np € N temos
que n > ng € |z,| > €.

Seja €; < g entdo existe um n; € N tal que se n, m sdo maiores que 7] temos |z, — Zn| < €1+ Assuma que
ny > nj e que z,, > 0 entdo z,, > & > €. Portanto

—E1<Zm— <& = —E+zm<im<E+z
= 0<zpn.

de onde b < a. Caso z,,, < 0 entdo, por um argumento similar chegamos a
Zm < 0 =a S b,

provando o que queriamos. |

— Tricotonomia em R. Dados a, b € R temos quea <boua=boub <a.

Demonstragdo. Segue do fato de R ser um corpo bem ordenado. De fato se a = [x,]|,en € b = [yn]nen tais que
a # b entdo (x, — y,)nen nd0 converge para 0. Portanto existe um ng € N tal que

O0<x,—y, ou 0<y,—x,,

para todo n > ng. De onde segue que a < b ou b < a. |

Os ndmeros racionais podem ser vistos como um subconjunto dos nimeros reais da seguinte forma: defina
f:Q — Rpor

fla) = (u)neny  em que x, = a Vn € N.
¢ facil ver que
fla+b)=f(a)+f(b) e fla-b)=f(a) f(]).

desta forma dizemos que Q C R. Mais ainda, temos que se a < b em Q entdo f(a) < f(b).

Temos assim as seguintes cadeias de inclussoes
NCZcCQCR.

O conjunto I = R\Q é o conjunto dos niimeros chamados irracionais.

O conjunto dos nimeros reais ndo é¢ enumeravel.

Daremos aqui uma demonstragdo euristica do resultado de Cantor. Para mais detalhes consultar o livro:
Robert Roth Stoll - Set theory and logic. Dover. ( 1979)
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Demonstra¢do. Vamos mostrar qua a cardinalidade de &?(N) € igual a cardinalidade de R e portanto R ndo
pode ser enumerdvel pois isso garante a existéncia de uma fung¢@o sobrejetora de N — Z7(N) o que, pelo que
vimos no teorema 13.1, ndo pode acontecer.

Primeiramente considere f : R — 2(Q) a fun¢@o definida por

fx)={q€Q, g<x}

Observamos que se x # y entdo, por exemplo x < y. Da densidade dos racionais, temos que existe um racional
q tal que

x<q1 <y = f(x)#fQ).

Portanto f é injetora. De onde segue que a cardinalidade de R é menor ou igual que a cardinalidade de %7 (Q)
Como os racionais s3o enumeraveis, temos que §.22(Q) é menor ou igual que §.22(N).
Definimos a fung@o injetora g : #(N) — R da seguinte forma: Para A C N definimos x4 : N— {0, 1} por

(n) = I se neA
A= 0 se ngA
e definimos
~ xa(0) Xa(n)
A= T e T

Claramente se A # B entdo g(A) # g(B) e portanto a func¢do € injetora.’De onde segue que §4?(N) é menor
igual que #R. De onde segue que todas as cardinalidades sao iguais. |

Vamos a provar agora uma propriedade dos ndmeros reais que, basicamente, diz que um niimero real ndo
pode ser infinitamente grande ou infinitamente pequeno.

— Propriedade arquimediana. Dados a e b nimero positivos em R existe n € N tal que
b<n-a

Demonstragdo. Sejam a = [x,),eN €0 = [yulucy niimeros positivos. Entdo existe ng € N tal que
0<x, e 0<yy,

para todo n > ng. Observamos que o que temos que mostrar € o seguinte:
Existem m, n € N tal que se k > n entdo y; < m - xi.

Assuma que isto nde acontece, entao para todo m, n temos k > n € y; > m - x.
Seja € € Qtalque € > 0.
* Como (yn)nen € de Cauchy, temos que existe R € Q, R = 5 com (p,q) =1, tal que

0<y, <R

¢ Como (x,),en é de Cauchy, existe n; > n tal que se n, m > 0 entdo

%0 — x| < =€

2

Como € = %, o algoritmo da divisdo garante a existéncia de um / € N tal que
1 1
2-p-qp<l-g-q1 = 7-R< 5-8.

Agora, dadom =1Ilen € Ncomn > nj temos que k > nj e

1 1
O0<!l-xx <y <R :>0<xk<7~R<§-8
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Entdo, se m > k temos
em| < [ — k] + e

1
€+ =€

<
2

™R —

E isto vale para todo € > 0. Entdo (x,),cn converge a 0 o que contradiz o fato de a ser positivo. Portanto existem
m, n € N tal que se k > n entdo y, < m-Xx,. |

Estendemos a fungdo valor absoluto aos nimero reais, isto é definimos | |g : R — R por

lalg = a se 0<a
R=) —a se a<o.

E facil verificar que possui as mesmas propriedades que para o caso dos racionais e-que |a| < b.se, e somente se
—b < a < b. Mais ainda, se g1, g, sao nimeros racionais, entao

lg1 — q2|r = |91 — @2
via a identificagdo Q C R. De fato, temos que se g; = [gi|nen parai =1,2 ¢

gq1—9>0 = |g1—@lo=91—92>0 = [q1]heny —[g2)nen= 0
G1—92<0 = |g1—q@2lo=92—4q1 >0 = [g2]neh — [q1]nen >0.

E por isto que tiramos o subindice | |r da notacio e denotamos a funcio valor absoluto por | | indistintamente se
for sobre os reais ou racionais, deixando ao leitor a interpretacao do contexto.

Com esta defini¢do e o resultado anterior podemos,mostrar que os numeros racionais sao densos no conjunto
dos nimeros reais.

Dados um nimero real a e um nimero racional ¢, 0 < g, existe um niimero racional r tal que
la—r| <gq.

Demonstracdo. Seja a = [xp]nen.€omo (x,),en € de Cauchy, dado g € Q, 0 < g, existe ny € N tal que se n > ng
entdo |x, — x| < ¢g. Defina agora r.= (¥, )qen tal que

Yn=Xny VnEN.
Entdo r € Q. Como
—g+y, <xXp< qgty, Yn>ng
temos
—q<Xn—yn<q Yn>ny = |x,—r|<q Vn>ny.
De onde segue que |a —r| < g. [

O seguinte resultado é a propriedade geométrica masi importante dos nimeros reais e que € de grande
utilidade na andlise matemética. Basicamente, o resultado garante que os nimeros reais, cOmo conjunto, nao
tem "furos".

Todo conjunto nao vazio de R que € limitado superiormente admite elemento supremo.
Demonstragdo. Seja A C R um conjunto ndo vazio e seja M uma cota superior de A. Seja a € A definimos as

sequéncias (u,)nen € (Vn)nen pelo seguinte processo recursivo ou jogo (veremos recorréncias mais adiante no
texto):
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® Uy = Me Vo=a
¢ Assuma conhecido u,, € v,, calculamos

1

ani

“(ttn +vn)
entao

— se M, € conta superior, entao u,1 =M, € V41 =y .

— se M, ndo € cota superior, entao U, = Uy, € vy+1 = M,.
Observamos que

a) para cada n v, nao € cota superior.

b)

Uptl —Vpt1 = Mp—vy

1
5-(u,,+v,,)—vn
o

Uy — Vp)

IA
—_ N =

—|M —al.
2n
¢) por defini¢ao,

1
’un _un-‘rl’ < E‘un—l _un‘

d)
’un_un+k‘ < (’un_un+1|+|un+1_un+2‘+"'+’un+k71_unJrkD
1 1
= (’Mn_un+1|+2'|un_un+l’+"'+2k_1‘un_un+l|>
2|un_”n+1|

2
Para cada n consideramos/g, € Q tal que’|u, — ¢,| < % e consideramos a sequéncia (g, )qen. Sejae >0e

meNtalque l < Fee 2%,, M —a| < % - € (‘tal m existe pela propiedade arquimediana) entdo
|‘bl _QM‘ < "In_un| + I“n_um| + |um_Qm| <E.

portanto (gn)nen ¢ de Cauchy e representa um real que chamamos de b. Mais ainda, da construgio, temos
que (un)uen converge para b. Por outro lado

1 1
Vi = qup< Vi — tn| + | @ — | < ﬁ|M_a|+E
de ondesegue que (v, ),en converge para b.
Assuma que existe d’ € A tal que b < d, escolhemos € = a’ — b, e como (u,),cn converge para b existe

um n tal que u, — b < €, portanto
Uy <b+e=b+(d—-b)=d,

o que é uma contradi¢do pois u, € uma cota superior de A. Portanto b € a cota superior.
Assuma agora que b’ < b é cota superior de A, entdo seja € = b —b’. Como (v, ),en converge para b temos
que existe um ng € N tal que para todo ny < n vale b’ < v, mas v, ndo é cota superior o que contradiz o
fato de b’ ser cota superior.

|
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Com este resultado podemos ver que se b € R e b > 0 entdo a fungdo proposicional
P(x)="x€R, x*=b."

tem dominio de verdade ndo vazio em R e é dado pelo
s=sup{x € R, x> <b}.

De fato se s> < b, para todo n € N tal que n > % temos que s, = s+ % é tal que s < s, e 52 < b portanto
S22'_Sb e obtemos que §, =5 — -

m
étalque s > §, e 5%1 > b? contradizendo novamente o fato de s se supremo.

s ndo pode ser supremo. De forma similar, se s> > b entao escolhemos m =

Podemos ver que toda func¢ao proposicional polinomial em R
P(x) ="x€R, ayy1 4y x4 ag=07,

para k € N e ay41 # 0, tem dominio de verdade nao vazio em R. Para demonstrar isto se utiliza a continuidade
do a funcdo polinomial junto ao Teorema do valor intermediério (Cdlculo I). Para esses.dois conceitos € utilizado
fortemente a propriedade da existéncia de supremo.

E ficil ver que, no entanto, ainda h4 fungdes proposicionais polinomiais sobre os ntimeros reais com cominio
de verdade vazio. De fato, por exemplo, a funcio proposicional

O(x)="x€eR, x> +1=0"

Tem dominio de verdade vazio em R. Para resolver finalmente o problema do dominio de verdade ndo vazio
para funcdes proposicionais do tipo polinomial, € construidosum outro conjunto numérico que € o conjunto dos
nimeros complexos.






Vimos, na secao anterior, que um nimero real pode ser representad
racionais. No entanto, esta representacdo € pouco conve
temos que especificar um conjunto enumerav
representacdo decimal dos nimeros reais.

Vamos a estudar a representagdo decimal.de 0 negativos, pois para os negativos basta considerar a

por uma sequéncia (x, ),y de nimeros
nte para efeitos praticos, visto que temos que

* No caso dos inteiros positiv
inteiro a como

S O nuMero a por

...a2a1a0,0000...” ou, simplesmente por a="a,...axajap”.

1045-10>+1-10° =1532”.

Numeros racionais: No caso em que a ¢ um nimero racional, sempre podemos escrever

a—=—,

q
para p, ¢q € N tais que (p,q) = 1. Primeiramente vamos representar cada niimero da forma

ay) a ar a,
T 0 e T o
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com
aeN e a;€{0,1,2,3,4,56,7,8,9}.

Se ap tem representacdo decimal

2

apg = ”a()m ...aopo
entdo a serd representado pela expressao

a = ”a()m.. .app,aja...ay

e agora dividimos em dois casos:
» Existe k € N tal que ¢ divide a 10*- p. Neste caso temos que

1()k.p:b.q
onde
b:b0—|—b1~10+"'+br'10r.

Entao
10¢- p

QS
—_

1 1 1 1
= br'Iﬁzj;-Fbrfl'izﬁj;IT‘+"'4-b1"‘4‘*4-b0"‘;-

: 10k-1 10
e representamos como acima.
* Nio existe k € N tal que g divide a.10* - p. Claramente, neste caso, g # 10/ para todo / € N. Do algoritmo
da divisdo temos que

pP=q-aptr,

com 0 < r < g. Considere o menor m € N tal que
r<q<10™.r

Agora aplicamoso algoritmo da divisao a
10m+k

o =‘dy-q+r, k>0

€omo temos no maximo ¢ restos possiveis. Escolhemos os menores k; < k, tais que ry, = rt,. Temos
entao que

10" r- (102 10" =¢g-b = 101 . (10270 —1) < b < 10mT . (100270 — 1),
Novamente, pelo algoritmo da divisdo, temos que

b = c+109. (10275 —1).4
= c+d- (102 —10)
com

c< (102 —-10%) e d<10mth
Portanto, escrevemos

c:co—i-q~10+...+ck2-10k2*1
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d=dy+d;-10+-- '+dm+k1—1 X 10m+k1_1

Entao
10" . r b d c
g (0k—10f) 1 (10k—108)
Observamos que
c 1 c

(102 —10k) 10k 10—k 1
Agora, utilizamos a identidade

| . 1 e 1
10"—1 100 1027 107k

que serd mostrada quando estudemos recorréncias. Com esta identidade, vémos que|se

e:eo—l—el-lo—é—----i-en,l-10"71

e e e

e
et

107 —1 " 10" ' 102" T
que € escrita como dizima periddica
e
10" —1 = ”O,en,len,z ...€1€ .

Com esta notagao, temos

r_d n c
g 10m " 10m.(10k~ 10k)
Se escreve
r 29 2
5: O,derkl,l...d]d()cszlckz,z...clco .
Portanto

p
5 ="ag,dpky—1 - - -d1doCi,—1Ck,—2 - - - C1C0

Da notacio acima, temos

n b _c+d- (102 —-101)  (c+d-102)—d-10h

g 10m- (10 —10A)  10m-(10k —10%1)  10™-(10k — 10k1)

Entdo se temos uma dizima periodica da forma
0,dp - --doc—co
podemos representdla como nimero racional calculando
d=dy+---+dn-10" e c=co+ - +cx-10F
e fazendo

(c+10M1.d)—d
10m(106+1 —1)
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m Exemplo 18.2 Considere o nimero é—g : observamos que
19 <99 <10-19

Entao
10-19- (10> — 1) =99- 190

Entdo, na notagdo acima, temos m = 1, k; =0, k, =2 e b = 190. Mais ainda,
190 =99-1+91

de onde ¢ =91 e d = 1. Escrevemos entao

Por outro lado, transformando de dizimas periddicas a nimero racional temos duas expressoes equivalentes:
* Para o caso: 0,191 temos

d=1 ¢=091

de onde o ndmero fica

(91+10*-1)—1 190
10-(102—1) 990

* Para o caso: 0,19 temos
d=0 c=19

de onde o ndmero fica

(19+10%-0)—0 19
(102=1) 99’

Numeros Irracionais: Tamos visto como escrever os nimeros inteiros e racionais na forma decimal. J4 com
osdfracionais istonunca podera ser concluido. O niimero irracional ndo, por definicdo € um nimero que nao é
racional, entdo sua representacio decimal nunca podera ser feita pois € o trabalho de escrever um ntimero com
infinitas casas decimais depois do 0, 0 maximo que podemos fazer € uma aproximacao racional e escrevé-los
como

a="ap,ai...a..."”

onde cada
aj€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} V jeN\{0}

Observamos, pelo fato de ndo ser racional, nunca vamos ter um a n—upla da forma
Qj+1 -+ - Aftn

que se repete na forma de dizimas periddicas depois da virgula. Entao ndo temos como simplificar de alguma
forma a notacdo. Em geral, a menos dos casos de raizes quadradas de nimeros primos, ou otros racionais
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similares) os niimeros irracionais sdo nomeados por alguma letra como € o caso do niimero 7, nimero e etc.
Tambem observamos que hé constantes que se conhecem com um niimero grande de casas decimais e das quais
ndo se sabe se sdo racionais ou irracionais, por exemplo T +e ou 7 - e.

Se a é um irracional, com

9

a="agp,a...a,...”,

a sequéncia que define a é
a a;
a=[gjljen onde gj=—+4+—+ -+ —.

m Exemplo 18.3 Por exemplo, para o nimero 7 sabemos que

T = 3,14159265358979323846264338327950288419716939937510
5820974944592307816406286208998628034825342117067982148
0865132823066470938446095505822317253594081284811174502
8410270193852110555964462294895493038196442881097566593
3446128475648233786783165271201909145648566923460348610
454326648213393607260249141273 - - -

Consulte em http : / /www.geom.uiuc.edu/ huberty /math5337 /groupe/digits.html para mais detalhes. "

Para representar graficamente os nimeros reais vamos a utilizar uma reta, que serd chamada de reta real,
sobre a qual vamos distinguir um ponto 0, que corresponde‘ao nimero 0.

Com uma unidade.de comprimento marcamos os inteiros do lado esquerdo os negativos e do lado direito os
positivoss As marcas sao a multiplos de este comprimento.

==t

i

Para representar os racionais primeiramente observamos que para representar um racional £ < 1 particionamos
o segmento da reta entre 0 e 1 em g partes iguais e marcamos a prosi¢ao p. Por exemplo, representamos os

g ‘el 23 4.5 o
racionais % 6°6'6 € 6 como segue:
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Agora, todo racional da forma Iql pode ser escrito como

p_a,
q

—1Q

4
q

com p’ > 0. Entdo para representar 5 particionamos o segmento da reta entre.a e @+ 1 em/g partes € marcamos

o correspondente a marca p’. Por exemplo os racionais &4=, 642 6at3 6atd e 6455 ¢omg segue:

G-n+4 G:0+5

a bra+l 6-a+2 b-a+3
6 3 & f &

Os ndmeros reais que nao sao racionais pedem ser também representados exatamente por um ponto na reta.
Porém pode ser um trabalho delicado, dada a defini¢@o dos irracionais. Embora alguns casos particulares possam
ser representados utilizando argumentos de trigonometria e demais, podemos fazer uma repressentacao informal
da seguinte forma: sabemos que o.nimero irracional vai estar entre dois racionais. Entdo, por abuso grifico
escolhemos dois racionais que estejam arbitrdriamente préximos (tanto quanto a definicado do nosso grafico
permitir) e marcamos o ponto do meio.

Por exemplo© ntimero 7: pelo visto acima ele satisfaz % << % e o representamos marcando um ponto
neste intervalo,'por exemplo:

314 315
100 100
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19. Sequéncias e Recorréncias
O -

O

ias de numeros e sua defini¢do por meio
stracdes de alguns dos topicos ja vistos.

Comecgamos o capitulo generalizando as defini e sequéncias para o caso em que os nimeros da
sequéncia sao nimeros reais.

Neste capitulo estudaremos com um pouco mais de detalhe
de recursdes ou processos recursivos do tipo que utili

Definicdo 19.1 * Uma sequéncia de ntmeros reais é uma funcdo x : N — R. Denotamos a sequéncia
por (x,)nen € por x, = x(n).

* Seja (x,)nen uma sequéncia de nimeros reais, uma subsequéncia é uma aplicagdo y : N — R obtida de
compor x com uma fungdo m : N — N em que m(i) < m;1, isto é y = xom. Denotamos a subsequéncia
por (Xm, )ken em que my,, = (xom)(k).

* Seja (x,)nen uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que:

— A sequéncia (x,),cn € de Cauchy se para todo € € R tal que € > 0 existe um np € N tal que se
np < n, mentdo |x, —x,| < €.

— A sequéncia (x,),en converge a um nimero a € R se para todo € € R tal que 0 < € existe um
no € N tal que se ng < n entdo |a —x,| < €.
Neste dltimo caso denotamos

Coroldrio 19.1 Seja x um nimero real, x = [x,], para (x,),en uma sequéncia de Cauchy de nimeros
racionais. Entdo, como x, € Q C R pela identificacdo vista, temos que (x,),cn € uma sequéncia de Cauchy
de nimeros reais que converge a x.

Demonstracdo. O baso de ser sequéncia de Cauchy segue da densidade dos racionais nos reais. De fato, para
todo € > 0 existe um nimero racional € > 0 tal que € > & > 0. Portanto, hd um ny tal que se n, m > ng entéo
|x, — x| < €. Agora da inclusdo canénica de Q C R temos que a sequéncia é de Cauchy.

Para cada n seja, pela densidade de Q em R o nimero racional y,, tal que

1
|X—yn| < i:
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entao, se n > m temos

Y —Ynl < |Ym— x|+ |x—ynl

1 1
S
1
S 2n—l

Portanto (y,).cn é uma sequéncia de Cauchy, pois dado € > 0 existe um ng de forma tal que 20! . £ > 1 e se
m,n > ng entao

|ym —yn| <&
Observamos que
100 = Y| < %0 = Xon| + [Xin = Yim| + [y = ¥l
de onde segue que
[Pt =Yl (= = ym )| < 2 =X | 4+ [y = 3l
Portanto a sequéncia (z,),cn definida por
n=|x—ys| VneN,
é de Cauchy e converge para 0 pois, caso contrario, existe em.d > 0 tal que para todo n € N temos m > n
0 < ’xm _ym’
de onde 8 < |x —y;| 0 que é um absurdo pela‘construcdo de (v, )nenN- [ |

Se (xn)nen € uma sequéncia convergente de nimeros reais, entdo utilizando o mesmo argumento que para
sequéncias convergentes de niimeros racionais, podemos mostrar que ela é de Cauchy. No conjunto dos nimeros
reais podemos ver que a volta deste-resultado, isto €, se é de Cacuhcy entdo é convergente, também vale. Esse é
o conteddo do proximo resultado.

Seja (x,)nen uma sequéncia reais entdo ela é de Cauchy se, e somente se, é convergente .

Demonstracdo. A prova de que se é convergente é de Cauchy € idéntica ao caso de sequéncia convergente de
nimeros racionais.

Assuma que (x,),en € de Cauchy. Como cada x,, € R temos que existem sequéncias de Cauchy (yZ) keN tais
que

Xp = b’Z]kGN
Dado k €N fixo definimos a sequéncia (z,),en por
=Yy, VneN

Observamos que (z,)nen ¢ uma sequéncia de Cauchy. De fato, se € > 0 existe um ng € N tal que se n,m > ng
temos

1
’xn_yz <§'8
mo 1
|Xm — V¢ <3 €
1
|y — xm| < =
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De onde segue que
‘Zn_zm’ = ’yz_y;cn‘
=¥k —Xnl =+ Prn — x| + [om — ' < €.

Portanto, (z,)nen € de Cauchy. Seja x = [z,],en. Observamos que dado € > 0 existe um ny € N tal que se
n,m > np temos

1
’x_Zm| < 58
Vi —xm| < l'8
k m 3
1
[Xn —xm| < 7€
e, portanto
x—xa| = |x— 2|+ lzm —xnl

= |x—zm| + Vg = Xm| + [xn — x| < €.
Portanto (x,),cn converge a x. |

= Exemplo 19.1 * Seja (x,)nen uma sequéncia reais em que

2 .
x, = —" VneN.

n+1

Dado € > 0 existe n satisfazendo ny >2-& ! tal que se n > ng temos
2-n

1

I, —2| =

S
N+

S
o+
—

<
ng+ 1

Portanto a sequéncia (x, )ycryconverge a 2, de onde

lim x,, = 2.

n—yoo
Como a sequéncia € convergente é de Cauchy. Sejam : N — N definida por m(n) = 3-n+ 1 entdo (x,;, )neN
e uma subsequéncia de (x, ),cn e estd definida por
2-m(n)
m(n)+ 1
2-(3-n+1)
(3-n+1)+1
6-n+2

= — VneN.
3-m+2’ ne

* Seja (x,)qen uma sequéncia reais em que

™y, =

2 n
xn:n+3-cos<§-7r), VneN.

Dado € > 0 existe n satisfazendo ng > 2-£~! tal que se n > ng temos

=0 = —feos (5-7)
-0 = “|cos | = -
440 — 2
2
<
- n+3
2
< —<E€

no
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Portanto a sequéncia (x,),cn converge a 0, de onde

lim x, = 0.
n—oo

Como a sequéncia é convergente ¢ de Cauchy. Seja m : N — N definida por m(n) =4 -n entdo (x,,, )nen ©
uma subsequéncia de (x,),en € estd definida por

X, = 2 cos m(n) T
" m(n)+3 2
2
= — %  .cos(2-
Tg3 @7
2
= — Vv N.
4-n43 e

Por outro lado se k : N — N definida por k(n) =2-n+ 1 entdo (x, )nen € uma subsequéncia de (x;,),cn €
estd definida por

s = 2 cos —k(n) b4
T k() +3 2
2 2. 1
= cos nt -t | =0, VneN.
n+3 2

Portanto a subsequéncia (x, ),cn tem todos seus termos iguais a 0.

A existéncia de uma ordem e a tricotomia nos nimeros reais nos\permite dar a seguinte definicao.

Definicdo 19.2 Seja (x,),cny uma sequéncia reais. Dizemos que ela é
e crecente: se para todo n € N temos x,, < X41.
* ndo decrecente:se para todo n € N temos x, < xp41.
* decrecente:se para todo n € N temos x;,+1 < x;.
* ndo crecente:se para todo n € N temos x,,+1 < xp,.
* mondtona se ela for ndo crescente ou nao decrescente.
* limitada superiormente: se existe M € R tal que x, < M para todo n € N.
* limitada inferiormente: se existe M € R tal que M < x,, para todo n € N.
* limitada: se a sequéncia for limitada inferiormente e superiormente.
* ilimitada: se ndo for limitada.

O fato de uma sequéncia (x,),cn monétona e/ou limitada da informagdes sobre a convergencia da mesma
ou, pelo menos de uma subsequéncia da propria sequéncia. Isso é o que veremos nos resultados a seguir.

— da Convergéncia Monétona. Toda sequéncia mondnota e limitada converge.

Demonstracdo. Seja (x,),cn uma sequéncia mondtona limitada. Assuma que é ndo decrescente (0 caso nao
Crescente €'similar)

Considere o conjunto A = {x;, i € N}. Como a sequéncia é limitada temos que A é limitado. Portanto, pela
existéncia de supremo em subconjuntos limitados de R temos que existe

s = SupA.

Seja € > 0, da definicdo de supremos exist eum ng € N tal que
S—E<Xpy Sxp <s<S+E

de onde
—E<x—85s<€ =|xm—s/<e

Portanto (x,),cn converge para s.
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m Exemplo 19.2 * Seja (x,)nen uma sequéncia reais em que
x,=(=D" VneN
Claramente € uma sequéncia que € limitada. Ndo é crescente nem decrescente pois
Xon > Xong1 > Xopq2 VREN.

Sejamy, my : N — N dada por m;(j) =2-jemy(j) =2-j+ 1 entdo as subsequénciasy, z: N — R dadas
por

y(j)=xom(j)=1 e z(j)=xom(j)=-1 VjeN

sdo monotonas (de fato sdo constantes) e convergentes a 1 e —1 respectivamente.
* Seja (x,)nen uma sequéncia reais em que

X, =V 1+n2 VneN.
Observamos que, para todo n € N temos
xp2>1 e x, <xppr.

De fato, para n = 0 temos que xo = 1 > 1 e x; = v/2 > l.=wg. Assuma que o que estd acima vale para n
vemos que vale paran+ 1. Como

E=1+nt<1+n+1)2 =22 4 = i N
de onde segue que
xp>1 e x,<xpp10 VreEN.

Portanto x;, é crescente, limitada inferiormente. Mais ainda, para todo M € R existe um nimero natural
no > +/|M? — 1| tal que se m_> n, entdo

2 =1+m*>1+n> M) % x,>M.

Entdo, x;, ndo € limitada superiormente e portanto nao € limitada.
* Seja (x,)qen uma sequéncia reais em que

n

o TNg

Observamos que, como 0 <n < 1+ n? para todo n € Ntemos que 0 < x, < 1. De onde segue que a
sequenciaé limitada superiormente e inferiormente, portanto € limitada. Mais ainda, como
0< 1 1 - 2
X0 = —=X] € X|==>==2X%
0 5 1 1=525=0

a sequéncia nao & crescente nem decrescente.
Se m: N — N tal que m(j) = j+ 1 entdo a subsequéncia xom : N — R que denotamos por (x,;) jen para
n;j =m(j) é crescente. De fato, se j > 1 temos

J U+ 4D = P+2:7424)

> P4
i o G+D

PA+17 (j+1)2+1

= j-(P+1) =

de onde segue que

Xn; > X, VJjEN
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Veremos que esta subsequéncia é convergente, mais ainda, veremos que a sequéncia original é convergente
a 0. De fato, dado € > 0 existe um nimero natural ry > % tal que se n > ng entdo

n
0 = ——
n =] 1 +n?
1
< —
T n
1
< —X<E.
no
De onde
lim x, = 0.
n—oo

* Seja (x,)nen uma sequéncia reais em que
n
) +1
Observamos que, como 0 < n < 1+ 7 para todo n € Ntemos que 0 < x, < 1. De onde segue que a
sequéncia € limitada superiormente e inferiormente, portanto € limitada:; Mais:ainda, como

Xn

n4+2-n<n’+2-n+1
temos que
Xn <)Cn+1

de onde seque que a sequéncia é crescente.

A . . , . 1
A sequéncia converge a 1. De fato, dade € > (-exXiste um numero natural ng satisfazendo no + 1 > ; tal
que se n > ng entao

1
1l =

|xn | 14+n

1
1+ng
De onde
lim x, = 1.
n—soo

Toda sequéncia (x,),cn admite uma subsequéncia que pode ser ndo decrescente ou ndo crescente.
Demonstragdo. Dada a sequéncia (x,),cn, considere a fun¢do proposicional
P(n) ="x, > x;, \Ym >n"

esseja M G N o seu dominio de verdade.

Se M é um conjunto infinito entdo, como N é bem ordenado, podemos escrever M = {n;, i € N} de forma
tal que se i < jlentdo n; < n;. Sejam: N — N definida por m(i) = n;, entdo (x,,) jen € uma subsequéncia de
(xn)nEN €

X > Xp; Vi<j.

portanto a subsequéncia € decrescente.

Se M ¢ um conjunto finito e seja k = max M. Entdo n; = k+ 1 & M, portanto existe ny > n; tal que x,,, > Xy, .
Como ny ¢ M entdo existe n3 tal que x,, > x,,. Podemos repetir este processo indefinidamente e achar um
conjunto M = {n;, i € N} que organizamos de forma tal que n; < n j sempre que i < j. Considere a funcdo
m : N — N dada por m(j) = n;. Entdo (x,;) jen € uma subsequéncia de (X, ),en €

X, SXp, Vi<

portanto a subsequéncia € nao decrescente. |
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— Bolzano-Weierstrass. Toda sequéncia limitada tem uma subsequéncia convergente.

Demonstracdo. Seja (x,),en uma sequéncia limitada. Pelo lema anterior existe uma subsequéncia monotona
(S
que € limitada. O teorema da convergencia mondtona garante que esta subsequéncia deve converger. |

Seja (x,)nen uma sequéncia. Sabemos que x, € o valor de uma funcéo x : N — R. No entanto existem
diferentes formas de definir os valores x(n) = x,, da fungdo. Listamos aqui alguns.
* Direta: a partir do valor de x(n) = x,,.
Por exemplos a sequéncia (x;,),en dada por

1
x(n) = 1
* por recursdo: A partir dos valores de x em {0, 1,...,n} obtemos o valor de x(n + 1) por uma férmula
sobre os valores conhecidos {x(0),x(1),...,x(n)}.

Por exemplos a sequéncia (x;,),cn dada por
x(0)=1 x(1)=1 x(n+1)=x(n)+x(n—1)

Olhamos com um pouco mais de detalhe o dltimo caso.

Definicdo 19.3 Uma relacdo de recorréncia € uma equagao que expressa os termos de uma sequéncia de
numeros reais (x,),en como fungéo dos valores anteriores, isto é

x(n+1) = f(n+1,x(n),...,x(0)).

» Exemplo 19.3 No conjunto dos niimeros reais, a solucao de x> = p é o nlimero que costumamos denotar
como ,/p € que, por exemplo, € irracional quando p primo (foi visto antes que neste caso ndo € racional).
Construimos agora uma sequéncia de Cauchy que descreve este nimero como nimero real utilizando o
conhecido como "Método de Babilonia'para calculo da raiz quadrada de qualquer nimero p. O método consiste
em construir uma sequéncia (x,),ecn por meio de uma recorréncia. O algoritmo € o seguinte
1- Escolha xp € Q tal que

x5 < p<(x+1)>

2- Paran > 1 calcule

1

Xn = 5 ' (xnfl JrP'x,:_l]) .
Observamos que

X,—P = XpXp—PD

1 _
= 2-xn‘<xn—2(xn+p~xn1)>
= 2‘xn'(xn_xn+l)

Tambem temos que x> > p para todo n > 1. De fato, vemos que

1 _
1
> X% (G +2:p g+ DY)
1
< miApg=p,
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onde a udltima linea segue do fato que para a, b € Q temos
(a*+b*)>2-a-b.
Juntanto estas duas estimativas temos que
2 X (X0 — Xnt1) :x%—p >0 = x,>xq1 Vnr>1.
com isto, temos que

—1 —1 —1l _
P Xy Zp'xnfl = _p'xnflz_p'xn

1
X = Xng1] = Exnl-(xi—p)

1 _

= @Y
1 _

< 5’(xn—p'xn_11)
1

= 5-(xn+xn,172xn)
1

< §'|xn71_xn|-

Como consequéncia disto temos que se para algum m temos que
Xm =Xl = Xp=X, Yn>m.
Agora, utilizando indugao é facil mostrar que
1 1
_ = 2
1 — x| < ﬁ|x1 —xo| = nt1 o (p—xp)

e que

1 _
\X£—p] =22 (Xn = Xnt1) < ol X1 -xol(p—xg)

De onde segue que, se m > n temos

1 —1 2
[n — Xm| < |20 — Xn1 1| + REF Xl — x| < m “Xo (P—xp)

Portanto, dado € > 0 existe um ng € N de forma tal que
I 5 2
sup {x1, 1}-% Xy (P=p) < €.
Se myn > np/temos, pelo visto acima, que

b NAFSR-

2
|xn - p| <E&
Ento (x,).en € de Cauchy e que (x2),cny converge a p. Mais ainda, como

by — /Pl X+ /Pl = X2 —p| < €

temos

‘xn_\/f”<£‘(xn+\/lj)<8'(x1+\/l>’)il7

de onde segue que (x,),cn converge a \/p. Mais ainda, [x,],cn € 0 que denotamos por /p.

Por exemplo, utilizamos o método para calcular a raiz quadrada de dois nimeros. Aqui observamos que
temos um erro inherente ao uso da calculadora! Outra coisa, escrevemos os niimero em nota¢io decimal embora
falaremos disto depois.
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. Vi
xo=1 x1=2,5 x%=2,05 x3=2,00060975609756

x4 = 2,00000009292229 x5 =2 x¢=2.

Entio /4 =2
RVA]

xo=1, x =2, x3=1,75 x3=1,73214285714286

x4 = 1,73205081001473 x5 =1,73205080756888 x¢ = 1,73205080756888m, x7 = =-.

Aqui o erro da calculadora nao permite distinguir os membros seguintes da sequéncia. Observar que os
membros da sequéncia sio aproximagdes racionais melhores para o nimeroreal v/3.

Um caso particular, sobre defini¢do de sequéncias por recursio estd no.seguinte resultado.

— Principio de Recursdo. Seja A um conjunto nio vazio e f : A” x N — A uma fungéo.
Entdo existe uma tnica sequéncia x : N — A tal que
® Xp =4ag,.--,Xn—1 = dn—1
* Xy = f(m,Xm_1,...,%Xm—n) param>n

Demonstracdo. Para fazer a demonstragao utilizamos© princicio.de.indugdo. Considere a fungdo proposicional
P(n) ="x(n) esté definida para n”

Seja M o dominio de verdade de P..Observamos que {0,...,n— 1} C M pois xo = ag, . .. ,Xy—1 = dy—] €Stao0
definidos. Se m € M, isto €, x; esta definida para todo k£ < m, entdo

Xm+1 = f(m+ laxn% cee >xm*n+1)

estd definida. Portanto m+ 1 € M e, pelo principio de indug@o x;, estd definida para todo n € N.
Para mostrar a unicidade onsidere a fun¢ao proposicional

Q(n) ="Sey(n) estd definida pela recursdo do enunciado entdo y(n) = x(n)”
SejaN o.dominio de verdade de Q. Observamos que {0,...,n— 1} C N pois

X0= ao = Y0y -+ sXn—1 = dn—1 = Yn—1-
Se y, =X, entdo

Y1 = f(m+1,Ymnt1;- -, Ym) = F(m+ 1, Xm—nt1, - %m) = Xms1
e, portanto m + 1 € N. Pelo principio de indugdo x;, =y, para todo n € N. ||
m Exemplo 19.4 A sequéncia de Fibonacci (x,),cn € definida como a tnica sequéncia de niimeros naturais tal
que

® Xg= 1 ex = 1.
® Xp42 = Xpt1+X, paran > 3..

A seguir listamos algumas recorréncias bem conhecidas
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» Progressiio aritmética. E a sequéncia (x,),cn de nimeros reais definida pela seguinte recorréncia: Dados
a, r € R temos

Xo=a Xp=Xp_1+r Vn>1.
De forma geral, podemos ver que
Xp=a-+n-r.

* Progressdo geométrica. E a sequéncia (x,),cy de ndmeros reais definida pela seguinte recorréncia:
Dados a, r € R temos

Xo=a Xp=7r-X,_1 Vn>1.

De forma geral, podemos ver que

X, =a-r".

* Seja (x,)nen de nimeros reais. Construimos de forma recursiva'duas recorréncias que sdo importantes de
forma geral.
— O somatorio: E a sequéncia de nimeros reais

i=0 neN

definida da seguinte forma

n
Xi =0an—1 +Xxp.

0
ap=)Y xi=x) lp=
i=0 i=0

E facil ver que

n
in = Xp X1+ A Xp.
i=0,

De fato, seja

n
) =" Y i = xo+x1+ 4",
i=0

e considere M o seu dominio de verdade. Entdo 0 € M pois

0
Zx,- = X0-
i=0

Assuma que n € M entdo
n+1

n
Z Xi = Xpy1+ sz'
i=0

i=0
Xp+1 t+X0+X1+-+X,
= Xo+x1+ XX
De onde n+ 1 € M e, pelo principio de indugao, M = N.
Sejam (x,)nen € (Vn)nen duas sequéncias. Entdo
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n n
Zc-xi:ain.
i=0 i=0

De fato seja

n n
Z”ZC'XiZC'ZXi”
i=0 i=k

e considere M o seu dominio de verdade. Entdo 0 € M, pois
0 0
ZC'X,’ =C-X)—= ‘in.
i=0 i=

Se n € M entao como

n
Zc-xi =S c-xn+1+Zc-xi
i=0

i=0

n
— cxite Y
i=k

n—+1
= <xn+1+2xz) =c- Zx,

Portanto n+ 1 € M e, pelo principio de 1ndugao N=N
ii-

n
Z x1+yl ZXI+ZYI
i=0
De fato seja
n
P(n) = Z X; + i) = sz+ZYz
i=0

e considere M oseu dominio de verdade. Entdo 0 € M, pois
0

0 0
Yolxi+yi) =x0+yo=Y xi+) yi
i=0

i=0 i=0

Se n €M entao como
n+1 n
Z(xz+Yz) = Xntl +)’n+1+2 Xi + i
i=0

i=0

n n
= Xpt+l +Ynt1+ in + Zyi
i=0 i=0
n+1 n+1

Zx,—i—Zyl

Portanton+1 € M e, pelo pr1n01p10 de indugdo N =N
iii-

Zn:c:(n—i—l)-c
i=0

De fato seja

:”i"c:(nqu)-c”

i=0
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e considere M o seu dominio de verdade. Entdo 0 € M, pois

Se n € M entdo como
n+1 n
Z c=c+ Z c
i=0 i=0

= c+(n+1)-c=n+2)-c.
Portanto n+ 1 € M e, pelo principio de inducao N = N.
iv- Propiedad Telescopica

n

Y (xir1 — %) = xnt1 — %0
i=0

De fato seja

n
P(n) ="Y (Xiy1 —Xi) = Xnp1 — %07
i=0

e considere M o seu dominio de verdade. Entao 0‘c M; pois

0
Y (xiv1 —x) =x1+x0.

i=0

Se n € M entdo como
n+1 n
Z(xi+1 —Xi) = Xy ¥ni) +Z(xi+1 — X;)
i=0 =0

= Iniof— Y (Xni1 — Xo) = X2 — Xo.
Portanto n+ 1 € M e, pelo principio de inducao N = N.
— A somatoria generalizada: E a sequéncia de nimeros reais

n+k
anp = Z Xi
i=k neN

definida da seguinte forma

— A produtéria: E a sequéncia de nimeros reais

n
i=0 neN

definida da seguinte forma
0 n
ao:Hxi:xo an:Hxi:an_1~xn.
i=0 i=0

E ficil ver que

n
Hx,- = X0 X1 Xp-
i=0
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De fato, seja

n
2 2
= I IxiZXO'xl"'xn )
i=0

e considere M o seu dominio de verdade. Entdo O € M pois

0
Hx,' = XQ-.
i=0

Assuma que n € M entdo
n+1

n
Hxi = Xntl 'Hxi
i=0 i=0
X1+ (%0 X1+ +Xn)
= X0"X1°Xp Xn+l-
De onde n+1 € M e, pelo principio de indugdo, M = N.
Sejam (x,)nen € (Yn)nen duas sequéncias. Entdo
i-

n n
Hc-xi =" -Hxi.
i=0 i=0

De fato seja

n n
P(n):”HC'xi:Cn'Hxi”
i=0 i=k

e considere M o seu dominio de verdade."Entao 0 € M, pois

0 0
HC'X,' =C-X)—= C'HX,'.
i=0 i=0
Se n € M entao como
n
HC'X,' = c-x,,+1-Hc~x,-
i=0 i=0

n
— coxpree[ [
i=k
n+1

n

_ n+1 I I _ n+l

= C | Xn+1 Xi | =¢C 'lei-
i=k i=0

Portanto n+ 1 € M e, pelo principio de indugao N = N.
i

n
H Xi* yz sz HYt
i=0
De fato seja

mmeM% HMH%

e considere M o seu dominio de verdade. Entdo O € M, pois

0
th YI = X0 yo—HXz Hyl
0

1=
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Se n € M entao como

n+1 n
[1G%) = %1 -Yna +][2)
i=0 i=0
n n
= Xn+lYn+l 'Hxi'H)’i
=0 =0
n+1 n+1

= H Xi * H Yi-
i=0 =0
Portanto n+ 1 € M e, pelo principio de inducao N = N.
iii-

n
HC _ Cn+l .
i=0

De fato seja

e considere M o seu dominio de verdade. Entao O € M, pois

0
Hc:c:cl.
i=0

Se n € M entdo como
n+1 n
Hc = C-Hc
i=0 i=0

+1 +£2

= c-" ="
Portanto n+ 1 € M e, pelo principio de inducdo N = N.
— A Produtéria generalizada: E a sequéncia de nimeros reais

n+k
a, =[x
i=k neN

definida da seguinte forma

oL (H> . @&.)

m Exemplo 19.5 Para alguns casos particulares, podemos calcular os termos genéricos do somatorio e a
produtoria.dos termos‘de uma sequéncia.
» Se sequéncia’(x, ) en definida pela progressdo aritmética para a, r € R temos

Xn=a-+n-r.

Portanto se

n
S, = an
i=0

temos que
28y = (xn+x0) + (xp—1 +x1)+ -+ (x0+x0) = (n+1)(a+xp)

de onde segue que

Sn:%-(n—i—l)-(a—i—xn).
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* Se sequéncia (x,),en definida pela progressdo geométrica para a, r € R temos
r

Xp,=a-n

Portanto se

n
S, = an
i=0

temos que
Sy —qS" = x0 — X1 = a(l — ")
de onde segue que

l_qn-H

S,=a I—g

Achar o termo genérico da recorréncia em funcdo dos dados iniciais pode ser uma tarefa dificil, no entanto
existem alguns casos em que isto é possivel.

= Exemplo 19.6 * Considere a sequéncia (x,),cn de nimeros reais definida por uma expressdo da forma
Xo=a X,=n-x,_1 Vn>1
Observamos que
xp=2-a,x3=3-2-a, ....,x, =m=:3-2-a=n!-a.
* Considere a sequéncia (x,);cn de nimeros reais definida por uma expressdo da forma
Xo=a Xp=x,—1+f(n) Yn>1

para f: N —R.
Observamos que

n

Definicao 19.4 Uma sequéncia (x,),cn de nimeros reais definida por uma expresséo da forma
Xn =Cd Xp-q+-+cr X1 +f(n)  Xo=ao, ..., Xg-1 =41

¢ dita uma recorréncia linear de ordem d.
Caso f(n) = 0 para todo n € N entdo chamamos a recorréncia de linear homogénea de ordem d.

m Exemplo 19.7 * A sequéncia de Fibonacci é uma recorréncia linear homogénea.
* A sequéncia (x,),enyemquexo=lex; =2e

Xnt2 =2 -Xpt1+Xx, VneN.
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Considere uma sequéncia (x,),cn de nimeros reais definida por uma expressiao da forma

Xo = a

Xng1 = r-x, Vn2>1,
Entéo, o termo genérico da sequéncia €,
X, =r"-a

Demonstracdo. Foi feita acima quando vimos o termo genérigo da progressdo geométrica. |

Considere uma sequéncia (x,),cn de nimeros reais definida por uma expressiao da forma

Xy = a
Xn+l = g(”)'xrz+f(n) Vn>1,

para f, g : N — R duas fungdes. Entdo, o termo genérico da recorréncia pode ser escrito como produto
Xn =2Zn"Yn
em que
Zm=8n—1) -z,
Yo =Yuo1+f(n=1)[g(n—1) 2]
Demonstracdo. Substituindo x,, =y, - z, temos,

Xn = Zn'Yn
= g(n_l)'zn—l'()’n—l+f(”_1)[g(”_1)’zn—1]71)
= g(n_l)'zn—l'yn—l+f(n_1)
= gn—1)-2-1+f(n=1),

m Exemplo 19.8 Considere a recorréncia

X0 — @

Xpr1 = rexpkrt Nn>1,
Entao reselvemos

Zn =T Zn=1 :>Zn:rn'ZO

_ _ _ 1
)’n:ynfl‘*‘rn l[r'rn 1'ZO} 1:}’1171"‘7‘*‘)70-
0°r

que tem por solucao

n+1
Yn = + Yo
0°r

portanto a solucao de x,, é

n+1
20°r

xn:z0-r”-( Jr))o)=zo-yo-r”+(n+1)r"1
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X, = r(zo-yo- " 1 4n-r2) 4!

n—1

Xp—1+7r

A seguir mostramos um reultado geral para resolucao de recorréncias lineares de segunda ordem.

Considere uma sequéncia (x;),cn de nimeros reais definida por uma expressio da forma

Xy = a
x1 = b
Xngl = Cl-Xpt+cC2-Xpm1 Vn2>1,

e a equacio de segundo grau R : x> —c; - x — ¢ = 0, que chamamos de equacio caracteristica da recorréncia.
* Se R tem duas raizes reais iguais r = r; = r, entdo

Xp=0-r"+n-B-r"

para o e 3 constantes que depende dem a e b.
e Se R tem duas raizes reais distintas r| # r, entdo

Xp=0-ri+ B

para & e B niimeros reais que sdo determinados em funcdo de a e b.

Demonstracdo. Primeiramnte observamos que ¢y %0 pois arecorréncia é de segunda ordem.
» Se r é a Unica raiz de r temos

1
7"2:C1'I"+C2 r:—i-cl € C%:4‘C2

de onde

1
Cl -r—2‘cz:—§'(c%—4‘cz):0.

Com isto, para n.> 2 temos
X, =la-rM+B-n-r"

=B +n- Bt
a7 (e rder)dn-Br(cr rdca)
cr-(o-r 1 +(n=1)-B-" Dty (a- " 2+n-2)-B-r"?)
+(c -r—2-c2)-ﬁ-r”_2

= Cl Xp—1+C2-Xp—2.
Agora, o resultado segue da unicidade da solu¢ao. Mais ainda, para achar & ¢ B temos um sistema

I

o = a
{ o-r+pB-r = b
que tem por soluc¢do
a=a e B=b-r'+(—a).
* Primeiramente observamos que se r; € r, sdo raizes distintas de R temos que r| + (—r) #0 e

r%:cl-rl—kcz e rf:cl'rl—i-cz.
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Com isto, para n > 2 temos
Xpn = o-ri+B-r;
= a4+ B s
= a2 (crrte) B (e nte)
cr- (- r M B Y bey (a2 B
= C1'Xp—1+C2Xp—2.
Agora, o resultado segue da unicidade da solu¢ao. Mais ainda, para achar & e B temos um sistema

o+p = a
Ot-rH—B-rz = b

que tem por solucdo

a=b+(—a-r) (n+(=rn)"t e B=(ar+(=b) (rn+(=r))"

A resolugdo de recorréncias de segunda ordem cuja equagdo caracteristica ndo tem raizes no conjunto dos
numeros reais serd vista quando estudemos nimeros complexos!

= Exemplo 19.9 * A sequéncia de Fibonacci é dada por
X0 = 1
x1 = 1
Xnyl = Xp+Xp1 Vn2>1,

entdo a equagio
¥ —x—1=0
tem por raizes

1-v5 T 1405

ry =

portanto

Como'xg = 1= x; temos que

£ L (1=V5) | 1 (1-v5
RS Vs 2 )

Portanto
1+v5\" [(1+v3\"
V3 2 2 '

* A sequéncia dada por
xo = 1

1

x1 = 1

Xpr1 = 4 x,—4-x,-1 Vn>1,
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entdo a equagdo
¥ —4.x+4=0
tem por raizes
rr=r =2.
portanto o termo genérico €
Xp=a-2"+B-n-2"
Como xp = 1 = x; temos que

a=1 e 2-a+2-B=1

de onde
B 1
2
e
X, =(2-n)-2""! VneN.
|
Considere uma sequéncia (x,),cn de nimeros reais definida por uma expressao da forma
Xp = a
X1 = b
Xnp1 = C1-Xn+c2-Xp1+f(n) Yn>1,
para f : N — R uma fung@o, e y, uma sequéncia que satisfaz
Ynt+1 =C1 - Yn+C2-Yn—1
entdo se z, = x, +y, temos que
Znt1 = €1 Zn+ €2 21+ f(n).
Demonstracdo. Fazemos a conta com z,, como definido acima e obtemos
Znf1 = W Xnt1 + Ynt1
=/C1- (-xn +yn) @ (xn—l +yn—l) +f(n>
= C1-ZntC2-Zn—1 —|—f<7’l)
|

m Exemplo 19.10 Considere uma sequéncia (x;,),cn de ndmeros reais definida por uma expressdo da forma

X0 — 1
x1 = 1
xn+1 = —xn—|—2-xn,1+12-n—2 VI’lZl,

Para achar a solugdo desta recorréncia vamos primeiramente estudar a solugdo da recorréncia homogénea

Ynt1 = —Yn+2-Yn_1.
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e depois procuramos uma solucdo particular da recorréncia

Logo, a x;, terd por expressao x, = z, + y,. Finalmente estudamos o caso x( e x; para determinar a forma precisa
de x;,.
» Estudamos a recorréncia

Yntl = —Yn+2Yn-1.
A equacdo caracteristica é
P+x—2=0
que tem raizes
rn=1 e rn=-2
Entao a solugdo da recorréncia
Ynl = —Yn+2:Yn-1,
é da forma
yn=0- (1) +B(-2)" = a+p-2"

* Para z, temos que propor uma solucao. Aqui o.estudo ¢ intuitivo. Propomos uma solug¢ao da forma

a-(n+1)?=—-a-n*+2-ax(n—1P>H12-n—-2.
Simplificando temos

12-n—2=6-a-n—a
portanto a = 2..De onde

0 =200
¢ Utilizando.o visto acima temos que

Xp = OB -2"+2-n%
Como xp'= 1 = x; temos

o+f=1 e l=o—-2-f+2.

de onde segue que

1 2
a=- ¢ =—.
3 B 3
Entdo, a o termo genérico serda
1 ) n+1



para k € N e a1 # 0, tem dominio de verdade nac [ambém vimos que a func¢do proposicional

O(x)="xeR, x*+1=0".

Tem dominio de verdade vazio em R.
funcdes proposicionais sobre os niimero
tal que, no novo conjunto nu seu d
nimeros complexos.

Para construir o conjunto do s complexos vamos primeiramente construir seus elementos. Para isto
utilizamos um simbolosi, entdo dados a, b € R construimos os elementos

ame curamos ampliar o conjunto numérico de forma tal que as
is estejam contempladas no novo conjunto numérico e de forma
nio de verdade seja ndo vazio. Nesse sentido introduzimos os

os z1 = (a+bi) e 20 = (¢ +di) sdo iguais se (a =c) A (b =d).

inal 4+ € uma notag@o e, em principio, nada tem a ver com a nota¢do. Mais adiante, no texto,
e podemos relacionar esse + com a operagdo soma entre nimeros complexos.

Definicao 20.1 O conjunto dos nimeros complexos, que denotamos por C,é o conjunto
C={z=a+bi, a, beR}.

Em particular se z = a + bi entdo
* a é chamada de parte real de z e a denotamos por Re(z)
* b é chamada de parte real de z e a denotamos por Im(z)

Sobre o conjunto dos nimeros complexos definimos duas operacdes.
* Soma: + : C x C — C dada por

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i.



184 Capitulo 20. Nimeros Complexos

* Produto: - : C x C — C dada por

(@+bi)-(c+di) = (a-c+ (—(b-d))+ (a-d+b-c)i.

Na defini¢ao de soma acima utilizamos indistintamente a soma de niimeros reais e de complexos, junto com
a simbologia de ” + utilizada na constru¢do do nimero complexo. Algo similar ocorre com o produto, a
notacao correta seria utilizar as operagcdes +g € -r para as operagdes sobre os nimeros reais e +c e R e
definir:

e Soma: +¢ : C x C — C dada por
(a+bi)+c (c+di) = (a+rc)+ (b+r )i
e Produto: :¢ : C x C — C dada por
(a+0bi)-c(c+di)=[arc+r (—(b-rd)]+ (a-rd+r b R C)i.

Claramente, a definicdo fica sobrecarregada, portanto a omitiremos e deixamos a/interpretagao ao contexto.

Seja a+ bi € C um nimero complexo qualquer.
* O elemento 0 = 0+ Oi satisfaz

(a+bi)+ (0+0i) = a+ bi,

(a+bi)+ (—a+ (—b)i) =0+0i =0,

(a+bi)-(0+0i) =0+0i=0.

* O elemento 1 = 1 + 0i satisfaz
(a+bi) - (1+0i) = a~+bi.

* o elemento 0+ ai, que denotamos por ai satisfaz
(0+ai)? = (0—a?) +0i = La*+0i

em particular (0+ 1i)> = —1 0i.
* O produto

(a£bi)(a — bi)= (a* +b*) +Oi.

Em patticular vemos que a + bi # 0 se, e somente se, a” + b* # 0.
Se a+ bi # 0 entdo

. a —b \. .
(a+ bi) - <a2—|—b2+ <a2+b2>l> =14+0i=1.

Os niimeros complexos com a soma e o produto formam um corpo.

Demonstracdo. Temos que mostrar as propriedades de corpo. Para isto considere

z1=a+bi, zp=c+di e zz=e+fi.

2+ = (a+c)+(b+d)i
(c+a)+(d+b)i
= 2+2-
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z1 + (22 +23) (a+bi)+(c+e)+(d+ N
= (a+c+e)+(b+d+ ()i
= (a+c)+ (b+d)i+ (e+ fi)
= (zu+2)+z.

Existe o elemento 0 = 0 + Oi
0+z;=(a+0)+(b+0)i=

Observamos que € unito. De fato se w possui a mesma propriedade, temos

O=w+0=w.

Dado z; definimos —z;

= —a+ (—D)i, entdo

21+ (—z1)=(a+(—

Z1 =29 =Z1 23

z71°22 = (a-c—b-d)+(a-b+b-
= (cra—d-b)+(b-a+c-

g
=
g

= 21+22.
Provamos o cancelamento da sema por completitude.

21-(2-z3) =

(a+bi)-[(c'e—d-f)+(c

la
[
(

(ee—d-f)—

(@-¢—b-d)+

219%2) - Z
Vimos acima que existe 1 = 1+ 01 e Ctalquez; -1=z.
Para todo z; € C tal que z; # 0 vimos acima que existe um tnico Zl_l € C definido por

4 a Y b ;
M 2r 21
tal que
ru=1
- (ztz) = (etfillato)+

e

<3

a))+ (b+(=b))i=0+0i=0.

a =(a+te)+ (b
(a+c) = (a+e)A[(b+d) =(b+ f)]

=f) (cancelamente em R)

fi =

c)i
b)i

(b+d)i]

(at+c)—f-(b+d)]+
e-ate-c—f-b+f-d+
‘21 +23°22.

e

2 = 3.

-f+d-e)i
b-(c-f+d-e)][(c-e—d-f)-b+(c
(a-b+b-c)i]- (e+ fi)

“(b+d)+(a+c)- fli

le-b+e-d+a-f+c-fli

Provamos o cancelamento do produto por completitude.

{142 —<21°43

-1 -1
= Zl 'Zl'ZZZZI

= 22=213.

*Z1 %3

f+d-e)-

ali
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Seja j : R — C definida por
j(a) =a+0i,
entdo
» jéinjetora,
* jla+b) = j(a)+j(b)
* jla-b) = j(a)-j).

Demonstragao. * Assuma que j(a) = j(b) entdo a+ 0i = b+ 0i de onde a = b e portanto j € injetora.
* da defini¢do
jla+b) = (a+b)+0i
= (a+0i)+ (b+0i)
= J(a@)+ij®)
* da defini¢do
jla-b) = (a-b)+0i
= (a+0i)-(b+0i)
= j(a)-j(b).

E por meio desta fungdo injetora que identificamos R come um subconjunto de C. Temos assim uma torre
de inclussoes:

NczZcQcRcC.
Em fung¢@o desta identificagdo temos
aceR=a+0i
e daregra
(a+0i)- (b+ci) = (asc)+ (a- b)i
que escrevemos

a-(b+ci)=y(a-b)+(a-c)i.

Coroldrio 20.1 O conjunto dos nimeros complexos nio é enumeravel
Demonstracdo. \Como R C C, se C for enumeravel entdo R também deveria ser, o que € uma contradi¢do. W
Definicdo 20.2 Dado z = a + bi um nimero complexo, denotamos por Z a0 nimero
Z=a+ (—b)i:=a—bi.
O produto
- Z=a’+b +0i
pode ser identificado com o niimero real a® + b%. Definimos o médulo do niimero complexo z = a + bi por

2 = VZE= VP +D2.
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Coroldrio 20.2 Sejam z;, 7, € C entédo
*ntn=u+22
‘=72
Demonstragdo. Sejam z; = a+ bi e 7o = ¢ +di. Entdo.

21+ = atc—(b+d)i

= a—bit+c—di
= Z1+22
e
Z71-z2 = (a-c—b-d)+(ad+bc)i
= (a—0bi)-(c—di)
= X
|
O conjuntos dos nimeros complexos nao é um corpo ordenado.
Demonstracdo. Assuma que C é um corpo ordenado. Entdo, como 0 +1i=£ 0+ 0i temos duas posibilidades:
¢ 0+i < 0+ 0Oi entdo, como
0+0i < (0+i)>=—1+0i
de onde
0+0i < (—1+0i)* =1+ 0i
portanto
14-0i = (1+0i) +(0+0i) < (1 #0i) + (—1+0i) = 0+0i < (—1+40i)*> = 1 4 0i.
o que é uma contradigao.
* 0+0i < 0+1i entdo, como
0+0i< (0+i)2=—14+0i = 0+0i<(—1+0i)*>=1+i.
Temos'entao que
1440i = (1+0i) 4+ (04 0i) < (1 4+0i) + (—1-+0i) = 0+0i < (14 0i)> = 1 +0i.
0 que é uma contradi¢io
|
Por fim observamos que nos complexos toda fungdo proposicional da forma
P(x)="x€R, a; X4 tarxtag=07,
como ay, . .. ,ax € C e a; # 0 tem dominio de verdade ndo vazio. Mais ainda, pode ser mostrado que o dominio de
verdade contém, no maximo, k elementos. A prova deste resultado € conhecido como o Teorema fundamental

da Algebra.
Para representar grificamente os niimero complexos consideramos a fungio ¢ : C — R? dada por

¢(a+bi) = (a,b).
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Observamos que a fun¢do é, de fato, bijetora. Para isto, observamos que

o(a+bi)=¢(c+di) < (a,b)=c,d)
& a=c ANb=d.

E, todo (a,b) € R? pode ser visto como
¢(a+bi) = (a,b).

Entio representamos os numeros complexo no plano R?, identificando
(a,b) = a+ bi.

como segue:

Assumindo que conhecemos um pouco de trigonometria elementar, vemos que
a= WCOS(G) e b= msin(e)

Observamos entio que, para todo nimero complexo z = a + bi podemos escreber
z = |z|(cos(0) +sin(O)i).

para 0 €[0,27) tal que

a b

cos(0)=——— € sin(f) = ——

O angulo Bassim obtido € chamado de argumento de z € serd denotado por

0 = Arg(z).
Sejam zy,...,z, € C. Considere
pi=lz|l e 6;=Arg(z),
entdo z = 71 - z, € o nimero complexo

2= peos() + psin(9)i
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em que
P =P1-P2Pn
e ¢ € [0,27) tal que existe k € N satisfazendo
0+2-k-t=0+6+---46,.
Demonstra¢do. Porvamos por indugao no nimero n. Se n = 2 temos Se
71 = p1(cos(6;) +sin(B;)i) e zp =pycos(6,)+sin(6,)i)

entao

z1°22 = pP1p2[(cos(By)-cos(6,) —sin(6;)-sin(6,)) + (cos(Hy) - sin(6;) + cos(65) - sin(62))i]
= pP1p2 [COS(G] 4F 92) =F sin(91 =F Gz)i]

Entao

|21 - 22| = p2- p2 = |z1] - |22]-

Arg(zi -z20) = Arg(z1) + Arg(z2) +2-k-2m.

para algum k € N.
Assuma que vale para n nimeros, vejamos que acontece para n+ 1. Como vale para n temos que z =71 - 2, €
0 ndmero complexo

2= peos(9) +psin(9)i
em que
P=P1-P2 Pn
e ¢ € [0,27) tal que existe k € N satisfazendo
O+2-k-m=01+6+ --+0,

Calculamos

2 ZnZngr =, (p-cos(0)+p-sin(0)i) - (Ppt1-c08(6nr1)+ Pt -sin(O,41)i
= (P Pnt1)-c08(8 +6,11)] + [(P - Prt1) - 5IN(6 + Opp1 )i

21 Zn Zns1 = Pcos(P) + P sin(P)i
em que
P=P1-P2 P Prt
e ¢ € [0,27) tal que existe k € N satisfazendo
O0+2-k-wt=01+6+---+0,+0,41.

Portanto, a identidade também vale para n + 1 nimeros. O axioma de inducdo garante que vale para um nimero
n > 2 de elementos. [ |
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O visto acima fornece uma forma de resolver equagdes do tipo
" =a+bi.

De fato, se
a+bi= pcos(0)+ psin(6)i,

temos que
zx = {/p cos(6) + {/p sin( 6 )i.

com 6 € [0,27) congruente com

1
—(0+2-k-m) 0<k<m,
m
satisfaz
7 = a+bi.

Observamos que para k > m temos que k = i + [ - m entdo

1
9](:*'(94-2']('717):9,'4-2'['7[,
m

e os nimeros complexos z; que obtemos coincidem com os primeiros 7 obtidos.

Coroldrio 20.3 Para todo z € C existem duas solucgdes da equagiio x> = z que denotamos por zje 2> € que

sdo tais que z; = —27.

Demonstragdo. A existéncia de duas solugdes € resultados da discussdo acima. O fato de que as solugdes

71 = —2 satisfazem essa relacdo é consequénciado fato

Arg(z) = Arg(z)) + 7.

m Exemplo 20.1 Procuramos as solucdes da equacio
2 =1+l1i
Observamos que

1 1
1+1i:\/§cos<4~ﬂ:>+\/§sin<4~7t>,

de’onde seguem que os argumentos possiveis para z sao

1
9() = %'ﬂ:,

0, = 17r+17r—9 b4
7 20 57720
6, = 17T—|-2 7r—177r
27 20 57720 "
0; = 17'L'+3 7r—277t
5720 57720

1 4 33

0y = T+ - T =_——"T,

20775720
portanto, as solugdes sdao

i = V2cos(6)+ V2sin(6)i, i=0,1,2,3,4.

No plano complexo, estas solugdes estdo nos pontos indicados.
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<5
k]

Vamos estudar agora a solug@o da equacio
2 —
X +z1-x+z20=0.

Para achar a solucdo vamos a derivar a bem conhecida férmula de resolucdo da equacdo quadrética (conhecida
no Brasil como férmula de Bhaskara).

— Férmula quadrdtica. Considere a fungdo proposicional sobre C dada por

P(x) = "4z x+70=0".

Se
3 —4-70=p-cos(8)+p-sin()i,
Entdo, seu dominio de verdade é M = {x;,x,} em que

1 1
x| = 5[—zl +w e x= 5[—21 + (—w)],

para
1 . (1 .
w:ﬁ-cos<2'9>+ﬁ's1n<2-6>1.

Demonstra¢do. Comenzamos observando que, pelo coroldrio 20.3 existe um w € C tal que w e —w sdo solucdo
de

yzzz%—4-Z2-

Mais ainda, observamos que se
@ —4-20=p-cos(0)+p -sin(0)i,

entdo, pelo visto acima, temos que

=0 sl

Agora, manipulando a equagao temos

1 1
Ftzxtn=0 & Ltaxtga=-n+tgq
& 4.x+4zxti=z-42

=3 (2‘x+zl)2 :zf—4-12.
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portanto
2-x+z1=w ou 2-x+z1=-—w
de onde, as solugdes x1, x, da equagdo

x2+Z1 -x+20=0.
1
X1 = 5[—21 +W] € X2 = *[—Zl +(—W)].

m Exemplo 20.2 Considere a equacio
P4+x+1=0

calculamos a solugéo de
yY=1-4.1=-3

que sao
w=04+V3i —w=0+(—V3)i

Entao,

| =

1 1
X1:§+§\/§i € X =

sdo as solucdes procuradas.

Ja vimos como resolver recorréncias lineares de ordem 2 no caso em que a equagdo caracteristica tem raizes
reais. Agora, para completar o estudo vemos o caso de recorréncias sobre os nimeros reais no caso em que as

raizes da equagao caracteristica sdo complexas.

Considere uma sequéncia (x;),cn de nimeros reais definida por uma expressio da forma

X0 = a
X1 =
Xngl = Cl-Xpt+cC2-Xp—1 Vn2>1,

e a equacio de segundo grau R : x> —c; - x — ¢ = 0, que chamamos de equagio caracteristica da recorréncia.

Se R tem duas raizes complexas r; e r, temos

Xp=0-r+p-r;

para o, 3 nimeros complexos que sdo determinados em fungdo de a e b.

Demonstracdo. A demonstragdo € idéntica ao caso real. Primeiramente observamos que se r; € 7, s@o raizes de

R temos que

r%:cl-rl—i-cz € r%:cl'rﬁ—cz.
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Com isto, para n > 2 temos
Y o= a-ri+Ber
a7+ prn
a2 (crorte)+ B (e1 )
cr- (- B Y b (a2 BT

= C1 " Xp—11+C2-Xp—2.

Agora, o resultado segue da unicidade da solucdo. Mais ainda
a=xo=0+p e b=xi=a-r+p-n

de onde seque que @ e B determinados em fungdo de a e b.

Considere uma sequéncia (x,),cn de nimeros reais definida por uma expressao da forma

X = a
x1 = b
Xnyl = Cl-Xp+C2Xpm1 Vn2>1,

tal que a equagiio caracteristca R : x> — ¢ -x — c» = 0, tem duas raizes complexas r| e r,. Entdo r| # r; e
Xp=00-r{+p-r3.
Mais ainda, para achar & e 3 temos um sistema

o+p = a
a-r+prn = b

que tem por solucdo
a=(b+(—ar) (n+{-m2)7") ¢ B=(arn+(=b) (n+(-r)"

Observamos que as raizes devem satisfazer r; = 7. De fato, como c% —4.cieRe c% —4.-c; <0 para que
as raizes sejam complexas, temos que se w € C € solucdo de

yzzc%—4~cz = W:0+\/4-C2—C%i.

de onde
1 20 2
n=s- c1+1\/4-cr—cyi e “ler—1/4-c2—cii

e r; = 2, Entdo, podemos escrever

N[ —

ri=p-cos(0)+p-sin(0)i

r, =p-cos(0)—p-sin(0)i

Xn = o-ri+B-r
= (a+p)-p"-cos(n-0)+(a—pB)-p"-sin(n-0)i.

para & e 3 nimeros complexos que dependem de a e b.
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m Exemplo 20.3 Considere a sequéncia (x;),cn de nimeros reais definida pela expressao

X0 =
x1 = 2
Xnyl = Xp—Xp—1 Vn2>1,

2

entdo, a equagdo caracteristica € x —x+ 1 = 0 que tem por raizes

1 1 -~

rl:§+§\/§lv

1 1 -~

I"Z:E—E\/gl.
Entao

Xn= 01+ B -1}
Como

IZXO:OC-Fﬁ (4 2:x1:a-r1+ﬁ-r2
temos
=1y ¢ ﬁ:rl.

Utilizando que

1 3 . .
ry-ry= <4+4>+01:1+01,

€ que
1 1 .
r1 = COS gTL’ <+ sin 57[ 1,
1 T . (1 )i
) =COS| = —Sim | —-- 1
2 3 B )
temos
X = 71_’_’,}2171

De onde segue que

X, = 2-cos <n;171:> VneN.
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Neste capitulo vamos estudar a contagem de elementos d juntos sob alguma hipétese ou condi¢ao.

e alocar objetos em compartimentos sob

conjuntos que nao sio necessariamente dists nteddo do seguinte teorema.

a

Teorema 21.1 — Principio de inclusdo-exclusdo. Seja {Aj,...,A,} uma familia de conjuntos finitos.
Entao

(UL A0) = iﬁAi_ Y, #AnA)+ ) HAINANAY) — -4 (1) (N4

1<i<j<n 1<i<j<k<n

Demonstragdo. Con os a funcdo proposicional

ada uma familia de n conjuntos finitos Ay, ...,A, temos

n
Yita— Y HAnA)+ )Y HANANAY) — -+ (=) (N A)
i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
dominio de verdade. Observamos que 2 € M por causa da identidade

#(AUB) = A+ 1B —H#(ANB),

que vimos quando estudamos cardinalidade de conjuntos.
Assuma que k € M vejamos que k+ 1 € M. Para isto, consideramos

A= UiF:lAi e B =Api1.

Entao, como
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Temos

k

A = Y #A— Y #AnA)+ ) ﬁ(AiﬂAjﬂAl)_"‘"’_(_l)kﬁ(ﬁi'(:lAi)
i=1 1<i<j<k 1<i<j<I<k

ij = ﬁAkH
k

HANB) = Y #AiNAg1)— Y, #ANA;NA)

i=1 1<i<j<k
+ ) jj(A,-mAijmAkH)—--~+(—1)"t¢(mj.jllA,-)
1<i<j<I<k

Agora o resultado segue se aplicar identidades acima em
#(AUB) = A + 1B — (AN B).
Portanto k+1 € M. Deonde M = {n € N, n > 2}. [ |

m Exemplo 21.1 Sobre um grupo de 70 pessoas sabemos que
* 40 jogam futebol
* 35 jogam ténis
* 15 jogam os dois esportes.
Queremos saber
* Quantas pessoas jogam somente um esporte?.
* Quantas pessoas jogam somente futebol?.
* Quantas pessoas jogam somente t€nis?
* Quantas pessoas nao jogam nenhum esporte 2.
Sabemos que

4F =40 #T =35 #$(FNT)=15

Entdo o conjunto universo U satisfaz U = 70. Mais ainda

#H(F\(FNT)) = 40—15%25
#(T\(FNT)) = 35—15=20

$(FUT) o=, HF +4T —#(FNT) =40+35—15=60
#H(U\(FUT)) 70 — 60 = 10.

* 45 pessoas jogam somente um esporte.
* 25.pessoas jogam/somente futebol.
* 20.pessoas jogam somente ténis.
¢ 10 pessoas nao jogam nenhum esporte.
]

Vimos anteriormente que se Ay, ...,A, sdo conjuntos de cardinalidades ny, .. .,n; respectivamente, entdo
temos que

ﬁ(Al X"'XAk):nl"'nk~

entdo, o nimero de elementos da forma (ay,...,a;) em que a; € A; én - - ny.

m Exemplo 21.2 De quantas formas podemos formar uma placa de carro sabendo que 4 casas devem ser letras e
3 nimeros?

Se o ={a,b, ...,z} e ¥/ ={0,1,...,9} temos que uma placa de carro serd um elemento de

N3 a?
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entao, como
872 x a7*) = 10%-26% = 456.976.000,

temos 456.976.000 possibilidades de placas diferentes. L]

m Exemplo 21.3 Se queremos acomodar n pessoas ao redor de uma mesa redonda, temos que:
* Como a mesa é redonda entdo ndo hd uma ordem linear, escolhida uma ordem temos » rota¢cdes da mesma
que também sdo possiveis e se identificam com a original. Uma vez escolhida onde se senta a primeira
pessoa, temos

(n—1)!

possibilidades de distruibuir as pessoas restantes nos 5 lugares que restam.

* Se, por exemplo, temos 3 homens e 3 mulheres e queremos que eles se sentemeintercalados, esolhido o
lugar da primeira pessoa, uma mulher, automaticamente temos 2! lugares/para as outras mulheres e 3!
possibilidades para os homens. Entao temos

31.21

possibilidades diferentes.
|

Lembramos que o fatorial € a operagdo undria que associa a cada nimero natural n € N o nimero n! da
seguinte forma

sen=0 -entaio 0!=1

sen>0 entdio n!=n-(n—1)-(n—2)---2:1.
Consideremos agora um conjunto A .com » elementos, isto é
A=A{ay,...,an}.
Definicdo 21.1 Um arranjo de r < n elementos de A ¢ um elemento
(ai,...,ar) €A”
de forma tal que a; # a; sempre que i # j.
m Exemplo 21.4 Se A = {a;b,c,d} entdo
(a,a,b) (bye,b) (c,d,d)
nao sdo arranjos de 3 elementos de A. No entanto
(a,b,c) (b,a,c) (c,d,a)
s@o arranjos de 3 elementos de A. L]

Seja A um conjunto de n elementos. O niimero de arranjos de r elementos de A € dado por

n!

m:n-(nfl)m(n—rJrl)

Demonstracdo. Provamos contando as possibilidades. Observamos que se o arranjo for

(ai,...,ar)



200 Capitulo 21. Intfroducdo a Andlise combinatéria

temos que a; é um elemento qualquer de A. O elemento a; € A} = A\{a;} como fA; =n— 1 temos n— 1
posibilidades para a,. Agora a3 € Ay = A\{a;,a,} como #A, = n — 2 temos n — 2 posibilidades para a3.
Continuando desta forma, temos

Ay x---xA)=n-(n—1)---(n—r+1)
possibilidades diferentes de montar o arranjo. O que prova o resultado. |
Definicdo 21.2 Seja A um conjunto com # elementos. Uma permutacao € um arranjo de n elementos de A.

Com isto, podemos interpretar o fatorial da seguinte forma.

Coroldrio 21.1 Seja A um conjunto com n elementos. O niimero de permutag¢des dos elementos de n € n!.

Demonstracdo. Imediato de

n! n!
—— =—=n
(n—n)! 1
||
= Exemplo 21.5 * De quantas formas diferentes podemos escolher um presidente, um secretario e um
funcionario de um grupo de 9 pessoas? Devemos escolherysem repeticdo. Entdo temos
9!
i 9-8-7,
arranjos diferentes.
* De quantas formas diferentes por trés bolinhas diferentes entre si em trés caixas diferentes?
Temos 3! permutacgoes diferentes entre as caixas. Portanto o resultado € 6.
|
Sejas = (by,...,b,) € A" um elemento em que cada elemento a; € A aparece r; vezes em s (sendo permitido

ocasor; =0), isto é
n—+...+rm=r

Queremos saber quantes. elementos diferentes podemos construir desta forma ou, dito de outra forma, o nimero
de permutacdes distinguiveis de dos elementos de s.

m Exemplo 21.6 Considere s = (A,B,C,B,C,B) queremos ver as possiveis permuta¢des distinguiveis deste
objeto.

Como, sao 6 elementos temos 6! = 720 permutac¢des. No entanto se trocarmos, por exemplo o elemento da
posicao 2 com 0.da posi¢ao 4 temos o mesmo objeto, portanto a permutacdo nao é distinguivel.

Comecamos com a letra A. Ela s6 aparece 1 vez e portanto temos que qualquer permutacdo que troque A de
lugar sera distinguiveis. Portanto ha

720
1

permutacdes em que as letras B, C podem aparecer em locais diferentes.

A letra B se repite 3 vezes. Entdo cada palavra conta 3! permutacdes que ndo producem nenhum efeito pois
s0 alteram a posi¢ao da letra B. Dividimos ento as 720 permutacdes em 3! permutacdes que nao alteram o lugar
onde aparece a letra B e temos

720

grupos de permutagdes na qual C pode aparecer em lugares diferentes .
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A letra C aparece 2 vezes, portanto dividimos estes 120 grupos pelas 2! permutacdes ndo vdo alterar a

posicao da letra C e obtemos o conjunto de todas permutacdes diferentes entre si. Obtemos assim que, das 720
permutacdes originais, somente

120
o7 = 60,
vao ser distinguiveis entre si. L]
Generalizamos isto no préximo resultado.
Seja s = (by,...,b;) € A" um elemento em que cada elemento a; € A aparece r; vezes em s

(sendo permitido o caso r; = 0), isto é
rn—+---+rm=r

o nimero de permutacdes distinguiveis de s é
r!

rleeory!

Demonstra¢do. Observamos que se s possui r elementos entdo temos r! permutagoes possiveis. O elemento a;
vai se repetir r; vezes, portanto podemos organizar as permutagdes em

r!

I’]!

conjuntos diferentes, que sao todas as permutacdes obtidas de permutar todas as outras entradas diferentes de a;.
. - . ! ~
Da mesma forma procedemos com ay, ele vai aparecerm, vezes. Entdo organizamos # permutagdes em

r!

ri!-m!

conjuntos diferentes, que sdo todas:as.permutacdes obtidas de permutar todas as outras entradas diferentes de a;
e ap. Continuando o processo destasforma temos o resultado depois de n passos. |

Definicdo 21.3 Seja A um conjunto de n elementos e m € N com m < n. Uma m—combinagio de A € um
subconjunto de m elementos de A

Seja A um conjunto de n elementos e m € N com m < n. O nimero de m combinagdes de A é
dado por

n!

m!-(n—m)!

Este valor recebe o nome de nimero combinatorio m de n e € denotado por

Demonstra¢do. Primeiramente observamos que temos

n!
(n—m)!

arranjos de m elementos possiveis. Cada arranjo d4 origem a um conjunto ao fazer

(a,-l,...,aim) — {a,-l,...,aim}.
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Observamos que dois arranjos diferentes, e que sejam um permutacao da posi¢ao dos elementos do outro, dao
lugar ao mesmo subconjunto. Por exemplo, os arranjos

(a,-l,a,-z,...,a,-m) c (aiz,a[lj...,aim)

sao diferentes, porém ddo lugar a0 mesmo subconjunto

{(1,‘] yous ,aim}.
De fato temos como cada arranjo tem m elementos todos distintos entre si, temos

m!

THIRS T

arranjos dos mesmos elementos que ddo origem ao mesmo conjunto.
Portanto, temos que dividir a quantidade de arranjos pelas m! permutacdes dos seus elementos/e onde segue
que ha

n!
(n—m)!-m!
combinagdes possiveis. |

m Exemplo 21.7 Vamos contar o nimero de contrasenhas possiveis.de 8 entradas das quais uma deve ser uma
letra maiuscula, uma deve ser um nimero € o restante sao letras mindsculas.

Temos 26 - 10 (26 letras e 10 nimeros) formas de escolhera letra maitdscula e o nimero.

Devemos escolher 6 lugares de 8 que devemos preencher com as 26 letras do alfabeto. Temos assim

8
(26-10) - (6> -26° = 4,497813699 - 10'2,

possibilidades de contrasenhas. Se conseguirmos testar 100 contrasenhas por segundo, para testar todas as
possibilidades vamos a demorar

4.497813699 - 102
’ ~ 1426 :
(365-24-60-60) - 100 angs

Algumas propriedades da combinatoria sao

Sejam 0 < m < n nimeros naturais. Entao
J
o (M) =A™ e em particular () = (,",) =n

m n—m. n—1
()t se k> 1
n =" sek<n
(Z:})% se n,k>1
Demonstracado. * Da defini¢cao temos
n _ n!
m) — (n—m)!-m!
n!

(n—m)!-(n—(n—m))!

Em particular

() =C20) ==t =
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* Mostramos cada caso por separado. Se k > 1 temos
n \n—k+1 n! n—k+1
k—1 k (k=1 (n—k+1))! k

Sek<n

n—1\ n (n—1)! n
n—k kKl'-(n—k—1)! n—k

E por dltimo, se n, kK > 1 temos
n—1\n (n—1)!
<k—1>k T k—11-(n—k)!

. n! _(n
n k!-(n—k))!_<k>'

S

= Exemplo 21.8 * De quantas formas diferentes podemos seleccionar4 pessoaside um conjunto de 8?

Como os conjuntos nao sao ordenados, o problema é o mesmo,que procurar a quantidade de subconjuntos
de 4 elementos de um conjunto de 8 elementos. Temos assim

8 8! 8:-7-6-5
(4) 4141 4.3-2-1

formas diferentes.

De um grupo de 11 pessoas, das quais sao 6 mulheres e 5 homens. De quantas formas podemos formar
uma comissao 6 pessoas de forma tal que4 sejam mulheres e 2 homens. Observamos que as mulheres
podem ser seleccionadas de

6 6!
— — 1
<4> RTI

formas diferentes. Ja os homens de

5 51
=== =10
<2> 2131

Entao temos 1510 = 150 formas diferentes de formar a comissao.
De quantas formasdiferentes podemos escolher os nimeros da Mega-Sena?
Devemos escolher um subconjunto de 6 niimeros de um conjunto de 60 nimeros distintos, portanto temos

60 60!
<6> =654~ 50.063.860

escolhas diferentes.

Observe que se vocé pegar 962766 baralhos de poker. Cada baralho tem aproximadamente 2,5cm de
altura, portanto isso d4 uma torre de pouco mais de 24 km de altura. Agora, se juntamos todos eles e
marcamos uma carta com seu nome. Observe que estaria marcando uma carta em

52-962766 = 50063832 cartas.

Ou seja, voceé tem mais chance de escolher uma dessas cartas e pegar aquela que foi marcada do que
acertar em um bilhete da Mega-Sena (o exemplo foi adaptado de um trecho pego do livro “Five-Minute
Mathematics, Ehrhard Behrends).
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m Exemplo 21.9 Considere um baralho de 52 cartas estandar para o jogo de poker. Em cada mdo recebe 5
cartas.

* Na primeira mao recebemos um subconjunto de 5 cartas de um total de 52 distintas, portanto temos
52
T = <5 ) =2.598.960

possibilidades diferentes para a mao.

* Se queremos que, por exemplo, dessas 5 cartas, nenhuma seja de ouro entao temos que escolher essas
5 cartas de um conjunto 52 — 13 = 39 cartas (que sdo o conjunto total menos as cartas qué sao ouro) no
total, portanto ha

= (359) =575.757

possibilidades diferentes de receber 5 cartas e que nenhuma delas seja ouro.
Observamos que o nimero de possiblidades de receber 5 cartas € a soma das possibilidades em que nenhuma
seja ouro, nenhuma seja espada, nenhuma seja copas e nenhuma bastos.
Portanto, a quantidade de possibilidades de que, pelo menos uma, das cartas da mao seja de ouro € subtrair
ao nuimero total as possibilidades de que nenhuma seja ouro, isto é

2.598.960 — 575.757 = 2.023.203,

possibilidades. ]

m Exemplo 21.10 Se temos uma turma de 20 alunes.dos quais 11 sao mulheres e 9 homens. Podemos:

¢ escolher 3 estudantes de (220) formas diferentes.

e escolher 3 estudantes mulheres de (131) formas diferentes.

* escolher 3 estudantes dos quais 1.é um homem, de (121) . (?) formas diferentes.

* escolher 3 estudantes dos quais a0 menos 1 € um homem de

total s6 mulheres
~ = ~— =
20 11
3 3
formas diferentes.

m Exemplo 21.11 Sejam A e B dois conjuntos finitos de cardinalidade A = n e §B = m. Entdo , podemos
assumir que

A={ay....,an} e B={b1,...,by}

* O numero de funcgdes bijetoras de A em A € n!. De fato cada fungdo bijetora associa biunivocamente os
elementos de A. Assim se f : A — A € bijetora, temos
flai) = a; (npossibilidades)
flaa) = a, €A\{a;} (n—1 possibilidades)
f(a3) ai, € A\{ai,, ai,} (n—2 possibilidades)

flan) = a;, € A\{a, ai,,..., an_1} (1 possibilidade)

De onde temos que sao n! possibilidades para escolha da fungdo f.
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* Assumindo que n < m podemos ver que o nimero de fungdes injetoras f: A — B é
m!
(m—n)!
De fato
flai) = b, (mpossibilidades)
bi, € A\{bi,} (n—1 possibilidades)
flaz) = b, € A\{b;, bi,} (n—2 possibilidades)

~
—
<
NS
~—
Il

fla,) = b, € A\{bi, bi,,..., by_1} (m—(n—1)) possibilidades)

de onde temos
m!

possibilidades de escolhas para a fungao f.
* Se n > m podemos ver que o nimero de fungdes sobrejetoras f : A= B'é

PE (’Z) (m—k)"
k=0
Podemos chegar a este resultado utilizando o principio de inclussae-exclussdo. A ideia é fazer o nimero
total de funcdes menos o nimero de fungdes que ndo s@o sobrejetoras, isto é

m" —4(U7,4;)
em que

Aj = {f A —)B, bj ff(A)}
Como

m
Y i@ fem;) = (k) (m—k)",
I<ji<<jr<m
pois estamos contanto as diferentes escolhas de k elementos de B que nao vad ser atingidos pelo niimero
de fungdes que.vdo dos n elementos de A nos (m — k) elementos restantes.
Temos, utilizando o principio de inclussao-exclussao, que existem

B8] s

fun¢@es sobrejetoras.
Cada fungdo sobrejetora f : A — B vai produzir uma parti¢cdo

A=Y b1),....,An=f"1(bn)

de‘A. Assim, contar o nimero de fungdes sobrejetoras estd relacionado a contar nimero de parti¢coes de A
com m conjuntos. Para cada particdo deste tipo, haverd m! funcdes sobrejetoras que a geram obtidas de
permitar os valores b; que estdo na imagem do conjunto A;. Assim, o nimero de parti¢des €

1 m—1 ' m ;
Stom) = 5 L (17 )-tm—b
chamado de Nimero de Stirling de segundo tipo e é denotado por S(n,m).

O leitor pode consultar ou trabalho de Fahd and Gulf, Classroom note: An inductive derivation of Stirling
numbers of the second kind and their applications in statistics, Journal of Applied Mathematics and
Decision Sciences (1997) para mais detalhes sobre o assunto.
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* O numero de maneiras de distribuirmos » objetos distintos em m < n compartimentos
distintos é m".
O nimero de maneiras de distribuirmos n objetos distintos em m > n compartimentos distintos de forma
que tenhamos em cada um, no maximo, um objeto é

m!

n!’

O nimero de maneiras de distribuirmos n objetos distintos em m > n compartimentos iguais de forma
que tenhamos em cada um, no mdximo, um objeto é

() =y

O ndmero de maneiras de distribuirmos »n objetos iguais em m < n compartimentos distintos é

()

O ntimero de maneiras de distribuirmos 7 objetos distintos em m < n compartimentos distintos sem que
nenhum fique vazio é

ig(—l)k‘ () n=sr.

O numero de maneiras de distribuirmos n objetos iguais em m < n compartimentos distintos sem que
nenhum fique vazio é

(n2h)

O ndmero de maneiras de distribuirmos 7 objetos distintos em m < n compartimentos iguais sem que
nenhum fique vazio é

stom) = o 2 (1 () -k

|
m: i—o

O ndmero de maneiras de distribuirmos 7 objetos distintos em m compartimentos iguais de forma que
tenhamos em cada um, no maximo, um objeto é

0 se n>m
1 se n<m

O nimero de maneiras de distribuirmos »n objetos distintos em m < n compartimentos iguais é

i S(n,k).
k=1

Demonstragdo. * O primeiro € o nimero de funcdes de um conjunto com # elementos em um conjunto

com m elementos.

* O numero de maneiras de distribuirmos n objetos distintos em m > n compartimentos distintos de forma

que tenhamos em cada um, no maximo, um objeto € igual a contar o nimero de fun¢des injetoras de um
conjunto com # elementos em outro de m elementos. Portanto temos

m!
n!
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possibilidades.

O numero de maneiras de distribuirmos » objetos distintos em m > n compartimentos iguais de forma
que tenhamos em cada um, no maximo, um objeto € 0 mesmo que contar o nimero de subconjuntos de m
elementos de um conjunto com n elementos. Isto é contar o nimero de arranjos de m objetos e fazer o
quociente pelas permutacdes dos seus elementos, ou seja, o nimero de combinagdes. De onde segue que
temos

m
n
Para achar o nimero de maneiras de distribuirmos 7 objetos iguais em m < n compartimentos distintos

com, no maximo o objeto por compartimento observamos que existem distribuiicoes-indistingiveis por
causa dos objetos serem iguais. Assim temos que se x; € o nimero de objetos no compartimento i temos

X1+ +xy =n.

Entdo procuramos o nimero de solu¢des ndo negativas desta equacdo. Isto.é equivalente a escolher n
objetos entre m +n — 1 simbolos formados por n estrelas e m — 1 barras. Aqui as estrelas sao os objetos e
as barras o que delimitam os compartimentos. Por exemplo paran =8 € m =4 um caso seria.

*ok k| k| & | Kk

Assim o nimero destes arranjos € igual a (m+;’_1).

O ndmero de maneiras de distribuirmos 7 objetos distintos em m < n compartimentos distintos sem que
nenhum fique vazio € igual ao nimero obtido de contar o niimero de fungdes sobrejetoras de um conjunto
de n elementos em um conjunto de n elementos.

Para obter o ntimero de maneiras de distribuirmes n objetos iguais em m < n compartimentos distintos
observamos que primeiramente devemos colocar um'objeto em cada compartimento logo, os n — m restante
devem ser distribuidos novamente nos m compartimentos distintos que é

() )

O numero de maneiras de distribuirmos » objetos distintos em m < n compartimentos iguais sem que
nenhum fique vazio € igual ao niimero obtido ao contar o nimero obtido para compartimentos distintos e
dividir pelas m! possibilidades de escolhas de ordem das caixas (visto que sao todas iguais).
O nimero.de maneiras de distribuirmos 7 objetos distintos em m compartimentos iguais de forma que
tenhames em cada um, no maximo, um objeto é 0 se n > m pois, necessdrimante uma vez preenchidos os
m sobram ebjetos que devem ser colocados em algum dos compartimentos ja preenchidos.
Nojeaso em que-n < m colocamos um objeto em cada compartimento, podendo sobrar compartimentos.
Como os compartimentos sao iguais, qualquer outra distribuicdo € equivalente a primeira (pios é uma
permutacdo da mesma), entdo existe uma tnica forma neste caso.
Aqui, novamente utilizamos o principio de inclussao-exclussao para

Ar = {maneiras de distribuirmos n objetos distintos em

k < m compartimentos iguais sem que nenhum fique vazio}
e observandos que, neste caso as interse¢des A; NA; = 0 para i # j pois se, por exemplo, i < j temos que
uma maneira de distribuir z objetos em j compartimentos sem que nenhum fique vazio nunca pode ser uma
maneira de distribuir » objetos em i compartimentos sem que nenhum fique vazio, pois necessariamente
teremos um nimero menor que # bolas nos i compartimentos.
O nimero de maneiras de distribuirmos 7 objetos distintos em m < n compartimentos iguais € entdo igual
a soma € a soma

Y #Ac
k=1



208 Capitulo 21. Intfroducdo a Andlise combinatéria

isto €, ao nimero obtido de somar nimero de maneiras de distribuirmos # objetos distintos em k < m < n
compartimentos iguais sem que nenhum fique vazio de k = 1 até m. Obtendo assim o resultado.
|

S6 resta, na andlise do resultado acima, o caso de distribuir objetos iguais em compartimentos iguais.
Comecamos por estudar o caso de distribuir n objetos iguais em m compartimentos iguais sem que nehum
fique vazio. Em geral esse nimero € denotado por

P(n,m),

e satisfaz uma relag¢do de recorréncia que passamos a descrever.

O niimero P(n,m) é a soma das distribui¢des a seguir

* 0 caso em que existe um compartimento com um objeto s6, e distribuimos os objetos restantes nos m — 1
compartimentos restantes, que dd P(n — 1,m — 1) possibilidades.

* 0 caso em que todas os compartimentos tem mais do que um objeto (pois como cada compartimento tem
como minimo um objeto, contamos o objeto a mais como sendo ja distruibuido) . Neste caso, temos n —m
objetos a serem distribuidos em m compartimentos. Temos assim P(n—um,m)possibilidades.

Temos assim que

P(n,m)=P(n—1,m—1)+P(n—m,m),

que € a relacao de recorréncia procurada. Agora devemos acharos primeiros termos da recorréncia. Logo o
principio da recursdo nos garante a unicidade dos termos.

Observamos que, da definicao, temos que para todo n >'1.temos

* P(n,1) =1, pois a tnica possibilidade é colocar todos os objétos no tinico compartimento disponivel.

* P(n,n) = 1, pois a tnica distribui¢do é uma bola em cada compartimento.

* P(n,m) =0 para m > n, pois necesariamente um compartimento ficard vazio.

* P(n+1,n) = 1, pois preenchemos primeiramente todos os compartimentos com um objeto e depois fica
um objeto a distribuir a um dos n compartimentos. Temos n posibilidades de distibui¢cdo, mas como
todos os compartimentos sdo iguais; estas n.distribuicdes sdo indistinguiveis entre si e, portanto, sao todas
equivalentes. De onde segue.que temos uma distribui¢ao so.

Com isto, junto a relagdo de recorréncia

P(n,m)=P(n—1,m—1)+Pn=m,m),

podemos achar todos os valores P(n,m). Escrevemos alguns dos valores na tabela abaixo.

m 1(2(3(4(5|/6]7|8]9/|10
n=1|1{0[0[{0[0|0|0]0[0]| O
n=2|1{1](0({0[{0|0|0]0[0]| O
=3 |1(1(1]0]0|0[0|O0O|0O]| O
n=4|1/2[1(1[{0|0|0]0[0]| O
n=5|1(2(2(1(1/0[0]0[0| O
n=6 (1332 (1|1/0(0|0]| O
n=7|1|3[4(3(2|1|1]0[0]|O0
n=8 (1|4 |5|5(3|2|1|1|0] O
n=9 [1|4|7]6|5|3|2|1|1]0
n=10 |1 (58|97 |53 |21 1

Por dltimo, para obter a forma de distribuir n objetos iguais em m compartimentos iguais utilizamos o
principio de inclussdo-exclussdo para

Ar = {maneiras de distribuirmos n objetos iguais em

k < m compartimentos iguais sem que nenhum fique vazio}



209

e observandos que, neste caso as interse¢des A; A ; = () para i # j pois se, por exemplo, i < j temos que uma
maneira de distribuir n objetos em j compartimentos sem que nenhum fique vazio nunca pode ser uma maneira
de distribuir n objetos em i compartimentos sem que nenhum fique vazio, pois necessariamente teremos um
nimero menor que 7 bolas nos i compartimentos.

Portanto, forma de distribuir n objetos iguais em m compartimentos iguais € a soma

m
Y tAx
k=1
isto €, a soma da possibilidade de distribuir em todos sem que nenhum fique vazio, com a de distribuirm — 1

compartimentos sem que nenhum fique vazio, e assim seguindo. Chegamos entdo a

m
Y P(n,k) possibilidades.
k=1
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