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D

Nombres complexes

EXERCICE 1 OO0

240 (240)(1-40)
3+i 1+i

@ Déterminer la forme algébrique de
@ Déterminer le conjugué de chacun des nombres complexes suivants, I’exprimer
sous forme algébrique.
3i 1 5
3—9)(—1+4i i(1+14)3 _
@ (3= 0)(-1+4) ®1+2i © it +1) @1+¢ 1—5i
@ Déterminer la forme exponentielle des complexes suivants.

@zozl—i @21:—2' @2’2:—\/§+i @zgze%—&—eiéw.

@ Soit t € R. Déterminer la partie réelle des complexes suivants :

241 5 e i 1
frng 1 = = —F) .
1o 2=+ BT1v3 AT o

zZ1 =

Déterminer le module de z1, 2o, 23 et z4.

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 2 w00

Déterimner la forme algébrique des nombres complexes suivants

S S S )
1= 3_(2'_\/3)1000

[» Correction|

=(2+2i)°

[» Indication |

EXERCICE 3 MO0

Soit z un complexe différent de 2. On pose Z = %5
@ Exprimer Z en fonction de Z.

@ Trouver z tel que Z = 2 + 3i.

@ L’affirmation suivante est-elle vraie? " Z est imaginaire pur si et seulement si z
est réel".

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 4 MO0

Montrer que |u + v[* + [u — v|> = 2 (Ju|? + [v]?) pour tous u,v € C, puis interpréter
géométriquement cette égalité.

|> Indication | > Correction|

EXERCICE 5 mOO

1
@ Simplifier Re <1

> Indication |

i9 -1
T pour 0 €]—m, .

) pour z € U\{1}. @ Slmphﬁer

[» _Correction|

EXERCICE 6 ®O 0

Montrer que z € R & |z — i| = |z + 4|. Interpréter géométriquement.
[»>_Indication |

> _Correction|

EXERCICE 7 HmE 7

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C :

@ Il +1=1]z+1] @22—(9—2i)z+26:0

(12) 22+ 62 =3 + 2i

(13) 22+ (4-3)z =2+ 81

22 5244+ 10i = 0.

(15) 2452+ 7—i=0,

(16) 227 + (8 — 5i)z + (4 — 13i) = 0.
Z4_23+Z2_Z+1:0 @4z2—16z+11—121:0.
@22—2z+1=0 (z2—22)c032<p+120 ,otp€eR
W -5 (9) -1 =)

z+5—5z—0

@z-i—
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> Indication | [»_Correction|

EXERCICE 8 ME

Soit z € R et n € N. Calculer

S, = i (Z) cos(kz),  Tp= Zn: <Z) sin(kz) et Uy, = Zn:(—m cos(kz) .

k=0 k=0 k=0
[»>_Indication | [»>_Correction|
EXERCICE 9 mO O
Résoudre les systemes suivants d’inconnue z,y € C :
r+y=2 r4+y=1+1
®{xy:2. @{xyzl?;i.
r+y=3i rT+y=a
@{xy:—l—?)i. @{xy:aQ avec a € C.

[»>_Indication | [»_Correction|

EXERCICE 10 m»” O

Soit € R. Exprimer cos(5z) en fonction de cos(z), puis en déduire une expression
explicite de cos? (75) ,cos (¥) ,sin (£). | Indication | [> Correction|

EXERCICE 11 mOO

z 4+ |2|
Re(z) + |#]

[»>_Correction|

Montrer que ( ) =2z, pour tout z € C\R_.

> _Indication |

EXERCICE 12 RO O

Soit z et 2z’ deux complexes non nuls et de méme module.

(2 +2)°
zz!

Montrer que est un nombre réel positif. > Indication > Correction|

EXERCICE 13 mP
Montrer que pour tous x,y € R,

sin? z — sin?y = sin(x + y) sin(z — y) .

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 14 mwO

1 — cos(2x)

@ Montrer que, pour tout x € R, 5

|sinz| >

n

@ En déduire nll)rfm Z | sin k|.

k=1

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 15 HmERY

» Indication

Résoudre 'équation sin(z + y) = sinz + siny d’inconnues z,y € R.

EXERCICE 16 m»m O

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C :
D) e=1+i @) eter=1 (3) e =-5-12

> Indication | [» Correction|

@ ef+2e %=1

EXERCICE 17 mEO

Résoudre dans C

Q) (i+2)"=(@—2)™

(2) 2* =4+ 4i.

> _Indication |

(3) (z—1)® =si
(D z"+1=0

[»_Correction|

EXERCICE 18 mwO

Ecrire sous la forme a + bj avec a,b € R les quantités suivantes
9 s '2
. j +)d-j Y
ONIESINE) Ty ©) ]fSX @ (1-j+52)"

Simplifier le produit (u + v)(u + jv) (u +j2U) pour tous u,v € C.
> Indication |

> _Correction|

EXERCICE 19 mw O

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (O, ,¥). Déterminer ’ensemble
des points M dont l'affixe z vérifie la relation demandée :
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@ arg(z — 2) = g[27r]
@arg(z—2):g[7r] @ |z =i = |z +

() arg(iz) = S1n]

@ wre (12;) = e

|» Correction]

|(1414)z —2i] =2
(9) 13 +iz| =3 —iz]

|» Indication |

EXERCICE 20 m PO

A quelle condition nécessaire et suffisante sur z :

@ les points d’affixes z, % et z — 1 sont-
ils situés sur un méme cercle de cen-
tre O 7

@ les points d’affixes 1,z et 22 sont-ils
alignés?

@ les vecteurs d’affixes z et z° sont-ils
orthogonaux?

@ les vecteurs d’affixes z et z sont-ils
orthogonaux ?

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 21 HmEY

A quelle condition nécessaire et suffisante sur z, z et ses deux racines carrées forment-ils
un triangle rectangle en z 7

[» Indication | [» Correction|

EXERCICE 22 mwQO

On considere trois points A, B, C distincts du cercle de centre O et de rayon 1 d’affixe
respectifs a, b, c.

@ Justifier qu’il existe 64, 05,0c € R tels que a = €4, b = €98 et ¢ = ¢

@ Montrer que

Op+0c
=3

b—c e Sin(eBgec)

T . 0a+0 . 0ar—0 .
a—=c eiAchIIl(AQ C)

@ En déduire que

b—c Op — 04
arg | — | = 5 [7].

Interpréter géométriquement le résultat.

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 23 HEO

Soit ABC' un triangle dont les points ont pour affixes a, b et c.

@ Montrer que lorthocentre de ABC' a pour affixe a + b+ c.

En déduire que le centre de gravité, le centre du cercle circonscrit et ’orthocentre
d’un triangle sont alignés.

Lorsque le triangle n’est pas équilatéral, la droite par laquelle passent ces trois points
est appelée droite d’Euler du triangle, dont l’étude est un classique de la géométrie du
triangle. [ Tndication |

> Correction|

EXERCICE 24 WEO

Soit A, B, C trois points d’affixes a, b, ¢, tous distincts.

@ Montrer que ABC' est un triangle équilatéral direct si et seulement si
a+jb+j%c = 0, et un triangle équilatéral indirect si et seulement si a+jc+52b = 0.

Montrer que ABC est un triangle équilatéral si et seulement si a? + b + ¢ =
ab + ac + be.

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 25 HE”

inm

Pour tout n € N, on note A,, le point d’affixe e . On définit alors une suite de points

(M), cn de la fagon suivante:

My = Ay et pour tout n € N, M, 41 est le projeté orthogonal de M, sur (OA,+1) -

Déterminer I'affixe z, du point M, pour tout n € N. [> Indication ] [ Correction]

EXERCICE 26 HMEO

@ Soient u,v € U. Montrer que si u +v = —1, alors  {u,v} = {j,j}.

@ Soient a,b,c € U.

Que peut-on dire du triangle de sommets a,bet csi a+b+c=07
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> Indication | |» Correction|

EXERCICE 27 HEYZ

Calculer en fonction de 'entier n les intégrales

271— pusy usy
2 2
I = / cos® xsin(3z) dz | I, = / cos? zsint z dz | Jn = / cos®™ 0 df .
0 0 0

> Indication | |» Correction|
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( Indications

) INDICATION POUR L’EXERCICE 7

On peut passer a z = a+1b, quand nécessaire. Bien siir, une fois que vous avez compris,
ne faites pas tout...

[ A retour & ’EXERCICE 7 j
INDICATION POUR L’EXERCICE 1

INDICATION POUR L’EXERCICE 8

n

A retour & ’EXERCICE 1 j n : R
[ Z ( k) e est un binéme de Newton !
k=0

INDICATION POUR L'EXERCICE 2

[ A retour & 'EXERCICE 8 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 9

[ A retour a ’EXERCICE 2 j

Ce sont des systémes coefficients/racines, donc des équations de degré 2.
INDICATION POUR L’EXERCICE 3

[ A retour & 'EXERCICE 9 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 10

[ A retour a 'EXERCICE 3 j

Linéarisation classique en utilisant les formules de Moivre.

INDICATION POUR L’EXERCICE 4

[ A retour a ’EXERCICE 10 ]

|Z|? =22

INDICATION POUR L'EXERCICE 11

[ A retour & ’EXERCICE 4 j

Calcul direct en passant le dénominateur dans le membre de droite.

INDICATION POUR L’EXERCICE 5

[ A retour & ’EXERCICE 11 j

Technique de ’angle moitié.
INDICATION POUR L'EXERCICE 12

[ A retour & ’EXERCICE 5 j /
0

On pourra utiliser 'hypothése du méme module en remplacant z = re®? et 2/ = re

INDICATION POUR L’EXERCICE 6

[ A retour & 'EXERCICE 12 j

On utilise les module avec le conjugué ! )
INDICATION POUR L'EXERCICE 13

[ N retour & ’EXERCICE 6 j

On remplace par les formules d’Euler dans le membre de droite et on retrouve le membre
de gauche.

[ A retour a ’EXERCICE 13 ]
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INDICATION POUR L’EXERCICE 14

INDICATION POUR L’EXERCICE 21

Pas besoin des complexes pour @ .

[ A retour a 'EXERCICE 14 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 15

Passer des propriétés géométriques aux propriétés algébriques des affixes, puis résoudre.
on rappelle que les deux racines carrées de z sont opposées.

[ A retour a 'EXERCICE 21 ]

Factorisations par e'® et e’V pas faciles a trouver. Faisables sans les complexes aussi.

Poser X = e et Y = e peut aider.

[ A retour a 'EXERCICE 15 J

INDICATION POUR L'EXERCICE 16

INDICATION POUR L’EXERCICE 22

[ A retour & 'EXERCICE 22 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 23

On utilise la définition de ’exponentielle complexe.

[ A retour & ’EXERCICE 16 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 17

[ A retour & 'EXERCICE 23 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 24

Direct : angle BAC est positif.

L’idée est toujours de se ramener & Z" = re'?.

[ A\ retour & ’EXERCICE 17 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 18

On peut penser a translater les points A, B et C sans perte de généralité, pour avoir
des propriétés plus simples sur leurs affixes.

[ A retour a ’EXERCICE 24 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 25

Du calcul, sans oublier les propriétés de j.

[ " retour & ’EXERCICE 18 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 19

On pourra commencer par trouver une formule pour le projeté orthogonal sur OA,,.
Cela donnera une relation de récurrence pour z,, que I'on peut résoudre, en posant une
nouvelle suite bien choisie.

[ A retour a 'EXERCICE 25 j

( A retour a 'EXERCICE 19 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 20

INDICATION POUR L'EXERCICE 26

Dans @, multiplier par a, nous rameéne a la question 1.

[ A retour a 'EXERCICE 26 ]

Passer des propriétés géométriques aux propriétés algébriques des affixes, puis résoudre.

[ N retour & 'EXERCICE 20 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 27

Linéariser. Seule difficulté pour J,. Il faut passer aux complexes, et se rappeler des
propriétés des racines de 1'unité !

[ A retour & 'EXERCICE 27 ]
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( Corrections )

Correction de I’EXERCICE 1

240 T + li (2414) (1—41) _

1
3+i — 10 10 1+¢ T2 2

@ (3—i)(—1+4i) =1+ 13i. (3—i)(—1+4i) =1—13i.

—\/g—‘rl _ 26i5ﬂ/6.

0
[ V]
I

25 = 621'77/5 + e—iﬂ'/5 — 2¢os (%) eim/10

©,
clelelelalele

|

%.

9

(4) Re(z1) = &,
Re(20) = —4, |z]=4V2
Re (23) _ costzgsmt7 |Z3| = \{_570 = \/%
Re(z1) = 2525, |zl = m

( A retour a V'EXERCICE 1 j

Correction de I’EXERCICE 2

[ A retour & 'EXERCICE 2 j

Correction de I’EXERCICE 3

@ L’équation est équivalente & iz=(2+3i)(z—2),
puis & iz—(2+3i)z=-2(243i) <= z(i—(2+3i)=-4-6i.

Ori—(2+3i)=—-2—-2i=—2(1+i), donc z==5=3¢ = 23

On obtient donc

(2+30)(1—4) _5+i_5 1.

2 2 2 2

@ Vraie. Il suffit de faire une preuve par double implication.
Dans le sens indirecte, le cas Z = i est impossible, car ne respecte pas I’équation.

[ A retour & 'EXERCICE 3 j

Correction de I’EXERCICE 4

11 suffit de développer avec l’identité remarquable des complexes.
C’est I'identité du parallélogramme ! La somme des carrés des diagonales est égale a la

somme des carrés des cotés.

[ A retour & 'EXERCICE 4 j

Correction de I’EXERCICE 5

1 1
@Re(l_z>—§.
@ew_l—itan 0

e +1 2)

[ A retour a 'EXERCICE 5 j

Correction de I’EXERCICE 6
lz—i =1]z4+1 & (z—-i)(z—14) =z+i)z+1i < |z|2+i(z—2)+1 =

|2> +i(—2+2)+1,
ce qui donne finalement z = Zz et donc, ce qui est équivalent a z € R.

[ A retour & 'EXERCICE 6 j

Correction de I’EXERCICE 7
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@ Z€R+
@ z= \/ﬁei(%+k7ﬂ), avec k=0,1,2,3
® o3
o
2

@ -

z=0ou |z| =1 et 4arg z = 0(mod27). Autrement ditz € {0,1,4,—1,—i}.

(1+41) et z # i.

1
NG

@ Re (23) =Im (2%) 2z = re' avec = 5 + %’r(kz € Z) et r > 0. (Toute r réelle non
négative.)
(6) 2z +32=1
1

z=-

5
224+ (5-20)z+5-5i=0
z=—-2410uz=-3+1

22 =—-1,2# 1.

w
I
—

—16 + 11z
29 '

w
Il

z=6—4iouz=3+ 2i.

N

Il
| w

|
[CIES

O G

@ D’abord z = 0 et z = 1 sont solutions. Ensuite, pour z différent de ces 2 solutions,

en passant au module, on obtient |z| = 1. Donc on remplace z par €. On obtient
alors une équation de degré 3 en Z = e soit Z3 — Z2 + Z — 1 = 0. On factorise,
et on obtient Z =1, Z = 414, ce qui nous donne les solutions 0, 1, +1.

[ A retour & 'EXERCICE 7 ]

Correction de ’EXERCICE 8

(Z) cos(kz) = Re ((1 + e”)n> = (2 cos g)n cos (%) ,
(Z) sin(kz) = Im ((1 + e”)n> = (2 cos g)nsin (%) ,

e N 1 — eiln+1)(w+m) B sin (7("+1)2(””+”)) cos (7”(9”2”))
(—1)% cos(kxz) = Re [ oo™ .

"
I
?T‘M3

S

[}

o
Il
o
I

0

=
I
[

z
(o)) 2

b
Il

0

[ A retour a 'EXERCICE 8 j

Correction de PEXERCICE 9
Q) {z,y} ={1+i,1 -}
(2) {z,y} = {1+3i,-1}

(3) {z,y} = {3 —2i,—2+ 34}
@ (z,y} = {a(l—i-;\/g), a(1—21'\/§)}

[ A retour & 'EXERCICE 9 j

Correction de ’EXERCICE 10

On a cos(5x) = 16 cos® 2 — 20 cos® £ + Hcosz . En prenant = I (donc cos(5z) =
cosm = —1 ) on obtient les valeurs
(7?) V541 2(7r> 5+ 5 . <7r> V10 — 2v/5
cos =)= , cos”(— )= , sin({—-)=——7+—.
5 4 10 8 ) 4
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[ A retour & ’EXERCICE 10 )

Correction de ’EXERCICE 11

(Re(2) + |2]) x 22 =22 x (3(z + 2+ |2]) = 22 4+ 22 + 22|z = (2 + |2])? .

[ A retour a ’EXERCICE 11 )

Correction de ’EXERCICE 12

[ A retour a 'EXERCICE 12 )

Correction de I’EXERCICE 13

[ A retour a 'EXERCICE 13 J

Correction de I’EXERCICE 14

[ A retour & ’EXERCICE 14 )

Correction de ’EXERCICE 15

[ A\ retour & ’EXERCICE 15 )

Correction de ’EXERCICE 16

[ A retour a ’EXERCICE 16 )

Correction de I’EXERCICE 17

( A retour a 'EXERCICE 17 ]

Correction de I’EXERCICE 18

[ A retour a 'EXERCICE 18 )

Correction de ’EXERCICE 19

[ A retour & ’EXERCICE 19 )

Correction de ’EXERCICE 20

[ A retour a ’EXERCICE 20 )

Correction de I’EXERCICE 21

[ A retour & VEXERCICE 21 )

Correction de I’EXERCICE 22

[ A retour a 'EXERCICE 22 )

Correction de ’EXERCICE 23

Voir cours.

[ A retour & 'EXERCICE 23 j

Correction de ’EXERCICE 24

[ A\ retour a ’EXERCICE 24 )

Correction de I’EXERCICE 25

Posons z, laffixe de M,,. Pour k > 0 notons A, d’affixe ar, = e*"/%. Le projeté
orthogonal de z sur la droite (OAy,) (direction e?*7/4 ) s’écrit

Projoa, (2) = Re (ze‘ik”ﬂl) etk /4

Donc la récurrence pour z, est

Zni1 = Re (Zne—i(n+1)7r/4) pi(nt+1)m/4

Posons u, := z,e~™™/4 Alors

Upi1 = Znpre TUT/ = Re (Znefi(wl)ﬁ/él) =Re (une*i“/“) .

Avec uy = 2pe® = 1. On calcule
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u1 = Re (e*i”/‘l) =

= ol
N~— l\D

et dés que u,, est réel (ce qui est le cas pour n > 1), on a
T \/i
Up+1 = Up COS Z = u"?
Ainsi pour tout n > 0
n
Uy = <\/Q> 9—n/2
2
D’on
2y = uneinﬂ'/4 — 2—n/2einﬂ'/4’ n e N.
En particulier |z,| = 27"/2 et arg (z,) = *F.
[ A retour a PEXERCICE 25 )
Correction de PEXERCICE 26
@ Soient u,v € U tels que u +v = —1.
Posons v = —1 — u. Comme |v| =1 on a
=P =|-1-uf=(-1-u)(-1-a)=1+u+u+|u?®=24+2Re(u).
D’ou Re(u) = —3. Avec |u| =1 cela impose Im(u) = :l:@, donc
1 3 -
= - +iXZ e i
u=—5+io- € {jj}
Ainsi {u,v} = {j,j} (les deux valeurs s’échangent puisque v = —1 — u ).

@ Soient a,b,c € U et a + b+ ¢ = 0. Multiplions I’équation par a

l+ab+ac=0 — ab+ac=—1.

Les deux nombres ab et ac sont de module 1 , et leur somme vaut -1 . D’apres la
question 1 on en déduit

{ab, ac} = {j,j}

10

Donc, quitte a permuter b, c,

ab=j, ac=]j,
d’ou
b=aj, c=aj.
Conclusion : b et ¢ s’obtiennent par rotation de a d’angles +27/3. Les points

d’affixes a,b, ¢ forment donc un triangle équilatéral (centré en 0 , le centre du
cercle unité).

[ A retour a 'EXERCICE 26 )

Correction de I’EXERCICE 27

[ A retour a 'EXERCICE 27 ]




