MPSI 2 - FABERT

Des sommes qui
donnent 7

Vous allez démontrer quelques limites de sommes en s’entrainant sur les symboles > . Trop bien !

PARTIE A - UNE PREMIERE SOMME QUI DONNE 7

T T sinx
Onpose: D= ]—57 5 [, puis pour tout x € D, tanz = , la fonction cosinus ne s’annulant pas sur D.
coszT

@ Montrer que pour tout x € [O, g] , 0 tanx < 1.

INE)

On pose pour tout n € N, u,, = / tan®"  du.
0

™
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@ @ Montrer que pour tout k € N, / (1 + tan? :1:) tan?* z dz = .
0 2%k + 1
On se rappelera de la dérivée de tan.
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@ En déduire que pour tout n € N, Z
k=0

@ (a) Montrer que la suite (uy),, oy est décroissante.

@ Simplifier u,, + u,41 pour tout n € N, puis montrer que 0 < up41 <

n 1 k
@ En déduire finalement la limite lim Z (=1) = W.
n——+oo = 2k +1 4

On note cette formule =

PARTIE B - PREPARATION POUR LES PROCHAINES FORMULES

n

@ On pose pour tout n € N*, an:z:—2 et bnzziz.
il k=0 (2k +1)

1 1 1

il G
2 k-1 k

@ En déduire que la suite (a,), - est majorée, puis qu’elle converge. On note « sa limite.
Qn

(c) Montrer que pour tout n € N*,  agpq1 = T + by,.

@ En déduire que la suite (b,), . converge et déterminer sa limite en fonction de a.

@ Montrer que pour tout entier k > 2,

@ Soient m,n € Z, avec m<n et pm,...,p, des réels pour lesquels 0 < p, <pr_1 < ... < D

n

@ Montrer que si m est pair et n est impair, 0 < Z (—1)kpk < pm, puis que la méme inégalité est vraie

. . k=m
sl m et n sont pairs.

n

> (=1

k=m
On essaiera d’exploiter la question @ plutot que de traiter deur nouveaux cas.

@ Montrer en toute généralité que < Pme-

e L L 1 tode
@ (a) Montrer sans calculer I'intégrale que pour tout entier i > 2, = < —.
i i1 T

On pourra majorer lintégrande.

n

1
@ En déduire que pour tout n € N*, Z - <Ilnn+1.
L g

i—
On pourra utiliser la relation de Chasles pour l’intégrale.
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PARTIE C - DES SOMMES QUI TENDENT VERS 72,

Cette partie est plus difficile.

n _1k n 1
On pose pour tout n € N*, ¢, = Z 2(k+)1 et dyp = Z 2k+1)%

k=—n k=—n
@ @ Montrer que la suite (¢, ), cy- converge vers § en exploitant les résultats précédents.

@ Montrer que la suite (d,,) converge et déterminer sa limite en fonction de .

neN*
(a) Factoriser la différence . pour tous i,j € Z.
2i+1 2j+1
1 —1)t7 1 1
@ Montrer que pour tout n € N*, 0,21 =d,+ = E ( - ) - - -5 .
2 —~ J—1 214+1 2541
—n<i,j<n
i#j
o (=1
En déduire que pour tout n € N*, ¢2 —d,, = -
© e g 2 Gh@D
_n\ngn
i#£]

(_1>i+j
@ On pose pour tous n € N* et i € [-n,n], s, = Z .

, J—i
—n<j<n
J#i
@ Montrer que pour tous n € N* et ¢ € [—n,n], sp,—; = —8p,;. Que vaut s, 0 ?
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@ En déduire que pour tout n € N*, ¢ —d,, = Zﬁ +; 2in_zl-

1=

nti (—1)k+1

(c) Montrer, en commengant par poser k= j—i, quepourtousn € N*eti € [1,n], s,;= Z
k=n—i+1
@ En déduire que pour tous n € N* et i € [1,n], |sp] < n%m
En déduire que pour tout n € N*, |¢2 — <2
© duep | " ; iln—i+1)
. 1 1 )
@ Factoriser la somme —~+ ———  pour tous n € N* et ¢ € [1,n].
i n—i+1
En déduire que pour tout n € N*, |2 — 1 i 1
o n+14ei
- 1 w2 2
@ Déduire des résultats précédents les limites suivantes, lim — = et lim Z — = —.
n‘ank70(2k—%1)2 8 n‘ank71k2 6
+o0o 2 +oo 2
1 m 1 T
On note ces formules —_ = — et — =
Z (2k+1)2 8 —k> 6




