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Fonctions réelles : Rappels et
compléments

Les fonctions réelles sont les fonctions a valeur dans R, définie sur une partie X de R. On a besoin de quelques notions
sur les parties de R avant de commencer.
L’ensemble des fonctions de X dans R est souvent noté F(X,R) ou R¥.
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1

DEFINITIONS AUTOUR D’UNE FONCTION REELLE

&

Définition 1 : Fonction réelle

Une fonction réelle est la donnée d’un ensemble de départ X C R, et d’'une maniere d’associer a chaque x € X un
unique élément de R noté f(z). On note généralement

f: X — R

On note F(X,R) 'ensemble des fonctions réelles définie sur X.

~

4 N

Point Vocabulaire : Pour tout (z,y) € X x R, tel que

y=f(=),

on dit que y est 'image de = par f et que z est un an-
técédent de y par f.

On dit que [ est bien définie lorsque pour tout x €
X, f(z) a un sens et appartient bien a F.

L’ensemble de définition d’une fonction f est le plus
grand ensemble de départ possible pour f. On peut le noter
Dy¢. Tout réel f(x) avec v € Dy est appelé une valeur de

A Y,

A ArTENTION  On parle bien d’un antécédent. Sur la figure ci-dessous, y posséde plusieurs antécédents par f,
raison pour laquelle on parle pas de "I'" antécédent de y.

Exemple 1
Déterminons ’ensemble de définition de la fonction f définie par I’expression

fla) =

r+2°

Comme la fonction x — /z n’est définie que pour x > 0 et que la fonction z ﬁ n’est définie que pour x # —2
seulement f(z), alors

Dy =] —00,-2[U]—2,0] = R_\{-2} .
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Définition 2 : Image d’une fonction, restriction )
Soit f : Dy — R une fonction. Pour toute partie X de Dy, on appelle image de X par [, notée f (X), 'ensemble
f(X)={f(z) |z € X}

L’image de Dy tout entier est simplement appelée 'image de /.
Si g : X — R est une fonction, telle que pour tout z € X, f(z) = g(z), on dit que g est la restriction de [ a X et
on la note f| .
Soit ¥ C R telle que Dy C Y. Si h: Y — R est une fonction, telle que pour tout € Dy, f(x) = h(x), on dit que h
est un prolongement de f a Y.
L J

Exemple 2

o L’image de R, par la fonction exponentielle est 'intervalle [1, +oo[ . L’image de R_ est |0, 1].

« L’image de 7Z par la fonction sinus est {0}, 'image de [0,7] est [0, 1], I'image de [—Z, %] est [—1,1] et I'image
de [0,27] est aussi [—1, 1].

Point Vocabulaire : Soit f : X — Y une fonction. On
dit que f est a valeurs dans Y si toute valeur de f est
élément de Y, c’est a dire, si Vo € X, f(x) € Y, ou encore
de maniere équivalente si f(X) C Y.

A En aucun cas cela veut dire que f prend toutes les
valeurs de Y.

(Déﬁnition 3 : Opérations sur les fonctions A
On fixe un ensemble de départ X et deux fonctions f et g définies sur X. Soit A un réel. On définit respectivement
f+9g,\f et fg sur X par les expressions suivantes, pour tout x € E :

(f+9)(=@) = f(z) +9(x), (A)(x)=Af(z), (f9)(z)= f(x)g(z) .
On dit que ’ensemble des fonctions est une algébre. Si de plus, g ne s’annule pas sur E on définit
1 1
| (x)=——=.
(9) e g(x)
U J

Point Notation : Soit X C R. On appelle fonction
indicatrice de X et on note 1y la fonction définie, pour
tout = € R par

lsize X,
HX(”{ Osiz ¢ X.

Produit de fonctions nulles

Est-il vrai qu’un produit de deux fonctions est nul si, et seulement si, I'une des deux fonctions est nulle?
Avant de répondre, il faut savoir ce qu’est "un produit de fonctions nul". C’est quand le produit des fonctions donne la

fonction nulle, c’est a dire
0: R — R
r — 0,

la fonction constante égale & 0. La réponse est alors non !
Prenons les fonctions 1g, et 1g+, qui sont deux fonctions non nulles. Pourtant, pour tout = € R,

(1R+ HR*,)(w) = Ig, (z)1g- () =0 .
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On dit que la multiplication de fonctions, contrairement a la multiplication des nombres réels, n’est pas intégre : un
produit peut étre nul sans qu’aucun facteur ne le soit! On verra d’autres exemple de multiplications non integres cette
année.

Soient f: X — R et g: Y — R deux fonctions. On suppose f a valeurs dans Y. On appelle composée de g et f
la fonction g o f définie pour tout z € X par

go f(x)=g(f(z)) .

Proposition 1

La composition est associative. Soient f : X — R, g: Y — R et h: Z — R trois fonctions. Si f est a valeurs
dans 'Y et g a valeurs dans Z, alors

ho(gef)=(hog)of.

A ATTENTION  La composition n’est pas commutative, ne confondez pas g o f et f o g. Il arrive d’ailleurs souvent
que l'une de ces fonctions soit définie sans que l'autre le soit. Par exemple, si f est la fonction x — 22 et si g la
fonction x — x + 1, alors g o f est la fonction

r— 2?41

et f o g la fonction
z— (z+ 1) =22+ 22+ 1.

Soit f : X — R une fonction.
e On dit que f est croissante si Vz,y € X, © <y = f(x) < f(y).
e On dit que f est strictement croissante si Va,y € X, z <y = f(z) < f(y).
e On dit que f est décroissante si Vr,y € X, z <y = f(z) = f(y).
o On dit que f est strictement décroissante si Vz,y € X, z <y = f(x) > f(y).

e On dit que f est (resp. strictement) monotone si f est (resp. strictement) croissante ou décroissante.

Proposition 2 : Conservation des monotonies )
Soient f: X — R et g: X — R deux fonctions. On suppose que la composition est possible, dans les cas ou elle
est écrite.

e Si f et g sont croissantes, alors f + g, et A\f sont croissantes, pour tout A = 0. Si A < 0, alors \f est
décroissante.
o Si f et g sont strictement croissantes, alors f + g, et Af sont croissantes, pour tout A > 0. Si A <0, alors Af
est décroissante.
o Si f et g sont (resp. strictement) monotones de méme sens de variation, alors g o f est (resp. strictement)
croissante.
o Si f et g sont (resp. strictement) monotones de sens de variation opposés, alors go f est (resp. strictement)
décroissante.
L J
Preuve. On montre pour la somme de deux fonctions croissantes. Les autres démonstrations sont similaires. Soient

z,y € X avec: x < y. Par hypothese f(z) < f(y) et  g(z) < g(y), donc par somme f(z) + g(x) < f(y) + g(y). O

Dérivation inutiles
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On évite les dérivation inutiles et on utilise plutot la Proposition [2| Pas besoin de dériver

Tz + e’ x> (eH)”, z+— In(1 — x), ouz+— Va2+5.

Soit f : X — R une fonction.

¢ On dit que f est si: IMeR, VeelX, f(x)<M. Un telréel M est appelé un majorant de f.
On dit aussi que f est majorée par M ou que M majore f.

e On dit que f est si: dImeR, VexelX, f(z)=>m. Un telréel m est appelé un minorant de f.
On dit aussi que f est minorée par m ou que m minore f.

e On dit que f est si f est a la fois majorée et minorée, c’est a dire, si : IK > 0,Vz € X, |f(z)] < K.

Soient f : X — R une fonction et a € X.

e On dit que f admet un en a si pour tout z € X 1 f(z) < f(a). Le réel f(a) est alors appelé le
maximum de f et noté maxx f ou max,ex f(z).

e On dit que f admet un en a si pour tout z € X :  f(z) = f(a). Le réel f(a) est alors appelé le
minimum de f et noté miny f ou mingcx f(z).

Consistance des définitions

L’étudiant attentif aura remarqué que

majorée majorée
f est | minorée <= La partic {f(z) |z € X} de R est | minorée
bornée bornée
et
maximum . plus grand | .,
L L X R . 1 .
f admet un minimun | € ¢ < La partie {f(z) | x € X} de R admet f(a) comme plus petit, | ¢ ément

Rien de nouveau a apprendre donc.

A ArTeEnTION  Une fonction peut ne pas avoir de minimum et/ou de maximum. Comme par exemple le fonction
T,

A ATTENTION Quand une fonction admet un maximum ou un minimium, il peut étre atteint plusieurs fois, comme
la fonction
T+ sinx .

2 CAS PARTICULIERS DES TRANSFORMATIONS AFFINES DU GRAPHE

Dans cette partie, f : X — R est une fonction réelle. Les graphes ci-dessous sont représentés dans un repeére orthonormal
(0,7.7).
2.1 SYMETRIES

Comment fait-on pour obtenir la fonction qui un graphe symétrique par rapport a 'axe des ordonnées 7 des abscisses ? Par
exemple, quelles sont les expressions des fonctions du graphe vert et rouge ?
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Proposition 3 )
o La fonction x — —f(x) est définie sur D et son graphe s’obtient d partir de celui de f par une symétrie par
rapport ¢ (Ox).
e La fonction x — f(—x) est définie sur —D, i.e. le symétrique de D par rapport a 0 , et son graphe s’obtient
aussi & partir de celui de f par la méme symétrie.
G J

2.2 TRANSLATIONS

Définition 8 : Translation d’un ensemble

Soit A C R et t € R. On appelle ’ensemble translaté de A par ¢ et on note A + ¢ 'ensemble

At+t:={a+t|acA}.
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Proposition 4
Soit f : X — Y, une fonction. Soit ty € R.

e La fonction © — f(x) + to est définie sur X et son graphe s’obtient a partir de celui de f par une translation

de vecteur tyJ.

o La fonction x — f(xz+to) est définie sur X — to, l’ensemble X translaté du vecteur —to7, et son graphe
s’obtient a partir de celui de f par une translation de vecteur —tyv.

\.

2.3 CONTRACTIONS, DILATATIONS

On rappelle qu’une est la transformation h du plan (0,7, 7) qui laisse

le point O invariant et telle que, pour tout point M distinct de O :
o Les points O, M et f(M) sont alignés;

e On a I’égalité

oo _,
oM
En fonction du rapport k, si
o |k| > 1, est un ou une de rapport |k|;
o |k| <1, est une ou une de rapport |£|.
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2.4 GRAPHE INCHANGE PAR TRANSFORMATION DU PLAN

On suppose X symétrique par rapport a 0, c’est a dire que Vo € X, —x € X.
Soit f : X — R une fonction.

@ On dit que f est si VzeX, f(—z)= f(x),cest a dire, sile graphe de f est symétrique par rapport
a l’axe des ordonnées.

@ On dit que f est siVe € X, f(—x) = —f(z), c’est & dire, si le graphe de f est symétrique par
rapport a 'origine.

Pas besoin d’étudier une fonction f : X — R paire ou impaire sur X tout entier, une étude sur X N R, suffit.

Soit T' > 0. On suppose que X est T-périodique, c’est a dire que
VeeD, x+TeD e x—-T€D

Soit f : X — R une fonction. On dit que f est ou périodique de période T'si  Vax € X, f(z+T) =
f(z). Le réel T est alors appelé une période de f.

Pas besoin d’étudier une fonction f: X — R qui est T-périodique sur X tout entier, une étude sur une période suffit,
par exemple X N[0, 7.

A ArTeENTION  Une fonction périodique ne posséde jamais qu’une seule période. Tout multiple entier d'une période
T est encore une période : 27, 37,47 .. ..

Voila pourquoi on ne parle jamais de «la » période, mais toujours d’une période. Certaines fonctions possedent
en revanche une plus petite période, mais pas toutes. On peut montrer que toute fonction continue non constante
périodique possede une plus petite période. Les fonctions sinus et cosinus admettent par exemple 27 pour plus petite
période. Certaines fonctions admettent au contraire tout réel strictement positif pour période et n’en ont donc pas de
plus petite. C’est le cas des fonctions constantes et de la fonction indicatrice de Q.

Proposition 5 : Opérations sur les fonctions périodiques )
Soit T > 0. On suppose que X est T-périodique. Soient f: X — R et g: X — R deux fonctions T-périodiques.
@ Les fonctions f + g et f X g sont aussi T-périodiques, ainsi que 5 st g ne s’annule pas.
@ Pour tout w > 0, la fonction x — f(wx) est T-pemodzque sur l’ensemble dilaté/contracté - 1X.
L J

Exemple 3
Par exemple, si  w = 2, le graphe de la fonction 2z — f(2x) s’obtient a partir de celui de f par une contraction
horizontale de facteur 2. Si f est T-périodique, rien d’étonnant du coup a ce que x — f(2x) soit %—périodique.

Preuve.
@ Concernant f+ g, pourtout z € X : (f+g)(a+T)=fe+T)+g9(x+T) = f(z)+g(x)=(f+ g)(z).

@ Notons ¢ la fonction  — f(wx) définie en tout point x pour lequel wz € X, c’est a dire, sur %X. Pour tout
relX: g(m—i—%) f(w (J:—F%))=f(wm+T):f(wa:)=g(x).
O

3 DERIVATIONS D’UNE FONCTION

3.1 DERIVABILITE

Résoudre f’(x) = 0 ne justifie pas et ne donne pas le signe de la dérivée pour les fonctions.
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4. Etudes de fonctions

3.2 RAPPEL DES FORMULES DE DERIVATION DE TERMINALE

Fonction simple

fonction dérivée en x

Fonction composée

dérivée de la fonction composée

frax— A f(x)=0
fix—= Az +p fllx)=X x> A-u(x) +p A
frx—a™ (neN) f(z) = nan=t u” nu'um1

f:x— /z pour x >0

Vvu pour u(z) >0

fiz—Lpouraz#£0 fl(z) = =4 1 pour u(z) # 0 _u—“;/pouru(gc);éo
sin cos sin(u) u’ cos(u)
cos —sin cos(u) —u' sin(u)
fiz—=Inz, pourz>0 flz)=1 In(w) pour u(x) >0 % pour u(z) >0
exp exp et u'e”

On remarquera que les formules pour /- et pour I'inverse sont des cas particuliers de la formule de dérivation de 2" pour

n=—,etn=-1.
2

On remarquera aussi que les formules de dérivations composées se déduisent simplement des dérivées simples "en multi-

pliant par u’."

somme de fonctions

(utv) =u 4+

produit de fonctions

(uwv) = u'v + w’

quotient de fonctions

/

(u)’ u'v — uv
v v?2

4 ETUDES DE FONCTIONS

Dans ce qui suit, seul ce qui est en bleu fait partie de la rédaction. Il y a des explication en noir, italique.

4.1 METHODE

Dans cette fiche sont données les étapes d’étude d’une fonction. Vous les connaissez surement déja depuis la terminale.

@ On cherche le domaine de définition de la fonction. On ne peut pas faire d’étude sinon !

@ D’abord, on réduit le domaine d’étude a ’aide de la périodicité, puis de la parité. Pourquoi réduire le domaine d’étude

? Pour travailler moins ! Pour ceux qui veulent travailler plus, je vous laisse sauter cette étape !

@ On calcule la dérivée. On vérifie (avant ou apres) ou la dérivée est définie et on donne le domaine de dérivabilité. Ce
Pour toutes les fonctions usuelles, La fonction est dérivables ou elle est définie, sauf pour les

n’est pas trop difficile :
fonctions racines n-iémes.

[ Méthode : Pensez a Factoriser le plus possible. Le but est d’étudier son signe !

@ On dresse le tableau de signe de la dérivée et le tableau de variation de la fonction.

@ Et oui ce n’est pas fini ! On étudie les limites aux bornes du tableau.
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Asymptotes : )
e Si liril (z) = I, cela signifie que le graphe de f aura une asymptote horizontale
xr—r+00
d’équation y = [ en +00. De méme en —oo.

e Si, pour a € R, lim = Z4oo, alors le graphe de f aura une asymptote verticale
r—a

d’équation z = a.

- J

@ Etude des asymptotes obliques si le cas se présente.

Methode : On regarde les limites infinies comme lir_~r_1 f(z) = 400 par exemple. Il faut
r—+00

chercher si f dans ce voisinage est proche d’une fonction affine, donc on regarde si f’(z) ou
f(z)/x a une limite finie [ € R! Ensuite, il suffit de retrancher a f la fonction z — lx et de
montrer que cette fonction tend vers une constante.

@ Si demandé, on trace le graphe en faisant apparaitre toutes les asymptotes, toutes les tangentes horizontales (points
ol la dérivée s’annule). Le tracé doit étre fluide et respecter le tableau de variations. En aucun cas, ce n’est un nuage
de petites croix : ce n’est pas un relevé numérique de mesures physiques.

Et en pratique ¢a sert a quoi ?

Dans un probleme plus complexe, ¢a peut servir a

o Trouver des extrema : Soit f : x — ze™*. Montrer que cette fonction est majorée sur R™, et minorée sur R, et
qu’elle admet deuz extrema sur RT dont on donnera la valeur.

11 suffit d’étudier la fonction et dresser son tableau de variation.
¢ Résoudre une inéquation : Résoudre sur R linéquation e®* < x + 2

e Montrer une inégalité : Montrer que pour tout x € R, on a e* > x + 1

4.2 UN EXEMPLE

3

2 —1°
Déterminer I’ensemble de définition de f, étudier ses limites et ses éventuelles asymptotes,
dresser son tableau de variations complet, et tracer I'allure de sa courbe représentative Cy.

Enoncé. On considere la fonction f définie par f : x —

Ensemble de définition.  La fonction f est définie si et seulement si 2 — 1 # 0, c’est-a-dire 2 # 1 et = # —1. Ainsi

[ D; =R\ {—1,1}. j

Cet ensemble est symétrique par rapport a 0, ce qui autorise I’étude de la parité. Si

3 k
Parité.  Pour tout x € Dy, —z € Dy et f(—xz) = (7(;')”2)71 = % = —f(x).
La fonction f est donc impaire.

Sa courbe représentative Cy est symétrique par rapport & lorigine O du repére.

On peut donc restreindre I'étude a [ D?{ =D;N0,+o0[ = [0,1[U]1,+o0[ j , et compléter ensuite par symétrie.

Limites et asymptotes sur D?{. Le numérateur 2 tend vers 1 quand = — 1. Pour le dénominateur :
r—1" = 22-1-0", r— 1t = 22 —-1-0".
D’ou, par quotient :

lim f(z) = —o0, lim f(z) = +oc0.

z—1— r—1t

10
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La droite d’équation x = 1 est donc asymptote verticale a Cy.

On effectue la division euclidienne de z3 par z? — 1 : puisque z® = x(2? — 1) + x, on obtient, pour tout z € Dy,

f(x):x—i—m;j_l.

Comme —— 0, la droite (A) : y = x est asymptote oblique a C; en +o0, et hIJ'I_l f(x) = +o0. Position de
: Tr—r+00

x2 — r——+00
Cy par rapport a (A) : le signe de f(x) —x = Dyraczz® — 1 sur D}r est celui de 2% — 1 (car z > 0) :
o pour z €]1,400[: f(z) —x >0, Cs est au-dessus de (A) ;
o pour z € [0,1[: f(z) —x <0 (ounul en 0), Cs est en dessous de (A).

Dérivabilité et signe de [’ sur DJT. f est le quotient de deux fonctions polynomiales, donc dérivable sur Df. Pour
x e Df :

e @-17 T @- @i

C 32 (a? —1) —a® x 2 3a* — 322 —22*  a' —3a?

On factorise le numérateur :

2% (2% - 3)

f(ff)zw-

Signe de f'(z). Le dénominateur (z% — 1)? est strictement positif sur Dy, et 22 > 0. Le signe de f’(z) est donc celui
de 22 — 3, avec un zéro supplémentaire en x = 0 dii au facteur z2 :

2 -3<0 < |z|<V3, 2?-3=0 < |z|=V3

Sur D}T, on obtient : f/(z) < 0 sur [0,4/3] (nul en 0 et en v/3), et f'(z) > 0 sur [v/3, +ool.

Remarque importante. En 2 = 0, f/(0) = 0 mais f’ ne change pas de signe au voisinage de 0 (elle est < 0 des deux
cotés, 0 étant 'extrémité de l'intervalle d’étude DJT) : il n’y a donc pas d’extremum local en 0, contrairement a

x =+/3 ot f’ s’annule en changeant de signe (de — & +) : f admet donc un minimum local en /3, de valeur

(V3 33

Tableau de variations sur D}“. On en déduit que f est décroissante sur [0, 1], décroissante sur |1, /3], puis croissante
sur [v/3, +oal.
x 0 1 V3 +00
f'(z) - - 0 +
400 +00

0 —— —o0 2
Tableau de variation complet (Pas demandé en général).  Comme f est impaire, f’ est paire (en dérivant f(—z) =
—f(x), on obtient —f'(—z) = — f'(x), soit f'(—z) = f'(x)), ce qui est cohérent avec I'expression de f'(z) trouvée plus

haut, qui ne dépend que de z2. Le sens de variation de f est donc conservé par la symétrie x — —x (si f est
décroissante sur (a,b) avec 0 < a < b, alors f est aussi décroissante sur (—b, —a), et de méme pour la croissance).

On en déduit immédiatement, sans nouveau calcul :

o [ est croissante sur | —oo, —/3], avec un maximum local en —v/3 valant f(—v/3) = —f(V/3) = _3\2/5 ;

e f est décroissante sur [—\/ﬁ, -1 [, sur |—1,1[ (avec f(0) = 0, tangente horizontale sans extremum), et sur ]1, \/3]

)

o f est croissante sur [\/3, —i—oo[ ;

11
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o la droite z = —1 est également asymptote verticale, avec lim f(z) = —oo et lim1 R f(z) = 400 (limites
r——1" T—r—

obtenues par imparité a partir de celles en 1).

x —00 -3 -1 0 1 V3 +00
f(z) + 0 - — 0 — — 0 +
3\/3 +00 +00 +00

! _OO/ N \_Oo O\ \ 3V3 /

Allure de la courbe. On résume les éléments obtenus : asymptote oblique y = = en oo, asymptotes verticales z = +1,

3v3
extremums locaux en (:I:\/g7 :I:\zf), symétrie par rapport & O, et f(0) = 0 avec tangente horizontale.

4.3 EXEMPLES D’APPLICATIONS
5 BIJECTIONS ET FONCTIONS RECIPROQUES

Soit f : X — Y une fonction réelle.

Définition 12 : Bijection
On dit que f est bijective de X sur Y, ou que f est une bijection de X sur Y si tout élément de Y possede un et
un seul antécédent par f, c'est adiresi VyeV, 3lxeX, y=f(x).

12
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A ATTENTION  On a vu qu'une fonction continue strictement monotone est une bijection sur son image. Mais, une
bijection n’est pas forcément strictement monotone. Pensez a la fonction

|

Vocabulaire Une bijection «de X dans Y » avec «de X

sur Y ».

dans veut dire que les valeurs de f sont dans Y, mais pas
forcément que toutes les valeurs de Y sont atteintes
par f. On dit aussi que f est "a valeurs dans Y.

six <0,
sixzx>0.

Bl= 8

-

sur veut dire que les valeurs de f sont sur Y, donc que
les valeurs de f "recouvrent" Y. Cela veut donc dire
que f(X) =Y (on dira que f est surjective).

- /

Définition 13 : Application identité h
Pour tout ensemble E, on appelle application identité de E et on note Idg la fonction
dg: E — FE
T — T
J
L’identité de R est définie sur R par Idg(z) =z .
(Déﬁnition 14 : Réciproque h
On appelle réciproque de f sur Y toute fonction g : Y — X pour laquelle
gof=Idx e fog=Idy .
. J
Proposition 6 : Réciproque d’une fonction bijective A
La fonction f est bijective de X sur'Y si et seulement si elle posséde une réciproque sur'Y .
La fonction réciproque est alors unique, et notée f~'. Pour tousx € D ety € E
y=fz) = z=f"'@
U J

Géométriquement

Les deux courbes des fonctions f et f~! sont symétriques par rapport & la droite y = z. La démonstration est
simple. Les courbes sont symétriques donc, pour (a, 3) le symétrique de (a, f(a)) € €5 par rapport & y =z, on a

Le mileu entre («, 8) et (a, f(a)) est sur y = z,
la droite passant par (o, 3) et (a, f(a)) est perpendiculaire & y = x.

= 2
{le coefficient directeur de la droite passant par («, 3) et (a, f(a)) est -1 .

ata _ f(a)+B ata _ f(a)+B _
— 32 = Hg — efe = Ky o=
Bfla) _ g f=—-a+a+ f(a)

(O‘—"‘“, —f(a%J“ﬁ) est sur y = x,

a—a

Un dernier point utile :

13
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Proposition 7 h
Supposons f bijective de X surY .
e Si f est monotone, elle l’est strictement et f=1 est strictement monotone de méme sens de variation.
e Si X est symétrique par rapport a 0 et si f est impaire, Y est symétrique par rapport a 0 et f=1 est impaire.
U J
Preuve. f est bijective, donc il est impossible d’avoir f(z) = f(y) si « # y. Donc f est strictement monotone (le

cas d’égalité dans la monotonie est impossible).

Montrons que, si f est strictement croissante, alors f~! est strictement croissante. Soient y,3’ € Y tels que y < 3.
Orsi f~4(y) = f~' (y'), alors par croissance de [ y=f(f"'(y)) = f (7' () =y ce qui est absurde.

Si f est impaire, 'imparité de f~! est immédiate. (]

Rappel sur la continuité et dérivabilité et la bijectivité

Soit f : I — J une fonction bijective entre deux intervalles I et J.

« Si f est continue sur I, f~! est continue sur .J.
_ 1
- f/ ° ffl'

o Si f est dérivable sur I et si f’ ne s’annule pas, f~! est dérivable sur J et (f_l)/

6 FONCTIONS REELLES USUELLES

Dans ce paragraphe nous allons voir les fonctions usuelles, que vous connaissez déja pour la plupart, mais aussi leurs
réciproques. On va donc parler d’abord brievement de la réciproque d’une fonction.

6.1 FONCTIONS AFFINES

On appelle fonction affine toute fonction de la forme z — max + p pour certains m,p € R.
Le graphe d’une fonction affine f est une droite.

Tangeante et dérivée

Comme c’est une droite, la courbe d’une fonction coincide avec sa tangente en tout point. Pour tous a,z € R, on a

f@) = f'(a)(z —a) + f(a) .

Cette identité encadrée vous permet de calculer 'expression d’une fonction affine, si on connait sa pente. Plus besoin
de 'ordonnée a l'origine p ! Donc, plus besoin de passer des heures a trouver I'expression d’une fonction affine !

On appelle fonction affine par morceaux, toute fonction f dont le domaine de définition est la réunion d’un nombre
fini d’intervalles disjoints sur lesquels f est affine.

Exemple 4

La fonction valeur absolue, par exemple, est affine par morceaux, paire et continue sur R, mais dérivable seulement
sur R*.

Exemple 5

La fonction f : @ — |z + 5| — |z| + |x — 6] + | — 9] est une fonction affine par morceaux. En effet, en faisant les

14
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disjonctions de cas adéquates, on obtient

(x+5)—a2+@x—-6)+(x—-9) =22-10 siz>9
(45 —2+(x—-6)—(z—-9) = si6<z<9
fl@)=2 (x4+5)—-2—(x—6)—(z—9) =-224+20 si0<x<6
(z+5)+xz—(x—6)—(z—9) =20 si —5<2<0
—(x+5)4+x—(x—6)—(z—9) =-20+10 siz<-5.

15

10

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

6.2 FONCTIONS POLYNOMIALES ET RATIONELLES

Méme si on passera plus de temps sur les polyndémes plus tard dans 'année, on va donner quelques résultats les concernant,
en tant que fonctions.

Proposition 8 )
Pour tout n € Z, la fonction x — x™ est définie et dérivable sur son ensemble de définition,
Rsin>0 e R*sin<O,
et[ sa dérivée est la fonction x — na™ ! j
J
T . - . )
Définition 17 : Fonctions polynomiale et rationnelle
On appelle fonction polynomiale toute fonction P : R — R de la forme z — apz™ + ap_12" L + ... + a1z + ag
pour certains ag, .. .,a, € R. Les réels ay, ..., a, sont appelés les coefficients de P, et s’ils ne sont pas tous nuls, le
plus grand exposant de x doté d’un coefficient non nul est appelé le degré de P.
On appelle fonction rationnelle tout quotient d’une fonction polynomiale par une fonction polynomiale non nulle.
L J
A . . . )
Définition 18 : Racine d’une fonction polynomiale
Soient P : R — R une fonction polynomiale et A € R. On dit que A est une racine de P si  P(\) =0.
& J

Factorisation d’un polynéme

15



MPSI 2 - FABERT Fonctions réelles : Rappels et compléments 6. Fonctions réelles usuelles

Si A est racine de P, alors il existe une fonction polynomiale @ : R — R pour laquelle pour tout z € R, P(x) =
(x — N)Q(z). En effet, Notons aq,...,a, des réels pour lesquels pour tout x € R, P(z) = apa™ + ... + a1z + ao.
Supposons que A soit une racine de P. On a, pour tout = € R,

=0

n n n n k—1
P(x) = P(xz) — E?)T) = Zak:ck — Zak)\k = Zak (xk — )\k) = Z ag(x — N) Z Ne=i=lgt — (2 — N)Q(x) .
k=0 k=0 k=1 k=1 i=0

La fonction @ est bien polynomiale.

6.3 FONCTIONS EXPONENTIELLE ET LOGARITHME

rPI“Oposition 9 : Rappels des propriétés du logarithme A
La fonction logarithme In est définie et C*° sur R, et pour tout x >0, In'(z) =1 et In(1)=0.
Elle vérifie :
e Transformation des produits en sommes Pour tous x,y > 0, In(zy) =Inz +1lny et ln% =—Inz.
e Constante de Néper La fonction logarithme prend la valeur 1 en un unique réel e appelé parfois la
constante de Néper. On a e ~ 2,71828.
e Position par rapport a la tangente en 1 Pour tout x > 0, Inx < x — 1. En décalant d’une unité, pour
tout > —1, In(1+z) < z.
1 In(1 1
e Croissances comparées lim —2 — 0, limz Inz =0 et lim M — lim —Z% —1.
z—+o0 I z—0 z—0 T z—1lx —1
L J
Preuve. Faite ca et 1a dans les exercices. [
Proposition 10 : Rappels des propriétés de la fonction exponentielle )
La fonction exponentielle exp est définie et dérivable sur R de dérivée elle-méme. En outre :  exp(l) =e.
Elle vérifie :
e Lien avec le logarithme Pour tout x € R, In(exp(x)) = = et pour tout x € RY, exp(Inz) = .
o Transformation des sommes en produits Pour tous z,y € R, exp(z +y) = exp(xz)exp(y) et
eXp(—x) = m
e Constante de Néper La fonction logarithme prend la valeur 1 en un unique réel e appelé parfois la
constante de Néper. On a e ~ 2,71828.
e Position par rapport a la tangente en 0 Pour tout x € Ryexp(z) >z +1
: . : x . . exp(z) —1
o Croissances comparées lim =0, lim « exp(z)=0 et lim ——— =1.
z—+o0 exp(x) T——00 z—0 T
U J
Preuve. Faite ¢a et la dans les exercices. [J

6.4 FONCTIONS PUISSANCES

Soit z > 0.
Pour tout y € R, on appelle le réel z¥ = exp(ylnz).

1
Pour tout entier n € N*, on appelle de x le réel {Yx =xn.
Exemple 6
Pour tout = > 1, o' T = el XInT — glnlnw _ o
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Proposition 11 : Propriétés algébriques des puissances

La définition de puissance réelle concorde avec celle de puissance entiére et pour tous z,x’ >0 et y,y' €R, on a

+ / / ’ y/ NY ) _ 1 1 &
In(z¥) =ylnz, 297 =g¥%2¥, 2% =(2¥)?, ()" =2Y2"Y e zV=—=1[(—-| .
xY T
Preuve. Pour tous x >0 et n € N, on a
n fois n fois
enlnx _ elnz+...+1nz _ elnm X ... % elnm =Tx...XxT.

Cette égalité signifie que la notation traditionnelle ™ et notre nouvelle notation 2™ coincident. On raisonne de méme dans
le cas d’un entier négatif.
De plus, pour tous z,z’ > 0 et y,y’ € R,

In (xy) =In (eylna:) — yh’l.’L’, (Ey+y/ — e(y-&-y/) Inz _ eylnw+y/ Inz _ ey lnwey/ Inz _ xyxy/’
xyy' — eyy' Inz _ ey/ In(z¥) _ (xy)y/ ; (.’L‘Z‘/)y — eyln(a:a:/) — eylnx—&-ylna/ —_ eylnxeylnx' —_ xyx/y7
1
gV =evine = 1 L o 2V =evine — () = (1)Y
O
. )
(Proposmlon 12
Soit o € R.
@ Dérivabilité La fonction x —— x¢ est définie et dérivable sur R de dérivée x — az® L.
@ Positions relatives
Pour tous x €]0,1] et o, ER: a<B = 2° <z°.
Pour tous x € [1,+oc0| eta,FER: a<f = z%<z°.
@ Prolongement par continuité en 0 pour o > 0 St a > 0, la fonction x — x* est prolongeable par
continuité en 0 par 0.
L J

En pratique

On a donc
. 3 2 1 1 1
(1) pourz €]0,1]: 0<...<a?<a?<e<1<i<b<h<
: 1<l 1 2 < 3
pourz € [I,400[: 0<...<H<H<L<1<or<a?<a’<

A ArrENTION  Pour a €]0,1], la fonction 2 — x* est continue en 0 aprés prolongement, mais elle posséde en 0
une tangente verticale, donc elle n’est pas dérivable en 0.

Preuve.

@ Pour tout z >0, & (z%) =4 (e2In®) = 2y ealn® = gz~ 13> = gz~ 1.

@ Soient x > 0 et o, 8 € R avec o < 3.

e Siz€]0,1], Inz<0, donc Flnz<alnz, etdonc zf=efle Lern® =g

e Size[l,+o0], Inz>0, donc alnz<pBlnz, etdonc z%=e¥ne LeflnT =28
@ Pour a > 0, & = e®!n? —[>) 0. Donc la continuité en 0 de x — ™ si on pose 0% = 0.
z—

O

Proposition 13 : Croissances comparées des fonctions logarithme, exponentielle et puissances

Le principe général, c’est que [’exponentielle est plus puissante que les puissances, qui sont elles-mémes plus puissantes

que le logarithme.

. . xP . (Inx)?
Concretement, pour tous a > 0 et f € R, lim — =0, lim
rz—+oco el T—r+00 xre

=0 et limz¥lnz®=0.
z—0

17
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Preuve. A vous ! O

18
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6.5 FONCTIONS HYPERBOLIQUES

(Déﬁnition 20 : Fonctions hyperboliques A

La fonction cosinus hyperbolique est définie sur R par la relation chx = #

La fonction sinus hyperbolique est définie sur R par la relation shx = ’ _26—:v

La fonction tangente hyperbolique est définie sur R par la relation thz = i—i
. J
Etude des cosinus et sinus hyperboliques

Un calcul rapide montre que
[ ch’ =sh ], [ sh’ = ch j et [ ch? —sh? =1 ]
On obtient les tableau de variations suivant :
T —00 0 +00 T —00 0 +00
ch(z) + sh(z) - 0 +
+00 +00 +00
sh - 0 — ch \ /
—00 1

Exemple 7

Résolution d’équation hyperboliques :

Résolvons chz = 2 d’inconnue x € R. On a

cht =2 e —d+e =0 &5 (2 —4e"+1=0
— " =2+V3 ou =2-+3
or ces deux nombres sont strictement posititif, donc les solutions de I’équation sont
In(2++v3) et In(2-+3).
Etude de tangente hyperbolique
Un calcul direct montre que
[ th’:l—th2:i2. }
ch
La fonction th est donc strictement croissante sur R et
[ lim th = 1 ]et[ lim th = 1 ’
Elle posséde donc une asymptote d’équation y = 1 au voisinage de 400 et y = —1 au voisinage de —oo.
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0.5

-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 05 1 15 2 2.5 3 3.5 4

-0.5

th

-1.5

=25

-3.5

sh

-4.5

Graphe 1: Graphe des fonctions hyperboliques
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6.6 FONCTIONS CIRCULAIRES

FONCTIONS SINUS, COSINUS, TANGENTE

Pour tout x € R, nous avons défini les fonctions sin, cos, tan dans le chapitre TRIGONOMETRIE.
On en déduit immédiatement les propriétés suivantes.

(Proposition 14 )
Les fonctions sinus et cosinus sont définies et C*° sur R et 2mw-périodiques. La fonction cosinus est paire, la fonction
sinus impaire De plus, pour tout x € R,

cos’ = —sin et sin’ = —cos
On appelle fonction tangente la fonction définie sur | — 5, Z[+nZ par la relation
sin
tan = —
cos
Elle est C*° sur son ensemble de définition, w-périodique et impaire.
De plus, pour tout x €] — %, 5 [+7Z,
tan’ = 14 tan® = — .
cos
L J
Preuve. La périodicité et la parité ont été démontrée dans le chapitre TRIGONOMETRIE. Soit a € R. On a pour
T —a
tout z dans un voisinage de a qui tend vers a, et en posant h = 5
cos(z) — cos(a) _ sin (£5%) sin (252) _ sin(h)sin (h + a)
T—a T—a h
et
sin(x) — sin(a) 5 sin (£52) cos (££%)  sin (h) cos (h + a)
T—a T—a h
. , ) . .. sin(h) ) ) )
Or h — 0, la limite des 2 taux d’accroissement est calculable si ’on connait }llm%) W ce qui est connu depuis la terminale.
r—a —
Donc (B sin (B
cos(x) — cos(a sin (h) sin a
limM:— lim (h)sin (h + ):—sin(a)
z—a r—a h—0 h
et . . . h h
sin(z) — sin(a sin (h) cos a
lim sin(x) — sin(a) = lim (h) cos (h + a) = cos(a)
h—0 x—a h—0 h

ce qui nous donne les dérivées de cos et sin. Par récurrence immédiate, on montre que cos et sin sont C*.
Pour tangente, il suffit d’utiliser la définition. On a

. !/ . . .
o (Sm> sin’ x cos —sin x cos’  cos? + sin?
an’ =

cos cos? cos?

1
donc  tan’ = — =1+ tan?. O
c

0s2

LA FONCTION ARCSINUS

T
L’application sinus resteinte a I'intervalle I = [—5, 5] est une application continue strictement croissante de I sur 'intervalle
[-1,1]. Elle admet donc une application réciproque continue sur [—1, 1], strictement croissante sur [—1, 1]. Cette application
réciproque est appelée I'application

Elle est notée arcsin ou sin~'. Par définition de la fonction réciproque,

[~1,1] 2 (-2, 51 (1]
22

[ Vz € [-1,1], sin(arcsin(z))=z ]et[ Vo e [-%,%], arcsin(sin(z))==x }

21
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De plus, on a

x = sin(y)
Vo € [-1,1], Yy € R, y = arcsin(x) <= | et
—5<yY<3

Exemple 8
@ arcsin(0) = 0, car sin(0) =0 et 0 € [fg, g}

.1 g oy 1w T
@ derln(é) =5 car sm(é) =5 et 6 € [75, 5}

3 3

® woin( ) = ol = e F e

A ATTENTION

23
R ﬂ) [_1 1] arcsin ™ T
. T
Par contre pour tout  dans U'intervalle [-—, =], on a
551 2 1-1,1] == [ 2, 7]

272"

( ), arcsin(sin(z))= z.

. (. (2w 2m . R
Par exemple, pour calculer arcsin (Sln 5 ), comme 5 nappartient pas a |
intervalle. On écrit :

T
——,=]. 1l
272]

sin(%) = sin(r - g) = — cos(r) sin(g) = sin(2)
et donc

arcsin (sin(2—ﬂ)) = arcsin (sin(ﬁ)) z
37 373
car g est un élément de [—E I].

)

L’application composée arcsin o sin n’est pas 'application identique ! puisque I’ensemble du départ
T
(R) est différent de I’ensemble d’arrivée ([ ])

se ramener a cet

Preuwve.

Enfin, application arcsinus est dérivable sur | — 1, 1], et { pour tout z €] — 1, 1|, arcsin’(z)

)

1 1
Vz €] —1,1], arcsin’(x) =

1
sin’ (arcsin(x)) cos (arcsin(x)) B V1—a?
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(1,1/2)

08
Exemple 9
Montrer que I'application arcsin est une applica-
tion impaire.
Soit = dans R et soit y dans R. En utilisant

0.6

0.4

0.2

. -1.2 Cil -08 -06 -04 -02 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14

—r = Sln(y) 02

y = arcsin(—z) < ( et o
Sy=

w3
w3

i 0.6

montrer que y = — arcsin(z).

arcsin

(-1, -/ 2))

Graphe 2: Graphe de la fonction arcsinus

LA FONCTION ARCCOSINUS

L’application cosinus resteinte a I'intervalle I = [0, 7] est une application continue strictement décroissante de I sur intervalle
[-1,1]. Elle admet donc une application réciproque continue sur [—1, 1], strictement décroissante sur [—1, 1]. Cette applica-
tion réciproque est définie sur Uintervalle |1, 1] appelée 'application arccosinus. Elle est notée : arccos ou cos™!. Par
définition de la récirpoque d’une fonction,

arccos cos

[-1,1] ——[0,7] — [-1,1]

[ L IR T N — - ]et[ T ]

x = cos(y)
De plus, on a| V€ [-1,1], Yy € R, y = arccos(x) <= < et
0<y<m

Exemple 10

@ arccos(0) = T car cos(z) —0et ~ ¢ [0, 7].
2’ 2 2 ’
@ arccos(1) = 0, car cos(0) =1 et 0 € [0, 7].

@ arccos(—1) = m, car cos(m) = —1 et w € [0, 7].
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A ArTENTION  L’application arccosocos n’est pas I'application identique ! puisque ’ensemble du départ (R) est
différent de I’ensemble d’arrivée ([O, 7'('])

R =5 [—1,1] 2550,
Par contre pour tout # dans Uintervalle [0, 7], on a

cos arccos

[0, 7] <2 [~1,1] 25, [0, .

(Vo e [0.7]), arccos(cos(z))= z.
Enfin, lapplication arccosinus est dérivable sur | — 1, 1], et our tout x €] — 1, 1], arccos’(x) !
; Vi — L, 1 u u — L4 T)= ——F—
i : Vi-a?
Preuve.
Vr €] —1,1[, arccos'(z) = ! =— ! !
Y cos’ (arccos(x)) sin (arccos(a:)) V1—a?
O
Exemple 11
7 7
Calculer arccos (cos(%)). % n’appartient pas a [0, 7. Il faut se ramener a cet intervalle. On écrit :
7 = =4
COS(%) = cos(2m — F) = cos(%)
et donc
( (77r)> ( (57r)) o
arccos | cos(—-) | = arccos| cos(—) )= —
6 6 6
5
car —- est un élément de [0, 7.
(1,1 3.2

arccos

Exemple 12

@ Montrer que Vz € [—1,1],
sin (arccos(x)) =+1— 22
@ Montrer que Vz € [—1,1],

Ccos (arcsin(m)) =1— 22 n

@ En déduire que Yz € [—1,1],
arcsin(z) 4 arccos(z) = T i
2 0.6
Indication : On pourra calculer le sinus et le
cosinus du premier membre de cette égalité.

04

0.2

(1,0)
42 1 08 -06 04 02 0 o2 o4 o6 o8 1 12

Graphe 3: Graphe de la fonction arccosinus
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LA FONCTION ARCTANGENTE

L’application tangente resteinte a lintervalle I =] — 5 2[ est une application continue strictement croissante de I sur R.

Elle admet donc une application réciproque continue sur R, strictement croissante sur R. Cette application réciproque est
appelée 'application . Elle est notée arctan ou tan~'.

arctan t

T T
22

[ Vz € R, tan(arctan(z)) ( —Z,Z2[, arctan(tan(z))==x j

x*tan

De plus,ona| VreR, VyeR, y = arctan(x

Exemple 13

@ arctan(0) = 0, car tan(0) =0 et 0 €] — '3
@ arctan(1) = Z, car tan(%) =1let % €] — g, g[

@ arctan(\/g) = g, car tan(ﬁ) =3 et T el — g7 g[

A ATTENTION

L’application composée arctan o tan n’est pas 'application identique ! puisque I’ensemble du départ
(R\{Z + km; k € Z}) est différent de I'ensemble d’arrivée (R).

R\{3 +km k€ Z} =5 R 2] 2 7

Par contre pour tout  dans Uintervalle | — g7 g[, on a
T T tan arctan ™ T
_ Iz 1,1 I
-7 T o ey T T
Vr €] — g, g[, arctan (tan(z))= z.
, . L ; 1
Enfin, Papplication arctangente est dérivable sur R, et | pour tout x € R, arctan’(x) = i
%
Preuve. ] 1 ]
Vz € R, arctan’(z) = -

tan’ (arctan(z)) 1 + tan® (arctan(z)) L4a2

Exemple 14

2

2
Calculer arctan (tan(g)) 3 n’appartient pas a | — g g[ I

se ramener a cet intervalle. On écrit :

2
tan(5) = tan(r - ) = tan(~ %)
et donc

2m ™ ™
arctan (tan( — )) = arctan (tan(f - )) =——
3 3 3
car —g est un élément de | —

[

l\-’>\>l

T
2’
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0.8

0.6

0.4

0.2

(,m/4)

—28 26 -24 22 -2 -18 -16 -14

arctan

Exemple 15

montrer que y = — arctan(z).

-1.2 -1 -08 -06 -04 -02

(14111 4)

Graphe 4: Graphe de la fonction arctangeante

y = arctan(—

7 PRIMITIVES ET INTEGRALES

NOTION D’AIRE.

une fonction continue sur [a, b].
b b

f(t)dt ou encore
a

On note

a
la courbe représentative de f, I'axe des abscisses, la droite
verticale d’équation x = a, et la droite verticale d’équation

Tz =b.

La variable d’intégration est muette, et peut étre remplacé par

n’importe quel autre nom de variable : / f= / f(u)du. Si

a > b, on prendra comme convention: / f=- f.

-0.2

04

0.6

Montrer que ’application arctan est une application impaire.
Soit & dans R et soit y dans R. Par exemple, en utilisant

—z = tan(y)

x) <= (et

<y<

w3
wla

Soit a, b deux réels tels que a < b, et f

f Paire signée délimitée par

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

2 22 2.4 2.6 238

@
Il
=
5
N~—

A partir de maintenant, on ne se souciera pas de Pordre des
bornes si les bornes sont des variables, les deux notions auront

un sens.
NOTION DE PRIMITIVE.

une sorte d’opération inverse de la derivation.

Par exemple, une primitive de f : x —

A ATTENTION

7

est x — /x.

On appelle primitive de la fonction f toute fonction F' dérivable tels que F' =

26

f. Clest

La notion F' pour une primitive de f est commune, mais n’est pas une notation conventionnelle :
On doit l'introduire a chaque fois.
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LIEN ENTRE LES DEUX NOTIONS. Trouver une primitive de f va servir a calculer une intégrale, c’est-a-dire une
aire sous la courbe. Voici le THEOREME FONDAMENTAL DE L'INTEGRATION .

Si f est une fonction continue sur [a, b] admettant pour primitive F' sur [a, b, alors, quelque
soit ’ordre des bornes,

b

/a " Fo)dt = {F(t)] — F(b) - F(a) .

a

QUELQUES REGLES DE BASES.

b a
¢ Inversion des bornes : / f= —/ f
a b

¢ Relation de Chasles: Pour tous réels a,b,c dans un intervalle I sur lequel f est continue, suelque soit I'ordre des

bornes, \ ,
/af/:f+/c /

e Gestion des constantes : si A est une constante,
b b
/ M ()t = )\/ F(t)dt
a a

e Somme : par propriété sur la dérivation, une primitive d’'une somme peut étre trouvée en faisant la somme des
primitives, et donc:

[ 10+ swa= [ swas [ oo

e RIEN sur le produit ou le quotient... il faut alors ouvrir les yeux pour reconnaitre une primitive parmi les fonctions
usuelles ou composées de fonctions usuelles.

o Sl manque une constante ou un signe pour obtenir une forme v’ (x) - f(u(z)), forcez son expression.

1 - . —1 N . .
Par exemple, si f : © — ———— cela fait penser a de la forme —L, ou u(x) = 3 4 2z, mais alors il manque un
(34 2x)2 u?
"-2". Ainsi éerit tout z € D fx) —2 ! LG t imitive de [ est al
-2". Ainsi, on écrit, pour tout x 3 )= —F = — et une primitive de f est alors
’ P / -2 (34 2x)? -2 u?(x) P
1

F:o— ————.

—2(3 +22)

A ArTENTION  Cela ne fonctionne que pour les constantes & cause des régles de dérivation.

LES FORMULES DE BASES.
Dans le tableau ci-dessous, C' désigne une constante réelle arbitraire et I un intervalle contenu dans I’ensemble de définition
indiqué.

f(z) F(z) I
zn+l

", neN R
n+1
xn+1

", n < -2 R% ou R*

1 n+1

- In |x| R* ou R*

T

1 *

NG 2yx R%

e” e” R

coszT sinx R

sin x —CoS X R

27
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8. Equations différentielles

Et, pour u dérivable sur I :

f F condition
T
unt
vu™, neN 7 —
/ n +
U 1 ,
— —— u ne s’annule pas
u u
u/
— In|u|  w ne s’annule pas
u
u/
£ N u>0
u
u'et ev —
u’ cos(u) sin(u) —

Fonctions simples Composition avec une fonction u

x zotl 1
/ todt = /u/uo‘ = |——u*"|,  pour a # —1.
a+1 a+1

1
/ —dt =In|z|
4

/ etdt = e®

/x costdt = sinx /u’ cos(u) = [sin(u)]

/I sintdt = — cosx /u/ sin(u) = [— cos(u)]

‘ On remarquera que la premiére ligne donne une primitive de f : x — % et aussi celle de g : . — =5

1
2"

8 RAPPELS SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Dans tout le paragraphe, I désigne un intervalle de R non réduit & un point, et a, b des nombres réels.

A ATTENTION

Une

Une

est une fonction f: I — R dérivable sur I telle que Vz € I,

Tous les énoncés qui suivent sont faux si 'on remplace intervalle par réunion d’intervalles.

est une équation, d’inconnue une fonction y, de la forme

f'(z) = p(z, f(z)).

I’équation sur I, c’est déterminer ’ensemble de toutes ses solutions sur I. La courbe représentative d’une
solution s’appelle une courbe intégrale.

A ATTENTION
de solutions :

initiale) que 'on appellera plus tard un probléme de Cauchy.

28

Une équation différentielle, définie sur un intervalle, n’a jamais « une » solution mais une famille
on ne lisole qu’en imposant une condition initiale y(xg) = yo. C’est ce couple (équation + condition
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Exemple 16
La fonction f: 2 — (224 1)e” " est solution sur R de y' +y = 2e~". En effet f est dérivable sur R et, pour tout = € R,

fl(x) =27 — 2z + 1)e™ 7, dou  f'(z)+ f(z) =27,

A ATTENTION Le réle de l'intervalle.  L’hypothese « I intervalle » est essentielle. Sur R* = ]—oc0,0[U]0, +o0],
la fonction
1 siz >0,
Hia)={, "
0 siz<O0,

est de dérivée nulle sans étre constante. En MPSI, on résout donc intervalle par intervalle, avec une constante par
intervalle.

9 L’EQUATION HOMOGENE 1/ = ay

Rappelons la caractérisation de I'exponentielle vue en terminale : exp est 'unique fonction dérivable sur R vérifiant f' = f
et f(0)=1.

Théoréme 1 : Démonstration exigible h
Soit a € R. Les solutions sur R de I’équation différentielle
y' =ay (H)
sont exactement les fonctions
fo:x— Ce%, C eR.
. J
Preuve. Synthése. Pour C € R, la fonction fc : x — Ce® est dérivable sur R et fi(z) = aCe® = afc(x) : clest
bien une solution.
Analyse. Réciproquement, soit f une solution de (H) sur R. Posons, pour tout x € R,
g(x) = f(x)e "
La fonction g est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables, et
g'(z) = f/(x)e™ —af(z)e = (f'(z) — af(x))e”*" = 0.
Comme R est un intervalle, g est constante : il existe C' € R tel que g = C. Puisque e~%* # 0, on obtient f(xz) = Ce** pour

tout z € R. O
remarque

—ax

pour faire apparaitre une dérivée nulle » est le ressort de toute la théorie linéaire
2z par e~ ol A est une primitive de a.

L’astuce « on multiplie par e
du premier ordre : en MPSI, on remplacera e~

Corollaire 14.1 : Probleme de Cauchy

Soient a,xg,yo des réels. Il existe une unique solution f de y' = ay sur R telle que f(xo) = yo, & savoir

a(az—wo).

fizr—ype

axo

Preuve. Les solutions sont les fo : x — Ce®®. La condition fo(xp) = yo 8’écrit Ce®™0 = yq, soit C' = ype~ : elle

détermine C' de maniére unique, et fo(z) = yoe®®=%0), O

Corollaire 14.2

Si une solution de y' = ay s’annule en un point, elle est identiquement nulle. Autrement dit, deux courbes intégrales
distinctes ne se coupent jamazis.

Allure des courbes

29
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Pour C' > 0 : la solution est strictement croissante et lim;o f = 400 si @ > 0 ; strictement décroissante et
limy f = 0% sia < 0 ; constante si a = 0. Les cas C < 0 s’en déduisent par symétrie par rapport a I'axe des
abscisses.

Remarque

L’ensemble des solutions est { Ce* : Ce R} : ¢’est une droite vectorielle de I’espace des fonctions dérivables sur
R, dirigée par x — e®®. Cette lecture structurelle sera systématisée en MPSI.

10 L’EQUATION ¢/ = ay + b

Proposition 15 : Solution constante

b
On suppose a # 0. La fonction constante égale & —— est solution de y' = ay +b, et c’est la seule solution constante.
a

Preuve. Une fonction constante z — X est solution si et seulement si 0 = a\ + b, c’est-a-dire, puisque a # 0,
A=-2 0O

a

Théoréme 2 R

Soient a £ 0 et b € R. Les solutions sur R de
y' =ay+b (E)
sont exactement les fonctions
x»—)Ce‘”—é, C eR.
- ¢ J

Preuve. Notons ¢ la fonction constante —3, solution de (E) d’apres le lemme Soit f une fonction dérivable
sur R et posons g = f — ¢. Alors g est dérivable, g’ = [ et

b
f solution de (E) <= f' =af +b <— g/:a(g_a)+b = ¢ =ag.

Ainsi f est solution de (F) si et seulement si g est solution de 1’équation homogéne 3y’ = ay. D’aprés le théoréme [1} cela
équivaut a l'existence de C € R tel que g(z) = Ce®, c’est-a-dire f(z) = Ce® — 2. O

Remarque

Si a = 0, I’équation devient 3y’ = b et ses solutions sont les fonctions affines x — bx + C.

Lecture « physique »

Si a < 0, toute solution vérifie lim,_, 4o f(x) = —3 : le terme Ce® est le régime transitoire, la constante —g le
régime permanent. C’est exactement la charge d’un condensateur ou le refroidissement d’un corps.

11 L’EQUATION ¢/ = ay + f

Théoréme 3 : Structure des solutions )
Soient a € R et f une fonction continue sur un intervalle I. On considére
y =ay+f (Ey)
et on suppose connue une solution particuliére y, de (Ey) sur I. Alors les solutions de (Ey) sur I sont ezactement
les fonctions
x — yp(z) + Ce*, C eR.
U J

Preuve. Soit y une fonction dérivable sur I et g =y — y,. Alors

Y —ay—f=(9"+y,) —alg+y) —f=( —ag) +(y, —ay, — f) = ¢ —ag.
—_———

=0

30
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Donc y est solution de (Ey) si et seulement si g est solution de 'équation homogene y' = ay, c’est-a-dire (théoreme [1)) si et
seulement sl existe C' € R tel que g(z) = Ce®. [

Formulation & retenir

solution générale = solution particuliere + solution générale de I’équation homogene. ‘

L’ensemble des solutions n’est donc pas un espace vectoriel mais un translaté de la droite des solutions homogenes.

Proposition 16 : Principe de superposition

Si yy est solution de y' = ay + f1 et ys solution de y' = ay + f2, alors pour tous \, u € R, la fonction \y1 + uys est
solution de y' = ay + \f1 + pufo.

Preuve. Par linéarité de la dérivation : (Ay1 + py2) = Mayr + f1) + plays + f2) = a(Ayr + py2) + A1 + pfe. O
[Résolution de y' = ay + f]

@ Résoudre I’équation homogene : y,(z) = Ce

Déterminer une solution particuliere y,. En terminale, la forme de y, est toujours donnée par l’énoncé ; on I'injecte
dans I’équation et on identifie les coefficients. Formes usuelles :

e f constante = ¥, constante ;
o f polynomiale de degré n = y, polynomiale de degré n ;
o f(z) = Ae’ avec A # a = y,(x) = ae’® ; si A = a, essayer y,(z) = aze?® ;

o f combinaison de cos(wz) et sin(wz) = y,(z) = acos(wz) + Fsin(wz).
@ Ecrire Y=1Yp+ Yn
@ Seulement a la fin, utiliser la condition initiale pour déterminer C.
remarque

L’erreur classique consiste a fixer C' avant d’avoir ajouté y, : la condition initiale porte sur la solution compléte,
jamais sur la seule partie homogene.
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