MPSI 2 - FABERT Analyse asymptotique 1. Dominées, négligeables ou équivalentes

Analyse asymptotique

Dans ce chapitre, on désignera par X,Y, Z des parties de R, qui représentent les ensembles de définition des fonctions,
comme [0,1], ] — 1,+o0c[, ou R lui-méme.

1 L’ASYMPTOTIQUE : DOMINEES, NEGLIGEABLES OU EQUIVALENTES

On rappelle qu'un élément est a X sl est au "bord de X" ou dans X, dans R. Les endroits ou X est ouvert, sont
alors dans l'adhérence de X, y compris les infinis.
On rappelle qu’un Y, de a € R est défini par un intervalle ouvert

o la—r,a+r],avecr >0, sia € R,
o |M,+oo[, avec M > 0, si a = 400,

o ] — o0, M[, avec M < 0, si a = —o0.

1.1 DEFINITIONS

Soient f: X — Ret g: X — R deux fonctions et a € R adhérent & X, telles que g ne s’annule pas au voisinage de a.

e On dit que f est g au voisinage de a si

On note cette relation f = o(g) ou f(z) o(g(x)). On lit "f est un petit o de g au voisinage de a".

T—ra

e On dit que f est g au voisinage de a si

f

= est bornée au voisinage de a
9

On note cette relation f = O(g) ou f(z) O(g(z)). On lit "f est un grand o de g au voisinage de a".

T—a

e On dit que f est g au voisinage de a si

o L&) _
ilg}zg(x)_l

On note cette relation f ~, g ou f(xz) ~ g(z). On lit "f est équivalente a g au voisinage de a'.
r—ra

Autres définitions

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a s’il existe un voisinage ¥, de a et une fonction ¢ :
X NY, — R telles que

f(z) =e(x)g(z) pour tout z € X N¥, et lime=0.

a
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que 'on peut réécrire, en utilisant la définition de limite

Ve >0,3n>0,Ve e XNY,, |f(x)]<celg(x)| .

On dit que f est dominée par g au voisinage de a si

Je>0,In>0,Ve e XNY,, |f(z)] <elglx)] .

On dit que f est équivalente a g au voisinage de a s'il existe un voisinage ¥, de a et une fonction ¢ : X N ¥, — R

telles que

f(z) =e(x)g(z) pour tout z € DNY, et lime=1.

a

Avec ces définitions, on ne divise plus par g, donc on peut s’autoriser d’enlever I’hypotheése "g ne s’annule pas au
voisinage de a'.

A ATTENTION  La relation f(z) = g(z)+ o(h(x)) n’est plus une égalité classique. C’est un abus de notation qui
r—a
veut dire f(x) — g(z) = o(h(x)) et d’ailleurs.

Exemple 1

En pratique, si f,g: I — R et a une borne ou un point de l'intervalle I, ou g admet une limite finie £.

@ Si f(z) = O(g(x)), alors f est bornée au voisinage de a.
@ Si f(x) = o(g(z)), alors f tend vers 0 en a.

@ Si f(z) ~ g(x), alors f tend vers £ en a.

Soient (un),en » (V) ey € KV, telles que (vy,),,cy ne s’annule pas a partir d’un certain rang N.

« On dit que (uy),, ¢y est (Vn)nen st

. Un,
lim —=0.
n—-+oo Un

On note cette relation u, = o(v,) ou uy, = o(vy). On lit "u,, est un petit o de vy, "
n——+00

e On dit que (uy),, oy est (Vn) ey au voisinage de a si

— est bornée au voisinage de a

Un
On note cette relation u,, = O(uy,) ou u, o O(vn). On lit "(un), ey est un grand o de (vy),en "
e On dit que (uy), oy est (Un)pens 81

. Un,
lim — =1
n—-+o0o Un

. . " z 3 Ay n
On note cette relation u, ~y. vy, OU Uy W U On lit "(un), oy est équivalente d (vy),, oy "

Autres définitions
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On dit que (un), ¢y est négligeable devant (v,),,cy s'il existe un rang N et une suite (e,),, x pour lesquels

Uy = ExUn pour tout n > N et lim ¢, =0.

n—-+oo

On dit que (uy), oy est dominée par (v,), .y au voisinage de a si
Je > 0,AN e N,Vn > N, up| < elv,] .

On dit que (uy), oy est équivalente a (v,), oy 8'il existe N € N et une suite (,,),,cy telles que

Up = EpUy pour tout n > N et lim ¢, = 1.

n—-4o0o

Avec ces définitions, on ne divise plus par v,, donc on peut s’autoriser d’enlever ’hypothese "v,, ne s’annule pas d
partir d’un certain rang".

Croissances comparées et limites connues

Soient av > v > 0 et § € R. Soit P un polyndéme unitaire.

Ancienne écriture Nouvelle écriture Ancienne écriture Nouvelle écriture
x7 .
— 0 7 = o(z¥) lim f =/ f=1{+0(1)
% r—+o00 T—r+00 a a
In? () . f(z) — f(a) ) B _ _
@ 0 | W = o6 =B P | f@) - 1) =, M) - a)
a P
a —_ P ~ gdesP
xp(@) w7’ | i (R pEP =
o sin(x) .
«@ — 1 =
xi,y 20 0 €T w:0 Y (1'7) x z—0 Sln(w) xz—0 r
1+x)* -1
gl v . ( — 1+2)%—1n~
J r—400 0 z—)z—&-oo 0 (a ) T z—0 @ ( * x) o

1.2 PROPRIETES

Cette partie est écrite pour les fonctions, mais les propriétés qui suivent restent vraies pour les suites.

Proposition 1 : Liens )

Soient f,g deux fonctions définies sur X.
@ Si f(z) = o(g(x)) lorsque x — a, alors f = O(g).
@ Si f ~ g lorsque x — a, alors f = O(g).

(3 Si f=olg) etg~h lorsquea ~a,  alors f = ofh).

@) f@) - 9@) = olgle) =  f~g

A ATTENTION  Les réciproques non énoncées sont fausses !

Preuve. Attention, ici, on ne donne pas I’hypothese de non nulité de g au voisinage de a, donc on ne peut pas
utiliser la définition avec i
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@ Immédiat. 11 existe un voisinage ¥, de a et une fonction € : X N ¥, — R, qui tend vers 0, donc qui est bornée, tels
que
f(z) = e(x)g(x) pour tout x € X NY,

@ Immédiat. 11 existe un voisinage ¥, de a et une fonction € : X N ¥, — R, qui tend vers 1, donc qui est bornée, tels
que
f(z) = e(x)g(z) pour tout z € X NY¥,

@ Il existe un voisinage ¥, de a et deux fonctions g9 : X N ¥, — R, qui tend vers 0, et 1 : X N ¥, — R, qui tend vers
1, tels que
f(z) =eo(x)g(x) et g(x)=e1(x)h(z), pour tout x € X N¥,

Done, Va € X N Y, f(x) = eo(x)e1(x)h(x), avec x — eo(x)er(z) qui tend vers 0 quand z tend vers a.

@ Ona  f(z)—g(x) = o(g(z)) <= Ilexiste un voisinage ¥, de a et une fonction ¢, tels que X N ¥, —
R, qui tend vers 0 en a, tels que, Vo € X N Y, f(z) —g(z) =
e(2)g(2).

<= Il existe un voisinage ¥, de a et une fonction ¢, tels que X N%¥, —
R, qui tend vers 0 en a, tels que, Ve € X N ¥, f(z) = (e(z) +
1g(@).

— [~y

r—a

O

Proposition 2 : Opérations sur les petits o
Soient A\, u € R* et f, g, h, k trois fonctions définies sur X.

@ Si f = o(g), et h = o(g), alors Af+ ph = o(Ag) et f = o(g).
@ Si f = o(g) et g = o(h), alors f =0 (h).

@Si f = o(g e k = o(h), alorsfk;n_iooo(gh).

n——+o0o n——+oo

@Si f = o(g), alors fhn_iooo(gh),

n—-+4oo

@ Soient b € R et ¢ une fonction définie au voisinage de b a valeurs dans I.
Si f =o(g) et lignga =a, alors foyp = o(go ).

A ATTENTION 1l est formellement interdit de composer une relation de négligeabilité par la gauche. Par exemple,

1 1
Inz = o(z), MAIS — =~ 0 ()
=400 Inz = z
Preuve. Nous faisons les preuves pour g,h # 0 au voisinage de a pour ne pas alourdir. L’important est de
comprendre ce qui se passe dans les exemples qui suivent.
h A h
@Ona limizoetlimf:O = lim ftn =0et lim-— =0
a g a g a g a /\g
@Ona lim£:0et limg:O == limizlimi~gzlimi-limgf0.
a g a h a h a g h a g a h
k k k k
@Ona hmizoet lim—-—=0 = hmf—:hmi~f—limi-hmf:0.
a g a h a gh a g h a g a h
@Ona hmizo = limﬁ:hmizo.
a g a gh a g
@Ona hmi—O = hmfo@:hmi—o.
a g b goy a g
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Exemple 2
On donne un exemple de chaque propriété

@ On a 2t = o(2?) et 3 = o(z?), donc Sz* — 22% = o(2?).

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
@Ona— = o(—).Doncl——+—=+4+o0o(—=|]=1——4+0(—|+o0 — =1——=+o(—).
n? n—+oo n n n? n? n n n n n

@ (1+z+o0(x)) x (z+o(z)) :O:L'+o(:L')+:L'2+2:L' o(z)+o(x) x o(x) :O:L'+o(:L')+:L'2+o(:L'2)+0(:L'2) =z +o(x).

T— T—

@ 1 1 1 . 1 n 1 1 1 . 1 n 1
- - — - o| —& = — — — = o\ —& .
n3 n  n? n2 n3 n%t nd nd

@ Supposons que cosz =1 — a2 + 572* + 0 (2?) et expr =1+ z + “"—; +o(z*)  (Cela sera vu plus loin)

cos(x) _ cos(x)—1

€ €.e

— e 37 et +o(a?)

= €.

1 1 1/ 1 1 2
1+ (—21'2 + ﬂﬁ +o (55'4)) T3 <—2$2 + ﬂlA t+o (1'4)> t+o <x4)]

_ € o2 € 4 4
=e 2.1: +6.7: +o(.7:).

Egalité quand z tend vers a et abus de notation

Meéme si parfois les enseignants ’omettent, comme dans ce cours stirement & certains endroits, je vous conseille, au

moins au début, de toujours écrire = et = , quand vous utiliser les 0 ou les O. Mais, ...
a Tr—ra

On tolére trés largement ’abus de notation, f(z) = g(z) au lieu de f(z) = g(z), si le contexte rend la
r—a

limite absolument claire.
Exemples typiques acceptés :

@ Développements limités. sinx =z — % +o0 (1‘3) .
Comme on va le voir, on sous-entend = — 0.
@ Calculs asymptotiques dans une méme ligne.  f(z) =2 + o (2?) = o(x) .

@ Enchainements rapides en calcul, avec passage a la limite, sans ambiguité possible sur la variable
et le point de passage a la limite.

(v —1)2 B (1‘—}—962:4-0(374))2 - 22 + o(z?) _ 140(1)

cos(x) —1 —122 + Lot + o (a?) B —122 + 0 (2?) B —1+0(1) =0

)

d’apres le dernier exemple.

A ArTeENTION  Certains abus sont par contre sanctionné. Il est mal vu d’écrire,

In(l+2z)=2 ou sin(z)==, au lieu de In(1+ z) ~, L ou sin(x) T
Tr—r T—r

On ne fait pas de physique ! ;)
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2 DEVELOPPEMENTS LIMITES

Soient f : X — R une fonction, a € R adhérent a X et n € N.
On dit que f possede un a l'ordre n au voisinage de a, ou plus simplement qu’elle possede
un DL, (a), s’il existe des réels ay, .. ., a, tels que

f(:l?) :aa0+a1($—a)—|—...—|—an(;1;_a)”+o((x_a)n)

T—r

Proposition 3 : Unicité des coefficients d’un développement limité

En cas d’existence, le développement limité est unique.

Preuve. Effectuons la démonstration en 0. Si deux développement sont identiques, alors il existe P et @), polyndémes
de degré au plus n tels que P(z) = Q(x) + o (™), alors w — 0 quand = — 0 ce qui n’est possible que si P — Q = 0.
D’ou I'égalité des développements limités. O

Fonction continue ou dérivable

Soient f : X — R une fonction et a € X. Si f est continue en a si et seulement si f posséde un développement

limité & l'ordre 0 au voisinage de a. Précisément, dans ce cas, ( f(z) = f(a) +o(1)

Si f est dérivable en a si et seulement si f possede un développement limité a 'ordre 1 au voisinage de a. Précisément,

dans ce cas, f(z) . fla)+ f'(a)(xz —a) + o(z — a) ’ .

Donc, dans un développement limité de f au voisinage de a, le coefficient d’ordre 0 est toujours f(a) et le coefficient
d’ordre 1 toujours f'(a).

Exemple 3
n
1 _mrL+1
Pour tous z €| — 1,1[, et n € N, b= =~
|—1,1, et n Zx T
k=0
x x 1 n i x n i n f i
li : =0, : =o(1 o = e = P+ 2"o(1) = x” x"
Or lim —— 0,d0n017I 0()eton‘1171‘ ZT + 171_14)23" +x o()IHOZr +o(z")
k=0 k=0 k=0
n
Donc, pour tout n € N Lo Zxk +o(z") = 1+z+z>+...+2" +o(z")
K ’ 11—z z—0 z—0

k=0

C’est votre premier développement limité !

Exemple 4
Si f admet un développement limité en 0 et que f est paire, alors la partie polynomiale du développement est paire.
n

Supposons que f est paire soit de développement limité f(z) = Z arpz® + o0 (™).
0=0

n

Alors, f(x) = f(—x) 5 Z ar(—1)*z" 4+ o (z™) Par unicité du développement limité, on a aj, = 0 pour tout k impair.
k=0

Bien siir, on a le méme résultat pour les fonctions impaires.

En pratique

En général, on translate la fonction pour se ramener a ’étudier en 0 et pouvoir utiliser tous les développements
limités de référence. Pour cela, on pose x = a + h et on remarque que lorsque = est proche de a, h est proche de 0.
Par exemple, si on veut le développement limité de exp en 1, il suffit d’écrire exp(1+ h) = e-exp(h), et il suffit de
faire le développement limité quand h tend vers 0.
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2.1 PRIMITIVATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Proposition 4 : Lemme de primitivation des développements limités

Soient I un intervalle de R, a € I et n € N. Soit g est une fonction dérivable sur I.
Si ¢'(x) = o((x—a)”), alors g(x) = g(a) +o ((z —a)™*).

T—ra

Preuve. Pour tout « € T\{a}, g est continue sur [a,z] (ou [x,a]) et dérivable sur |a,z[ (ou ]z, a[), donc d’apres le
théoréme des accroissements finis 9(x) = 9(a) = ¢’ (¢;;) pour un certain ¢, €|a,x[ (ou Jx,a[ ).
T—a
On obtient donc une fonction ¢ : I'\{a} — R, telle que pour tout = € I\{a}, |c; —a| < |z —a|,donc lim,_,c, = a.
On obtient alors |9 =9@| _| 9'(ca) | _| g (Cx)n “=aln o g
(x —a)rtl (x —a)” (cz —a) x—a| z-a
—0 <1
Théoréme 1 : Primitivation des développements limités )
Soient I un intervalle, f € 2(I,R) et a € I. On suppose que f' posséde un développement limité & lordre n au
voisinage de a. Avec ag, . ..,a, € R, notons le
n
/ _ o k _ n
F@) = Yale-af +o(@—a)) .
k=0
Alors f posséde un développement limité a l'ordre n + 1 au voisinage de a, donné par
n
_ (33 — a)k+1 n+1
f(z) xSaf(a)+l;]ak—k+1 +o((x—a)"th) .
& J
k+1
x—a)
P . P la foncti —
reuve osons ¢ la fonction x — f(z Zak ]

n

Elle est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction ¢’ : & — f'(x) — Z ap(z — a)*.
k=0
Mais ¢'(z) = o((x —a)™), par hypothese sur f'.
r—a

En utilisant le lemme précédent, g(z) = g(a)+ o ((z —a)"™) , ce qui prouve le théoréeme. O
r—a

Exemple 5
1 n—1
Soit n € N*. On a montré que T2 +o0 Z 4o (w”fl), donc en remplacant x par —x, on obtient
— T T— =0
1 n—1
_ -1 n—1 )
1+:L‘z%()kz:( )l +O< )

Maintenant, en primitivant, on obtient notre deuxieme développement limité

w k 2 3 4 n

_ o k—1£ ny _ _i £_£ _1\yn—1% n
ln(l—&—x)z:(]Z( DM do(@) = ja- Tt - (5]) +o(z") .

Exemple 6

Soit n € N*. En remplacant cette fois-ci « par —a?2

, on obtient
1 n

_ k, 2k 2n
1+ 22 m:OZ(_l) e +o(a™) .
k=0

En primitivant, on obtient notre troisieme développement limité
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w :L'2k+1 .3 ) ol 1.2n,+1

g _1\k 2n+1 _ 717 i,7 _1\n
ArctarltLJHOZ( 1) 2k+1+O(L ) @ + +...+(-1)

(E:O & 5) 7

2.2 FORMULE DE TAYLOR

(Théoréme 2 : Formule de Taylor-Young )

Soit n un entier naturel non nul. Soit f une application réelle définie sur un intervalle ouvert non vide I de R. Soit

a un point de I. On suppose que f est n — 1 dérivable dans un voisinage de a et n fois dérivable en a. Alors, au

voisinage de a,

n
f®(a)
f(@) = fl@)+ 3 TP @ — )t + (@ - o).
k=1

ot la notation o(1) désigne une application de limite nulle en a.
L J

Preuve. Nous faisons une récurrence sur ’entier naturel n. Pour n = 1, comme f est dérivable au point a, alors
M — f'(a) tend vers 0 lorsque z tend vers a, ¥ # a. Ainsi, dans un voisinage de a,

T—a

fz) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)o(1).

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Supposons que le théoréme est vérifié a 'ordre n—1 et que f est n—1 dérivable
dans un voisinage de a et n fois dérivable en a. Alors f’ est n — 2 dérivable au voisinage de a et et n — 1 fois dérivable en a.
Par hypothese de récurrence, on a dans un voisinage de a

n—1 (k) a

k=1

(z — a)* + (z — a)" Lo(1).

Soit g 'application définie dans un voisinage de a par

o(@) = @)~ f) =3 T
k=1

Alors g est dérivable au voisinage de a (car n > 2 et f est n — 1 dérivable sur un voisinage de a) et on a :

noloe(k+1) (g,
@) =@ - @) -3 D = - 0o,

k=1
Soit £ > 0. Comme g(a) = 0, au voisinage de a, par le Théoréme des accroissements finis, on a
l9(2)] = lg(x) = g(a)| = |z — allg'(ca)| = |z — allez —a]""Ho(1)] < elz — al™.
Ot ¢, est un élément de lintervalle ouvert d’extrémités a et x. Ainsi g(z) = (z — a)™o(1). Ceci prouve le théoréme. O

Conséquences

Une fonction de classe €™ en a admet un développement limité a I'ordre n en a.
Cette formule est donc tres puissante et permet d’obtenir tous les développements limités,.. mais parfois dans un temps
tres long !

Exemple 7
L’exponentielle est de classe ™ sur R donc possede un développement limité a 'ordre n au voisinage de 0 d’apres la
formule de Taylor-Young. Sa dérivée k-ieme est exp, pour tout £ € N. La formule donne donc

n n k

xp(F)
B eXp (O) k ny __ L n
¢ m:(); Ko ol )x:()];) k! +o(a%).
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et L o7 1 2n+1 J)k 1 2n+1 Tk:
DB : : _ = v - _1\kZ 2n+1
Cela permet aussi d’avoir, par exemple, la fonction ch(z) = I ; 1 + 5 ;( 1) x +o0 (a: )7
d’ou
L. _—
e — n
ch(x) = k)] +o(z )
k=0
. _ 2n—+1 k 2n—+1
T T 1 1
Et cela fonctionne aussi pour sin(z) = ¢ 26 03 (Z;) ~3 Z (—1)* (ZZ') +o (22", d'on
k=0 k=0
3 5 2n+1
- _ r,or r L2n+1
sm(x)m:ox—l—G+120+...+(2n+1)!+0(£ ).

On peut aussi trouver cette formule avec la formule de Taylor-Young, puisque, pour tout k& € N,
sin(®%)(0) = 0
sinZE+(0) = (—1)* .

Dérivation des développements limités

Soient n € N*, f € €"(X,R) et a € X. D’apres la formule de Taylor-Young, f posséde au voisinage de a un
développement limité & lordre n et f’ un développement & l'ordre n — 1,

“~ f®(a ol (k1) (g
f@) = > ! k'( )(x —a)f to(@—a)") et flz) = fk_'()
k=0 k=0 '

(z—a)+o0 (z—a)" ).

Si on dérive terme a terme le développement limité de f, on obtient celui de f. Donc cela fonctionne aussi dans ce
sens. Par contre, on perd un ordre dans le procédé !

A ATTENTION  On peut dériver un développement limité & Iordre n pour une fonction de classe €, mais on ne
peut pas le faire en toute généralité, car on ne peut pas montrer l’existence du développement limité de la dérivée.
Par contre, si on sait a ’avance que le DL existe, on peut I'intégrer, puis identifier par unicité les coefficients.

Exemple 8
Pour obtenir le développement limité de tan® en 0, on peut dériver celui de tan.

En effet, on a tan(x) =, % +0 (2?), donc tan?(z) = tan’(z) — 1 = 2%+ 0 (2%), que 'on peut vérifier en mettant
— T—

au carré le développéfnent limité de tan.

Exemple 9
1 1
Pour obtenir le développement limité de ﬁ en 0 a l'ordre n, on peut dériver celui de 5 . On va 2 ordres plus
—x —x
loin, comme on va dériver 2 fois. Soit n € N. On a
1 1 1 1 x  a? ik 1 x 22 a2
= — = —(1 - - —— /n+2 - = - a2 p ~/n+2 .
il kg HOQ( tot Tt T s +o(z ))JH02+4+2‘3 + +2n+3+0(7‘ )
1 1 =z (n +2)zn+! gl
DOHC_WI;OE—FZ—’_—FT—FO(% )
2 1 3z 1227 (n+2)(n+1)a™ o s
B s Sea Tt Tt e ol dan
1 1 N 3z . 1222 (n+2)(n+1)z" +o(a")
7(2_33)3 Sog T o 56 T o(z") .




MPSI 2 - FABERT

Analyse asymptotique

2. Développements limités

2.3 EN O C’EST A CONNAITRE !

1 n
T2 o0 Zxk+0(x”): l+z+2°4... +2"+o(z")
k=0
B n (—l)k_lxk o xQ 1‘3 ( 1)n—1xn N
(1 +z) = ;T—&-o(w)— Tog g Fo(@")
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MPSI 2 - FABERT Analyse asymptotique 3. Propriétés des équivalences

3 PROPRIETES DES EQUIVALENCES

Proposition 5 : Propriétés des équivalents
Sotient f,g,h,k des fonctions de X dans R. Soit a adhérent a X

@ La relation ~ est une relation d’équivalence, que ce soit sur RX ou sur RY.
a

@ Si f ~9 et k ~ h alors  fk ~ gh et , st k et h ne s’annulent pas au voisinage de a.

SIS

ke
@ Sz'f:g alors f< f;ga, pour tout o € R.

@ Si f~g et liin g(z) =1 €R, alors lim f(z) =1.

r—ra
@ Si f ~g etg(x)>0 surla— a,a] (respectivement sur |a,a+ af),

alors il existe B > 0 tel que f(x) > 0 sur|a — f3,a] (respectivement sur |a,a + B]).

@ Soient b € R et ¢ une fonction définie au voisinage de b a valeurs dans I, telle que liingo =a.

Sif:g, alors fmpf;zgmp.

Preuve. C’est comme les petits 0. A vous ! (I

A ATTENTION  Ne jamais faire de somme, différence ou combinaison linéaire d’équivalents.
Par exemple, cos(z) v 1+ x, mais coSte=t=~o .

A ATTENTION  On n’a pas de réciproque pour la limite ! lim wu, = lim v, >< Up ~  Up -
n——+oo n—-+oo

Exemple 10
Ona lim expz= lim z* mais CXPIX at
r—r 400

T—+00

n—-—+oo n—-—+oo

. . 5 . 5
Ona lim n= lim n°, mais LX n° .

Lien entre développement limité et équivalence

Soient f : X — R une fonction, a € R adhérent a X, et n,k € N avec k <n et ag,...,a, € R,ou ax #0.

Supposons que f admette le développement limité en a, f(z) = ar(z—a)*+...+a,(z —a)" +o((x — a)"), alors
xr—ra

f(z) ~ ap(z—a)k.

r—a

Cela permet d’obtenir des équivalents simples des fonctions usuelles :

2
e In(1+2) ~ x e chz -1 ~ & e Arctanz ~ =z
x—0 r—0 z—0

e e —1 ~ 2 e sinx ~ =z e Arcsinx ~ =z

z—0 z—0 z—0

2
e 142)*—1 ~ ax e cOST—1 ~ —2Z o Arccosz —§ ~ —u.
z—0 r—0 2 z—0
e shx ~ x o tanz ~ o thx ~ x
x—0 z—0 x—0
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4 APPLICATIONS

4.1 CALCULS DE LIMITES

Exemple 11

1

) e(YJl} 4 eﬁm T ) o )
Calculons lim <2> . Pour cela, calculons le développement limité de la fonction. On a

x—0
ax Bx T 6 1
(e—;e) = <1+ a—;— :cho(:L'))

()% ln(l+%’em+o(z))
— e (Hlato(n))

22 4o(1)

=e
0
Ba &
. (& +e a+B
Donc lim [ —— =e 2 .
z—0 2
Exemple 12
) T 1 1 ) N . 1
Calculons lim n | —e» — Arccos — |. Pour cela, calculons le développement limité de la suite. Comme lim — =0,
n—-+oo 2 n n—+oo n
on a

T o1 1 T 1 1 s 1 1
n | —en — Arccos — = n{=(1+—4o0o|— —=——4o0ol—
2 n ) n—+oo 2 n n 2 n n
T 1 1 T
= — + — — = —+41 1) .
n——+oo 7l<2n+n+0<n>> n—+oo 2 * +O( )

1
Donc lim n (;rovlt — Arccos ) _r + 1.
n

n—-+o0o 2

4.2 POSITION LOCALE D’UNE FONCTION PAR RAPPORT A SA TANGENTE

En pratique, vérifier qu’une tangente existe

Soit f : X — R une fonction et a € X. On suppose que f est définie au voisinage de a a gauche et a droite et
admet un développement limité au voisinage de a.
Notons f(z) = ao+ai(z —a)+ar(z—a)* +o((x —a)*), ol k > 2 et a; # 0.
r—a

Tr—ra

Alors  ag = f(a) et a; = f'(a), donc| f(z)— f(a) — f'(a)(x —a) ~ ap(z—a)* ’ .

Dans ces conditions,

[ f admet la droite d’équation y = ag + a;(x —a) pour tangente en a. j

Proposition 6
Dans les conditions de la remarque précédente, f est au dessus ou dessous de sa tangente en xq si et seulement si k
est pair.
Le signe de ay, donne la position relative de f par rapport a la tangente.

Preuve. Dans ces conditions, sur un voisinage de a, f(z) — f (a) — f'(a)(z — a) est de méme signe que ay, (z — a)”.

o Si k est impair, (x — a)’c est négatif & gauche de a et positif a droite de a. Cette quantité multipliée par a; change de
signe, et donc f ne présente pas d’extremum en a.
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o Inversement si k est pair, cette quantité est de signe constant, donc f(x) — f (a) est de signe constant, et f présente
un extrémum local en a.

Exemple 13

xsinax . o
—5 bossede un minimum local en O .
x

1+
En effet, f(z) = 2240 (.’L’Q), donc f est positive au voisinage de 0 et f(0) = 0, donc posséde un minimum local en
—

0.

La fonction f : z ——

Exemple 14
] In(1 — 22) . . . . . , .
La fonction g : © — T possede en 0 un point d’inflexion de tangente la droite d’équation y = —2x.
x
En effet,
g(z) = -2z — 227 — @ +o(@®) | (1-z+2>+0(2%) = —22— B—TB + o (z?)
) =, ; 3 s+ x a%)) =, 2 3 x’) .
Donc g admet y = —2z comme tangente en 0. De plus, comme g(z) + 2z ~ —§7 le graphe de g est au-dessus de
T— “

sa tangente en 0 au voisinage de 0 & gauche et en-dessous a droite.

4.3 CALCULS D’ASYMPTOTES EN +0c0

Proposition 7

Soit f : X — R une fonction. Supposons que +oco (ou —oo) est adhérent a X. Pour a,b € R, f admet la droite
d’équation y=ax+b pour asymptote au voisinage de £oo si  f(x) = +b+o0(1).
r—r+00

En pratique

Pour étudier d’éventuelles asymptotes & la courbe représentative d’une fonction f au voisinage de oo, on a 2
méthodes
f(z)

. . . . _ . / _ . -
Dans les cas simples on peut calculer a = zBToo o (ou parfois a mEI}»loo fi(x))et b zBrfoo(f(x) azx).

On essaie alors d’exprimer f de la forme voulue, c’est a dire, f(x) = o +b+o0(1).
r—r 400

e Dans les autres cas, on introduit la fonction auxiliaire ¢ — f (%) que l'on développe au voisinage de 0 (voire en
0 par valeurs positives si on se limite a +00).
On peut ainsi obtenir a la fois les asymptotes et la position par rapport a ces asymptotes en considérant les
termes suivants.

Exemple 15
3+ |z)?
242

Comme z < |z] <z +1,ona |z] = Tt O(1), donc |z]? = 22 + O(z). Donc
T—Fo0 T—>L 00

24+ |x]? a4 22 x 1 2 1 1
z® + |z _z +x +(2)(T) _ r+1+0(= -2 4o — rsi110(= — st+140(1)
22+ 2 2 (1 + 72) x—Foo T 2 2 z—+o0 T ) 4o

3+ |z)?

2+

Etudions les asymptotes de la courbe représentative de la fonction z —

Donc la fonction x —— admet la droite d’équation y = x + 1 pour asymptote au voisinage de +oo.

13



MPSI 2 - FABERT Analyse asymptotique 4. Applications

Exemple 16

Etudions les asymptotes de la courbe représentative de = — 22 In

x

X
1 Utilisons la deuxiéme méthode. Posons ¢ = L.

T

1
=t 2In—— = —t2In(1 — 1)
r—10 1—t

2 13
— 2 3
! ( ! 2 3 ¢ <t ))

1
t

2% 1n

(=)

0

T I [ WUy
9 TR TS T Ty T TN )

On en déduit que 'asymptote est y = x + % et qu’au voisinage de +oo la courbe est au-dessus de 'asymptote, car
1
3x

Exemple 17

B} T —
Etudions les asymptotes de la courbe représentative de = + = exp (

z?2+1
r—1) 1 t—t?
TP\ ) 0 P\ e
1
=—exp(t—t>+o(t’
Cexp (1= 2 40 (1)

1 t? 5
t(1+t—2+o(t ))

1 1 1 1
0t+12t+o(t)i+12x+o<x).

) . Utilisons la deuxiéme méthode.

Posons t = %

S

On en déduit que 'asymptote est y = = + 1 et qu’au voisinage de +o0o la courbe est en dessous de l'asymptote, car
1

—5= < 0.
2z

4.4 ETUDE ASYMPTOTIQUE DE SUITES

Le but de I’étude asymptotique de suites, est de trouver un équivalent simple d’un suite en +c0. Essayons de voir comment
faire avec quelques exemples.

Exemple 18

Etudions la suite (un),, avec

2?41
T on-—1

Up

Alors, le numérateur est équivalent & 2n? et le dénominateur est équivalent & n donc wu, ~ 2n. Poursuivons I’étude
avec les termes suivants,

2
Uy — 2N = n+1~2—n:2
n—1 n
puis
7,L,L727172:iw§
n—1 n

Ainsi, u, —2n — 2 = % +o0 (%) donc u,, —2n — 2 = % + 0 (%) En conclusion,

n

3 1
un:2n+2++o<)
n

(27124—1) (7124—1)
(n—1)?

on?+1 241 1 2 1
o= 2L L ok 2 o (B (na1 e 20 (L)) =202 4 dn 49+ 0(1)
n—1 n—1 n n n n

Poursuivons cet exemple avec la suite (v,,),, définie par v, =

Tous les termes n’étant pas écrits sont négligeables par rapport & 1 donc incorporés au terme o(1).
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Exemple 19

n
Notons H,, = g —. On a déja démontré, en comparaison a une intégrale, que cette somme est équivalente a Inn.

k=1
Pour obtenir le terme suivant du développement, on pose u,, = H,, —Inn. Alors, pour tout n € N\{0},

Un4+1 — Up = Hn,+1 - Hn - (ln(n + 1) — ln(n))

! 1 1+1 L + !
=———In —l=——+4+0(—=
n+1 n 2n? n?

Ainsi, la série de terme général u, 1 — u, est convergente, ce qui par télescopage signifie que ( u,, ) converge vers un
réel noté . On a ainsi établi le développement asymptotique & deux termes

H, =In(n)+~v+o(1)

Exemple 20

n

Notons S,, = Z = pour tout n € N*. Celle-ci est convergente.

k=1
1
En effet, on a = < m En sommant, on obtient,
Sl 1
2
k=1 k k=1 k(k+1)

n

1
or ces deux suites sont positives et on sait que la série de terme général E —_—
— k(k+1)

somme télescopique, donc S, est convergente, car croissante majorée. Donc S,, = [+ o(1).

est convergente, car c’est une

rProposition 8 : Intégrale de Wallis )
Notons, pour tout n € N, la n-iéme intégrale de Wallis.
5
W, = / cos" t dt
0
La suite (Wy,),, vérifie les propriétés suivantes
n T
(D) Yn e N\{0}, Wpny1= —Wat, (3) vn e N\{0}, W, W,y = o
2p)! =
(@) YpeN, Wyp=——"0 o
’ Pyl 2’ Wop~W,_1.
L (2rp!) @ J

Preuve.

/2
@ Pour tout n € N, on pose W,, = / cos™ t dt. Calculons W, a l'aide d’une intégration par parties. Pour tout entier
0

n7
/2
Wy, — Whie = / cos™ tsin?t dt
0
—cost1¢ 2 /2 _ cosmtlt 1
= |———sint —/ —————costdt = ——Wj, 42
n+1 0 0 n+1 n+1
1
Dou Wyyo = nt W, pour tout n € N.
n+2

@ Comme on a Wy = 5 et Wi = 1, pour tout p € N,

2p+1°773 " (2p+ 1)

2p—1 1
WQp: p2p §W0:

(2p)!
(27p!)

5 W2p+1 -

vl 3

5 -
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@ En utilisant la relation de récurrence, on obtient que, pour tout n € N\{0},

1
W, W1 = an%Wn+1 = (n+ 1)W1 Wi

Ainsi, pour tout n € N\{0}, nW,,W,,_; = L.W Wy = Z.

@ Remarquons tout d’abord que, pour tout n € N\{0},

Vit € [0, g} . cos" Tt < cos™t < cos" it

donc Wy11 < W, <W,_; et, avec la relation de récurrence,

n__ WaWan _ W _,
n+1 Wan—l a Wn—l o

n
Par encadrement,

— 1, c’est-a-dire W,, ~ W,,_1.
n—1 too

O

Proposition 9 : Formule de Stirling

n! ~ (ﬁ) 21n
e

vn-n"

Preuve. Cherchons la limite de la suite (
nlen

) . Pour montrer la convergence de cette suite, il suffit
neN

Vn-n"

d’étudier, grace a la continuité de l’exponentielle sur R, la suite (un =In s
nle

1 1
un+1—un:(n+2)ln(l+n>—1
1 1 1 1 1 1
:(’”z) <n_2n2+?m3_47f1+°(7#>>_1
1 1 1
W—w“(m)'

Donc, au voisinage de +o00o, on obtient d’une pierre, deux coups

) . Or, pour tout n € N,
€N

+ La croissance de (un),cy Unt1 = Un ~ Too5- Donc, par conservation du signe u,+1 — u, > 0.
n
. . 1 1 . :
e« La majoration de u, Up41 — Up — 75— ~ ——5 . Donc, par conservation du signe, uy41 — Uy < —5—, pour n
12n 12n 12n

assez grand, disons supérieur & un entier N fixé. En passant & la somme, on remarque que

—+o0 +oo
E U —Up = lim u, —uy < E — < +o0.
n+1 n nostoo n N 12”2
n=N n=N

vn-n"

Ainsi, u, converge, comme suite croissante majorée. On en déduit que la suite ( =
nle

L.
s R . s - 2 ™
D’apres les points @ et @ de la proposition précédente, 2pWs, ~ 5

neN,

lem

) converge vers une limite notée
neN

Or, d’apres @ de la proposition précédente, et comme n! ~ (

2 op 2p-(2p)*r Ite®

™
= : — 272
2 24p l2 e4p p2 . p4p

g, - TR 7 g (VGRS
’ 0

T
4 (Qpp!)4 0 2 2% l e2r lepr

1

En comparant ces deux équivalents, on obtient ¢? = o et donc la formule de Stirling en reportant dans le premier lemme.
i

O
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