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_ CAPITULO 1: AXIOMATICA

1.1. EDIFICACAO RACIONAL DA GEOMETRIA

A Geometria foi organizada de forma dedutiva pelos gregos.

Deduzir ou demonstrar uma verdade é estabelecé-la como consequéncia de outras
verdades anteriormente estabelecidas. No entanto, num caminho de retrocesso, chegaremos a
um ponto de partida, a uma verdade impossivel de se deduzir de outra mais simples.

AXIOMAS X TEOREMAS

Esta é a estrutura da Geometria, desde "Elementos" de Euclides, escrito no século 111
A.C., onde ele tentou definir os conceitos fundamentais.

Atualmente, a Geometria aceita por normas:
- Enunciar, sem defini¢ao, os conceitos fundamentais.

- Admitir, sem demonstragao, certas propriedades que relacionam estes conceitos,
enunciando os axiomas correspondentes.

- Deduzir logicamente as propriedades restantes.
O que sdo os axiomas?

Sdo afirmagdes tantas vezes provadas na prética, que é muito pouco provavel que
alguém delas duvide. Deverao ser o menor ntimero possivel.

RELACOES ENTRE PROPOSICOES

As proposicdes (ou teoremas) podem ser escritas na forma p = g, onde p e q sdo
chamados de hipoétese e tese respectivamente.

Entre as proposicoes deduzidas (ou teoremas) podem ocorrer as seguintes relacoes:

a) Reciproca:
Um teorema se diz reciproco de outro quando a sua hipétese e tese sdo,

respectivamente, a tese e a hipdtese do outro.

Exemplos:

» Direto: Se dois lados de um triangulo sdo desiguais, entdo ao maior lado opde-se o maior
angulo.
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* Reciproco: Se dois dngulos de um tridngulo sao desiguais, entdo ao maior angulo opde-se o
maior lado.

Observacao: Nem todos os teoremas reciprocos sdo verdadeiros. Assim, por exemplo:
* Direto: Todos os dngulos retos sdo iguais.

* Reciproco: Todos os angulos iguais sao retos.

b) Teorema Contrario:

E a proposicéo obtida pela negacdo da hipotese e tese de um teorema.
Exemplos:
* Teorema: Todo ponto da bissetriz de um angulo é equidistante dos lados.

* Teorema contrario: Todo ponto que ndo pertence a bissetriz de um angulo ndo é equidistante
dos lados.

Observacdo: o teorema contrario nem sempre é verdadeiro.
* Teorema: Dois angulos opostos pelo vértice sdo iguais.

* Teorema contrdrio: Dois dngulos que ndo sdo opostos pelo vértice ndo sdo iguais.

¢) Contra-positiva:

A contra-positiva de um teorema tem por hipdtese a negacao da tese do teorema e tem
como tese a negacgdo da hipotese do teorema.

Exemplo:
* Teorema: Se um tridngulo é isésceles, entdo os angulos da base sao iguais.

» Contra-positiva: Se os angulos da base de um tridngulo nao sao iguais, entdo o triangulo nao
é isosceles com esta base.

Observacao: A contra-positiva de um teorema sempre é verdadeira.

DEMONSTRACAO

O que é uma demonstragao?

Consiste num sistema de silogismos, por meio dos quais a veracidade da afirmacao é
deduzida a partir dos axiomas e das verdades anteriormente demonstradas.

O que é um silogismo?
O silogismo é uma reunido de trés proposi¢des: a maior, a menor e a conclusao.
Exemplos:
a) - Todos os homens sao mortais.
- Eu sou homem.

- Logo, sou mortal.
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b) A Terra é esférica. (Argumentacao x fatos x deducao)

Verifica-se que, todos os corpos que, em diferentes posicdes, projetam sombra redonda,
tém a forma esférica. A Terra, durante os eclipses lunares, projeta sobre a lua sombra redonda.
Consequentemente, a Terra tem a forma de uma esfera.

TECNICAS DE DEMONSTRACAO

A demonstracdo de um teorema consiste em efetuar um conjunto de raciocinios
dirigidos exclusivamente para provar que é verdadeiro o fato afirmado pela proposicao.

Para demonstrarmos proposi¢des condicionais do tipo p = q podemos usar:

a) Forma Direta:

Admitimos como verdade (ou valida) a proposicdo p, chamada de hipotese, e através de
definicdes, propriedades, relagdes, etc, pré-estabelecidos, concluimos a validade da proposicao q,
chamada de tese.

b) Contra-positiva:

Neste caso, reescrevemos a proposi¢do p = q na forma equivalente ~q = ~p e
aplicamos a forma direta na contra-positiva. Ou seja, partimos da negacao da tese para
concluirmos a negacdo da hipétese.

¢) Reducio ao Absurdo (RAA):

A reducdo ao absurdo consiste em provar que a negacao do condicional p = q é uma

contradicao. Isto é, ~(p = q) =p U~q =F. Ou seja, partimos da negacdo da tese e procuramos
encontrar uma contradi¢cdo com a hipétese.

Observacao: RAA é muito utilizado para provar unicidade.

PARA QUE A DEMONSTRACAO?

Principio da Razao Suficiente: Todas as afirmacdes deverdo ser fundamentadas.
Através da experiéncia, observacado, ou de raciocinios légicos (silogismos).

Baskara no livro "Lilavati" apresenta a demonstracdo de um teorema apenas com uma
figura e uma palavra: VE.
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Para se compreender o que esta "escrito", é necessario pensar, raciocinar, deduzir.

Serd que existem afirmacoes suficientemente claras, que sejam evidentes?

Exemplos: - Folha de Moebius;

- Congruéncia de dois triangulos, conhecidos 2 lados e um angulo.

O que nao é necessario demonstrar? A axiomatica.

1.2. POSTULADOS DO DESENHO GEOMETRICO

Assim como no estudo da Geometria se aceitam, sem definir, certas no¢des primitivas e
sem demonstrar certas proposi¢des primitivas (ou postulados, ou axiomas), no estudo do

Desenho é necessario aceitar certos postulados que tornam a matéria objetiva, isto &,
independente da opinido do estudante.

1° POSTULADO - Os tnicos instrumentos permitidos no Desenho Geométrico, além do lapis,
papel, borracha e prancheta, sdo: a régua ndo graduada e os compassos comum e de
pontas secas.

A graduagdo da régua ou "escala" s6 pode ser usada para colocar no papel os dados de
um problema ou eventualmente para medir a resposta, a fim de conferi-la.

20 POSTULADO - E proibido em Desenho Geométrico fazer contas com as medidas dos dados;
todavia, consideracoes algébricas sdo permitidas na deducao (ou justificativa) de um
problema, desde que a resposta seja depois obtida graficamente obdecendo aos outros
postulados.

32 POSTULADO - Em Desenho Geométrico é proibido obter respostas "a mao livre", bem como
"por tentativas".
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N IR s rLaa

As figuras geométricas elementares, no plano, sdo os pontos e as retas. O plano é
constituido de pontos e as retas sdo subconjuntos de pontos do plano. Pontos e retas do plano
satisfazem a cinco grupos de axiomas que serdo a seguir estudados.

1.3. Os AXIOMAS DE INCIDENCIA

AXIOMA 1.1. Qualquer que seja a reta, existem pontos que pertencem a reta e pontos que nao
pertencem a reta.

AXIOMA 1.2. Dados dois pontos distintos, existe uma tnica reta que contém estes pontos.

Quando duas retas tém um ponto em comum, diz-se que elas se interceptam, ou que
concorrem ou que se cortam naquele ponto.

PROPOSICAO: Duas retas distintas ou nao se interceptam ou se interceptam em um Gnico
ponto.

Prova:

Sejam m e n duas retas distintas. A intersecao destas duas retas ndo pode conter dois ou
mais pontos, pois pelo Axioma 1.2 elas coincidiriam.

Logo, a interse¢cdo de m e n é vazia ou contém apenas um ponto.

Observacdo: Imaginamos um plano como a superficie de uma folha de papel que se estende
infinitamente em todas as direcdes. Nela um ponto é representado por uma pequena
marca produzida pela ponta de um lapis. O desenho de uma parte da reta é feito com o
auxilio de uma régua.

Ao estudarmos geometria é comum fazermos o uso de desenhos. Porém os desenhos
devem ser considerados apenas como um instrumento de ajuda a nossa intuicao.

Notacao: Utilizaremos letras maitsculas A, B, C, ... para designar pontos, e letras mintsculas a,
b, ¢, ... para designar retas.
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1.4. Os AXIOMAS DE ORDEM

A figura dada abaixo apresenta uma reta e trés pontos A, B e C desta reta. O ponto C
localiza-se entre A e B, ou os pontos A e B estdo separados pelo ponto C.

A C B

Notacao: Utilizaremos a notacdo A-C-B para denotar que o ponto C esta entre A e B.

A nogdo de que um ponto localiza-se entre dois outros pontos é uma relagdo, entre
pontos de uma mesma reta, que satisfaz aos axiomas apresentados a seguir.

AXIOMA 2.1. Dados trés pontos de uma reta, um e apenas um deles localiza-se entre os
outros dois.

DEFINICAO: O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos os pontos P tais que A-P-B
é chamado de segmento AB. Os pontos A e B sdo denominados extremos ou extremida-
des do segmento.

Notacao: AB. A

Muitas figuras planas sao construidas
usando-se segmentos. A mais simples delas é
o triangulo que é formado por trés pontos que b
ndo pertencem a uma mesma reta e pelos trés
segmentos determinados por estes trés
pontos. Os trés pontos sdo chamados vértices
do tridngulo e os segmentos sdo os lados.

B a C

DEFINICAO: Se A e B sdo pontos distintos, o conjunto constituido pelos pontos do segmento ABe
por todos os pontos P, tais que A-B-P é chamado de semi-reta de origem A, que contém o
ponto B.

Notacao: AB.
A B P

Observacao: Dois pontos A e B determinam duas semi-retas, que contém AB.

AXIOMA 2.2. Dados os pontos A e B, sempre existem: um ponto C tal que A-C-B e um ponto D tal
que A-B-D.
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DEFINICAO: Sejam uma reta m e um ponto A que ndo pertence a m. O conjunto constituido
pelos pontos de m e por todos os pontos B tais que A e B estdo em um mesmo lado da
reta m é chamado de semi-plano determinado por m que contém A.

AXIOMA 2.3. Uma reta m determina dois semi-planos distintos, cuja intersecao é a reta m.

DEFINICAO: Um subconjunto do plano é convexo se o segmento ligando quaisquer dois de seus
pontos esta totalmente contido nele.

—~ AO»OOC

1.5. Os AXIOMAS SOBRE MEDICAO DE SEGMENTOS

AXIOMA 3.1. Para cada par de pontos corresponde um nimero maior ou igual a zero. Este
namero é zero se e somente se os pontos sdo coincidentes. (conceito de distancia ou
comprimento).

A C B
AXIOMA 3.2. Existe uma correspondéncia biunivoca entre os nimeros reais e os pontos de uma

reta. A diferenca entre estes nimeros mede a distancia entre os pontos correspondentes.
(conceito de coordenada).

AXIOMA 3.3. Se A-C-B, entio AC+CB = AB.
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PROPOSICAO: Se em AB considerarmos o segmentoA_C tal que AC<AB , entdo A-C-B.

Prova:

Como A é origem de AB ndo pode existir a relacio B-A-C. Se A-B-C, entdo pelo Axioma
3.3, teriamos AB+BC = AC e como consequéncia AB < AC.Mas esta desigualdade é contréria a
hipétese de que AC < AB.Portanto, teremos A-C-B.

DEFINICAO: O ponto médio do segmento AB é um ponto C tal que A-C-B e AC=CB.
EXERCICIO: Prove que um segmento tem apenas um ponto médio.

Observacao: A nocao de distancia é uma das nogdes mais basicas da Geometria. Ela satisfaz as
seguintes propriedades:

1. Para quaisquer dois pontos A e B do plano, temos que AB>0,e AB=0se e somente
se A =B.

2. Para quaisquer dois pontos A e B temos queE =BA.

3. Para quaisquer trés pontos do plano A, B e C, tem-se AC<AB+BC. A igualdade
ocorre se e somente quando A-C-B (Desigualdade Triangular).

DEFINICAO: Sejam A um ponto do plano e r um namero real positivo. A circunferéncia de
centro A e raio r é o conjunto constituido por todos os pontos B do plano, tais que

AB =r. Todo ponto C tal que AC <r é dito interno a circunferéncia. Todo ponto D
tal que AD >r é externo a circunferéncia.

1.6. Os AXIOMAS SOBRE MEDICAO DE ANGULOS

DEFINICAO: Chamamos de dngulo a figura formada por duas semi-retas com a mesma origem.

Elementos: lados, vértice, espaco angular.
Notacdo: AOB, < AOB, O, <O, a, B, ...
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DEFINICAO: Angulo raso é formado por duas semi-retas distintas de uma mesma reta.

0

_— M -

AXIOMA 3.4. Todo angulo tem uma medida em graus maior ou igual a zero. A medida de um
angulo é zero se e somente se ele é constituido por duas semi-retas coincidentes. Todo
angulo raso mede 180°.

DEFINICAO: Uma semi-reta n divide um semi-plano determinado por uma reta m quando ela
estiver contida no semi-plano e sua origem for um ponto da reta que o determina.

m

n

AXIOMA 3.5. E possivel colocar, em correspondéncia biunivoca, os nimeros reais entre zero e
180, e as semi-retas de mesma origem que dividem um dado semi-plano, de tal forma que
a diferenca entre estes ntiimeros seja a medida do angulo formado pelas semi-retas
correspondentes.

135
p

4 ' m
180 8] 0

Y

DEFINICAO: Considere as semi-retas de mesma origem OA , OB e OC.Se ABnOC = P, entdo
OC divide o angulo convexo AOB.

AXIOMA 3.6. Se OC divide um angulo AOB, entao AOB = AOC + COB.
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DEFINICAO: Quando AOC = COB entdo OC é chamada bissetriz de AOB.

EXERCiCIO: Construir a bissetriz do angulo AOB.

o]

DEFINICOES: Dois dngulos sdo:

a) consecutivos: quando possuem o mesmo vértice e tém um lado comum.
Exemplo: AOB e COB;

b) adjacentes: quando sdo também consecutivos e ndo tém pontos internos
comuns. Exemplo: AOC e COB;

0 B
c) complementares: quando a soma de suas medidas é igual a 90°;

d) suplementares: quando a soma de suas medidas é igual a 180°;

e) replementares: quando a soma de suas medidas é igual a 360°.

O suplemento de um angulo é o angulo adjacente ao angulo dado, obtido pelo
prolongamento de um de seus lados.

DEFINICAO: Quando duas retas distintas se interceptam, &
formam-se quatro angulos. Os angulos AOB e J_,,AE"
DOC sao opostos pelo vértice. Do mesmo modo 0
0 séo os angulos AOD e BOC. \

_:-'—'"'-H_F
_,_A-"“’"’f#_f
— B

C
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PROPOSICAO: Angulos opostos pelo vértice tém a mesma medida.
Prova:

Se AOB e DOC sao angulos opostos pelo vértice, entao tém o mesmo suplemento: AOD.
AOB+AOD =180°

R X — AOB =DOC
DOC +AOD =180°

Logo,

DEFINICAO: Um angulo cuja medida é 90° é chamado de dngulo reto.

O suplemento de um angulo reto é também um angulo reto. Quando duas retas se
interceptam, se um dos quatro dngulos formados por elas for reto, entdo todos os outros também
o serdo. Neste caso diremos que as retas sao perpendiculares.

TEOREMA: Por qualquer ponto de uma reta passa uma tnica perpendicular a esta reta.
Prova:

a) Existéncia. Dada uma reta m e um ponto A sobre ela, as duas semi-retas
determinadas por A formam um angulo raso.

Considere um dos semi-planos determinados pela reta m. De acordo com o Axioma 3.5,
entre todas as semi-retas com origem A, que dividem o semi-plano fixado, existe uma cuja
coordenada serd o namero 90. Esta semi-reta forma angulos de 90° com as duas semi-retas
determinadas pelo ponto A sobre a reta m. Portanto, ela é perpendicular a reta m.

b) Unicidade. Suponha que existam duas retas n e n’ passando por A e perpendiculares
a m. Fixe um dos semi-planos determinados por m. As intersecdes das retas n e n' com este
semi-plano sdo semi-retas que formam um angulo o e formam outros dois angulos 3 e ycom as
semi-retas determinadas pelo ponto A em m.

Como n en' sdo perpendiculares a m, entao 3 =y=90°. Por outro lado, devemos ter a +
B +y=180° Logo, a =0° e as retas n e n' coincidem.

EXERCICIO: Prove que se uma reta r intercepta um lado de um tridngulo e nao passa por um
vértice, entdo r intercepta outro lado do triangulo.
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1.7. CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

DEFINICAO: Os segmentos AB e CD sdo congruentes quando AB=CD . Os angulos A e C sdo
congruentes quando tém a mesma medida.

Observacdao: Com esta definicao, as propriedades da igualdade de niimeros passam a valer
para a congruéncia de segmentos e de angulos. Logo, um segmento é sempre
congruente a ele mesmo e se dois segmentos sdo congruentes a um terceiro, entao sao
congruentes entre si.

DEFINICAO: Dois tridngulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre seus vértices de modo que lados e dngulos correspondentes sejam
congruentes.

Observacao: Quando escrevemos AABC = ADEF significa que os triangulos ABC e DEF sao
congruentes e que a congruéncialeva Aem D, BemEe CemF.

AXIOMA 4.Se AB=DE, A=D e AC =DF, entido AABC = AEFG.

; TN

/
f
B G E’K - F

Este axioma é conhecido como o primeiro caso de congruéncia de tridngulos:
Lado-Angulo-Lado (LAL).



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA - DEPARTAMENTO DE EXPRESSAO GRAFICA
ELEMENTOS DE GEOMETRIA 16

Observacao: Note que, de acordo com a definicdo de congruéncia de tridangulos, para verificar
se dois tridngulos sao congruentes temos que testa seis relagdes: congruéncia dos trés
pares de lados e congruéncia dos trés pares de angulos correspondentes. O axioma 4
afirma que é suficiente verificar apenas trés delas, ou seja:

AB=DE -
A AB=DE,BC =EF,AC =DF
A=D :>{ N,
(R — A=D,B=E,C=F
AC=DF

TEOREMA: Se A =D, AB=DE e B=E, entdo AABC = AEFG.
Este é 0 segundo caso de congruéncia de triangulos: Angulo-Lado-Angulo (ALA).

Prova:

+

B

Considere G um ponto da semi-reta AC tal que AG =DF.

Comparando os tridngulos AABG e ADEF temos que, pelo Axioma 4, AABG = ADEF
(AB=DE,A =D,AG =DF).

Como consequéncia, temos que ABG =E . Por hipétese, E=ABC ,logo ABG = ABC e,
portanto, as semi-retas BG e BC coincidem.

Entao G =Ce, portanto, coincidem os triangulos AABC e AABG. Como ja provamos que
AABG = AEFG entao AABC = AEFG.

DEFINICAO: Um tridngulo é isésceles quando tem dois lados congruentes. Estes lados chamam-se
laterais e o terceiro lado chama-se base.

PROPOSICAO: Se um triangulo é isdsceles, entdo os angulos da base sao iguais.

. A A
Prova: * ;\

o\ /\
2 iR
[\ o N
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Seja AABC um triangulo isésceles de base BC. Logo AB=AC.

Queremos provar que B=C. Vamos comparar o tridngulo ABC com ele mesmo,
fazendo corresponder os vértices da seguinte maneira: A <« A,B « CeC < B.

Pela hipétese temos que AB=AC e AC=AB.ComoA = A, pelo Axioma 4 temos uma
correspondéncia que define AABC = AACB. Portanto, lados e angulos correspondentes sao

congruentes, ou seja, B=C.

PROPOSICAO: Se num triangulo os dngulos da base sao iguais, entdo o tridngulo é isdsceles.

Prova: A
.r/*\ / J*\
/

L £ [ £\
c C

Seja ABC um tridngulo tal que B=C. Vamos provar que ele é isésceles, ou seja, que
AB=AC.

Vamos comparar o triangulo ABC com ele mesmo, fazendo corresponder os vértices
como na prova da proposicdo anterior, isto ¢, A = A,B - CeC = B.

Como B=C e C=B, por hipétese, e BC=CB esta correspondéncia define uma
congruéncia pelo caso ALA. Logo, lados e angulos correspondentes sdo congruentes, ou seja,
AB =AC e o triangulo é is6sceles.

DEFINICAO: Sejam ABC um tridngulo e D um ponto da reta que contém os vértices B e C. Se D
for o ponto médio de BC, o segmento AD chama-se mediana do tridngulo relativa-

mente ao lado BC. O segmento AD chama-se bissetriz do angulo A se AD separa o
angulo CAB em dois angulos iguais, isto ¢, se CAD = DAB. O segmento AD chama-se

altura do tridngulo relativamente ao lado BC se areta que contém AD for perpendicu-
lar a reta que contém BC.

AL

+ -+




UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA - DEPARTAMENTO DE EXPRESSAO GRAFICA
ELEMENTOS DE GEOMETRIA 18

PROPOSICAO: Em um triangulo is6sceles a mediana relativa a base é também bissetriz e altura.

Prova: A

Considere AABC um tridngulo isdsceles de base BC e
mediana relativa a base AD. Devemos provar que BAD = DAC
(bissetriz) e que BDA = 90° (altura).

Como BD =DC (pois AD ¢é a mediana relativa ao lado
BC ) AB=AC (pois o triangulo é is6sceles de base BC )e B=C (de
acordo com a proposicdo anterior), entdo AABD = AACD pelo
critério LAL.

+ =+

B D o
Logo, lados e angulos correspondentes sao congruentes, ou

seja, BAD = DAC e BDA = ADC. A primeira igualdade nos diz que AD é bissetriz de angulo
BAC.
Como BDC é angulo raso e BDA + ADC =BDC =180°. Como BDA = ADCentdo

concluimos que BDA = ADC =90°. Portanto AD é perpendicular a BC, ou seja, é a altura do
tridangulo ABC em relagdo a sua base.

TEOREMA: Se dois tridngulos tém trés lados correspondentes congruentes entdo os triangulos
sao congruentes.

Este é o terceiro caso de congruéncia de triangulos: Lado-Lado-Lado (LLL).

Prova: A Df\
: /

Sejam ABC e DEF dois triangulos tais que AB=DE, BC =EF, AC = DF . Vamos provar
que AABC = ADEF.

Construa a partir da semi-reta BC eno semi-plano oposto ao que contém o ponto A, um

anguloigual a F.No lado deste angulo que ndo contém o ponto B, marque G tal que@ =DF e
ligue Ba G.

Como BC =EF (hipotese), CG =DF (construgao) e BCG =F (construcdo), entao AGBC =
ADEF por LAL. Logo lados e dngulos correspondentes sdo congruentes. Deste modo, GB =ED,
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mas ED = AB pela hipétese. Portanto, GB=AB.

Agora vamos mostrar que AGBC = AABC. Trace AG. Como AC=GC=DF e
AB =BG =DE entio AAGC e AAGB sdo isosceles de base AG. Portanto BGA =BAG e

AGC =GAC, e concluimos que BGC =BAC. Pelo primeiro caso de congruéncia de tridngulos
podemos concluir que AGBC = AABC. Como ja tinhamos provado que AGBC = ADEF,
concluimos que AABC = AEFG.

EXERCICIOS

01. Mostre que as bissetrizes de um angulo e do seu suplemento sdo perpendiculares.

02. Sabendo-se que os angulos a e B sdo iguais, mostre que AC =BC.

03. Sabendo-se que AB=AC e BD =CE, mostre que:
a) AACD = AABE
b) ABCD = ACBE

m o
Oi ;UJ
>

04. Considere AC =AD e AB bissetriz de CAD. Prove que AACB = AADB.

0
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05. Sabendo-se que A é ponto médio dos segmentos CB e CE, prove que AABD = AACE.

VAN
vV

06. Os éngulos Ae C sao retos, e o segmento DE corta AC no ponto médio B de AC . Mostre

que AD =CE. A

07. Na tigura dada abaixo, sabe-se que OC=0B, OD =0A e BOD = COA. Mostre que
CD =AB.

= B
D™ 0 £

08. O angulo CMA é reto e M é o ponto médio de AB. Mostre que AC = BC.

A
8

C M

B

+

09. Na figura dada abaixo, os triangulos ABD e BCD sdo is6sceles, com base BD .Prove que os

angulosABC e ADCsdo iguais.
B

A
Cc
D
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11.

12.
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Na figura dada abixo, a regido X representa um lago. Descreva um processo pelo qual sera
possivel medir a distancia entre os pontos A e B. Qualquer medida fora do lago é possivel.

Na figura abaixo temos AD =DE, A =DECe ADE = BDC.Mostre que AADB = AEDC.
C

A E B

Mostre que, se um tridngulo tem os lados congruentes, entdo tem também os trés dngulos
congruentes. A reciproca é verdadeira? Prove ou dé um contra-exemplo.

DEFINICAO: Um tridngulo que possui os trés lados congruentes é chamado de tridngulo

13.

14.

equilatero.

Mostre que num tridngulo isésceles ABC, com base BC a bissetriz do angulo A ¢é
perpendicular a base (ou o que é o mesmo: € a altura) e é também mediana.

Supondo-se que ABD e BCD sdo tridngulos isésceles com base BD, prove que ABC = ADC
e que AC é bissetriz do angulo BCD.

C
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15.

16.

17.
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Justifique o seguinte procedimento para a determinagao do ponto médio de um segmento.
"Seja AB um segmento. Com um compasso centrado em A, desenhe uma circunferéncia de

raio AB. Descreva outra circunferéncia de mesmo raio e centro em B. Estas duas
circunferéncias se interceptam em dois pontos. Trace a reta ligando estes dois pontos. A

intersecdo desta reta com o segmento AB serd o ponto médio de AB".

Na construcdo acima é realmente necessario que as circunferéncias tenham raio AB (ou
pode-se utilizar um raio r qualquer)? Justifique a resposta.

Mostre que, na construgao descrita no exercicio 14, a reta que determina o ponto médio de
AB é perpendicular a AB.

DEFINICAO: A mediatriz de um segmento AB é uma reta perpendicular ao segmento e que

18.

19.

passa pelo seu ponto médio.

Utilize a idéia da construgao descrita no exercicio 14 e proponha um método de construcao
de uma perpendicular a uma reta dada passando por um ponto desta reta. Justifique a
construcgao.

Demonstre ou dé um contra exemplo caso a sentenca seja verdadeira ou falsa: Dados dois
triangulos ABC e EFG, se A =F, AB =EF e BC =FG, entao os triangulos sdo congruentes. E
um quarto caso (ALL) de congruéncia de tridngulos?

20. Construir FEG = BAC. Justifique a construcao.

C

+

-+
m
m
m+
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1.8. DESIGUALDADES GEOMETRICAS

B C D

DEFINICAO: Se ABC é um tridngulo, os seus angulos ABC , BCA e CAB, formados pelos lados,
sdo chamados de angulos internos ou simplesmente de angulos do tridangulo. Os
suplementos destes angulos sao chamados de dngulos externos do triangulo.

TEOREMA DO ANGULO EXTERNO: Todo angulo externo de um tridngulo é maior do que qualquer
um dos dngulos internos a ele ndo adjacentes.

Prova:

Na semi-reta BC marque um ponto F tal que B-C-F. Devemos provar que ACF >Ae
ACF > B. Vamos inicialmente provar que ACF > A,

F

Considere o ponto médio M do segmento AC.Na semi-reta BM, marque um ponto D
tal que BM =MD e trace CD . Compare 0s triangulos ABMA e ADMC. Como AM =MC (poisM
émédio de AC), BM =MD (construcio) e BMA = DMC (angulos opostos pelo vértice), temos
que ABMA = ADMC (LAL). Consequentemente, lados e angulos correspondentes sdo
congruentes, ou seja, A = MCD. Como a semi-reta CD divide o angulo ACF entio MCD <
ACF. Portanto, A < ACF.

Vamos provar que ACF > B. Na semi-reta AC marque um ponto G tal que A-C-G.

Considere o ponto médio N do segmento BC. Na semi-reta AN, marque um ponto E tal
que AN =NE e trace CE. Compare os tridngulos ABNA e ACNE. Como BN =NC (pois N €
médio deBC ), AN =NE (construcio) e BNA = CNE (angulos opostos pelo vértice), temos que
ABNA =ACNE (LAL). Consequentemente, lados e angulos correspondentes sdo congruentes, ou
seja, B =NCE. Como a semi-reta CE divide o angulo BCG ,entdo NCE < BCG. Logo, B<BCG ,
mas BCG = ACF (angulos opostos pelo vértice). Portanto, B < ACF.
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L

-

PROPOSICAO: A soma das medidas de quaisquer dois angulos internos de um tridngulo é
menor que 180°.

Prova: A
Vamos mostrar que A + 8 < 180°.
Considere 8 o angulo externo deste triangulo
com vértice em C. Pela proposicdo anterior
temos que 8 >A.
—90
Como 0 e C sdo suplementares, & C\

entdo 0 + C =180,
Portanto, A + C <08+ C =180.

COROLARIO: Todo triangulo possui pelo menos dois dngulos internos agudos.

Prova:

Se um tridngulo possuisse dois angulos ndo agudos, sua soma seria maior ou igual a

180°, o que ndo pode ocorrer de acordo com a proposicdo anterior.

COROLARIO: Se duas retas distintas m e n sdo perpendiculares a uma terceira, entio m e nnao se

interceptam.

Prova:

m
Se m e n se interceptassem terfamos um trian-

Z

gulo com dois angulos retos, o que é absurdo pelo

corolario anterior. —
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PROPOSICAO: Por um ponto fora de uma reta passa uma e somente uma reta perpendicular a
reta dada.
Prova:

a) Existéncia. Seja m uma reta e A um ponto fora desta reta. Tome sobre m os pontos B e
C distintos e trace AB.Se AB ja é perpendicular a m, terminamos a construcao.

Caso contrario, considere, no semi-plano
que nao contém A, uma semi-reta com vértice B
formando com a semi-reta BC um angulo con-
gruente a ABC. Nesta semi-reta tome um ponto A’

A
tal que BA' =BA . Temos que AA' é perpendicular m :
aretam, pois o tridngulo AABA’ é isésceles de base
AA'. Como ABC = CBA' entdo BC é bissetriz do
A

angulo ABA'. Portanto, BC é perpendiculara AA’.

b) Unicidade. Se existissem duas retas distintas
passando pelo ponto A, ambas perpendiculares a reta m
teriamos um tridngulo com dois dngulos retos, o que é
absurdo, pois todo tridngulo possui pelo menos dois angulos
internos agudos.

SIMETRIA EM RELACAO A UMA RETA

DEFINICAO: Um ponto P é simétrico de outro  ponto Qem P
relagdo a uma reta r quando PM = MQ e PQ é

perpendicular a r, sendo que M pertence a reta r.
(Simetria Axial) v

Observacdao: Dado um ponto P e uma reta r, a perpendicu-
lar a r passando por P intercepta r em um ponto M
chamado pé da perpendicular baixada do ponto P aretar. Se A é qualquer outro ponto

Q

der, 0 segmento PA é dito obliquo relativamente a r. O segmento AM é chamado de
projecdo de PA sobre a reta r. E uma na conseqiiéncia da proposicao seguinte que

AP >AM e que AP >PM. O namero PM é chamado de distancia do ponto Paretar.
Dado um triangulo ABC dizemos que o lado BC op&e-se ao dngulo A ou, de maneira
equivalente, que o dngulo A é oposto ao lado BC.
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PROPOSICAO: Se dois lados de um tridngulo ndo sao congruentes entdo seus angulos opostos nao
sdo iguais e o maior angulo é oposto ao maior lado.

Prova:
Considere um triangulo AABC sendo BC # C

AC. Logo podemos supor que BC<AC. Devemos

mostrar que B# A e que B é o maior angulo (pois este é
oposto ao maior lado). D

a) Mostraremos inicialmente que os angulos pf A

opostos nao sao iguais, ou seja, que B# A.

Da hip6tese temos que BC ZAC, logo o triangulo AABC nio é isosceles de base AB e,
portanto, os angulos da base ndo sado iguais. Logo, BzA.

b) Mostraremos agora que B>A.

Determine sobre a semi-reta CA um ponto D, tal que CD =BC. Como BC <AC entdo
D pertence ao segmento AC e como consequéncia a semi-reta BD divide o angulo B. Portanto
temos que CBA >CBD (1).

Como o triangulo ACBD é is6sceles de base BD (construgdo CB = CD ) temos que CBD =
CDB (2).

Pelo teorema do angulo externo temos que CDB > CAB 3).

De (1), (2) e (3) temos que: CBA >CBD =CDB > CAB, ou seja, B>A.

Analogamente, podemos provar que ao menor lado opde-se o menor angulo.

PROPOSICAO: Se dois angulos de um tridngulo ndo sao congruentes, entdo seus lados opostos
nao sdo iguais e o maior lado é oposto ao maior angulo.

Prova:

Consideremos um tridngulo AABC tal que B# A, vamos supor que B> A. Devemos
mostrar que BC#AC e que AC é o maior lado (pois este é oposto ao maior angulo).

. C
a) Mostraremos inicialmente que os lados BC e

AC ndo sdo iguais.
Da hipotese temos que Bz A. Logo, podemos
concluir que o tridngulo AABC ndo ¢ isosceles de base

AB e, portanto, os lados ndo sdo iguais. Desta forma,
BC#AC. B A
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b) Agora vamos mostrar que BC <AC.

Sabemos que B> A. Podemos observar que, existem trés possibilidades que podem
ocorrer: BC>AC, BC<ACou BC=AC.
Se BC>AC entdo, pela proposicdo anterior, deveriamos ter A>B , 0 que contraria a

hipétese.

Do mesmo modo, se ocorresse BC =AC o tridangulo seria isdsceles e A =B o que estd em
desacordo com a hipétese (provado no item a).

Logo, deve ocorrer BC <AC.

TEOREMA: Em todo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados é maior do que o
comprimento do terceiro lado.

Prova:

Dado um tridngulo AABC mostraremos
que AB+BC>AC.

Considere o ponto D na semi-reta AB tal
que BD =BC. Portanto, o triangulo ABCD é is6sce-
les de base CD. Logo, BCD =BDC (1).

ComoAD=AB+BD entdo D-B-A e a semi- —
reta CB divide o angulo ACD . Portanto, ACD >
BCD (2).

De (1) e (2) temos que, no triangulo AACD, ACD >BCD.Mas pela proposicao anterior
temos que ao maior angulo opde-se o maior lado, ou seja, AD>AC. MasAD=AB+BD=
AB+BC e, portanto, AB+BC>AC.

DEFINICAO: Um tridngulo que possui um angulo reto é chamado tridngulo retangulo. O lado
oposto ao angulo reto é chamado hipotenusa, e os outros dois lados sdo denominados
catetos.

C,

EXERCICIO: Mostre que num tridngulo retangulo:
a) A hipotenusa é sempre menor que a soma dos catetos.

b) A hipotenusa é sempre maior que qualquer cateto.

c) Os angulos opostos aos catetos sdo agudos. ||
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EXERCICIOS

01. Dados reta r, pontos P e Q, pede-se: obter sobre r um ponto A, tal que PA+AQ seja
minimo. Justifique a resolucao.

P ¥ +Q

+

/ ¥ Q f""""r//_

r r

02. Na figura abaixo somente as medidas dos angulos estao corretas. Responda as questdes,
justificando-as.

a) Os triangulos ABC e DCB sao congruentes?
b) Qual o maior lado do triangulo ABC?

¢) Qual o menor lado do tridngulo DBC?

04. Se um triangulo ABC é equilatero e D é um ponto tal que B-D-C, mostre que AD>BD.

e A

05. Demonstre que: dados dois triangulos AABC e ADEEF, se A= ]:Z, AB=DE e C=F , entdo os
tridangulos sao congruentes.

Este é o quarto caso de congruéncia de tridngulos, chamado de Lado-Angulo-Angulo
Oposto - (LAA0)

06. Sejam AABC e ADEF dois tridngulos retangulos cujos angulo retos sao C e F. Prove que se
AB =DE e BC =EF entdo os triangulos sdo congruentes.

Este é o teorema de congruéncia de tridngulos retangulos - (LLAr)
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07. Justifique a construcdo da bissetriz de um angulo dada no exercicio da pagina 13. (Ou seja,
prove que: AOb =bOB).

08. Prove que num tridngulo is6sceles ABC, de base BC ,aalturarelativa ao vértice A é também
mediana e bissetriz.

1.9. O AXIOMA DAS PARALELAS
AXIOMA 5. Por um ponto fora de uma reta m passa uma tnica reta paralela a reta m. (Unicidade)

Devemos observar que este axioma prescreve a unicidade, ja que a existéncia de reta
paralela a m, passando por um ponto dado, ja era garantida.

PROPOSICAO: Se a reta m é paralela a duas outras retas n1 e nz, entdo n1 e n sdo paralelas ou
coincidentes.

Prova:

Vamos supor que m seja paralela an; e any, n1#
n2 e que N1 ndo seja paralela a no.

n
Como n1 e n2 ndo coincidem e ndo sao paralelas, !

entdo elas tém um ponto em comum P. Mas pelo ponto P _m
estdo passando duas retas, n1 e nz, que sao distintas e
paralelas a uma mesma reta m. O que contradiz o -
Axioma 5. 2

PROPOSICAO: Se uma reta m corta uma de duas paralelas, n1 e nz, entdo corta também a

outra.
Prova:
. m
Vamos supor que n1 seja paralela any, mcorta
n; mas nao corta no.

Como m ndo corta n» entdo m e ny sdo parale-
las. Assim, n é paralela a m e a ni. Pela proposicao
anterior temos que m e ni sdo paralelas, o que

. . p n
contradiz a hipétese. Logo, m também corta no. 2
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PROPOSICAO: Sejam m, ny, Nz, n1 # N, e os angulos indicados <« 2 e < 6 na figura abaixo. Se <« 2
=< 6, entdo as retas n1 e n2 sdo paralelas.

Prova:

Vamos supor que <2 =<6 e que n1 e nz ndo sao

paralelas. Como as retas sdo distintas, elas se interceptam em ¥2

algum ponto P, formando entdo um tridngulo. ny

Neste tridngulo <2 é angulo externo e <6 é um
angulo interno ndo adjacente ao dngulo <2 ou vice-versa. {¥6

Assim, pelo teorema do angulo externo terfamos <2 #<x6,0 M2 /
que contradiz a nossa hipétese. Portanto, n1 e n2 ndo se
interceptam.

DEFINICAO: Quando duas retas (ndo necessariamente paralelas) sdo cortadas por uma
transversal formam-se oito dngulos como indicados na figura abaixo.

Chamam-se angulos:

m
correspondentes: <x1e<x5, «x2e<x6, x3ex7, x4ex8.

+1/ 42
opostos pelo vértice: <2e<x4, «xle<x3, «x5ex7, «xb6ex8. M 34 /43
internos : entre asretasnieny: <3, <4, <5e<x6. 45 /46
externos : fora das retasnienz: <1, <2, <7 e<x8. o '*3/47

colaterais : aqueles que estdo de um mesmo lado da transversal:

colaterais internos: <3 e<x6, <4 e<x>5.

colaterais externos: «<1e<x8, «x2e<x7.

alternos : aqueles que estdo em semi-planos opostos em relagao a transversal:

alternos internos: <3 e<x5, <4 e «6.

alternos externos: «<x1le<x7, <2 e<«x8.

PROPOSICAO: Se ao cortarmos duas retas com uma transversal obtivermos <« 3 +< 6 = 180e,
entdo as retas sdo paralelas.

Prova:

Pela hipotese temos que < 3 + % 6 =180°, mas como <« 2 e « 3 sdo suplementares, entao
<2+ «x3=<«x3+ «x6=180° logo<«x2 = «6. Pela proposicao anterior temos que as retas sdo
paralelas.
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PROPOSICAO: Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, entdo os angulos
correspondentes sdo iguais.

Prova:
m
Sejam ni e ny retas paralelas cortadas pela trans- 1
versal m nos pontos A e B, respectivamente. A
. n
Considere uma reta n passando pelo ponto Ae ! \\\ahﬁh

formando com a transversal quatro angulos iguais aos
angulos correspondentes formados pela reta n, com a
mesma transversal. L) / B

De acordo com a 12 proposicao da pagina 30, ne
ny sdo paralelas. Mas pela hipétese temos que ni e nz sdo paralelas. Portanto n e ni também sao
paralelas e concorrem num mesmo ponto A, logo n e n1 sdo coincidentes.

Portanto, n1 forma com a reta m angulos iguais aos correspondentes formados por nz
com a reta m.

COROLARIO: Se os angulos alternos internos (ou externos) sao congruentes, entdo ni || no.

Prova: Exercicio

COROLARIO: Se n || n2 entdo os angulos alternos internos (ou externos) sao congruentes.

Prova: Exercicio

TEOREMA: A soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a 180°.
Prova:

Pelo vértice A, construa n1 paralela a BC = no.

Considere os angulos como indicados na figura n
ao lado. Como as retas AB e AC sdo transversais as
paralelas n1 e nz entdo os angulos alternos internos sao
iguais, ou seja, y=0e 3 =6. Como a + d + 8 =180°, temos
que a + 3 +y=180c.

COROLARIO:
a) A soma das medidas dos angulos agudos de um tridangulo retangulo é 90c.
b) Cada angulo de um tridngulo equilatero mede 60°.

¢) A medida de um angulo externo de um tridngulo é igual a soma das medidas
dos dngulos internos nao adjacentes.

d) A soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°.
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TEOREMA: Se n1 e n2 sdo paralelas, entdo todos os pontos de n1 estdo a mesma distancia de n2.(a
reciproca é verdadeira)

Prova:

Sejam ni e ny retas paralelas. Sobre ni considere- A B
mos dois pontos A e B, e deles baixemos perpendiculares a M4 L]
reta n2. Sejam A’ e B' respectivamente os pés destas

perpendiculares. Devemos provar que AA' =BB'.

o

Vamos unir A e B'. Considere os tridngulos AAA'B’ n, A B
e AB'BA. Como AB' é comum, A'B'A=B'AB (pois sdo
angulos alternos internos relativos a transversal AB') e A'AB' = AB'B (pois sao angulos

complementares, respectivamente, BAB e A'B'A), logo os tridangulos AAA'B' e AB'BA sao
congruentes pelo critério ALA. Portanto, lados e &ngulos correspondentes sdo congruentes, ou

seja, AA' =BB'.

EXERCICIO: Refazer o exercicio 5 da pagina 28 utilizando o fato de que a soma dos angulos
internos de um tridngulo é 180°.

PARALELOGRAMO
DEFINICAO: Paralelogramo é um quadrildtero cujos lados opostos sdo paralelos.
PROPOSICAO: Em todo paralelogramo lados e angulos opostos sdo congruentes.

Prova:

Seja ABCD um paralelogramo. Considere a

diagonal BD . Como AB e DC séo paralelas cortadas
por BD, entdo ABD =BDC (angulos alternos inter-
nos) e como AD e BC sdo paralelas cortadas por BD,

entdo ADB =DBC. Como BD é comum, podemos
concluir que os triangulos ADB e CBD sao
congruentes pelo critério ALA. Logo, lados e A B
angulos correspondentes sdo congruentes, ou seja,

AD=BC, AB=CD e A=C.
Temos ainda que D = ADB +BDC = DBC + ABD =B. Logo, D =B.
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PROPOSICAO: As diagonais de um paralelogramo se interceptam em um ponto que é o ponto
médio das duas diagonais.

Prova:

Seja ABCD um paralelogramo com as
diagonais AC e BD.Seja M o ponto de intersecéo
das diagonais. Devemos provar que DM =MB e M
AM =MC.
Como AB e DC sdo paralelas cortadas ,* ‘B
pelas transversais AC e BD, entdo determinam

angulos alternos internos iguais, ou seja, BAM =MCD e ABM =MDC. Como AB=CD (lados
do paralelogramo) entao AAMB = ACMD pelo critério ALA. Logo lados e angulos

correspondentes sdo congruentes, ou seja, AM =MC e BM =MD.

PROPOSICAO: Se os lados opostos de um quadrilatero sdo congruentes entdo o quadrilatero é um
paralelogramo.

Prova:

Seja ABCD wum quadrildtero com

AB=CD e BC = AD. Devemos provar que ABCD
é um paralelogramo, ou seja, que AB || CD e BC ||

AD.

Considere a diagonal BD do quadriléate-

ro. Nos tridngulos ABD e CDB temos que BD é A .

lado comum, AB = CD (hipétese) e BC = AD (hipétese). Logo, os tridngulos sao congruentes pelo
critério LLL, e lados e angulos correspondentes sdao congruentes. Ou seja, CDB=ABD e
CBD = ADB. A primeira igualdade garante que AB || DC e a segunda garante que BC || AD.
Logo, ABCD é um paralelogramo.

PROPOSICAO: Se dois lados opostos de um quadrilatero sdo congruentes e paralelos, entdo o
quadrilatero é um paralelogramo.

Prova:

Seja ABCD um quadrilaterocom AD || BCe AD =BC. Devemos provar que ABCD é um
paralelogramo. De acordo com a proposicdo anterior, se provarmos que AB=CD), entdo o
quadrilatero sera um paralelogramo.

Considere a diagonal BD eos triangulos ADB e CBD. Como AD || BC sdo cortadas pela
transversal BD entdo os angulos alternos internos sao iguais, ou seja, ADB =DBC. Como
AD =BC (hipétese) e BD élado comum, entdo AADB =ACBD pelo critério LAL. Logo, lados e

angulos correspondentes sdo congruentes, ou seja, AB =CD. Pela proposicao anterior, ABCD é
um paralelogramo.
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TEOREMA: O segmento ligando os pontos médios de dois lados de um tridangulo é paralelo ao
terceiro lado e tem metade do seu comprimento.

Prova:

Sejam D e E os pontos médios de A
AB e AC respectivamente. Devemos pro-

var que DE || BC e que ﬁ=%ﬁ

Determine na semi-reta ED um E D N
ponto F tal que FD =DE. Como AD =BD
(D é ponto médio de AB) e ADE =FDB
(angulos opostos pelo vértice), entao AADE
= AFDB por LAL. Como consequéncia te-

mos que DFB =AED e FB = AE. c’ *B
Como FB=AE e AE =EC (E é ponto médio de AC), temos que FB =EC.

Logo, FB e EC sao paralelos (pois BFD e DEA sdo angulos alternos internos
congruentes) e tém o mesmo comprimento. Como, todo quadrildtero que possui dois lados
opostos paralelos e congruentes é um paralelogramo, concluimos que FBCE é um paralelogra-
mo. Portanto, DE || BC e tém o mesmo comprimento. Como D é ponto médio de FE, entdo

DE=1BC.
2

PROPOSICAO: Suponha que trés retas paralelas a, b e ¢, cortam as retas m e n nos pontos A, Be C

e nos pontos A’, B' e C', respectivamente. Se AB = BC, entdio A'B'=B'C'.

Prova:
Considere uma reta m' paralela a
reta m ' b Al NA /D
que passa por B'. Esta reta corta as -
retas a e c nos pontos D e E. /
Como ABB'D e BCEB' sao paralelo-
gramos (pois tém lados opostos paralelos) B/ B’

entio DB =AB e BE' =BC. Além disso, b
como AB=BC por hipétese, entdo con-

cluimos que DB'=B'E. Gy / c'
Temos que DB'A’ = C'B'E (opostos I &
pelo vértice) e B'DA’'=BEC (alternos / m m' :

internos determinados pela transversal DE
e as retas paralelas a e c).

Logo, AA'DB' = AC'EB’ pelo critério ALA. Portanto, A'B' = B'C.
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COROLARIO: Suponha que k retas paralelas aj, az, ..., ak cortam duas retas m e n nos pontos Aj,
A, ..., Ak e nos pontos A'1, A’y ..., A'k respectivamente.

Se A, A, =A,A,=..=A,_ A, entdo A'A, =A A, =..=A_Al.

V.Y

A

a

! A’)/ \A")
a

2 AJ A,
a

3 .

Aa/ Ay
34 A A‘
k-1 k-1

da

K1, k/ A,
d

k/m

Este corolario é uma generalizacdo da proposi¢do anterior.

TEOREMA DE TALES: Se um feixe improprio de retas é interceptado por um feixe préprio de retas,
entdo a razdo entre dois segmentos quaisquer de uma delas é igual a razao entre os
segmentos respectivamente correspondentes na outra reta do mesmo feixe.

Prova:

Considere que os segmentos

A A, e A;A, sejam comensuraveis. Entao

existe um segmento u que é submltiplo
de ambos. Logo, existem nameros p e q,

taisque AA, =pue AJA, =qu.

AA, _p

AA, g
Conduzindo retas si, S, Ss,...,
pelos pontos de divisdo dos segmentos
AA, e AjA,, ossegmentos BB, e B,B,
sdo divididos, respectivamente, em p e q

Portanto,

A \B\C,
U'\ \

. of W\ O\
%2 uf u'\ N\
i A, N\,

A B, G,

AS \B% \CS

[u u'\ N\
S Ju u'\ N\
S5 Ju U‘\ \
Sg \

/ X
Ayf B4\ C\

partes de comprimento u’, tais que B,B,=pu’ e B,B, =qu’.

Concluimos entao que BB,
B3B4
AlAZ — ClCZ
A3A4 C3C4

par de segmentos A /A, e AJA,.

Qo

. De modo analogo, podemos demonstrar que

, € para quaisquer segmentos determinados pelas paralelas usadas para definir o
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Exemplo: O baricentro divide as medianas na razao AG = BG = cG = E

m, m, m, 3

a

C

EXERCICIOS

01. Na figura abaixo, O é o ponto médio de AD e B=C. Se B, O e Csdo colineares, mostre que
AABO = ADCO.

A, B

c D
DEFINICAO: Um segmento ligando dois pontos de uma circunferéncia e passando por seu centro
chama-se diametro.

02. Na figura abaixo, o ponto O é o centro da circunferéncia, AB é um didmetro e C é outro
ponto da circunferéncia. Mostre que 3 = 20.

Cc

03. Mostre que se os angulos opostos de um quadrilatero sao congruentes, entao o quadrildtero
é um paralelogramo.
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04. Mostre que se as diagonais de um quadrilatero se interceptam em um ponto que é ponto
médio de ambas, entdo o quadrilatero é um paralelogramo.

DEFINICAO: Um retangulo é um quadrildtero que tem todos os seus angulos retos.
05. Mostre que todo retadngulo é um paralelogramo.
06. Mostre que as diagonais de um retangulo sdo congruentes.

07. Mostre que se as diagonais de um paralelogramo sdo congruentes, entdo o paralelogramo é
um retangulo.

DEFINICAO: Um losango (ou rombo) é um quadrildtero que tem todos os seus lados congruentes.
08. Mostre que todo losango é um paralelogramo.

09. Mostre que as diagonais de um losango cortam-se em dngulo reto e sao bissetrizes dos seus
angulos.

10. Mostre que um paralelogramo cujas diagonais sdo perpendiculares é um losango.

DEFINICAO: Um quadrado é um quadrilatero que tem os quatro angulos retos e os quatro lados
congruentes.

11. Prove que um quadrado é um retangulo e que é também um losango.

12. Mostre que se as diagonais de um quadrilatero sdo congruentes e se cortam em um ponto
que é ponto médio de ambas, entdo o quadrildtero é um retangulo. Se, além disso, as
diagonais sdo perpendiculares uma a outra, entdo o quadrilatero é um quadrado.

DEFINICAO: Um trapézio é um quadrilatero em que dois lados opostos sao paralelos. Os lados
paralelos de um trapézio sdao chamados de bases e os outros dois sdo chamados de
laterais. Um trapézio escaleno tem suas laterais ndo congruentes. Um trapézio retangulo
(ou bi-retangulo) tem dois angulos retos. Um trapézio isdsceles tem as laterais
congruentes.

A

13. Seja ABCD um trapézio de base AB. Se ele é is6sceles, mostre que A=Be C=D.
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14. Mostre que as diagonais de um trapézio isdsceles sdo congruentes.

15. Prove que o segmento ligando os pontos médios das laterais de um trapézio escaleno é
paralelo as bases e que seu comprimento é a média aritmética dos comprimentos das bases.

D C

Dica: Considere o ponto E como sendo a intersecao das retas AB e DN, prove que ADNC =
AENB (ALA). Considere também o triangulo ADAE e o segmento MN..

16. Prove que os pontos médios dos lados de um quadrildtero qualquer sdo vértices de um
paralelogramo.

17. Prove que a soma dos angulos internos de um poligono de n lados é (n — 2).180c.

1.10. SEMELHANCA DE TRIANGULOS

DEFINICAO: Dois tridngulos sao semelhantes se for possivel estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre seus vértices de modo que angulos correspondentes sejam iguais e
lados correspondentes sejam proporcionais.

C

I

A ‘B D g

Ou seja, se ABC e EFG sdo dois tridngulos semelhantesese A <« E,B =« FeC =« Géa
correspondéncia que estabelece a semelhanca, entdo valem simultaneamente as seguintes
igualdades:

AABC ~AEFG ={ A8 BC AC
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Observacao: O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de
razdo de proporcionalidade entre os dois tridngulos.

EXERCIicIO: Dois tridngulos congruentes sdo semelhantes. Justifique a afirmacédo e indique a
razdo de proporcionalidade.

PROPRIEDADES DA SEMELHANCA DE DOIS TRIANGULOS:
a) Reflexiva: AABC ~ AABC
b) Simétrica: AABC ~ ADEF < ADEF ~ AABC
¢) Transitiva: AABC ~ ADEF e ADEF ~ AGHI = AABC ~ AGHI

TEOREMA: Se A =D e B=E, entio AABC ~ ADEF.

Este é conhecido como o segundo caso de semelhanga de triangulos (AAA ou AA).
Prova:

F

A » B D # s E

Como a soma dos dngulos de um tridngulo é 180°, entdo as igualdades A=DeB=E
acarretam em C =F. Resta provar que os lados correspondentes sdo proporcionais.

Considere o ponto G na semi-reta EF tal que DG = AB. Construa a reta paralela a
EF EF que passa por G, determinando o ponto H em DF . Logo, temos ADGH = AABC (A D,

AB=DG e B=E =DGH sendo que esta tltima igualdade deve-se ao paralelismo de GH e EF).
Logo, AB=DGe AC =DH.

Como HG é paralela a EF, e ambas sao cortadas pelas retas DE e DF entdo determinam

DG DH
segmentos proporcionais, ou seja, — = —

DE DF

ComoAB =DGe AC =DH entio substituindo na igualdade acima temos % = g—g

De maneira andloga demonstramos que ﬁ = E

DE EF
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TEOREMA:Se A =D e ﬁ _g—g entio AABC ~ ADEF.

DE

Este é conhecido como primeiro caso de semelhanca de triangulos (LAL).

Prova:

Construa um triangulo AGHI tal que GH=DE, G=A eH=B. Logo por AAA temos

que AABC ~ AGHI. Portanto, os lados correspondentes sao proporcionais: é—B A—C . Como

GH =DE, entdo AB _aL . Porém, pela hipétese sabemos que AB . —,
EF Gl DE

que GI=DF.

C
/A F
| /\ |
A 'B D " EG

™

Portanto, ADEF = AGHI (DF =GI, D=G e DE=GH - LAL).
Como AABC ~ AGHI e ADEF = AGHI, temos que AABC ~ ADEF.

TEOREMA: Se ’ﬁ ]E AC , entdo AABC ~ ADEF.
DE EF F

Este é o terceiro caso de semelhanca de tridngulos (LLL).

Prova:

c
/\ F |
/\ |
A B D E G

Considere o tridngulo GHI tal que G=A, GH=DE e GI=DF.

Logo, podemos conclui da hipétese que é:li = % ,ecomo H = A temos que AABC ~

AGHI. Portanto, lados correspondentes sdo proporcionais, ou seja, == AB BC D).
GH HI
Da hipétese temos que = ===, mas DE=GH (construgao), entdo i =£
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Comparando esta tltima expressdo com (1) temos queﬁ =EF.

Logo, ADEF = AGHI (ﬁ =GH, EF=HI e DF=GI ). Como AABC ~ AGHI temos que
AABC ~ ADEF.

DEFINICAO: Dados dois segmentos p e q, a média aritmética entre eles é um segmento x tal que
X =(p *+q)/2 e amédia geométrica (ou média proporcional) entre eles, é um segmentoyy,

tal quey =./p.q.

PROPOSICAO: Em todo tridngulo retangulo a altura relativa ao vértice do angulo reto é média
geométrica (ou proporcional) entre as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa. Os
catetos sdo médias geométricas entre a hipotenusa e as suas projecdes sobre a
hipotenusa.

Prova: A
Seja ABC um triangulo retangulo com angulo
reto no vértice A. Trace a altura AH =h do vértice A ao C

lado BC . As projecdes dos catetos b e ¢ sd0 os segmen-
tos CH=me BH=n. n

Como AH é perpendicular a BC, entdo os
tridangulos AHBA e AHAC sdo retangulos.

ComoB+C =900 e B+BAH =90, entio BAH=C.
Temos que B+C =900 e C+HAC =900, entio HAC =B
Logo, AHBA ~ AHAC por AAA, e estes triangulos sdo semelhantes ao triangulo AABC.

Logo, podemos escrever as expressdes que traduzem a proporcionalidade dos lados:

- AABC ~ AHBA _a_b_c _o-an
¢c h n
A-HB-=BeC-=A
-AABC ~ AHAC a_b_c am
b m h
AeHBoAeCoC
-AHBA ~ AHAC L b.m_bh n
c h n

HeHBeCeA« A
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TEOREMA DE PITAGORAS: Em todo tridngulo retangulo o quadrado do comprimento da
hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Prova:
Considere um triangulo ABC retangulo em A. Devemos mostrar que a? = b? + c2.

Na proposicao anterior foi provado que AABC ~ AHBA ~ AHAC e portanto que b>=a.m
e c2=a.n. Somando membro a membro as duas expressdes temos que:

b2+c2=am+an=a(m+n)=a.a=a

Ou seja, a>2 =b? + 2.

EXERCICIO: Prove a reciproca do teorema de Pitagoras.

DEFINICAO: Considere os tridngulos AOAB e AOCD retangulos em B e D. Com as medidas dos
lados destes triangulos podemos definir as seguintes razdes trigonométricas:

A

o
1. tangente de a = tan(a) = AB _CD __cateto OPOStO ,
OB OD cateto adjacente

AB _CD _ cateto oposto
2. seno de o = sen(a) = = =— e
OA OC  hipotenusa

OB _OD _ cateto adjacente

3. cosseno de a = cos() = = = .
OA OC hipotenusa

Ao considerar uma circunferéncia de raio unitario, podemos encontrar as relagdes trigo-
nomeétricas conforma mostram as figuras a seguir.

Como tan(a) = AM _AM .OM - sen(@) , temos que tan(a) __ 1 D).
OA OM OA cos(a) sen(a) cos(a)
Temos que AOMA ~ AOPT, ou seja, 2T g (2).
AM OA

Mas OA = cos(a), OT =1 e AM = sen(a). Substituindo estes segmentos em (2),
obtemos a relagdo (1), ou seja, PT =tan(a).
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y t
P
B ________
T |,
| a
sen(a) ! Ag)
CO = -

Outras relagdes trigonométricas sdo as seguintes:

1 _ hipotenusa

4. secante de a = sec(Q) = = - ,
cos(a) cateto adjacente

cos(0) _ cateto adjacente o

5. cotangente de o = cotg(a) =
sen(0)  cateto oposto

1 _ hipotenusa

6. cossecante de o = cosec() = .
sen(a) cateto oposto

Yi
R
a yt
N cotg(a) !
t Q
oaec(u)- _________ M
Bl . =7 .
AN i 5
A ! TA |
Como AOMR ~ AMAOQO, temos g = g .
AM OM
Temos que OM =1e AM = sen(), ou seja, OR = 1 - cotg(a).
sen(0)
Outra semelhanca é entre os triangulos AOMA ~ AOSM, logo OM_95 .
OA OM
Temos as medidas de OM =1e OA = cos(a), ou seja, oS = 1 sec(a).

cos(0)



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA - DEPARTAMENTO DE EXPRESSAO GRAFICA
ELEMENTOS DE GEOMETRIA 44

Como AOBM ~ AONQ, temos que O—_N = N=Q .
OB BM

Temos que ON =1, OB = sen(0) e BM = cos(), ou seja, NQ = cosigi =cotg(a).
sen

EXERCICIOS

01. Na figuraabaixo D e E sdo pontos médios de AB e AC, respectivamente. Mostre que AADE
e AABC sdo semelhantes. c

A D B
02. Prove que se um tridngulo retadngulo tem angulos agudos de 30° e 60° entdo seu menor
cateto mede metade do comprimento da hipotenusa.

03. Mostre que dois tridngulos equildteros sdo sempre semelhantes.

04. Mostre que sao semelhantes dois tridngulos is6sceles que tém iguais os angulos opostos a
base.

05. Na figura abaixo temose que ABDA ~ AABC, sendo a semelhanca a quelevaBem A, Dem B
e A em C. Prove que o tridngulo BDA é isésceles. &

A B
06. Prove que as alturas (ou as medianas, ou as bissetrizes) correspondentes em tridngulos
semelhantes estdo na mesma razao que os lados correspondentes.

07. Prove que a bissetriz de um angulo de um tridngulo divide o lado oposto em segmentos
proporcionais aos outros dois lados. Isto ¢, se ABC é o tridngulo e BD é a bissetriz do angulo
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B, sendo D um ponto do lado AC, entdo % 2

BC

Dica: trace pelo ponto A uma reta r paralela a BD, que intercepta a semi-reta CB em um
ponto E formando tridngulos semelhantes.

08. Se dois triangulos tém lados correspondentes paralelos, entdo prove que sdo semelhantes.
09. Usando as definic6es trigonométricas, prove as relacoes trigonométricas:
a) sen?(a) + cos?(0) =1
b) cos(90° — a) = sen(a), onde 0 < a < 90°
) sen(90° - O() =cos(a), onde 0 < a < 90°
d) tan?(a) + 1 = sec?(a)
e) 1+ cotg?(a ) cosec?(Q)

V2

2

C

f) sen(45°) = sen(45°) =

g) tan(45°) =1

h) sen(60°) = %

i) cos(60°) = %
j) tan(60°) = /3

k) sen(30°) =

I\J‘él N | =

1) cos(30°) =

m) tan(30°) = ?3
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_ CAPITULO 2: LUGARES GEOMETRICOS

Os problemas em Desenho Geométrico resumem-se em encontrar pontos, e para
determinar um ponto basta obter o cruzamento entre duas linhas.

DEFINICAO: Um conjunto de pontos do plano constitui um lugar geométrico (L.G.) em
relacdo a uma determinada propriedade P quando satisfaz as seguintes condigdes:

a) Todo ponto que pertence ao lugar geométrico possui a propriedade P;

b) Todo ponto que possui a propriedade P pertence ao lugar geométrico.

Observacdo: Naresolucao de problemas, procuramos construir graficamente uma determinada
figura, mas que satisfaca as condicdes impostas (ou propriedades). Geralmente, estas
condicdes impostas sao lugares geométricos construtiveis com régua e compasso. O
emprego de figuras que constituem lugares geométricos nas resolucdes de problemas
graficos é chamado de Método dos Lugares Geométricos.

2.1. LUGAR GEOMETRICO 1 - CIRCUNFERENCIA

LG 01: O lugar geométrico dos pontos do plano situados a A
uma distancia constante r de um ponto fixo O é a
CIRCUNFERENCIA de centro O e raio r. r

Notaco: CIRCUNF(O,r).

EXERCIicIO: Construir um tridngulo ABC, dados os trés lados a, b e c.

.
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Para se provar que uma determinada figura F é um lugar geométrico dos pontos do
plano que tém uma propriedade P, temos que demonstrar dois teoremas:

a) todo ponto de F tem a propriedade P;

b) todo ponto que tem a propriedade P pertence a F.

E importante frisar a necessidade de demonstrar os dois teoremas, pois um s6 deles nao
garante que a figura F seja um lugar geométrico.

No caso da circunferéncia, temos que:

a) todo ponto da circunferéncia (de centro O e raio r) equidista do ponto O segundo uma
distancia r;

b) todo ponto que equidista de O segundo uma distancia r pertence a circunferéncia de
centro O eraior.

2.2. LUGAR GEOMETRICO 2 - MEDIATRIZ

LG 02: Olugar geométrico dos pontos do plano eqtiidistantes
de dois pontos A e B dados é a MEDIATRIZ do

segmento AB.

Considere dois pontos fixos A e B. Sejam P e Q dois o 4
pontos tais que AP=PB= E = @ Como P e Q possuem a x .
mesma propriedade, e por eles passa uma tnica reta m entao i
veremos que m possuira a mesma propriedade de P e Q.

Observagio: Lembre-se que esta construcio nos fornece a mediatriz de AB, pois como
AP =PB =AQ =QB, o quadrilatero APBQ é um losango e, portanto, as suas diagonais
cortam-se em angulo reto e no ponto médio das mesmas.

Mostraremos que a mediatriz é um lugar geométrico:

TaAB
12 parte: Todo ponto da mediatriz de AB é equidistante de A e B. L
Prova: X

Nos tridngulos XAM e XBM temos AM=BM (M é / \
ponto médi()ﬁla hipotese), AMX = BMX (ambos sao retos pela A il 1, ;
hipétese) e XM ¢é lado comum. Portanto, AXAM = AXBM por
LAL, logo, lados e angulos correspondentes sao congruentes, ou

seja, XA =XB.
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22 parte: Todo ponto equidistante de A e B pertence a mediatriz de AB.

Prova:

'l S

A B A M B

Seja Y um ponto equidistante de A e B. Tracamos por Y a reta r perpendicular a AB e
vamos provar que r é a mediatriz de AB isto é, que r passa pelo ponto médio de AB.

Seja M o ponto de intersecao der e AB. Como YM ¢ a altura relativa 2 base AB do
tridangulo is6sceles AYAB, entdo YM também é mediana, isto é, M é o ponto médio de AB.
Assim, a reta r é perpendicular a AB e passa pelo ponto médio do mesmo, isto é, r é a mediatriz
de AB. Logo, Y pertence a mediatriz de AB.

Portanto, a mediatriz é um lugar geométrico.

EXERCICIOS

01. Tracar a mediatriz do segmento AB dado abaixo, nas seguintes condicdes:

02. Tragar uma reta perpendicular a uma reta dada r, por um ponto P dado.

a)P0r; b)POr.
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03. Tragar a circunferéncia que passe pelos pontos A, B e C dados.

C

+

04. Construir um angulo reto.

2.3. LUGAR GEOMETRICO 3 - RETAS PARALELAS

59

S

LG 03: O lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de uma reta dada deste plano
compde-se de duas retas PARALELAS a reta dada e construidas a mesma distancia d da
reta considerada.

Vamos mostrar que é um lugar geométrico:

Seja F =s1 L 52, onde s1 || re dist(sy, r) =d, s2 || r e dist(s2, r) = d.
12 parte: Todos os pontos de F distam d da reta r.
Prova:

Seja X um ponto de F. Entdo X O s1 ou X s, ou seja, dist(X, r) = dist(s1, r) ou dist(X, r) =
dist(s, r). Portanto, dist(X, r) = d.
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22 parte: Todos os pontos que distam d daretar s X

pertencem a F. []
Prova: d

Seja Y um ponto que dista d daretar, r []
ouseja, dist(Y, r) =d. Logo, dist(Y, r) = dist(s1, r) L] L
ou dist(Y, r) =dist(sz, r) eassim Y Osiou’Y Osp. d
Portanto, Y L F. [] []
55 v

Logo, F =s1 [ s26 um lugar geométrico.

Observacao: Nas demonstracgdes das duas partes utilizamos a ideia das distancias entre duas
retas paralelas e da distancia de ponto a reta. As passagens podem ser detalhadas
utilizando-se retangulos.

EXERCICIOS

01. Tragar pelo ponto P uma reta paralela a reta r dada de duas maneiras distintas.

02. Tragar paralelas a distancia d da reta r.
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03. Construir um tridngulo MNP com a mesma érea do tridngulo ABC dado, em que a base serd
olado a.

A

2.4. LUGAR GEOMETRICO 4 - BISSETRIZ

LG 04: O lugar geométrico dos pontos do plano equi-
distantes de duas retas concorrentes dadas,
compde-se de duas outras retas, perpendicu-
lares entre si e BISSETRIZES dos angulos
formados pelas retas dadas.

Observacao: As retas bi e bz assim construidas como
mostra a figura acima sdo bissetrizes dos
angulos formados pelas retas dadas (pois, para b: temos que AO13 = AO23 por LLL, ou
seja, lados e angulos correspondentes sao congruentes: 103 = 302).

Mostraremos que é um lugar geométrico:

Sejam r e s as retas concorrentes, Ob; e Obz as bissetrizes dos angulos formados porres,
e F =Ob; [ Obs.

12 parte: Todo ponto de F equidista dos lados desse angulo (rOs).
Prova:

Seja X um ponto que pertence a F. Logo,
X Ubr ouX U bo.

Como as distancias de X aos lados do angulo
sdo medidas segundo segmentos perpendiculares

entdo XA = dist(X, r) e XB= dist(X, s).

Nos tridngulos AXOA e AXOB temos que&
é lado comum, XOA = XOB (por hipétese X pertence
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a bissetriz) e OBX = OAX = 90°. Assim, pelo critério LAAo, AXOA = AXOB. Logo,ﬂ = ﬁ, ou
seja, X equidista der e s.

22 parte: Todo ponto que é equidistante dos lados de um angulo pertence a F.

Prova:

Considere um ponto Y equidistante der e s, e a semi-reta QY . Provaremos que OY éa
bissetriz do angulo formado pelas retas.

Como Y é equidistante der e s, teremos dist(Y, r) = dist(Y, s). Considere dist(Y,r) =YC e
dist(Y, s) =YD . Assim temos que YC = YD.

Nos triangulos AYOC e AYOD, temos: OYé lado comum, YC =YD (hipétese) e
YCO =YDO = 90°.
Assim, pelo caso especial de congruéncia de tridngulos retangulos LLAr, concluimos

que AYOC =AYOD sao congruentes. Logo, YOC =YOD, ou seja, OY é bissetriz. Assim temos
que Y 0 Ob; ou Y O Oby, portanto, Y O F.

DEFINICAO: A tangente a uma circunferéncia é a reta que intercepta a circunferéncia num
tnico ponto. O ponto comum é chamado ponto de tangéncia.

PROPOSICAO: Se uma reta é tangente a uma circunferéncia, entao ela é perpendicular ao raio que

une o centro ao ponto de tangéncia.
t n . P I

Prova:

Considere o ponto de tangéncia T e um ponto

P # T da reta tangente t tal que OP [ t. Provaremos
que os pontos P e T devem ser coincidentes.

Determine na reta t um ponto T tal que T-P-T'
e PT=PT'. Como OP é um lado em comuim,
OPT =OPT' = 90° e PT =PT', temos que OT =0T
Como OT mede oraioda circunferéncia, OT' também

mede o raio, ou seja, T' é um ponto da circunferéncia.
Contradicdo, pois desta forma a tangente t possui dois

pontos da circunferéncia. Logo, P e T coincidem, e PT Ot.

PROPOSICAO: Se uma reta é perpendicular a um raio em sua
extremidade, entdo a reta é tangente a circunferéncia.

Prova:

Considere uma reta t perpendicular ao raio OT.
Determine um ponto P qualquer de t. Provaremos que este

ponto ndo pertence ao circulo de centro O e raio OT .
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Como t I ﬁ, temos que:
OT +PT =OP
Portanto, podemos concluir que OT < OP, ou seja, P serd sempre externo a

circunferéncia. Logo, T é o inico ponto da reta t que pertence a circunferéncia, o que prova que t
é tangente.

EXERCICIOS

01. Obter um ponto P equidistante das retas r e s e que pertenca a reta a.
a

02. Tragar circunferéncias de raio d, tangentes as semi-retas Or e Os dadas.

03. Tracar a bissetriz do dngulo formado pelas retas concorrentes r e s, sem usar o ponto de
intersecdo das mesmas.

S S
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04. Construir os angulos notaveis: 90°, 45°, 22°30', 11°15', 60°, 30°, 15°, 120°, 150°.

05. Dados os pontos B e C e uma circunf(D,d), construir um triangulo ABC, conhecendo olado b
e sabendo-se que o vértice A esta na circunferéncia dada.

06. Dados os pontos A e B e uma distancia r. Construir uma circunferéncia que passapor AeBe
que tem raio igual ar.

07. Construir um retangulo de lados AB =5cm e BC =3cm.

08. Dados os pontos B e C e uma circunf(D,d), construir um tridangulo ABC isésceles, de
base BC, sabendo-se que o vértice A pertence a circunferéncia dada.
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09. Dadas trés retas a, b e ¢, concorrentes duas a duas, construir uma circunferéncia tangente as
retas b e ¢, sabendo-se que seu centro pertence a reta a.

10. Construir uma circunferéncia inscrita ao triangulo ABC dado.

Cc

+

11. Construir circunferéncias de raio d dado, tangentes as retas concorrentes a e b dadas.
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2.5. ANGULOS E CIRCUNFERENCIA

DEFINICAO: Considere uma circunferéncia de centro O e raio r.

- CORDA ¢é qualquer segmento que tem as
extremidades em dois pontos da circunferéncia.

- DIAMETRO ¢é qualquer corda que passa pelo
centro de uma circunferéncia.

- Dois pontos A e B de uma circunferéncia
dividem-na em duas partes, AMB e ANB. Cada B
parte denomina-se ARCO CIRCULAR ou simples-

mente ARCO e os pontos A e B sdo os extremos. c

Notacdo: Os arcos definidos na figura ao lado sio AMB e 1

ANB. Quando os arcos sdo designados com apenas A
duas letras fica convencionado:

a) as duas letras sdo as que indicam os seus extremos ;

b) arepresentacao vale somente para o menor arco. Assim, para representar o arco AMB
(o menor dos arcos da figura acima) podemos escrever AB.

A corda que une os extremos de um arco subtende o arco. Quando nao se especifica qual
deles, considera-se o menor.

2.6. ANGULO CENTRAL

DEFINICAO: Angulo central é todo o angulo que possui o
vértice no centro da circunferéncia e cada um de seus
lados contém um raio da mesma.

Observacdes:
- A medida angular de um arco de circunferéncia é a B
medida do angulo central correspondente.

- O arco interceptado por um angulo central é Ava
correspondente a esse angulo, ou ele é o arco que

corresponde ao angulo central.
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2.7. ANGULO INSCRITO

DEFINICAO: Angulo inscrito é todo angulo que possui seu
vértice sobre a circunferéncia e cada um de seus lados
contém uma corda da mesma.

Observacoes:
- O arco interceptado por um angulo inscrito é corres-
pondente a esse angulo ou, mais frequentemente, ele é
chamado arco que o angulo enxerga.

- Quando os lados de um angulo inscrito e de um
angulo central cortam-se sobre os mesmos pontos
sobre a mesma circunferéncia entao eles sdo ditos angulos correspondentes.

TEOREMA: Todo angulo inscrito mede a metade do angulo central correspondente.
Prova:
Considere uma circunferéncia de centro O e trés pontos, A, B e P, sobre a mesma.

Devemos mostrar que APB = @

10 Caso: O ponto O pertence ao lado do angulo inscrito

Como O pertence ao segmento PB entdo este ¢ um
diametro da circunferéncia.

Como PO e OA sdo raios da circunferéncia, entdo
PO = OA =r. Logo, o tridngulo APOA é is6sceles de base
PA e, portanto, possuem os angulos da base congruentes,
PAO = APO.

Sabemos que a medida de um angulo externo de um
tridngulo é igual a soma dos angulos internos nao adjacentes,
ou seja, AOB = PAO + APO = 2APB.

20 Caso: O ponto O é interno ao angulo inscrito
Considere a semi-reta PO que intercepta a circunfe-
réncia em um ponto C. Logo, APB = APC +CPB.

Pelo caso anterior, sabemos que quando um dos lados
de um angulo inscrito contém o centro da circunferéncia entao
a sua medida é metade do angulo central correspondente.

Logo, APC = %Aéc e CPB= %COB :
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Portanto, podemos concluir que APB=APC+CPB = %ACA)C + % COB = %ACA)B .

3¢ Caso: O ponto O é externo ao dngulo inscrito
Considere a semi-reta PO , que intercepta a circunfe-
réncia em um ponto D. Logo, APB = APD -DPB.

Mas pelo primeiro caso temos que quando um dos
lados de um angulo inscrito contém o centro da circunfe-
réncia entdo a sua medida é metade do dngulo central corres-

pondente. Logo, APD = %ACA)D e DPB = %DCA)B .

Assim, APB = APD -DPB = %AC)D —%DOB = %AC)B

2.8. ANGULO DE SEGMENTO

DEFINICAO: Angulo de segmento (ou angulo semi-inscrito)
é o angulo formado por uma corda e a tangente a
circunferéncia conduzida por uma das extremidades
da corda.

Observacao:

O arco interceptado por um angulo de segmento
também é chamado arco correspondente a esse
angulo.

PROPOSICAO: A medida de um angulo de segmento é igual a metade da medida do angulo
central correspondente.

Prova:

Considere a figura anterior. Devemos provar que BAC = ATOB .

No triangulo AAOB temos que OAB +B +AOB =180° (1).

Como OA = OB =raio, temos que 0 triangulo AAOB ¢é isosceles de base AB, logo
OAB=B (2).
De (1) e (2) temos que:

OAB+OAB+AOB =180°, ou OAB _ (180" ~AOB) _ 4 —% 3).
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Como a reta t é tangente a circunferéncia entdo:
OAC = OAB+BAC =90° ou OAB=90°-BAC (4).
Logo, de (3) e (4) temos que 90° —ATOB =90° -BAC, e portanto BAC = ATOB .

Evidentemente pode-se dizer que o angulo de segmento, assim como o dngulo inscrito,
tem suas medidas iguais a metade do angulo central correspondente.

2.9. LUGAR GEOMETRICO 5 - ARCO CAPAZ

Considere uma Circunf(O,r) e trés pontos P, A e B da

mesma. Fazendo o ponto P percorrer o arco APB, a medida
do angulo central ndo se altera, logo a medida do angulo
inscrito correspondente também ndo se altera.

LG 05: O lugar geométrico dos pontos do plano que enxergam

um segmento AB segundo um angulo de medida a
constante é o par de ARCOS CAPAZES do angulo o

descrito sobre o segmento AB.

Mostraremos que é um lugar geométrico:

Considere o par de arcos ACBe ADB. Seja F = ACB [ ADB.

12 parte: Todo ponto do arco capaz do angulo o enxerga
AB segundo o angulo a.

Prova:

Se X pertence a F entdo AXB é angulo inscrito, logo
AOB

AXB = , ou seja, AXB=aq.

22 parte: Todo ponto que enxerga AB segundo o angulo o
pertence a um dos arcos capazes do angulo a.

Prova:

A demonstragao serd feita pela contra-positiva, ou
seja, vamos tomar um ponto que nao pertence a qualquer um
dos arcos capazes e provar que ele nio vé AB segundo o
angulo a.

Seja um ponto P O F (P pode ser externo ou interno a
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F). Considere Y o ponto de intersecio de AP (ou BP ) com F. Temos que Y [J F, entdo AYB=a
(provado na primeira parte).

Assim, no tridngulo AYBP (considerando os dois casos), pelo teorema do angulo externo
temos:

APB > AYB =« (para P interno a F)

ou

APB < AYB =« (para P externo a F)

Nos dois casos, temos que APB > a ou APB < Q, ou seja, APBZ a.

Portanto, o par de arcos capazes é o lugar geométrico.

EXERCicI0: Construir o par de arcos capazes de um segmento AB segundo um angulo a.

2.10. ANGULO EXCENTRICO INTERIOR E EXTERIOR

DEFINICAO: Angulo excéntrico interior é o angulo formado por duas cordas de uma
circunferéncia que se cortam no interior da circunferéncia, porém, fora do centro.

TEOREMA: O dngulo excéntrico interior tem por medida a semi-soma dos arcos compreendidos
entre os lados e seus prolongamentos.

Prova:

Seja APB um angulo excéntrico interior. Prolongando AP e BP obtemos os pontos C e D
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sobre a circunferéncia.

Devemos provar que APB = w

Determine o segmento AC. O angulo APB ¢ um dos angulos externos do tridngulo
APAC, logo, APB =PAC +PCA (1).

Como PAC e PCA sdo éngulos inscritos, temos que:

PAC ‘% (2) e PCA ‘% 3).

Logo, substituindo (2) e (3) em (1) podemos
concluir que:
AIA’B:AZ)B+CC2)D:AOB;COD. DJ’

B

DEFINICAO: Angulo excéntrico exterior é o angulo que possui o vértice fora da circunferéncia
e cujos lados sdo secantes a mesma.

TEOREMA: O dngulo excéntrico exterior tem por medida a semidiferenca dos arcos compreen-
didos entre os seus lados.

Prova:
Seja APB um angulo excéntrico interior.
Devemos mostrar que APB = w

Unindo A e C temos um tridngulo AACP. Como ACB é um dos angulos externos
desse tridangulo, temos que ACB =PAC+APB ou APB=ACB-PAC D).

Como PAC e ACB sdo angulos inscritos, temos que PAC = % Qe e ACB= % 3).
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Substituindo (2) e (3) em (1) podemos concluir que
AOB _DOC _ AOB-DOC
2 2 2 '

APB =

2.11. ANGULO CIRCUNSCRITO

DEFINICAO: Angulo circunscrito é o angulo cujo vértice é um ponto exterior a circunferéncia e
cujos lados sdo formados por duas tangentes a circunferéncia.

TEOREMA: Considere uma circunferéncia e um angulo circunscrito de vértice P. Sejam A e B os
pontos de tangéncia dos lados do angulo na circunferéncia, entio AP = BP e amedida do
angulo circunscrito P é igual ao suplementar do menor arco determinado por A e B.

Prova:
Parte a: Provar que AP =BP.
Considere o triangulo AAPB. Como PA

é tangente a circunferéncia em A e AB é uma
corda da circunferéncia, temos que BAP é um
angulo de segmento e, portanto,

BAP="" (1
> (1)

Analogamente, BP é tangente a circun-

feréncia no ponto B e AB é uma corda da cir-

cunferéncia. Temos também que ABP é um
angulo de segmento e, portanto,

ABP =222 (2,
5 (2)

Logo, de (1) e (2) temos que AOB _ BAP = ABP, ou seja, o tridngulo AAPB é is6sceles de

base AB. Portanto, AP =BP.

Parte b: Provar que APB =180° - AOB.

Como AOBP um quadrildtero temos que a soma dos seus angulos internos vale 360°, ou
seja, OAP + OBP + AOB + BPA =360°. Temos que OAP = OBP = 90°, entio AOB +BPA =180°, ou
seja, APB =180° - AOB.

Observacao: Poderiamos também provar o item a mostrando que APAO = APBO por LLAr.
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EXERCICIOS

01. Construir os arcos capazes do segmento AB = 5cm segundo os angulos de 60, 450, 1350 e
120e.

02. Considere a figura dada abaixo. Quanto vale a em funcado de 3?

e

Observacao: Se quisermos o arco capaz de 120°, basta construir o de 60° e tomar o outro arco.

03. Uma semi-circunferéncia é um arco capaz de o, pois o angulo central correspondente
mede °. Construa o arco capaz de 90° de um segmento AB. Descreva o processo de
construcao.

04. Dados os pontos A, B e C encontrar um ponto P do qual possamos ver os segmentos AB e
BC segundo dngulos constantes o e 3 respectivamente.
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05. Tragar uma reta p perpendicular a uma reta r dada, e que passe por um ponto P, daretar,
dado usando o conceito de arco capaz.

06. Tracar uma perpendicular ao segmento AB por um ponto P, sem prolongar o segmento.

07. Construir um triangulo ABC conhecendo: BC = 5,5cm, ha=4cm e A = 60e.

08. Prove que o didametro é a maior corda da circunferéncia.
09. Prove que o didmetro perpendicular a uma corda divide-a ao meio.

10. Prove que o diametro que divide ao meio uma corda é perpendicular a essa corda.
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2.12. RELACOES METRICAS NOS SEGMENTOS

PROPORCIONALIDADE NOS SEGMENTOS

Considere um feixe de retas paralelas cortadas por um feixe de retas concorrentes.

T
e

TEOREMA DE TALES: Um feixe de retas paralelas
divide um feixe de retas concorrentes
segundo segmentos proporcionais. b

8 ¢\

EXERCICIOS

01. Dividir o segmento@ = 8cm em n partes iguais.

02. Dividir um segmento AB =8,4cm em partes proporcionais aos segmentos dados abaixo.

03. Dividir um segmento AB =11 cm em partes proporcionais a nimeros dados a =2,3,b =3
ec=1/2.
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04. Dividir um segmento AB =9 cm por um ponto P numa razio dada k = -7/2.

05. Dividir um segmento AB =7 cm por um ponto Q numa razio dada k =7/2.

DEFINICAO: Os conjugados harménicos sao pontos P e Q que dividem um segmento AB em

uma mesma razdo £ , ou seja, B_IID) =P (quando A-P-B) e g =+2 (quando A-B-Q).
q

q

06. Obter os conjugados harménicos do segmento AB = 7cm na razio dada k = 5/3. (terceiro e
quarto harmonicos).
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2.13. TERCEIRA E QUARTA PROPORCIONAIS

QUARTA PROPORCIONAL A TRES SEGMENTOS (OU NUMEROS) DADOS

DEFINICAO: Dados trés segmentos (ou ntimeros) a, b e ¢, a quarta proporcional aos trés
segmentos é um segmento (ou nimero) x, tal que, na ordem dada, eles a seguinte
proporgao:

X |0

a —
b
EXERCIicCIO: Dados a, b e c obter a quarta proporcional nesta ordem.

+ +

(=2

TERCEIRA PROPORCIONAL A DOIS SEGMENTOS (OU NUMEROS) DADOS

DEFINICAO: Dados dois segmentos (ou nimeros) a e b, a terceira proporcional aos dois

segmentos é um segmento x, tal que, na ordem dada, eles formem a seguinte
proporcao:

oo
% | o

EXERCICIO: Obter a terceira proporcional aos segmentos a e b, nessa ordem.
-
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2.14. PROPRIEDADES NO TRIANGULO RETANGULO

EXERCICIO: Construir um tridngulo retdngulo sendo dadas as proje¢des m e n dos catetos b e c,
respectivamente.

EXERCIicIO: Construir um tridngulo retangulo sendo dadas a hipotenusa a e a projecdo m do
cateto b sobre a hipotenusa.

m
a
Recordando:
A
h2=mn
¢ b bZz=a.m
c2=an
J n [] m
B H a C

PROPOSICAO: Em todo tridngulo retdngulo a altura do vértice do angulo reto é média geomé-
trica (ou proporcional) entre as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa.

PROPOSICAO: Em todo tridngulo retangulo os catetos sao médias geométricas entre a hipotenusa
e as suas projecdes sobre a hipotenusa.
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MEDIA GEOMETRICA OU MEDIA PROPORCIONAL

DEFINICAO: Dados dois segmentos p e q, a média geométrica (ou média proporcional) entre
eles, é um segmento x, tal que:

P-Xou x2=p.q ou X =,/p.q.
X q

EXERCICIOS

01. Obter a média geométrica entre os segmentos p e q dados.

+ 4

+

02. Dados p e q obter x, tal que x2 =p2 + g2

+ 4

+

03. Dados p e q obter x, tal que x2=p? - g

+
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04. Dados p, q e r obter x tal que x2 =p2 + g2 - r2

+ +

05. Dados p, q e r obter um segmento x tal que x2 = p2 + g2 + r2.

+ +

06. Dado o segmento p =4,3 cm, obter:

a)x:p\/E.

b)y=px/§.

c)z= p\/g.
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d) t = pv/10.

e)w = p\/ﬁ.

07. Dado o segmento p, obter y tal que: Y P

NN

08. Dado o segmento p do exercicio anterior, obter t, x, y, z tais que
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2.15. TEOREMA DAS BISSETRIZES

TEOREMA: Em um triangulo, a bissetriz de um angulo divide o lado oposto em dois segmentos,
0s quais sao proporcionais aos outros dois lados.
BI
Prova:

Parte a: bissetriz interna.

Seja um triangulo AMAB. Considere a bissetriz interna b; do d&ngulo M. Seja P o ponto

b

. - AP
de intersecdo da reta bi com o lado AB. Queremos mostrar que 5 =—.
a

Como b; é bissetriz interna do angulo M temos que AMP =PMB =a . Considere a
semi-reta AM e trace por B uma reta paralela a bissetriz b;, obtendo um ponto B' sobre a
semi-reta AM . Sejam os angulos o = MBB'e a2 = MB'B.

Como PM e BB’ sdo paralelas (por construcdo) cortadas pela transversal MB entdo
determinam angulos alternos internos congruentes, ou seja, a = a (1).

E como PM e BB' sdo paralelas (por construgado) cortadas pela transversal MB' entao
determinam angulos correspondentes congruentes, ou seja, 0 = 02 (2).

De (1) e (2) temos que O = 011 = Q2.
No tridangulo AMBB' temos dois dngulos internos congruentes (a1 = 02) entdo ele é
isosceles de base BB' e, portanto, MB = MB' (3).

Como temos as retas AB e AB’ concorrentes e cortadas pelas paralelas MP e BB’ entao

pelo teorema de Tales temos que£ -aM . Mas de (3) temos que MB =MB'e, portanto, % =

PB MB

AM AP _b

MB PB a
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Parte b: bissetriz externa.

A

Seja um triangulo AMAB. Considere o prolongamento do lado AM e um ponto C tal
que A-M-C. Sejam be a bissetriz externa do tridangulo relativa ao angulo M, e Q o ponto de

: AQ _Db
intersecdo da reta be com a reta AB. Queremos mostrar que=Q =—.
a

Como be é bissetriz externa do angulo M temos que BMQ =QMC . Trace por Bumareta
paralela a bissetriz be, obtendo um ponto B' sobre a semi-reta AM . Sejam os angulos B1 = B'BM
e 2= BB'M.

Como BB' e MQ sao paralelas (por construcao) cortadas pela transversal MB entdo

determinam angulos alternos internos congruentes, ou seja, 3 = 1 (1).

E como BB’ e MQ sdo paralelas (por construcdo) cortadas pela transversal MB' entao
determinam angulos correspondentes congruentes, ou seja, 3 = B2 (2).

De (1) e (2) temos que 3 =1 = 2.

No triangulo AMBB' temos dois angulos congruentes (1 = 32) entado ele é isosceles de
base BB' e, portanto, MB = MB' (3).

Como temos as retas AQ e AM concorrentes e cortadas pelas paralelas MQ e BB' entao
pelo teorema de Tales temos que %=% Mas de (3) podemos concluir que MB=MB' e,

AQ_AM _AQ_b

portanto, —
BQ MB BQ a

Observagoes:

a) As duas bissetrizes b; e be formam angulo de 90°, pois os dngulos interno e externo, do
tridngulo AMAB relativos ao vértice M sao suplementares.
b) Comog -b e £ = Etemos que P e Q sdo os conjugados harmonicos de A e B na
PB a QB a
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2.16. LUGAR GEOMETRICO 6 - CIRCUNFERENCIA DE APOLONIO

. - . b
Considere um segmento AB e uma razao —.
a

LG 06: Olugar geométrico dos pontos do plano cuja razdo das distancias a dois pontos fixos A

. . b - . A . dia )
e B é constante eigual a — compde-se de uma circunferéncia, cujo didmetro é o segmento
a

PQ, onde P e Q sio os conjugados harménicos de A e B na razio E
a

Mostraremos que é um lugar geométrico:

Prova: X

A P B ie)

. MA : . : 5
1?2 parte: todo ponto M que satisfaz a relagado N _b pertence a circunferéncia de didmetro PQ.
a

. . A = . b .
Considere os pontos P e Q conjugados harménicos de AB na razado —. Determine os
a

pontos X e Y na semi-reta AM tais que MX =MY =MB.

Temos que %—E—%—?]I; Pelo teorema de Tales podemos concluir que

MB a MX
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MP | BX.Como —— MA = E = ﬁ = AQ , podemos concluir que MQ | BY.

Pelo teorema das bissetrizes podemos concluir que MQ é bissetriz de BMX e MP é
bissetriz de AMB, o que implica que PMB +BMQ = 90e. Logo, M pertence ao arco capaz de 90°

5A . A A = . b
em PQ que é a circunferéncia de Apoloénio de AB narazao —.
a X

. . . SO s MA
2? parte: todo ponto M da circunferéncia de didmetro PQ satisfaz a relagdo — = E
a

. . o = . b
Considere os pontos P e Q conjugados harmoénicos de AB na razao — e um ponto M
a

pertencente a circunferéncia com didmetro E . Determine os segmentos BX [|[PM e BY [|QM.

Pelo teorema de Tales, temos que E MA _b 1) e g:ﬁ:k (2), ou seja,
PB MX a QB MY a

1\1\//[[’3 hl\iil Logo, podemos concluir que MX =MY, ou seja, M é ponto médio de XY .

Como PMQ =90°, e os segmentos BX I PM e BY I Q_M determinam XBY =90°. Logo, B
pertence ao arco capaz de 90° do segmento PQ, e BM =MX = MY = raio do arco capaz de 90°.

Portanto, substituindo BM=MX=MY em (1) e (2) teremos E MA _b

- o PB MB a
AQ _MA _b MA _b

— = —= =—, ou seja, M satisfaz a relacdo —=—.
QB MB a MB a
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EXERCICIOS

01. Dados os pontos A e B, construir o lugar geométrico dos pontos M tais que % = %

02. Dados os pontos A e B, construir o lugar geométrico dos pontos M tais que % =3

5

03. Construir um tridngulo ABC, dados a =2,8cm, ha=2,2cm e

n|oc
g1l w
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2.17. SEGMENTO AUREO DE UM SEGMENTO DADO

DEFINICAO: Dado um segmento AB dizemos que se efetua uma divisdo durea de AB por
meio de um ponto P quando esse ponto divide o segmento em duas partes desiguais,
tal que a maior (esta é o segmento aureo) é média geométrica entre a menor e o
segmento todo.

Logo, o segmento AP é dureo do segmento dado AB quando AP’ =ABPB ou é
AP _ PB
0 mesmo que — =—.
AB AP

Assim, dado um segmento AB queremos obter o seu segmento dureo AP.

- a -

A: X :P a-x =B

Considere o segmento AB de medida a. Como queremos a medida do segmento dureo
de AB, seja AP =x a medida que deve ser determinada. Logo, PB=a-x.

Como AP deve ser dureo de AB, entdo deve satisfazer a seguinte relaco: AP =ABPB
oux?=a.(a-x)
0 x2=a?-ax
Ox2+ax—-a2=0

Portanto, a solugao desta equagao é:

X,_—a+ax/§ _ax/g _a

X:—aix/a2+4a2 N 2 2 2
2 somamav5_ _al5 _a

2 2 2

Destas duas raizes apenas x' é considerada, pois tem medida menor que a = AB. Para
determinarmos a medida do segmento dureo devemos obter um segmento com a medida x, ou

a\/g a

seja, obter os segmentos de medidas: — €% Estas medidas sdao hipotenusa e cateto de um

A A a
tridangulo retdngulo de catetos a e S
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CONSTRUCAO 1: Obter o segmento dureo de um segmento dado AB.

Procedimento:
- Por uma das extremidades do segmento AB tracar uma reta perpendicular;

- obter o ponto médio M de AB;

- sobre a perpendicular obter o ponto C tal que BC =

a5

~unirAeCO AC = - (pelo teorema de Pitagoras);

a.
2/

: A . a —
- descrever uma circunferéncia de centro em C e raio 5 obtendo sobre AC um ponto D tal que

i~ a\/_ a

AD=3_a
2 2’

- transportar o segmento AD sobre AB tal queﬁ = AP;

- AP é dureo de AB.

Observacdes:
a) Segundo Euclides é dividir um segmento em média e extrema razao.

b) A existéncia de duas raizes indica que existem dois pontos P e P' que dividem o
segmento AB em duas partes desiguais tal que a maior seja média geométrica entre a

menor e 0 segmento todo. Ou seja, AP’ =ABPB e AP” =AB. P'B, porém, somente o
segmento AP é dito segmento aureo de AB, e o segmento AP’ é dureo de P'B.

c) Veremos a seguir que o segmento AB é aureo do segmento AC+CD.

CONSTRUCAO 2: Dado um segmento KQ obter E, sabendo-se que E é aureo de AB.
Consideracoes:

Conhecemos agora a medida do segmento dureo AQ.Fazendo AQ =xe AB =a, entio
PB = (a - x).
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Como KQ ¢ aureo de AB entdo pela definicdo devemos ter: Ez = E.@, ouseja, x2 =
a.(a —x).
Ox2+ax—a2=0
OaZz-ax-x2=0.

Portanto, a solucdo desta equacao é:

a,_x+x\/§_x\/§+§

a:xi\/x2+4x2 . 7 2 9
2 | x

2 2 2

Apenas a primeira raiz a' é considerada, assim, para obter a medida de AB basta

. A A X xvd .
construir um tridngulo retangulo, onde x e ) sao catetos e =N serd a hipotenusa.

=]

2.18. POTENCIA DE UM PONTO EM RELACAO A UMA CIRCUNFERENCIA

TEOREMA: Considere uma circunferéncia qualquer de centro O e raio r, e um ponto P. Por P
podemos tracar infinitas retas cortando a circunferéncia nos pontos Ae B, Ce D, EeF,
etc. Denomina-se poténcia de ponto com relacdo a uma circunferéncia, a relagao:

PA.PB=PC.PD=PE.PF=..=k,

onde, para cada posigao para P existe uma constante k, chamada poténcia do ponto P em
relagdo a Circunf(O,r).

Prova:
1° Caso: P é externo a circunferéncia

Considere duas secantes quaisquer passando
por P e cortando a circunferéncia nos pontos A, B, Ce
D.

Sejam os tridangulos APAD e APCB. Como
APD = BPC (pois é comum) e B = D (angulos
inscritos numa mesma circunferéncia que enxergam

uma mesma corda AC temos que APAD ~ APCB. Logo, os lados correspondentes sdo
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proporcionais: 2 = 2 ou PAPB=PCPD=k.
PC PB

20 Caso: P é interno a circunferéncia

Considere duas secantes quaisquer passando por P e A
cortando a circunferéncia nos ponto A, B, Ce D. D

Sejam os triangulos AAPD e ACPB. Como APD = BPC
(angulos opostos pelo vértice) e B=D (pois B e D pertencem ao

arco capaz da corda BD), temos que APAD ~ APCB. Logo, os lados /C
correspondentes sdo proporcionais, ou seja, % = % ou PAPB =

PCPD =k.

Observacao: Se P é externo e uma das retas é tangente a circunferéncia num ponto T entdo
PT =PAPB.

De fato, considerando uma reta tangente a
circunferéncia num ponto T e uma secante a mesma,

temos dois tridngulos APTA e APBT, onde pP=p
(angulo comum), ATP = TBP (angulos de segmento e

inscrito relativos a uma mesma corda AT ). Portanto,
APTA ~ APBT, e os lados correspondentes sao

proporcionais, ou seja, AL P—_T ou PT  =DPA.PB.
PT PB

Observacoes:
a) Se P é externo a circunferéncia, a poténcia k é positiva;

b) Se P é interno a circunferéncia, a poténcia k é negativa;
c) Se P é ponto da circunferéncia entao a poténcia k é nula;

d) Para cada posicdao do ponto P a poténcia possui um valor k.

Observacao: Na figura do 2° caso, chamando PA = a, PB = a', PC =be PD =b’, podemos

k k . <
escrever: a.a' =bb' =koua =—eb' = 5 Ou seja, os segmentos a' e a, b’ e b sdo
a

inversamente proporcionais com relacdo a uma constante k. Se k =1 entdo a' = —.
a

Assim, conhecidos segmentos, podemos obter os seus inversos.
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EXERCICIOS

01. Dados os segmentos AB, a e b, dividir AB em partes inversamente proporcionais aos
segmentos a e b: AB =6,5cm, a =3cm e b =2cm.

02. Tragar tangentes a circunferéncia dada, que passem pelo ponto P dado, sem usar o centro da
mesma.

03. Justificar a obtencdo do segmento dureo utilizando o conceito de poténcia de ponto em uma
circunferéncia.
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2.19. PROPRIEDADES DOS QUADRILATEROS

QUADRILATERO INSCRITIVEL

PROPOSICAO: Um quadrilatero ABCD, convexo, é inscritivel quando A+C=18000ou B+D =
180e.

Prova:

Seja um quadrilatero ABCD inscritivel, ou seja, seus
vértices pertencem a uma mesma circunferéncia.

Considere o angulo central BOD = B. Logo, A :g

(pois A é angulo inscrito na circunferéncia relativo ao angulo

360° -3

central BOD =). Assim, C= (pois Cé angulo inscri- D

to na circunferéncia relativo ao angulo central 360° — 3). B
Logo, A+C=P 4300 7B _jgp0. \
2 2 c

Ecomo A+B+C+D =360°, entdao B+D =180e.

A reciproca desta proposicao é verdadeira.

QUADRILATERO CIRCUNSCRITIVEL

PROPOSICAO: Um quadrilatero ABCD é circunscritivel quando a soma dos lados opostos sao
iguais AB+CD =BC+AD.

Prova: C

Seja ABCD um quadrilatero circunscrito a
uma circunferéncia, ou seja, seus quatro lados sao
tangentes a circunferéncia.

Sejam P, Q, R e S os pontos de tangéncia
de Emolrespectivamente. Pela poténcia do ponto A
em relacgdo a circunferéncia, temos: AP =AS" =
AP =AS. Analogamente para os outros vértices
temos: BP =BQ, CQ=CR e DR=DS (1).

Temos que, por (1),E+C_D = AP +BP
+ CR + DR = AS + BQ + CQ + DS = AD + BC.

A reciproca desta proposicdo é verdadei-
ra.
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EXERCICIOS

01. Determine o valor de x e y. Justifique a resposta.

A

=\

5 +
45 B

02. Em uma circunferéncia duas cordas se cortam, os segmentos de uma medem 3cm e 6cm
respectivamente; um dos segmentos da outra corda mede 2cm. Calcular o outro segmento.

03. Provar as reciprocas das proposicdes anteriores.
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TULO 3: RELACOES METRICAS NOS TRIANGULOS

3.1. PONTOS NOTAVEIS

1° CIRCUNCENTRO: O

Considere um tridangulo ABC e as mediatrizes mas,
MmMBgpcC € MAC.

PROPRIEDADE: As mediatrizes dos lados de um tridngulo interceptam-se em um mesmo ponto O
que estd a igual distancia dos vértices do triangulo.

Prova:
Sejam map, msc e mac mediatrizes dos lados AB, BC e AC do triangulo ABC.
Seja O o ponto tal que {O} = map N mac.
Assim, temos que O [l mag = OA = OB (pela propriedade de mediatriz)
e O O mac = OA = OC (pela propriedade de mediatriz)

Logo, pela propriedade transitiva, temos OB = OC , e comisto, o ponto O é equidistante
dos pontos B e C, ou seja, O pertence a mediatriz de BC, ou O U mac.

Portanto, {O} [0 map N msc N mace OA = OB = OC.

DEFINICAO: O circuncentro de um tridngulo é o ponto de encontro de suas mediatrizes.

Como O é equidistante dos pontos A, B e C entdo ele é centro de uma circunferéncia que
circunscreve o triangulo ABC.

Observacao: Dependendo da posicdo do circuncentro podemos classificar os triangulos quanto
aos angulos.

DEFINICAO: Ceviana é um segmento que une um vértice dum tridngulo a qualquer ponto do
lado oposto.
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20 BARICENTRO: G

Considere um tridngulo ABC e as medianas ma, mp € me.

PROPRIEDADE: As trés medianas de um tridngulo
interceptam-se num mesmo ponto G, que divide
cada mediana em duas partes, tais que, a parte que
tem o vértice é o dobro da outra.

Prova:

Devemos provar que AM_, n BM, n CM_={G}
e que BG=2GM, , CG =2GM, e AG =2GM, . B’

Seja X o ponto tal que BM, intercepta CM, .

Considere o segmento M,M_, que é paralelo ao lado BC e mede a metade de BC (1).
Assim, temos que os angulos alternos internos sdo congruentes, ou seja, MbMCX = XCB e
MM, X = XBC.

Portanto, AMXMy, ~ ACXB (possuem dois pares de angulos congruentes). Assim, temos

~ L ~ MX_MX_MM, 1
que os lados correspondentes sdao proporcionais, entao, por (1), === =—==—,0u
XB GX BC 2

seja, BX =2XM, e CX =2.XM, (2).

Seja Y o ponto tal que AM, intercepta CM, .

Consideremos agora, o segmento M _M, , que é paralelo ao lado AC e mede a metade
de AC (3). Assim, temos que 0s angulos alternos internos sdao congruentes, ou seja, MM.Y =
YAC e MM.Y = YCA.

Portanto, AMcYM, ~ ACYA (possuem dois pares de dngulos congruentes). Assim, temos

MY _ MY _ MM 1 ou
YA YC AC 2’

que os lados correspondentes sdo proporcionais, entdo, por (3),

seja, AY =2.YM_ e CY =2.YM_ (4).

Comparando (2) e (4) temos que CX =2XM_ e CY =2.YM_, ou C=>§< e Mi{

C C

N | =

7

N | =

logo X =Y.
Assim, chamando este ponto X =Y de G temos que AM, n BM, n CM_ ={G} e
BG=2GM,, CG=2GM_ e AG=2GM, .

DEFINICAO: O baricentro de um tridngulo é o ponto de intersecdo das suas medianas.
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EXERCICIOS

01. Construir o triangulo ABC, dados em situagdo o baricentro G e os vértices B e C.

B* +C

02. Construir o tridngulo ABC, dados: a = 6cm, mp = 4cm e mc = Scm.

03. Construir o triangulo ABC, dados: a = 6cm, b = 7cm e mc = 5cm.
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30 INCENTRO: I

Considere um tridngulo ABC e as bissetrizes ba,
by e be.

PROPRIEDADE: As trés bissetrizes de um tridngulo
interceptam-se em um mesmo ponto que estd a
igual distancia dos lados do triangulo.

Prova:
Sejam b,, by e b, bissetrizes dos angulos A, Be Cdo triangulo ABC.
Seja I o ponto tal que {I} =b, N b..
Assim, temos que I 0 by = dist(l, BA) = dist(I, BC) (pela propriedade de bissetriz)
el 0 b. = dist(I, CA) = dist(I, CB) (pela propriedade de bissetriz)

Logo, pela propriedade transitiva, temos que dist(I, BA) = dist(I, CA), e com isto, o
ponto I é equidistante das retas BA e CA, ou seja, I pertence a bissetriz de BAC, ou I [ b..

Portanto, {I} =ba N by, N bc e dist(I, AB) = dist(I, BC) = dist(I, AC).

DEFINICAO: O incentro de um tridngulo é o ponto de encontro de suas bissetrizes.

/
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Observacdes:
a) o incentro de um tridngulo é o centro da circunferéncia inscrita a esse triangulo;

b) as bissetrizes externas de dois &ngulos encontram-se com a bissetriz interna do angulo
oposto; estes pontos de intersecao, I, I e I, sdo chamados de ex-incentros;

c) os ex-incentros sdo equidistantes de um lado do tridangulo e dos prolongamentos dos
outros dois;

d) os ex-incentros sao centros de circunferéncias que tangenciam um lado do triangulo e
os prolongamentos dos outros dois.

40 ORTOCENTRO: H

Considere um triangulo ABC e as alturas ha, hy e hc.

P,

M

PROPRIEDADE: As trés retas suportes das alturas de um tridngulo interceptam-se em um mesmo
ponto H.

Prova:
Devemos mostrar que o ponto H é tnico.

Sejam Ha, Hp e Hc 0s pés das alturas do tridngulo. Tragar pelos vértices do tridngulo
retas paralelas aos lados, obtendo os pontos M, N e P. Temos, entdo, que o quadrilatero ABCN ¢é

um paralelogramo, logo AN=BC.

Da mesma forma, o quadrildtero PACB também é um paralelogramo, logo PA =BC.
Assim, como AN =BC e PA =BCentdo AN =PA, ou seja, A é ponto médio de PN.

Como PN||BC e AH, OBC, entio AH, OPN. Sendo A ponto médio de PN e
AH_ 0PN, entdo AH, é mediatriz de PN. Analogamente, BHy e CH. sdo mediatrizes de PM e
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MN, respectivamente.

Considerando o tridangulo MNP, as mediatrizes AHa, BH, e CH. dos lados do tridngulo
interceptam-se em um mesmo ponto H, pois o circuncentro é tnico.

Portanto o ponto H é tnico.

DEFINICAO: O ponto de interse¢do das retas suportes das alturas de um tridangulo é o ortocentro
do tridngulo. O tridngulo formado pelos pés das alturas chama-se tridngulo 6rtico ou
pedal.

TEOREMA: As alturas do tridngulo fundamental ABC sdo as bissetrizes do tridngulo ortico
HaHpHe.

Prova:
Devemos provar queH H A=AH_H, .

Considere as alturas do tridngulo ABC,
determinando os pontos Ha, Hr e Hc e

HHH=a e HHH=p.

Os pontos Hc e Hp enxergam BC
segundo angulo de 90°, entdo Hc e Hy perten-

cem a Circunf(Ma., M_B).

Assim, H BH, = H CH, =Y por serem
angulos inscritos de uma mesma circunferéncia
que enxergam a mesma corda H_H, .

Os pontos H, e Hb enxergam HC
segundo angulo de 90°, entao HH.CHp é um
quadrilatero inscritivel (pois a soma de dois

angulos opostos é 180°), onde HC é o diametro B -
da circunferéncia circunscrita.

Assim, HI:IaHb = HéHb= Y = B (1) por serem angulos inscritos de uma mesma

circunferéncia que enxergam o mesmo arco HH, .

Os pontos Hc e Ha véem HB segundo angulo de 90°, entdo existe uma circunferéncia
que passa pelos quatro pontos, sendo HB o didamentro da mesma. Construa esta circunferéncia.

Assim, HCﬁH = HCI:IaH =y=a (2) por serem angulos inscritos de uma mesma circunfe-

réncia que enxergam uma mesma corda HH. .

Logo, de (1) e (2) temos que HI:IaHb = HI:IaHC ou AI:IaHb = AI:IaHC.
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Observacio: E muito importante notar que todo tridngulo nado retangulo possui um Gnico
tridngulo 6rtico. Porém, um mesmo tridngulo HaHyHc é 6rtico de quatro tridngulos
diferentes, entre os quais um é acutangulo e os outros trés sao obtusangulos. Somente o
tridngulo acutangulo é denominado tridngulo fundamental do tridngulo 6rtico.

EXERCICIOS

01. Construir o triangulo ABC (acutangulo), dados, em situagao Ha, Hy e He.

02. Construir o triangulo ABC (obtuso em B), dados, em situacao Ha, Hp e He.

+
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3.2. PONTOS DA CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA

TEOREMA: Os simétricos do ortocentro com relacdo aos lados do tridngulo pertencem a
circunferéncia circunscrita ao tridngulo.

Devemos provar que: A’ é simétrico
de H em relacdao a BC.

Como A'H 0 BC , entdo falta provar
que HH, =H, A" (analogamente HH_=H C'
e HH, =H,B").

Basta provar a congruéncia dos
tridangulos AHCH. e ACH.. Como temos

HA H, = A'H.C =90° e H,C comum, falta
provarmos que HCAIHa =A'éHa para que os

triangulos sejam congruentes por (ALA).

Temos que = BCA' =BAA' =y, pois
sdo angulos inscritos numa mesma circunfe-
réncia relativos ao mesmo arco BA'. (1)

Além disso, os pontos Hc e Ha
enxergam AC segundo angulo reto, e portanto estdo no arco capaz de 90° de AC. Logo, o
quadrilatero AH:H.C é inscritivel na circunferéncia de didmetro AC.

Assim, HLAH, =y e H(AZHa = o sdo angulos inscritos em uma mesma circunferéncia
relativos a0 mesmo arco H-H.. Portanto, y = H.AAH, = HCéHa =a (2).
De (1) e (2) temos que o = H.CH, = A'CH, =p.

Logo, AHCH. =AA'CH,, ou seja, os lados e os dngulos correspondentes sdo congruentes:
HH, =H_A' e como HH_ OBC entdo A’ é simétrico de H em relagdo ao lado BC.

A demonstracdo é analoga para os outros lados do tridngulo.
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SEIS PONTOS NOTAVEIS DA CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA

Considere um triangulo ABC e a circunferéncia circunscrita ao mesmo.

As mediatrizes do tridngulo interceptam a circunferéncia circunscrita nos pontos B'a, B's,
B'c, B"a, B"b € B"¢; e também interceptam os lados nos seus pontos médios Ma, My e M.

Considere as bissetrizes do triangulo ba, b, e bc.

PROPRIEDADES:

a) As mediatrizes e bissetrizes encontram-se nos pontos B',, B’y e B'c sobre a circunferéncia
circunscrita.

Nao é coincidéncia, pois para B'a:
- Como B', pertence a mediatriz de BC, entdo BB, =CB’. Como BO=B'O=CO =r, entdo

ABOB'a = AB'.OC por LLL. Logo, BOB'. = B.OC e, portanto, os arcos BB'a e B'aC sdo
congruentes. Assim a mediatriz divide o arco BC em duas partes iguais (1).

- O ponto A esta no arco capaz da corda BC e, como BAB', = B',AC = o (pois b, é a bissetriz de
BAC) temos que os angulos centrais correspondentes sdo congruentes, ou seja, BOB', = B',OC
=2a. Portanto, os arcos BB's e B'aC sdo congruentes. Assim a bissetriz também divide o arco BC
em duas partes iguais (2).

- Logo, de (1) e (2) temos que a bissetriz e a mediatriz encontram-se no mesmo ponto B'a.

- A demonstracdo é analoga para os outros pontos.
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b) AB",, BB"» e CB". sdo bissetrizes externas do tridzngulo ABC.

Considere a reta AB"..

- B!B, é um didmetro da circunferéncia circunscrita, pois B'a e B"a sdo pontos da mediatriz do
lado BC.

- O angulo B'2AB", é inscrito na circunferéncia relativa ao didmetro BB/ , entdao A esta no arco
capaz de 90°, ou seja, B'aZAB", = 90°.

- Logo, AB'a 0 AB",, e como AB'; é bissetriz interna do angulo A, entdo AB", é bissetriz externa
do angulo A.

- Portanto, tracando também BB"» e CB". teremos as bissetrizes externas do tridngulo que
encontram-se nos respectivos ex-incentros.

- Podemos observar que BI U LI, CI U I, e AI O Iclp.

c) B"s, B"b e B". sdo pontos médios dos lados do triangulo LIpl..
Considere o ponto B":

- B e C enxergam Iplc segundo um angulo reto, logo estdo no arco capaz de 90° de Ivl., ou seja o
quadrilatero I.BCly é inscritivel.

- Logo o centro da circunferéncia circunscrita pertence ao didmetro I.lp, e deve pertencer a

mediatriz de BC ,logo B"a é o centro desta circunferéncia, e portanto I.B". = B"ly ou seja, B"a é
o ponto médio de Iclp.

- A demonstracdo é andloga para B", e B"..

d) B's, B'b e B'c sao pontos médios dos segmentos formados pelos ex-incentros e pelo incentro.

Considere o ponto B'a:

- Be Cenxergam I, segundo um angulo reto, logo estao no arco capaz de 90° de I, ou seja, 0
quadrilatero IBI.C é inscritivel.

- Logo, o centro da circunferéncia circunscrita pertence ao diametro II_ , e deve pertencer a

mediatriz de BC . Portanto, B', é 0 centro desta circunferéncia, ou seja, I.B, = BI.

- A demonstracao é analoga para B's e B'e.

Observacao: Esta circunferéncia é denominada CIRCUNFERENCIA DOS NOVE PONTOS ou
DE EULER ou ainda DE FEUERBACH, onde: A, B e Csdo os pés das alturas Al_, Bl, e

C_IC; B's, B'v e B'c sdo os pontos médios de E , m e E; e B"s, B"y e B"c sdo os pontos

médios de K, E e E.
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3.3. RETA DE SIMSON

Considere um triangulo ABC e a circunferéncia circunscrita ao mesmo.

Arbitrar um ponto P sobre a circunferéncia, exceto um dos vértices do triangulo. Tracar
pelo ponto P perpendiculares aos lados do tridngulo ABC, obtendo sobre as retas suportes dos
lados os pontos T, S e R.

TEOREMA: Os pés das perpendiculares aos lados de um tridngulo ABC, tracadas por um ponto P,
pertencente a circunferéncia circunscrita ao tridngulo e ndo coincidente com um dos
vértices, determinam uma reta, denominada reta de Simson.

Prova:
Devemos mostrar que T, S e R estdo alinhados, ou seja, TSR = 180v.

Como o ponto S pertence ao lado AC, entdo ASC =180. Logo, basta mostrar que TSR
= ASC. Como TSR = TSA + a' e ASC = TSA + 0, entdo é suficiente mostrar que o = a'. Estes
angulos serdo iguais somente se TSR for uma reta.

Vamos chamar TPC = Be RPA = B

Os pontos R e S enxergam PA segundo angulo reto, logo o quadrildtero ARSP é
inscritivel com didmetro PA . Assim, temos que ' = d' (1), pois sdo angulos inscritos em uma
mesma circunferéncia relativos a mesma corda AR.

Os pontos T e S enxergam PC segundo angulo reto, logo PSCT ¢ inscritivel com
diametro PC . Logo, podemos concluir que 3 = a (2), pois sdo dngulos inscritos em uma mesma

circunferéncia relativos & mesma corda TC .

O quadrilatero PABC é inscritivel na circunferéncia de centro O, entdo a soma dos
angulos opostos é igual a 180°, ou seja, CPA + B = 1800 ou CPA =180° - B(3).
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Os pontos T e R enxergam PB segundo angulo reto, logo PTBR é inscritivel com diame-
tro PB. Desta forma, a soma dos dngulos opostos é igual a 180°, ou seja, TPR + B = 1800, ou seja,
TPR =180° - B (4).

De (3) e (4) temos que TPR = CPA. Mas, como CPA = CPR+ B'e TPR = + CPR,
entdo ' = B. Logo, de (1) e (2) temos que a' = .

Portanto, TSR = 1800, ou seja, os pontos T, S e R estdo alinhados e com isto TSR é uma
reta.

3.4. RETA DE EULER

TEOREMA: O circuncentro, o baricentro e o ortocentro de um mesmo tridngulo pertencem a uma
mesma reta, denominada reta de Euler.

A
_Ct H‘D
Mac
H
M,
G 0
0
B
.Y [y
\ 1 ;
B Ha Ma \
Mpc

Prova:

Considere um tridngulo ABC e as mediatrizes e medianas relativas aos lados a e b do
triangulo.

Obter o circuncentro O e o baricentro G. A reta OG é a reta de Euler.

Obter sobre esta reta o ponto H tal que GH =2GO.

Vamos provar que o ponto H é o ortocentro do tridngulo. Logo, devemos mostrar que H
¢ o encontro das alturas do tridngulo ABC.

Tracar a reta AH obtendo Ha. Vamos provar que AH 0 BC.

Temos que AGHA ~ AGOM,, pois GH = 2GO (construcio), G=G (angulos opostos pelo
vértice) e AG =2GM, (propriedade do baricentro). Logo, o = 3, e como sdo alternos internos
entdo AHa || OM..
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Mas OM, O BC, entao A—Ha 0BC. Portanto, A—Ha1 é altura do tridangulo ABCrelativa ao
lado BC (1).

Tracar a reta BH obtendo Hp. Vamos provar que BH 0 AC.

Temos que AGHB ~ AGOMg, pois GH =2GO (construgdo), G=G (angulos opostos pelo

vértice) e BG =2GM, (propriedade do baricentro). Logo, y = 8, e como sdo alternos internos
entdao BHy || OMp.

Mas OMy 0 AC entdo BH, O AC . Portanto, BH, éalturado triangulo ABC relativa ao
lado AC (2).

De (1) e (2) temos que H é o ponto de intersecdo das alturas AH, e BH, , logo H s6
pode ser o ortocentro do tridngulo considerado.

Observacao: Conhecidas as posi¢des de dois dos pontos O, G e H, é possivel obter a posigao do
outro, pois:

-0, G e H estdo sobre uma mesma reta;

_OG 1
OH 2
EXERCICIOS

01. Construir um tridngulo ABC sendo dadas a medida do lado a, a altura e a mediana relativas
a este lado.

02. Construir um tridngulo ABC sendo dados a medida do lado a, o angulo B e o raio da circun-
feréncia circunscrita ao mesmo.

03. Construir um triangulo ABC sendo dados a medida do lado a, o angulo B e o raio da circun-
feréncia inscrita ao mesmo.

04. Considerando os quatro pontos notaveis de um tridngulo, responda:
a) Quais os que podem ser externos ao triangulo?
b) Qual o que pode ser ponto médio de um lado?

) Qual o que pode ser vértice do tridngulo?

05. Num triangulo ABC, os angulos A e B medem respectivamente 86° e 34°. Determine o
angulo agudo formado pela mediatriz relativa ao lado BC e pela bissetriz do angulo C.
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06. Em um triangulo ABC os angulos A e B medem respectivamente 70° e 60°. Determine a
razdo entre os dois maiores angulos formados pelas intersecdes das trés alturas.

07. Determine as medidas dos trés angulos obtusos formados pelas mediatrizes de um triangulo
equilatero.

08. As trés bissetrizes de um trlangulo ABC se encontram num ponto I. Determine as medidas
dos angulosAIB AIC e BIC em fungao dos angulos C,BeA, respectivamente.

09. As bissetrizes externas de um triangulo ABC formam um tridngulo Llbl. Prove que o angulo
I I I, que se opde ao lado BC é o complemento da metade do angulo A.

10. Seja P o ponto d de tangéncia ¢ da circunferéncia inscrita no triangulo ABC, com o lado AB. Se
AB =7cm, BC =6cme AC =8cm, quanto vale AP?

11. Considere um triangulo ABC de lados AB =c, AC =be BC =a,esejamP,QeRos 0s pontos
em que os lados BC, AC e AB tangenciam a circunferéncia inscrita. Provar que AR = AQ

=p-a, BP=BR =p-be CQ=CP =p -c¢, onde p é 0 semi-perimetro do triangulo, ou seja,
2p=a+b+c.
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ULO 4: RELACOES METRICAS NA CIRCUNFERENCIA

4.1. RETIFICACAO E DESRETIFICACAO DA CIRCUNFERENCIA

Retificar uma circunferéncia consiste em obter o seu perimetro, ou seja, obter o
comprimento C tal que C = 21t.

Problema: Obter o lado 1 de um quadrado cuja &rea seja igual a de um circulo de raio r conheci-
do, utilizando apenas régua e compasso. (Este é conhecido como o problema da
quadratura do circulo).

Como as dreas devem ser iguais entdo devemos ter 12 = 12, logo, 1 é média geométrica
entre Tr e r.

Em 1882, C.L.F.Lindemann (1852-1939) demonstrou que a quadratura do circulo é
impossivel utilizando apenas régua e compasso, ou seja, que é impossivel obter graficamente o
valor Ttr.

Assim, varios matematicos desenvolveram processos que ddo valores bastante aproxi-
mados para a construcdo do segmento de medida 1.

RESULTADOS APROXIMADOS EM PROBLEMAS DE CONSTRUCOES GEOMETRICAS

Ao desenharmos uma figura, por mais precisos que sejam os tracos, cometemos erros
graficos, ja que a linha desenhada possui espessura.

Por exemplo, a construgao de um angulo de 75°¢ é teoricamente exata (75° = 60° + 15°),
entretanto a execucdo dos tragados pode acarretar erros (tanto menores quanto maior for o
capricho do desenhista). Tais erros, porém, sdo insignificantes e despreziveis na pratica.

Um processo é chamado aproximado (ou aproximativo) quando existe nele um erro
tedrico.

Um determinado processo é considerado conveniente quando o erro tedrico é tao
pequeno que pode ser considerado desprezivel.

O erro tedrico é dado pela seguinte expressao:

Et = valor obtido — valor real
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1° PROCESSO DE ARQUIMEDES

Arquimedes adotou para 1o valor 10 = % =3 +; = 3,1428571...

Logo, o valor aproximado para o perimetro de uma circunferéncia de raio r é:
C =2rtr=Trd = (3%}1 =3d+ _d.

p—y 'I'I"r -

3+

Et = valor obtido — valor real = % -3,141592... O0+0,001.

. ) .22
Esse valor aproxima-se de Tt por excesso, na ordem de 0,001, isto é, — excede TTna

ordem de um milésimo, ou seja, ele é exato até a segunda casa decimal.

) C 1z : A A 22
S6 para termos uma idéia, para uma circunferéncia de 1m de didmetro, o valor - para

Ttacarreta um erro por excesso (sobra) em torno de Imm. Nas dimensdes em que trabalhamos, o
erro é tdo pequeno que nao pode ser medido com a régua milimetrada.

20 DESRETIFICACAO DA CIRCUNFERENCIA

EXERCICIO: Dada a medida AB, construir a circunferéncia com este semi-perimetro.
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30 PROCESSO DE KOCHANSKY OU DA TANGENTE DE 3(0°

Procedimento:

- tracar um didmetro AB arbitrario e, pela extremidade B, tracar a reta t tangente a circunfe-
réncia;

- construir por O uma reta s que forma 30° com AB. Aretas intercepta t em um ponto C;
- sobre a semi-reta CB marcar a partir de C o segmento CD = 3r;

- 0 segmento AD tem comprimento aproximadamente igual a Tt isto é, AD é a retificacdo da
semicircunferéncia.

-t 3r -

Justificativa:

No tridngulo AABD, retangulo em B, temos:
AD’ =AB’ +BD’
0 AD =(2r) +(3r -rtan(30°))’

V3

2
0 AD’ = 412 +(3r—r?J

2

0 AD =4r? +9r% - 2123 +%

0 E:r‘/%—%@ =1.3,141533... = Tt

O processo de Kochansky fornece o valor exato para Tt até a quarta casa decimal e
somente na quinta casa aparece o erro.

Et =1 —m=3,14153... — 3,14159... 0—-0,00006, ou seja, o erro cometido é por falta e é da
ordem de 0,00006.

Se pudéssemos aplicar o processo de Kochansky para retificar uma circunferéncia de
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10m de diametro, teriamos um erro por falta da ordem de seis décimos de milimetros.

40 OUTROS PROCESSOS.
a) Tt =2 +3

C' =2mnr= 2r(\/§ +/3 ) = 2(rv2 + /3 )=2ls + 213, onde 14 é 0 lado do quadrado inscrito
na circunferéncia de raio r e 13 é o lado do tridngulo inscrito na circunferéncia de raio r. Os

segmentos rv/2 e ry/3 podem ser obtidos também através da construcdo de tridangulos retan-
gulos.

Et=10 — 1= /2 +/3 - 3,14159... = 3,14626... - 3,14159... (1+0,0046.

byre=3+ Y2
10

\/EJ V2

C =2nr= 21{3 +E = 6r +r? =3d + %14 ,onde l4 é o lado do quadrado inscrito na

circunferéncia de didmetro d. O segmento /2 pode ser obtido também através da construcao
de um tridngulo retangulo.

2

Et=m -mt=3+ 10 —3,14159... = 3,14142... -3,14159... 1-0,00017.

4.2. RETIFICACAO DE ARCOS DE CIRCUNFERENCIA

Retificar um arco de circunferéncia consiste em construir um segmento de reta cujo
comprimento seja igual ao comprimento do arco. Estudaremos a seguir processos aproximados
para a retificacdo de arcos de circunferéncia.

10 PROCESSO DE ARQUIMEDES.

Seja AB um arco de medida nado superior a 90°. A sua retificacdo é obtida da seguinte
forma:

- tracar a reta AQ;

- construir por A a reta t perpendicular a reta OA;
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- tragar a semi-circunferéncia obtendo o ponto C sobre a semi-reta AO;

— . o — AO _r
- obter o ponto E sobre AO, externamente a circunferéncia, tal que EC = e ==;

o

- areta conduzida por E e B intercepta a reta t no ponto F;

- 0 segmento AF é o arco AB retificado.

Verificagdo do erro tedrico cometido

Para justificar o processo de retificacdo de arcos devemos calcular o erro tedrico cometi-
do e mostrar que ele é desprezivel. Como Et = valor obtido — valor real = I' — 1, devemos obter o
valor del'.

- considere o angulo central AOB =1.8 em radianos.
- o comprimento do arco ABé1=06.r;
- vamos determinar o comprimento do segmento AF =1;
- por B, tracar uma perpendicular a OA, obtendo G;
- no triangulo AOGB temos OG = r.cos8 e GB =r.senb;
FA_EA

- temos que AEBG ~ AEFA (E=Ee G=A= 90°). Logo temos = == (1);
BG EG

-onde: FA =1;

BG = r.senb;

== _3 r

EG =Zr +r +r.cosG=Z(7+4.cose)

ﬁ=ér+2r =£r
4 4

- substituindo as expressdes acima em (1), vem:
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11
| ut oull’ = 11r.senB
r.sen® 2(7 +4.c0s6) 7+4.cos0

- esta expressdo permite calcular o comprimento I' do segmento AF em funcdo do angulo 6.
Podemos montar uma tabela de valores del’ em funcao de alguns valores de 6, para compara-
los com o valor real I:

0 I 1 I'-1
/9 (20°) | 0,34968r | 0,34906r | 0,00062r
/6  (30°) | 0,52560r | 0,52359r | 0,00201r
m/4  (45°) | 0,79139r | 0,78539r | 0,00600r
m/3  (60°) | 1,05847r | 1,04719r | 0,01128r
5m/12 (75°) | 1,32231r | 1,30899r | 0,01332r
/2 (900 | 1,57142r | 1,57079r | 0,00063r

A tabela mostra que para arcos de até 45° o erro é minimo. Por exemplo, para 30° o erro
¢ da ordem de 2 milésimos por excesso.

Ser =1cm entdo Et = 0,002cm = 0,02mm.

Entre 45° e 75° o erro tedrico aumenta, mas ainda assim podemos despreza-lo. Por
exemplo, para 75° o erro é da ordem de 1 centésimo.

Por fim, a medida que o arco se aproxima de 90°, o Et diminui novamente. Para 90° ele é
da ordem de 6 décimos de milésimos.

20 RETIFICACAO DE ARCOS ENTRE 90° E 180°.
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39 RETIFICACAO DE ARCOS MAIORES QUE 180°.

EXERCICIOS

01.

02.

03.

04.

Desretificar um arco de comprimento 1 = 2,5cm de uma circunferéncia de raio r = 2cm.

Dividir o arco AB, de raio r e amplitude 0, em trés partes iguais.
a)r=3cmea =75

b) r =3,5cm e a =120°.

Dividir o arco AB, de raio r e amplitude a em partes proporcionaisa 3, 1 e 2.
a)r=3,5cm e a =135¢;
b) r =3cm e a =120e.

Sejam duas circunferéncias tangentes num ponto A, sendo o raio de uma maior que o da
outra. Consideremos um ponto B sobre uma delas. Suponha que a circunferéncia que contém
o arco AB role sem escorregar sobre a outra circunferéncia, com o seu centro seguindo o
sentido horério. Determine graficamente o ponto em que B toca pela primeira vez a
circunferéncia fixa.
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05. Determine graficamente a medida aproximada em graus de um arco de 2cm de comprimen-
to em uma circunferéncia de 2,5cm de raio.

06. Numa circunferéncia de raio r qualquer, define-se um radiano (1rad) como sendo o arco cujo
comprimento é igual ao raio r. Determine graficamente a medida aproximada, em graus, de
um arco de 1rad.

Sugestao: use r =4cm.

4.3. DIVISAO DA CIRCUNFERENCIA EM ARCOS IGUAIS: PROCESSOS EXATOS

Dividir a circunferéncia em partes iguais € o mesmo que construir poligonos regulares.
Isso porque os pontos que dividem uma circunferéncia num ntimero n (n >2) qualquer de partes
iguais sdo sempre vértices de um poligono regular inscrito na mesma.

Se dividirmos uma circunferéncia em n partes iguais, teremos também a divisdo da
mesma em 2n partes, bastando para isso tragar bissetrizes.

Estudaremos processo exatos e aproximados para a divisdo da circunferéncia.

1° D1vISAO DA CIRCUNFERENCIAEM n=2,4,8,16,...=2.2m PARTES; m [ N

Para dividir a circunferéncia em duas partes =
iguais, basta tracar um didmetro. Para obter a divisao
em 4, 8, 16,..., tracamos bissetrizes.

O lado de um poligono regular de n lados é
denotado por I

Medida de li: considerando o tridngulo
retangulo is6sceles de cateto r, temos que a hipotenusa

é 0 14, logo sua medida é /2.

ANGULO CENTRICO POLIGONO REGULAR

2 1809 2 arcos capazes de 90°
4 900 Quadrado

8 450 Oct6gono

16 22,50 Hexadecagono
32 11,250 Triacontadigono

S
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Dividindo a circunferéncia em n partes iguais, estamos dividindo o angulo central de
360° em n partes também iguais. Logo, o angulo céntrico (vértice no centro e lados passando por
vértices consecutivos do poligono) correspondente a divisdo da circunferéncia em n partes iguais

o

medird
n

20 D1VISAO DA CIRCUNFERENCIAEM n=3,6,12,...=3.2m PARTES; m (0 N

Medida de l¢: considere AB um arco que seja a sexta parte da circunferéncia, logo este
medira 60°. Assim, deduzimos que o tridngulo AOAB é equilatero, isto é, o comprimento da

corda AB é igual ao raio da circunferéncia. Portanto l¢ =r.

Logo, com raio r igual ao da circunferéncia, descrevemos sucessivamente os arcos:
centro em um ponto A qualquer da circunferéncia obtendo B; centro em B obtendo C e assim por
diante.

Unindo os pontos A, C e E teremos um C } — s B
tridangulo equilatero inscrito na circunferéncia. Basta
notar que o dngulo central correspondente a corda

AC vale 1200 = 360°/3.

|
Medida de I3: Os pontos A, O e D estdo D 2 0 4 i
alinhados, pois AOD =180°. Logo, o ponto C pertence

ao arco capaz de 90° de AD. Portanto, o triangulo
AACD é retangulo em C, sendo AC = I3, CD =lg=re
AD =2r. Aplicando o teorema de Pitdgoras vem que:
AD =AC +CD = AC =AD -CD =l2 =(2r)2 - E s
2= 12 =4r2-12 =12 =312 = I3= r/3.

n ANGULO CENTRICO POLIGONO REGULAR

3 1200 Triangulo equilatero
6 60° Hexagono

12 300 Dodecagono

24 150 Icositetragono

48 7,5° Tetracontoctégono
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30 DIVISAO DA CIRCUNFERENCIA EM n =5,10, 20, ... =5.2m PARTES; m [ N

TEOREMA: O lado do decdgono regular inscrito em uma circunferéncia é o segmento dureo
do raio.

O angulo central correspondente de um
360°
10

Considere um arco AB, cujo angulo central

decagono regular é 36° =

seja de 36°. Logo, a corda AB tem a medida lio.
Devemos mostrar que 102 =1 (r — l10).

O triangulo AAOB é isosceles (seus lados
sdoraios da c1rcunferenc1a) logo os angulos da base
sdo iguais A=B,ecomoO =36 entdao A+ B +O =

180° ou A = % Portanto, A =720,

Tracar a bissetriz de B obtendo P sobre OA . Como PBA =36°e PAB =720, entdo BPA
=72°. Logo, o triangulo APBA é is6sceles de base PA , e com isto BP =BA = lio.

No triangulo AOPB, os angulos da base sao iguais. Logo, ele ¢ isésceles de base OB e

seus lados sdo congruentes, ou seja, OP =BP = lo e, portanto, PA =r - l10. Como AOBA ~ ABPA
(pois tem dois angulos congruentes), entdo os seus lados correspondentes sdo proporcionais, ou

N ¢ | . L
seja, — =—— ou L2 =1.(r — l1o) ou seja, 110 é Aureo der.
| |
r—
10 10

EXERCICIO: Esta proporcao pode ser obtida também pelo teorema das bissetrizes.

C

Medida de li;: Como lio é o segmento
. : » J5-1
dureo do raio, entdo lio =r 7

. - . . rv/5/2

Assim, para dividir uma circunferéncia em lg
10 partes iguais, a construcao seguinte se justifica.
Procedimento e Justificativa: W2 M A

- tragar dois didmetros perpendiculares entre si,
AB e CD;
- obter o ponto M médio de OA ;

r/5

- unindo Ce M temos que CM = — pois CM é
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. ‘A A r
hipotenusa de um tridngulo retangulo de catetos r e 57

/5 -1
2

, entdo devemos descrever um arco de centro M e raio MC, obtendo um

- como lip =

ponto E sobre a reta AO;

&

- logo, EO =1y ¢ aureo der, pois EO = EM-OM = r _g

M ‘

Observacao: Para dividir uma circunferéncia em 5 partes iguais, basta dividi-la em 10 partes
iguais e unir os vértices de 2 em 2. Porém, convém estudarmos uma propriedade que
relaciona Is, I¢ e l1o, permitindo dividir diretamente em 5 partes, sem ter que dividir em
10 partes primeiro.

TEOREMA: Para uma mesma circunferéncia, ols é hipotenusa de um tridngulo retangulo cujos
catetos sdo o ¢ e 0 l1o.

Observacao: Por esta propriedade, a construgdo anterior nos fornece o ls, basta notar que o
tridangulo retangulo AEOC tem os catetos medindo Is = e L.

Prova:

Considere uma circunferéncia de centro

O e raio r, com a corda AB = l;. Logo AOB =
36°, e como o triangulo AAOB ¢ isdsceles de

base E, entio OAB = OBA = 720, Seja C um
ponto da semi-reta AB tal que AC =r. Logo
CB =r -l (1).

Considerando a circunferéncia Ade
centro A e raio r, como o angulo central OAC
tem medida igual a 720, entdo OC =I5 (basta

o

notar que 72° = e que o raio desta tltima O‘ IA

circunferéncia é r).

Conduzindo por C, a tangente CD a circunferéncia de centro O e raio r, temos um
tridangulo AODC, retangulo em D, onde o cateto OD =1¢ =r e a hipotenusa OC =I5, assim,

devemos mostrar que o cateto DC é o lig, ou seja, que DC é aureo dels =r.
De acordo com a poténcia do ponto C em relagdo a circunferéncia de centro O e raior,
—_—2 ——— —2
temos CD =CB.CA. Por (1) temos: CD = (r — Lo).r. Logo, pelo teorema anterior, temos que
6 = ho.

Medida de Is: Como 152 = 1102 + 12 =
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2
Is2 = [%-%] +r2=

2 2 2
:5i_2r \/§+I‘_+r2:>
4 4 4

_10r* -2r*\5
i 7

152 = %(5—\/3) =

_ [5-5
15—1‘1/—.
2

n ANGULO CENTRICO POLIGONO REGULAR

152

152

5 720 Pentagono
10 36° Decidgono
20 18° Icosagono
40 Qo Tetracontagono

40 DIVISAO DA CIRCUNFERENCIA EM n =15, 30, ...=15.2m PARTES; m [0 N

Considere uma circunferéncia de centro O e raio r. Obtenha as cordas AB =r (lado do
hexégopo regular inscrito) e AC =1y (lado do decégono regular inscrito). Temos entio AOB =
60°e AOC =36°, logo BOC =60° - 36° = 24° que é o angulo céntrico de um poligono regular de 15
lados inscrito na circunferéncia. Logo BC=1ls.

n ANGULO CENTRICO POLIGONO REGULAR

15 240 Pentadecagono
30 120 Triacontagono
60 6° Hexacontagono

Observacdo: Teoricamente o problema é muito simples,
mas graficamente, devido ao grande namero de operagdes que ele exige, costuma-se obter
resultados ruins. Por esta razao, estudaremos mais adiante um processo aproximado para
l15 que fornece resultados gréaficos melhores.



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA - DEPARTAMENTO DE EXPRESSAO GRAFICA
ELEMENTOS DE GEOMETRIA 110

50 D1VISAO DA CIRCUNFERENCIA EM n=17,34, ...=17.2m PARTES; m [0 N

Gauss (1796) demonstrou que é possivel encontrar o angulo 1£:

sen(ﬁj—g\/% —2J17 - 242417 -17 2\/68+12\/_7 +232 (V17 -1)V17 =17 -16v2417 +417

A construgdo para encontrar o lado do heptadecdgono é devida a Johannes Erchinger:
Mm C

L _fé—"'"!s;’*- £
17
ﬂl
B
A
45 ]
F J

A\ H EF OG

- Trace o diametro AB e o raio OC 0 AB ;
- Determine em OC o ponto D tal que OD = i;

- Encontre o ponto F em AB tal que EDF=q = %;

180°

- Encontre o ponto G em AB tal que FDG = =45°;

- Determine o ponto H médio de AG;

- O ponto I é a intersecao de OC com a circunferéncia de centro em H e raio HG;

- O ponto ] é a intersecao de AB com a circunferéncia de centro em E e raio EI ;

- Trace as perpendiculares a AB que passam por He J;

- HL e KJ determinam na circunferéncia um arco com o dobro do tamanho correspondente da
corda de li7;

- Fazendo a mediatriz de KL obtemos M na circunferéncia, tal que LM =KM = ;7.

n ANGULO CENTRICO POLIGONO REGULAR

17 21,180 Heptadecdgono
34 10,590 Triacontatetragono
68 5,290 Hexacontoctégono
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4.4. D1vISAO DA CIRCUNFERENCIA EM ARCOS IGUAIS: PROCESSOS APROXIMADOS

Foram vistos processos para a divisdo da circunferéncia em n partes iguais, por
exemplo, paraniguala?2,3,4,5,6,8,10,12,15,... E possivel dividir uma circunferénciaem 17, 9,
11,13,... partes iguais, completando a primeira sequéncia, porém estas divisdes sao aproximadas.

Para determinar o erro teérico que se comete nas 0
construgoes das cordas 17, Iy, 111, 113 e 115, vamos inicialmente
determinar o lado de um poligono regular de n lados em

funcao do angulo central correspondente.

. . " . . g 20
Consideremos uma circunferéncia dividida em n

partes iguais, e a corda AB =1, um dos lados do poligono
regular inscrito na circunferéncia.

Seja 20 o angulo central correspon- dente ao lado 1

= AB. Para cada ln, temos um angulo central corresponden- /2 []

360° A, M ="
tea

n - I -

Construindo a bissetriz do angulo central AOB =2a, obtemos o ponto M médio de AB

(pois o triangulo AAOB é isosceles de base AB e a bissetriz relativa a base é também mediatriz),

— _1
1 AM ==,
0go >

Como a mediatriz é perpendicular ao lado do tridngulo, entio AB [ OM, ou seja, 0

60 sera divido em AOM = 180
n n

triangulo AAOM é retangulo em M. Além disso, AOB = 3

.No

tridangulo retangulo AAOM temos que:

11’1
sen(lSO jzl ou|l, =2r.sen(180 j
n r n

1° D1vISAO DA CIRCUNFERENCIA EM n=7,14, ...=7.2m PARTES; m [0 N

Procedimento:

- Marcar sobre a circunferéncia um ponto D. Cen-

troem D marcar MA = MB =r,sendo que AeB
pertencem a circunferéncia;

- unir A e B, temos entao que AB =1l3=1/3 ; D

- unir O e D, determinando o ponto C sobre AB.
Este ponto divide AB ao meio, pois pertence a

mediatriz deste segmento, logo OC também é
bissetriz e altura do triangulo AAOB, isésceles de
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base AB ;
— 1
- 1= AC = 3.
’ 2
Medida del'7 e 7
., 180° , /3
Da férmula geral temos: 17 = 2r.sen [00,86776r e como 1'7 = 13/2 = - O
0,86602r. Desta forma, o erro tedrico é dado por
Et=17 -1y =-0,00174r
Ou seja, o erro é por falta e da ordem de dois milésimos, pois 0,0017 J0,002.
n ANGULO CENTRICO  POLIGONO REGULAR
7 51,40 Heptagono
14 25,70 Tetradecagono
28 12,90 Icosioctégono
20 D1VISAO DA CIRCUNFERENCIA EM n=9,18, ... =9.2m PARTES; m [0 N
. , &
Procedimento:
- Tracar dois didmetros AB e CD perpen-
diculares entre si. Prolongar AB; E
- Tracar a circunferéncia com centroem Ce
raio CO =r, obtendo o ponto E na circun-
feréncia de centro O;
- Tracgar a circunferéncia de centro em D e O A F

/3

raio ﬁ, determinando na semi-reta BA
o ponto F;

- Tracar a circunferéncia de centro em F e
raio FD =DE, obtendo sobre a semi-reta
BA o ponto G;

-1'9:E. D

Medida de l'g e lo:

O tridngulo ACED é retangulo em E (pois este esta no arco capaz de 90° de CD ), entdo
pelo teorema de Pitagoras temos que CD  =CE +DE ou DE =CD’ —@2, onde CD=2r e
CE=r, logo DE = /3.
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Como ﬁ=ﬁ=ﬁ, entdo DF =FG = I'\/g.
O triangulo AODF é retangulo em O, entdo aplicando o teorema de Pitagoras vem que
_—2 —2 —=2 -2 =2 ——=2 ——2 2 5 ——2 o
DF =DO +OF = OF =DF -DO = OF =(1V3) -1* = OF = 3r2-12= OF = 12,
Como GF =GO +OF ou GO =@—ﬁ, entdo GO = /3 —I'\/E.
Assim, I'g = BG=r-GO=r- (r 3 —I‘\/E) 00,68216r

o

Da férmula geral temos: 1o = 2r. sen[ j 0J0,68404r. Desta forma, o erro tedrico é dado

por:
Et=19 -1y =-0,00188r.

Como 0,0018 00,002, podemos concluir que o erro é por falta e da ordem de dois
milésimos.

n ANGULO CENTRICO POLIGONO REGULAR

9 400 Enedgono
18 200 Octadecagono
36 100 Triacontahexdgono

30 DIVISAO DA CIRCUNFERENCIA EM n=11,22, ...=11.2m PARTES; m [ N

Procedimento:

- Tracar dois diametros AB e CD perpendiculares
entre si;

- Obter o ponto M médio de um dos raios, por

exemplo OA . Logo, OM = % ;

- Unir M com C. Obter o ponto N médio de MC;
-1'11=CN=NM.

Medida de 111= e ha:
Calculo do valor del'11: O triangulo AOMC

é retangulo em O. Logo, temos CM =CO +OM’ B

ou CM :%. Entdo I'1 = CN = CTM = % [10,55901r.

180°

Da férmula geral temos: 1'11 =2r. sen( j [10,56346r. Temos entdo que o erro tedrico
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é dado por
Et =1'11 — I11 =-0,00445r

Ou seja, o erro é por falta e da ordem de quatro milésimos.

n AnGuLo POLIGONO REGULAR
11 32,70 Undecdgono
22 16,3° Icosidigono
44 8,20 Tetracontatetrdgono

40 DIVISAO DA CIRCUNFERENCIA EM n =13, 26, ...=13.2m PARTES; m 0 N

Procedimento:

- Tracar dois didmetros AB e CD perpendicula-
res entre si;

- Dividir um raio, por exemplo OA, em quatro

partes iguais, obtendo um segmento OE = i;

- unir E e C, obtendo um ponto F sobre a circunfe- D
réncia;

-I''s=DF.

Medida de I'13 e l13:

Considere os tridngulos retangulos ADFC
(pois F estd no arco capaz de 90° de DC) e AEOC.

Como o angulo C é comum e DFC = EOC =90¢, entdo ADFC ~ AEOC pelo critério AAA. Desta
semelhanga temos que:

/17

2
2 _(r s . .
mas AE = (Zj +r*, ou seja, AE = 5 Substituindo na expressao acima temos que:

lﬁ = 2r u 1'13 Z& = 0,485071'
T 17 17
4 4

180°

Da férmula geral temos: I'13 = 2r. sen( j [00,47863r. Assim, o erro teérico é dado por

Et =1'13 — 113 = 0,00644r
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Isto é, o erro € por excesso e da ordem de seis milésimos.

n ANGULO CENTRICO POLIGONO REGULAR

13 27,690 Tridecdgono
26 13,840 Icosihexdgono
52 6,920 Pentacontadigono

50 D1VISAO DA CIRCUNFERENCIA EM n =15, 30, ...=15.2m PARTES; m [0 N

A
Quando foi apresentada a construgao do

pentadecagono regular por um processo exato, foi
feita uma observacao de que o processo implica em
muitos erros gréficos, e que existe uma construcao
aproximada deste poligono que nos dé resultados
melhores, que serd apresentada a seguir.

Procedimento: 15

- Tracar dois didmetros AB e CD perpendiculares
entre si;

- Com centro em C e raio C_A, obter um ponto E
sobre CD;

-1'15:ﬁ. B

Medida de 1'15 e 115:
Como AC = /2, entdo I''s= CE-CO = CA-CO = rv/2 - r [10,41421r.

(o]

182 j [10,41582r. Assim, o erro tedrico é dado por

Da férmula geral temos: l15 = 2r. sen(

Et =115 - 115 =-0,00161r

Isto é, o erro é por falta e da ordem de aproximadamente dois milésimos.

Observacao: Podemos dividir a circunferéncia em n partes iguais retificando-a, obtendo o seu
perimetro e dividindo-o e n partes iguais (aplicando o teorema de Tales), e depois
desretificando uma das n partes sobre a circunferéncia. Note que este processo é
aproximado.
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6° DIVISAO DA CIRCUNFERENCIA EM n =19, 38, ...=19.2m PARTES; m [0 N
A

Procedimento: s

- Tracar dois didametros AB e CD perpendicula-
res entre si;

- Dividir um raio, por exemplo OA, em quatro E

N = _ T
partes iguais, obtendo um segmento OE = 1 e i

- Construir a mediatriz do raio &, e obter o
ponto G, que é a intersecdo da paralela a CD,
que passa pelo ponto E, com esta mediatriz;

- unir D e G, obtendo um ponto H sobre a circun-

feréncia;
-119= CH. E/ medOC
Medida de I'19 e l1o:

Considere os trlangulos retangulos ADHC (pois H esta no arco capaz de 90 de DC) e
ADFG. Como o angulo D é comum eDFG = DHC = 900, entdo ADHC ~ ADFG pelo critério
AAA. Desta semelhanga temos que:
HC DC ou Ly _ 2r
FG DG DG

2 2
mas D_G2 2(21'} +(£j , ou seja, DG = rﬁ .
2 4 4
2r 21"@

= ou 1j, 23—7 =0,328798r

r/37

4

T
4

—
»-lk\r-:|@~

o

88 j 0J0,32919r. Assim, o erro tedrico é dado por

Da férmula geral temos: I'19 = 2r. sen[

Et =1'19 — 119 = -0,000392r

Isto é, o erro é por falta e da ordem de 4 milésimos.

n ANGULO CENTRICO POLIGONO REGULAR

19 18,940 Eneadecagono
38 9,470 Triacontaoctégono
76 4,740 Heptacontahexdgono
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4.5. POLIGONOS ESTRELADOS

DEFINICAO: Um poligono é estrelado quando possui angulos alternadamente salientes e reen-
trantes, e os lados pertencem a uma linha poligonal fechada que é percorrida sempre no
mesmo sentido.

TEOREMA: Pode-se obter tantos poligonos
estrelados de n vértices quantos
nameros p ha, exceto a unidade,
menores que a metade de n e primos
com n.

reentrante

De fato, basta considerar os niimeros

n .
p menores que > porque unir os pontos de p

em p equivale a uni-los de (n - p) em (n — p);
devemos excluir a unidade, porque unindo os
pontos consecutivos, obtém-se o poligono convexo; sendo p e n primos entre si, sdo necessarios n
lados para voltar ao ponto de partida, e assim devem ser encontrados cada ponto de divisao.

DEFINICAO: Poligono regular estrelado é aquele que se forma de cordas iguais e onde os lados
sdo iguais e os angulos também sdo iguais.

Logo, o poligono estrelado regular é formado por uma linha poligonal continua e se
obtém quando, partindo de um ponto de divisdo qualquer da circunferéncia, volta-se ao mesmo
ponto de partida apds as unides p a p, isto €, pulando p divisdes.

Processo Geral de Construcao: Para obter um poligono regular estrelado de n vértices, devemos
dividir a circunferéncia em n partes iguais, e unir os pontos de divisdo de p em p, sendo que: p <

n . .
5 p #1 e p en primos entre si.

Exemplos:
a) Paran =7:3,2 e 1 sdo menores do que % =350p=3oup=2.

b)Paran=8:3,2e1séomenoresdoqueg=4D p=3.

C)Paran=15:7,6,5,4,3,2e1sé\omenoresdoque1—25 =750p=7o0oup=4oup=2
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EXERCICIOS

01. Dada uma circunferéncia de centro O e raio r = 5cm, construir os seguintes poligonos
regulares estrelados:

a) Pentdgono (n =5, p =2);
b) Octoégono (n =8, p =3);
c) Decagono (n =10, p =3).
d) Enedgono (n =9, p =2).
e) Enedgono (n=9, p =4).

02. Construir um heptagono regular estrelado inscrito num circunferéncia de centro O eraior =
6cm.

03. Quantos poligonos regulares estrelados distintos podem ser tracados quando uma circunfe-
réncia estéd dividida em 20, 24, 30 e 36 partes iguais?

04. Dado um segmento AB, lado de um decagono regular, construir o decagono regular estre-
lado.

05. Considere o pentagono regular ABCDE. Prove que o lado AB é paralelo a diagonal EC.
06. Prove que as diagonais de um pentagono regular sdo congruentes.
07. Prove que o lado de um pentdgono regular é o segmento dureo da diagonal do pentagono.

08. Construir um pentagono regular dado o lado 15 = 4cm.
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. CAPITULO 5: AREAS

5.1. AXIOMAS

DEFINICAO: Uma regido triangular é um conjunto de pontos do plano
formado por todos os segmentos cujas extremidades estao sobre
os lados de um tridngulo. O triangulo é chamado de fronteira da
regido triangular. O conjunto de pontos de uma regiao triangu-
lar que ndo pertencem a sua fronteira é chamado de interior da
regido triangular.

DEFINICAO: Uma regido poligonal é a reunido de um nu-
mero finito de regides triangulares que duas a duas
ndo tém pontos interiores em comum.

AXIOMA 6.1. A toda regido poligonal corresponde um
namero maior do que zero.

Observacao: Este nimero é chamado de area da regido.

AXIOMA 6.2. Se uma regiao poligonal é a unido de
duas ou mais regides poligonais que duas a
duas ndo tenham pontos interiores em -
comum, entdo sua area é a soma das areas
daquelas regides.

AXIOMA 6.3. Regides triangulares limitadas por
triangulos congruentes tém areas iguais.

AXIOMA 6.4. Se ABCD é um retangulo entdo a sua area é dada pelo produto: ABBC.

D C
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PROPOSICAO: A area de um paralelogramo é o produto do comprimento de um dos seus lados
pelo comprimento da altura relativa a este lado.

D Cc
h h
[ []
A E b B E

Prova:

Considere AB uma base do paralelogramo. Prolongar a reta AB e a partir dos vértices C
e D tracar perpendiculares a reta AB, obtendo os pontos E e F sobre a reta considerada. Logo

DE =CF = h representam a altura do paralelogramo relativa ao lado AB.
Devemos mostrar que AB.DE é a area do paralelogramo.

Como AD=BC (lados paralelos de um paralelogramo), DE=CF=h (altura do
paralelogramo) e AED = BFC =90° (angulos Correspondentes em relagdo as paralelas), temos
que AAED = ABFC. Logo suas areas sdo iguais, e AE =BF.

Temos que Aascp = Aape + Ascpe = Ascr + Ascpe = AcpEr = EF =DE.

Mas EF =EB +BF = EB + AE = AB. Portanto AaBcD = ABDE.

PROPOSICAO: A area de um tridngulo é a metade do produto do comprimento de qualquer de
seus lados pela altura relativa a este lado.

A D

Prova:

Considere um tridangulo AABC. Sejam BC =b sua base e AH = h a altura relativa ao

lado BC . Devemos mostrar que Aapc = %

Obter um ponto D tal que DC=AB e AD=BC. Logo, o ponto D estard em uma circun-

feréncia de centro C e raio AB e em uma circunferéncia de centro A e raio BC . Assim o poligono
ABCD é um paralelogramo e Aapcp = b.h (1).

Como AABC =ACDA pelo critério LLL tém areas iguais, ou seja, Aapcp = Aapc + Acpa =

b.h
2.Aapc = Aascp = 2.AaBc = AaBc = T
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5.2. EQUIVALENCIA DE AREAS

DEFINICAO: Duas figuras sao equivalentes quando possuem areas iguais.

Notacdo: =

PROPRIEDADE FUNDAMENTAL DA EQUIVALENCIA: Considerar um tridngulo ABC. Conduzir pelo

vértice A uma reta r paralela ao lado BC . Considerar os pontos A1, Az, As,... pertencentes
aretar. Os tridangulos de base BC comum e vértices A1, Az, As,... sdo todos equivalentes.

= Bcz'ha _ah, , pois nao foi alterada a medida da

De fato, AABC = AAlBC = AAZBC =

base e nem da altura.

A A Ay

L e +

EXERCICIOS

01. Construir um triangulo ABC equivalente ao triangulo MNP dado, sabendo-se que BC=NP .
M

*

+ +

N P

02. Construir um triangulo ABC equivalente ao triangulo MNP dado, sabendo-se que BC=NP e
A =450, M

+
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03. Construir um tridngulo ABC equivalente ao quadrilatero PQRS dado, sabendo-se que P=A.
S

R Q
04. Construir um triangulo ABC equivalente ao quadrilatero PQRS dado, sabendo-se que o
ponto A pertence ao segmento PS.
P

—

R Q
05. Construir um tridngulo ABC equivalente ao poligono dado sabendo-se que o ponto A
pertence ao segmento PT .

T

¥

R Q
06. Construir um tridangulo ABC equivalente ao poligono dado, sendo A=P.

-
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07. Construir um tridngulo ABC equivalente ao triangulo MNP dado, sabendo-se que: BC é
colinear com W, B =N e ha < hn.

M

-+

N b

08. Construir um triangulo ABC equivalente a um tridngulo MNP dado, sabendo-se que: BC é
colinear com W, B =N e ha, > hn.

+

PROPOSICAO: A 4rea de um trapézio é a metade do produto do comprimento de sua altura pela
soma dos comprimentos de suas bases.

h — — F D c
AaBcD = > (AB+CD) ]
Prova: h. hi
Seja ABCD um trapézio cujas bases sao AB e
CD. Logo AB||CD. Considere a diagonal AC que divide []
o trapézio em dois triangulos: AABC e AACD. A E B

Tracar as alturas: CE do triangulo AABC relativa
a base AB, e AF do triangulo AACD relativa a base CD. Temos que CE = AF = h, pois

ABh , CDh _h . &)
2 2 2

AB [l @, logo: Aascp = Aapc + Aacp =
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DEFINICAO: Ap6tema de um poligono regular é o segmento com uma extremidade no centro do
poligono e a outra no ponto médio de um lado.

PROPOSICAO: A drea de um poligono regular de n lados, inscrito numa circunferéncia de
raio r é igual a metade do produto do comprimento do apétema pelo comprimento do
perimetro.

Prova:

Considere um poligono regular de n
lados e os segmentos de extremidades em O que
passam pelos vértices do poligono. Logo, o poli- A
gono fica dividido em n tridngulos equivalentes,
todos com a mesma altura a e a mesma base Ix.

Assim, a area de cada tridngulo sera: A =

a.l,

. Como a érea do poligono sera a soma das

areas destes triangulos,entdao A, , , =Ag, A, T

1 A A
L Masnl, A

Aoaa, T Aopn, Tt Apy 4 =00

é o perimetro 2p do poligono. Portanto, A, , , =n.—" =2p.

perimetro e a é o ap6tema do poligono.

PROPOSICAO: Considerando o nimero de vértices de um poligono regular tendendo ao infinito,
a medida de I, tende a zero, e 0 apétema do poligono tende ao raio da circunferéncia
circunscrita. Logo, a drea de um circulo de raio r é calculada da seguinte forma:

A=p.a=Trs="1r?

EXERCICIOS

01. Mostre que a drea de um losango ¢é igual a metade do produto dos comprimentos de suas
diagonais.

02. Prove que se G é o baricentro de um tridngulo ABC, entdo os tridngulos AGAB, AGAC e

AGBC sao equivalentes. Prove que a 4rea de cada um dos trés triangulos é % da area do

triangulo dado.
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03. Por um ponto arbitrério da diagonal de um paralelogramo, tracar retas paralelas aos lados,
decompondo-o em 4 paralelogramos menores. Dois deles tém areas iguais. Identifique-os e
prove a afirmacao.

04. Prove que a area do quadrado inscrito em uma circunferéncia é igual a metade da area do
quadrado circunscrito a mesma circunferéncia.

05. Considere dois triangulos AABC e AEFG semelhantes segundo uma razdo k. Prove que Aagc
= k2. Arra.
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PARTE II - GEOMETRIA ESPACIAL

LO 6: GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO

6.1. CONCEITOS PRIMITIVOS E POSTULADOS
Adotaremos sem definir os conceitos primitivos de: ponto, reta e plano.

POSTULADOS DE EXISTENCIA

I - Numa reta e fora dela existem infinitos pontos.

IT - Num plano e fora dele existem infinitos pontos.

POSTULADOS DE DETERMINACAO

I - Dois pontos distintos determinam uma tnica reta.

IT - Trés pontos nao colineares determinam um tnico plano.

POSTULADOS DA INCLUSAO

I - Uma reta esta contida num plano quando tem sobre o plano dois pontos.

IT - Um ponto pertence a um plano quando este pertence a uma reta do plano.

POSTULADO DA INTERSECAO

I - Se dois planos distintos tém um ponto em
comum, entdao eles tém uma Unica reta
em comum que passa por esse ponto.
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POSTULADO DA SEPARACAO DO ESPACO

I - Um plano a divide o espago em duas regides, I e II, que ndo contém a, tais que:
a)se AIeB Il entdo AB n a ={C};
b)seADIeBDI,entéoE no=0.

Regido | \

I
I ' A
I
I

- o

l Regiao Il l \\B

DEFINICAO: Semi-espaco € a figura geométrica formada pela unido de um plano com uma das
regides do espaco por ele dividido.

6.2. POSICOES RELATIVAS DE DUAS RETAS

_.—-—-—"'_“'3_'_'_._-

——Lsw

r

DEFINICAO: Duas retas sdo concorrentes se e somente se \
P

possuem um tnico ponto comum.

DEFINICAO: Duas retas sdo paralelas se e somente se elas sdo coplanares (isto é, estao contidas no
mesmo plano) e ndo possuem ponto comum.

PR

AXIOMA 5. Por um ponto fora de uma reta existe uma tnica paralela a reta dada.
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DEFINICAO: Duas retas sdo reversas se e somente se ndo existe plano que as contenha.

Exemplos:

CONSTRUCAO DE RETAS REVERSAS

Sejam trés pontos A, B e Cndo colineares, logo existe um plano o determinado por estes
pontos. Considere a reta r definida pelos pontos A e B. Considere o ponto P forade aearetas,
determinada por P e C.

Logo, r e s sdo retas reversas.

De fato, existem duas possibilidades a considerar: ou r e s sdo coplanares ou r e s sdao
reversas. Vamos considerar que r e s sdo coplanares (hipotese de reducdo ao absurdo). Entdo A,
B, C e P sdo coplanares, ou seja, P estd em a: isto é, contradiz a construgao, que toma P fora de a.
Logo, r e s ndo podem ser coplanares, ou seja, sdo reversas.

Assim duas retas no espaco podem ser:
Coplanares:

- coincidentes

- paralelas

- concorrentes ou secantes

Nao coplanares: H e

1

- reversas !

—F

I

. p A i

Exemplo: considere um paralelepipedo retangulo. .
L o
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6.3. DETERMINACAO DE UM PLANO

Um plano pode ser determinado de quatro formas:

12 Por trés pontos ndo colineares.

Este é o postulado da determinagdo do plano. A

C a

2a Por uma reta e um ponto fora dela.

Esta forma de determinar um plano pode ser reduzida a anterior: para tanto, basta tomar dois
pontos da reta e um ponto fora dela.

3a Por duas retas concorrentes.

Também esta forma pode ser reduzida a primeira: basta tomar o ponto de intersecdo e um
ponto de cada reta.

4a Por duas retas paralelas e distintas.

Esta forma de determinar um plano decorre da prépria definicdo de retas paralelas.

EXERCICIOS

01. Quantas retas passam por:
a) um ponto?
b) dois pontos distintos?

c) trés pontos distintos?

02. Considerando a figura, classifique os seguintes conjuntos de pontos como: (1) colineares; (2)
ndo-colineares mas coplanares ou (3) nao-coplanares.

a) {A,B,C,D}
b) {C,F,E}
c) {A,B,E}
d) {A,D,E,F}
e) {B,C,D}
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6.4. POSICOES RELATIVAS DE RETA E PLANO

Considere os seguintes casos:

- Oplano e a reta tém dois pontos em comum: \A‘\

a reta esta contida ao plano. (Postulado da a B
inclusdo)

- O plano e a reta tétm um tnico ponto em
comum: a reta e o plano sdo secantes ou a

reta intercepta o plano. O ponto de P
intersecdo da reta com o plano chama-se a
trago da reta com o plano. (Definicao) \

- O plano e a reta ndo tém ponto em comum: a
reta é paralela ao plano. (Definicao)

PROPRIEDADE: Se uma reta ndo contida num plano é paralela a uma reta desse plano, entao ela é
paralela a esse plano.

Se r, ndo contida em 0, é paralela a s
contida em 0, entdo r e s sdo paralelas distintas e
determinam o plano f3.

Comor e sndo tém ponto comumeséa
intersecao de a e (3, entdo r ndo tem ponto
comum com @, ou seja, r é paralela a a.

EXERCICIO

01. Dadas as retas reversas r e s, determinar um procedimento para conduzir por s um plano
paraleloar.
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6.5. POSICOES RELATIVAS DE DOIS PLANOS

POSTULADO DA INTERSECAO (recordando)

I - Se dois planos distintos tém um ponto
comum, entdo eles tém uma unica reta
comum que passa por esse ponto.

DEFINICAO: Dois planos sao paralelos se e somente se eles coincidem ou ndo possuem ponto
comum.

Assim, quanto as suas posic¢des relativas, dois planos podem ser:
- secantes (ou concorrentes);

- paralelos: coincidentes ou distintos.

e

PROPRIEDADE: Se um plano contém duas retas concorrentes, ambas paralelas a outro plano

distinto, entdo esses planos sdo paralelos.
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Prova:

Sejam a e b retas de B concorrentes num ponto O, e a e b paralelas a outro plano q,
devemos provar que a || 3.

Os planos a e 3 sdo distintos. Provaremos que eles sdo paralelos, usando RAA.

Considere que os planos a e 3 ndo sdo paralelos (hip6tese da reducao), logo, existe uma
retaital quei=a n B. Logo, temos:

para areta a:

- a || 0, entdo ndo pode ter pontos em comum com «;

-allBei=a n Baeisdo coplanares (ou seja, a concorre comioua || i;

logo, a || i pois se a concorresse com i em um ponto P, este ponto pertenceria a o, masa || Q.

para a reta b, analogamente:

-blao,bdB,i=anB=Db]| i

O fato de a e 3 serem concorrentes e ambas paralelas a i é um absurdo, pois contraria o
axioma das paralelas (Postulado de Euclides).

Logo, a e B ndo tém ponto comum e, portanto, o || B.

6.6. POSICOES RELATIVAS DE TRES PLANOS

Considere trés planos a, 3 ey, distintos dois a dois. Logo a posicdes relativas podem ser:

-aflBlly=
anB=0,ny=0eany=0=

anBny=0.

-aly=
any=0,anB=apefny=py=
ap Il By, logoa n B ny=0.
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-anB=aB,any=ayeBny=py=
aB |l ay || By, logoa n B ny=0.

et

-anB=aB,any=ayeBny=py=

anBny={P #
p

ANGULOS DETERMINADOS POR DUAS RETAS
Um angulo pode ser determinado por retas concorrentes ou por retas reversas.

DEFINICAO: Os angulos entre duas retas reversas sdao os angulos formados por uma dessas
retas e pela paralela a outra tragada por um dos pontos da primeira.

DEFINICAO: Duas retas concorrentes sao perpendiculares quando formam entre si quatro
angulos retos. Duas retas reversas sdo ortogonais quando formam angulos retos.
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6.7. ANGULO ENTRE RETA E PLANO

DEFINICAO: Uma reta é perpendicular a um plano se e somente se ela é secante ao plano e
perpendicular a todas as retas do plano que passam por seu trago.

r
CONSEQUENCIAS:

1. Uma reta perpendicular a um plano é
ortogonal a todas as retas do plano que nao a
passam por seu trago. o b

2. Uma reta perpendicular a um plano forma
angulo reto com todas as retas do plano.

TEOREMA: Se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, entdo ela é
perpendicular ao plano.

Hipotese: a e b sdo retas de 0, a e b concorrem no

ponto O e r é perpendicular as retas a e b. 5 =
Tese: r é perpendicular a a. 5 '0

Prova:

- Considere o ponto P distinto de O em r e Q na semi-reta oposta a OP tal que OP =OQ . Sejam

os pontos A na reta a e Bem b, ambos distintos de O, e X no segmento E, distinto de A e de
B. Devemos mostrar que r é perpendicular a OX = s.

- Nos tridangulos AAPO e AAQO, temos:
OP = OQ (por construcio),
AOP=A0Q=90°e
OA = OA (lado comum)
entdao AAPQ = AAQO por LAL.
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Portanto, AP = AQ (1)

Analogamente, para os triangulos ABPO e ABQO, temos BP =BQ (2).
- Nos triangulos AABP e AABQ, temos:
AP =AQ de (1), P,
BP=BQ de (2) e

AB=AB (lado comum) <b_ M

entdao AABP = AABQ por LLL. a 0 B

Portanto, PAB = QAB (3) %

- Nos triangulos AAPX e AAQX, temos:
AP =AQ de (1),
PAB=QABde (3) e
AX = AX (lado comum)
entao AAPX = AAQX.
Portanto, PX = QX 4).

r

- Finalmente, nos tridngulos APOX e AQOX temos que
PX =QX de (4),
OP =0Q (por construcdo) e

OX =0OX (lado comum)
entdao APOX = AQOX por LLL.

- Assim, POX = QOX, e, portanto, estes angulos sdo ambos retos (pois POX + QOX =180°), ou
seja: r [ OX.

Generalizando: r é perpendicular ao plano a.

CONSEQUENCIAS:
1. Se uma reta é ortogonal a duas retas concorrentes de um plano, entdo ela é
perpendicular a esse plano.
2. Se uma reta forma angulo reto com duas retas concorrentes de um plano, entdo ela é
perpendicular a esse plano.
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DEFINICAO: A projecao ortogonal de um ponto sobre um plano é o traco da perpendicular ao
plano tragada por esse ponto. A

AB =dist(A, a)

DEFINICAO: A projegao ortogonal, sobre um plano, de i
uma reta obliqua a ele é uma reta tal que cada
um de seus pontos é projecao ortogonal de um

ponto da reta dada sobre um plano. \

reta obliqua ao mesmo é o angulo formado
entre a reta obliqua e a sua projecdo ortogonal
sobre o plano.

A
DEFINICAO: A distancia entre uma reta paralela a um .
plano e esse plano é a distancia de um de seus d
pontos ao plano. l

AB = dist(r, o), onde ABOa. B

DEFINICAO: O angulo formado entre um plano e uma / }\ B
s

DEFINICAO: Dadas duas retas reversas r e s, a
distancia entre elas é a distancia que vai de d
uma dessas retas até o plano paralelo a ela que

s +
passa pela outra reta. N
a

CONSTRUCAO DA PERPENDICULAR COMUM A DUAS RETAS REVERSAS

r A D
T Ju]

T\S\g °

- dadas duas retas reversas, obtém-se por s, o plano a || r; este plano é definido porser’ || r;
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- obtemos pelo ponto A (arbitrario) de r AB O a. Temos que AB O1;

- obtemos em O a reta t por B, paralela a reta r. O ponto C é a intersegdo de t com s;

- tracamos CD O a. ABCD é um retangulo, assim CD Ore CD OUs.

6.8. ANGULOS ENTRE DoIS PLANOS B

DEFINICAO: Dois planos sdo perpendiculares o
entre si se e somente se um deles possui : :
uma reta perpendicular ao outro. a | :

CONSEQUENCIA: Considere dois planos quaisquer secantes. Conduzir um outro plano perpendi-
cular a intersecdo dos primeiros.

B
Se um plano é perpendicular a
intersecao de dois planos entdo este plano é : By
perpendicular a cada um desses planos. Yi
ph=sasssastonss GB
ay
a
DEFINICAO: O angulo entre dois planos é o B
angulo formado por duas retas, uma de °
cada plano, perpendiculares a intersegao
dos dois planos.
9
ap

6.9. ANGULO DIEDRO

DEFINICAO: Angulo diedro é o angulo formado por dois semi-planos com mesma origem (reta
de intersecao dos dois) e que ndo sejam coplanares.
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SECAO RETA DE UM ANGULO DIEDRO

DEFINICAO: Chama-se se¢do reta de um angulo diedro a interse¢do do dngulo diedro com um
plano perpendicular a sua aresta.

Analogamente a Geometria Plana, temos as seguintes classificacdes para diedro:

1. Dois diedros sao consecutivos quando determinam angulos consecutivos em sua secdo reta.

3y By
]
A\
P GB ) P
a ay ay

2. Dois diedros sdo adjacentes quando determinam angulos adjacentes em sua segdo reta.

By By

ay
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Observacao: Chama-se diedro reto aquele cuja medida é 90°. Um diedro agudo tem medida
entre 0° e 90°; um diedro obtuso, entre 90° e 180°.

3. Dois diedros sdo opostos pela aresta quando suas se¢des retas determinam angulos opostos
pelo vértice.

By

£y

ay

oy

DEFINICAO: Chama-se bissetor de um diedro o semi-plano que tem origem na aresta do
diedro e que determina em sua segdo reta a bissetriz de seu angulo.

EXERCICIOS

01. De um ponto P, interior a um diedro, sdo tracadas duas semi-retas perpendiculares as faces.
Sendo 100° a medida do diedro, calcule a medida do angulo formado pelas semi-retas.

02. Calcule a medida de um diedro, sabendo-se que uma reta perpendicular a uma de suas faces
forma com o bissetor desse diedro um angulo de 20°.

03. Calcule o angulo formado pelos diedros bissetores de dois diedros suplementares.
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6.10. TRIEDROS

DEFINICAO: Dadas trés semi-retas 1‘35, Pb e PE, de =)
mesma origem P ndo coplanares, considere
os semi-espacgos Ei, E> e Es, onde: E1, com
origem no plano bc que contém a semi-reta

Pa; E;, com origem no plano ac que
contém a semi-reta Pb; E3, com origem no
plano ab que contém a semi-reta Pc.

Triedro determinado pelas semi-retas Pa,

Pb e Pc éa intersecdo dos semi-espagos
E1, Ez e Es.

Notacdo: P(a,b,c) =E1 n E2 n Ea.
Elementos: P é o vértice;
as semi-retas 17a, 17b e ﬁ sao as arestas;

aPb, bPc e aPc sdo as faces ou os angulos das faces.

PROPRIEDADES

12 Em todo triedro, qualquer face é menor que a soma das outras duas.

Demonstracao:

Supondo que aPc é a maior face do triedro
P(a,b,c). Provaremos que aPc<aPb+bPc. Para isto,
construimos em aPc um angulo b'Pc =bPe (1).

Tomando-se um ponto B em b e um ponto B’

em b, tais que PB=PB' e considerando uma secio ABC
como indica a figura ao lado, temos:

1. Como AB'PC = ABPC, vem que B'C=BC ;

2. No triangulo AABC temos AC <AB+BC =
AB'+B'C<AB+BC = AB'<AB.

Considerando os triangulos AB'PA e ABPA
(PA=PA, PB=PB’, AB'<AB) decorre que aPb’ < aPb (2).

Somando membro a membro (2) e (1), temos:

aPb’ +b'Pc <aPb +bPc = aPc<aPb+bPc.




UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA - DEPARTAMENTO DE EXPRESSAO GRAFICA
ELEMENTOS DE GEOMETRIA 141

Sendo a maior face menor que a soma das outras duas, concluimos que qualquer face de
um triedro é menor que a soma das outras duas.

22 A soma das medidas em graus das faces de um triedro qualquer é menor que 360°.

Demonstracao:

Sendo aPb , aPc e bPc as medidas
das faces de um triedro P(a,b,c), provaremos

que: aPb + aPc + bPc < 3600

Para isso, considere a semi-reta Pa’
oposta a Pa. Observe que P(a',b,c) é um
triedro e, pela propriedade anterior,
bPc <bPa’ +cPa’ (1).

Os angulos aPb e bPa’ sdo adjacen-
tes e suplementares, 0 mesmo ocorrendo com

aPc e cPa’.

Entdo temos que aPb +bPa’ =180° e
aPc+cPa’ =180°.

Somando as duas expressoes, temos:
aPb+aPc+(bPa’ +cPa') =360°. Mas por (1) sabemos que bPc<bPa’+cPa’, ou seja, temos

aPb +aPc + bPc < 3600,

b

6.11. ANGULOS POLIEDRICOS

DEFINICAO: Dado um ntamero finito n (n > 2) de
semi-retas lTal, P—a2, 13713, ey PTin, de mesma
origem P, tais que o plano de duas consecutivas
(Pa, e Pa,, Pa, e Pa,, .., Pa_ e Pa, ) deixa as
demais num mesmo semi-espago, consideremos
n semi-espacos Ei, Bz, Es, ..., En, cada um deles

com origem no plano de duas semi-retas
consecutivas e contendo as restantes.

Angulo poliédrico convexo determinado por

Pa,, Pa,, Pa,, .., Pa, é a intersecao dos
semi-espacos E1, Ep, Es,..., En.

P(a1, az,...,.an) =E1 N E2 n ... n Eq
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EXERCICIOS

01. Verifique se existem os angulos poliédricos cujas faces medem:
a) 700, 80° e 130°
b) 90¢, 1200 1500
c) 70°, 80°, 90° e 100°

02. Quais sdo os possiveis valores de x para que x°, 70° e 90° sejam faces de um triedro?

03. Se além das anteriores possuisse a condicdo: face x deve ser oposta ao maior diedro, qual
seria a resposta?

04. Qual é o nimero méaximo de arestas de um angulo poliédrico cujas faces sdao todas de 50°?

6.12. POLIEDROS CONVEXOS

DEFINICAO: Superficie poliédrica limitada convexa é a reunido de um ndmero finito de
poligonos planos e convexos (ou regides poligonais convexas), tais que:

a) dois poligonos ndo estdo num mesmo plano;
b) cada lado de um poligono é comum a dois e apenas dois poligonos;

c) havendo lados de poligonos que estdo em um s6 poligono, estes devem formar uma
tnica poligonal fechada, plana ou nao, chamada contorno;

d) o plano de cada poligono deixa todos os outros poligonos num mesmo semi-espaco
(condigao de convexidade).

As superficies poliédricas limitadas convexas que tem contorno sao chamadas abertas.
As que nao tém, fechadas.

Elementos: as faces sdo os poligonos;

as arestas sao os lados dos poligonos;

os vértices sao os vértices dos poligonos;

os angulos sao os angulos dos poligonos.
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Exemplos:

b e

DEFINICAO: Um ponto € interior a uma superficie poliédrica convexa fechada (SPCF) quando
uma semi-reta com origem neste ponto intercepta esta SPCF em apenas um ponto.

DEFINICAO: Poliedro convexo é a uniao da superficie poliédrica convexa fechada (SPCF) com
seus pontos internos.

RELACAO DE EULER

PROPRIEDADE: Para todo poliedro convexo, ou para sua superficie, vale a relagao
V-A+F=2,
onde V é o numero de vértices, A é o nimero de arestas e F é o numero de faces do
poliedro.

Observacao: Para os poliedros abertos, vale a relagdo Va— Aa+ Fa=1.
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DEFINICAO: Os poliedros para os quais é valida a relagdo de Euler sao chamados de poliedros
Eulerianos.

Todo poliedro convexo é Euleriano, mas nem todo poliedro Euleriano é convexo.

SOMA DOS ANGULOS DAS FACES DE UM POLIEDRO CONVEXO

PROPRIEDADE: A soma dos angulos de todas as faces de um poliedro convexo de V vértices é

dada por: S = (V - 2).360c.

De fato, sendo V o nimero de vértices, A o nimero de arestas e F o namero de faces de
um poliedro convexo, e sendo ny, ny, ..., nr 0 nimero de lados de cada uma das faces, podemos
calcular a soma dos dngulos de cada face. De acordo com o exercicio 17 da pagina 38, temos:
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S = (m - 2).1800
S = (n2—2).1800

Sr = (nr— 2).180°

S1+S+ ... +Sp=(m + nz + ...+ nr — 2F).180°

S1+ S+ ...+ Spé S, soma dos angulos de todas as faces; e n1 + n2 + ...+ nr é a soma de
todos os lados das faces e é também o dobro do nimero de arestas, ja que cada aresta é lado de
duas faces. Assim,

S=(2A - 2F).180° ou S=(A -F).360°
Da relacdo de Euler: V-2=A -F.
Portanto, S = (V - 2).360°.

EXERCICIOS

01. Qual é o ntmero de vértices de um poliedro convexo que tem 30 arestas e 12 faces?

02. Um poliedro convexo de oito faces tem seis faces quadrangulares e duas hexagonais. Calcule
o nimero de vértices.

03. Calcule a soma dos angulos das faces de um poliedro convexo que possui 30 arestas e cujas
faces sdo todas pentagonais.

POLIEDROS DE PLATAO OU PLATONICOS

DEFINICAO: Um poliedro é chamado poliedro de Platao, se e somente se, satisfaz as seguintes
condicoes:

a) todas as suas faces sao poligonos com o mesmo namero (n) de lados;

b) todos os seus vértices sdo vértices de angulos poliédri cos com o mesmo niimero (m)
de arestas;

c) é euleriano, ou seja, obdece a relacdo de Euler: V- A + F=2.
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PROPRIEDADE: Existem cinco, e somente cinco, classes de poliedros de Platao.

Prova:

Seja um poliedro de Platdo com: F faces, cada uma com nlados (n> 2); V vértices, sendo

que cada um dos angulos poliédricos tem m arestas (m > 2) e A arestas.

m >2.

Logo, temos:
(1) V- A + F =2 (pois é euleriano);
(2) nF = 2A (pois cada uma das F faces tem n arestas e cada aresta estd em duas faces);

(3) mV = 2A (pois cada vértice V tem m arestas e cada aresta tem dois vértices como
extremidades).
2A

Substituindo (2) e (3) em (1) temos: 2A -A+—=2
m n

Dividindo por 2A temos: * —% 1o % . Devemos verificar as condigdes de quen>2e
m n

1 1 1
Como A é o nimero de arestas, devemos ter, portanto: ———+—>0

m 2 n

Logo para cada n teremos valores para m, ou seja,

a) n = 3 = faces triangulares

1
m

1.1 1

S ——+->0 :>——1>0 = m<6,

m

assim, m = 3; 4; ou 5 (pois m > 2 e inteiro)

b) n =4 = faces quadrangulares

1

1.1 1

— ——+->0 3—_1>0 :>m<41

m 2 4 m

assim, m =3

c) n =5 = faces pentagonais

1.1 1 3 10

——+—->0=> ———>0 = m< ? 113,333,

m 10

d) Para n = 6 obtemos m sempre menor que 3, o que contradiz a condicdo inicial.
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Ha portanto, cinco classes de poliedros de Platao, sao elas:

Primeira Classe:n=3em=3

Como l —l + l = l entao substituindon=3em =
m 2 n

3temos A =6. Comon.F=2A, temosF=4ecomom.V =2A,
temos V =4.

Esta classe de poliedros de Platdao inclui os
poliedros que possuem quatro faces triangulares,
conhecidos como tetraedros ("quatro faces", em grego).

Segunda Classe:n=4em=3

Analogamente, temos l -——+ l = l ,oque
m 2 n A

implicaem A=12,nF=2A0F=6em.V=2A, ou
seja, V =8.

Esta classe de poliedros de Platao inclui os
poliedros que possuem seis faces quadrangulares,
conhecidos como hexaedros ("seis faces").

Terceira Classe:n=3em =4

l—1+l=l,entf?1oA=12,n.F=2ADF=8e
m 2 n A

como m.V =2A, temos V = 6.

Esta classe de poliedros de Platao inclui os
poliedros que possuem oito faces triangulares,
conhecidos como octaedros ("oito faces").

Quarta Classe:n=5em=3

l—l+l:%,er1t€1oAZ?)O,en.FIZA OF=12e

m 2 n
como m.V =2A temos V = 20.

Esta classe de poliedros de Platao inclui os poliedros
que possuem doze faces pentagonais, conhecidos como
dodecaedros ("doze faces").
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Quinta Classe:n=3em=5

l—1+l=l,ent510A=3O,n.F=2ADF=20,ecomo
m 2 n A

m.V =2A temos V =12.

Esta classe de poliedros de Platao inclui os poliedros
que possuem vinte faces triangulares, conhecidos como
icosaedros ("vinte faces").

Resumindo,
Classe n m A V n Nome
Primeira| 3 |3 | 6 | 4 | 4 | Tetraedro
Segunda |4 [ 3 |12| 8 | 6 | Hexaedro
Terceira | 3 |4 [12] 6 | 8 | Octaedro
Quarta | 5|3 [30{20|12|Dodecaedro
Quinta |3 [5(30|12|20| Icosaedro

POLIEDROS REGULARES

DEFINICAO: Um poliedro convexo é regular quando:
a) suas faces sao poligonos regulares e congruentes,

b) seus angulos poliédricos sdo congruentes.

PROPRIEDADE: Existem cinco, e somente cinco, tipos de poliedros regulares.
Prova:
Usando as condicdes para um poliedro ser regular, temos:

a) suas faces sdo poligonos regulares e congruentes, entdo todas tém o mesmo ntimero
de arestas,

b) seus angulos poliédricos sdo congruentes, entdo todos tém o mesmo nimero de
arestas.

Por estas conclusdes temos que os poliedros regulares sdo poliedros de Platdo e
portanto, existem cinco e somente cinco tipos de poliedros regulares: tetraedro regular, hexaedro
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regular, octaedro regular, dodecaedro regular e icosaedro regular.

tetraedro regular hexaedro regular

dodecaedro regular icosaedro regular
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_ CAPITULO 7 - GEOMETRIA ESPACIAL METRICA

7.1. ESTUDO DO PRISMA

DEFINICAO: Dados os planos a e 3 distintos e paralelos, o poligono A1A:...Anem O e o ponto B
em [3, obtém-se By, Bs, ..., Bn em [ tais que A1B1 || A2Ba2 || ... || AnBn.

Os pontos A1, Bi, Az, By, ...An, Bn sdo vértices de um poliedro denominado prisma.

Elementos: Os poligonos A1A:...An e B1Bs...Bn sdo as bases do prisma;
A1A; é uma aresta da base do prisma;
A1B1 é uma aresta lateral do prisma;

A1B1B2A; é uma face lateral do prisma;

Observacdo: Os poligonos A1A;...An e B1B...Bn sdo congruentes pois a || 3 e as retas A1Bj, ...,
AnBn sdo paralelas.

SECOES PLANAS NO PRISMA

DEFINICAO: A intersecao de um prisma com um plano paralelo as bases determina uma
secdo transversal.

Exemplo: C1Ca...Cn.

O poligono determinado pela secao transversal é congruente as bases.
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secdo transversal
4 (paralela as bases)
4

<
secdoreta — D
(perpendicular as arestas laterais) B

DEFINICAO: A intersecdo de um prisma com um plano perpendicular as arestas laterais
determina uma secao reta (ou ortogonal).

Exemplo: D1Ds...Dn .

DEFINICAO: A interse¢cdo de um prisma com um plano paralelo as aresta laterais determina
uma secao longitudinal.

SUPERFICIES

DEFINICAO: Superficie lateral é areunido das faces laterais. A area desta superficie é chamada
area lateral e indicada por Al

DEFINICAO: Superficie total é a reunido da superficie lateral com as bases. A area desta superficie
é chamada area total e indicada por A..

CLASSIFICACAO

DEFINICAO: Um prisma é reto quando as arestas laterais sdo perpendiculares as bases, ou seja,
suas bases sdo secOes retas.

] IA5
Ay : : A
Num prisma reto, as faces laterais sao retangulos. I i 4
A altura h do prisma reto tem a medida do i Ay i As
comprimento da aresta lateral. h . .‘
it e 4
k"Bs Esl =
B, 4
Ea Bs
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DEFINICAO: Um prisma é obliquo quando nao for reto.

A altura de um prisma obliquo relaciona-se
com o comprimento | da aresta lateral e o angulo o de
inclinacdo do prisma, que é o dngulo entre a aresta
lateral e o plano da base.

DEFINICAO: Um prisma é regular quando as suas bases sdo poligonos regulares.

NATUREZA DE UM PRISMA

Um prisma sera triangular, quadrangular, pentagonal, hexagonal, etc, conforme sua
base seja um triangulo, um quadrado, etc.

PARALELEPIPEDO ‘

DEFINICAO: Um paralelepipedo é um prisma cujas bases
sdo paralelogramos. A superficie total de um
paralelepipedo é a reunido de seis paralelogramos.

Z

DEFINICAO: Um paralelepipedo reto é um prisma reto cujas bases sdo paralelogramos. A
superficie total de um paralelepipedo reto é a reunido de quatro retangulos (faces laterais)
com dois paralelogramos (bases).

DEFINICAO: Um paralelepipedo reto-retangulo ou paralele-
pipedo retangulo, ou ortoedro é um prisma reto
cujas bases sao retangulos. A superficie total de um
paralelepipedo retangulo é a reunido de seis e
retangulos.

DEFINICAO: Um cubo é um paralelepipedo retangulo cujas arestas sao congruentes.
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ESTUDO DO PARALELEPIPEDO RETANGULO

Consideremos um paralelepipedo retan- H .G
gulo. O mesmo possui 12 arestas, sendo 4 de i
comprimento a, 4 de comprimento b e 4 de E i _ 7
comprimento c. Assim, ele fica caracterizado por | 4.
trés medidas: a, b e c (comprimento, largura e D,Lg.'i::: ______________ 6. &
altura). T e

- e‘*--__ﬁ_h b
A a B

a) diagonal
O paralelepipedo retangulo possui quatro diagonais. Como d é diagonal do
paralelepipedo retangulo e BD [1BF = ¢ entdo d2 = e2 + c2 sendo e diagonal da face retangular,

entdo e2 = a2+ b2, logo, d2=a2+ b2+ c2oud =va’ +b* +c’ .

b) drea de uma face

A area de cada face é dada pelo produto de dois lados ndo paralelos, ou seja, Aapcp =
AgrcH = a.b; Aasre = Apcch = a.¢; AapHE = Asccr = b.c.

c) area total

E dada pela soma das areas das faces, ou seja, Aapcp + AgrcH + Aapre + Apccr + AADHE +
Apccr =2(a.b +a.c +b.c)

d) volume
O volume de um sélido é um ntiimero real positivo associado a ele tal que:
1) solidos congruentes tém o mesmo volume;

2) se um so6lido S é a reunido de dois sélidos S1 e S» que ndo tém pontos interiores
comuns, entdo o volume de S é a soma dos volumes de S1 com So.

AXIOMA 7.1. O volume de um paralelepipedo retangulo de arestas a, be c € V =a.b.c, ou seja, é
dado pelo produto da &rea da base pela altura.

EXERCICIO: Dado um cubo de aresta |, calcule em funcao de 1 a diagonal, a drea total e o volume
do cubo.
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7.2. PRINCiPIO DE CAVALIERI (OU POSTULADO DE CAVALIERI)

Dados alguns sé6lidos e um plano, se todo plano paralelo ao plano dado que intercepta
um dos s6lidos interceptar também os outros e se as secdes assim obtidas tiverem &reas iguais,
entdo os solidos tém volumes iguais.

Quando as secdes tém sempre a mesma area (segdes equivalentes), os sdlidos tém
sempre o mesmo volume (s6lidos equivalentes).

VOLUME DE UM PRISMA QUALQUER

Utilizando o principio de Cavalieri, podemos calcular o volume de um prisma qualquer.

Sao dados um paralelepipedo retangulo e um prisma tais que possuam bases equivalen-
tes apoiadas em um plano a e alturas iguais.

\
5
\
A
J_ L p——_
|
|
— 1
1
|
I
|

b
|
|
|
|
]
|
|

Um plano B qualquer, paralelo ao plano @, intercepta os dois s6lidos em suas segcdes
transversais.
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Como as secdes transversais de um prisma sao congruentes as suas bases e as bases dos
dois prismas sao equivalentes, as secdes determinadas pelo plano 3 sdo equivalentes.

Assim, pelo principio de Cavalieri, os s6lidos sao equivalentes.

Como o volume do paralelepipedo retangulo é dado pelo produto da &rea da base pela
altura (a.b.h) e a area da base do paralelepipedo é a mesma que a do prisma, entdo o volume do
prisma é dado pelo produto da drea da base pela altura.

ESTUDO DO PRISMA REGULAR

Sabemos que um prisma é dito regular se e somente se ele é reto e sua base é um
poligono regular.

1) Prisma Regular Triangular

a) area da base

E a area do triangulo equilatero de lado b.

2
b2 = hfz + (Ej
2

2

hfzzbz_b_
4

b) area total 4
Ar= A1+ 2Ap

Ac=3.(bh) +2. (bzf]

c) volume
V = Ap.h

v- (bz@].h

4
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2) Prisma Regular Hexagonal

a) area da base

E a area do hexagono regular de lado b. ; : :

Avb=p.a=(3b).a=3ba o ;

b) area total \ ”H b
Ai= A+ 2A, :
At =6(b.h) + 6b.a :

c) volume y :
V=Auh /
V=3bah )

.
\ /
3) Prisma Regular Quadrangular (Hexaedro Regular)
a) area da base
E a area do quadrado de lado b.

Ap =Db?

b) érea total b
A=A+ 2Ap b i ______ .
At=4.b%+2b2=6.b? b

’ b

c) volume
V =Ap.h=Aub
V=b2b=Db3

EXERCICIOS

01. A aresta da base de um prisma regular hexagonal mede 4m; a altura desse prisma tem a
mesma medida do apétema da sua base. Calcular a &rea total e o volume do prisma.

02. Calcular o volume de um prisma regular quadrangular cuja altura é o dobro da aresta da
base e cuja 4rea lateral mede 200cm?.
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03. Demonstre que as diagonais de um paralelepipedo retdngulo sao congruentes.

04. Calcular o volume de ar contido em um galpao cuja forma e dimensdes sao dadas pela figura
abaixo.

7.3. ESTUDO DA PIRAMIDE

DEFINICAO: Considere um poligono convexo A1A»...A, em um plano o e um ponto V fora de a.

Considerando os segmentos VA, , VA, , .., VA _,chama-se piramide de base A1A>...Ane
vértice V o poliedro de n faces triangulares e uma base poligonal assim obtido.

-'| B\

Elementos: - O poligono A1A>...Ay é a base da piramide;

- AJA, é uma aresta da base da piramide;

- VA, é uma aresta lateral da piramide;

- VA1A:> é uma face lateral da pirdamide;

- a distancia h do ponto V ao plano a da base é a altura da piramide.
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SECAO TRANSVERSAL

DEFINICAO: A intersecdo de uma pirdmide com um plano
paralelo a base determina uma segao transversal.

Exemplo: B1B>...Bn .

RAZAO DE SEMELHANCA

Os poligonos A1As...An e B1Ba...Bn sdo semelhantes, e a razdo de semelhanga ¢é igual a
VB, _ BB, _ VB, _

K=VA “AA, va, PoisBiBll AiA2= AVEiBy~ AVAIAS AVB:Bs ~ AVA2AS AVV'Bs ~
AVV'As,
SUPERFICIES

DEFINICAO: Superficie lateral é a reunido das faces laterais da piramide. A area desta superficie é
chamada area lateral e indicada por A

DEFINICAO: Superficie total é a reunido da superficie lateral com a superficie da base dapiramide.
A area desta superficie é chamada area total e indicada por A..

CLASSIFICACAO

DEFINICAO: Uma piramide é reta quando o vértice V é equidistante dos vértices da base.

DEFINICAO: Piramide regular é aquela cuja base é um poligono regular e a projegao ortogonal do
vértice sobre o plano da base é o centro da base.

Em uma piramide regular as arestas laterais sdo congruentes e as faces laterais sdo
tridngulos isosceles.

DEFINICAO: Chama-se ap6tema de uma piramide regular a altura de uma face lateral (relativa ao
lado da base). Chama-se ap6tema da base o apétema do poligono da base.
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NATUREZA DE UMA PIRAMIDE

Uma piramide serd triangular, quadrangular, pentagonal, hexagonal, etc, conforme sua
base seja um triangulo, um quadrado, etc.

Premmmmm—————————— g

TETRAEDRO
DEFINICAO: Tetraedro é uma pirdmide triangular.

DEFINICAO: Tetraedro regular é um aquele que possui as seis arestas congruentes entre si.

VOLUME DE UMA PIRAMIDE

Considere inicialmente um prisma triangular ABC-DEF. Este pode ser decomposto em
trés piramides triangulares.

1°) considere o triangulo ABC como base e D o vértice otendo a piramide ABCD;

20) considere DEFC como a segunda piramide, sendo C o vértice;

As duas piramides tém em comum a aresta DC . A base ABC é congruente a DEF, pela
definicdo de prisma, e ainda DA =FC=h.

Logo, as duas piramides tém a mesma base e mesma altura, portanto, tem o mesmo
volume.
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C C C C

7‘

[ -

E
3°) considere novamente a piramide ABCD, de vértice C;

40) considere a outra piramide DEBC, de vértice C.

Estas duas piramides tém bases congruentes (AABD = ABED por LLL) e mesma altura.
Logo possuem o mesmo volume.

Logo, o prisma ABCDEF ficou dividido em trés piramides de volumes iguais. O volume
de cada piramide é um terco do volume do prisma.

Portanto, V = 1Ab.h
3

Generalizando para qualquer piramide, temos o mesmo volume pelo principio de
Cavalieri.

ESTUDO DA PIRAMIDE REGULAR

1) Piramide Regular Triangular

a) area da base
E a area do triangulo equilatero de lado b.

bh, _b’\3

Ay =
"7 4

b) area total
Ac= A+ Ap b
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A=3, b.h,

_ b)Y b> I
h2=a?2-| = | =a2- — O hf=—+v4a"-b
2 4 2
2
A= %b\/élaz b+ (#j

c) volume
1
V = 5 Abh
2
V= b3 h
12

2) Tetraedro Regular

a) area da base
E a area do triangulo equilatero de lado a.

ah, _ a’J3

Ay =
T 4

b) area total

Ac=4.Ap= a2\3

c) volume
1
ngb.h
2. Y 2a3) a3 3a®> _ 6a’
h2:a2—m2:a2—(—hbJ =a?-|-———| =a?-|— | =a?t- —= —
3 3 2 3 9 9
Dh:ﬂ
3
2 3
DV=1a 3a\/g=ax/§.
3 4 3 12
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TRONCO DE PIRAMIDE

DEFINICAO: Dada uma pirdmide regular de vértice V, base A1A»...Ay e altura H, considere a
secdo B1B....Bn paralela a base e a distancia h do vértice V. Obtemos assim uma piramide
regular de vértice V e base B1B>...Bn semelhante a primeira.

O so6lido obtido pela eliminacdo da piramide de altura h é chamado tronco de piramide.

Elementos: B1B»...Bn é a base menor b;
A1Aj...An é a base maior B;

as faces laterais B1A1A2By,... sdo trapézios;

a) area lateral

E dada pela soma das areas de cada face, ou seja:

= + +...+
AL= Ag pags, FABaam T TAB A A, -

Se o tronco de piramide for regular, ou seja, obtido através de uma secgdo transversal
sobre uma piramide regular, entdo a altura da face do tronco de piramide regular é chamada de
apotema do tronco da piramide regular.

b) volume

V =V1 -V, onde V1 é 0 volume da piramide VA1A>..An e V2 é 0 volume da piramide
VB1B:>...Bn.
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7.4. ESTUDO DO OCTAEDRO REGULAR

DEFINICAO: A secdo equatorial de um octaedro regular é definida
pelo quadrado que divide o octaedro em duas piramides
congruentes.

Exemplo: O quadrado ABCD divide o octaedro regular nas pira-
mides V-ABCD e U-ABCD.

a) drea de uma face

E a area do triangulo equilatero de lado a.

ah, _ a’\/3
2 4

Ap =

b) area total

Ai=8.Ap=2a%/3

c) volume
A altura das piramides definidas pela secao equatorial ABCD é dada por:

_ 2 2 2
h2=a2- V'C :az—(—afJ :a2—21=

Dh:ﬁ
2

Portanto, o volume do octaedro é dado por:

1 2 2 2
V=2.§AABCD.h = §a2%= a g/_

7.5. ESTUDO DO ICOSAEDRO REGULAR

a) drea de uma face

E a area do triangulo equilatero de lado a.

2
IAf:E:a\/5
2 4
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b) area total

A =20.A¢ = 5323

c) volume

Considere uma secdo transversal do icosaedro regular passando por duas arestas

opostas CD e EF, e pelos pontos médios A e B de outras arestas opostas. Desta forma, temos
um retangulo CDEF com lados a e d.

J5+1

2

Como d é a diagonal do pentdgono regular de lado a, temos que d = a

J3

Como AD=AE=BF=BC=h , alturas das faces do icosaedro, temos que h = aT.

2 2 2
Do triangulo retangulo de catetos e e % temos: OF =e2 + (%J = (%) +(%j (1).

2
Do triangulo retangulo de catetos ap e %h temos: OE =ap? + (% aj (2).
Igualando (1) e (2), encontramos o ap6tema do icosaedro:
2 2 2 2 2 2
a d 2 a~  a 2 4> _3++5
=S|+ =]+ Zal] =, |+ (5+1) +==
p \/(2) (2) (3aj \/4 4( ) N
Portanto, o volume do icosadro regular serd igual a soma do volume das 20 piramides

com bases iguais as faces do icosaedro, e cujas alturas sdo iguais ao ap6étema ap. Esta ideia é a
mesma que utilizamos para calcular a area de um poligono regular de n lados, na pagina 121.

—an 1 _ 5a’
V=202 Acap = E(3+\/§).

DEFINICAO: Um anti-prisma é um poliedro com dois poligonos congruentes de n lados,
denominados bases, com 2n tridngulos que unem os vértices das bases. Quando os
poligonos sdo regulares, e as laterais formarem triangulos equilateros o anti-prima é
denominado arquimediano.
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Um icosaedro pode ser decomposto em um anti-prisma
arquimediano pentagonal e duas pirdamides de bases
pentagonais, conforme mostra a figura ao lado.

Uma outra forma de deduzir o volume do icosaedro
utiliza o calculo do volume do anti-prisma e das duas piramides.
Porém, trata-se de uma dedugdo um pouco mais trabalhosa do
que a mostrada neste trabalho.

7.6. ESTUDO DO DODECAEDRO REGULAR

a) drea de uma face

E a area do pentdgono regular de lado a.

Af=5.Anr08 = 5. a;p D
Temos que EC (| E e AB é0 segmento dureo de EC. £
Logo, EC = AB ﬁ; L E N1 3ec
EC 5+1_ /5+1 -
0 —=NC=AB =a Z\
2 4 4 \

\ 36°
2 ap
0 DN'=CD -NC' =a —(a*/i”J \/

0 ﬁ:% 10-2/5

Como ACND ~ AOMA, entdo temos: AP - ﬂ\q/[ ,ou se]a, ap =
NC DN

a
2
5+1 1/
4
O a =a—“10_2\/g
P B -10
aap _ g o ,V10-2+/5

Logo, As=
& 2 1245-20
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b) area total

Ar=12.A¢= 12.52° 10-2y5 =154 10-2+/5

—F—=15a" ———.
125 -20 3J5-5

) volume

O dodecaedro pode ser decomposto em um hexaedro regular, e outros seis sélidos,
como mostra a figura abaixo.

A aresta do hexaedro tem tamanho igual a diagonal do pentagono regular, ou seja,

J5+1

c=a 5 Considere um dos 6 solidos formados EGCFBA. Este s6lido pode ser decomposto

em um prisma AE'G'-BC'F' e duas piramides de bases quadrangulares B-CC'F'F e A-EE'G'G.
Estas piramides podem ser agrupadas, formando uma pirdmide com base quadrangular de
medidas c e 2x.

Temos que EC'=AB =a, logo x = c_;a . Analisando os triangulos retangulos ABCC' e

ABHC', temos:
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Igualando (1) e (2) temos:

Logo, o volume do prisma AE'G'-BC'F' é dado por:

c.a.h: \/§+13 —ag(\/§+1)

a a=—
2 2 2 4
O volume da piramide de base quadrangular de lados 2x e c é dado por:

V, = c.(c—a).h :a\/§+1(a\/§+1_a]a

V1=

3 2 2 6

7+35

24

Portanto, o volume do dodecaedro é dado por:

7+345 , (\/§+1J3_15+7\/_3
a +|a = a .

24 2 4

Logo, Vi + V2= a’

V=6.(Vi+V2) + 3= 6.

CORPOS REDONDOS E SOLIDOS DE REVOLUCAO

7.7. ESTUDO DO CILINDRO

DEFINICAO: Cilindro circular é um prisma de base regular com o
numero de vértices das bases tendendo ao infinito. Quando
as arestas sdo perpendiculares as bases, temos o cilindro
circular reto.

Uma definicdo andloga para cilindros é a seguinte:

DEFINICAO: Cilindro circular é um prisma de base regular com a
medida da 4rea de cada face lateral tendendo a zero.
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Elementos: - as arestas sdo denominadas geratrizes do cilindro;
- suas bases sao circunferéncias que estdo contidas em planos paralelos;
- a reta que contém os centros das circunferéncias é o eixo do cilindro;
- a altura do cilindro é a distancia dos planos das bases;

-R é o raio da base do cilindro.

O cilindro circular reto é um dos sélidos de revolucdo. A altura do cilindro circular reto
é a geratriz do mesmo. Uma definicdo para este tipo de cilindros é a seguinte:

DEFINICAOQ: Cilindro de rotacdo ou de revolugao é o sélido
gerado pela rotacdo de um retangulo em torno de
um eixo que contém um de seus lados.

SECOES DO CILINDRO DE REVOLUCAO

DEFINICAO: Secao transversal de um cilindro de : ;
rotagdo é um circulo paralelo as bases e : ; /
congruente a elas. segao “3"5\"9[\331 T TR
: i b
DEFINICAO: Secdo longitudinal ou meridiana de \F:_//g
um cilindro de rotacdo é um retangulo de HE N
lados g e 2R que contém o eixo do cilindro. 4 )
s

Observacao: Um cilindro circular é obliquo quan-
do a geratriz ndo é perpendicular ao circulo
da base. O cilindro circular obliquo ndo é um cilindro de rotacéo.

secéo meridiana

DEFINICAO: Cilindro equilatero é o que possui como se¢do meridiana um quadrado. No cilindro
equilatero, g = 2R.

Area Total:

E dada pela soma da &rea lateral com a area das bases.
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A;=21r.h e Ap =102, assim At = Aj + 2Ap = 21r.h + 2102 = 21w (h + 1).

P =
P \‘\
/ N
/ \
|
||L\ *&' )
\ /
2R .. 4

‘

\
/

8

\
\

e EEEE EEEPR
/

Volume:

Como, por defini¢do, um cilindro é um prisma com o namero de vértices da base
tendendo ao infinito, o volume do cilindro é calculado da mesma maneira do que o volume do
prisma. Desta forma, o volume do cilindro é igual ao produto da drea da base pela altura.

V =TR2h = TR2.g

EXERCICIO: Deduzir o volume do cilindro utilizando o principio de Cavalieri.

7.8. ESTUDO DO CONE

DEFINICAO: Cone circular é a piramide de base regular cujo ntimero de
vértices da base tende ao infinito. Quando a pirdmide for reta,
temos o cone circular reto.

Elementos: - as arestas da piramide sdo as geratrizes do cone;

- h é a altura do cone;
- sua base é uma circunferéncia;
- R é o raio da base do cone;

- no cone circular reto, g =h? + R2.
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Uma definicdo analoga para cones é a seguinte:

DEFINICAO: Cone circular é a piramide de base regular cuja medida da area de cada face lateral
tende a zero.

O cone circulare reto é um sélido de revolugao. Uma definicao para este cone circular é
dada da seguinte forma:

DEFINICAO: Cone de rotacdo ou de revolucao é o sélido
gerado pela rotagdo de um triangulo retangulo em
torno de um eixo que contém um de seus catetos.

SECOES DO CONE DE REVOLUCAO

DEFINICAOQ: Secdo transversal de um cone de rotagdo é um
circulo paralelo a base.

Da semelhanga de tridngulos temos:%

r H

DEFINICAO: Secdo longitudinal ou meridiana de um cone de
revolucao é um triangulo isésceles de base 2R e lados
g cuja altura é a altura do cone.

segdo meridiana

Observacao: Um cone circular é obliquo quando o eixo nado é perpendicular ao circulo da base.
O cone circular obliquo ndao é um cone de rotagao.

DEFINICAO: Cone equilétero é o que tem por secdo meridiana um tridngulo equilatero. No cone
equilatero, g = 2R.
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Area Total:

E dada pela soma da area lateral com a area da base.

2
A= gT (area do setor circular de raio g e comprimento 21R) e Ap = TiR?, assim At = Aj +

Volume:

Por definicdo, um cone circular é uma pirdmide de base regular com o ntimero de
vértices da base tendendo ao infinito. Por este motivo, o volume do cone é calculado do mesmo
modo que o volume da piramide. Deste modo, o volume de um cone é igual a um terco do
produto da 4rea da sua base por sua altura, ou seja,

V= 1T[R2h.
3

EXERCICIO: Deduzir o volume de um cone utilizando o principio de Cavalieri.

TRONCO DE CONE

DEFINICAO: Dado um cone de revolucao de verti-
ce V, altura H e raio da base R, considere a
secdo transversal a distincia d da base.
Obtemos assim um cone de revolucao de
vértice V, alturah = (H - d) e raio da base r.
O solido obtido pela eliminagao do cone de
altura h é chamado tronco de cone, este
possui duas bases circulares de raiosre R e
altura d.
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+
Observacao: Na figura temos tridngulos semelhantes, logo H.R ou h m d B
r r

Area Lateral:

A area lateral do tronco de cone é a diferenca entre as areas laterais dos dois cones

semelhantes, ou seja, A =

Area Total:

A édrea total do tronco de cone é a soma da area lateral com a drea das bases:

At= (G—g)g+2m2+2ﬂRz = (G—g)g+2n(r2+R2).

Volume:

O volume do tronco de cone é a diferenca entre os volumes dos dois cones semelhantes:

V= LiR?H -1 etk :1n(R2H—r2h).
3 3 3

7.9. ESTUDO DA ESFERA

DEFINICAO: Esfera é o lugar geométrico dos pontos com
distancia menor ou igual do que uma constante R de um
ponto fixo O.

Elementos: - o ponto fixo O é denominado centro da esfera;

- a distancia constante R é o raio da esfera.
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DEFINICAO: A superficie esférica é o lugar geométrico dos pontos equidistantes de um ponto fixo
O a uma distancia R.

A esfera é um solido de revolugao. Outras defini¢des para esfera e superficie esférica sao
as seguintes:

DEFINICAO: Esfera é o s6lido gerado pela rotacdo de um semi-circulo em torno de um eixo que
contém o seu didmetro.

A A

3

B B

DEFINICAO: Superficie esférica é a superficie gerada pela rotacao de uma semi-circunferéncia em
torno de um eixo que contém o seu didmetro.

SECOES NA ESFERA

A secao de uma esfera de raio R por um plano a uma
distancia h de seu centro é um circulo de raio r tal que

R2=h? + 12, ou seja, r2 = R? — h2

O circulo maximo da esfera tem raio igual ao da
esfera.

A secdo de uma superficie esférica de raio R por um
plano a uma distancia h de seu centro O é um circunferéncia
de raio r tal que

R2=h2+ 2,

A circunferéncia maxima da superficie esférica tem raio igual ao da superficie esférica.
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VOLUME DA ESFERA

Para calcular o volume de uma esfera de raio R utilizamos o principio de Cavalieri com
um cilindro de altura 2R = AB = A'B’ e base de raio R. Considere os cones circulares retos com
vértices coincidentes V no interior do cilindro, alturas iguais a R e com as bases coincidentes com
as bases do cilindro.

Considere o solido gerado pela diferenca entre o cilindro e os cones circulares. Usando o
principio de Cavalieri, a secao plana tranversal do cilindro que passa por A e A’ define as bases
coincidentes de um cone com o cilindro e o ponto A da esfera. Portanto, esta secdo nao possui
area.

As demais se¢des de planos entre A e O definem circulos de raio r na esfera, e coroas
circulares de raios R e h no sélido considerado. As 4reas podem ser calculadas da seguinte
forma:

Acirculo = T02 = Tl.'(R2 —hz)
Acoroa = TIR? — Tth? = T[(R2 —hz)
Quando o plano passar por O e V, temos os circulos de raios R definidos na esfera e no

solido considerado. Entre O e B as se¢Oes planas sao analogas.

Logo, para todos os planos paralelos a base do cilindro temos se¢oes equivalentes, e o
volume da esfera é igual ao volume do cilindro menos os volumes dos cones, ou seja,

V = TR2,(2R) —2%T[R2R = 2TIRS - %T[R3= %T[R3.

AREA DA SUPERFICIE ESFERICA

Para calcular a 4rea da superficie de uma esfera de raio R, considere uma esfera com raio
r < R. Suponha que as duas esferas sejam concéntricas, onde d =R —r.
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A razdo entre a diferenca dos volumes e a diferenca entre os raios aproxima-se da drea
da superficie quando d tende a zero. Os volumes da esfera maior e da menor sdo:

VM= TR e Vi = 21 = SR -d)’ =én(R3 -3R’d +3Rd’ -d°).
3 3 3 3
Subtraindo os volumes temos:

4 4

Vo= Vi = SR - (R ~3R*d +3Rd* ~d’) =§H(SR2d—3Rd2 +d’).

A razao da diferenca dos volumes pela diferenca dos raios é:
V=V =én(3R2 -3Rd +d).
d 3
Quanto menor for d, mais a razao fica mais préxima da area da superficie.

Quando d =0, temos a area lateral:

A, =4TR?.

CuUNHA E Fuso

DEFINICAO: Cunha esférica é o s6lido obtido de uma rotagao incompleta de
um semi-circulo em torno de um eixo que contém o seu didmetro.

O volume de uma cunha esférica é proporcional ao angulo 6 da
rotacdo que a gerou.

DEFINICAO: Fuso esférico é a superficie obtida de uma rotagdo incompleta de
uma semi-circunferéncia em torno de um eixo que contém o seu
diametro.

A area do fuso esférico é proporcional ao angulo 6 da rotacao que o gerou.
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EXERCICIOS

01. Uma ampulheta repousa numa mesa como
mostra a figura abaixo. (o cone B completa-
mente cheio de areia). A posi¢ao da apulheta é
invertida. Neste instante, cada cone contém a
metade da areia, formando-se um cone
mostrado na figura ao lado. Qual é a altura
deste cone?

02. Um ponto luminoso esta situado a uma distancia d de uma esfera cujo raio é o dobro de d.
Sabendo-se que o comprimento t do raio luminoso que tangencia a esfera é igual a 35 cm:

- calcular o volume V da esfera;

- calcular a 4rea lateral A da superficie conica gerada pelos raios luminosos de comprimeto t
que tangenciam a esfera;

- calcular a area S da porgao iluminada da esfera.

03. Num tronco de cone reto, os perimetros das bases sao 16Ticm e 8Ticm e a geratriz mede 5 cm.
Calcular o volume do tronco.

04.Se S é a area total de um cilindro circular reto de altura h, e se m é a razao direta entre a area
lateral e a soma das areas das bases, encontrar o valor de h em funcao dos dados.

05. Uma laranja pode ser considerada uma esfera de raio R, composta por 12 gomos exatamente
iguais. Calcular a superficie total de cada gomo.

06. Se numa esfera de raio R, circunscrevemos um cone circular reto cuja geratriz é igual ao
didmetro da base, entao a expressao do volume deste cone em funcao do raio da esfera é:

07. Considere o tetraedro regular inscrito em uma esfera de raio R, onde R mede 3 cm. Calcular a
soma das medidas de todas as arestas do tetraedro.
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