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Introduccion

El control de procesos, que en sus inicios estaba restringido a maquinas sofisticadas y procesos muy
complejos y costosos, esté hoy en dia en practicamente todas las actividades humanas. Entre estas
actividades las actividades de la Ingenierla Mecanica tienen una importancia primordial, pues estas van
desde las magquinarias industriales, pasando por los automodviles hasta llegar a los equipos simples de los
hogares como hornos, neveras, calentadores, etc.

A la vez de si difusion en las actividades humanas las técnicas del control de procesos han evolucionado, y
se ha vuelto una ciencia que para ser manejado en su globalidad requiere de estudios especiales de este
dominio, sin embargo casi todos los ingenieros mecénicos se topan en su carrera con sistemas
automatizados a los cuales deberan operar, mantener o incluso modificar. En vista de esto la carrera de
Ingeniero mecanico incluye en su pensum dos asignaturas referidas a esta ciencia, la primera
Instrumentacion cuyo objetivo es el aprendizaje de la ciencia de las mediciones de variables y la segunda
Teoria de Control cuyo objetivo es el aprendizaje de los fundamentos primordiales del control de procesos.

Este documento se presenta como uha ayuda a la ensefianza de la asighatura Teoria de Control para la
carrera de Ingenierfa Mecanica, para lo cual se ha hecho un intento de presentar de una forma simple los
conocimientos primordiales que deberia poseer un Ingeniero Mecanico para trabajar con sistemas de control
de procesos en todos sus ambitos de trabajo, y que deben ser adquiridos en el transcurso de un semestre
académico. No pretende por lo tanto ser un documento extenso sobre el tema, como lo son libros
fundamentales sobre el tema.

Con este objetivo el documento se desarrolla en tres unidades que engloban estos conocimientos
primordiales del control de procesos.

Una primera unidad referida a la Representacion Matematica de Sistemas Lineales, la cual presenta las
diversas formas de representacion de sistemas lineales desde el punto de vista matematico y grafico, Utiles
para las diversas técnicas existentes en el control de procesos, y ademés comienza con una somera
introduccion al control de procesos, esta se divide en cuatro temas: Tema 1 Introduccion a los sistemas de
control, Tema 2 Modelado Matematico, Tema 3 Formas de representacion de modelos matematicos y Tema
4 Diagramas de Bloque.

Una segunda unidad referida al Andlisis de la Dindmica de los Sistemas, en la cual se presentan los
principales criterios de estudio en referencia a los sistemas desde el punto de vista de sus diversas
representaciones. Esta incluye los siguientes temas: Tema 5 Respuesta de sistemas, Tema © Estabilidad de
sistemas, Tema 7 Anélisis de la respuesta en frecuencia y Tema & Observabilidad y Controlabilidad

Una tercera unidad referida a las Técnicas de Control, en la cual se presentan las principales técnicas de
control desde el punto de vista del control clasico o del control moderno, y culmina con una introduccion a
los sistemas digitales. Esta unidad esté organizada en los siguientes temas: Tema 9 Acciones de control,
Tema 10 Ajuste de Controladores FID, Tema 11 Control por retorno de estado y Tema 12 Introduccion a los
Sistemas Digitales.
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Tema 1. Introduccion a los Sistemas de Control

Sistema de Control

Los controles automaticos o sistemas de control constituyen una parte muy importante en los procesos
industriales modernos, donde se les usa principalmente para regular variables tales como la presion,
temperatura, nivel, flujo, viscosidad, densidad etc.

Definicion
Una definicion de un sistema de control puede ser:

“Es un arreglo de componentes fisicos conectados de tal manera, que el arreglo pueda comandar, dirigir o
reqular a s mismo o a otro sistema”,

Ejemplo de un Sistema de Control.
Control de nivel de un tanque de agua.

Pivote
@\Flotador
|

Vélvula —|$| O

Entra agua

Agua

Sale agua
—__ =

Ventajas de un control automatico
Las ventajas de un control automatico son principalmente econémicas, ya que permite:
e Mejorar la calidad de los productos.
e Disminuir los tiempos de operacion.
e Reducir la dependercia de operarios para manejar procesos.
e Reducir costos de produccion.

Términos Basicos

Planta. Es un equipo o conjunto de equipos que permiten realizar una operacion determinada. Cuando se
tiene un conjunto de equipos interactuando para generar un producto se tiene una planta industrial.
Proceso. Esté constituido por una serie de operaciones coordinadas sistematicamente para producir un
resultado final que puede ser un producto.

Sistema. Es una combinacion de componentes fisicos que actlan conjuntamente para cumplir un
determinado objetivo.

Elementos de un Sistema de Control

Proceso a controlar. Es como su nombre lo indica el proceso que se quiere controlar o regular. En el ejemplo
del tanque se trata de un proceso flujo a través de un tanque en donde se quiere un nivel dado.

Variable controlada. Es aquella que se mantiene en una condicion especifica deseada, es la que se quiere
controlar. En el ejemplo es el nivel del liquido.
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Variable manipulada. Es la sefial sobre la cual se actla o se modifica con el fin de mantener la variable
controlada en su valor. Esta cambia continuamente para hacer que la variable controlada vuelva al valor
deseado. En el gjemplo es el flujo de entrada del liquido o la apertura de la valvula.

Sefial de referencia (set point). Es el valor en el cual se quiere mantener la variable controlada. En el ejemplo
serfa el nivel deseado del tanque.

Error o sefial actuadora. Es la diferencia entre la sefial de referencia y la variable controlada. En el ejemplo
seria el error en el nivel deseado.

Perturbacion. Es un agente indeseable que tiende a afectar adversamente el valor de la variable controlada.
En el gjemplo podria ser un cambio en el flujo de salida, lluvia, evaporacion, etc.

Elemento de medicibn. Es el encargado de determinar el valor de la variable controlada. En el gjemplo es el
flotador.

Controlador. Es el encargado de determinar el error y determinar qué tipo de accion tomar. En el ejemplo
seria el juego de barras y pivote que une el flotador con la valvula. Este si el nivel baja hace abrir la valvula,
por el contrario si el nivel sube hace cerrar la vélvula.

Elemento final de control. Es el encargado de realizar la accién de control modificando la variable manipulada.
En el ejemplo es la valvula.

Entrada. Es el estimulo o excitacion que se aplica a un sistema desde una fuente de energia externa,
generalmente con el fin de producir, de parte del sistema, una respuesta especifica. En el ejemplo existen dos
entradas: la apertura de la valvula y la perturbacion.

Salida. Es la respuesta obtenida de parte del sistema. En el ejemplo la salida es el nivel de liquido.

Clases de sistemas de control

Existen diversas formas de clasificar un sistema de control entre las cuales estan:

Sistema de control Pasivo, sistema de control de Lazo Abierto y sistema de control
Retroalimentado.

Sistema de control Pasivo

Es cuando la variable el sistema se disefia para obtener una determinada respuesta ante entradas
conocidas, una vez disefiado el elemento no existe ningln elemento que realice o modifique la accion de
control. No existe un sistema de que modifique la accidn de control en funcion de las variables del sistema.
Algunos ejemplos de control pasivo son:
El direccionamiento de flechas o cohetes
pirotéchicos. En este caso el disefio de los
elementos con una vara larga y unas plumas
en la parte posterior permite direccionar las
flechas o cohetes en direccion longitudinal.

Farieng eV archer

Los sistemas de suspension de vehiculos. En

este caso se disefa un B

sistema de resorte |y 2 . = o S
amortiguador que permite P4 i
absorber el efecto de los

defectos de la via. En :
algunos  casos se ha
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sustituido este sistema pasivo por un sistema activo.

Sistema de control de lazo abierto

Es cuando el sistema de control utiliza |a informacién de la entrada para realizar una accién de control, sin
tomar en cuenta el valor de |a variable controlada.
Este se puede esquematizar en el siguiente diagrama de bloques

Perturbacién

Variable + Variable
Ajuste Elemento manipulada Controlada
J Controlador ' P Proceso L
final de + a
Diagrama de bloques tipico de un sistema de control de lazo abierto
Un ejemplo de este tipo de control es un calentador de agua a gas.

Intercambiad El funcionamiento del calentador
or de calor es el siguiente: Cuando se

consume agua el diafragma siente
una disminucion de presion y se
desplaza hacia arriba de manera

Entra Sale agua que la valvula permite el paso de
aaua fria ~ Ajuste caliente a5 hacia el quemador, haciendo

e V VUV e i i
que este encienda, y caliente el

agua. La lama sera proporcional al
flujo de agua que pase por el
calentador segln el ajuste dado
previamente al tornillo de ajuste.
Pero este no mide si se esta

Diafragma

Valvula Quemado
rde gas

llegando o ho al valor de la
temperatura deseada.

Esquema de un calentador de agua a gas

Otro ejemplo de este tipo de sistemas de control es por
ejemplo una lavadora automatica. En este caso el aparato
tiene un control que permite seleccionar el tipo de programa de
lavado, seleccion que realiza el usuario en funcion del tipo y
condiciones de la ropa a lavar. Una vez seleccionado el
programa este se ejecuta independientemente de la limpieza
obtenida para la ropa.
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Sistema de control retroalimentado (Activo)

Es cuando la variable controlada ee compara continuamente con la sefal de referencia y cualquier diferencia
produce una accion que tiende a reducir la desviacion existente. En otras palabras |a accién de control
realizada por el sistema de control depende del valor de |a variable controlada en todo instante, por lo tanto

también toma el nombre de control dindmico.

Esto se puede representar en forma de un diagrama de bloques que muestra la interaccion lbgica de los
elementos que conforman un sistema de control retroalimentado.

Sefial de

referenci

Perturbacién

Error
Controlador

—»

Variable
Controlada

Sefial de retroalimentacion o

medicién

L

Variable _|‘
Elemento manipulada Proceso
final de + a
Elemento de |,
medicion

Diagrama de bloques tipico de un sistema de control retroalimentado

Un ejemplo de sistema de control retroalimentado

En donde:

Proceso es el flujo de nivel a
través del tanque con un nivel
constante.

Controlador es el controlador
neumatico.

Elemento final de control es la
véalvula de control.

La variable manipulada es el
caudal de entrada.
Perturbacion puede ser un
cambio en el caudal de salida,
evaporacion o lluvia.

Variable controlada es el nivel.

Sefial de

referencia
"

Valvula de
rnntrol
)
v
Entra
Controlador Agua
neumatico Sale agua
=3
Transmisor
de presion |~

Sistema neumatico de control de nivel

Elemento de medicién es el transmisor de presio’n.

Sefial de referencia es la preeio’n de referencia.

Error es la diferencia entre la presion de referencia y la presion medida.

Sistema de Control Continuo vs. Sistema de Control Discontinuo
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Sistema de control continuo

Es aquel en que la modificacion de la
variable manipulada se efectia
continuamente.

Por ejemplo un controlador de temperatura
con vapor.

Este instrumento calienta el agua con la
ayuda de un serpentin por el cual pasa un
flujo de vapor. Este flujo de vapor es
aumentado o disminuido por una valvula de
control, la cual se abre o cierra suavemente
en una cierta proporcion segin el mensaje
enviado por el controlador, el cual trabaja
con la diferencia entre una sefial de
referencia y el valor de la temperatura del
agua de salida. La temperatura del agua es
medida por un transmisor de temperatura.
Como la apertura de la valvula puede tomar
una infinidad de valores entre totalmente
cerrada y totalmente abierta, entonces el
control es continuo.

Sistema de control discontinuo (ON-OFF)

Tema 1. Introduccibn a los Sistemas de Control

Transmisor
—»| Controlador [« <
de
1
o —>
Sale agua
caliente
Vapor
Intercambiad
Entra
, or de calor
aaua fria
—> .
I Drenaje

Esquema de un calentador de agua a vapor

Es aquel en que la modificacion de la variable manipulada no es continua sino que solo puede tomar un valor

v,
1
—>
Sale agua
caliente
Bimetalic
o
R
Entra
agua fria
—>
L

Esquema de un calentador de agua eléctrico

méaximo o un valor minimo. Estos pueden valores
pueden eer: abierto o cerrado, conectado o
desconectado, etc.

Un ejemplo de estos sistemas es ¢l calentador
de agua eléctrico.

El sistema funciona calentando agua mediante
una resistencia eléctrica la cual se conecta o se
desconecta, seglin el valor de la temperatura en
el recipiente, por la accidén de un bimetélico
(comlnmente conocido como termostato), el
cual al calentarse se deforma. Este elemento
sirve a la vez de instrumento de medicién,
controlador y elemento final de control. Ya que
cuando el agua se calienta hasta el valor
deseado su deformacion hace que se
desconecte el circuito eléctrico apagando la

resistencia eléctrica y cuando el agua se enfria se vuelve a enderezar conectando de nuevo el circuito con lo

cual la resistencia vuelve a calentar el agua.
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VC VC

AN ANAAN
v VARYARVARN

Mihimo

t

R /

Sistema continuo Sistema discontinuo
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Tema 1. Introduccibn a los Sistemas de Control

Sistemas de Control Analogicos vs. Sistemas de Control Digitales

Un sistema de control Analdgico es aquel en que todas las variables son continuas y en funcidn de un tiempo
continuo. En cambio, en un sistema de control digital las variables son discretas, es decir solo pueden tomar
valores predeterminados en funcion de la precision del sistema, y estas variables se conocen solo en algunos
instantes de tiempo. Los sistemas de control que usan una computadora son en esercia sistemas digitales.

Variable
Continua Discreta
x(t) 4 x(t) 4
o
jm}
=
B
<
o
2\ - L ..,J.r'-'_n"' .-
N - N t o ' —I_r'
Sefial Analdgica Seflal discreta tiempo continuo S
)
ORI x(t)T o 8
I/ \\ ::':; o
\ '-' _\S
’ _ 6
,-’1 ’ [‘\m /H r7~ DT
TP T > h i >
Sefial Continua tiempo discreto Sefial Digital

Sistemas de Control Reguladores vs. Sistemas de Control Seguidores

Sistema Regulador

Es aquel cuya funcion es mantener la variable controlada en un valor constante
Un ejemplo de este tipo de control es el requlador de Watt, que permite controlar la velocidad de motor,
manteniéndola en un valor constante cualquiera sea la carga.
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En este sistema el motor estd conectado mecanicamente a un sistema de centrifugas. Sila velocidad del
motor aumenta entonces la fuerza centrifuga ejerce una fuerza que hace cerrar la valvula de paso de
combustible, esto hasta que la velocidad se estabilice nuevamente en el valor deseado. Lo contrario ocurre si

N R: Posicién de la rueda del
timén
Motor Carga Timon (4 C—Fesicign de la pala del
y

timon

Y \ 4

Lector/de [l—> Controlador
nosicinn
Centrifuga
\
I | — Motor
I Abre
Comb ol Cierra _
ombustible C] =
" e
Vélvula de E J
rontenl -
Esquema de un regulador de velocidad de Watt Control de direccion de un barco

la velocidad del motor disminuye.

Sistema seguidor

Es cuando la sefial de referencia varia constantemente y el sistema de control trata de mantener la
igualdad entre la variable controlada y la eeffal de referencia. El control trata de seguir el punto de ajuste.
FPor ejemplo el control de direccién de un barco.

En un barco grande es imposible llevar el timon en forma manual. Luego el movimiento se realiza mediante un
sistema hidraulico. La rueda del timoén indica la posicidn deseada (sefial de referencia que en este caso
cambia continuamente) y es el motor hidraulico el que se encarga de mover la pala.

Sistemas de control invariantes en el tiempo vs. Sistemas de control variable en el tiempo
Un sistema de invariante en el tiempo (con coeficientes constantes) es aquel en que los pardmetros no
varian en el tiempo. En cambio para un sistema de control variable en el tiempo los pardmetros varian en el

tiempo. Por ejemplo en un sistema de control de vehiculo espacial, en el cual la masa disminuye al consumirse
el combustible durante el vuelo.
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: G5 #
Sistema Invariante en el Tiempo Sistema Variable en el Tiempo

Sistemas de control con parametros concentrados vs. Sistemas de control con
parametros distribuidos

Los sistemas de control que pueden describirse mediante ecuaciones diferenciales ordinarias son sistemas
de control de pardmetros concentrados. Mientras que los sistemas que requieren la utilizacion de
ecuaciones diferenciales parciales para su representacién son sistemas de control de pardmetros
distribuidos.

— —
— | 5 —
— —
| |
Parimetros Concentrados Parametros Distribuidos

Sistemas de control lineales vs. Sistemas de control no lineales

Se denomina sistema lineal aquel la relacion entre la entrada y la salida puede definirse mediante una
ecuacion lineal.

Sistema Linealy = ax + b Sistema No lineal: y = x3

Se dice que una ecuacion es lineal si a esta se le puede aplicar el principio de superposicion.
El principio de superposicion establece que la respuesta producida por dos funciones excitadoras distintas
es la suma de las respuestas individuales.

Si s =f(e) entonces e=a+b — s=f(a)+f(b)
Es de notar que los sistemas reales son todos no lineales, sin embargo en muchos casos la extension de la
variacion de las variables del sistema no es amplia y se puede linealizar el sistema dentro de un rango
relativamente estrecho de valores de variables.

Sistemas de control una entrada y una salida (SISO) vs. Sistemas de control de multiples
entradas y salidas (MIMO)

Un sistema puede tener una entrada y una ealida, por ejemplo los controles de temperatura vistos
anteriormente. Pero existen también sistemas con miltiples entradas y salidas, por ejemplo el control de
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una caldera en donde las variables controladas (salidas) son la temperatura y la presion, las cuales son
controladas a través de un flujo y del calentamiento.

Y
U t\o N o
A
5 i
U Y Y Z
— N cr— D —e—»
5150 MIMO

Sistemas de control deterministicos vs. Sistemas de control estocasticos

Un sistema de control es deterministico si la respuesta a la entrada es predecible y repetible. De no serlo el
sistema de control es estocastico.

S

Sistema deterministico Sistema Estocastico

Caracteristicas de los sistemas de control

En un sistema de A A
control existen tres v(C VC
caracteristicas

fundamentales que son: /\ /\
La  estabilidad, la /\ /\
\//\

exactitud y la velocidad
de respuesta.

Estabilidad

Se dice que un sistema
de control estable es
aquel que responde en

forma limitada a Estable Inestable
cambios limitados en la

variable controlada.

_ Jean-Frangois DULHOSTE
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Tema 1. Introduccibn a los Sistemas de Control

Es decir si ocurre un cambio en la sefial de referencia o se produce una perturbacion el sistema al principio se
desviara de su valor y volvera luego a alcanzar el valor correcto.

Un sistema inestable en cambio producird oscilaciones persistentes o de gran amplitud de la variable
controlada.

Exactitud

A A
Un sistema exacto es aquel  VC VC
capaz de mantener el error
en un valor minimo, o en
todo caso aceptable.
Enh la realidad no existen
sistemas  absolutamente \/
exactos debido a las

pequefias imperfecciones de
sus componentes, pero se

consideran sistemas = _

> »
exactos  aquellos  que t t
satisfacen los

Exacto Inexacto
requerimientos del sistema.

For lo general el costo de un sistema tiende a aumentar con la exactitud.

Velocidad de Respuesta
Es la rapidez con que la variable controlada se aproxima a la sefial de referencia.
Un sistema debe
responder a cualquier
entrada en un tiempo
aceptable,  ya que
aunque un sistema sea /\

estable y tenga |la /N
exactitud requerida, oi

este es demasiado
lento no tiene ningln

A A
VC VC

valor.

Por lo general la > >

estabilidad y la v v
Alta velocidad de Baja velocidad de

velocidad de respuesta
son caracteristicas que
se contraponen, es decir mientras mas ra’pido sea un sistema mayor serd la tendencia a la inestabilidad y
viceversa.

Lazos de control comiunmente utilizados en procesos industriales

Existen disposiciones de los sistemas de control diferentes a la basica, en donde pueden por ejemplo
coexistir varios controladores, elementos de medicion u alglin otro componente. Estas disposiciones o
cominmente llamados lazos de control permiten controlar sistemas mas complejos de una manera practica.
Los lazos mas comunes son.
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Control en cascada

Es aquel en el cual un controlador primario (maestro) manipula el punto de ajuste (sefial de referencia) de un
controlador secundario (esclavo).

For ejemplo el control de temperatura de un control isotérmico

Sefial de Controlador

referencia

REACTOR

A 4

Agua

y Y \ Condensad
enfriamiente <

> e

A
A

Control de temperatura en cascada para reactor isotérmico

En este caso el controlador maestro actla de acuerdo a la diferencia entre el valor deseado y la
temperatura del reactor, dando como sefial de salida el valor deseado en el controlador esclavo, es decir la
temperatura necesaria para el agua de enfriamiento que se introducir al reactor. Este controlara la
temperatura del agua de enfriamiento por intermedio de una valvula de control que controla la proporcion de
agua fria y agua caliente (recirculacion).

Control de relacion

Es aquel en el que se controla una variable en relacion a otra. El objetivo es mantener la relacion entre dos
variables en un valor especifico. El control se efectlia manipulando una valvula que afecta a una de las

variables mientras que (2 OLFra rwrwww s i e i s i,
permanece constante. Producto

Por ejemplo en un control de una Seflal de
mezcla de componentes se controla referencia
la proporcion de uno (o varios) de
ellos en funcién del componente
principal para asi  mantener
constante la proporcion.

Mezcla

ol
r|‘

Flujo
manipulado

Producto

En este caso una de las variables es

la controlada mientras que la otra
se utiliza para generar el valor Control de una mezcla de componentes

deseado. La no controlada es
multiplicada por un coeficiente ajustable en un instrumento llamado estacion de relacion (RS). La sefial de
salida de la estacion de relacion es |a sefial de referencia del controlador de flujo.
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Control de rango partido

En este caso el controlador tiene una entrada y dos salidas. Una de las salidas actuara desde un valor A
hasta uno By el otro desde uno B

hasta uno C. AA

Por ejemplo en un control de rango  Seftal de T W
partido de temperatura. referencia ]
>
En este la sefal de salida del Producto
controlador se conecta a dos caliente
valvulas de control. Si la sefial de Agua WC”/{ Drenaje
salida del controlador esta en el g
rango de 5 a 15 psi, s¢ ajustan las Intercambiador
vélvulas de la siguiente forma: es de calor v
1. Lavalvula de vapor se
mueve desde Vapor _ Condensado
completamente abierta _
hasta completamente > I v
cerrada cuando la sefial Producto frio

oscile entre 3y 9 pei.

2. Lavélvula de agua fria se
mueve entre completamente cerrada y completamente abierta cuando la sefial oscile entre 9 y 15
poi.

El controlador se ajusta de tal manera que produzca una sefial de 9 psi cuando error sea nulo.
En este momento las dos valvulas estaran cerradas, cualquier variacion en el error abra un u otra valvula
para enfriar o calentar el producto.

Esquema de un control de temperatura de rango partido

Ejercicios

1) Muchas méquinas, tales como tornos, Aceite bajo Pr@gién
fresadoras y esmeriles, estan provistos de
trazadores para reproducir el contorno de Plantilla las
plantillas. La figura es un diagrama
esquematico de un trazador hidraulico en el

cual la herramienta duplica la forma de la

plantilla sobre la pieza de trabajo.

a) Explique el funcionamiento del sistema

b) Haga el diagrama de blogue e
identifique los elementos del sistema

c) Clasifique el sistema de control

de

|
”Herramien'?aa

2) Las neveras para mantener el producto a una temperatura dada poseen un sistema de control.
a) Explique como es o como cree que debe que debe ser el sistema de control (Haga un esquema).
b) Haga el diagrama de bloque tipico de un sistema de control e identifique los componentes en el
sistema de la nevera.
c) Clasifique el sistema de control.
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3) Los motores d ecombustion interna requieren, para funcionar correctamente, de un sistema de
enfriamiento, que mantenga la temperatura del motor en un valor adecuado. Ni muy alto ni muy bajo.
Existen varios sistemas para controlar esa temperatura, los dos mas conocidos son:

e Elclasico que usa un termostato que regula el flujo de refrigerante (agua), y donde el ventilador esta
acoplado mecanicamente al motor.

e Enlos vehiculos mas recientes se usa, ademas del termostato, un controlador de temperatura que
prende y apaga un electroventilador.

Seleccione uno de los dos sistemas antes mensionados y:

a) Explique su funcionamiento, utilizando figuras.

b) Haga el diagrama de bloque tipico de un sistema de control retroalimentado identificando los
componentes del sistema.

c) Clasifique el sistema de control.
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Tema 2. Modelado Matematico

Introduccion

Par el estudio de los sistemas de control es necesario conocer el comportamiento de los elementos que
eventualmente pueden formar parte de un sistema a controlar y del sistema de control. Este
comportamiento se puede expresar en forma de un modelo mateméatico.

Se conoce como modelo matematico a las expresiones que representan el comportamiento dindmico de un
sistema.

El estudio dinamico consiste entonces en determinar analiticamente la respuesta (salida) cuando la
entrada experimenta una variacion en el tiempo (excitacion). Dicho de otra manera poder representar la
respuesta transitoria del sistema.

Los modelos matematicos de los sistemas fisicos son ecuaciones diferenciales, que pueden ser ordinarias
para los sistemas a parametros concentrados o parciales para los sistemas distribuidos. Estas ecuaciones
diferenciales pueden ser lineales o no lineales seglin el rango de funcionamiento en el cual se quiere estudiare
al sistema.

En este capitulo estudiaremos los modelos matematicos, lineales y simplificados de algunos tipos de
sistemas mas comunes. Quedan fuera del alcance de este capftulo los modelos matematicos no lineales de
los sistemas fisicos, los cuales son mas precisos pero mas complejos para la correcta comprension del
resto de la asignatura.

Sistemas Mecanicos

Un sistema mecanico esta conformado por los elementos siguientes:

Elementos Representacion grafica Ecuacién fundamental
dx
Amortiguador F=CV=C—
dt
dx
Friccion |_| F=BV=B—
TT 7777777 dt
Masa d*x
M F=Ma=M—
dt
Donde:
F : Fuerza x: Desplazamiento V : Velocidad
a: Aceleracion K : Constante del resorte C: Constante del amortiguador
B : Coeficiente de friccidn M : Masa

El modelo matematico se obtiene haciendo un diagrama de cuerpo libre sobre cada masa del sistema.
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Ejemplo 1:

lF

M

I 77777777

El sistema poséee en este caso una sola masa, se hace entonces

diagrama de cuerpo libre en la masa:
El modelo matematico del sistema sera:

lF

un

d d?
F-Kx-CZ==M=Z2
dt dt
O escrito ene. Orden comin de una ecuacién diferencial
ordinaria:
d dx
d dt

Esta ecuacion es una relacién del desplazamiento de la masa (salida) en funcién de la fuerza aplicada

(entrada).

Para simplificar |a escritura de la ecuacion diferencial se puede utilizar el operador matematico de derivada:

_d
di

Que para una derivada de segundo orden ee: D* =

4 4 . el . 2
Con esta representacion la ecuacion de nuestro sistema mecanico se escrive: MD"x+CDx+ Kx=F

d2
dr

Sistemas Mecanicos Rotativos

Un sistema mecanico rotativo esté conformado por los elementos siguientes:

Elementos Representacion gréfica Ecuacién fundamental
Ejes : ! T=G6

— do
Cojinete T=Co=CZ

L7 dt

2
Masa o Volante de . l . T=Ix =[d 20
inercia dt
6, o N, y ,

3 — =——=—= relacidn de velocidad
Tren de engranes =l 0, o N

— - 1.6, =T.,0, relacién de trabajo

Donde:

T': Torque o momento
w : Velocidad angular

0: Desplazamiento angular o deformacion angular
a : Aceleracion angular

G : Coeficiente de deformacion de ejes C : Coeficiente de friccidn viscosa
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1 : Momento de inercia de masas N : Numero de dientes de engrane

El modelo matematico se obtiene haciendo un diagrama de cuerpo libre sobre cada volante de inercia del
sistema.

J
S
3

=
3
N

Se hace el diagrama de cuerpo libre sobre el volante de inercia:

do d’o
. T G,(6 -6,)-G,0,-C d2 =1—2
G t dt
] | Y se escribe adicionalmente la ecuacion que relaciona el
momento aplicado con al extremo del eje con el que momento que

recibe el volante de inercia:

T= Gl(el _‘92)
) 191 Con estas dos ecuaciones se puede hallar una expresion entre el
? momento aplicado al sistema (entrada) y el movimiento angular

/[ /[ /

G

/[ /[ /

del momento de inercia:

d’e, LC do,
dt’ dt
0 escrito utilizando el operador matemético: ID*8, + CDO, +G,0, =T

También se puede definir una salida diferente por ejemplo el desplazamiento angular en el extremo del gje. En
este caso se combinan las dos ecuaciones de una forma diferente:

T

Se obtiene primero la expresion 0, = 6, ——

G,

La cual se sustituye en la primera relacion obtenida:

ID? el—i +CD .91—1 +G, 491—1 =T
Gl Gl Gl

ID*6, +CDO, +G,0, = Lo EpriSeilr
Gl Gl 1

1

+G,0,=T

Sistemas Eléctricos

Un sistema eléctrico esta conformado por los elementos siguientes:
Elementos Representacion gréfica Ecuacién fundamental

Resistencia W— V=RI,Z,=R

Capacitor # < V :%ﬂ[dz; Z. :é

Bobina G v-19 7z —p
dt
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Elemento cualquiera

En un nodo

En una malla

Elementos en serie

Elementos en 7 7 1
paralelo - Z 1
Z.
Z 1
Donde:
V :Voltaje o diferencia de potencial
I : Intensidad
Z : Impedancia
R : Resistencia
C: Capacitancia
L: Inductancia
R
Ejemplo 3: Hallar V = f(I) y V = £(1,) R, AW
A VVVVVY \
Primera parte V' :f(l) > (Ij\
2
Sabemos inicialmente que: Vi ‘7’
V=21 ’
Donde c
Z,=Z,+7,+Z,+Z, v VaIL5 4
1
1
Az +C,D o
T
7. = ! : Z,=L,D
3 1 1 ’ 4 — 4
%% +C,D+ /L3D
Luego
+L,D |l

V=R + I ! + I ! I
A2+C2D A3+C3D+/L3D

Segunda parte V = f(V)
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Hallamos primero I Zf(VS)

V.
V=2 < I=—
7z

3

Analogia Electromecanica
Este es un método que permite resolver en forma relativamente més sencilla problemas mecanicos, como i
se tratase de sistemas eléctricos. En este caso hacemos:

V andlogo a F, e | andlogo a x

Elementos Representacion grafica Ecuacién fundamental
Amortiguador Z,=CD
Friccion H Z.=BD
777777777
Masa Z, = MD?
M
Elemento cualquiera ' F=2Zx
Z
T
l t i —
Elementos en serie | | Z, = Zzl_
Z Z
777777777
Elementos en _— 7 1
paralelo T 1
: 27,
Z
7777 /I 7777

El método sirve para sistemas con una sola fuerza y se resuelven los problemas haciendo primero el
diagrama de impedancias.

Diagrama de impedancias

Para realizar el diagrama de impedancias:
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e 5S¢ coloca en la parte superior una Ifhea horizontal que representa la coordenada donde esta

aplicada |a fuerza.

e Secoloca en la parte inferior una linea que representa la tierra, o referencia.

e 5S¢ colocan entre las dos anteriores lineas que representen las otras coordenadas existentes.

e Secolocan las impedancias correspondientes a cada elemento y se hace la conexion de este a las
coordenadas correspondientes. Nétese que cada elemento estara conectando siempre dos

coordenadas. En el caso de las masas estas siempre irdn conectando la tierra y la coordenada

donde se encuentran, mientras que los otros elementos pueden conectar dos coordenadas

diferentes a la tierra.

Ejemplo 4- F F
v

La ecuacion del sistema obtenida por M \l/x
éste método sera:

F=(Zy+Z,+Z,)x; H N— Z Z Ze

F=(K+CD+MD)x

F = Kx+CDx+MD*x

77 77 IT7777 7777777777

Esauema

Sistemas Térmicos

Un sistema térmico estéa conformado por los elementos siguientes:

Diagrama de Impedancias

Elementos Representacion gréfica Ecuacién fundamental
Ti T2
T -T.
Pared delgada Q ST >T,: Q=112
(no absorbe calor) R,
R:
dT
Pared gruesa T L T, T2 ZQ =C; E
(con Q T T,-T, T,-T,
almacenamiento de c Q& | = ; 0, =
calor) P - 2 R, R,
t t2 Q1 _Q2 — CTDTP
Donde:

Q: Flujo de calor

R, : Resistencia térmica
especifico)

B Jcon-Frangois DULHOSTE

T': Temperatura

C,: Capacitancia térmica (masa por
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Ejemplo 5: Termémetro de mercurio con pozo térmico de cobre.
El termometro esta formado de tres paredes que absorben calor, mas un
elemento receptor que también absorbe calor:

e Hg: Mercurio Ty, Cy,

e V:Vidrio Ty, Cy

e (. CobreT. Cc

Entre cada elemento se consideran resistencias térmicas:
e R resistencia térmica entre el ambiente y el cobre Cly
e R, resistencia térmica entre el cobre y el vidrio

o Ra resistencia térmica entre el vidrio y el mercurio

Se requiere en este caso relacionar Ty, = f(TE)

Las ecuaciones fundamentales seran en este caso:
(1 0, -0, =C.DT,
2 0,-0,=C,DT,
(%) 0= CHgDTHg

T.-T

4) Q1=ETC
1

T.-T

(6) Oy ===+
2

T, —-T

©) 0, = VR e
3
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Obtenemos entonces 6 ecuaciones con 7 variables (T,,T, Ty»01,0,,0;)

Para obtener una expresion de Ty, = f(TE) debemos entonces reducir nuestro sistema de ecuaciones a

una ecuacién con dos variables:

T, T,
o Con4ybeniobtenemos T, = f(T,,T,.): (7) ?Ez(L+L+CCDJTC —R—V
1

1 2 2

T, T,
e Conbyben?2obtenemos THg:f(T T.): (&)—=(L+L+C D] R—C

2 3 2

1

R_ T

R, (1 T,
R(R +CHgD]THg+R

e Con9en7obtenemos T, f( Tyy T, ): (10) T, = ( 1 1 j

R
e ConGen3obtenemos T, = f(T 97T, =R [

1

—+—+C.D
1 2
e Con9y10en & obtenemos Ty, = 1(1,):

1 T,
R, (Rs + CHgDJTHg + FE

1

1

1 1
—~=|—+—+C,D R}| —+C,,,D [T}, -
R, R, R, R, 1 1
—+—+C.D
Rl RZ

T, =a,D’T,, +a,D°T,, +a,DT, +a,T,,
Con:

a, = R1R3CHg G, C.

RC,C, RC,C, RC,C
a,=R| =L MV 3 C+CHgCC+C,,CCj
Rl RZ RZ
R.C C R.C C
a3=Rl M+£+&+3—;’g+£ C C +C_ RCH;, _C_}
Rl R2 Rl Rl R2 R2 R2 R2 R3 R3

a,=R, ! +L2—1
RR, R,

Sistemas Hidraulicos
Un sistema hidraulico esta conformado por los elementos siguientes:
| Elementos | Representacién gréfica Ecuacién fundamental
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‘ C,DP
Tanques Q G, ih 0 ZQ Q Q
- F > AP =
F, 2 p
Ductos c N f Q:E;Q:Pe_PS
R, R, R,

Donde:

Q: Flujo o caudal

P: Presién

h : Nivel

R, : Resistencia hidraulica (perdidas que se producen en tuberias y accesorios)

C,: Capacitancia hidraulica (volumen que es capaz de absorber)

Ejemplo &: Hallar h, = f(Qe)

_l—ﬂ Q

Ch1
h Ih o
R, 2 R» Q.
P, <] P2 <] —>
—»
Q

El sistema hidraulico esté conformado por dos tanques conectados entre si. Estos tienen una entrada de
agua por el primer tanque y una salida por el segundo. Las ecuaciones fundamentales del sistema,

P

atm

considerando presiones manométricas (

M B=m

(2) P Vo

() Q. -9 =C, DR

(4) 9-0,=C),DP,
A-F

(®) Q_Tl
b

(6) Qs _R_z

=0) seran:

Tenemos por lo tanto 6 ecuaciones con 7 variables (hy,h,, F,, P, 0,,0,0,).
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Debemos entonces reducir el sistema a una ecuacion que relacione h, = f(Qe)

o Con5endobtenemos Q, = f(P,B): (7) O, = (%+ C,HDJP1 _h
1 1
R 1
o Con5en4obtenemos O, = f(P,P,): (&) O, =% Cth_F P,
1 1

e Con 6 en & obtenemos B Zf(Pz) 9) B =Rl(—Cth+R%+L]PZ

1 2

e Con9en7obtenemos Q, = f(Pz) (10) Q, = (i+ Cth]Rl(— C,12D+L+LJP2 _5
R, R, 2 R,

RC 1
Qe = _RIChICh2D2P2 +(Chl _Chz + }3 = ]Dpz +R_PZ

2 2

RlChl

* ConZenl0 obtenemos Q, = f(hz): 0, = _R1Ch1Ch27/D2h2 +(Ch1 —Cjp + ijhz +RL7h2
2

2

Sistemas Neumaticos

Un sistema neumatico esté conformado por los elementos siguientes:

Elementos Representacion gréfica Ecuacién fundamental
. dP . .
Tanques i ¢ F i Zm =C, g e = C DP
— =
p _m 4 p

£ i . AP . P-P

Ductos || m="l h=te s
Rn Rn Rn

Donde:

m : Flujo masico
P: Presion
R, : Resistencia neumética (perdidas que se producen en tuberias y accesorios)

C,: Capacitancia neumatica (V/RT)
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Ejemplo 7: Hallar i1, = f(B)
P
El sistema consta de dos tanque de aire
comprimido interconectados entre si. Existe una G
entrada de aire y una salida en el tanque 2.

Tema 2. Modelado Matematico

Las ecuaciones fundamentales del sistema,
5uponi6ndo preeionee manométricas, son:

P-P
1 > — 1 2
(1 m R
P,
2 —_— 2
(2) m, R,
(2) —my =C.DR

4) ml +m2 —rh3 = CzDP2

P
G
I’i’l 3
—>
P atm
Rs

Nota: 1, debe ser conocido (entrada), o en su defecto la presién de entrada debe ser conocida.

Tenemos por lo tanto 4 ecuaciones con 5 variables (R, Py, m,,m,,my).

Debemos entonces reducir el sistema a una ecuacion que relacione 11, = f(Pl)

1

e Conlen3 obtenemos B, =f(P2) (5) P, = (1+%D

e ConlyZ2en4obtenemos 17'12 =f(P1,P2): (6) m, :%4{
1

P 1

e Conb en G obtenemos my, =f(Pl) 1t :_1+(_+R_

R,

2
1 1753

m%m(i <, +CZJDP1+(%+L

1

+ Csz(l + QD]R
R

—+i+ CZD]P2

3

1
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Ejercicios

. Sistema mecanico

—

N T Hallar:
N K g Xy _f(F) y
10| i S AR
: 2 F _l_l » 1 f( )
VMWW "I M i
N T C Por los dos métodos
N _1 1 L
~N C1 l& 9XZ :
N Mo g
2. Sistema termo-neumatico
Hallar:
R1 FZ Patm
- :
my = f(TE’1)4)
- G
m,

P,= Cte Nota: la ecuacion de
relacion  entre los dos
sistemas:

Pv=mRT
f?
1 P=pRT
Gas Donde se supone:
PR =Constante
Vidrio
T
Cobre £
3. Sistema termo-eléctrico R
VVVIVY G
Hallar T=f(VE,TE) ——TOII I4 T
Ly, C
) s L, AN L,
Nota: la ecuacion de relacidon de los dos Ve C R
. 3
sistemas es: K Aire
C .
_J@an—Frangoi5 DULHOSTE 2 T Aislante
E

Pared




Q,=VI=I"R=V"*/R

4., Sistema hidraulico

Tema 2. Modelado Matematico

l Qs
Ciz
T C
h2
R1 1 |91 RZ hz PZ KS
<_ h3
a ] 1
b R4
X}
QEZ
Hallar Qg :f(QEDQEZ)
B. Sistema neumatico con piston
g
Pistén Ps Pz
de area e, C
m
—>
R1 Patm
. R
P "y ’
I
Rz
Hallar m =f(F)
Nota la ecuacién que relaciona el sistema neumatico _I
. Z — OL QE
con el pistén es: P = F/A I¢
7 7 Ch
©. Sistema Mecanico Hidraulico p h R
Hallar y, =f(QE) l -
M, | Qs

Nota: para la relacion entre el sistema mecanico y el
hidraulico C, = Area del tanque

vi VEs

la de Ingenie
Ks

Ks
Mecanica - ULA G
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Introduccion al Control de Procesos para Ingenieros

Utilizar el método de la silla (analogia electromecanica)

Tema 3. Formas de representacion del modelo matematico

Introduccion

El modelo matematico de un sistema fisico es una ecuacion diferencial, en el caso simple de ecuaciones
diferenciales lineales serd una ecuacion diferencial ordinaria invariante en el tiempo, cuya expresion general
se puede escribir como:

n n—1

d"y dy d"x

dm—lx
a,—-+a, n_)1;+---+an71—+any:b0—m +b1—m_1
dt dt dt dt dt

Existen diversas formas de representar esa ecuacion diferencial, ya sea simplemente con nomenclaturas
diferentes, por ejemplo utilizando el operador matematico D:
n -1 m m—1
a,D"y+aD"" y+---+a, Dy+ay=bD"x+bD" x+---+b, Dx+b x
O utilizando puntos para representar las derivadas:

n n—1 m m—1

a,y+a, y+---+a,,y+a, y+a,y=bx+b x+---+n, ,Xx+b_x+bx

+b —x+bx

n—1 n

- nzm

Pero también existen otras formas de representar las ecuaciones diferenciales cuyas caracteristicas
facilitan su estudio bajo ciertas condiciones, vamos a ver a continuacion dos de estas formas de
representacion: la funcion de transferencia y la representacion en espacio de estado. Adicionalmente con el
desarrollo de los sistemas de control mediante computadoras se ha desarrollado la representacion de los
modelos mateméaticos de forma discreta

Se utiliza la representacion de un modelo matematico mediante funciones de transferencia en la denominada
teoria de control clasica mientras que se representan los modelos matematicos mediante ecuaciones en
espacio de estado en la denominada teoria de control moderna.

La teoria de control moderna surge a partir de los afios GO para permitir el control de sistemas cada vez
mas complejos, con miltiples entradas y salidas, y con requisitos de funcionamiento cada vez mas severos.
Su desarrollo y aplicabilidad se han ido acrecentando con el uso de las computadoras personales.

Las diferencias entre la teoria de control moderna y la teoria de control clésica son las siguientes:

Teoria de control clasica

Teoria de control moderna

Sistemas lineales

Sistemas lineales y no lineales

Sistemas invariantes en el tiempo (LTI)

Variables o invariables en el tiempo

Una sola entrada y salida (5150)

Miltiples entradas y salidas (MIMO)

Procedimientos en el dominio de

complejas

la frecuencia

Procedimientos en el dominio del tiempo

Adicionalmente con el desarrollo de los sistemas de control mediante computadoras se ha desarrollado |a
representacion de los modelos matematicos de forma discreta, estos modelos discretos también se pueden
representar en forma de ecuaciones, funciones de transferencia discreta o repreeentacio’n estado discreta.
Se incluira en este tema un aparte completo a la representacion de sistemas e forma discreta.
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Tema 3. Formas de representacion del modelo matematico

Representacion de un modelo matematico con la Funcion de Transferencia

Esta representacion se conoce también con el nombre de representacion externa, pues no considera
variables internas al sistema. Las funciones de transferencia son funciones que permiten caracterizar las
relaciones entrada salida de componentes o sistemas que pueden describirse por ecuaciones diferenciales
lineales, invariantes en el tiempo.
Esta se define como la relacion entre la transformada de Laplace (L) de la salida (funcion respuesta) y la
transformada de Laplace de la entrada (funcidn excitacion), bajo la suposicion de que todas las condiciones
iniciales son cero.

Funcién de transferencia: G(S) = M

L

Para la ecuacion diferencial anteriormente presentada x es la entrada e y es la salida, en este caso la
funcion de transferencia se obtiene tomando la transformada de Laplace de ambos miembros en forma
independiente, con la suposicion de que todas las condiciones iniciales son cero y se obtiene:

G(s)= ;’(((s) _ bos”; +bls': +-tb s+b
s) a,s +as  +---+a, st+a,

entrada ) CI=0

Utilizando este concepto de funcién de transferencia se puede representar la dindmica de un sistema por
ecuaciones algebraicas en s. Sila potencia mas alta de s en el denominador es n se dice que el sistema es
de orden n.

Ejemplo 1: Para el sistema mecanico mostrado en la figura se tiene la
ecuacion diferencial:

MDx+CDx+ Kx = F F

La transformada de Laplace de cada miembro de |a ecuacion es:

Ms> X (s)+CsX (s)+ KX (s)= F(s) M

Donde: \L
Transformada de la salida: X(S) = L[x(t)] Yy
Transformada de la entrada: F(S) = L[F(t)] K
La funcién de transferencia de este sistema sera:
X 1
G(s) =X
F(s) Ms”+Cs+K
Esta funcién de transferencia expresa la salida como una funcién de la
entrada:

/77777777

X(s)= G(s)F(s) = ——— F(s)

T Ms+Cs+ K

Comentarios sobre la funcién de transferencia

1. La funcion de transferencia es en efecto un modelo matematico ya que permite expresar la relacion
entre la variable de entrada y la variable de salida de un sistema.

2. Estaesté limitada a sistemas de ecuaciones diferenciales lineales invariantes en el tiempo (LTI) con
una sola entrada y una sola salida (5150).

2. La funcion de transferencia es una propiedad del sistema en si, y es independiente de la maghitud y
haturaleza de la entrada.
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4. La funcion de transferencia incluye las unidades necesarias para relacionar la entrada con la salida,
sin embargo no brinda ninguna informacion respecto a la estructura fisica del sistema. Sistemas
fisicamente distintos pueden tener la misma funcién de transferencia.

5. El conocimiento de la funcidn de transferencia permite el estudio de la respuesta del sistema a
diversas formas de entrada, con lo cual se puede lograr una mejor comprensién de la naturaleza del
sistema.

6. La funcion de transferencia se puede obtener experimentalmente introduciendo entradas conocidas
y estudiando la respuesta del sistema. Esto se conoce como identificacion de sistemas, para lo cual
existen una multitud de métodos.

7. Una definicion alternativa para la funcion de transferencia es: La transformada de Laplace de la
respuesta al impulso:

G(s) = L[g(D)]
G(s) y g(t) contienen la misma informacion.
y(©) = g®u®)  Y(s) = G(s)U(s)
Modelo algebraico G (s).
Modelo temporal g(t).

Funcién de transferencia y respuesta al impulso

Sea un sistema LTI, SISO sometido a una entrada u(t) y representado U(s) Y(s)
9 . — G(s)
por su funcién de transferencia G(s).

Definicion de la respuesta al impulso: Un sistema que tiene como funcion de transferencia G(s), tiene como
respuesta al impulso la funcion:

g = L7HG()]
La respuesta de este sistema a una entrada cualquiera u(t) se puede calcular utilizando el teorema de

convolucion: La respuesta de un sistema cual funcion de transferencia G(s) esta dado por la siguiente
integral de convolucién:
ﬂﬂ=]
0

El producto de convolucion se expresa en general como y(t) = g(t) * u(t) = u(t) * g(t)

t

t
g@u(t —t)dt = f gt —tu(r)dr
0

La Matriz de Transferencia

U;(s) Yi(s
El concepto de Matriz de Transferencia es una extension a sistemas MIMO ]—> l(
y . —>» G(5)
de la funcion de transferencia. S—

Definicion: la matriz G(s) € C™*™ se denomina Matriz de Transferencia, y relaciona la entrada U(s) con la

salida Y(s).

Y(s)= G(s)U(s)
Con:
m: Nimero de entradas; r: nlmero de salidas
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Que también puede expresarse en notacion matricial explicita por elemento:
Yi(s) = Gi;(s)U;(s)

Se puede por lo tanto determinar la salida i con:
Yi(s) = X711 Gij(5)U; ()

Ejemplo 2: Se tiene el sistema mecanico MIMO con dos entradas (F; et F;) lpl
y dos salidas (y, et y,):
M,
Las ecuaciones del sistema son: I
Fi = K (y1 = y2) — C:D(yy — y2) = M D?y, 7 Ky i::‘ Gy
Fy + K1(y1 = ¥2) + (1D (1 = ¥2) — Kpy, — CoDy, = MpD?y, lFZ
La transformada de Laplace de las salidas sera: $ M,
_Cis+ K M;s? + C;s + K, Y2 '
27 den 1 den z K i::‘ c
M,s? + (C, + C))s + K, + K, Cis + Kq 2 ?
Yl = F1 + F2
Dond@ den den 777777777

den = M;M,s* + (M;(C; + C,) + C;M,)s3
+ (M, (Ky + K5) + C,(Cy + Cy) + K;M, — C2)s?
+ (C,(Ky + Ky) + K, (C; + C) — 2C,Ky)s
+ K, (K; + K;) — K

F
La matriz de transferencia, que determina la relacién [Y1 - V2] = [G(s)] [Fl] es:
2

Cis + K M;s? + Cis + K,
_ den den
G(S) - 2
M,s® + (€, + Cy)s + K; + K, Cis+K;
den den

Polos y ceros de un sistema LTI, SISO.

Los polos y los ceros permiten la caracterizacion dinamica de un sistema. Estos se pueden definir a partir de
funciones o matrices de transferencia (mas fécil para los sistemas SIS0) o a partir de modelos de estado
(mas practico en modelos MIMO).

La ecuacién caracteristica y los polos

Para un sistema LTl la ecuacion caracteristica Dy se define como el mas pequetio denominador comin de
todos los posibles menores de G(s) no nulos. En el caso de sistema SIS0, este corresponde al denominador
de la funcion de transferencia.

El orden de un modelo LTI (n) corresponde al exponente méas elevado de la ecuacion caracteristica, y es
también igual al minimo nimero de estados del modelo.
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Las ralces de la ecuacion caracteristica (Sy) se denominan Folos del sistema. Fara matrices de
transferencia, si So es un polo de un elemento de G(s) entonces sera un Folo del sistema. Estos Polos son
hecesariamente nimeros reales o complejos conjugados.

Si Dg tiene ny, raices en s = Ay, el polo Ay, se dice que tiene multiplicidad ny

Ejemplo 3:
Para la funcion de transferencia del sistema mecanico del ejemplo 1:
N(s) 1

G(s) = =
) =D& " MsZrCs £ K

La ecuacién caracteristica es:
Dy =Ms?+Cs+K

Les polos serén entonces las raices de la ecuacion:

—C+VCZ—aMK
S12 = 2M

Ejemplo 4:
Consideramos la matriz de transferencia:
2 3

— |s+1 s+z
G(s) = st .

S+1 S+1

La ecuacion caracteristica que se asocia al mas pequetio comin denominador es:
Dg=(sx1)?(s+2)=s3+4s2 + 55 +2

Los polos del sistema serén las raices de esta ecuacion caracteristica:
S1 = _1; S, = _1; S3 = -2

Los ceros

En el caso de los sistemas denominados cuadrados, en donde el nimero de entradas es igual al nimero de
salidas, los ceros se pueden determinar mediante la matriz o funcion de transferencia.

Se define el polinomio o ecuacién de los ceros N(s) como el mas grande comin divisor de los humeradores de
los menores de orden méximo de G(s) normalizado, para tener la ecuacién caracteristica D(s) como

denominador. Este polinomio se obtiene con:

N(s)
D) |G(s)I

Les ceros (zg) son las raices de este polinomio de orden m, y se obtienen para: N(zq) = 0

2 3
Ejemplo 5: para la misma matriz de transferencia del ejemplo 4: G(s) = [S’Il stz
S+ S+

Existe un menor maximo de orden 2 que es:
1 3 1 —-s+1

1G(s)| =

El polinomio de los ceros es:

G+DG+D G+2)G+D (G+D2(;s+2)

N(s)=—-s+1
Existe un solo cero: zg =1
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NOTA:
Todas las definiciones son aplicables al caso mas simple de un sistema SISO para las cuales G(s) es una
fraccion racional donde:

e Elnumerador es m,(s) y sus raices son los ceros

e Eldenominador es ms(s) y sus rafces son los polos.

Definiciones:
e Ladiferencia de grados entre D(s) y N(s) (ny m) se denomina el grado relativo.
e Sin—m > 0 elmodelo es estrictamente propio (grado relativo positivo)
e Sin—m = 0 el modelo es bipropio (grado relativo cero).
e Sin—m = 0el modelo es propio.
e Sin—m <0 el modelo es impropio (grado relativo negativo).
e Los sistemas reales son estrictamente propio.
e Los controladores pueden ser propios o impropios. Los impropios ee modifican para poder
construirlos.

Representacion de un modelo matematico en Espacio de Estado

La representacion en espacio de estado, también conocida como representacion interna, fue utilizada en
otras disciplinas como la mecanica o termodinamica desde hace largo tiempo. Por ejemplo, para el
comportamiento macroscopico de un gas puede describirse y predecirse con un nimero finito de variables
fisicas: el volumen ¥ de ese gas, su presion P y su temperatura T. El conjunto P,V, T representa el estado
termodindmico del gas. Su evolucion en el tiempo dependera del entorno exterior (aporte de calor por
ejemplo) pudiéndose caracterizar su comportamiento dindmico con el conocimiento de ese entorno, que en
control denominamos entrada del sistema.

En conclusion el estado dinamico de un sistema puede ser representado por un conjunto de variables
denominadas variables de estado. Este conjunto de variables caracteriza completamente la configuracion
dindmica actual del sistema. Para esto se requiere de un nimero minimo de variables de estado necesarias y
suficientes que permiten la descripcion dinamica del sistema.

Los sistemas automaticos modernos, a partir de los cuales se desarrollo la representacion de estado para
el control de procesos, aparecen en los afios €0 para permitir el control de sistemas complejos tales como
las aplicaciones espaciales Apolo y Folaris, las cuales tienen miltiples entradas y salidas (MIMO), y criterios
de funcionamiento cada vez mas severos. El uso del espacio de estado para representacion de sistemas de
control proviene de la capacidad que tiene esta representacion de representar sistemas multivariables
complejos. Su desarrollo y aplicacion crece luego con el uso de los computadores.

El conjunto de variables de estado no es Unico, pero debe estar conformado para cada sistema por un
nimero idéntico de variables de estado independientes. Esto significa que la seleccion de estas variables, asi
como de sus condiciones iniciales, constituye un conjunto que se puede fijar de forma arbitraria.

El estado inicial del sistema constituye su memoria: dado un estado inicial a un instante dado el
conocimiento del pasado no permite el conocimiento del futuro del sistema, e requiero por lo tanto de unas
funciones (ecuaciones de estado) que permiten la prediccion del futuro, las funciones cominmente utilizadas
son las resultantes de una integracion.
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Para comprender correctamente el funcionamiento de esta representacion se estudiaran las definiciones
basicas de estado, variable de estado, vector de estado y espacio de estado. Luego se presentaré la forma
de las ecuaciones en espacio de estado, su relacion con las funciones de transferencia y la forma de
representar sistemas lineales en espacio de estado.

Definiciones

Estado

El estado de un sistema dindmico es el conjunto mas pequefio de variables x(t) (denominadas variables de
estado) tales que el conocimiento de esas variables en t =1, conjuntamente con el conocimiento de la
entrada u(t) para todo tiempo t 21,y las ecuaciones que describen la dindmica f(x,t,u) y g(x,t,u),
determinan completamente el comportamiento futuro de los estados x(t) y salidas y(t) del sistema para
cualquier tiempo t 2 ¢, .

Variables de estado

Las variables de estado de un sistema dinamico x(t) son las variables que constituyen el conjunto mas
pequetio de variables que determinan el estado de un sistema dinamico.

Notese que las variables de estado ho deben ser necesariamente cantidades fisicas mensurables u
observables. Sin embargo es conveniente escoger como variables de estado de un sistema magnitudes.

Yector de estado

Si se requieren n variables de estado para describir completamente el comportamiento de un sistema dado,
se puede considerar a esas n variables como los n componentes de un vector x. Vector que recibe el nombre
de vector de estado.

Ecuaciones en el espacio de estado

Las ecuaciones en espacio de estado manejan tres tipos de variables:

e Lasvariables de entrada, o vector de entrada u(t) = [uy (t), uy(t), ..., u, (£)]7

e Lasvariables de salida, o vector de salida y(t) = [y, (t), o, (t), ..., v (O]T

e Lasvariables de estado, o vector de estado x(t) = [x;(t), x,(t), ..., x, (£)]T
Donde n, my r, representan el nlimero de variables de estado, salida y entrada respectivamente.
La expresion general de estas ecuaciones es la siguiente:

e Para un sistema no lineal:

x(t) = f(x,u,t) Ecuacién de estado
y(t) =g x,u,t) Ecuacién de salida
e FPara un sistema lineal
x(t) = A(t)x(t)+ B(t)u(t) Ecuacién de estado
y(t) = C(t)x(l)+D(t)M(l‘) Ecuacién de salida
Donde:
A(t) se denomina matriz de estado

B(t) se denomina matriz de entrada
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Tema 3. Formas de representacion del modelo matematico

C(t) se denomina matriz de salida

D(t) se denomina matriz de transicion directa
Si las funciones o vector de funciones 'y g, o las matrices A, B, C 'y D comprenden explicitamente el tiempo
el sistema se denomina variable en el tiempo, en el caso contrario el sistema se denomina invariante en el
tiempo. En el caso de un sistema lineal invariante en el tiempo (LTI) las ecuaciones de estado se escriben
entonces como:

x(l‘) = Ax(l‘)+Bu(t) Ecuacion de estado
y(t) = Cx(t)+Du(t) Ecuacién de salida

Representacion de sistemas dinamicos en el espacio de estado

Cualquier ecuacion diferencial de orden n se puede expresar como una ecuacion de estado de primer orden en
notacioén vectorial-matricial. Se presenta a continuacién las técnicas para la obtencién de estas ecuaciones
de estado para dos ecuaciones diferenciales comunes.

Representacion en espacio de estado a partir de ecuaciones diferenciales ordinarias (tipicamente
sistemas SIS0)

Caso de una ecuacién ordinaria de orden n en donde la funcién exitadora no incluye términos derivativos
Sea el siguiente sistema de orden n:

n n—1

y+a, y+--+a,,y+a,y=u

n—1
Suponiendo que las condiciones iniciales y(O), )'/(O),m y(O) y la entrada u(t) para un tiempo t >0 son
conocidas, entonces las variables de estado deben ser tales que definan completamente el comportamiento
futuro del sistema. Bajo esta premisa se puede entonces escoger como variables de estado:

n—1
N=Y KL =), X, =Y

Entonces la ecuacién diferencial se puede escribir como:

X, =X,
Xy =X
xn—l = xn
X, =—ax —ax,+u
Yy =X
O en forma matricial:
x = Ax + Bu
y=Cx
Donde:
0 1 0 | 0]
X
0 0 0
X . . . . .
x=|2lid=| : : : ;B::;C=[10~-~ O]
' 0 0 0 1 0
x?‘l
__ an _an—l _an—z _al_ L~
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Esta forma de repreeentacién se denomina cominmente fortma canénica controlador.

Nota: La repreeentacién de estado de un sistema no es Unica, pues depende de la forma como se seleccionan
las variables de estado, sin embargo todas las representaciones de un mismo sistema tendran el mismo
nimero de variables de estado.

Ejemplo &: para el sistema mecanico mostrado en el ejemplo 1 se tiene la ecuacion diferencial:
My+Cy+Ky=F

Donde u = F

Se puede entonces definir las variables de estado como: X, =y; X, =y

Sustituyendo esto en la ecuacién obtenemos:

Mi, +Cx, +Kx =u = i, =%
Se obtiene entonces el sistema de ecuaciones de estado:
X, =X,
. K C 1
X, =——X,——X,+—u
M M M
y=X
El cual puede expresarse matricialmente como:
X = Ax + Bu
y=Cx
Donde:
0 1 0
A= K C|; B=|1]; c=[1 o]
M M M

Caso de ecuaciones diferenciales de orden n en donde 1a funcién excitadora incluye términos derivativos
Sea el siguiente sistema de orden n:

n n—1 n n—1

y+a, y+---+a, y+a,y=bju+b u+---+b_u+bu

n-1
Suponiendo que las condiciones iniciales y(O), )'/(O),--- y(O) y la entrada u(l‘) para un tiempo t >0 son
conocidas, entonces las variables de estado deben ser tales que definan completamente el comportamiento
futuro del sistema. En este caso en particular las variables de estado deberan ademéas ser tales que
eliminen las derivadas de u en la ecuacion de estado. Bajo esta premisa se pueden escoger como variables de

estado:
X =y = pPou
X, =y = Pt = fu = X, — Pu
Xy = Y= Pt = P — fyu = X, = fru
n—1 n—1 n-2
X,=y=Pou-pfru—=p u-p u=x_-p u
Donde BB, B, -+ B, son coeficientes que se determinan como:
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By =b,

By =b—-ap,

By =b,—a,f—a,p,

By =b;—a,f,—a,p, —a;B,

ﬁn = bn _alﬂn—l _.“_anflﬁl _anﬁo
Con esta escogencia de variables de estado se obtiene el sistema de ecuaciones de estado:
X, =x,+pu

X, =X, + fu

xn—l = xn + n—lu

)‘Cn = _an‘xl - an—l‘x2 -t _al'xn +ﬂnu
y:xl+ﬂ0u
O en forma matricial:
x = Ax + Bu
y=Cx
Donde:
[0 0 0 | B
X
: 0 0 0 B,
x=|"2 4= 1 :  liB=| ¢ [iC=[l 0 - 0 D=p, =5,
' 0 0 0 1 B
x}'l
__an —a,, —d4,, _al_ L ﬂn i

Ejemplo 7: para la ecuacion diferencial siguiente:

V+18y+192y+ 640y =160u + 640u
Queremos obtener una representacion en espacio de estado.
Se definen entonces las siguientes variables de estado:

X =y = pu
x, =y - —Pu=x - Pu

Xy =y = foii = B — fu = x, — Pu
Donde:

By=by=0

Bi=b-ap=0

B =b,—a,p —a,f, =160

By =b,—a,, —a,f, —a,f3, = 640—18(160) = —2240

La ecuacién de estado del sistema sera entonces:
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X, 0 1 0 | x 0
X, |=| 0 0 I |x, [+ 160 |u
X, -640 -192 -18]| x, —2240
La ecuacion de salida sera:
X
y=[t 0 0]x
X3

Representacio’n de estado a partir de un sistema de ecuaciones diferenciales

En el caso de disponer de un sistema de ecuaciones diferenciales en lugar de una sola ecuacion ordinaria es
posible obtener una representacion de estado directamente de este sistema de ecuaciones, los dos ejemplos

siguientes ilustran esta opcion.

Ejemplo &: Se tiene el sistema térmico del termémetro mostrado en la figura,
representado por las ecuaciones:

M 0,-0,=C.DT, 2 0,-0,=C,DT, te) Q3 :CHgDTHg

T, T, T.-T, T, -T,
®) 0 ===~ 6) 0, == (6) g, =~
1 2 3

Para el cual queremos obtener una repreeentacio’n en espacio de estado.
El sistema puede simplificarse inicialmente para ponerlo en funcién solo de las
temperaturas:

7) (u;wjn:j;ﬂ

1 2 2 1

1 1 T. T,
&) | —+—+C,D|T, =-C + 1=
(®) ( g j "R, R

2 3 2 3

1
)T, = Rs(R_"' CHngTHg
3

En este caso queda claramente identificado que la entrada es u = Ty yla salidaesy = Ty.

Los estados se pueden definir de |a siguiente manera:
X =Tc; x,=T,; x;=Ty,

En base a esta definicién de los estados se puede re-escribir el sistema como:

1 1 .
—x, +—x, +C.X, =X ¥
Rl R2 R2 Rl
1 1 .

—x, +—x, +C %, =h
R2 R3 R2 R3

Xy + R3Cng3 =X,

A partir de estas ecuaciones se puede escribir el sistema en forma de espacio de estado:

_J@an—Frangoie DULHOSTE



Tema 3. Formas de representacion del modelo matematico

X, =— ! X, — ! X, + ! X, + ! u
Rl CC RZ CC RZ CC Rl CC
) 1 1 1 1
X2 = x, — T x2 + X3
R,C, R,C, R.C, R.C,
X, = ! X, — I X
’ R3CHg ’ R3CHg ’
y=X
El cual puede escribirse en forma matricial como:
x = Ax + Bu
y=Cx
Donde:
3 1 3 1 1 0
RC. R,C, R,C. 1
A= 1 b1 L |:B=|ol:c=[0 o 1]
R,C, R,C, R,C, R.C, 0
1 1
0 _
L R3CHg R3CHg i

Ejemplo 9: Consideremos el sistema mecanico MIMO con dos entradas (Fy y F) y dos salidas (y; y ¥2).
tostrado en la figura:
Las ecuaciones del sistema son:
- K (y1 —y2) — C:D(y1 — y,) = M, D%y,
F, + Ky(y1 = ¥2) + CD(yy — ¥2) — Ky, — €Dy, = M, Dy, lFl

M,

En este caso tenemos: \ ,

w=Lal=[8] v- "wZ He
I

Y podemos seleccionar como estados: \l/
x=[1 Dyi y2 Dy,]" y My
2
Si sustituimos los estados, entradas y salidas en las ecuaciones K, C
2

originales tendremos:
u1 - lel + leg - Clxz + C1X4 = Mle
Uy + Kixqg — Kyx3 + Cixy — Cix4 — Kpxz — Coxy = Myxy

777777777

Y obtenemos la representacion de estado siguiente:

X1 = Xy

K C K C u
322=—ﬁ11x1 M11x2+ﬁllx3+M11x4+ﬁll
X3 = X4
J'c—ﬁx +&x _(K1+K2)x _(C1+C2)x Uz
4 M, 1 M, 2 M, 3 M, 4 M,
y1=X
V2 = X3
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Expresado en forma de Matriz:

x =Ax + Bu
y =Cx
Con:
[ 0 1 0 0 ] 0 O
_ﬁ _& ﬂ & | 1 0
A= M, M, M, M, B = M, =[1 0 0 0]
0 0 0 1 ’ 0 O 0 0 1 O
o0 o ] HH
M, M, M, M, M,

Relacion entre funcion de transferencia y espacio de estado
Se puede obtener la funcion de transferencia de un sistema expresado en espacio de estado mediante una
expresion simple.
Para el sistema expresado en espacio de estado en forma matricial:
X = Ax + Bu
y=Cx+Du
Las transformadas de Laplace estan dadas por:
sX(s)-x(0)= 4x(s)+ BU(s)
Y(s)=CX(s)+ DU(s)
Como la funcion de transferencia se define como la relacion entre la trasformada de Laplace de la salida y |a
transformada de Laplace de la entrada cuando las condiciones iniciales son cero:

Se supone entonces que la condicién inicial x(0) es igual a cero, se obtiene entonces que la expresion de las
transformadas sera:

sX(s)—4X(s)=BU(s) 6 (s1—4)X(s)= BU(s)
Pre multiplicando ambos miembros de la ecuacion por (S]—A)_l se obtiene:
X(s)=(sT—4)"'BU(s)

Y al sustituirse esta expresion en la ecuacion de salida obtenemos:

¥(s)=(C(sT - 4)' B+ D) (s)

G(s)=C(sI-4)'B+D

Por lo tanto:

Ejemplo 10: para el sistema mecanico teniamos que el modelo matematico expresado en espacio de estado

es:
x = Ax + Bu
y=Cx
Donde:
0 1 0
4= kK c|;B =] 1 |.c=[t 0
M M M

Si queremos obtener la funcién de transferencia a partir de esta expreeio’n del modelo debemos entonces
usar la expresion:
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G(s)=C(si-4)"'B+D=[t 0 SLI) ﬂ_

Al resolver esta ecuacioén obtenemos:

S

G(5)=It o] K

Recordatorio :

M

Donde:
dij = (—1i+j)|/il-j| elementos de la matriz adj(A)

At = Ladj)T

4]

Tema 3. Formas de representacion del modelo matematico

-1

0
1

M1 LM

-1

0o 1 0
K L0
M Mml) M

A;j menores principales

Que es exactamente la funcién de transferencia encontrada a partir de la ecuacibn diferencial.

Ejemplo 11: A partir del modelo matematico en representacion de estado obtenido en el ejemplo &, queremos
obtener la funcion de transferencia de éste sistema se puede entonces obtener con la expresion:

G(s)=C(s1-4)"'B+D

G(s)=[o o 1]

Con:

S+

1 1

+
RC. R,C.
1

R,C,
0

_ 1 0
R,C, 1
N 1 1 3 1 0
R,C, R,.C, R,C, 0
1 1
— s+
R3CHg R3CHg
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[

+ ! + !
RZCV R3CV

1

1

s+ +
Rl CC RZ CC

+

)

el

+
CC RZ CC

B RZCV

|

+
RZ CV R3 CV

[s] —A]ﬁl =
1 1

s+ +
Jor e ae

I

1
+
R3 CHg

I

1 1
+ +
Rl CC R2 CC

|

I
H

e

|
{ !

R, CHg

+ ! + !
R]CC RZCC

L
Rs CHg

1
RC,

1
R,Ce

3 1
R,C,

| i)

En este caso se observa que el céloulo algebraico se vuelve relativamente largo, por lo cual es mas facil

obtener la funcién de transferencia directamente de la ecuacién diferencial del sistema:
_ 3 2
I; =a, DT, +a,D°T,, + a,DT), +a,T,

Hg
Con:
a = R1R3CHgCVCC
RC,C, RC,C, R.C,C
a, =R, 3};’8’ - 3};& L4 3};@ C+cchC+CVCC]
1 2 2
R.C C R.C C
1442 1 1 2 2 2 2 3 3
1 1
a,=R| ——+—-1
RR, R,

En cuyo caso la funcion de transferencia puede escribirse como:

Y(s) 1
G = =
(s) U(s) as’ +a,s’ +a.s+a,

No unicidad del conjunto de variables de estado

La no unicidad del conjunto de variables de estado significa que para un sistema cualquiera existen diversas

representaciones de estado posibles. De forma recfprooa matrices A diferentes pueden
mismo sistema y por ende una misma ecuacion caracteristica.
Para probar que esto es posible utilicemos el ejemplo siguiente:

repreeentar un

Ejemplo 12: Supongamos que inicialmente se tiene el sistema en forma de ecuacion diferencial:
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V+6y+11y+6y=>6u
Para obtener una representacion en forma de espacio de estado se pueden tomar los siguientes estados:
=Y =P G=)
Con estos estados se obtiene la representacion de estado siguiente:
X =X,
X, = X,
X, =—6x, —11x, —6x; + 6u

Que puede expresarse en forma matricial como:

X = Ax+ Bu
y=Cx
Donde:
0 1 0 0
A=10 0 1(; B=|0]; C=[1 0 0]
-6 —-11 -6 6

La funcién de transferencia de este sistema es:
Y(s) _ 6 _ 6
U(s) s346s2+11s+6 (s+ 1D(s+2)(s+3)

Consideremos ahora el sistema lineal representado por las matrices:

-1 0 0 3
A=|10 -2 O0|; B=|-6|;C=[1 1 1]
0 0 -3 3

Se puede obtener la funcién de transferencia del sistema con la relacién:

10 0] [-1 0 ON'r3
G(s)=C(sI—A)"'B+D=[1 1 1]<s[0 1 0]— 0 -2 OD [—6]
001 lo o -3 3
1 0 0
s+1 0 01\ '[3 s+ 1 3
G(s)=[1 1 1]( 0 s+2 0 > [—6]=[1 1 1] o 0 !—6]
0 0 s+3 3 (s+2) . |ls
0 (s +3)
ooy = [1 1 1 q[3]_ 3 6 3
(s)_[(s+1) G+2) (s+3)] _36 “G+D G120 G+
6

()= I DG+ DG +3)

Se observa que esta segunda representacion de estado corresponde exactamente al mismo sistema pues
posee la misma funcion de transferencia.
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Forma candnica de Jordan

La forme candnica de Jordan o forma Modal, es la correspondiente a la segunda representacion del ejemplo
anterior, en la cual la matriz A solo posee elementos en la diagonal, es una matriz llamada diagonal. Estos
elementos de la diagonal corresponden directamente a los valores propios de la matriz, los cuales son los
polos del sistema o rafces de su ecuacion caracteristica.

A 0 0
A4,=10 4, 0

0 0 A

La no unicidad de la repreaentacio’n de estado permite modificar la repreeentacio’n para obtener modelos
més sitmples de manipulacion, tal como el caso de la forma de Jordan con matrices diagonales.

En el gjemplo 12 vimos que la matriz A bajo |a forma candnica de Jordan es:

-1 0 0
4,=10 -2 0
0 0 -3
Si determinamos la ecuacion caracteristica correspondiente a esta nueva matriz obtenemos:
A+1 0 0
sI-A4]=] 0 A+2 0 |=(A+1)fA+2)2+3)=0
0 0 A+3

La ventaja de la representacion candnica de Jordan es que muestra directamente la estabilidad del sistema
y ademas las operaciones matematicas con las matrices diagonales son mas sencillas.

La representacion canonica de Jordan es solo otra representacion en espacio de estado posible para un
sistema lineal.

Cambio de variable lineal
De hecho se puede demostrar que para toda representacion de estado de un sistema se puede determinar
un nuevo conjunto de variables de estado, mediante un cambio de variable lineal de la forma:
z = Px
Donde P es una matriz cualquiera con las mismas dimensiones que A.
En este caso el nuevo sistema queda determinado por:
Pz =APz+ Bu

y=CPz

Es decir:
z=P'APz+ P 'Bu
y=CPz

Donde P! es |a inversa de P.

Ejemplo 13: Supdngase que se quiere definir un nuevo conjunto de variables de estado para nuestro ejemplo
usando la matriz
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1 11
P=|1 0 1
3 21
La inversa de esta matriz es:
-1 1/2 1/2
P'=|1 -1 0
1 1/2 —1/2
En este caso nuestra nueva representacion de estado estara definida por:
z=Az+Bu
y=Cz
Donde las matrices vienen definidas por:
-17 -8 -12 3
A =P'aP=| -2 -2 0 [ B =P'B=|0|; C=CP=[1 1 1]
20 10 13 -3

Podemos observar que esta nueva representacion de estado corresponde al mismo sistema lineal, de hecho
la ecuacion caracteristica de esta es:

A+17 8 12
sI-A=| 2 A+2 0
—-20 —10 A+13
= (A +17)A+2)(2+13)-240)—(—240(1 +2)+16(1 +13))
=2 +62 +11A+6=(A+1)1+2)1+3)=0

Diagonalizacién de matrices

De hecho la representacion de Jordan es un caso particular de cambio de variable, donde la matriz P que
permite la diagonalizacion de la matriz A. La forma de la matriz P necesaria para la obtencion de la
reprs@entacién candnica de Jordan se puede generalizar par una matriz A cuya forma es de tipo canénica
controlador:

0 1 0
0 0
P
0 0 0 1
|~ a, —a,, —4,, —a |
Como:
1 1 1 1 ]
ﬂ“l }“z 13 ﬂ’n
P — /112 /122 132 /1’12
_AIn—l lzn—l //{3n—1 inn—l |
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Para nuestro ejemplo la matriz P que permite la obtencion de la forma candnica de Jordan es:

1 1 1
P=|-1 -2 -3
1 4 9
Cuya inversa es:
3 25 05
P'={-3 -4 -1
1 1.5 05
De hecho:
3 25 05( 0 1 0 1 1 1 -1 0 0

P'AP=|-3 -4 -1| 0 0 1 ||-1 -2 =-3|=|0 -2 0 |=4,
1 15 05]-6 —-11 -6 1 4 9 0 0 -3

En esta representacion bajo la forma canénica de Jordan las matrices B y C seran:

3 25 05]o] [3
B,=P'B=|-3 -4 -1|0|=[-6
1 15 05|6| |3
11 1
C,=CcP=[1 0 0]-1 -2 -3|=[1 1 1]
1 4 9

Nota: Fara que una representacion de estado sea equivalente a otra obtenida por cambio de variable es
necesario la transformacion de todas las matrices que representan el sistema.

Ejercicios
1. Para los ejercicios del tema 2 obtener una representacion en espacio de estado de las ecuaciones
del modelo, utilizando la ecuacion diferencial obtenida y otra utilizando el sistema de ecuaciones que
representa el sistema.
2. Obtener la funcion o matriz de transferencia de los sistemas utilizados para el ejercicio 1.
3. Para los siguientes sistemas en representacion de estado obtener |a funcion de transferencia, la
ecuacioén diferencial del sistema y la forma canénica de Jordan.

0 1 0
A= 0 0 1| B=
-12 -8 4] c=[1 0 o
[0 1 0
A=]0 0 1 B=|0
-2 -1 -2 c=[1 o 0]
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0 2 0 0
A=| 0 0 1 B=|0
-23 -7 -7 3 Cz[l 0 ()]
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Tema 4. Diagramas de Bloque

Introduccion

Un diagrama de bloque es una simplificacion, una representacion grafica de un sistema fisico que ilustra las
relaciones funcionales entre los componentes del sistema. Este nos permite evaluar las contribuciones
individuales de los componentes del sistema.

Elementos de un diagrama de bloques

1. Blogues

Entrada Sistema Salida U(s) G(s) Y (s)

Es el elemento principal de un diagrama de bloques ya que representa los componentes del sistema. Es el
elemento que contiene la relacion entre la entrada y la salida del componente del sistema, ya sea con un
nombre o directamente la funcién de transferencia del elemento.

2. Lineas

Son las que representan la trayectoria de las sefiales que transportan la informacién y energia. Dicho de
otra manera indican la conexion de una variable entre diversos blogues. Se usan por lo general flechas para
indicar el sentido de la sefial.

3. Punto de suma

%4

Este se representa por un circulo e indica que la salida es igual a la suma de las dos sefiales que entran, o la
resta en caso de que aparezca el signo negativo:

Z=XtY
Existen dos nomenclaturas posibles, ya sea con los signos al exterior, en cuyo caso la ausencia de signo
indica una suma, o separando el circulo en segmentos mediante una X y asignando el signo dentro del
segmento correspondiente.

4. Punto de ramificacién o de reparto

b'¢ b'¢ X
X X X
X
Es el lugar donde la sefial se separa para seguir dos o mas trayectorias. En otras palabras indican que una
variable se usara en varios blogues.
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Ejemplos de diagrama de bloques

Perturbacién

—|— Variable
Proceso Controlada

»
»

N Variable
Seflal de ol

referenci Elemento manipulada
final de -+

Controlador |

a

Elemento de
. 7/
Sefial de retroalimentacion o medicion
medicién

A

Diagrama de blogues tipico de un sistema de control retroalimentado

El cual podria también presentar la forma siguiente:

sin(z)

U +
K. % 1 Y

K +2i4K s -

+ poog T ’ + Ms> +Cs+K

A 4

v

KM

Diagrama de blogues tipico de un sistema de control retroalimentado para un sistema
mecanico

Forma canonica de un sistema de control retroalimentado

Y
G
H
En este diagrama se pueden definir lo siguiente:
G: Funcién de transferencia directa Y y ,
iy , . Ly —: Funcion de transferencia de lazo cerrado
H: Funcién de transferencia de retroalimentacion U
GH: Funcién de transferencia de lazo abierto E
— : Razébn o sefial impulsora, o razdn de error
E: Razén de retroalimentacion primaria U

En este caso la funcion de transferencia se puede obtener como sigue:

Y=ExG (1) X =YxH(2) E=UFX (3)

Sustituyendo (3) en (1)
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Y=(UFX)G (4)
Sustituyendo (2) en (4)
Y=(UFYH)G 5)  Y(1+GH)=UG

Y_ G
U 1+GH

El diagrama de bloque de este sistema puede transformarse entonces en:

G Y

1+ GH

U

A 4

Algebra de bloques

Los diagramas de bloques de sistemas de control complicados se pueden simplificar usando una serie de
teoremas de transformacion, las cuales se obtienen facilmente por deduccion del significado de los
elementos.

Teoremas de transformacién

Diagrama de Blogue | Diagrama de bloque equivalente ‘ Ecuacién
1 ‘ Combinacion de blogues en cascada
U V=GgU; Y=G,)J
—U>61 v, GZ—Y> —» GG, LY ! 2
Y= (Gle)U

2 | Combinacién de blogues en paralelo
U e 1Y Y V=GU; W=GU
L U
[ G, Y=(G +G,U
3 | Retroalimentacién negativa
U X Y Z=GY; Y=GX
Gy G
U 1 Y X=U-Z
B " 1+GG, '
VA G,
G, y=—-1_
1+ GG,
4 ‘ Retroalimentacion positiva
G Y Z=G)Y; Y=GX
! U G, Y X=U+Z
—y 1 —»
G, 1-GG, Y = G,
1- GG,
5 ‘ Movimiento de un punto de suma deepué@ de un blogue
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U X Y Y
G [ —% 6 A X=GU;Z=GV
Y=GU+V
14 V6 |Z i )
o ‘ Movimiento de un punto de suma antes de un blogque
Y
U X Y
— & — X=GU
% Y=GU+V
7 ‘ Movimiento de un punto de ramificacion después de un blogue
Y NI 4
u G, > 1 l ' Y=GU
’ 1
u 1 lu U=—
G, !
& ‘ Movimiento de un punto de ramificacién antes de un blogue
U Y
_U> Gl Y Gl —»
Y % Y=GU
Gl —p
9 ‘ Redistribucion de puntos de suma

X=U+V;, Z=U+W
Y=X+W=Z+V
Y=U+V+W=U+W+V

10

‘ Redistribucion de puntos de

ramificacion

I Y

!

v

1

‘ Movimiento de un punto de ramificacién antes de uno de suma

U »

Iy
|4

U

1% %

Y=U+V

12

‘ Movimiento de un punto de ramificacién después de uno de suma
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%4

|4

Y Y=U+V

U=Y-rv
U

Para el enunciado de estos teoremas de transformacion se utiliza la notacion siguiente:
G: Funcién de transferencia de un blogue cualquiera
U,V,W: entradas del sistema

Y: salida del sistema

X, Z: otras sefiales o variables del sistema
Los movimientos 11y 12 no son de uso comiin, ya que suelen complicar el diagrama més que simplificarlo.

Simplificacion de diagramas de bloque
El objetivo es la reduccion de un diagrama de bloques complejo a uno méas sencillo.

Ejemplo 1:

U
—

Para reducir el diagrama se pueden seguir los siguientes pasos:
1. Numerar todos los puntos de suma y ramificacion:

U 1 2

—

2. Reducir desde lo mas interno, por ejemplo entre 2y 3,y entre 4 y b

U 1 2

—>

Y
G, ¥ G, Gs
H) | Gy
H, le
% 4 5 6y
G, > Gy Gs
H) | Gy
H, |e
3 oY
G, G, Gs+G,
H,
H, |e

3. Llevar el diagrama a la forma candnica de un sistema de control retroalimentado:
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u GG,(G, +G,) 6 v
— 1-GG,H,
H,

4. Simplificar finalmente el diagrama a el de un sistema de lazo abierto
u G1G4(Gz + G3) Y
—>  —
1-G,G,H, + H,GG,(G, +G,)

Diagramas de bloque de varias entradas
Cuando hay varias entradas se trata cada una de ¢llas en forma independiente de las otras y se procede
segln el procedimiento siguiente:

1. lgualar todas las entradas a cero excepto una.

2. Transformar el diagrama de bloque hasta obtenerlo en lazo abierto
5. Calcular la respuesta debido a la entrada actuando sola
4. Repetir los pasos 1, 2y 3 ara cada una de las entradas restantes
5. Lasalida total es la suma de todas las entradas individuales
Ejemplo 2:
w
Y
u C » E Q >
M |«
lgualamos primero W = 0y reducimos el diagrama resultante:
Y,
U C o £ > 0 1,
Y,
- -JLag}+cm R
M [« M |«
Y,
U CEQ ,
1+ MCEQ

lgualamos primero U = 0y reducimos el diagrama resultante:
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|14
Y,
> C > E Q —>
w Y,
- Q >
M |« CEM |«
w 0 Y s
1+ MCEQ

Finalmente el diagrama resultante sera la suma de los dos diagramas obtenidos:

U CEQ Y,
1+ MCEQ
Y
w 0 Y,
1+ MCEQ
U —» CE —
o |,
1+ MCEQ
w

Entradas y salidas miltiples

En este caso primero se determina una de las salidas ignorando las otras y asi sucesivamente para cada
una de las salidas.

Ejemplo 2:
u :O—» A —Q—Lb
A-
B le
C <
v . Z

Primero determinamos a Y ighorando a Z:
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Y
e O j—’
B

C [«
vV
D
lgualamos V a cero y determinamos la funcién de transferencia entre U y Y;:
U Y,
#
Ol S
B

C e S )_—»Aj—v
~» D BCD

U A Y,
1- ABCD

lgualamos U a cero y determinamos la funcion de transferencia entre V y Ys:

Y,
» A o ———>»
B
%
v -
D B
14 -ACD Y,
—> >
1-ABCD
Para la salida Y tenemos entonces:
U A Y,
1- ABCD
Y
|4 -ACD Y,
—>
1-ABCD
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Segundo determinamos a Z ignorando a Y:

Tema 4. Diagramas de Blogue

u .
A_
B
C |
%4 Z
D —e—»

lgualamos V a cero y determinamos la funcién de transferencia entre Uy Zy:

u =Q—>A

A
B
7z
c le u _ABD
, d
J o+ 4
c
U -ABD Zy
1+ ABCD

lgualamos U a cero y determinamos la funcion de transferencia entre V. y Zy:

> A

B

Para la salida Z tenemos entonces:

1-ABCD

—ABC
D ji»
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Z
U -ABD 1
1+ ABCD
7
Z
4 D 2
1- ABCD

Construccion de un diagrama de bloques a partir de las funciones de transferencia de los
elementos del sistema

El objetivo principal de un diagrama de bloques es representar un sistema fisico graficamente. Esta
representacion puede realizarse a partir de dos tipos de datos:

e El primero, que es el mas comin, es cuando se conocen los elementos que conforman el sistema de
control, su conexion asi como las funciones de transferencia de sus elementos. En este caso la
construccion se hace haciendo el diagrama de blogues segiin la organizacion de los elementos y luego
se coloca en cada bloque la funcion de transferencia correspondiente.

e La segunda forma, menos comin pero no menos importante, es cuando se conocen las funciones de
transferencia de los elementos sin conocer la forma como los elementos estén conectados. En este
caso se debera realizar primero un diagrama de blogues preliminar, luego se deberan identificar en
este los componentes principales por ejemplo: FProceso, controlador, elemento final de control y
elemento de medicion. Y finalmente volver a dibujar el diagrama en forma ordenada y reducirlo para
obtener la funcién de transferencia si esto es necesario.

Ejemplo 4. Representacion en
diagramas de bloque a partir del VAlvula de
esquema del sistema de control rontrol

retroalimentado. P ——
|

El esquema siguiente representa _J v

un sistema de control de nivel
heumatico, en donde se han . ‘ Controlador
colocado elementos de control _I€erenciag o Agua
, neumatico Sale agua
cuyas funciones de ——
transferencia son:
Transmisor de preeién
G(S) = V20K

Controlador neuméatico:

Sefial de

Transmisor

A

de presion

G(S) = KP Sistema neumatico de control de nivel
Valvula de control:

G(S): K,
Fara este sistema:
e Dibuje el diagrama de bloques completo.
e Determine la funcién de transferencia de lazo cerrado.
e Obtenga una representacion en espacio de estado para el proceso y para el sistema completo.

_J@an—Frangoie DULHOSTE



Tema 4. Diagramas de Blogue m

Solucion.
En este caso lo primero que debemos hacer es identificar los componentes, dibujar el diagrama de blogue
tipico de un sistema de control retroalimentado y colocar en cada bloque las funciones de transferencia.

Qs

P, Xy h
;’CAP—’ K, o K, | Gls) ——e—

Controlador Elemento final de Proceso
control

V20Ks

Elemento de medicidn

Donde:
Q¢: caudal de entrada al tanque
Qs: caudal de salida del tanque
h: nivel del tanque
Pp: presion medida que corresponde directamente al valor del nivel
B, : presion de referencia, la deseada en el tanque, que tiene una correspondencia directa con el nivel
deseado
X, : posicion del vastago de la valvula que regula el paso del flujo de entrada.
Observamos aqui que necesitamos conocer la funcidn de transferencia del proceso para completar el
diagrama de bloque.
Esta funcion de transferencia corresponde al de un sistema hidraulico, donde la entrada corresponde a la
diferencia entre el caudal de entrada y el de salida (Q, — Qs), y la salida del sistema sera el nivel (h).
Se tienen las siguientes ecuaciones:

Qe_Qx =CDP (1) P=7/H20h (2)
Con estas dos ecuaciones podemos obtener la ecuacion de la dindmica del sistema que es:

Qe _Qs = yHZOCDh

A partir de esta ecuacidn podemos obtener la funcion de transferencia:

h(s) 1

(Qe -0, )(S) V120CS

El diagrama de blogques completo del sistema seré entonces:

Qs
P 1 h

T
—»( — K,K —_—
rr Y120CS

V0Ks

Para obtener la funcion de transferencia de lazo cerrado debemos reducir el diagrama de bloques del
sistema, que es un diagrama de dos entradas (B, Q) y una salida (h).
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lgualamos primero Qs a cero y obtenemos:

P, K,K, h KK,
_ Y 120Cs b Vi20CS h
K,K,
1+ 710Ky
V20K Vi20CS
Preferencia KPKV W
7H20(CS + KKK, )
lgualamos luego P a cero y obtenemos:
0s 1 W ;
- V1120CS Qs V1120Cs h”
= —> —>
- 1+ V120K KKy
V120K KpKy V120CS
QS _1 hn
—> —>
V20 (CS +K,K,K, )

El diagrama de bloques simplificado sera:

" 4 KK,
}: 1 h
e

0 _T 7H20(CS+KTKPKV)
N

Este diagrama de blogue se puede entonces expresar como una funcion de transferencia o ecuacion en
transformada de Laplace que relaciona la entrada con la salida:

K, K, 1
r
7H20(CS+KTKPKV) 7/H20(CS+KTKPKV
Esta ecuacion expresada en tiempo seria:
Yi20CDh+ 7 14,0K KoKy h = K K, P — O,
Como es unha ecuacion diferencial de primer orden podemos entonces definir un solo estado, en cuyo caso lo
mas sencillo es: X = h,y tenemos dos entradas: u, = P.; u, = Q,

h=
)Qs

Obtendremos entonces una ecuacion de estado y una ecuacion:
. _ ~ V20K KpKy Yt KK, 1

X u, — u,
Yi20C Yi20C Yi20C

y=x
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Esta ecuacién expresada en forma vectorial seria:

x=Ax+ Bu
y==Cx
Donde:
A=_7H20KTKPKV. B:|:KPKV -1 j| C=1
Yi20C Y120C  Vu20C

U

U,
Ejemplo 5: Representacion del diagrama de bloques a partir de las ecuaciones de los componentes
Las siguientes ecuaciones representan un sistema de control:

xX—v C Kz-C,y C,
= ; v= e; z=Cu; x=—"-""=-; =C,v; = - Cyw
: ) x-cc’ 175 y=r25(a=Cow)

e -
AD

Donde:
® ¢,q,V,W,X,Z: s0n sehales
® y:es lavariable controlada
® U es la sefial de referencia
e D:es el operador diferencial (derivada respecto de t)
A, Cq,Cy,C3,C4,Cs, Cq, C;, Cg, K: 50N cOnstantes (ganancias)

Determinar la funcién de transferencia de: ldentificar:
e Proceso e Variable manipulada
e (Controlador e Perturbacién

e Elemento final de control
e Elemento de medicion

Solucion: Primero se dibuja un diagrama de blogques preliminar:

X 1 e | G v e q
~ 2 AD ’
v
u C z K
1 1 k-cc,
w - C6 y C4
RN —=»( > >
Cs 1+ D K-C,C,
al

Luego se vuelve a dibujar el diagrama de bloques pero en una forma méas ordenada que permita identificar
mas facilmente los componentes, con u como entraday y como salida:
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el C |v q<g C y
_> » C J 6
AD > 1+ [

K-C,C,

K-C,C,

Comparando con el diagrama de bloque tipico de un sistema de control retroalimentado se pueden
facilmente identificar los componentes, se hacen determinan entonces las funciones de transferencia para
cada uno de ellos:

. -
“_,EZ—K_,O_,L v‘cs_qé C, y
K-C.C, 24D +C, 14D

I~
0
=
R
y
o
vS
i
¢Q
| —_
o
0
v
0
<

K-C,C; | 7| 24D+, C, 12D
K-C,C, C,
C,K K-C,C,
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w
u .( ) , C,KC v | C q C,C, y
2 1 N 5 8-6
3 (K-C,C,)24D+C,) Cq 1+ [
Controlador Elemento final de Proceso
control
C4
C,K

Elemento de medicién

De esta (ltima forma del diagrama observamos entonces que la variable manipulada es q y que la
perturbacion es w.
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Tema 5. Respuesta de Sistemas

Introduccion

El modelo matematico dinamico de un sistema fisico esta representado por una ecuacion diferencial. La
ecuacion diferencial suele ser en general de cierta complejidad, pero en muchos casos précticos el modelo
puede simplificarse y transformarse en una ecuacion diferencial ordinaria lineal de la forma:

n n—1

y+a, y+--+a, ,y+a, y+a,y=u
Donde:

La parte izquierda de |a igualdad representa el sistema en si

y Representa la respuesta o salida del sistema

u Representa la entrada o excitacion del sistema
El estudio de la respuesta de un sistema consiste entonces en determinar la respuesta (y) que produce un
sistema ante una entrada (u) cualquiera. La respuesta de un sistema dependera entonces de la ecuacion y
de la excitacion que se le aplica. Existe una infinidad de posibilidades de ecuacion y de excitacion, por lo tanto
una infinidad de respuestas posibles. Sin embargo ciertos tipos de sistemas y ciertos tipos de excitacion
pueden ser (tiles para la comprension del fendmeno de la respuesta de sistemas. Es por ello que el estudio
de la respuesta de sistemas es introducido aqul con dos tipos de sistemas simples y tres tipos de
entradas.

Tipos de excitacion

La funcion excitacion de un sistema puede tomar cualquier forma en la realidad, y por lo general no puede
conocerse con anticipacion ya que suele ser de caracter aleatorio. Sin embargo en muchos casos practicos
el estudio de algunas funciones de excitacion especificas suele ser suficiente, ya que puede aportar
conocimientos importantes sobre el sistema.

Las funciones de excitacion mas representativas son:

Entrada en escalon

En este caso la entrada sufre un cambio instantaneo y u
finito.

Esta se puede expresar de |a siguiente forma:

{ 0 paratr<O0
u(t)= 7
H parat>0

O expresada en transformada de Laplace:

Donde:

v

H: es una constante 0
Cuando H es igual a 1 ee dice que la entrada es un
escalén unitario.
Nétese que la funcion escalon queda indefinida para t = 0.

La funcion escalon es la mas simple de las entradas que se le puede aplicar a un sistema, y por esto suele
ser la més utilizada porque permite hacer andlisis simples de la respuesta del sistema. Esta permite
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principalmente definir la respuesta de sistemas en donde los cambios son instantaneos y que luego se
mantienen en el tiempo, por ejemplo la respuesta de un termometro clinico al ser introducido en un bafio a
una temperatura dada.

Entrada en rampa

A
En este caso la entrada varia linealmente con el u
tiempo.
Esta se puede expresar de la siguiente forma:
0 parar<O0
u)=1, "
Ht parat>0 a
O expresada en transformada de Laplace:
H
U(S) =— b
s
En este caso H define la pendiente de la rampa:
a >
H=—
b 0 t
La funcién rampa suele ser también muy utilizada ya >

que permite el estudio de la respuesta de un sistema sometido a una entrada que varia constantemente.
Por ejemplo la respuesta de un motor al aumentar progresivamente la inyeccion de combustible.

Entrada sinusoidal A
En este caso la entrada cambia su magnitud de
acuerdo a una funcion sinusoidal de amplitud S
constante 2H y frecuencia w.

Esta se puede expresar de la siguiente forma: H

0 parar<O0
u(t)=1
Hsinewt parat=0

v

O expresada en transformada de Laplace: H
U()= 1%

S"+w

La funcién sinusoidal suele también ser muy 1/w
utilizada para definir la respuesta de sistemas en
donde la entrada suele variar muy rapidamente y
oscilar entre valores maximos y minimos. Por ejemplo la respuesta del sistema de amortiguacion de un
vehiculo.

Entrada en pulso u

En este caso la entrada sufre un cambio instantaneo y
finito, pero de duracién finita en el tiempo. Esta se puede
considerar como una entrada en escalén de altura H [t
pero de duracion finita en el tiempo, comenzando en el
tiempo t = 0y terminando en el tiempo t = t,.

Esta se puede expresar de la siguiente forma:

H/t,

EsCUeZ d¢ mgemena vecanmesa - UI_/"\_
0 ¢, t
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0 parar<0,t>¢,

=< H
”(t) — para0<t<¢,
tO
O expresada en transformada de Laplace:

U(s)= %(1 - e‘”")

0
Donde H y ty son constantes.

Entrada en impulso

Cuando el tiempo tq tiende a cero entonces se trata de un caso especial de la funcion pulso denominada
funcion impulso:
Esta se puede expresar de la siguiente forma:

0 parat<0,7>¢,

=<. H
u(t) lim— para0<t<¢,
t,—0 tO

O expresada en transformada de Laplace:

U(s) =H
En este caso como la altura de la funcion impulso es igual a H/tq y la duracion es tg entonces el drea bajo la
curva sera igual a H. Cuando la el area de la funcion impulso es igual a la unidad entonces esta funcion recibe
el hombre de impulso unitario o delta de Dirac. Esta se designa comlinmente como:

5(t _to)
Y cumple las siguientes condiciones:

5(t—t,)=Oparat #¢,

S(t—t,)=coparat =t

[ o(e—t,)de =1

Se debe notar que un impulso de magnitud infinita y duracion cero es un término netamente matematico que
ho existe en la realidad. Sin embargo, cuando la maghitud de un pulso es muy grande y su duracién muy
pequefia, entonces el pulso de entrada se puede aproximar a una funcion impulso que es mas sencilla de
tratar matematicamente.

La funcién impulso unitario es muy utilizada para el estudio de respuesta de sistemas ya que permite entre
otras cosas estudiar la respuesta de sistemas en presencia de una entrada discontinua, como el estudio de
impactos por ejemplo.

Entrada en onda cuadrada A

La entrada en onda cuadrada se puede considerar u

como una serie de pulsos sucesivos con signos ——

alternados.

Esta se puede expresar de la siguiente forma: H/t0
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0 parat<0

H
— para0<t<¢,
¢

0
u)=1{",
—— parat, <t <2t

tO

Esta funcion suele ser muy utilizada para definir la respuesta de sistemas en donde la entrada varia muy
rapidamente y oscilar entre valores maximos y minimos. Por ejemplo la respuesta de sistemas electronicos y
de audio. El objetivo de esta funcidn de entrada es muy similar al de la funcion sinusoidal pero permite
observar mas facilmente los resultados obtenidos siendo su computo mas complejo por tratarse de una
funcién discontinua.

Respuestas de sistemas de primer y segundo orden

Los modelos matematicos de sistemas fisicos lineales (o linealizados) se pueden clasificar seglin el orden de
la ecuacion diferencial que los representa, es asi como se puede hablar de los sistemas de primer orden, los
sistemas de segundo orden y los sistemas de orden superior.

La respuesta de un sistema corresponde a la solucidn de la ecuacion diferencial del modelo que lo
representa, la cual consta de dos partes:

e Una respuesta transitoria, correspondiente a la solucién transitoria (homogénea) de la ecuacion
diferencial y que representa la transicion entre el estado inicial del sistema y su estado una vez
absorbido por completo el efecto de la entrada. Esta influye en un perfodo de tiempo corto después
de aplicada la entrada.

e Una respuesta en estado estable, correspondiente a la solucion en estado estable (particular) de la
ecuacion diferencial y que representa la respuesta del sistema para un tiempo infinito después de la
aplicacion de una entrada cualquiera, momento en el cual se puede considerar que el sistema a
absorbido por completo el efecto de la entrada aplicada.

En casos préacticos se considera que un sistema se encuentra en estado estable cuando la respuesta
transitoria es despreciable respecto de la respuesta en estado estable. Cuando un sistema tiene una alta
velocidad de respuesta la parte transitoria serd de muy corta duracion mientras que si posee una velocidad
de respuesta lenta la parte transitoria puede extenderse por un tiempo relativamente largo.

Se estudiara en esta parte la respuesta de sistemas de primer y segundo orden sometidos a entradas en
escalén, en rampa y en sinusoidales. Estas respuestas permiten tener una comprensio’n clara de la
respuesta de sistemas en general.

Respuesta de sistemas de Primer Orden

Los sistemas de primer orden son aquellos cuyo modelo matematico responde a una ecuacion diferencial de
primer orden de la forma:
Dy +y =Ku

Donde:

y: Representa la salida o respuesta del sistema

u: Representa la funcion entrada al sistema

T: Se denomina constante de tiempo del sistema.

K: Ganancia en estado estacionario o ganarcia del sistema. Este es un parametro muy importante

que interviene en la respuesta del sistema y cuyo valor permite en muchos casos ajustar el tipo de
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variable de entrada y ealida (por ejemplo fuerza con desplazamiento). Cuando la variable de entrada
es del mismo tipo que la de salida su valor suele ser 1 (por ejemplo temperatura a la entrada y
salida).

Respuesta de un sistema de primer orden a una entrada en escalén

En este caso la entrada para t >0 serd: u = H , luego la ecuacién diferencial del sistema se puede escribir
como:

Dy +y =KH
La respuesta de este sistema corresponde entonces a la solucion de la ecuacion diferencial, la cual se
obtiene en dos partes:

Respuesta en estado transitorio o también llamada solucién homogénea
Para obtener esta parte de la respuesta se iguala la ecuacion diferencial a cero, dicho de otra manera se
considera que la entrada es cero:
Dy+y=0
Y se obtiene la ecuacion caracteristica despejando la respuesta del sistema e igualando este a cero:
D+1=0
Se obtienen las raices de la ecuacion caracteristica:

p--1
T

Luego la solucién homogénea depende de la forma de las raices de la ecuacion caracteristica, que en este
ca0s por ser una sola rafz real, la solucion homogénea sera de la forma:

Yr = Ce'
Donde C es una constante que depende de las condiciones iniciales del sistema.

Respuesta en estado estable o también llamada solucién particular
Para obtener la solucion particular de una ecuacién diferencial se supone que la solucion sera similar a la
entrada:
yEus = A
Donde A es una constante.
Se obtiene la derivada de la solucién supuesta:

Dy, =0
Se sustituye la solucidn supuesta y su derivada en la ecuacion original, para obtener el valor final de la
solucion particular:

A=KH

vy =KH

Respuesta completa
La respuesta completa del sistema sera entonces la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en
estado estable:

Y=Yr+Ye

y=Ce"" + KH
Falta entonces obtener el valor de C con las condiciones iniciales. Fara un sistema de primer orden se
requiere de una sola condicidn inicial, la cual depende del estado en que se encuentra el sistema en el

_J@an—Frangoie DULHOSTE



Tema B. Respuesta de Sistemas

momento inicial en que se aplica la entrada (t = O). En este caso tomaremos por simplicidad y sin pérdida de
generalidad las condiciones iniciales siguientes:

t=0 = y,=0
Para determinar el valor de la constante C se debe sustituir el valor de las condiciones iniciales y del tiempo
en el cual estas se aplican en la ecuacion de la respuesta del sistema:

0=Ce"" +KH
C=-KH
Finalmente la respuesta del sistema sera:
y=—KHe " + KH
Con esta ecuacion que define la respuesta del sistema se puede determinar el valor de la respuesta y para

cualquier instante de tiempo, es asi como por ejemplo, y en el caso que la ganancia K = 1:
Parat=r1

y=H(l-e")=0.6321H
Para t =4t
y=H(1-e*")=09817H

Esta respuesta se puede representar graficamente como sigue:
A

28.17%
63.21% | ----/--

H

»
»

0 T 41 t

A partir de estos resultados se define la constante de tiempo (T) como el tiempo requerido para que la
respuesta de un sistema de de primer orden alcance el 63.21% del valor del escalén al cual fue sometido.
Otra definicion de la constante de tiempo es el tiempo necesario para que un sistema de primer orden
sometido a una entrada en escalén alcance su valor en estado estable si mantuviera la velocidad de
respuesta inicial.

Esta constante de tiempo es entonces un pardmetro que define la velocidad de respuesta de los sistemas
de primer orden, mientras mas grande es la constante de tiempo més lenta seré la respuesta del sistema.
Se considera que un sistema de primer orden se encuentra en estado estable cuando el tiempo transcurrido
a partir de la aplicacion de la entrada es superior a 4t.

Respuesta de un sistema de primer orden a una entrada en rampa

En este caso la entrada para t >0 serd: u = Ht, luego la ecuacion diferencial del sistema se puede escribir
como:

Dy +y=KHt
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La respuesta de este sistema corresponde entonces a la solucién de la ecuacién diferencial, la cual se
obtiene en dos partes:

Respuesta en estado transitorio o también llamada solucién homogénea
Para obtener esta parte de la respuesta se iguala la ecuacion diferencial a cero, dicho de otra manera se
considera que la entrada es cero:
Dy+y=0
Y se obtiene la ecuacion caracteristica despejando la respuesta del sistema e igualando este a cero:
D+1=0
Se obtienen las raices de la ecuacion caracteristica:

p-_!
T

Luego la solucidon homogénea depende de la forma de las raices de la ecuacion caracteristica, que en este
caos por ser una sola raiz real, la solucion homogénea seré de |a forma:

V= Ce—t/r
Donde C es una constante que depende de las condiciones iniciales del sistema.

Respuesta en estado estable o también llamada solucién particular
Para obtener la solucion particular de una ecuacion diferencial se supone que la solucion sera similar a la
entrada:

Vg = A+ Bt

Donde A es una constante.
Se obtiene la derivada de la solucion supuesta:
Dy, =B
Se sustituye la solucidn supuesta y su derivada en la ecuacion original, para obtener el valor final de la
solucion particular:
B+ A+ Bt = KHt
Se obtienen dos ecuaciones, una con los términos con ty otra con los términos independientes:

B=KH
B+A4=0 A=—1KH
vy =—KH + KHt

Respuesta completa
La respuesta completa del sistema sera entonces la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en
estado estable:

Y=Yr+Ye

y=Ce " —tKH + KHt
Falta entonces obtener el valor de C con las condiciones iniciales. En este caso tomaremos por simplicidad y
sin pérdida de generalidad las condiciones iniciales siguientes:

t=0 = y,=0
Para determinar el valor de la constante C se debe sustituir el valor de las condiciones iniciales y del tiempo
en el cual estas se aplican en la ecuacion de la respuesta del sistema:

0=Ce"" —KH + KH0
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C=KH
Finalmente la respuesta del sistema sera:
y=1KHe™" —1KH + KHt

Esta respuesta se puede representar graficamente, en el caso de K = 1, como sigue:
A

—TtH

En este caso la respuesta en estado estable tiende a una recta paralela a la entrada pero desfasada en un
valor —TH.

Respuesta de un sistema de primer orden a una entrada sinusoidal

En este caso la entrada para t >0 serd: u = Hsinat, luego |a ecuacién diferencial del sistema se puede
escribir como:

Dy + y = KH sin ot
Consideraremos aquf el caso en que K = 1 solamente, para mayor simplicidad:

Dy+y=Hsinwt
La respuesta de este sistema corresponde entonces a la solucion de la ecuacion diferencial, la cual se
obtiene en dos partes:

Respuesta en estado transitorio o también llamada solucion homogénea

Para obtener esta parte de la respuesta se iguala la ecuacion diferencial a cero, dicho de otra manera se
considera que la entrada es cero:

Dy+y=0
Y se obtiene la ecuacion caracteristica despejando la respuesta del sistema e igualando este a cero:

D+1=0
Se obtienen las raices de la ecuacion caracteristica:

p-_1

T

Luego la solucién homogénea depende de |a forma de las raices de la ecuacion caracteristica, que en este
caos por ser uha sola raiz real, la solucion homogénea seré de |a forma:

Yr = Ce "
Donde C es una constante que depende de las condiciones iniciales del sistema.
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Respuesta en estado estable o también llamada solucién particular
Para obtener la solucion particular de una ecuacién diferencial se supone que la solucion sera similar a la
entrada:
Vi = Asin @t + Bcos ot
Donde A es unha constante.
Se obtiene la derivada de la solucion supuesta:
Dy,.. = Awcoswt — Bwsin ot
Se sustituye la solucidn supuesta y su derivada en la ecuacion original, para obtener el valor final de la
solucion particular:
t(Awcosat — Bosinat)+ Asin ot + Beosawt = H sinwt
Se obtienen dos ecuaciones, una con los términos con sinwt y otra con los términos con coswt:

4 H
—Bo+A=H T 14220
waw 1+7°0
Aw+B=0 _ —toH
B_1+ 20?

T w

La solucion particular sera entonces:

) toH
>— Sin wt + ——— cos wt

yE_1+ra) 1+7°0w

Respuesta completa

La respuesta completa del sistema seré entonces la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en
estado estable:
Y=Yr+Vg
- H . —twH
y =Ce ™" + ——— sin ot + ——— cos wt

1+ w? 1+7°0*

Falta entonces obtener el valor de C con las condiciones iniciales. En este caso tomaremos por simplicidad y
sin perdida de generalidad las condiciones iniciales siguientes:

t=0 = y,=0
Para determinar el valor de la constante C se debe sustituir el valor de las condiciones iniciales y del tiempo
en el cual estas se aplican en la ecuacion de la respuesta del sistema:

0=Ce ™" +Lsin a)0+ﬂcosw0

1+’ 1+7°0’
ToH
C= 2 2
1+7°w
Finalmente la respuesta del sistema sera:
toH ), H . TwH
y= e+ >— SIn W —————— Cos @t
1+77°0 1+77°w 1+77°0

Para tener una forma de respuesta mas facil de representar graficamente utilizaremos la relacion
trigonométrica:

. 2 . _
M sinot + N cosat = (M2 +N2)/ sm(a)t+ tan 1(N/M))
Obtenemos entonces que la solucién en estado estable se puede expresar como:

_J@an—Frangoie DULHOSTE



Tema B. Respuesta de Sistemas

roll e H sin(wt + @)

YTl Vi+720®
—toH
1+7°0’
_H
1+7°0’

Esta respuesta se puede representar gréaficamente como sigue:
A

Donde:

¢ =tan™ = tan” (r)

u
T 7
Y V1+ 70’ -
0 t
<
¢
1/w

La respuesta en estado estable tiende a una funcion sinusoidal de menor amplitud y desfasada un angulo @

Respuesta de sistemas de Segundo Orden
Los sistemas de segundo orden son aquellos cuyo modelo matematico responde a una ecuacion diferencial
de segundo orden de la forma:
D*y +2&w,Dy + a)nzy = Ka)nzu

Donde:

y: Representa la salida o respuesta del sistema

u: Representa la funcion entrada al sistema

&: Es la relacion (o radio) de amortiguamiento del sistema

wy: Es la frecuencia natural del sistema

K: Ganancia en estado estacionario o ganancia del sistema.

Para mayor simplicidad consideraremos a continuacién solo el caso en que K = 1:
D%y + 2éw,Dy + w2y = wau

La respuesta para un K # 1 puede obtenerse con la mismo procedimiento expresado para los sistemas de
primer orden.
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Respuesta de un sistema de segundo orden a una entrada en escalén
En este caso la entrada para t >0 serd: u = H , luego la ecuacion diferencial del sistema se puede escribir
como:
2 22
Dy+2éw, Dy+w,"y=0,"H
La respuesta de este sistema corresponde entonces a la solucion de la ecuacion diferencial, la cual se
obtiene en dos partes:

Respuesta en estado transitorio o también llamada solucién homogénea

Para obtener esta parte de la respuesta se iguala la ecuacion diferencial a cero, dicho de otra manera se
considera que la entrada es cero:

D2y+2§a)nDy+a)n2y =0

Y se obtiene la ecuacion caracteristica despejando la respuesta del sistema e igualando este a cero:
D*+2é0.D+w,’ =0

Se obtienen las raices de la ecuacion caracteristica:

-2¢w, i\/4§2a)n2 —4w,°
D, = 3

D1,2 z_é:a)nia)n sz_l

Luego la solucidn homogénea depende de |a forma de las raices de la ecuacién caracteristica, en este caso la
forma de las raices depende del radio de amortiguamiento (), la solucién homogénea puede entonces tomar
varias formas como ee presenta a continuacion:

Si & >1 aparecen dos raices reales positivas.
La solucién transitoria sera entonces de la forma

(-5@,*—%@) ¢, —w,,\/gjt

yr =Cie 4 C2e(

Si & =1 aparecen dos ralces reales iguales.

La solucién transitoria sera entonces de la forma
y, =Ce " +Cyte "'

Si 0 <& <1 aparece un par de raices imaginarias.

La solucién transitoria sera entonces de la forma

y, = e—éwnf(cl sin(a)nw/l—gz)t—c2 cos(wn 1-¢2 )t)

S é=0 aparece un par de raices imaginarias puras.
La solucion transitoria sera entonces de la forma

vy =C;sinw,t—C,cosm,t
Donde C; y C; son constantes que dependen de las condiciones iniciales del sistema.

Respuesta en estado estable o también llamada solucién particular

Para obtener la solucién particular de una ecuacibn diferencial se supone que la solucién sera similar a la
entrada:

yEas :A
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Donde A es una constante.
Se obtienen las derivadas de |a solucion supuesta:

—-0- 2 —
DyEaS _0’ D yEas _0
Se sustituye la solucion supuesta y su derivada en la ecuacion original, para obtener el valor final de la
solucion particular:

o’ A=0H
ye=H

Respuesta completa

La respuesta completa del sistema sera entonces la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en
estado estable:

Y=Yr+Ye
Donde yr es cualquiera de las cuatro opciones determinadas anteriormente.
Sié>1:

—fw,+w,\ E2-1 |t —fw,—w,\E*-1 |t

V= Cle( ] + Cze( ) + H

sié=1:
=Ce " +Cyte™ + H

Si0<E<]:

y, =e (C1 sin(a)nqll — & )t -C, cos(a)n 1-¢&7 )t)+ H
Si&=0:

vy =C;sinwt—-C,cosw,t+H

Falta entonces obtener el valor de las constantes C; y C, con las condiciones iniciales. Para un sistema de
sequndo orden se requiere de dos condiciones iniciales, |a cuales depende del estado en que se encuentra el
sistema en el momento inicial en que se aplica la entrada (t = 0). En este caso tomaremos por simplicidad y
sin perdida de generalidad las condiciones iniciales siguientes:

t=0 = y,=0;, Dy,=0
Fara determinar el valor de las constantes C; y C, se debe sustituir el valor de las condiciones iniciales y del
tiempo en la ecuacion de la respuesta del sistema y en su derivada:

Sié&>1:
0=c Jaenlea)o Cze(éwnwn@)o
0=C, (— fo, + o, JE -1 )e[fwnmn@)o ‘C, (_ o -0 \/ﬁ)e[éwnwnﬂ)o
C,+C, =~

(§w+a)\/7)+C(§a) a)\/i)
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s H(éa)n —w, & —1)
1 20 & —1
=
’ 20 & -1

sié=1:
0=Ce "’ +C,0e"" + H
0=—(w,Ce ™’ + Ce ™" — ¢, C,0e*""
0=C,+H C, =-H
0=—¢0 C +C, C=-(oH
Si0<&E<:
0= e*‘fa’"o(C1 sin(a)nwll ~&° )O -C, cos(a)nwll — & )0)+ H
0=-¢w, e_gy“’o(C sin( 1—52)0 C, cos( 2)O)
e O(C( RUEE: )cos( =& )0+c ( 1= & )sm( N )0)
C,=H
0=-C,+H o H
a)l’l
Ozga)ncz-FCl(anl—fz) Cl:_a) 1_52
Si &=0:

0=C,sinw,0-C,cosw,0+H

0=Cw,cosw,0+C,0, sinw,0

0=-C,+H C,=H

=

0=Co, C, =0
Finalmente la respuesta del sistema sera:
SiéE>1:
(fa) a) ﬂ ) §a) +0, \/7
yr=|—H-
20, &7

sié=1:
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y, =—He =" — §a)nHte_§“’”t +H
Si0<&<l:

Yy =e " Hsin(a)n 1—§Z)t+ §a)”H2 cos(a)nwll—éz)t +H
@,1-¢

S £=0:
yr=—Hcosw,t+H

Con esta ecuacion que define la respuesta del sistema se puede determinar el valor de la respuesta y para
cualquier instante de tiempo. Esta respuesta se puede representar gréaficamente como sigue:

En funcion de estos resultados las respuestas de los sistemas de segundo orden se clasifican seglin el valor
del coeficiente de amortiguamiento (&):

siéE>1: Respuesta Sobre-Amortiguada. El sistema responde a una entrada en escaldn lentamente.
si&=1: Respuesta Criticamente Amortiguada. El sistema responde a una entrada en escalon con maxima
velocidad de respuesta sin oscilar.

Si 0<&<1: Respuesta Sub-Amortiguada. El sistema responde répidamente pero comienza a oscilar
tratando de alcanzar el valor del escalén.

si £=0: Respuesta sin amortiguamiento. El sistema oscila constantemente entre 0y 2H.

Definiciones utilizadas en la respuesta transitoria de sistemas

Ticmpo de retardo. Es el tiempo que tarda la respuesta en alcanzar por primera vez la mitad del valor final.
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Tiempo de crecimiento. Es el tiempo requerido para que la respuesta vaya del 10 al 90% (sistemas sobre-
amortiguados) o del O al 100 % (sistemas sub-amortiguados) de su valor final.

Sobreimpulso méximo. Es el valor del pico maximo de la curva de respuesta medido desde el escalén.

Tiempo de pico. Es el tiempo requerido para que la respuesta alcance el primer pico de sobreimpulso.

Tiempo de establecimiento. Es el tiempo requerido por la curva de respuesta para alcanzar y mantenerse
dentro de un determinado rango. Por lo general este rango es del orden del 2 al 5% de error respecto al valor
del escaldn.

Respuesta de un sistema de segundo orden a una entrada en rampa

En este caso la entrada para t >0 serd: u = Ht , luego la ecuacién diferencial del sistema se puede escribir
como:

2 2. 2
D°y+2lw,Dy+w,"y =0, Ht
La respuesta de este sistema corresponde entonces a la solucién de la ecuacién diferencial, la cual se
obtiene en dos partes:

Respuesta en estado transitorio o también llamada solucién homogénea

Las mismas cuatro opciones que para la entrada en escalén.

Respuesta en estado estable o también llamada solucién particular
Para obtener la solucion particular de una ecuacién diferencial se supone que la solucion sera similar a la
entrada:

Vg = A+ Bt
Donde A es una constante.
Se obtiene la primera y segunda derivada de la solucidn supuesta:

2

DyEas :B; D yEas :O
Se sustituye la solucidn supuesta y su derivada en la ecuacion original, para obtener el valor final de la
solucion particular:

2 2
2éw,B+w,’ (A+Bt)= o0, Ht

Se obtienen dos ecuaciones, una con los términos con ty otra con los términos independientes:
2 2 B = H
0w, B=0w,"H

= —-2¢6H
2w, B+m, A=0 A=—"
a)n
La solucién en estado estable sera:

_2eH

Vg = + Ht
10)

n

Respuesta completa

La respuesta completa del sistema sera entonces la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en
estado estable:
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Donde (yr) es cualquiera de las cuatro posibilidades vistas en la entrada en escaldn. Falta entonces
obtener el valor de C; y C;, con las condiciones iniciales, para obtener la solucion completa.

La respuesta obtenida se puede representar graficamente como sigue:
A

—2H

w

n

En este caso la respuesta en estado estable tiende a una recta paralela a la entrada pero desfasada en un
-2¢H

[0

n

valor

Respuesta de un sistema de segundo orden a una entrada sinusoidal

En este caso la entrada para t >0 serd: u = Hsinat, luego |a ecuacién diferencial del sistema se puede
escribir como:
2 2 .
D’y+2éw,Dy+o,"y =w,” Hsin ot
La respuesta de este sistema corresponde entonces a la solucion de la ecuacion diferencial, la cual se
obtiene en dos partes:

Respuesta en estado transitorio o también llamada solucién homogénea

Las mismas cuatro opciones que para la entrada en escalon.

Respuesta en estado estable o también llamada solucién particular

Para obtener la solucion particular de una ecuacion diferencial se supone que la solucion serz similar a la
entrada:
Ve = Asin ot + Bcos ot

Donde A es una constante.
Se obtiene la primera y segunda derivada de la solucion supuesta:

Dy .., = Awcos ot — Bwsin wt; D’y, =-Aw’ sinwt — Bow® cos ot

Se sustituye la solucion supuesta y su derivada en la ecuacion original, para obtener el valor final de la
solucion particular:
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(— Aw’sinwt — Bw’ cos a)t)+ 2fw,(Awcoswt — Bosinot)+ o, (Asin ot + Beosat) = w,” H sin o
Se obtienen dos ecuaciones, una con los términos con sinwt y otra con los términos con coswt:

~ Ao’ —-2w,Bo+0,’A=0,"H

- Bw’ +2¢w, Aw+ a)nzB =0

(a)n2 —a)z)A—ZgZa)na)B —w,'H . - (a) —a)z) +(2’:§a)na))
2Ew, wA+ (a)n2 —a)z)B =0 B 200, wH
- B

La solucion part[cular serd entonces:

( W, —w )a) . 2w, 0H

Vs (con2 - ) +(2§a)na))2 smer (con2 —w* )2 +(2§a)na))2
Vias = ( a)j; 2+ raof ((a)n2 -’ )sin a)t—2§a)na)cosa)t)

Respuesta completa
La respuesta completa del sistema sera entonces la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en
estado estable:
Y=Yr+tyg
Donde (y;) es cualquiera de las cuatro posibilidades vistas en la entrada en escalon. Falta entonces

obtener el valor de Cy y C; con las condiciones iniciales, para obtener la solucién completa.

La respuesta obtenida se puede representar graficamente aproximadamente como sigue:
A

y—o>E>1
\

<H

La respuesta en estado estable tiende a una funcién sinusoidal de menor amplitud y desfasada un angulo @.
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Solucion de las ecuaciones en representacion de estado.

En el caso de los sistemas representados en espacio de estado para obtener la respuesta del sistema es
hecesario primero resolver la ecuacion de estado (ecuacion dindmica):
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

Una vez que se tenga esta solucion la respuesta del sistema corresponde a una operacion algebraica
establecida en la ecuacion de salida:
y =Cx

Como se trata simplemente de una repreasntacién diferente de un mismo sistema tendremos también una
respuesta transitoria (también llamada respuesta libre) y una respuesta en estado estable (también
llamada respuesta forzada).

Respuesta transitoria

En el caso general en donde el modelo es variable en el tiempo, se requiere definir una matriz de transicion de
estado @ que interviene en la solucidn de la ecuacion de estado.

Matriz de transicién: La solucidn de la ecuacion de estado homogénea (con entrada u = 0):
x(t) = A(D)x(t) x(to) = xo

Donde A(t) es continua respecto de t, esté dada por la respuesta libre del sistema, que es la respuesta del
sistema producto de sus condiciones iniciales:
x(t) = ®(t, ty)xy Vt =ty

Donde @(t, ty) es la denominada matriz de transicion, solucién de la ecuacion diferencial:
b (t,t)) = ADDP(t,ty) Vit =t

Esta matriz posee las siguientes propiedades:
o D(ty, t)P(t1, ) = P(t2,to)
o  @(t,ty) es invertible para todo t y todo t
o O7I(t,ty) = P(ty, 1) Y t,t,

En el caso general, de un sistema variable en el tiempo, es raramente posible calcular la solucion exacta de la
matriz de transicion, por lo cual su solucién suele calcularse de forma numérica. Mientras que para sistemas
LTI, la matriz de transicién si se puede calcular de forma explicita, solucién que serd mostrada mas
adelante.

Respuesta en estado estable

La respuesta en estado estable es la respuesta del sistema a sus sefiales de entrada para condiciones
iniciales nulas. Esta solucion se obtiene para sistemas en espacio de estado con la 6><pr65io’n:
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t
x(t) = f o(t, D)B(D)u(r)dr
t

0

Respuesta completa

La respuesta completa del sistema representado por la solucién de la ecuacion dinamica de estado:
x(t) = A@x(t) + BOu)  x(to) = xo

Se puede obtener entonces, aplicando el principio de superposicion, a partir de matriz de transicion, este

sera la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en estado estable, de la cual resulta la expre5ién:
t

x(t) = ®(t, ty)x +f ®(t,7)B(Du(r)dr

to
La salida del sistema se puede entonces calcular con la expreeién:
t

y(t) = CO)P(t, tg)xg + C(t) | P(t,7)B(r)u(r)dr + D(t)u(t)
to
Caso particular de los sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI). Solucidn en el dominio del
tiempo.

Consideremos el modelo LTI:

x(t)
y(t)

Ax(t) + Bu(t)
Cx(t) + Du(t)

El cual se caracteriza completamente por las matrices A,B,C,D, donde x € R™ es el vector de estado,
u € R™ es el vector de entrada ey € R' es el vector de salida. Se define el orden (n) del modelo a partir
de la dimensién del vector de estado.

En el caso de un modelo estrictamente propio, para el cual la matriz de transicion directa D = 0, se tiene
el modelo LTI homogéneo (sin entrada) y con las condiciones iniciales x(ty) = x.

x(t) = Ax(t)

y(t) = Cx(t)

La matriz de transiciéon se puede calcular con la 6><preeiér1:
d(t, ty) = eAlt=to)

Que se puede calcular con un desarrollo en serie de Taylor:

A2t? Anen o Al
2 Tt T T AT
i

et =1+ At +

I
o

La respuesta en estado transitorio del sistema sera entonces:
y(t) = CeAlt=toly,

Nota: Se debe tomar en cuenta que a diferencia de los niimeros escalares (a.b = b. a) las operaciones con
matrices no son conmutativas (A.B # B.A), por lo tanto:
e(a+b)t + eat+ebt
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Teorema de Cayley-Hamilton.

Este teorema permite simplificar el célculo de la aproximacion del exponencial por la serie de Taylor,
limitandolo a un ndmero finito de términos.
Toda matriz cuadrada A es solucidn de su ecuacion caracteristica. For lo tanto, si QA(s) es el polinomio
caracteristico de A: QA(s) = det(sl — A)., entonces para una matriz cuadrada A de dimension n,
QA(s) es un polinomio de grado n.

QA(s) = det(sl — A) = s™ + ap_1s" 1 +...+a;s + a

Elteorema de Cayley-Hamilton dice que A cumple con la propiedad:
A" + ap AT+ +a A+ agl =0

Es decir, Ay, se puede expresar como una combinacion lineal de las potencia inferiores de A :

ATL = _an_lAn_l — .. alA - aol
En consecuencia se puede calcular:
[ee] PR
Attt
) = et =0
il
i=0

Utilizando solamente las potencias de A estrictamente inferiores a n, es decir que existe un juego de
coeficientes (a0, al...an — 1) tales que:
D(t) = e = a1 (DA T+ ...+ a (DA + ag(t)]

La respuesta en estado estable de un sistema LTI se puede calcular con:

t
x(t) = f eAt=DBy(r)dr
to

Un sistema LTI de la forma:

x(1)
y(t)

Ax(t) + Bu(t)
Cx(t) + Du(t)

Tiene como solucién de su ecuacion dindmica de estado:
t

x(t) = eA(f—to)xO +f eA(t—T)Bu(T)dT

to

La respuesta completa de este sistema se puede calcular con la expreaién:

t
y(t) = CeAlt-tolyy + C f eAt=DBy(r)dr + Du(t)

to

Caso particular de los sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI). Solucién en el dominio de
Laplace.

También se puede determinar la matriz de transicion utilizando la transformada de Laplace del modelo del
sistema, para ello partimos del modelo LTI:

x(t)
y(®)

Ax(t) + Bu(t)
Cx(t) + Du(t)
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Considerando las condiciones iniciales iguales a cero, condicion que se aplica a todas las transformadas de

Laplace, le solucién de la ecuacion de estado es de la forma:
t

x(t) = ®(t)x(0) +f ®(t — t)Bu(r)dr
0

Y ee puede demostrar que:
®(s) = L{® ()} = [s] — A]™!

Se puede por lo tanto determinar la solucién de la ecuacién de estado obteniendo la transformada de
Laplace inversa de ®(s) :
O(t) = L7H{P(s)}

Ejemplo: se quiere determinar la matriz de transicion del sistema LTI representado por la matriz:
A= [0 -2
1 -3
La matriz de transicién en transformada de Laplace se determina con la expreeién:

o@=tsr—a=[s[s -1 3| =15 G
1 = 1 -
CD(S)ZE[STB 52] =(52+35+2)[S-l1_3 52]
(s+3) 3 2
() = [(s + 1)1(5 +2)  (s+ 1S)(s + 2)]

s+DG+2) (s+D(s+2)

Para determinar la transformada inversa se debe descomporer los elementos de la matriz en fracciones

parciales, por ejemplo para el primer elemento de la matriz tenemos (A11) :
(s+3) K 4 K,
+DGE+2) (s+1 (s+2)

Con: K; = %, por lo tanto:
s+ D(s+3) 5
PTG+ DG +2) S
_(s+2)(s+3) _
A7 G+D6s+D)|
s=-2
La matriz de convierte entonces en:
2 -1 -2 2
+ +
q)()_(s+1) (s+2) (s+1) (s+2)
=101 -1 -1 2

+ +
(s+1) (s+2) (s+1) (s+2)
La matriz de transicién del sistema sera entonces:

o _[2e7t —e72t —2e7t 4 272
®(t) = L7HP(s))} = [ e t—e 2t g7t 42e72

Si consideramos unas condiciones iniciales diferentes de conocidas, por ejemplo x;(0) = x,(0) = 1, se
1 2
pued@n determinar entonces los valores de los estados para cualquier tiempo t:
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[l = @] =[]

Ejercicios lF

1.

Cual es el valor o el rango de valores de C para que el sistema de
la figura responda en forma sobreamortiguada, criticamente
amortiguada, subamortiguada y sin amortiguamiento. Hallar las \L
expresiones para wy y €. Para el mismo sistema trate de hacer y
una grafica aproximada de |a respuesta (y) para cada uno de los k C
cuatro casos. Determine adicionalmente el valor de la frecuencia

natural amortiguada @, = @,\1- & .

I 77777777

La gréafica representa la T (°Ch

respuesta de un 20

termémetro clinico

(pr?mer orolien) cuando 0 2 3 4

se introdujo | i | | >
repentinamente en un —5.284--------2 T (s)
batio a -20 °C.

Determine la ecuacion =20 - T

del termémetro v

sabiendo que la
temperatura ambiente es de 20°C.

Determine V;, al cabo de un segundo de cerrar el siguiente —0
circuito, donde V; = 24 voltios R = 204, L = 20 Henrys. «—> «—>
Vi Ve 4
Un termoémetro clinico se introduce repentinamente en un ,

bafio a &0 °C, calcule el valor de la constante de tiempo (1)
para que en 20 segundos indique 75 °C. La temperatura ambiente es de 25 °C.

Se tiene una resistencia eléctrica introducida en un bafio, el cual se puede considerar aislado
térmicamente del exterior, y que se encuentra inicialmente a temperatura ambiente. La resistencia
se prende, y a los 5 minutos se introduce un termémetro de primer orden. éCudl es la lectura del
termbmetro a los 2 minutos de haberse introducido? Si: Ta = 20°C,1 = 2A,R 2000 0,
masa = 10Kg,Cp = 8KJ/Kg°C (KW.s/Kg°C), constante de tiempo del termbémetro de T =
30 s. Haga una grafica aproximada de |a respuesta del proceso.

~

Se tiene un tanque de aire comprimido conectado a un compresor mediante una vélvula, a un
mandmetro por otra valvula, y a la atmésfera por otra valvula. Inicialmente el compresor se
encuentra apagado y todas las valvulas abiertas. Se cierran las valvulas del manémetro y descarga
a la atmosfera y posteriormente se prende el compresor, con lo cual el tanque comienza a llenarse de
aire, con un incremento de presion lineal a razén de Un Psi por segundo. Treinta segundos después se
abre la valvula del manémetro. Un minuto después de abierta esta Ultima se apaga el compresor, y
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se cierra la valvula que comunica el compresor con el tanque para evitar pérdida@. Cudl es el valor
indicado por el mandémetro al cabo de 2 minutos de haberse prendido el compresor, si este es un
instrumento de primer orden con una constante de tiempo de 0,5 min.

Se tiene un envase con mezcla de agua y hielo sobre un mechero para calentarla, y fuera del envase
se tiene un termoémetro de primer orden con una constante de tiempo de 0.5 minutos. Se prende el
mechero, con lo cual el agua comienza a calentarse a razén de 1 °C por minuto. Treinta segundos
después se introduce en el envase el termometro. Un minuto después de introducido el termémetro
se reduce la llama del mechero, con lo cual la temperatura del agua se mantiene constante. Cual es
el valor indicado por el termémetro al cabo de 2 minutos de haberse prendido el mechero.

En un sistema neumatico se tiene un manémetro conectado a un tanque mediante una valvula A, el
tanque posee dos valvulas més una B que lo conecta a un compresor y una C a la atmosfera.
Inicialmente todas las valvulas se encuentran abiertas, se cierran Ay Cy se prende el compresor con
lo cual la presion en el tanque aumenta a razon de 1 psi/seg, al cabo de un minuto se cierra la valvula
B, se apaga el compresor y se abre la valvula A. Dos minutos después se vuelve a prender el
compresory se abre la valvula B con lo que la presion sigue aumentando con caracteristicas
similares al proceso anterior. Si el manémetro se comporta como uh instrumento de segundo orden
con radio de amortiguamiento igual a 0.8 y frecuencia natural igual
a 1/60 radlseg, determine la presion indicada por el manémetro al
cabo de tres minutos de haberse cerrado la valvula B.

Peso
El esquema de la figura representa un sistema mecanico de masa
resorte amortiguador, inicialmente el sistema estd en reposo, s >
decir x =y = 0y no existe peso sobre él, posteriormente se van l
colocando pesos sobre la masa de la siguiente forma: parat =5 s |::| y

C

2kg,parat =10s se¢ aftade 1 kg,yent = 30 s s¢ le quitan 2 Kg. k
Silog valores de M, k y C son respectivamente 1 Kg, 1 Nw/my

1 Nw/m?, determine la posicion de la masa M para un tiempo de 45

segundos. Considere |la gravedad de |a tierra como 10 m/s?. I

. Se tiene un voltimetro de corriente continua, el cual debido a su estructura interna se comporta

como un instrumento de sequndo orden con relacion de amortiguamiento igual a & = 0.9 y frecuencia
natural igual a w, = 1 rad/s. El instrumento se encuentra inicialmente desconectado y se conecta
a una bateria de V. = 12 v. Al cabo de un minuto se le conecta a la bateria un cargador por lo cual
su voltaje comienza a aumentar a razon de 0.1 voltios por segundo hasta llegar a V = 14 v, a partir
de este momento el voltaje de la bateria permanece constante. ECudl seré el voltaje indicado por el
instrumento al cabo de 2 minutos de haberse conectado?

Se tiene un medidor de flujo para gasolina, con el cual se quiere medir la cantidad de combustible que
gasta un vehiculo en un momento determinado. Inicialmente el vehiculo se encuentra apagado por lo
que el flujo de combustible es nulo, y se enciende el motor dejandolo en velocidad de marcha minima,
con lo cual empieza a consumir un caudal de combustible de 5 litros por hora. Al cabo de 5 minutos
se comienza a acelerar el motor progresivamente por lo que el consumo de combustible aumenta a
razon de 1 litro por hora cada minuto hasta alcanzar |a velocidad maxima del motor, en donde éste
consume 20 litros por hora. Tres minutos después de haber alcanzado la velocidad maxima se apaga
el motor. Si el instrumento es de segundo orden con radio de amortiguamiento de 1.2 y frecuencia
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natural de 60 radianes por segundo Cuél sera el valor de flujo indicado por el instrumento 24
minutos después de de haberse encendido el motor?

. Enla figura se observa un tanque de agua en donde se quiere medir el nivel mediante un manémetro
conectado en el fondo a través de la valvula V1, dicho tanque tiene un area A = 10 m? posee una
entrada de agua Q, a través de la valvula V3 y una salida Qs a travez de la valvula V2. El manémetro

1
wh—afad

funciona como un instrumento de sequndo orden con & = 0.8y , € inicialmente la valvula V1

se encuentra cerrada, indicando el mandmetro presion atmosférica; el nivel de agua en el tanque se
encuentra en 2 metros y los flujos de entrada y salida son iguales (Qe = Qs = 5m3/min).
Repentinamente se abre la véalvula V1'y por tanto el :Dq:”

mandmetro empieza a medir la presion en el fondo del va o
tanque que es proporcional al nivel, al cabo de 2 Qe
minutos se abre un poco méas la vélvula V2 por lo que 2m

el flujo de salida aumenta repentinamente al doble del

flujo de entrada (Qs = 2Qe), dos minutos después se h C,
vuelve a cerrar un poco la valvula V2 hasta que los A Qs
flujos de entrada y salida vuelven a ser iguales (Qs = \ _[X]:—’
Qe), esto se mantiene durante 1 minuto al cabo del Vi V2

cual se abre un poco la valvula V3 por lo que el flujo de

entrada pasa a ser el doble del flujo de salida (Qe = 2Qs). a) Haga la grafica aproximada del
proceso, entrada (nivel del tanque “h"vs tiempo), salida (nivel indicado por el manémetro
“hy,” vs Tiempo). b) Cual seré el valor del nivel en el cual se encuentra el tanque (h) al cabo de 7
minutos de comenzar el proceso. ¢) Cual es el valor de presion (Pm), en psi., indicado por el
mandmetro el cabo de 7 minutos de comenzar el proceso. d) Cual es el error que se comete en la
lectura del nivel a través del manémetro.

Datos adicionales: y = 9.800 N/m3. 1Pa (N/m?) = 1.45 x10 — 4 psi (Ibf /plg?).P =

agua
rh
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Tema 6. Estabilidad de Sistemas

Introduccion

La nocion de estabilidad es fundamental en el desarrollo de sistemas de control y en particular para los
sistemas retroalimentados. La ausencia de esta propiedad vuelve indtil en la préctica a cualquier sistema.

Existen diversas formas de definir la estabilidad. Por ejemplo se puede hablar de la nocion de estabilidad de
un sistema autdnomo que no es idéntica a la utilizada en sistemas sometidos a entradas y salidas (en
donde la energia puede tener ciertos limites). También podemos referir que la estabilidad entre la entrada y
la salida no necesariamente implica una estabilidad interna a los sistemas. Se puede hablar entonces de
estabilidad local, global o semiglobal segln el sistema no lineal en consideracion.

Aqul nos vamos a interesar solamente a un tipo de estabilidad, utilizada para una clase de sistemas
especificos, entre los que se encuentran los sistemas LTI, la cual es la descripcion de estabilidad entrada
salida, la cual nos lleva a la definicién de estabilidad de entradas y salidas limitadas, cominmente
denominada estabilidad BIBO (Bounded Input Bounded Output).

Definiciones de estabilidad BIBO

1. Un sistema es estable si responde en forma limitada a una excitacién limitada.
2. Un sistema estable es aquel en que los transitorios decaen, es decir, la respuesta transitoria
desaparece para valores crecientes del tiempo.

vc“ vc“' ____________________ VCA
A /
% .

t
Estable Estabilidad Inestable

<t

Tal consideracion sugiere que los coeficientes de t en los términos exponenciales de la respuesta transitoria
sean nimeros reales negativos o niimeros complejos con parte real negativa.

Esto implica que para que un sistema sea estable las raices de la ecuacion caracteristica deben ser
negativas o con parte real negativa. Esto es ya que la ecuacién caracteristica representa la parte
transitoria (homogénea) de la ecuacion que rige el sistema.

De lo anterior podetmos observar que la estabilidad no depende de la entrada sino que es una caracteristica
propia del sistema.

Ejemplo 1. Para un sistema de primer orden la ecuacion caracteristica es:
@D+1=0

La solucién transitoria es de la forma:
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yp=Ce"
Este sera estable siempre que la constante de tiempo sea positiva.

Para un sistema de segundo orden:
2 2
D" +2¢0,D+w,” =0
La solucién transitoria es de la forma:
Si & >1 aparecen dos rafces reales positivas.

(—fw,,-%—wn\/ﬁ)t + Cze(—fw,,—wn \/ﬁjt

sié=1 aparecen dos raices reales iguales.
y, =Ce ™" + C te "
Si 0< & <1 aparece un par de rafces imaginarias.

y, =e (C1 sin(a)nwll — & )t -C, cos(a)n 1-¢&7 )t)

Si & =0 aparece un par de ralces imaginarias puras.
p p g p

Yr = Cle

vy =C;sinw,t—C,cosm,t

Si & <0 aparece un par de raices imaginarias puras.

. eéwnf(cl sin(conﬁ )t -C, cos(a)nﬁ )l‘)

Solo en este Ultimo caso el sistema serd inestable, ya que el coeficiente de t en el
exponencial es positivo, luego los transitorios aumentan en el tiempo.

Estabilidad limitada

Es ¢l caso que sirve de frontera entre | estabilidad absoluta y la inestabilidad, y se presenta cuando las
ralces de la ecuacion caracteristica tienen partes reales iguales a cero.

La respuesta resulta ser una oscilacion permanente cuya amplitud ni crece ni decae en el tiempo.

Esto es el caso de & =0 para un sistema de segundo orden por ejemplo.

Conclusion

De todo lo anterior podemos obtener las siguientes conclusiones:

1. Un sistema es estable si todas |a raices de |a ecuacion caracteristica son negativas o con parte
real negativa.

2. Unsistema es inestable, si tiene en su ecuacion caracteristica alguna raiz positiva o con parte real
positiva.

2. Un sistema tiene estabilidad limitada si alguna de sus raices son pares de imaginarios puros. Una
rafz cero no influye sobre la estabilidad porque la respuesta no es oscilatoria.

4. Siel polinomio de la ecuacién caracteristica tiene algin coeficiente ausente o negativo entonces el
sistema es inestable.

Ejemplo 2. Algunas ecuaciones caracteristicas
1. (D+ 1)(D+ 2)(D+ 3) =0 Es estable porque todas las raices son negativas

2. (s+1)s+2)s— 3)(S2 + 4): 0 Inestable por tener una raiz positiva
2. (s + 1)(S2 —4)2 0 Inestable por tener una raiz positiva (+2)
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4, (S2 + 4XS2 + 16): 0 Estabilidad limitada ya que tiene dos pares de raices imaginarias
puras
5. (S2 +16)s + l) =0 Estabilidad limitada. Ya que el exponencial domina sobre |a otra

funcion y no hay ninguna rafz positiva, ni con parte real positiva. Los exponenciales siempre dominan
sobre los cosenos y senos.

0. (s2 +2s— SXS + 2)(s2 + 1) =0 Que es lo mismo que: (s + 4)(s - 2)(s + 2)(s2 + 1) =0 Es inestable
por poseer una raiz positiva.

Para hallar la estabilidad de cualquier sistema, se pueden utilizar métodos para facilitar la operacion, Ya que
en algunos casos si el polinomio es de orden elevado sera poco practico encontrar las raices. Entre los
métodos mas sencillos para determinar la estabilidad estan:

e C(Criterio de Routh

e C(Criterio de Hurwitz

e Criterio de la fraccién continuada
Estos métodos sirven para hallar |a estabilidad de ecuaciones caracteristicas en forma de polinomios.
Existirén ademas métodos més complejos para determinar la estabilidad a otros sistemas y obtener mayor
informacién.

Criterio de Estabilidad Routh

Es un método que sirve para determinar si la ecuacion caracteristica tiene o ho raices con parte real
positiva sin necesidad de determinar el valor preciso de estas rafces. Y sirve para determinar la estabilidad
de un sistema cuya ecuacion caracteristica es de orden ny de la forma:

a,D" + a,HD"*1 +-++a,D+a, =0 en el dominio del tiempo
a,s"+a, s"" +-+as+a,=0 en el dominio del Laplace

Y esta se aplica usando la tabla de Routh

n
s a an72 an—4

n

n—1

s an—l an—3 an—S
n-3
s"7b b, b

s"He e,

Donde:
a,,a, ,,,4a,: son los coeficientes de | ecuacion caracteristica.

b _ anflan72 _anan% . b _ anflan74 _anan75 . b _ anflan76 _ananf7
1 + U2 i
an—l an—l an—l
ba, ,—a b ba, s—a b
C1 — 17n=3 n—-172 ; cl — 17n=5 n—-173 : ete.
b b

La tabla se continla horizontal y verticalmente hasta que solo se obtengan ceros.
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El criterio de Routh dice que:

1.

2.

2.
4,

Todas las raices de la ecuacion caracteristica tienen partes reales negativas si todos los elementos
de la primera columna de |a tabla de Routh tienen todos el mismo signo.

De lo contrario el nimero de raices con partes reales positivas es igual al nimero de cambios de
signo.

Siexiste un cero no terminal el sistema tiene un par de raices imaginarias puras.

Si existen ceros terminales implica una rafz cero.

Observaciones al criterio de Routh

1.

Si alguno de los coeficientes de la ecuacion caracteristica es cero se concluye que el sistema es
inestable y no es hecesario construir la tabla de Routh.

2. Sialguno de los coeficientes de la ecuacion caracteristica es negativo se concluye que el sistema es
inestable y no es hecesario construir la tabla de Routh.
3. Todos los elementos de una fila cualquiera pueden multiplicarse o dividirse por una constante no
negativa sin que se perturben las propiedades de la tabla.
4. Siel primer valor de una fila es cero, mientras que los otros valores no lo son el procedimiento
consiste en sustituir el cero por un € pequefio y positivo, y se continua el arreglo.
Ejemplo 3.
Fara el sistema: La tabla de Routh seré:
s +6s* +125+8=0 |1 12 0
s’ 6 8 0
s|32/3 0 0
s° 8 0 0
Como eh la primera columna no hay cambios de sigho entonces el sistema tiene 3 raices negativas o
con parte real negativa y por lo tanto es estable.
Ejemplo 4.

Si se tiene la siguiente primera columna de Routh
determinar todas las conclusiones posibles:

’1 2

§4 3 El sistema tiene dos raices positivas o con parte
real positiva porque hay dos cambios de signo.

s’ 4 El sistema tiene una rafz cero por el cero terminal.
$%=5 Hay dos raices negativas o con parte real negativa.
¢l 2 El sistema es de quinto orden.

o o Por lo tanto es inestable.
s

Ejemplo 5.
Determinar todas las conclusiones posibles de la
siguiente primera columna de Routh:

El sistema es de orden 4, posee 4 raices.

No tiene cambios de signo, luego no tiene raices
positivas.

Fosee u par de ralces imaginarias puras.
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s43 Posee un par de raices negativas o con parte real
3y negativa.
Sz El sistema tiene estabilidad limitada por el cero no
575 terminal.
s |0
s°(2
Ejemplo ©.
Haga un estudio de la estabilidad del siguiente El primer paso es entonces el construir la tabla de
sistema usando el criterio de Routh Routh:
D’x+3D*x+7Dx+20D’x+6Dx+15x =u s’ 7 60
sM3 20 15 0
s° 1/3 I 0
P11 15 0
s|6/11 0
sl15 0

La primera columna de la tabla de Routh no posee cambios de signo luego todas sus raices son negativas o
con parte real negativa, por lo tanto el sistema es estable.

Ejemplo 7.
Determinar todas las conclusiones posibles de la
siguiente primera columna de Routh:

s 3
712 .
El sistema es de orden 10
8 .
s°1 S Tiene una raiz cero
s’ 4 Tiene dos ralces imaginarias puras
9 Tiene un par de raices positivas o con parte real
s |—3 o
positiva
512 : . ,
§ Es inestable por poseer un cambio De signo
s'0
s 1
s 0
s | 2
s°1 0
Ejemplo &.

Determinar, con el criterio de Routh, la estabilidad La tabla de Routh sera:
del sistema cuya ecuacién caracteristica es:

PP —s—1=0
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>0 ¢
Por lo tanto el sistema es inestable.

Tema ©. Estabilidad de Sistemas

105

1 0 -1
1 -1 0
1 -1 0
e 0
-1 0

Sin embargo el céloulo de la tabla no era necesario ya que la ecuacion caracteristica posee dos coeficientes
negativos y hay uno ausente, se podn’a concluir directamente que el sistema es inestable.

Ejemplo 9.

Determinar la estabilidad del siguiente sistema: Le tabla de Routh es:

s®+2s*+3s3+6s2+55+3=0 s ] 1 3 5
st 2 6 3
Sz 0->2 7/2 0 Le sistema es inestable.
s4| —oo 3 0
s|7/2 0
s0l 3 0

Criterio de estabilidad de Hurwitz

Este criterio es otro método para determinar si todas las ralces de una ecuacion caracteristica tienen

partes reales negativas.

Este criterio se aplica por medio del uso de determinantes formados con los coeficientes de la ecuacion

caracteristica.

Estos determinantes A; (con i =
siguiente:
a,. a,3
an an—2
A _ O an—l an—3
L=
O an an—2
0 0 a,,
0 0 a,

1,2 ..

|
|

n-1) ee forman con los menores principales del determinante

|

a, si nimpar
a, sin par
a, sinpar

a, Sl nimpar

an73

an72

|

|
|

0

a, si nimpar
a, sin par
a, sin par

a, sl nimpar

Més especificamente los determinantes se forman de la siguiente manera:

|
|
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an—l an—3 an—S an—7
a a fut Grs Gus a, a a a
n—1 n-3 n n-2 n—4 n—6
A1 - an—l 4 AZ - ’ A3 - an an—Z an—4 4 A4 - O
an an—z 0 a a an—l an—3 an—S
n—1 n=3
0 an an—2 an—4

Y asl sucesivamente hasta llegar a A, donde n es el orden de la ecuacién caracteristica del sistema.
El criterio de Hurwitz dice que dice que todas las raices de la ecuacion caracteristica seran negativas o con

parte real negativa si los determinantes son positivos (A; >0parai=12,---n).

Por supuesto al igual que para el criterio de Routh si existe algln coeficiente ausente o negativo en la
ecuacion caracteristica se puede concluir que el sistema es inestable y no es necesario aplicar el método.

Ejemplo 10. Determinar la estabilidad del sistema siguiente usando el criterio de Hurwitz:
a,s*+ays’ +a,s’ +as+a, =0

Obtenemos entonces los determinantes de Hurwitz, que en este caso seran 4 por ser el sistema de

4% orden:
A, =a;
a, a,
A, = 0 4 =a,a, —a,q,
4 2
a; a, 0

A = _ B 2 2
3= |4y Ay, 4| =azd,d;—ayd; —daua

0 a; aq
a; a, 0
a; a, 0
A = dy 4y 4 _ _ 2 2
4= =dy|dy A, 4y =4a)\d3a,a, —a,d; —a,uq
0 a; aq
0 a gq

Por lo tanto el sistema sera estable si:
a, >0
asa, —a,a, >0
2 2 0
a,a,a, —a,a,” —a,a, >

2 2
ao(a3a2a1—aoa3 -a,a, )>O

Ejemplo 11. Determinar si la siguiente ecuacion caracteristica representa un sistema estable o inestable:

§*+8s% +145+24=0

Obtenemos entonces los determinantes de Hurwitz, que en este caso seran 3 por ser el sistema de

5 orden:
A =8
8 24
A, = =88
1 14
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8 24 0
A;=|1 14 0|=2112
0 8 24

Como todos los determinantes son positivos entonces el sistema es estable.

Ejemplo 12. Determinar si la siguiente ecuacidon caracteristica representa un sistema estable o
inestable:

8s' +55° +657+35+5=0
Obtenemos entonces los determinantes de Hurwitz, que en este caso seran 4 por ser el sistema de

4% orden:
A =5;
5 3
A, = —6.
8 6
5 3 0
A;=8 6 5/=-107
0 5 3
53 00
8 6 50
A, = =5A, =-535
05 3 0
0 8 6 5

El sistema es inestable por tener determinantes de Hurwitz negativos.

Analisis de estabilidad de sistemas en Espacio de Estado

En un sistema expresado en forma de espacio de estado
X =Ax+ Bu
y=Cx
La estabilidad depende de lo “Valores Propios™ de |la matriz A de n por n elementos. Esto ya que es la matriz
A la que representa el sistema en si, por lo tanto donde se encuentra la informacion de la ecuacion
caracteristica.
® Sitodos los valores propios son negativos o con parte real negativa entonces el sistema sera
estable
e Siexiste un par de valores propios imaginarios puros el sistema tendra estabilidad limitada
e Siexiste alglin valor propio positivo o con parte real positiva el sistema sera inestable

Determinacion de los valores propios de una matriz

Los valores propios de una matriz son las raices de la ecuacion caracteristica representada por esta matriz.
Por lo tanto para obtener los valores propios de una matriz se deben obtener primero la ecuacion
caracteristica que se puede obtener con la expreeién:

|sI—A4)=0

Y obtener luego las rafces de ésta ecuacion que seran sus valores propios.
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Par determinar la estabilidad del sistema se podrém aplicar entonces los criterios de Routh o Hurwitz a esta
ecuacion caracteristica.

Por ejemplo:
Si se tiene un sistema lineal cuya matriz A es:

0 1 0
A= 0 0 1
-6 —-11 -6
La ecuacion caracteristica del sistema seré:
A -1 0
sI—A =10 A -1 [=2+6L+111+6
6 11 A+6
=(A+1)A+2)A+3)=0
For lo tanto los valores propios de la matriz A serén:
A =-1
A, ==2
A, =-3

Lo cual indica que este sistema es estable.

Ejercicios
1. Determinar si los siguientes sistemas son estables (utilice los dos criterios):
a. 8 +4s’+8s5+12=0
b. s +25"+5+2=0
c. S +7s°+7Ts+46=0
d. s'+35° +65 +95+12=0
e. s +85+245*+325+16=0

b}

D°x+2D°x+4D*x+6D’x +8D’x +4Dx+5x =u
2. Citar razonablemente toda la informacion suministrada por las siguientes primeras columnas de
Routh:
2 2 1 1 2
3 3 2 2 3
4 4 3 -3 4
e.

p 5 5 4 d -4 5
0 b. 0 c. 0 5 6
6 6 5 6 7
-7 7 0 7
0 0 6

0 -8
3. Hallar el valor o el rango de valores de K para que los siguientes sistemas sean estables (utilice los
dos criterios):
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3 435 +5+K+2=0

s' 465 +11s* +65+K =0
s*+(4+K)s> +65+16+8K =0
35 425 + Ks* +5° +54+2+K =0
e. S +5 +58+5+Ks'+5s+K =0

N

107

4. Determine la estabilidad de los sistemas representados por las siguientes matrices de estado:

0 1 0 0
a. A= 0 0 1 B=[o|, C=[1 0 0
-12 -8 -4 1
0 1 0 0
b. A= 0 0 1| B=[0|, C=[1 0 0
-2 -1 -2 2
0 2 0 0]
c. A= 0 0 1 B=[0|, C=[1 0 0
-23 -7 -7 3

5. Obtenga la representacion canodnica de Jordan para los sistemas anteriores.
©. Determine el valor de K para que los siguientes sistemas sean estables

[K+2 0 0
4 A= 0 K+1 0|, B=l0|, C=[1 0 0]
0 0 K 1]
0 1 0 0]
e. A=|0 0 1 |.B=|0 C=[1 0 0]
1 (K+2)
-1 —— — 6
L 3 B B
0 1 0 1
A=| 0 0 1 =1
—(4+K) -6 —8(2+K), 1 c=[t 0 0
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Tema 7. Analisis de la respuesta en frecuencia

Introduccion

Se denomina respuesta en frecuencia a la respuesta en estado estable de un sistema sujeto a una sefial
sinusoidal de amplitud (A) fija pero a una frecuencia (w) variable en cierto rango.

Asin wt Bsin(at +¢)
- Sistema S

La respuesta en estado estable a una entrada de este tipo sera de la forma: Bsin(a)l‘+¢)

La representacion gréfica de la entrada y respuesta en estado estable esté dada en la siguiente figura.
A

Asin ot

B sin(a)t + ¢)

%7\@ WAV .

En la practica raras veces los sistemas de control estan sometidos a sefiales sinusoidales, pero la
informacion que se obtiene por el andlisis sinusoidal se puede usar para establecer la naturaleza de la
respuesta a una gran variedad de sefiales. Ademas el andlisis es conveniente para el manejo analitico y
experimental.

Calculo de la respuesta en frecuencia
Se puede demostrar que cuando un sistema se somete a una entrada sinusoidal (Asinat) la respuesta en
estado estable se puede calcular sustituyendo a s por jw en la funcidn de transferencia: G(S) - G(]a))

Luego la respuesta en estado estable, de la forma (Bsin(a)t+¢)), ee puede obtener a partir de un valor
complejo que se puede expresar como:

M(o)= |G(ja))| =+/Im’+Re’
)= 2G(jo)= tan_l(l—mj
Re
Donde:
Im : parte imaginaria de G(]a))
Re: parte real de G(]a))

B
M(a)) = — oe le conoce como relacién de amplitud
A

¢(a)) se le conoce como angulo de fase.

La respuesta en estado estable del sistema serd de la forma: M(a))A Sin(a)t +¢(a)))
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Ejemplo 1. Si e tiene un sistema de primer orden cuya funcion de transferencia es:

1
G(S)_ s +1

La respuesta en estado estable para una entrada sinusoidal de la forma Hsin(wt) se puede hallar
sustituyendo a s por jw como sigue:

1
Gls)=
(S) go+1

Si se multiplica y divide por el conjugado para no tener términos imaginarios en el denominador:

1 go-1 1-jor
G(S)_ ; X =2 2
go+l go-1 7o +1

En este caso la relacion de amplitud y el angulo de fase seran:

, ~wr ’ 't 1 1
M(w)=|Glje) = (a)zrz +1j +(a)272 +1j - (a)2z'2 +1)z N (a)272 +1)z JRE s

A
mj 1 0)22'2 +1
=tan | ——%

#o)= 26(70) a2 =
o’ +1

= —tan " (w7)
e

La respuesta en estado estable (respuesta en frecuencia) sera:

sin(a)t —tan™ (a)t))

(), =——2

Procedimiento para la obtencion de la respuesta en frecuencia

1.

Se obtiene la funcidn de transferencia para el elemento o sistema. Todas las condiciones iniciales se
desprecian porque no afectan la respuesta en estado estable.

Se sustituye s por jw en la funcidn de transferencia

Para varios valores de frecuencia w se encuentra la relacion de amplitud M y el angulo de fase ¢

Se grafican los resultados obtenidos en el punto anterior ya sea en coordenada rectangulares
(Diagramas de Bode) o en coordenadas polares (Diagramas de Nyquist)

Diagramas de BODE

Los diagramas de Bode son una forma de representar la respuesta en frecuencia de un sistema de control
en coordenadas rectangulares, este consiste de dos gréaficos:

1.

2.

Diagrama de amplitud o atenuacion: en donde se grafica la relacién de amplitud M de G(jw) en
decibelios (db) contra el logaritmo de la frecuencia.

El valor M expresado en decibelios se obtiene como: M ,, = 20log,, M(a))

Diagrama de fase: en donde se grafica el angulo de fase de G(jw) contra el logaritmo de la
frecuencia.

Los diagramas de Bode tienen las siguientes caracteristicas:

Como se grafica el logaritmo de w, los factores producto y cociente de G(jw) ee convierten en
sumas de rectas.
Los angulos de fase también se suman y restan en forma natural.
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e Eldiagrama de Bode en la mayoria de los casos se puede aproximar mediante segmentos de recta lo
cual simplifica la construccion.

Diagramas de Bode de Funciones comunes

Ganancia (G(s) =K)

Amplitud: M, =20logK = ctte
L0 [0°siK>0
Fase: p=tan” — = .
K —-180°s1 K <0
A
M,
20logK
0.0 0.1 1 10 100 100C -
) \ logw
K>0
0° >
logw
_ K <0
0.0 0.1 1 10 100 100C

Polos y ceros en el origen (G(s)=s*")

También conocidos como factor integral y derivativo. Al sustituir a s por jw se obtiene: G(]a)) = jwip
Amplitud: M, =20log
Fase: ¢= tanfl(ja)ip): +90° P

La amplitud en este caso es una recta con pendiente £20P y pasa por My, = 0 para w = 1. Es asf como la

pendiente sera de 20 db por década de frecuencia. Es decir cambia de 20 db cada vez que el valor de la
frecuencia es multiplicado por 10. El angulo de fase es una recta horizontal que pasa por 90P.

ja)ip‘ =+20logw
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A
M db | T~ - N
20 N < \\ P=1
NN
NN
O >
0.1 N 10 100 100(
> logw
-20 N
\\ ~ \P = = 1
-4 p=-=2" ~
4
0.1 1 10 100 100C ]
20 pP=-1 i
1809 P=-2

Factores de primer orden ( G(s)=(1+s7)")

En el caso del polo simple al sustituir a s por jw se obtiene: G(]a)) = (—J
I+ jor
Amplitud: M, =20log———/=-20log1+w’r’
1+ jor

o Siw K 1/t sepuede aproximar a Mg, = 20logl = 0 linea recta horizontal
*  Siw > 1/t se puede aproximar a My, = 20log(wt) linea recta con pendiente 20db/década
Las dos rectas anteriores son asintotas del diagrama de amplitud exacto, a las cuales se puede
aproximar el diagrama de amplitud. En donde el valor de frecuencia en el punto donde se
encuentran las dos rectas se denomina frecuencia de corte y se encuentra en w = 1/t.
Fase: ¢=tan"'(~wr)=—tan" wr
e w=0->¢=0°
e w=1t>¢=-45
e w=0—>¢=-90°
En el caso del cero simple al sustituir a s por jw se obtiene: (1 + jwT)

Amplitud: M, = 2010g|1 +ja)z'| = —2010g1 -
+ jor

Fase: ¢ = tan "' (w7)
Se obtienen en este caso curvas idénticas pero con signo invertido
Si e requiere el valor exacto del diagrama de Bode basta con corregir el valor de la amplitud y esto se hace
calculando el error en algunos puntos.
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El error méximo se produce a la frecuencia de cruce y es aproximadamente igual a 3db ya que:

E, .. =-20logv1+1+20log =-10log2 =-3.03db

A
M
db 1+
20
5 Asintotas
o 100 100C -
7 logw/t
-20 ‘
Curva exacta L
) ‘ 1+
¢ T 1+
450
0° >
01 1 10 100 100C
logw/r
-45° 1
— L 1+7zs
2 =
. w
Factores de cuadraticos (G(S) == - 7| )
s +28m,5s+ o,

En el caso de la funcién de transferencia de segundo orden al sustituir a s por jw se obtiene:

Gljo)= @ . 1 - :

(.]a))z +2é:a)nja)+a)nz (ja))z/a)nz +2§a)/a)n +1 (1—(C0/0)n)2)+ ]25((0/0)”)
Se estudiara aqui el caso en que & < 1, ya que en los otros casos G (S) puede descomponerse en el producto
de polos simples.

Amplitud: M, = —20log\/(1 —(0/, )2)2 +4&% (o), )
e Si w K w, sepuede aproximar a Mg, = 20logl = 0 linea recta horizontal
e Siw>»w, sepuede aproximar a My, = —20log/w*/w, = —40log(w/w,) linea recta

con pendiente -40db/década

Las dos rectas anteriores son asintotas del diagrama de amplitud, a las cuales se puede
aproximar el diagrama de amplitud. La frecuencia de corte se encuentra en w = wy.
En este caso en la curva real cerca de la frecuencia de corte se produce un pico de resonancia el
cual depende del valor de € 'y tiende a crecer cuando & decrece.

20w,
1-(a/w, )

Fase: ¢ =—tan™

« 0=0-¢=0°
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° a):a)n—)¢:—900
e w=0—>¢=-180°

La curva del angulo de fase es antisimétrica respecto al punto de inflexion y también depende del

valor de €.
A

M, £=0.05
4 /e=0
0.1 = 10 100 100¢ 1
-6

@O0 1 10 100 100 >
\9{\ « £=0.05 logw/ o,

1/ —— £=0.1

-1804 x—

2
. s’ +2lw s+ w, S -
El diagrama de Bode para G(S) = 3 se puede obtener invirtiendo las curvas anteriores.

Q)

n

Procedimiento general para trazar diagramas de Bode
e En primer lugar se rescribe la funcion de transferencia sinusoidal como un producto de los factores
basicos analizados anteriormente
e lLuego se identifican las frecuencias de cruce asociadas con cada uno de esos factores
® Setrazan las curvas asintdticas del logaritmo de la magnitud con las pendientes adecuadas entre
las frecuencias de cruce. Esto se hace sumando algebraicamente los aportes de cada uno de los
factores. Si se requiere una curva exacta se puede obtener agregando las correcciones apropiadas.

e Las curvas de angulo de fase se pueden obtener sumando las curvas de angulo de fase de cada
factor.

Analisis de estabilidad utilizando los diagramas de Bode

Esto se hace utilizando los conceptos de margen de ganancia y margen de fase que se definen a
continuacion.

El método permite determinar la estabilidad relativa de un sistema de control de lazo cerrado como se
muestra en la figura con el simple anélisis del sistema de lazo abierto G(s)H(s).
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U(s) Y(s) U(s) Y(s)

G(s) —>» 1/H(s) H(s) ¥ G(s)
J =
H(s)

Margen de ganancia (M G)

Es una medida de la estabilidad relativa, se define como la magnitud del reciproco de la funcion de
transferencia de lazo abierto y se calcula a la frecuencia w, a la cual el dngulo de fase es de -1860°.

MG = ; = 2010g1—2010g|G(ja)C)|
|G(Ja)cl
Donde:
¢(.]a)C) =-180°= T rad
@, : frecuencia de cruce de fase o frecuencia critica.
Margen de fase (m¢)

Es una medida de la estabilidad relativa y se define como la suma de 180° al ngulo de fase ¢4 de la funcion
de transferencia de lazo abierto y ganancia unidad.

m¢ =(180°+glja,)), .
Donde:
G(jw, | =1= 2010gGje, | = 0

o, se denomina frecuencia de cruce de ganancia.

Estabilidad relativa

Los conceptos de margen de ganancia y margen permiten determinar la estabilidad de un sistema segln el
siguiente criterio:
Un sistema es estable si MG >0 y m¢ >0

Nétese aqui que estos conceptos no solo indican la estabilidad en términos absolutos sino que permiten dar
un margen de que tan lgjos esta un sistema de la estabilidad o inestabilidad, esto ya que entre mas
pequefios se hagan los valores del margen de ganancia y de fase mas tendera el sistema hacia la
inestabilidad y viceversa.

Procedimiento para determinar la estabilidad utilizando los diagramas de BODE

1. Se determina la frecuencia critica (w¢) trazando para ello una horizontal que pase por -180° hasta
cortar el diagrama de fase luego se traza una vertical hasta el gje de las frecuencias.

2. Se traza una vertical que pase por w¢ y que corte el diagrama de amplitud. La diferencia entre el
punto de corte con Odb da el margen de ganancia (MG).
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3. Se determina la frecuencia de ganancia critica (wg), trazando para ello una horizontal que pase por
Odb hasta cortar el diagrama de amplitud luego se baja verticalmente hasta el eje de las
frecuencias.

4. Se traza una vertical que pasa por wy y corte el diagrama de fase. La diferencia entre -1860° y el
punto de corte da el margen de fase.

5. SiMG >0 yme¢ > 0 se dice que el sistema es estable.

A
M,

4 f—

¢ ‘\

09 N >

mg >0 4

18609

G.

Comentarios sobre los margenes de fase y ganancia

Los margenes de fase y ganancia adecuados permiten tener una cierta seguridad en cuanto a la estabilidad
del sistema cuando ocurre una variacion en algin parémetro de este. Fara tener un comportamiento
satisfactorio el margen de fase debe estar entre 30° y ©0° y el margen de ganancia debe ser superior a
©db. Esto significa que la pendiente de la curva del logaritmo de la magnitud a la frecuencia de cruce debe
ser mas suave que -40 db/década.

Ejemplo 2. Hacer el diagrama de Bode y analizar la estabilidad de:
10(s +3
G(s)=—— 10 +3)
s(s+2)(s +s+2)
Se sustituye a s por jw y se obtiene:
10(jo+3)
G(S): .. SRV
]a)(]a)+2)((]a)) +jo+ 2)
Por comodidad para el trazado de las graficas se rescribe la ecuacién en la forma normalizada con los
términos independientes iguales a 1:

G(s)= (10)3)j@/3+1) _ 7.5(j/3+1)
joR)jo2+1)2N(jo) 2+ jo2+1)  jolje2+1(jo) 2+ jo/2+1)

Esta funcién se descompone en factores conocidos, que son en este caso:
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1 1 1

7.5 — 1+ jw/3

T e LJ;L) (1+jo/2) 1+ jo2+(jo)2)
2 4 5

Gréfica asintética
Seguidamente se hace la grafica con las asintotas identificando las frecuencias de cruce para los factores

3, 4y5:

1. Amplitud:
Fase:

2. Amplitud:
Fase:

M, =20log7.5=17.5:recta horizontal que pasa por 17.5
¢ =tan™ % = 0°: recta horizontal que pasa por O°

M, = 2010g‘ja)71‘ =-20logw: con pendiente -20F y pasa por M ,, =0 para w =1.
¢ =tan"' (] - ): —90°: recta horizontal que pasa por 90.

3. Frecuencia de cruce @ = 1/2' como T = 1/3 = w=3

Amplitud:

Fase:

Amplitud:

Fase:

Amplitud:

1

Mdb = 2010g m

=-20log

w
I+ j—
3

Si w<<3 se puede aproximara M , =20logl = 0: Iinea recta horizontal

@
Si @ >>3 se puede aproximara M , = ZOIOg?: linea recta con pendiente 20db/década

4| o
¢ = tan (?J

0=0—>¢=0°
o=t >p=45
®=00—¢=90°

Frecuencia de cruce @ =2

M, =20log

‘: —20logy/1+w*(1/2)°

Si @ << 2 se puede aproximar a M, = 20logl = 0: Iinea recta horizontal

1+ jor

Si @ >>2 se puede aproximara M , = 2010g%: linea recta con pendiente -20dbldécada

¢= tan_l(— QJ = —tan" 2
2 2

0=0->¢=0°
=1/t > ¢p=—45°
w=00—>¢=-90°

Frecuencia de cruce @ = w, como a)n2 =2 = w= \/E,y &= 1/2\/5

M, = —2010g\/[1—(a)/\/§)2j2 +4l/2V2) (/2]
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o Siw<<2 se puede aproximar a M , =20logl =0 linea recta horizontal

o Si 0>>2 ce puede aproximar a M , =-20log

pendiente -40db/década
o 28 a)/ NG
o
e w=0->¢=0°
e w=0,—>¢=-90°
@w=00—¢=-180°
Grafica exacta

Fase: ¢ =—tan

L - —40log

NG

4
w

NG

7/
linea recta con

Para la grafica exacta se debe calcular el valor exacto de la curva de magnitud y fase en algunos puntos
adicionales, los puntos minimos necesarios son en general los correspondientes a las frecuencias de cruce.

Magnitud

En a)=\/§

2 2
M, :—2010g7.5—2010g\/\/§2 +20log ,12 4{%} —20log /12 +(%J —20log [1_

M, =16.61

Enhw=2

2 2 2\ 2
Mdb:_201og7.5—201og\/2_2+201og,/12+Gj —2010g,/12+(%J —2010g\/(1—%) +(

M, =7.06

En w=3

2 2 2\2
Mdb:—2010g7.5—2010g\/3_2+2010g‘/12+[§J —ZOlog‘/12+(§j —2010g\/£1—%) +(

M, =575

Fase

En 602\/5

a2,
2

¢5—tan1(ij—tan1 Q +tan™' @ —tan ™' @ —tan ™' ﬂ =-190°
TS 0 I 1 1-v2°)2)

¢ =tan™' (%j —tan ™' (%) +tan ™ (?j —tan ™ (?j —tan "l(
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En w=3

¢=tan_l(ij—tan_l(§J+tan‘l(3/—3)—tan“(3/—2J—tan_{ 3/3 J=—258.11
7.5 0 1 1 1-3%)2
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Diagrama de Bode

Bode Diagram

Introduccion al Control de Procesos para Ingenieros

=

Magnilude {dB)

&
=

Phase (deg)

RSN

x:d a e o - = S B YR

Frequency (rad/sec)

Estabilidad en diagrama de Bode

Bode Diagram

10’

Magnitude (dE)
- Q

MG

=125

=
=]

Phase [deg)

-226

-270

10

Andlisis de estabilidad
MG=-18
me=—-50°

10"
Fragquency (radisec)

Por tanto el sistema es inestable
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Ejercicios
Hacer el diagrama de Bode de las siguientes funciones:
10(s +1) 10s +10
G(S) = =2
(s+2)(s+5) s*+7s+10

Bode Dlagram
40 T

30~ 3 . £ - i

Magnitude (dB)

Phase (deg)

Frequency {rad/sec)

(s+2) _ s+2
(s+3)s+4)fs+1)s% +3s+1)  s° +11s* +44s’ +775>555 +12

G(s) =

Bode Dlagram
50 . ; . . S

Magnilude (dB)

00— X 5
-150 | b=

-200 i i FE S| h FE |

a0~ por ey T I T v T T T e T

Phase (deg)

Frequency (radisec)
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Determine la estabilidad e las siguientes funciones mediante los diagramas de Bode.
(S + 2) s+2
G(S) = 2 = 5 4 3 2
(s+3)s+4)Ns+1)s% +3s+1) s° +11s* +44s’ +775>555 +12

Bode Diagram

Magnilude (dB)

Phase (deg)

10 0 0 10 10
Frequency (rad/sec)

Diagrama de Nyquist
El diagrama polar cominmente denominado diagrama de Nyquist de una funcion de transferencia sinusoidal
G(jw) es un diagrama de la magnitud o médulo de G (jw) en funcion Imj
del angulo de fase de G(jw) en coordenadas polares al variar el valor

de w de menos infinito a infinito. Entonces, el diagrama polar es el — Re[GUju]] —
lugar de los vectores |G (jw)|£G (jw) cuando w varia de —o a o,
La figura presenta un ejemplo de este diagrama. Cada punto en el oy w=00

21

diagrama polar de G(jw) representa el extremo terminal de un ER
vector para un valor determinado de w. ()
Para construir el diagrama polar se calcula directamente la

urp

. . , . . Gl Im[GUi-v)]
magnitud |G (jw)| y el dngulo de fase £G (jw) para cada frecuencia =
w.
Los datos también se pueden obtener a partir del diagrama de Bode.
Si se requiere la multiplicacion de dos funciones de transferencia wy
sinusoidales, se puede obtener multiplicando, para cada frecuencia, {
w=0

las funciones de transferencia sinusoidales individuales por medio de
una multiplicacion algebraica compleja. Es decir:

Si G(] ):Gl(j )Gz(fa))

Entonces
|G(Jw)| = |G1 (]a)) ) |G2 (]a))
£6(jo)= £G(jo)+ £G,(jo)

En general, si se desea el diagrama polar de G(jw) = G;(jw) - Gy (jw), es conveniente trazar primero el
diagrama logaritmico de G (jw) y luego convertirlo en un diagrama polar, en lugar de dibujar los diagramas
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polares de Gi(jw) y G,(jw) y multiplicar ambos en el plano complejo para obtener el diagrama polar de
G(jw).

Una ventaja al utilizar un diagrama polar es que presenta las caracteristicas de respuesta en frecuencia de
un sistema en todo el rango de frecuencias, en un solo diagrama, la desventaja es que el diagrama no indica
claramente las contribuciones de cada factor individual de la funcidn de transferencia.

Diagramas de Nyquist de Funciones comunes

Factores integral y derivativo G(jw)=(jo)"
El diagrama polar de G(]a)) =1/jo es el eje imaginario negativo ya que:

G(jw)= :—jl=%4—90°

1
jo w
El diagrama polar de G(]a)) = J es el gje real positivo.

Factores de primer orden G(jw)= 1+ joT)"

Para la funcién de transferencia sinusoidal

1 -
Gljw)=——= Z—tan” @T
I+ jolT 1+ 0T’
Para  @=0: G(j0)=120° Y4
Im
= 1/T:
!
ol jL]=L 45 v [T ] :
T) 2 o 05 Lo e _
Si w tiende a infinito, la magnitud Wl U‘?) - X
de G(jw) tiende a cero y el dngulo H-I g | /
de fase tiende a - 90° El  _yx | N
diagrama polar de esta funcion de Glj) wr=t
transferencia es un semicirculo,

con centro en 0.5 sobre el ¢je real
y radio igual a 0.5, cuando la frecuencia w varia de cero a infinito, como se puede ver en la figura.

Imy
El diagrama polar de la funcién de transferencia G(jo)=1+ joT
es simplemente la mitad superior de la recta que pasa por el punto
(1, O) en el plano complejo, y es paralela al eje imaginario. El
diagrama polar de G(]a)) =1+ jwT es totalmente diferente al de

G(jo)=1/1+ joT .

Factores cuadraticos G(ja)) = (1 + 2§(ja)/60,, )+ (ja)/a)n )2 )ﬂ

Las partes de alta y baja frecuencia del diagrama polar de la
funcidn de transferencia sinusoidal:

Wa
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s 1
) e Gara s Gara P €7°

Estan dadas respectivamente por:
limG(jw)=1£0° y limG(jw)=0£-180°

El diagrama polar de esta funcion de transferencia sinusoidal comienza en 1/0° y finaliza en 0/180° al
aumentar w de cero a infinito. Esto indica que la porcion de alta frecuencia de G (jw) es tangente al eje real
negativo.

La figura presenta ejemplos de diagramas polares de esta funcion de Imj
transferencia. La forma exacta del diagrama polar depende del valor de la relacion
de amortiguamiento &, pero la forma general es la misma, tanto para el caso
subamortiguado (1 > & > 0) como para el sobreamortiguado (¢ > 1).

Para el caso subamortiguado en w = w, se tiene que el dngulo de fase es -90°.
Por tanto, se puede ver que la frecuencia a la cual el diagrama corta al eje
imaginario, es la frecuencia natural.

El punto del diagrama polar cuya distancia al origen es maxima, corresponde a la
frecuencia de resonancia w,-.

Para el caso sobreamortiguado, al incrementar & mas alla de la unidad, el lugar de G(jw) tiende a ser un
semicirculo, lo que resulta del hecho de que para un sistema fuertemente amortiguado las raices
caracteristicas son reales, y una de ellas es mucho mas pequefia que la

otra. Como para uh valor de & suficientemente alto la raiz mas grande de ' Img
la respuesta se hace muy pequefia, el sistema ee comporta como uno de D
primer orden.

Para la funcién de transferencia sinusoidal

j o) 2 0 1 .
G(ja))=1+2§[i)—a)J+[ﬂJ — 1_a)_2 +J(2§_0)] R

Q) ) Q)

n n n n

La porcién de baja frecuencia de la curva es: liIr(}G(ja)) =1£0°
>

La porcién de alta frecuencia es: 1im G(jw) = 0£180°

W—>0

Como la parte imaginaria de G (jw) es positiva y crece en forma mondtona para w > 0, y la parte real de
G (jw) decrece en forma mondtona a partir de la unidad, la forma general del diagrama polar de G(jw) es
como aparece en la figura. El angulo de fase esta entre 0° y 160°.

Imj

Retardo de transporte.

. —joT
El retardo de transporte, o tiempo muerto G(]a)) =e " se puede escribir

como:

G(jw)=1-cosal — jsinwl
Como la magnitud de G(jw) es siempre la unidad, y el angulo de fase varia
linealmente con w el diagrama polar del retardo de transporte es un circulo
unitario, como se puede ver en la figura.
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Formas generales de los diagramas polares
Los diagramas polares de una funcidn de transferencia de la forma:
2 blie) +b(jo) "+ K(+jol, )i+ jol,)-
G(]C()) = . n . n—1 = . A . .
ao(]a)) +a1(]a)) +--- (]a)) (1+]a)Tl)(1+]a)T2)---
Donde n > m o el grado del polinomio denominador es mayor que el del numerador, tendran las siguientes

formas generales:

1. Para A =0 o sistemas tipo O: el punto de inicio del diagrama polar (que corresponde a w = 0) es
finito y esta sobre el eje real positivo. La tangente al diagrama polar en w = 0 es perpendicular al eje
real. El punto terminal, que corresponde a w = A, esta en el origen y la curva es tangente a uno de

los ejes.

2. Para A =1 o sistemas de tipo 1: el término jw en el denominador contribuye con - 90° al angulo de
fase total de G (jw) para 0 < w < 0. Para w = 0, la magnitud de G(jw) es infinita, y el dngulo de
fase es igual a menos 90°. A frecuencias bajas, el diagrama polar es asintético a una linea paralela
al eje imaginario negativo. En w = A, la magnitud es cero, la curva converge hacia el origen y es
tangente a uno de los gjes.

3. Para A = 2 o sistemas de tipo 2: el término (Jw)? en el denominador contribuye con -180° al 4ngulo
de fase total de G(jw) para 0 < w < 00, En w = 0 la magnitud de G (jw) es infinita, y el angulo de
fase es igual a menos 160°. A frecuencias bajas, el diagrama polar es asintético a una linea paralela
al eje real negativo. En w = A, la magnitud se hace cero, y la curva es tangente a uno de los gjes.

En la figura se pueden ver las formas generales de |las porciones de baja frecuencia de los diagramas polares

Imj Imj de los sistemas de tipo O,
tipo 1y tipo 2.
Im“ Im n-m=3
W= w=o Nétese que si el grado del
of Re c - . polinomio  denominador  de
L J{y 1+ juT . by w= G(jw) es mayor que el del
fe s ol ¥
0 o 0 0 Re numerador, los lugares de
G(jw) convergen hacia el
Im f o Im . ) . .
} origen en sentido horario. En
fw-—] 14 ju — ) n-m=1 >
w S b w=21 los lugares son
w=10 w=0 .
i tangentes a uno de los ejes,
- > as frecuencias ,
0 Re o| 1 Re como se ve en la figura para
altas frecuencias.
Irn 1
1 “ jr
(jc.i)z oo T+ jorl e
0= Re >
w Q Re 0 w=0 1Re
La tabla siguiente muestra diagramas polares de
I L : diversas funciones de transferencia comunes.
T 1 wew M+ Ty 0+ joTal (1 F jaly)
G, 1 . N Im
o (w07 Fe S
1+ jeuT © w=0 Re
THjwal
{0 21)
g 14wl
Jwll e + 20w,l ) + w,?] JurllF juTpl (1 + jouly)
3 2 b Re Escuela de Ingenieria Mecanica - ULA [
w=a
N
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Ejemplos

1.

Considere la siguiente funcién de transferencia de segundo orden:
1
Gls)=———
( ) s(Ts+1)

Trace el diagrama polar para esta funcion de transferencia.
Como la funcion de transferencia sinusoidal se puede escribir como

Gljo)=— =
ja)(1+ja)T) 1+o’T? a)(1+a)2T2) Ima
La porcion de baja frecuencia del diagrama polar es:
limG(jw)=~T — joo = 0/ —90°
@0 -7 .
La porcidn de alta frecuencia es: @ (9 Re
l}i_)rp.oG(ja))zo—jOZOL—ISO" w/
En la figura aparece la forma general del diagrama polar de 5
G(jw). Este es asintdtico a la linea vertical que pasa por el : 1
punto (=T,0). Como esta funcidn de transferencia incluye un to

integrador (1/s), la forma general del diagrama polar difiere de
las funciones de transferencia de segundo orden que no tienen un integrador.

Obtenga el diagrama polar de la funcion de transferencia siguiente:
—joL

G(jo)=—E—=(g"") (;J

1+ joT 1+ joT
La magnitud y el angulo de fase son, respectivamente, N4 e
—jou 1 | 1 ’
G(je :‘e”'| = \_/
6ljo) 1+ jol| 140’1’

. —Jj 1
ZG(]&)) = L(e ! L)+ L(m

Como la magnitud decrece en forma mondtona a partir de la unidad y el angulo de fase también
decrece mondtona e indefinidamente, el diagrama polar de la funcidn de transferencia dada es una
espiral, como aparece en la figura.

J =—wL —tan" @T

Nétese que en los ejemplos mostrados anteriormente se desarrollo el diagrama polar para una frecuencia @
entre O e infinito. El diagrama polar para una frecuencia entre menos infinito y cero seré la imagen
espejo respecto al eje real del diagrama para frecuencias de cero a infinito. Y el diagrama entre
infinito y menos infinito sera siempre el origen de coordenadas.

Analisis de estabilidad utilizando diagramas de Nyquist

El criterio de estabilidad de Nyquist permite determinar la estabilidad relativa de un sistema de control de
lazo cerrado como se muestra en la figura con el simple analisis del diagrama de Nyquist del sistema de lazo
abierto G(s)H(s).
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U(s) Y(s) U(s) Y(s)
G(s) —> 1/H(s) H(s) > G(s) >
j =
H(s)
Im}
Criterio de estabilidad de Nyquist iy
(Para un caso especial en que G (s)H (s) no tiene polos ni ceros sobre el eje
jw)
En el sistema que aparece en la figura, si la funcion de transferencia de X 5 =

lazo abierto G(s)H(s) tiene k polos en el semiplano derecho del plano sy
lim G(s)H(s) = Cte, entonces para que haya estabilidad, la gréfica de
S—00

G(Jjw)H(jw) al variar w de —o0 a o debe rodear k veces al punto —1 +
J0 en sentido anti horario.

Observaciones sobre el criterio de estabilidad de Nyquist

1. Este criterio ee puede expresar como Z = N + P

Donde:

Z = cantidad de ceros de 1 + G(s)H(s) en el semiplano derecho del plano s

N = cantidad de rodeos alrededor del punto — 1 + j0O en sentido horario

P = cantidad de polos de G (s)H (s) en el semiplano derecho del plano s
Si P no es cero, para que un sistema de control sea estable, se debe tener Z = 0,0 N = —P, lo
que significa que hay que tener P rodeos antihorarios alrededor del punto —1 + 0.
Si G(s)H(s) no tiene polos en el semiplano derecho del plano s, entonces Z = N. For lo tanto, para
que haya estabilidad, no debe haber rodeos alrededor del punto —1 + jO por parte de la grafica
G(jw)H (jw). En este caso ho es necesario considerar |a gréfica para el eje jow completo, pues basta
solamente con la porcién de frecuencia positiva. La estabilidad de tal sistema se puede determinar
viendo si el punto — 1 + j0 queda rodeado por el diagrama de Nyquist de G(jw)H (jw). En la figura
se puede ver la region encerrada por el diagrama de Nyquist. Para que haya estabilidad, el punto
—1 + jO debe quedar fuera de la region sombreada.

2. Se debe tener mucho cuidado al verificar la estabilidad de sistemas con lazos miltiples, ya que
pueden incluir polos en el semiplano derecho del plano s. (Nétese que aunque un lazo interior sea
inestable, se puede hacer que todo el sistema de lazo cerrado sea estable con un disefio adecuado).
Para determinar la inestabilidad de sistemas con lazos miltiples no basta la simple inspeccién de
los rodeos alrededor del punto — 1 + jO por la grafica G(jw)H (jw). En esos casos, sin embargo,
se puede determinar facilmente si hay o no algin polo de 1 + G(s)H(s) en el semiplano derecho del
plano s, al aplicar el criterio de estabilidad de Routh al denominador de G (s)H (s).

3. Siellugar de G(jw)H(jw) pasa por el punto — 1 + jO, hay ceros de la ecuacion caracteristica o
polos de lazo cerrado, ubicados sobre el eje jw. Esto no es deseable para sistemas de control
préacticos. En un sistema de control de lazo cerrado bien disefiado, ninguna de las raices de la
ecuacion caracteristica debe quedar sobre el eje jw.
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En los diagramas de Nyquist se puede obtener también en forma grafica los valores del margen de ganancia
y del margen de fase definidos para los diagramas de Bode, la obtencion de estos valores se muestra en la

figura siguiente.

Al examinar la estabilidad de los sistemas de control lineales utilizando el criterio de
se pueden presentar tres posibilidades:

estabilidad de Nyquist,

1. No hay rodeo del punto — 1+ jO. Esto implica que el sistema es estable si no hay polos de
G (s)H(s) en el semiplano derecho del plano s; en caso contrario, el sistema es inestable.

2. Hay un rodeo en eentido anti horario o rodeos del punto —1 + j0. En este caso ¢l sistema es
estable si la cantidad de rodeos antihorarios es la misma que la cantidad de polos de G(s)H(s) en

el semiplano derecho del plano s; en caso contrario, el sistema es inestable.
3. Hay un rodeo o rodeos del punto —1 + jO en sentido horario. En este caso, €l

sistema es inestable.

_ Imj ‘ Imi
Margen de ganancia Plano G Margen de fase Plano G
positivo ‘ negativo
1
=3
A 1
. 4 -
S\WAPZIN, Re -1 R
& \ ¢f Re
'Margen
de fase
positivo e Margen de
. _ ¢ v ___ ganancia
Gljw) Gljw) negativo
Sistema Estable Sistema Inestable
Ejemplos

En los ejemplos siguientes, se supone que los valores de la ganancia K y de las constantes de tiempo (como

T, T,y T;) son todos positivos.

1. Considere un sistema cuya funcién de transferencia de lazo
abierto esta dada por:

Imj

Plano GH

K
Gls)H(s)=
(5)H(s) (Ts+1)Tys +1)
Examine la estabilidad del sistema. by

La figura muestra un diagrama de Nyquist de G(jw)H (jw). C
Como G (s)H(s) no tiene ninglin polo en el semiplano derecho del
plano s, y el punto =1 + jO no esta rodeado por el lugar de
G(Jw)H(jw), este sistema es estable para cualquier valor
positivo de K, Ty, y T.

2. Considere el sistema con la siguiente funcién de transferencia de lazo abierto:

_J@an—Frangoi5 DULHOSTE
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K

s)=
s(Ts+1)\T,s +1)
Determine la estabilidad del ImA Plano GH Im A Plano GH
sistema para dos casos: w=0-r
1)

(M la ganancia K es
pequefia,
(2) K es grande.

N2
owon
N O

€
[
8

En la figura aparecen los
diagramas de Nyquist de la
funcién de transferencia de
lazo abierto con un valor
pequetio de K y un valor
grande de K.

La cantidad de polos de
G(s)H(s) en el semiplano
derecho del plano s es cero. K pequeiia
For lo tanto, para que este

sistema sea estable, es necesario que N = Z = 0 o que el lugar de G(s)H(s) no rodee al punto
-1 + jO.

x

€
"
!

8

(Estable) {Inestable}

K grande

Para valores pequefios de K, no hay rodeo al punto —1 + j0. Por lo tanto, el sistema es estable.
Para valores grandes de K, el lugar de G(s)H(s) rodea al punto —1 + jO dos veces en sentido
horario, lo que indica dos polos en el semiplano derecho del plano s y el sistema es inestable.

Para lograr buena exactitud, K debe ser grande. Sin embargo, desde el punto de vista de la
estabilidad un valor elevado de K brinda estabilidad pobre, incluso inestabilidad. Se debe hallar una
solucion de compromiso entre exactitud y estabilidad.

La estabilidad de un sistema de lazo cerrado con la siguiente funcién de transferencia de lazo
abierto

K(T,s +1

G(S)H(S) = # depende de las magnitudes relativas de Ty y T,.
s (]]s + 1)

Trace los diagramas de Nyquist y determine la estabilidad del sistema.

En la figura se muestran diagramas de G(s)H(s) para tres casos, Ty < Tp, Ty = Tp,y Ty > Ty.
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Im)  Plano GH Im,  Plano GH Im)  Plano GH

Ew=—w
Re “Re

T1 < Tz T=T T] > Tz
Estable Inestable

Para Ty < T, el lugar de G(s)H(s) no rodea al punto —1 + jO, y el sistema de lazo cerrado
es estable.

Para Ty = T, el lugar de G(s)H(s) pasa por el punto —1 + j0, lo que indica que los polos
de lazo cerrado estén ubicados sobre el gje jw.

Para Ty > T,, el lugar de G(s)H(s) rodea al punto — 1 + j0 dos veces en sentido horario.
Entonces, el sistema de lazo cerrado tiene dos polos de lazo cerrado en el semiplano derecho
del plano s, el sistema es inestable.

4. Considere el sistema de lazo cerrado con la siguiente funcién de ™4 piano o
transferencia de lazo abierto
K w=0+
Gs)H(S)=———
(s)H (s) s )

Determine la estabilidad del sistema. w=®
La funcion G(s)H(s) tiene un polo (s = 1/T) en el semiplano i Y
derecho del plano s. Por tanto, P = 1.
El diagrama de Nyquist de la figura indica que el punto —1 + jO
es rodeado una vez en sentido horario por la grafica de G(s)H(s).
Entonces N = 1.ComoZ = N + P,resultaqueZ = 2.

Esto significa que el sistema de lazo cerrado tiene dos polos de lazo cerrado en el semiplano derecho
del plano sy es inestable.

5. Determine la estabilidad de un sistema de lazo cerrado que tiene la siguiente funcion de transfe-

rencia de lazo abierto: Im
K(s+3 Plano GH
Glsyr(s) = K1)
S(s - 1) o
La funcién de transferencia de lazo abierto tiene un polo (s = 1) en &
el semiplano derecho del plano s, o
osea P = 1. El sistema de lazo abierto es inestable. Re
-1 w= o
El diagrama de Nyquist que se ve en la figura indica que el punto
—1 + jO es rodeado por |a gréafica de G(s)H(S) una vez en sentido =0
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antihorario. Por lo tanto, N = —1. Entonces, se determina que Z = N + P es igual a cero, lo que
indica que no hay cero de 1 + G(s)H(S) en el semiplano derecho del plano s, y el sistema de lazo
cerrado es estable. Este es uno de los ejemplos donde un sistema inestable de lazo abierto se vuelve
estable cuando se cierra el lazo.

Considere el sistema de control de |a figura, que incluye dos lazos.

Ris) 1 Cls)
K(s + 0.5) 3 -
s“(s + 1)

61(5)

Gz(ﬁ}

Se pide determinar el rango de ganancia K que hace al sistema estable utilizando el criterio de
estabilidad de Nyquist. (La ganancia K es positiva).

Para examinar la estabilidad del sistema de control, hay que trazar el lugar de Nyquist de G(s),
donde

Gls)=Gi(5)G,(s)

Sin embargo, en este punto no se conocen los polos de G(s). Por lo tanto, hay que examinar el lazo
menor por posible presencia de polos en el semiplano positivo del plano s. Esto es facil de realizar
utilizando el criterio de estabilidad de Routh. Como:

G(5)=——

s +s?+1
La tabla de Routh es:

$1 0 0
S2 1 1 0 Im Ak
Plano —
s|-1 0 O w =08 -j1.5
sl 0 0

Nétese que hay dos cambios de sigho w =09
en la primera columna. Por lo tanto, hay
dos polos de G,(s) en el semiplano
derecho del plano s.

Una vez hallada la cantidad de polos de
G, (s) en el semiplano derecho del plano
s se traza el diagrama de Nyquist de
G(S), donde:

G(s)=G,(5)G,(s)= %

El problema consiste en determinar el
rango de ganancia K para la
estabilidad. Por tanto, en lugar de

F—j1.5
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trazar lo s diagramas de Nyquist de G(jw)para diversos valores de K, se dibuja el diagrama de
Nyquist de G(jw)/K. En la figura se puede ver un diagrama de Nyquist o diagrama polar de

G(jw)/K.

Como G(s) tiene dos polos en el semiplano derecho del plano s, ee tiene que P; = 2. Como Z; = Ny +
Py, para la estabilidad se requiere que Z; = 00 N; = —2.

Es decir, el diagrama de Nyquist de G(jw)/K debe rodear al punto — 1 + jO dos veces en sentido
anti horario. De la figura se ve que, si el punto critico queda entre 0y — 0.5, entonces el diagrama de
G(jw)/K rodea al punto critico dos veces en sentido antihorario. For lo tanto, se requiere que
—-05K < -1

Entonces el rango de ganancia de K por condicion de estabilidad es 2 < K.
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Tema 8. Controlabilidad y Observabilidad

La controlabilidad y la observabilidad son dos conceptos desarrollados para la representacion de sistemas
en espacio de estado, estos permiten caracterizar respectivamente la capacidad del control para ejercer
una influencia sobre alguno sus estados y la posibilidad de extraer una informacion de alguno de sus estados
mediante un observador. Sin embargo estos conceptos se pueden extender a otras representaciones.

Los métodos para la determinacion de estas caracteristicas de los sistemas varian segin el tipo de
sistema. En este se estudia solo lo correspondiente a los Sistemas Lineales Invariantes en el tiempo (LTI).

Controlabilidad

La controlabilidad es una caracteristica de un sistema, generalmente representado por un modelo en
espacio de estado, que nos indica si la evolucién de una o varias de sus dindmicas (estados) pueden ser
modificadas por las entradas del sistema (control).

Definicion
Un estado x; es controlable en ty siempre que se pueda determinar una entrada u(t) que
conduzca todo estado inicial x;(ty) hacia 0 en untiempo ty < t; < tf.

Si esta propiedad se cumple Vt y Vi = 1,---n entonces se dice que el sistema es completamente

controlable.

Notas:

e Siun sistema no es completamente controlable entonces para algunas condiciones iniciales no
existe ninguna entrada capaz de llevar el sistema al origen.

e Lacontrolabilidad es una nocion de suma importancia puesto que nos permite determinar si es
posible controlar un sistema para modificar su comportamiento (estabilizacion de un sistema
inestable, modificacion de las dinamicas propias del sistema). Y es por ello que es fundamental en |a
teoria de la sintesis de controladores en espacio de estado.

Criterio de Controlabilidad (Kalman)
Este es un criterio que permite definir si los estados de un sistema LTI son controlables, considerando para
ello las matrices A y B del sistema.
Un sistema LTI representado por la ecuacion de estado,
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
donde A € R™™, B € R™™, es controlable siy solo si la matriz de controlabilidad C tiene rango n,
rango(C) = rango([B : AB i--- i AMB) =n

Nota. La controlabilidad de un sistema de matrices caracteristicas A y B se denominara controlabilidad del
par A, B.

Rango de una matriz.

El rango de una matriz se define como el nimero maximo de vectores lineas (o columnas) linealmente
independientes. Este se puede calcular mediante la dimension del mas grande de los menores principales no
hulos de la matriz.

Ejemplo 1. Para el sistema mecanico estudiado en el gjemplo 6 del tema 2:
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x = Ax(t) + Bu(t) x(ty) = x
y = Cx(t)
Con:
0 1 0
M M M
La matriz de controlabilidad es:
1
0 J—
c = M
1 C
M M?

Como:
1
Ic| = —z*0 = rango(C) = 2

Y como n = 2, entonces esta rcprs@entacién de estado del sistema es controlable.

Ejemplo 2. Para el sistema térmico estudiado en el ejemplo & del tema 2:

1 1 0
RC. R,C, R,C. 1
e 1 IR | I Lg=lol:c=[0 0 1]
R2 CV RZ CV R3 CV R3 CV O
1 1
0 _
B R3 CHg R3 CHg

Y considerando los valores siguientes: Ry = R, = R3 = 1, = Cy = Cyyg =1
Obtenemos las matrices siguientes para el caloulo de la matriz de controlabilidad:

-2 1 0 -2 1 011 -2 -2 1 01[-2
A=|1 -2 1|:4B=|1 -2 1|lo|l=(1]:4°B=|1 -2 1 1
0 1 -1 0 1 —-1110 0 0 1 -—-11LO0
—4
1
La matriz de controlabilidad ser4 entonces:
1 -2 5 Como: detC =1=%#0 = rango(C) =3
=10 1 -4 repreaentacio’n de estado del sistema es controlable.
0 1 1

Ejemplo 3. : Fara el sistema representado por las matrices A y B siguientes:
1 1 0] 0 0
A=]|0 1 0|;B=1|1 O
0 0 1l 1 0

Calculamos las matrices que permiten determinar la matriz de controlabilidad:

1 1 070 O 1 0
AB=|(0 1 0|1 O|=]|1 O
0 0 1111 O 1 0
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1 1 0]t 1 070 O 1 2 0][0 O 2 0
0 1 0”0 1 0”1 0]=[0 1 0”1 0]=[1 O]
0 0 11to o0 1ll1 0O 0 0 1ll1 0 1 0
La matriz de controlabilidad es entonces:

0 01 0 2 0

C= !1 0 1 0 1 0]

1 01 0 10

La matriz de controlabilidad tiene rango 2, puesto que las dos Ultimas lineas son idénticas, y por tanto solo

se pueden determinar menores principales diferentes de cero de dimensién 2. Por lo tanto esta
representacién de estado No es Controlable.

A%B =

Nota: No se requiere la construccion de la matriz de controlabilidad C més allé de la dimension n X n.
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Observabilidad

La observabilidad es una caracteristica estructural complementaria de una r@preaentacién de estado de un
sistema, o del sistema en sf mismo, que nos indica la capacidad de poder estimar los valores histéricos de
un estado partiendo del conocimiento de las variables de salida y entrada del sistema.

Definicion
Un estado x; es observable en ty siempre que sea posible determinar x;(ty) conociendo a
y(@®).

Si esta propiedad se cumple VtyVi = 1,---,n entonces el sistema es completamente observable.

Nota: La nocién de observabilidad es crucial para los sistemas donde es imposible medir la totalidad del
vector de estado, y en consecuencia se requiere de la estimacion de este a partir de las variables de salida.

Criterio de Observabilidad (Kalman)
La determinacion de |a observabilidad de un sistema LTl depende de las matrices A y C del sistema.

Un sistema LTI representado por la ecuacion dinamica de estado y la ecuacion de salida:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(&) = Cx(t)
Donde A € R™™,C € R™", es observable siy solo si la matriz de observabilidad O tiene rango n:
Cc
CA
rango(0) = rango =n

)/

Ejemplo 4. Para el sistema mecanico estudiado en el ejemplo 1, donde:

0 1 0
A=| K C|; B= 1]; c=[1 0]
M M M
La matriz de observabilidad es:
0= [1 0
0 1

Como |0| =1 # 0 el rango de O = 2 por lo tanto el sistema es observable.

Ejemplo 5: para el sistema térmico estudiado en el ejemplo 2, donde:

-2 1 0
A=[1 -2 1]|; €C=[0 0 1]
0 1 -1

Se calculan las matrices necesarias para la determinacién de la matriz de observabilidad:
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-2 1 0
CA=[0 0 1]|]1 -2 1]=[0 1 -1]

1 -1

-2 1 01r-2 1 0

CA>=10 0 1][1 -2 1”1 -2 1]=[1 -3 1]
0 1 -—-11L0 1 -1
La matriz de observabilidad es:
0 0 1
0= [0 1 —1]

1 -3 1

Como |0l =1 # 0elrangode O =3 por lo tanto el sistema es observable.

Dualidad

Se dice que las propiedades de Observabilidad y Controlabilidad son dos nociones duales, puesto que son
propiedades intercambiables para sistemas duales adjuntos. Para explicar esto consideremos dos sistemas
Sy §* definidos de la siguiente manera:

x = Ax(t) + Bu(t) x* = ATx*(t) + CTu*(¢t)

y = Cx(®) y* = B'x*(t)

S* se denomina sistema dual adjunto de S, puesto que esta hecho con las mismas matrices pero
transpuestas e intercambiando la posicion e C'y B.

Se puede demostrar que S es controlable siy solo si §* es observable y que S es observable siy solo i S* e
controlable.

De hecho §* es observable siy solo si:

[B: AB: A’B:i...: AV BT 0 sea que S sea controlable.
Teoria de la realizacion

Se denomina realizacién de una matriz de transferencia G(s) € C™*™

(A, B, C,D) obtenida con la expresion:
G(s) = C(s1 — A)™'B + D

, a toda repreeentacio’n de estado

Cuando la realizacién (A, B, C, D) tiene un orden minimo n (x € R™) esta se denomina realizacién minima o
irreductible.

El ejemplo siguiente muestra como la obtencion de una realizacion influye notoriamente en las propiedades
de observabilidad y controlabilidad del modelo en espacio de estado obtenido.

Ejemplo ©. Consideremos la funcién e transferencia:
s+1 s+1 1
G(s) =

s? + 35+2=(s+1)(s+2)=s+2
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Dependiendo de si se utiliza la funcion de transferencia simplificada o no, se pueden obtener las cuatros
realizaciones siguientes para G(s).

- No observable y no controlable: - Observable y no controlable:

A, = [_01 _02] B, = [‘1)] ¢, =00 1] A, = [(1’ :g] B, = [ﬂ C,=1[0 1]
- Controlable y no observable : - Observable y controlable:

A; = [_02 _13] B; = [(1)] C; = [1 1] Ay = [_2] B, = [1] Cy = [1]

Se observa que la cuarta realizacién es minima mientras que las otras tres no lo son.

El gjemplo muestra que por un lado las representaciones de estado no son equivalentes entre sf, y por otro
lado que la simplificacion de un polo con un cero esta estrechamente a las propiedades de observabilidad y
controlabilidad de |a realizacion obtenida.

De esto se deduce que: Une realizacion de estado (A,B,C,D) de G(s) es minima si y solo si esta es
observable y controlable.

Formas canonicas de representacion de estado

El hecho de disponer de diferentes representaciones de estado para un mismo sistema, dado que el vector
de estado no es Unico (ver no unicidad del conjunto de variables de estado en tema 3), es una ventaja
sustancial de la representacion de estado pues permite utilizar formas particulares de la misma,
denominadas formas canédnicas, cada una de las cuales presentan ciertas ventajas.

Mencionaremos aqui tres de las forma candnicas conocidas:
e Laforma diagonal o cuasi-diagonal de Jordan.
e Laforma de controlabilidad.
e Laforma de observabilidad.

Forma Modal o Diagonal de Jordan.
En el caso de una funcion de transferencia de orden n, estrictamente propia, que posee polos A1, A5, + +, Ay
reales y diferentes (matriz A € R™™ con n valores propios distintos), se puede descomponer la funcion de
transferencia en fracciones parciales:

b;s™ 1+ -+ b,
s+ a; s+ +ay,

1 C2 Cn
+ ooe

G(s) =
Q s—A s—1, s—A,

=[C0+

Ys) oY) N G
0 MLG-2 " Zl =2

Y en este caso se puede obtener una realizacion, donde la matriz A tenga una forma diagonal:

G(s) =

A 0 0 - 0 1
o 1, o o [
A=lo o - | B= | : |
0 0 -« - A, llj
C = [Cl cy e Cn] D = [CO]
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En el caso particular de polos reales

conjugados, se puede realizar la a+ip 0 ]: [1/2 —i/Z] [ a ,B’] [1 1
siguiente transformacién para obtener 0 a+ip 1/2 i/2 ]|1-p alli —i
una matriz A de términos reales:

Forma cuasi-diagonal de Jordan

!
En el caso que la funcion de transferencia del sistema posea polos reales repetidos (1/(s — ™), la
realizacion es irreductible a un esquema paralelo, puesto que la descomposicion de la funcidn de
transferencia en fracciones parciales es:

G(s) = bis" T+ by @ Cn! Cn'+1 Cn ]

= + oot Fo
st ast 4t a, (s =AW (=AD" s —Apryq s — A

(O N(s) Z Q@ Z ¢
S)= = 7 — [ S—

U(S) (S — /11)11 H?=nl+1(s — /11) = (S - /11)1 jot | (S - /11)
Se puede por lo tanto obtener una realizacién con la matriz A de la forma denominada cuasi-diagonal de
Jordan:

A4 1 0 0 0 [0-'
o - 1 0 0 :
0 0 A 0 : 1
A= B =
’111’+1 1

o] i)

0 0 An 1
C=[cn ¢ Cnl

Forma canbnica de controlabilidad
En el caso de una funcién e transferencia estrictamente propia de orden n:
Y(s) b;s™ 1+ -+ b,

G(s) = =
) U(s) s"+as™t+-+a,

Se puede obtener una representacion de estado denominada de controlabilidad de |a forma:

0 1 0 - 0 0
[ 0 0 1 ol [o]
A=|0 0 o 1| B=|:
: : 1J 0
—a, —Qap_q - A 1

C — [bn bn_1 bl]

Para obtener esta representacion multiplicamos y dividimos la funcién de transferencia por una variable
intermediaria Z(s) :
Y(s)  (bys" '+ -+ by)Z(s)

G(s) = Us) (5™ +as™™ + -+ ap)Z(s)

Estas operaciones no modifican las relaciones en el sistema, podemos escribir entonces las dos relaciones:
Y(s) = (bys™ T + -+ by)Z(s)
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U(s) =("+a;s™ 1+ +a,)Z(s)
La transformada inversa de Laplace de las dos relaciones es:
y=bD"1z+ - +b,z
u=D"z+a; D"z + -+ ayz

Si seleccionamos como variables de estado a:
xl =Z
x, =Dz

x, = D" 1z
Obtenemos entonces las ecuaciones de estado:

X1 = Xy
XZ = .X3
X4 = —ApX1 — Qp_1Xy — = — A1 X, + U

Y la ecuacién de salida:
Y =Dbixy+ -+ byxq

Forma canbnica de observabilidad

En el caso de una funcion e transferencia de orden n, estrictamente propia:

Y(s) bys™ 1+ -4+ b,

U(s) T a; st 4+ ay

Se puede obtener una representacion de estado llamada forma canonica de observabilidad de la forma:

G(s) =

! 1 0 - O] b,

-a, 0 1 0 b,

A=|—-az 0 -~ ™~ | B=|b;g

: R | 0

—a, 0 o - 0 b,
c=[1 0 0 - 0]

Para obtener esta realizacion se considera la ecuacion diferencial original del sistema:
D%y + a; D" 'y + -+ a,_,Dy + apy = byD* 'u+ .-+ b,_;Du + b,u

La cual reorganizamos de la forma siguiente:
D™y + (a,D™ 1y — byD""u) + - + (a1 Dy — by_1DU) = byu — a,y

Seleccionamos cowmo variables de estado a:
X1 =Yy
xz == .X:1 + aly - blu

Xn = Xp-1+ an1y — by u

Y obtenemos una repreeentacién de estado de la forma:

X1 = —A1X1 — Xy + blu
5(2 = —0ayXxq1 — .X3 + bzu
Xp-1 = —Ap-1Y —Xp + by qu

X, = D"y + (D™ 'y — byD" 1u) + --- + (a,_1Dy — by_1Du) = —aux; + byu

_J@an—Frangoie DULHOSTE



Tema &. Controlabilidad y Observabilidad

Con la ecuacién de salida:
y=x1

También se puede obtener una forma canbnica a partir de una realizacion cualquiera realizando un cambio de
variable lineal.

Ejemplo 7: Obtener las realizaciones en las tres formas canénicas para el sistema representado por la
ecuacion diferencial siguiente:
D3y + 6D%y + 11Dy + 6y = 6u

La funcién de transferencia del sistema es:
Y(s) 6 B 6 o N Cy N C3
U(s) s34+6s2+11s+6 (s+D(s+2)(s+3) s+1 s+2 s+3

Donde ¢; = G=sONGS),
D(s)
_ 6(s+1) o, _ 6(s+2) — . _ 6(s+3)
17 GrD(s+2)(5+3) =e1 3 &= (s+1) (s+2)(s+3) | g=_, 6 c3= (s+1)(s+2)(s+3) 4= _5 3
La repre@entacién de estado en | La repreasntaciém de estado en la | La repre@entacién de estado en la
la forma candnica de Jordan es: | forma canénica de controlabilidad | forma canénica de observabilidad
es: es:
-1 0 0 1
A=10 -2 0 B=|1 0 1 0 0 -6 1 0 0
0 0 -3 1 A=1]0 0 1 B =10 A=|-11 0 1| B =10
c=[3 -6 3] -6 —-11 -6 1 -6 0 0 6
c=1[6 0 0] c=[1 0 0]
Ejercicios

Para las siguientes funciones de transferencia obtener las realizaciones, determinar la observabilidad y
controlabilidad de las mismas y presentar las realizaciones en las tres formas candnicas estudiadas.

1. G(s) =ss+13:%

2 G(s) = 4534_31052_|_2295+20
s*+85°+235°+28s+12

3. 6() =

4. G(s) =m

5. G(s) =sf:%f4

6. G(s)= S4+8s3+25':512+285+12
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Tema 9. Acciones de Control

Introduccion

Un controlador tiene como tarea la de mantener la variable controlada en correspondencia muy proxima con
la sefial de referencia, eliminando la influencia de las perturbaciones que tienden a cambiar el valor de la
variable controlada.

La accidn de control de un controlador se define como la relacion entre el error en la sefial de salida (e(t)) y
la sefial actuante (m(t)). En otras palabras es |a funcion de transferencia del controlador:

F(S) = AEI((:)) 6 en el dominio del tiempo f(t) = %Z))

U(s) E(s) F( ) M(s) T Y(s)

Q
”
N—
v

v
=

Diagrama de bloques tipico de un sistema de control retroalimentado

Tipos de accion de control

Existen mlltiples formas de accion de control, cuyo tipo depende de la forma de obtencion de la ley de
control. Sin embargo existen unos tipos basicos de accion de control que se usan cominmente en procesos
industriales y que son:

1. Accidn de control discontinua o de dos posiciones (ON-OFF).

2. Accidn de control proporcional.

3. Accibn de control derivativa.

4. Accién de control integral.
En la practica los controles integral y derivativo no se pueden usar solos, por lo tanto estos se suelen usar
en combinacion con otras, y se obtienen las siguientes acciones de control posibles:

5. Accion de control proporcional mas derivativa.

6. Accidn de control proporcional mas integral.

7. Accibn de control proporcional més integral mas derivativa.

1. Accion de control discontinua o de dos posiciones (ON-OFF)

En este tipo de accién de control el controlador adopta solo dos

posiciones, que por lo general es abierto y cerrado (conectado o m(t)
desconectado). Dicho de otra forma la sefial actuante del
controlador (m(t)) se mueve entre dos limites requeridos para que m, = ON

la variable controlada oscile entre dos valores dados.
m(t) = m, parae(t)> 0
m(t)=m, parae(t) <0 m, = OFF

A
»
—

\ 4

et)
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En la practica un controlador discontinuo debe tener una zona muerta o histéresis (brecha diferencial). Esta
zona muerta se debe minimizar para mantener el error pequefio pero debe estar para evitar que se

produzcan oscilaciones.

Por ejemplo un control de nivel eléctrico:

—

4

1 X =
—ll‘ (l\ Flotador
v

Valvula \__/
Entra
agua

Y
Solenoide 115YV
o/:/ o——

Sale agua

>

La presencia de la brecha diferencial produce un error entre el valor deseado (nivel deseado en el ejemplo) y el
valor real de la variable (nivel real en el ejemplo). Pero esta es necesaria para evitar conexiones y

desconexiones muy cercanas en tiempo.

A
h

~\__ ~\

Brecha diferencial

A

~\
NV VAR V4

\4

»
»

t

Es por esto que a brecha diferencial se debe ajustar dependiendo de la exactitud deseada, de la frecuencia
de conexion y desconexion del elemento final de control (valvula solenoide) y de los valores a obtener.

2. Accion de control proporcional (P)
Un control proporcional tiene una salida que es proporcional al error:

, Mis
mlt)= K,elt) 6 F(s)= % _K,

Donde Ky es la ganancia del controlador proporcional.

Este es esencialmente un amplificador de ganancia y se usa cuando  €min /

se quiere un control lineal en una region del error.
Para errores hegativos grandes la salida del controlador es cero
(O%) o un valor minimo y para errores positivos la salida seré el

100%7

0)

fe]

valor méximo (100%), y en la mayoria de los controladores estos valores maximos y mihitmos son ajustables.
En cierta forma es similar al controlador ON-OFF solo que en vez de una zona muerta posee una region de

respuesta lineal.
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Banda Proporcional

La accidn de control proporcional se puede expresar mediante el concepto de banda proporcional, la cual se
define como el inverso de Kp expresado en porcentaje:
_ 100

KP
Esta se puede entender como el cambio necesario en el error (expresado en porcentaje del valor méximo de la
variable controlada) para que se produzca un cambio del 100% en la salida del controlador. Para que la salida
del controlador pase de su valor minimo (totalmente cerrado) a su valor maximo (totalmente abierto).
La banda proporcional deseada es de 100%, si esta es menor (ganancia grande) entonces el instrumento se
hace muy sensible lo que produce que el sistema entre en ciclage (similar a un sistema ON-OFF con una zona
muerta pequefia). Si la banda proporcional es muy grande entonces el sistema es muy lento.

By

Caracteristicas de la accibn proporcional

e La conexion fisica directa entre el error y la accion de control produce una respuesta rapida y
estable.

e Los sistemas con accion de control proporcional al introducirles una perturbacion sostenida
(rampa) nunca llevan la variable controlada al valor deseado, se produce un error en estado estable
(OFF-SET)

Por ejemplo un control de nivel mecénico:

. a b
Pivote ‘
Flotador
Vélvula * O
Entra
agua
2 h
Sale agua
e —

3. Accion de control derivativa (D)
La salida de un controlador con accién de control derivativa es proporcional a la rata de cambio del error:

m(t)=K, dzgt) 6 F(s) = M(S) =K,s

E(s)

Donde Kp es la constante de accion integral.

En otras palabras |a salida del controlador varia en proporcién a la velocidad de cambio del error, si el error
es constante no se produce ninguna accion de control.

Caracteristicas de la accién de control derivativa

e No tiene nocién alguna del error de la variable en estado estable. Si el error no cambia no hay accién
de control. Por lo tanto no se puede usar sola.
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® Se produce un adelanto de la accion de control, si la variable controlada cambia rapidamente la
accion correctora es rapida y de gran amplitud, por lo que el sistema de control actla rapidamente
antes de que el error sea grande. Por supuesto la accion de control no puede anticipar a un error que
alin no se ha producido.

e Amplifica las sefales de ruido.

e Produce un efecto de saturacion en el actuador.

Por ejemplo un control de nivel mecanico con amortiguador
a b I

Flotador

.

Valvula 7 \__/
Entra
agua
h
Sale agua
K==

4. Accion de control integral (1)
El controlador integral tiene una salida que es proporcional a la integral del error:

)= K, [ el 6 F(s)=22) K2

E(s) s

Donde K; es la constante de accidn integral.

En otras palabras la velocidad de |a salida del controlador es proporcional al error o la rata de cambio de la
salida del controlador es proporcional al error. For lo cual la tendencia es a minimizar el error.

Caracteristicas de la accién integral

e Esrelativamente lenta debido a la conexidn elastica entre los elementos de control. Por lo cual no se
usa solo.

e No permite error en estado estable.

e Tiende a sobre corregir el error, por lo cual es posible que vuelva oscilatorio al sistema. De hecho
aumenta el orden del mismo.
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Por ejemplo un control de nivel hidréulico

4
|j Aceite a
7/ presion

—l_Ev Flotador
" (O

Vélvula *
Entra
agua h

Sale agua

=

5. Control proporcional mas derivativa (PD)
La salida del controlador es proporcional al errory a su derivada:
delt) M(s)
m(t):KPe(t)+KD OF(S)= =K, +K,s
dt E(s)
Este combina las ventajas del control proporcional mas el derivativo, pero se usa poco por no ser capaz de
eliminar el error en estado estable.

Tiempo de accién derivativa

La ecuacion de este control se puede escribir también como:
delt
m(t) = Kp(e(t)w[, #)
t

KD f 7 . i
Donde T, = —= es el tiempo de accion derivativa.
P

Esta se define como el cambio lineal en el error, cuando la respuesta proporcional iguale a la derivativa.

Se acostumbra expresar la accion derivativa en minutos de adelanto, que representa el tiempo en minutos
con que la accidn derivativa se anticipa al efecto de accion proporcional.

La principal ventaja de este control es que produce sefiales de adelanto que actian rapidamente cuando la
variable controlada cambia bruscamente.

6. Control proporcional mas integral (PI)
En un controlador proporcional integral la salida es proporcional al error y a la integral del error:

! , _ M(s)_ K,
m(t)ZKPe(t)+K,IOe(t)dt 6 F(s)—m_]{}ﬂ.T
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Este es un esfuerzo para combinar las ventajas del controlador proporcional mas el controlador integral, es
decir tiene una buena respuesta transitoria por el efecto proporcional y corrige el error en estado establo
por el efecto integral.

Tiempo de accién integral

0=, )+ [l

1

KP . 4 .
Donde T, = —= es el tiempo de accién integral.
1

Esta se define como el tiempo necesario para que la respuesta integral iguale a la proporcional después de
un cambio en escaldn del error.

7. Control proporcional mas integral mas derivativo (PID)

La salida del controlador es proporcional al error, a su derivada y a su integral:

m(t)zKPe(z)+K,J';e(t)dt+KD dzgt) 6 F(S)zszer&JrKDS
S

E(s)

O expresado en funcion del tiempo de accion integral y derivativa:

)= o 0 L7, 50

1

Este controlador ofrece rapida respuesta proporcional al error, mientras que tiene un reajuste automatico
desde la parte integral que elimina el error en estado estable. La accion derivativa permite que el controlador
responda rapidamente a cambios en el error.
Generalmente en los controladores PID se puede ajustar:

® Kp en % de la banda proporcional

o T, en minutos de accién integral

e Tp en minutos de accion derivativa

Resumen
Control Funcién de Velocidad de Error en estado Uso solo Costo
transferencia respuesta estable
Proporcional K, Media Existe Si Bajo
(P)
Derivativo (D) K,s Alta Existe No Medio
Integral (1) K, Baja No hay No Medio
S
Pl K Media No ha Si Alto
K,+—+ Y
Ky
FD K,+K,s Alta Existe Poco Alto
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PID K Alta No ha Si Alto
K,+—L+K,s Y
K

Ejemplo de estudio del efecto de una accion de control en un sistema

Se tiene un proceso que responde a una ecuacion de primer orden:

Dy+y=u
Donde la funcién de transferencia es:
1 o _ 1
G(S) = ~1 o en el dominio del tiempo g(t) = o
P(s)
U(S) E(S) M(S) R + : Y(S) )
+ ) g + +1 >
K,

Si se supone la referencia R(s) es constante, el elemento que puede afectar al sistema es la perturbacion.
Por tanto por comodidad podemos tomar R(s) = 0, esto implica que la respuesta del sistema C(s) debe
tender a cero para cualquier perturbacion P(s) en el transcurso del tiempo.

En estas condiciones puedo transformar el diagrama de bloque del sistema completo en:

P(S) 1 Y(s)
+ m+1

»
>

KMKVF(S) <«

Reduciendo el diagrama de bloques obtenemos:

P(S) 1 Y(s)

—>
w+1+K, K, F(s)

Si el controlador es proporcional

F(s)=K,
La funcion de transferencia del sistema completo sera:
Y(s) 1

P(s) wm+1+K,K,K,
Donde para simplificar se puede escribir K, K, K, +1=K

Luego la funcién de transferencia seré:
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Y(s) 1

P(s) w+K

Estudio de estabilidad del sistema

Vemos que el sistema es de primer orden y su ecuacion caracteristica es:
m+K=0
Este sistema tiene una sola raiz negativa:

K
§=——
T

Por lo tanto el sistema es estable al igual que el proceso.

Estudio del valor en estado estable

Para este estudio utilizaremos un concepto de las transformadas de Laplace denominado teorema del valor
final que dice:

VF =lim fle)= 1in(r)1sF(s)

El valor en estado estable es por definicién el valor que se obtendria cuando la parte transitoria de la
respuesta se hace despreciable, es decir el valor de la respuesta para un tiempo suficientemente grande
cercano al infinito. Por esto el valor en estado estable se puede obtener con el teorema del valor final:

. .Y . sP

Si suponemos que la perturbacion cambia bruscamente y luego se mantiene constante en el tiempo, lo cual
esté representado por un escalon:

H
p(t) =H < P(s): —
s
El valor en estado estable sera:
sH H

Y, =Ilm—mx=—
rE SI—I>I<}(ZS+K)S K

Seglin lo supuesto al principio el valor deseado para la salida en estado estable deberia ser cero, puesto que
nuestra sefal de referencia es cero, luego este valor en estado estable indica que con este tipo de
controlador se produce un error en estado estable que es igual a H /K.

Estudio de la respuesta del sistema

Para analizar |a respuesta del sistema en este caso podemos escribir entonces la ecuacion del mismo que
sera:

™y + Ky = H dividiendo por K obtenemos %Dy +y= %

Por lo tanto el sistema es un sistema de primer orden y responde como tal. Suponiendo que en las
condiciones iniciales la salida toma el valor de |a sefial de referencia:

t=0 —> Y, =0
La respuesta del sistema sera de la forma:
H H
y =K 2L
K K
La gréfica de |a respuesta de este sistema sera:
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Yz
/y
o

T
=
I
N
=

Si el controlador es proporcional mas derivativo
F(s)=K,+Kps
La funcién de transferencia del sistema completo sera:

Y(s) 1 1

P(s) m+1+K,K,(K,+K,s) (t+K,K,K,)s+1+K, KK,
Donde para simplificar se puede escribir K, K, K, +1=K y 1+ K, K, K, =17,
Luego la funcién de transferencia sera:

Y(s) 1

P(S) o Tes+K

Estudio de estabilidad del sistema

Vemos que el sistema es de primer orden y su ecuacion caracteristica es:

T.s+K=0
Este sistema tiene una sola raiz negativa:
K
§=——
TK

Por lo tanto el sistema es estable al igual que el proceso.

Estudio del valor en estado estable

Elvalor en estado estable se puede obtener con el teorema del valor final:
) Yis . SPls
Y. = hmsﬂP(s) = hmJ
5s—0 P(S) 5s—0 TKS + K

Si suponemos que la perturbacion cambia bruscamente y luego se mantiene constante en el tiempo, lo cual

esta representado por un escalon:
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H
plt)=H < P(s)="—
s
El valor en estado estable sera:
sH H

=0 (TKS+K)S K
Segln lo supuesto al principio el valor deseado para la salida en estado estable deberia ser cero, puesto que
nuestra sefal de referencia es cero, luego este valor en estado estable indica que con este tipo de
controlador se produce un error en estado estable que es igual a H /K.

Estudio de la respuesta del sistema

Para analizar la respuesta del sistema en este caso podemos escribir entonces la ecuacion del mismo que
sera:
N T H
7. Dy+ Ky = H diidiendo por K obtenemos —& Dy +y = —
K K
Por lo tanto el sistema es un sistema de primer orden y responde como tal. Suponiendo que en las
condiciones iniciales la salida toma el valor de |a sefial de referencia:
t=0 —> Y, =0
La respuesta del sistema sera de la forma:
ye- H cxpeey  H
K K
La gréfica de la respuesta de este sistema seré casi idéntica al control proporcional, solo cambiara la
duracion de la etapa transitoria, que serd mas larga, en funcion del nuevo valor de la constante de tiempo,

que en este caso depende del tiempo de accién derivativa.
A

plt)

HH y(t) Error

v

S e d)mul)-Ky )

~ " o o s s o o Emm o Em s om0

o
_ e o e e e o o e e e e e .

m(t)= K ,e(t)+ K ,De(t)

La diferencia entre una accion de control proporcional y una proporcional derivativa, se puede apreciar mas
claramente si suponemos que el error varia en forma de rampa (esta eupoaicién es meramente ilustrativa ya
que en un caso real es muy dificil obtener un error variando de esta forma, en todo caso no corresponde a
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una perturbacion variando en forma de rampa). Fodemos observar si graficamos el error y la salida del

controlador lo siguiente:

A -

mt)=K e(t)+K De() _--"
A ) Kl
- t, -
,’ ‘/ ’/’
___-f” ‘/‘, ’,” X
. delt) T m(t)= K pe(t)
o) t=

Si el controlador es proporcional mas integral

F(s):KP+&
S

La funcién de transferencia del sistema completo sera:

Y(s) _ 1 _ 1
Pls) 4 +1+KMKV(KP +Kfj s+1+K, KK, +
S

Y(S) L s
P(s) »’+(+K,K,K,)s+K, KK,
En este caso el sistema se vuelve de segundo orden, la funcién de transferencia sera de la forma:
Y(s) B )
P(s) s+ 28w, s + a)n2

KM KVKI
S

Donde:
26w _ (4K, K, K,) w2 = Kukv K
n ’l' n ’l'

Estudio de estabilidad del sistema
Como el sistema es de segundo orden su ecuacion caracteristica es de la forma:

s +28ws5+m, =0
Este sistema tiene dos raices, y la estabilidad y forma de la respuesta dependen del valor de €.
Se observa entonces aqui que la principal diferencia que aparece con respecto a la accion de control

proporcional y derivativo es que el sistema completo es de un orden superior al proceso, luego es posible que
este se vuelva oscilatorio.

Estudio del valor en estado estable

Elvalor en estado estable se puede obtener con el teorema del valor final:
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. YIs . A
Y, = hmsﬁP(s) = lims
EE 50 P(s) s—0 2 + 2éf + 2
s s+,
Si suponemos que la perturbacion cambia bruscamente y luego se mantiene constante en el tiempo, lo cual
esta representado por un escalon:

P(s)

H
pl)=H < Pls)=—
s
El valor en estado estable sera:
2
Y,, = lim 2 H_y

=057 1280 5+ 0, S
Segln lo supuesto al principio el valor deseado para |a salida en estado estable debe ser cero, puesto que
nuestra seflal de referencia es cero, luego este valor en estado estable indica que con este tipo de
controlador no existe error en estado estable.

Estudio de la respuesta del sistema

Para analizar |a respuesta del sistema en este caso podemos escribir entonces la ecuacion del mismo que
sera:

D’y +2&wm, Dy + a)nzy =1Dp

K, K,K

Dy+2l0 Dy+wy =—4"V_L Dp

2
n

D*y+2éw,Dy+w,’y=a,p'

Donde: p'= LZK’Dp

a)n
Por lo tanto el sistema es un sistema de sequndo orden y responde como tal. Suponiendo que en las
condiciones iniciales la salida toma el valor de |la sefial de referencia:

t=0 - Y,=0
La respuesta del sistema podra tomar cualquiera de las cuatro formas posibles en sistemas de segundo
orden

La gréafica de |a respuesta de este sistema ser, para el caso de una perturbacion (p) en escalon:
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R 90

N ot T e(t)=u(t)- K, (t)
b2 )= Kpele)+ K, [ ele)at

Si el controlador es proporcional mas integral mas derivativo
K
F(s)=K,+=L+Ks
S
La funcién de transferencia del sistema completo sera:

Y(s) _ 1 1

K, K,K
Pls) zs+1+KMKV[KP+K’+KDsj s+1+K, K, K, +—"—"—L+K, K,K,s
S S
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Y(s) _ s
P(s) (r+K,K,K))s* +(1+K,K,K,)s+K, K, K,
En este caso el sistema se vuelve de segundo orden, la funcién de transferencia sera de la forma:
Y(s) (c+K,K,Kp)s
P(s) s*+2m s+

Donde:
+K,KKy) o KKK,
(T+KMKVKD) ,

2 = =
é:a)n ! (T + KM KV KD )

Estudio de estabilidad del sistema
Como el sistema es de sequndo orden su ecuacion caracteristica es de la forma:

s 428w s+w =0
Este sistema tiene dos raices, y la estabilidad y forma de la respuesta dependen del valor de €.
Se observa entonces aqui que la principal diferencia que aparece con respecto a la accion de control
proporcional méas integral es que el radio de amortiguamiento y la frecuencia natural son diferentes, por lo
cual la parte transitoria sera probablemente més corta y la respuesta estard mas cerca del valor deseado.
Sin embargo al afectar el valor del radio de amortiguamiento esta accion podria hacer tender al sistema
hacia la inestabilidad si este valor se acerca mucho a cero, por lo cual se debe tener cuidado con la
calibracién del tiempo de accion integral.

Estudio del valor en estado estable

Elvalor en estado estable se puede obtener con el teorema del valor final:

. Yis . t+K,K,K,)s

Y. :llmsL)P(s):hms( uKKp) P(s)

2 2

=0 P(s) 0 s+ 28w,s+ o,

Si suponemos que la perturbacion cambia bruscamente y luego se mantiene constante en el tiempo, lo cual
esta representado por un escalon:

pl)=H < P(s)=

H
S
El valor en estado estable sera:

. +K,, K, K,)s H
YEE:hms(Z MV D)i—z
0 s+ 28m s +@,” S

0

Segln lo supuesto al principio el valor deseado para |a salida en estado estable debe ser cero, puesto que
nuestra seflal de referencia es cero, luego este valor en estado estable indica que con este tipo de
controlador no existe error en estado estable.

Estudio de la respuesta del sistema

Para analizar |a respuesta del sistema en este caso podemos escribir entonces la ecuacion del mismo que
sera:
D’y+2é0,Dy+w,'y =(r+K,K,K,)Dp

K, K,K
MZ]Dp

n

D'y+2é0 Dy+wy =
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D*y+2é0,.Dy+o,’y=0,p'
KMKZKI Dp
n
Por lo tanto el sistema es un sistema de segundo orden y responde como tal. Suponiendo que en las
condiciones iniciales la salida toma el valor de la sefial de referencia:
t=0 —> Y, =0

La respuesta del sistema podré tomar cualquiera de las cuatro formas posibles en sistemas de segundo
orden

Donde: p'=

La grafica de la respuesta de este sistema sera, para el caso de una perturbacion (p) en escalén:

si &1

NN =)=l -k )
\ . 7 /'\
‘o2 m(e)=Kelt)+ K, JZ elt)dt + K , De(t)
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s 0<&<l : p'(t)

“ plt)
H J/(t)
- '{‘-. N i
o v~ N - ¢
\ (G L _ B
A =Kl
\
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Tema 10. Ajuste de Controladores PID

Introduccion

En este tema se describen algunos métodos de determinacion los valores de los parametros de un
controlador PID que son la ganancia proporcional (K,), el tiempo de accién derivativo (Ty) o el tiempo de
accion integral (T;). A este proceso de seleccion de los parametros del controlador, para que cumpla las
especificaciones de operacion, se le conoce como ajuste o entonacion del controlador. Este ajuste se hace
con el objetivo que el sistema controlado cumpla con las especificaciones de respuesta transitoria y de
estado estacionario que se requieran.

Existen diversos métodos para ajuste de controladores que difieren en funcion al conocimiento que se
requieren sobre la dinamica del proceso a controlar.

Cuando se conoce un modelo matemético del proceso, entonces se pueden aplicar métodos analfticos para
determinar los parametros del controlador.

Pero si el proceso es muy complejo, suele ser dificil la obtencion de un modelo matematico, en cuyo caso no
es posible la utilizacion de un método analitico de calculo de los parametros del controlador FID y se debe
recurrir a procedimientos experimentales para el ajuste.

Los procedimientos convencionales analfticos, por lo general estén restringidos a proceso que se comportan
como sistemas lineales, de una entrada y una salida, e invariantes en el tiempo.

Métodos de Ziegler - Nichols

Ziegler 'y Nichols sugirieron dos procedimientos para sintonizar controladores FID  basandose
respectivamente en la respuesta experimental a un escalon de entrada, o en base al valor de K;, que produce
una estabilidad marginal mediante el sblo uso de la accion de control proporcional. Los procedimientos de
Ziegler-Nichols, que se presentan a continuacion, son muy convenientes cuando no se conoce un modelo
matematico de la planta; naturalmente, estos procedimientos también se pueden aplicar al disefio de
sistemas con modelos mateméaticos conocidos.

Método de Ziegler - Nichols basado en la respuesta al escalon.

El primer método propuesto por Ziegler y Nichols esta

basado en las caracteristicas de la respuesta transitoria 4
de una planta ante una entrada escalén unitario en lazo V()
abierto.

Esta respuesta se puede caracterizar por dos parémetros Recta tangente
(ay L), como se muestra en la figura. Para obtener el valor \\

de estos parametros primero se determina el punto donde ‘\

la pendiente de la respuesta escaldn tiene su valor méaximo Respuesta al
(punto de inflexion), y luego se dibuja la tangente en este escalon

punto. En la interseccion entre esta tangente y la
Punto de

coordenada de abscisa obtenemos el parametro L,y de la
inflexidn

interseccion con la ordenada obtenemos el pardmetro a.

t
s . a
La funcion de transferencia de un proceso con una
respuesta del tipo mostrado en la figura se puede .
. 4
aproximar por la funcion: L
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Partiendo de esta aproximacion Ziegler y Nichols sugirieron expresar los parametros Kp, T; y Ty del
controlador FID, directamente en funcion de los parametros a y L, de acuerdo con los valores que aparecen
en la tabla siguiente.

Parametros de controladores PID segin método de la respuesta al escaldn de Ziegler - Nichols
Controlador K, T; Ty
P l/a
Pl 0.9/a 3L
PID 1.2/a 2L 3.4L

Estos valores para los parametros del controlador permiten obtener un control que regula en forma estable
y con una buena velocidad de respuesta al proceso a controlar. Sin embargo como estos valores se obtienen
partiendo de la aproximacion antes mencionada y el proceso real no corresponde exactamente a ese modelo
entonces generalmente es conveniente realizar luego un ajuste fino. Con esto se busca mejorar la
estabilidad relativa que se traduce en el aumento del margen de fase y ganancia.

Método de Ziegler - Nichols basado en la respuesta frecuencial.

Este método se basa también en una caracterizacién muy
simple de la dindmica del proceso. El disefio esta basado en el
conocimiento de un punto del lugar de transferencia de la
planta, el punto donde el lugar de transferencia se intersecta —Re[ 6(jw)] —

. . . Punto
con el eje real negativo. Este punto es caracterizado por dos Critico
parémetros: la ganancia critica (K.) y el periodo critico (t,). 4 w3 w=e

Imy

El procedimiento para obtener los parametros K.y t. es el wp

siguiente: Gl Im[6(ju)]

e OS¢ anulan las ganancias de la parte integral y
derivativa del controlador (T; = o, Ty, = 0).

e Se somete al sistema a la frecuencia que produce una
respuesta en lazo abierto con un angulo de fase de
1860°, esta frecuencia seré la frecuencia critica w, que j=o
es el inverso del perfodo critico t..

e Seincrementa la ganancia proporcional K, del controlador desde cero hasta el valor critico K, para

wq

el cual la salida empieza a exhibir oscilaciones sostenidas. Si la salida no presenta oscilaciones
sostenidas cual sea el valor de Kp, entonces no se puede aplicar este método.

El método disefiado por Ziegler y Nichols conduce a formulas simples para obtener los pardmetros del
controlador, en términos de la ganancia critica y el periodo critico, como se puede ver en la tabla siguiente.
La tabla también muestra una estimacion del periodo de la dindmica dominante (T,,) del sistema en lazo
cerrado.
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Parametros de controladores FPID segln método de la respuesta frecuencial de Ziegler - Nichols
Controlador K, T; T, T,
P 0.5 K, - - t;

Pl 04K, 0.8 ¢, - 14t¢,

PID 05K, 0.5¢t, 0.12 ¢, 0.85 t,

Métodos por asignacion de Polos Dominantes

Los métodos de Ziegler y Nichols discutidos en la seccion anterior estan basados en el conocimiento de un
solo punto sobre el lugar de transferencia del proceso en lazo abierto.

Esta seccion presenta un método de calculo que usa dos puntos o mas sobre el lugar de transferencia. El
método esta basado en una simple asignacion de los polos dominantes de un sistema en lazo cerrado a
partir de la funcion de transferencia en lazo abierto.

Polos Dominantes
Considere el sistema mostrado en la figura, donde
G(s) es la funcidn de transferencia del proceso y
H(s) es la funcién de transferencia del controlador.
La funcién de transferencia del sistema en lazo
cerrado (G(S)) esté dada por:
Gls)H s)

Gls)=—" 575

1+G(s)H(s)
Muchas de las propiedades de los sistemas en lazo cerrado pueden ser deducidas a partir de los polos y
ceros de G(s), estos Ultimos son también los ceros de G(s)H(s). Los polos en lazo cerrado se pueden
obtener a partir de la raiz de la siguiente ecuacion: A

1+G(s)H(s)=0 Im

La ubicacién en el plano imaginario de los polos y ceros de un sistema Py
en lazo cerrado puede variar considerablemente con respecto al lazo
abierto. Muchos lazos de retroalimentacion simple, tendrén una

UGs) Y(s)
- H(s) [ G(s) 17—

configuracion del tipo mostrado en la figura siguiente, donde las .53 o 2! >
principales caracteristicas de la respuesta estan dadas por un par Re
de polos complejos, Py y P,, denominados polos dominantes. La
respuesta es también influenciada por los otros polos y los ceros Py .P

2

y Zy., respectivamente. También pueden existir otros polos y ceros
alejados del origen. Los polos y ceros cuyas partes reales son mucho
més pequefias que la parte real de los polos dominantes, tienen
pequefia influencia en la respuesta transitoria, por lo cual este efecto puede despreciarse.

Control Pl

El método de disefio por asighacion de polos dominantes sera aplicado primero a un control Pl. Dos polos en
lazo cerrado se pueden especificar en este caso, ya que un controlador Pl tiene dos parametros ajustables.
Con el controlador Pl dado por la ecuacion:

H(s)=Kp+£
S
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G2 Introduccion al Control de Procesos para Ingenieros

Donde K, es la ganancia proporcional y K; es la ganancia integral. Los pardmetros K, y K; seran
determinados de tal forma que el sistema en lazo cerrado tenga los polos dominantes en s = Py y s = Py,
tendremos entonces:

P =—¢o,+ion1-& =-c+iw
P =—éw,—ion1-E =—0—iw

Esto implica que:

Ki
I+ K, +— G(R)
1
K.
1+ Kp+?’ G(R)
2
La ecuacion anterior es lineal en Ky, y K;. Esta tiene una solucién si |G(Py)| # 0 y la solucién en este caso

0

0

| o) NE A1)+ 8l0)
=2 e (>+B<wo>)
o a)OBa)O)
Kilen)= N1=&*(4(e,} + B, )
Donde:

A(@,)=Re(G(R))
B(@,)=1m(G(R))

El parametro wg puede ser visto como un parametro que permite determinar la velocidad de respuesta del
sistema de lazo cerrado obtenido. Para valores pequefios de w, se obtiene un sistema lento, y para valores
altos se obtiene un sistema rapido.

e Sila dindmica de un proceso es de primer orden, el sistema en lazo cerrado tiene solamente dos
polos y por lo tanto el parametro wq puede ser elegido arbitrariamente.

e Para sistemas de orden elevado, en lazo cerrado se tendra un nimero elevado de polos, pero se
escogeran de tal forma que dos sean dominantes.

e Para obtener un sistema estable con polos no dominantes sobre el eje real, estos polos deberan ser
de parte real mas pequefios que - Ewy. La condicidn para obtener dos polos dominantes es que wq
debe ser escogido suficientemente pequefio. El limite superior de wq puede ser determinado usando
la condicién de que el polo mas alejado sobre el eje real se encuentre en el plano imaginario en s =
—Qawy.

e Para un proceso estable, la funcion A(wg) es positiva y B(wg) es pequefio para un wy pequefio.
Entonces resulta que la ganancia proporcional K,(wg) es negativa para un wq pequefio. Y como es
normalmente deseable obtener las ganancias del controlador positivas, un Iimite inferior para el
pardmetro de disefio se puede obtener de la condicién Kp(we;) = 0. El valor de wq; corresponde en
este caso a un control integral puro. Una alternativa para elegir a w,, basado en los polos
dominantes, es seleccionar un wq que genere el valor méximo de la ganancia integral. Los valores
obtenidos en este caso seran muy cercanos a los obtenidos para la condicidn de polos dominantes.
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Control FD

El método de disefio por asignacion de polos dominantes puede ser aplicado al control FD. La funcién de
transferencia de este controlador es:

H(s)=K,+K,s
Y de igual forma que para el caso del control Pl ee requiere que el sistema en lazo cerrado tenga polos en Py
y P,. Con calculos analogos al caso del controlador Pl los parametros del controlador se pueden obtener
mediante las expresiones:

1-¢&2 A(a)o)"‘SEB(wo)
\/1 (4o, ) + B(o,))
B(w )
K, (w,)= L
) E e+ o))
El valor del pardmetro de disefio wy debe ser aqui alin mayor que para el controlador Fl. Pudiéndose estimar

su valor inferior mediante la expresion Kp(wpp) = 0. El valor de wqp corresponde en este caso a un control
derivativo puro. Un valor razonable para este parametro es escoger el que proporciona el mayor valor para la

K, (@)

ganancia proporcional.

Control PID

Con un control FID, es posible posicionar tres polos en lazo cerrado. Dada la funcién de transferencia del
controlador FID como:

H(s)= K'p+K—'i+K'ds
S

Donde Ky, es la ganancia proporcional., K| es la ganancia para el término integral, y K es la ganancia para el
término derivativo. Dos polos en lazo cerrado seran posicionados de acuerdo a la ecuacion obtenida para el
control PL. Y se asume que con esto el problema de disefio del controlador Pl esta resuelto, es decir, que se
conocen los valores de Kp(wg) y Ki(wg). El valor de la funcién de transferencia del controlador H'(s) en
P =—-0+iwes:

'

H'(-o+iw)=K' + Kk J(~o+io)

—o+iw
' '
_x oK', 0§
P
a’o @y

Suponiendo que la funcién de transferencia tiene el mismo valor que la funcién de transferencia para el
controlador Fl, se tiene:

oK', oK.
K'p Kp -
w,’ o,
@K', \ 0
R
@, @,

Por lo tanto se tiene que:

K'p (a)O): Kp(w0)+2§a)0K'd
K, (a)o) = Ki(a)o)+ wozK'd
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Asl, se obtiene una familia de ganancias, con dos parametros (wq, Kg), para un controlador PID, lo cual
genera un sistema de lazo cerrado con polos en s = Py y s = P,. El pardmetro K serd ahora determinado
de manera que el sistema de lazo cerrado también tenga un polo en s = —w.

Con esto se obtiene:

' K'i 1
1+ Kp+—+Kda)0]G(—a)0)= 0
W

Introduciendo las expresiones de Kp(wy) y K;(wy) se obtiene:

K,
L+| K, ——-+20K", —20)01('0,}(;(— ®,)=0
0

De aqui, si G(—wy) # 0, se obtiene:

)KLt

20,(1-¢)6(- o)

Con esta ecuacion queda definida una familia de controladores PID con un parémetro de disefio (wy), con los

K', (wo):

cuales se obtiene un sistema de lazo cerrado con tres polos dominantes ubicados en - Ewq + iwgy/1 — €2 y

- wy. Valores pequefios de wy producen un sistema con velocidad de respuesta lenta y valores grandes de
wg producen un sistema con velocidad de respuesta rapida.

Método aproximado para designar polos dominantes

El siguiente método estima los polos dominantes a partir del conocimiento de algunos puntos del lugar de
transferencia del sistema de lazo abierto. Los polos en lazo cerrado estan dados por la siguiente ecuacion
caracteristica:

1+GH(s)=0
Se realiza un desarrollo de Taylor alrededor de s = iw.

0=1+GH(-o+iw)=1+GH(iw)+icGH (iw)+--
Donde:

G (i) = dGH (i)

w

Despreciando los términos de orden mayor o igual a dos en o

1+ GH(iw)+ioGH'(iw) =0
ool GH (i)

GH'(io)

Con esto los pardmetros 0 y w de los polos dominantes quedan establecidos.
Si la derivada es aproximada por una diferencia finita entre dos puntos cercanos en la curva de Nyquist se
puede obtener |a siguiente expresion para determinar el valor del parametro o:

GH(iw,)-GH (iw,) e GH(io)

W, — O, o
A continuacion, se supone que la frecuencia deseada (w) de los polos dominantes es w, y se obtiene la
siguiente relacion:

; 1+GH(iw,) ( )
GH(iw,)-GH(iw))" >
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Tema 10. Ajuste de Controladores FID

ser movidos a las posiciones deseadas.

El correspondiente problema de disefio puede ser expresado en términos de la frecuencia (w) y el coeficiente

de amortiguamiento (&) de los polos dominantes.

Fara realizar el disefio, se asume que los valores de la funcién de transferencia en lazo abierto para dos

frecuencias préximae, w1 Y Wy, 50N conocidos, esto es:
Gliw,) = a, +ib,
Gliw,)= a, +ib,

También se asume que las frecuencias w, y w, son cercanas a la frecuencia de cruce con el eje real. El disefio

no esta restringido a una estructura del controlador en particular, y
parametros ajustables puede ser entonado.
Para el caso de un controlador PID la funcién de transferencia es:

H(s)= Kp(

1+L+Tdsj
Is

cualquier controlador con al menos dos

Se asume que existe una relacion entre el tiempo de accion integral (T;) y el tiempo de accion derivativo (Ty):

T,=al 2T

Por lo cual la expreeio’n parala funcién de transferencia del controlador se puede expresar como:

1
H(s)=K, [I+FS+aTsj

Este controlador tiene dos parametros ajustables: la ganancia K,

la cual mueve el lugar de transferencia

(curva de Nyquist) en forma radial con respecto al origen, y la constante de tiempo T, provoca la torsion de

este mismo lugar.

El problema de disefio es ahora determinar un controlador tal que la funcidn de transferencia del sistema
compensado tenga valores preestablecidos en las dos frecuencias escogidas wq y w,, €5 decir:

GH(iw,)= Gliw)H (i) = c, +id,
GH(iw,)=Gliw,)H(iw,) = c, +id,

Sustituyendo los valores de G (iw) y H(iw) para cada una de las frecuencias se obtiene:

GH i) = (a, + it )Kp[l s
i,

+aTia)1) =c +id,

GH(iw,)=(a, +ib,)K | 1+ ——+aTiw, |=c, +id,
Tiw,
. a, . . ib . .
o+id =K, || a+——+aalio |+| ib+—_——+ibalio
Tio, Tio,
: a, : : ib, . .
¢, +id, =K || a,+ —“—+a,alio, |+|ib,+ ———+ib,aliw,
Tio, Tiw,

¢ +id =K
1 1 2 ( TCUI

b
a, +—‘—blaTa)lJ+i[
Tw
1

2

b —bzaTa)zJ + i(— %
. T

¢, +id, =K, (a2+
) @,

El coeficiente de amortiguamiento esta dado por:

a
———aalw, —b,

|

—a,aTw, —sz
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Sw,

J1-&

lgualando esta expresion con la primera que define el término oresulta:
. 1+GH(io,) o\ S,
l GH(z'coz)—GH(ia)l)(a)2 )= [1-&2
l-(a)z _a)l) 1-¢ _ GH(ia)z)_GH(iwl)
@, 4 1+ GH(ia)2
Sustituyendo los valores de:
6 ~4 +i(d2 _dl)
l+c, +id,

O =

=ik

=ik

Esto da:
c,—c¢ +kd,=0
dy—d, —k(1+¢,)=0
Estas condiciones determinan los parametros K y T del controlador FID.
De la primera ecuacion resulta una relacion de segundo orden para T, de |a cual se obtiene T.

(az + 2 —bzaTa)zj—(al +i—blotTa)lj+l{—i—azo{Ta)2 —sz =0
Ta)2 Ta)] Ta)Z

a,—a, + b, —L—bzaTa)z+blaT(ol—k&—ka2aTa)2—kb2:O
To, Tw, Tw,
2 b, b a,
(baw, —b,aw, — ka,aw, \T* +(a, —a, — kb, )T + 2 -2 — k=2 =0
w, @ O

La ganancia K se puede obtener de la segunda ecuacion.

a a b
Kp(_T_z_azaTa’z _bZJ_Kp(_T_l_alaTa)l _blj_k{1+KP[a2 +ﬁ_b2aTw2]j =9

0)2 0)1 2
k
K =
g a, a,+bk |1
AR\ o((bk—a, o, + a0, )T —b, + b, —ak
[0) w, T
Ejercicio
Se tiene un proceso con la siguiente funcion de transferencia:
1 1

G = =
) (1+5)1+0.25(1+0.05s1+0.01s)  1+1.265+0.2725s> +0.01265> +0.0001s"*

Determine los valores requeridos para controlar el sistema con un controlador Pl y FID utilizando los
métodos de Ziegler y Nichols.

Método de Ziegler Nichols basado en la respuesta al escalén

La respuesta del sistema ante un escalon unitario puede verse en la figura:
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08

04

02

v

En esta figura se pueden medir los valores siguientes:
a~01llyb = 0.16
Con estos valores el método dice que se deben escoger los valores de ganancia del controlador segiin |a
tabla, y estos valores son:
e Para un controlador Pl
K, =82yT; =048
e Para un controlador FID:
K, =109,T; =032y T; = 0.08

Método de Ziegler Nichols basado en la respuesta frecuencial

Se debe en este caso obtener el valor de K. y t. del

sistema de lazo abierto que se muestra en la figura. U(s) Y(s)
! ’ _ H(s) [ 6(s) [
Y para ello se toma: -
H(s)=K,
Luego el sistema de lazo abierto en este caso sera:
K
Gls)H(s)= ’

(1+5)1+0.25)1+0.055)1+0.01s)
La figura siguiente muestra los diagramas de Nyquist para ¢l sistema con una ganancia proporcional igual a
10y a?2b.
Las figuras muestran que:
® Laganancia critica esta alrededor de K, = 25

p/a
e Esta se obtiene para una frecuencia critica w, = 10 conlo cual {, =——=0.63
[0

c
Nota: en un caso practico por lo general no se tienen los diagramas de Nyquist analiticos, sin embargo el
valor de la ganancia critica se obtiene aumentando el valor de Ky, hasta que el sistema comience a presentar
oscilaciones sostenidas, tal como se expone en la parte tedrica del método. Los dos procedimientos son en
este caso equivalentes.
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Nyquist Diagrams Nyquist Diagrams
From: U(1) From: U(1)

Imaginary Axis
To: Y(1)

Imaginary Axis
To: Y(1)

Real Axis Real Axis

Para K, = 10 Para K, = 25

Con estos valores se busca en la tabla los valores para las ganancias del controlador obteniéndose los
siguientes:
e Para un controlador Fl:
K, = 10yT; = 0.5
e Para un controlador FPID
K, =15T; =031yT,; = 0.08

Obsérvese que los valores no son idénticos en los dos métodos, esto es debido a que son fruto de
aproximaciones distintas, y se trata en todo caso de una aproximaciém en donde se puede realizar
posteriormente un ajuste mas fino. Sin embargo la magnitud de los valores es relativamente proxima en los
dos casos.
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Tema 11. Control por Retorno de Estado

Retorno de estado lineal.

169

El principio basico del control en lazo cerrado clasico se muestra en la siguiente figura:

Sistema de Control

Acciones de Control

Referenci Controlador

ol

OFrmr

—I_ a

E.F.C

Medidas

Elementos de

Perturbacién

+

Sistema
dindmico a

rontrnlar

v

a

medicion

Salidas

En este las acciones de control son calculadas por la medicion de las salidas (variables controladas), este
tipo de control suele denominarse control por retorno de salida.
Mientras que por su lado el principio basico del control por retorno de estado se basa en realizar las
acciones de control en funcion de los valores medidos de los estados. Este se puede apreciar en la siguiente

Acciones de Control

figura:
Sistema de Control
Referenci O Error Controlador ‘{

HY

E.F.C.

Medidas

Elementos de
Medicidn

Perturbacién

_|_

Sistema
dindmico a

rontrnlar

|

a

Sefales de los estados

Este esquema se puede simplificar tal como aparece en la figura siguiente:

Donde K es una matriz (vector) linea v es una
entrada nueva.

El objetivo es determinar la accién de control (K),
de manera que los polos de la funcién de
transferencia del sistema, en lazo cerrado, se
ubiquen de forma conveniente en el plano complejo,
para satisfacer estabilidad y especificaciones de
amortiguamiento, velocidad, etc.

x = Ax + Bu y

_V’O_u>
 ———
y = C(Cx
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Como ya estudiamos anteriormente, en un sistema expresado en espacio de estado, los polos de la funcion
de transferencia son los valores propios de la matriz de estado A, por lo tanto una retroalimentacion sobre
los estados con una matriz K, es equivalente a realizar una modificacion de la matriz de estado del
sistema, tal como se explica a continuacion.

Consideremos el sistema representado en la v u = Ax+B X y
figura y descrito por la ecuacion de estado "( > —>| X =Ax+5u ¢ >
siguiente:

x = Ax(t) + Bu(t)
{y(t) = Cx(t) w

\ 4

=
A

El  retorno de estado introduce una
modificacion sobre la entrada del sistema de
la forma:

u(t) = v(t)- w(t) =v(t) — Kx(t)

Las ecuaciones del sistema en lazo cerrado se escriben como:
x = Ax(t) + B[v(t) — Kx(t)] = [A — BK]x(t) + Bv(t)

En consecuencia la matriz de estado del sistema en lazo cerrado es: A = A — BK.

La dindmica del sistema en lazo cerrado estard determinada entonces por de los valores propios de la
matriz (Arc)

Estos valores propios como bien sabemos eon las raices de la ecuacion caracteristica As_pk(s), que se
obtienen con:
|AI - Apcl =0

El control modal

También denominado control por ubicacién de polos. Este se puede realizar en espacio de estado, o en forma
algebraica con las funciones de transferencia.

Se denomina control modal al control que consiste en determinar una matriz de retroalimentacion de estado
K tal que los valores propios de la matriz Apc se ubiquen en posiciones prefijadas arbitrariamente
(Ao A1, ) Ap—q) (valores reales o complejos conjugados). La existencia de una solucion depende de la
controlabilidad del sistema y de la posibilidad de acceder a los estados del mismo.

Célculo de la matriz K, caso de un sistema en forma cualquiera
En el caso que el sistema este representado por una forma cualquiera, el retorno de estado puede modificar
de forma importante la matriz de estado del sistema en lazo cerrado respecto de su forma en lazo abierto.
Las etapas para el caloulo del control (matriz K) son las siguientes:

e (Célculo de la matriz (A, c = A — BK)

e Caleulo del polinomio caracteristico de Ayc. Que se determina con |sI - ALCl .

e Resolucion de la ecuacion polinomial:

IsI - Apcl = (s =240)(s — Ag1)--- (s = An—1)

_J@an—Frangoie DULHOSTE



Tema 11. Control por Retorno de Estado [l

Donde (Ao, A1,°**,An_1)) 900 los polos que se quieren imponer al sistema en lazo cerrado.

Otra forma de calcular la matriz K consiste en efectuar un cambio de variable lineal al sistema para obtener
una forma canédnica de controlabilidad.

Notas:
® Para que el control se pueda realizar fisicamente se deben escoger valores propios reales o
complejos conjugados por pares, lo cual garantiza una funcién de transferencia de coeficientes
reales.
e Como la estabilidad es |a primera caracteristica que se debe asegurar estos coeficientes deben
tener su parte real estrictamente negativa.

Ejemplo 1:
Consideremos el sistema LTI definido por las matrices:
1 4 -1 2
A=]6 -1 3]|:B= 3];C=[1 0 0]
2 2 =5 -1

Queremos realizar un control por retorno de estado para obtener un sistema en lazo cerrado cuyos polos se
ubiquen en Ay = —1,1, = -1 —-2i,A3 = -1 + 2.

Esto es equivalente a obtener un sistema cuya ecuacion caracteristica sea:
Ec=(GC+1DE+1+2)(6+1-20)=((+1)(s?+25s+5)=53+3s2+7s+5

La ecuacion para la ubicacién de los polos es:

s 0 O 1 4 -1
[0 S O] — [6 -1 3

0 0 s 2 2 =5

s—1+2k, —4+2k, 1+ 2k,
—6+3k; s+1+3k, —3+3ks
—2.—ky —2—k, S+5—ks

2
3
-1

IsI - AL c| = + [ky ky ks]|=s3+3s>+7s+5

=s3+3s24+7s+5

s3 + (2k, + 3k, — k3 + 5)s% + (25k, + 21k, + 10k; — 29)s + (41ky + 72k, + 71k; — 129)
Obtenemos entonces el siguiente sistema lineal:

2 3 —11[k1]

25 21 10||k2|+

=s3+3s24+7s+5
5 3
=29 | =17
41 72 7111k;. —-129 5
kq

2 3 —=111'/13 5
=[25 21 10 (H—[—w])
ks 41 72 71 5 —129

K =[1.4227 —0.9416 2.0206]
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Calculo de |la matriz K, caso de un sistema bajo la forma candnica de controlabilidad

Cuando el sistema se encuentra en la forma canénica de controlabilidad, las matrices A y B tienen formas
particulares que permiten facilitar el calculo de la matriz K:

[ 0 1 0 0] 0
| 0 0 1 0| 0
A=] 0 0 : B=]:
l 1} ;
—ap, —Qp_q v 4 1
C=[by, by - - byl
Como lo que se quiere determinar es una matriz K = [ky  ky -+ knp_q], tal que:
0 1 0 0 [0] 0 1 o - 0
[ 0 0 1 0 } |0| [ 0 0 1 0 l
Ac=| 0 0 Pl ke Ry o kpoq] = 0 0 :
; 1 0 ; : 1 J
—a, —Qy_q v o - 1 —a,—k; —ap_1—ky, - - —a;—kp

Tenga valores propios (Ag, Aq,*,An_1)).

El control modal impone que el denominador de la funcién de transferencia del sistema en lazo cerrado sea:
den(Hgr ()) = (5-20)(s = A)...(s = Ay_y) = s™ + ais™ 1 +...+a,_1s+ d'y,

La ubicacion de los polos en este caso no modifica la forma de la representacion (sigue siendo en lazo
cerrado de forma candnica de controlabilidad). En consecuencia, obtenemos dos escrituras distintas para la
matriz de estado del sistema en lazo cerrado (A — BK):

0 1 0 - 0 0 1 0 ~ 0
0 0 1 0 0 0 1 0
Ac=| 0 0 : =| o 0 SR
: : 1 : o1
—an — kl _an—l —k2 cee s —al —_— kn—l —a,n _a,n—l cee cee —a’l

Y se obtiene el sistema de n ecuaciones con n incognitas siguiente:
a, +ky=ay,
+k, =q
an-1 2= 0ap

a1 + kn_1 = ai
For lo tanto la operacién de calcular la matriz K = [ky  ky -+ kn_1] es mucho més sencilla.

Ejemplo 2:
Para el sistema del ejemplo 1 1a funcion de transferencia es:
252 4+ 255 + 41

s34+ 552 —29s — 129

G(s) =

La representacion de estado bajo la forma candnica de controlabilidad es:
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0 1 0 0
Ac=10 0 1]|:Bc=|0|:Cc=1[41 25 2]
129 29 -5 1

Se quiere un control por retorno de estado para que el sistema en lazo cerrado tenga los polos en Ay =
—1,1; = =1 —2i,A3 = =1+ 2i; lo cual es equivalente a tener un sistema cuya ecuacion caracteristica
sea:

Ec=(G+1DE+1+2)(6+1-20)=(+1)(s*+25s+5)=53+3s2+7s+5
For lo tanto la matriz K se obtiene con:

0 1 0 0 1 0
129 —k; 29—k, —-5-—1k; -5 -7 =3

K=1[134 36 -2]

Calculo de la matriz K con la ecuacién de Ackermann

Se puede determinar los valores del control por retorno de estado utilizando una ecuacion matricial
denominada ecuacion de Ackermann la cual expresa lo siguiente.

Para un control donde: u=—-Kx
Et si se quiere imponer al sistema en lazo cerrado la ecuacion caracteristica de la forma:
q) ="+ ap AV 1+t
La matriz de la ganancia del controlador (K) se puede calcular con la ecuacion:
K=[000--1]C;*q(A)

Donde C es la matriz de controlabilidad del sistema, y:
qA) = A" + ap A"+ A+ apl
Nota: la presencia de la inversa de la matriz de controlabilidad implica que el sistema debe ser controlable.

Ejemplo &:

Para el sistema de segundo orden siguiente:

Yis) 1

U(s) s?

Se quiere obtener mediante un control por ubicacion de polos, un sistema en lazo cerrado cuyos polos se
encuentren en:

G(s) =

A =—1+%1i,es decir que su ecuacién caracteristica sea:
qA) =22 +21+2

Se puede obtener una representacion de estado del sistema escogiendo como estados a: x; = y;x; =y,
con los cuales obtenemos para la representacion de estado las matrices siguientes:

[0 11.,_101., _
A_[O 0],3_[1],6_[1 0]
La matriz de controlabilidad es:

C=[BAB]=[2 (1)]
Y su inversa:
1 _
6_1:—_1[—01 01] - (1) (1)

Por otro lado:
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aw=[g o +2[ oIzl 31=[5 ;

La matriz de la ganancia del controlador (K) se puede calcular entonces con la ecuacion de Ackermann:

k=0 1c;'q =10 1) (][> =0 u[) Z=122

Este puede calcularse con la funcién Acker de Matlab.

Control de salidas con valor constante no nulo

En el caso estudiado en la primera seccion el sistema no tiene ninguna perturbacion exterior, ademas el
control estudiado solo permite hacer que el sistema vaya hacia un nuevo punto de equilibrio el cual no
hecesariamente corresponde con el valor deseado. Vemos entonces que el control por ubicacion de polos
simplemente permite satisfacer las dindmicas impuestas al sistema. Cuando se requiere imponer un valor
especifico a la salida del sistema o repeler perturbaciones se requieren aportes adicionales al controlador.

Insercién de un pre-compensador
Cuando el objetivo de control es obtener: tlim y(t) =y, donde 7y, es el valor de la referencia (consigna o
—00

valor deseado), que supondremos constante en el tiempo (Escaldn). Se requiere calcular el valor de la
entrada necesaria v para obtener como salida ese valor deseado y,.

Consideremos el sistema en lazo cerrado descrito por la siguiente ecuacion de estado:
{J’c = [A — BK]x(t) + Bv(t)
y(®) = Cx(t)

En régimen estacionario estas ecuaciones son:
{0 = [A — BK]x + Bv
y=yc= Cx

De la primera ecuacion obtenemos una relacion para x :
x = —[A — BK]™'Bv

La cual sustituimos en la ecuacion de salida del sistema obteniendo:
Y. = C(—[A — BK]™1B)v

Por lo tanto requerimos aplicar la siguiente entrada al sistema:
v(t) = [C(~[A — BK]T'B)]"'y. = Ny,

Este resultado nos muestra que solo requerimos de agregar un bloque con una matriz que multiplique a la

entrada real del sistema, es decir simplemente una correccion estatica como la mostrada en la siguiente
figura:
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yC N v ( )u x"A“In“ xr C y

K

4

Solo requerimos entonces el célculo de la pre—compeneacién N:
N = [C(—-[A — BK]™'B)]™!

Control con accién Integral

Cuando existen perturbaciones que afectan la evolucion del sistema requerimos, ademas del retorno de
estado simple, una accion integral. La cual, al igual que en el caso de un control clésico, permite limitar el
efecto de la influencia de las perturbaciones en las salidas del sistema. Se puede incluir en el lazo de retorno
de estado un corrector integral cuya funcion es corregir el error estatico de una respuesta al escalon

Para hacer esto se modifica el esquema del control a la forma presentada en la siguiente figura.

v . X
_’O_u> ve > c

ke
y ¥

A

f K, Z f

En este caso ¢l objetivo es obtener: tlim y(t) = y, donde y, es el valor de referencia considerado constante
—00

en este caso, y vV se comporta como una per’turbacién.

Utilizamos la notacion z = y — y,. Como queremos que Z = 0 en régimen estacionario, es decir cuando t =
+00,

X
Considerando el estado del sistema aumentado con el estado z: [z]

Las ecuaciones de estado del este sistema aumentado son:
X u
e i R I PO e T R A [
y=Ic o]

Y en régimen estacionario se convierten en:
X u
o=z oll:1+[5 2L

ys=[C 0] [)ZCE]

X . , .
Lo que se busca es un controlu = —[K;  K;] [z] que anule el error estético de la salida del sistema.
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El sistema en lazo cerrado en régimen estacionario sera:

I o Y A W A [ P A T

we=lc o]

Para que este sistema aumentado tienda a un estado de equilibrio es suficiente y necesario que la matriz

del sistema en lazo cerrado Ajc = [A _CBKl _%KZ] sea estable. Razonamiento que es valido para toda

entrada v.

Nota: En la practica el control integral requiere la determinacion de la ganancia de un retorno de estado K,
sobre el estado afiadido lo que es equivalente a un polo adicional para el sistema en lazo cerrado. Este polo
se escoge de tal manera que no afecte la dindmica del sistema principal, es decir que el subsistema
correspondiente a la parte integral debe converger mucho més répido que el sistema principal.

Exemple 4:
Sea el sistema LTI definido por las matrices:
1 4 -1 2
A=]6 -1 3]|:B= 3];C=[1 0 0]
2 2 =5 -1

Se quiere realizar un control por retorno de estado para obtener un sistema en lazo cerrado cuyos polos se
ubiquenen: Ay = —1,4, = =1 —2i,A3 = -1 + 2i.
La matriz del sistema en lazo cerrado es:

1 4- 2
A= [A — BK; —BKZ] _ [6 ] [ ] k11 k12 ki3] —[ 3 ]kz
LC — - 2 1

[1 0 0] 0
1—-2ky; 4-2ky, —1-2ky3 -2k,
6 —3kyy, —-1-3ky, 3-3kyz =3k,
2+ kqq 2+kqy =5+ k3 k,
1 0 0 0

Apc =

Para que esta matriz sea estable es necesario y suficiente con escoger los K;; tales que los valores propios
de la matriz sean negativos o con parte real negativa, tres de estos valores propios estan definidos por el
enunciado del problema:
sl — Al =G+ +1+20)(+1-20)(s—24) =(s3+352+7s +5)(s — 4,)
IsI —Apc]l =s*+ (3—=24)s3+ (7 —344)s% + (5 — 7A4)s + 544

Si por ejemplo escogemos como cuarto valor propio (el correspondiente a la parte integral) A4 = —4:
|sI —Apc| = s* + 753+ 1952 + 335 + 20

Donde tendremos entonces:
s—1+2ky; -4+ 2k, 1+ 2kq5 2k,
—-6+3ky; s+1+3ky, —-3+4+3k;; +3k,
—2—kqq —2—kqy s+5—-ky3 —k,
-1 0 0 s

|sI — ALCl =

Calculamos entonces los valores correspondientes:

K; =[1.2084 0.2479 1.1607]; K, = 1.4878
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Esto puede hacerse con la funcién Acker de Matlab para el sistema ampliado:
Aamp = [é 8] amp [B]

Camp [c 0]

Control Parcial

Consideremos ahora un sistema que es solo parcialmente controlable, es decir rango(A) = r, < n. En este
caso 14 designa el grado de controlabilidad del sistema, es decir el niimero de estados controlables que este
posee. Para el sistema:

x = Ax + Bu

Seleccionamos como vector de estado x un vector propio del sistema. Y separamos el vector de estado en
dos partes: la parte controlable con 1, variables de estado: x; y la parte no controlable con (n - 1)
variables de estado: x,.

Podemos entonces escribir la ecuacion dinamica del sistema como:

[l = o alfel + (51

Los valores propios A (modos del sistema) son los valores propios de A1y junto a los valores propios de Aj;.
|sI — A| = |sI — A11| x |sI — A22]

El control por ubicacién de polos se escribe:
w®) = v -Kx(® =v -k K1[,]

Cuya ecuacion en lazo cerrado es:
[A11 —BiKy App — B1K2] [ ] [B]

Notas:

e Obsérvese que el control no tiene ninglin efecto sobre la evolucidn de la parte no controlable del

sistema pues:
X2 = AxXp

Para un sistema con partes no controlables, solo los modos de la parte controlable (A1) se pueden
modificar mediante un control por retorno de estado.

e Laparte K; de la matriz K se determina de una forma distinta. Se pueden considerar para ello
criterios adicionales como por ejemplo el hecho de hacer que la salida del sistema sea independiente
de la parte no controlable x,.

Ejercicios:
Para los siguientes sistemas determine el control por retorno de estado requerido para estabilizarlos, un
control directo para anular el error estatico y un control integral.

A= 1] s=[] ca=lo o 1wy
¢=h 2l | “0 1 2] Y
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Observadores

En algunos casos no es posible acceder a la totalidad de los estados, ya sea porque es imposible realizar
una medicion fisica de los mismos o porque colocar medidores para cada estado haria muy costoso o
complejo el sistema. En este caso la implementacidén del control u = —Kx no se puede realizar
directamente. Y como la matriz C no es invertible en la mayoria de los casos, la ecuacion de salida y = Cx
no permite determinar el valor de x.

Se requiere en este caso la reconstruccion de los estados x a partir de la informacion disponibles para la
entrada u y la salida y para ello se utiliza un observador, el cual esté constituido por un sistema dinamico
que permite obtener una estimacion aproximada R dex. Este observador suele también denominarse
reconstructor, estimador o filtro.

El esquema de control en este caso debe i

modificarse como se muestra en la figura 4 Y, x—A_xg—Bu Y
siguiente. _ y==ux

Sintesis del Observador w 1

, , Control |gd Observ.
Se denomina observador de un sistema a un

operador que genera una aproximacion Z de la
variable z = Tx de la forma:

Z=F2 +Ly + Ju
Donde u es el control o entrada e y es la salida.

— Sizy X tienen la misma dimension, entonces se dice que el observador es completo (se estima todo el

vector de estado). Enese caso T = I;portantoz = xyZ =X
—-5idim(z) < dim(x), entonces se dice que el observador es de orden reducido.

Un observador debe satisfacer al menos las dos condiciones siguientes:
e Un observador debe ser estable.
e Un observador debe garantizar la convergencia de Z hacia z (estimacion sin desvio):
tli_)rglo(zA(t) - z(0) = lim e(t) =0 vu,vx(ty)

Donde e(t) es el denominado error de reconstruccion.

Observador ldentidad

Un observador identidad es un observador completo sin desvio (Z (t) = z sit — o) donde z = x. Con este
observador obtenemos las ecuaciones de la pareja sistema-observador siguientes:

= F% +Ly + Ju

X =Ax + Bu

y =Cx

Si consideramos la derivada del error de estimacion:
é=% — %= (Ax +Bu) — (FR+Ly + Ju).
é=(Ax +Bu)—(FR+LCx + Juy = (A - LOx +(B — Ju — FR
DondeX =x—e
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Para una estimacion sin desvio es necesario que e = 0y que € = 0 VX, Vu y para ello se requiere satisfacer
las ecuaciones siguientes:

B-]=0 J=B
F estable (A - LC) estable
La ecuacion del observador sera en este caso:
=(A—LCR +Ly + Bu
Esta puede reorganizarse de la forma, conocido bajo el nombre de observador de Luenberger:
R =A% + Bu+L(y—CR)

A-LC-F=0 F=A-LC

Si escribimos § = CR la ecuacién de este observador se convierte en:
R=A% + Bu+L(y—9)

Esta relacion que caracteriza al observador puede representarse por el siguiente diagrama de boques:

El observador estd constituido de dos
partes:
e Un simulador del sistema real,
caracterizado por |la matrices
(A, B, C), cuyas entradas sonueyy Observador
cuya salida es §.
e Un corrector que realiza una
retroalimentacion funcién de la
diferencia entre la salida y y su -3\ B — f
valor estimadoy. Este corrector
garantiza la convergencia de la
estimacion del estado X hacia el A
estado X. En el corrector L se I
conoce bajo el nombre de ganancia ‘56\
del observador. Se dice que el
observador converge si e tiende a cero, y esto ocurre siempre que (A — LC) sea estable. Por lo
tanto |\ — (A — LC)| = 0 debe tener ralces negativas o con parte real negativa.

u x = Ax + Bu y
y=Cx

v

A 4

<

}k)

C—

El célculo de un observador para un sistema LTI consiste entonces en calcular la matriz L, para obtener unos
valores propios del sistema retroalimentado (observador) en una posicion seleccionada arbitrariamente. Se
dice entonces que se trata de un problema de control modal del sistema dual.

Ejemplo B&:
Consideremos el sistema lineal X = Ax + Bu; 'y = Cx definido por las matrices:
_[2 3 _J0
A= [—1 4] B= [1]
C=[1 o]

Si suponemos que solo la salida y = X; puede medirse, requerimos de un observador para determinar el

estado no medible x,. En este caso aunque solo requerimos determinar uno de los dos estados, vamos a
construir un observador que permite determinar todos los estados, es decir un observador completo. Seria
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posible sin embargo la construccion de un observador reducido, sin embargo con frecuencia es preferible
construir un observador completo y utilizar los estados redundantes para corregir eventuales defectos de
estimacion causados por ruido u otras perturbaciones. Un ejemplo de esto serfa el filtro de Kalman
(observador optimo de tiempo variable) el cual permite la resolucion de problemas de observacion con ruido
en la medicion.

Lo primero que se debe hacer es determinar si el sistema es observable, pues de no serlo no podrfamoe
construir el observador completo.

rango(0) = rango ([C(fAD = B g] =2=n

por lo tanto el sistema es observable, y podemos entonces construir un observador para determinar los
estados del sistema.
Para la construccion del observador vamos a seleccionar una dindmica tal que el comportamiento de éste
sea equivalente a un sistema de segundo orden cuya ecuacion caracteristica sea:

pA) =A% + 28w A + w2
Donde: € = 0.8 y w, = 10.
Estos valores nos permiten obtener un tiempo de estabilizacion del observador de Tg = 0.5 5

Repaso: El tiempo de estabilizacion es el tiempo necesario para que la salida de un sistema sea igual al 96%
del valor de la respuesta en estado estable (2% de error) después de un cambio en escalén de la entrada,

este se puede calcular para un sistema de primer orden con: Ts = 4T y para un sistema de segundo orden

con: Tg = Tor
La ecuacion caracteristica del observador sera:

o =m-a-10- s Y-((4 - [ o)

=" 75T T s a2 ma-o-caa iy

Por lo tanto:
p(D) = A2+ (Ly —6)A—4L; + 3L, + 11 = A2+ 16w,A + 100

Y podemos calcular la matriz de ganancia del observador L con las ecuaciones:
L;—6=16

L] 122
L= [LZ] o [59]
En conclusién el observador para nuestro sistema lineal es:

=A% + Bu+L(y—Cf<)=[_21 i]f{ + [2]u+[§é](y—[1 01%)

La matriz L es:

Ganancia del Observador con la ecuacién de Ackermann

Se puede utilizar la ecuacion de Ackermann para determinar la ganancia del observador, para ello se procede
como sigue. Para que la dindmica del observador se comporte segln una ecuacion caracteristica
seleccionada arbitrariamente de la forma:

P) = A"+ B A" 4+ BoA% + B + By
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Donde los coeficientes B se seleccionan para obtener especificaciones deseadas en el observador.

La matriz de ganancia del observador:
L=[L Ly - Ly]”
Se puede calcular con la expresion:
L=p@Ao~0 -- o 1]T

Donde O es la matriz de observabilidad del sistema y:

P(A) = A" + By AT+ o+ AT + B1A + Bol
Ejemplo ©.
Para el sistema presentado en el ejemplo 5:

=l 3) ol

C=[1 o]

Y seleccionando la misma ecuacion caracteristica deseada para la dinamica del observador:
p(A) =A% + 16\ + 100

Obtenemos:

2 3

c 1 0]:[133 66]

p(A) = A% + 16A + 1001 = [ ]2 +16 [_21 Z] +100 [0 U=10 17

Siendo la matriz de observabilidad:

0= [C(ik] = B g] y por lo tanto: 071l = B g]_l = [_21/3 1(/)3]

La ganancia del observador sera entonces:

L =p)o~'o I]TZE?;% 16767] [—21/3 193] [(1)]:[55

Control por retorno de salida

La puesta en practica de un control por retroalimentacion en espacio de estado en sistemas LTI, cuando
todas las variables de estado no pueden medirse, supone la hipdtesis que el sistema es controlable y
observable.

Cuando el sistema no es totalmente controlable u observable, se debe dejar de lado las partes non
controlables o no observables del sistema, es decir no tomarlas en cuenta. Fero se debe verificar para que el
sistema de control pueda funcionar, alin en estas condiciones, que los estados no controlables sean
estables y que los no observables no sean indispensables para el control. El problema de control se resuelve
seguidamente en tres grandes etapas:

e Control por retorno de estado. Se calcula la ganancia del controlador suponiendo que todo el vector
de estado X puede medirse. El control lineal es de la forma u = —KX, donde K se determina
imponiendo los polos que se quieren obtener en lazo cerrado.

e Reconstruccion de los estados. Si solo es posible medir y, se necesita determinar un observador, es
decir se necesita calcular la ganancia L que asegure la estabilidad del observador y una observacion
sin desvio.

e Control por retorno de salida. El control del sistema se realiza finalmente a partir del estado
estimado u = —KX.
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A pesar de que la ganancia K se calcula para garantizar la estabilidad y rendimiento del sistema, y para ello
se escogieron de forma que las ralces de la ecuacion caracteristica |/11 -(A- BK)| = 0 sean negativas o
con parte real negativa. Y por lo tanto x(t) — 0 cuando t — . Es necesario verificar que ésta condicion se
garantiza aln con los estados estimados X.

Estructura del control )
v N U || Xx=Ax+ Bu y _
, i 4 | R '
En esta nueva configuracion el control _
toma la forma del diagrama de bloques
siguiente: .
w »| X=(A-L0O)Xx +Ly + Bu

El control en este caso sera:

u = v—Kg K |e x
Supongamos en primer lugar que v = 0. Regulador
Eneste caso:u = —KX

Y la ecuacién del observador es: & = (A—LC)R + Ly + Bu

Para mostrar la estabilidad del sistema vamos a estudiar las dindmicas del error del sistema que se
introduce con la sustitucion de x por R en el calculo del control.

Si reemplazamos el valor de la entrada u en la ecuacion del observador obtenemos un sistema con entrada y
y con salida u :

{>*<= (A—LC—BK)X + Ly

u = —K&

Podemos calcular la dindmica del error de |a estimacién € = x — R con la expresion:
é=Ax+Bu—(A—LC)X—Ly— Bu
Lo que se traduce en:
e=A—-%)+LCk—y)=AE—-%)+LCE—x) =(A—-L0)e
Esta expresion muestra que la dinamica del error no depende de la entrada.
Por otro lado si volvemos al sistema que queremos controlar X = Ax + Bu; y = Cx y se substituye la ley de
control en la ecuacién dindmica obtenemos:
x = Ax — BKX

Como queremos estudiar la dindmica del error se substituye 8 = x —e:

X = Ax — BKx + BKe = (A — BK)x + BKe

Podemos ahora representar el sistema en lazo cerrado por las dinamicas de xy e :
{)’( = (A — BK)x + BKe
é=(A—-L0)e
O en su forma matricial:

(=170 2L

Lo valores propios de la nueva matriz dindmica del sistema son por lo tanto las ralces de:
Al —(A—=BK)|[AI—(A—LC)|=0
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Por lo tanto:
* silas rafces de Al — (A — BK)| = 0 son negativas o con parte real negativa, lo cual estéa
garantizado pues se calould el control para garantizar esa condicion,
e ylas raices de Al — (A — LC)| = 0 son negativas o con parte real hegativa, lo cual est4
garantizado pues el observador fue calculado para garantizar esa condicion,
e entonces los valores propios de la matriz dinamica seran negativos o con parte reales negativas.

En conclusion los valores propios del sistema en lazo cerrado son los valores propios de (A — BK), es decir
las relativas al control del sistema, mas los valores propios de (A — LC), es decir las del observador, y en
consecuencia se observa que la sustitucion de x por & no modifica los valores propios obtenidos en el caloulo
del control. Solamente se superponen valores propios adicionales que provienen del observador. La
estabilidad del sistema en lazo cerrado no es modificada por la presencia del observador, siempre que este
sea estable y no tenga desvio. Esto es conocido bajo el nombre de principio de separacion el cual se
satisface para todos los sistemas lineales.

Para que el comportamiento del sistema en lazo cerrado no sea modificado de manera notable por la
presencia del observador, es necesario que la reconstruccion del estado sea rapida respecto de la dindmica
del sistema de lazo cerrado (polos de (A — LC) de gran modulo respecto de (A — BK)).

Insercion de un pre-compensador

De igual forma que para el control por retorno de estado, el control por retorno de salida no garantiza que el
vector de la sefial de referencia v sea nulo. El estado del sistema X va a converger hacia 0 con una dinamica
determinada  por los
polos  ya ubicados. ¥, v u %= Ax + Bu y
Cuando v ya nho sea nulo, N —pc\ y = Cx >
el estado converge hacia ‘r

un valor que no es
necesariamente nulo. Un

A 4
v

x=(A—LC)X +Ly + Bu

A 4

pre-compensador es en
este caso una matriz
cuadrada N, que se K X

ubica justo después del Regulador
vector de la referencia,

tal como se observa en

la figura.

a

Este pre-compensador no cambia los polos del sistema en lazo cerrado. Simplemente permite hacer
corresponder ciertos componentes de la referencia con ciertas variables de estado previamente
seleccionadas.
En este caso el control es:

u =v—K&

Y la ecuacion del sistema que tiene como entrada y y como salida u :
{ﬁ: (A—LC)R + Ly + Bu
y = Cx

163
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Podemos calcular la dindmica del error de estimacién € = X — R como:
é=Ax+Bu—(A—-LC)X—Ly—Bu
Lo cual es equivalente a:
e=AE—-X)+LCX—y) =AE—X)+LCEX—x) = (A—L0)e

Por otro lado si vamos al sistema que queremos controlar X = Ax + Bu; y = Cx y se sustituye la ley de
control en la ecuaciéon dindmica obtenemos:
x = Ax + Bv — BKX
Como lo que queremos es estudiar la dindmica del error sustituimos § = x —e:
x = Ax — BKx + BKe + Bv = (A — BK)x + BKe + Bv

Se puede entorces representar el sistema en lazo cerrado por las dindmicas de x y e:
x = (A — BK)x + BKe + Bv

é=(A-LCe
y = Cx
O en su forma matricial: . ~
(=107 W2+ (ol
y = Cx

Si yc es constante, una vez que se alcance el régimen estacionario, para que el valor de y tienda a y,

tenemos:
[8] = [A _oBK A]iKLC [:] + []3]"
y=yc=C

Como |A—LC|# 0 pues la matriz L fue seleccionada para que el observador sea estable, es decir con polos
estrictamente inferiores a cero, entonces obligatoriamente e = 0 (error de observacion nulo en régimen
estacionario).

La ecuacion se convierte en: (A-BK)x+Bv=0
Y por lo tanto:
x =—(A—-BK)"1Bv

La cual al ser sustituida en la ecuacién de salida obtenemos:
y =y. = Cx = C(—(A - BK)"1B)v

Por tanto finalmente:
v= [C(—=(A — BK)"'B)] 'y, = Ny,

La cual es idéntica a la ecuacion de control por retorno de estado directo. For lo tanto la salida y tiende
hacia la referencia y. si calculamos la matriz N con la expresion:
N =[C(-(A — BK)™'B)]™*

Ejemplo 7:
Para el sistema presentado en el ejemplo G, representado por las matrices:

a=[5 3] e=[]

C=[1 o]
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Se quiere realizar un control por retorno de salida, ya que el estado X, no se puede medir fisicamente, con el
objetivo de obtener un sistema en lazo cerrado con polos en Ay = —1 + 2i,A, = =1 — 2i.

Para este sistema en el ejercicio 6 fue calculada la ganancia de un observador que recordamos aquf:
L
-lL)-E
L, 59
Para el control por retorno de salida se requiere calcular la ganancia del controlador, igual como si fuese un
retorno de estado simple:

R N TR I s

|[1+k1 S_;H(ZH=(s—z)(s—4+k2)—(—3)(1+k1)=(s+1+21)(s+1—21)

s?+(ky,—6)s+ (3k; —2k, +11) =s?> +2s+5
Lo cual se traduce en dos ecuaciones lineales:

{k2_6=2 k2—8

3k, — 2k, +11=5 k, =10/3 [10/3 8]

Paras realizar el control por retorno de salida es suficiente con realizar un retorno de estado:
{ﬁ: (A—LC)R+ Bu+ Ly
u=v—Kg

Donde Ky L fueron calculados en los pasos anteriores.

Si adicionalmente requerimos que la salida tienda hacia un valor deseado y. = Nv (consigna) se requiere
agregar un pre-compensador, el cual se calcula independientemente del observador:

-1
= [C(~(A - BO)'B)]"! = [[1 0] (—( 2 - [ors 8])_1 [(1)])]

N =

(- 2 < ol e

N =-1,6667

Ejercicios.
Para los siguientes sistemas calcular un observador para la estimacion de los estados que se suponen no

medidos, y determinar un control por retorno de salida para estabilizar los sistemas, agregando
adicionalmente un pre-compensador para anular el error.

1.A=[g —13] B:[(1)];
C=[1 2]
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0 1 0 0

2A=0 0 1] B=[0]_

' 2 =7 4 1r
cC=[0 1 2]
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Tema 12. Introduccion a los Sistemas Digitales

Introduccion

Cada vez mas el control de sistemas reales tiende a la utilizacion de Computadores Digitales, debido a su
eficiencia y bajo costo.

Computadores cada vez méas répidos, crecimiento exponencial los Ultimos 30 afios.

Tamafio y precio de los equipos cada vez menor.

La eficiencia de los sistemas digitales se acerca mucho en la actualidad a la de los sistemas
continuos equivalentes.

Posibilidad de trabajar muchas variables al mismo tiempo, lo que implica mayor facilidad para el
tratamiento de sistemas multivariables.

Entre los campos de aplicacion de los sistemas digitales encontramos:

Control de maquinas herramientas (tornos, fresadoras, etc.)
Procesos quimicos complejos.

Aeronautica.

Automdvil, ete.

Algunas ventajas de los sistemas digitales:

Mejoras en la sensibilidad de las medidas.

Utilizacién de sensores, transductores y calculadores digitales.

Disminucion de la sensibilidad al ruido.

Facilidad para |a reconfiguracion de los algoritmos de de calculo del control o supervision.
Fosibilidad de utilizar algoritmos mas complejos y eficientes.

El control mediante un computador digital requiere de elementos adicionales en el sistema de control que
modifican parcialmente el lazo de control y requieren de conocimientos adicionales tradicionalmente ligados
al tratamiento de sefiales.

Algunos de estos conocimientos adicionales son:

Lazo de control de sistemas digitales (discretizados, numéricos, digitales).
Convertidores analogo digital CAD y digital anlogo CDA.

Sistemas discretos.

Ecuaciones de diferencias.

La transformada en Z.

La retroalimentacion de estado digital.

Estabilidad de los sistemas discretos

El rendimiento de los sistemas discretos.
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Lazo de control de sistemas continuos y digitales.

Las siguientes dos figuras muestran los diagramas de bloque tipicos de sistemas de control Continuos y

Digitales.
Acciones de Control Ferturbacion
Sistema de Control —|_
Referenci Frror Controlador A( EFC ~a Si?tema ~
i R _|_ dinamico a o
—I_ ‘T rontrnlar

Elementos de
Medidas medicion Salidas

A

Control Retroalimentado Continuo
Perturbacién

Controles digitales Controles
Sistema de Control / / analbaicos +
Referenn Frror Computador _ N Sistema o
digital > CDA - E.F.C. T dinémico a ”
~rantvalam
Sensores | |4
. CAD . «
Medidas Medidas transmisores Salidas
digitales analégicas
Control Retroalimentado Digital
w(t)
Sistema de control _|_
r(kT (kT) v(kT v(t u(t t
¢« » oA H—> K, 4O

C(2) i

—|_ + G(s)

a

CAD [(Q—————
m(kT) m(t) H(S)

Variables de Control Retroalimentado Digital

El sistema de control digital completo se puede considerar dividido en dos partes:
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e Una parte analdgica, que contiene las leyes fisicas del sistema en sf, pues la mayor parte de los
sistemas reales funcionan de forma analdgica. A este cominmente se le agregan los sensores y
actuadores.

e Una parte digital en la que encontramos las leyes de control. Estas leyes deben tratarse por tanto
como un sistema discreto.

e Una interfaz analogo-digital que permite la comunicacion de las dos partes.

Convertidores Analogo-digital y digital-analogo

Convertidor Analogo-Digital
Un convertidor anélogo digital realiza principalmente dos operaciones:
e Elmuestreo de la sefial, es decir su discretizacion temporal, con un perfodo fijo que se denota
generalmente como T.
Una sefial discreta es una sefial que posee un valor solo a unos instantes precisos. Estos instantes
de tiempo estan definidos por el periodo de de muestreo T, que es un valor de tiempo constante que
separa dos de estos instantes.
Un discretizador ideal se puede ver como un interruptor que se conecta cada T, segundos, durante
un instante muy corto de tiempo y esta desconectado el resto del tiempo. Si consideramos como
variable de entrada del discretizador a f(t) y como salida a
fe(t) tendremos como funcién que los relaciona a  fo(t) =
F(©)8r, 0 87, = X 8(t —KT,) que no es mas que la  f(t) fe(t)
funcion impulso o delta de Dirac. A cada paso de *——
discretizaciéon f,(t) = f(kT,)6(t — kT,). Continuo Discreto
e La cuantificacién de la sefial, es decir la discretizacion de los
valores que puede utilizar para que la sefial sea compatible con el formato de representacion de los
computadores.
Por ejemplo, un computador que trabaja con & bits puede tratar solo 256 valores distintos. Las
informaciones que entran y salen de este seran sucesiones de nimeros de tipo: 123, 135, 34, O, 255,
etc.

En automatizacién se debe considerar principalmente el efecto de la discretizacion.

Variable

Continua Discreta

x(6) T x(6) T

o
2| &
B =
S | &
7\, - L .
N’ t g — t
Seflal Analdgico Sefial discreta tiempo continuo
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x(t) 4 R . x(t)T
I/ \\ .,-":.: Q
\ 3 »
i [\S)
’ \ :_.-1 . 36
,’ \\ I O
’ - 8 . N
1 N . Al 1, ATt .
Sz T 1 RR YRS,
Seflal Continua tiempo discreto Sefial Digital

En la practica un convertidor analogo digital no puede adquirir la sefial de forma instantanea, por lo cual se
produce una diferencia entre |a discretizacion ideal y |a real,
puesto que el segundo se produce generalmente haciendo un

f(t) ) promedio del valor de la seffal en un tiempo dado T,. Esta
i diferencia produce una distorsion en la sefial discretizada, la
__— cual se demuestra a continuacion. Consideremos el siguiente
- .
P Valor de |a ejemplo:

f(t) = Asin(wt)
La sefial discretizada ideal correspondiente es:
fo(kT,) = Asin(wkT,)

La sefial discretizada real, suponiendo que esta se produce por

el promedio en un tiempo T, < T, es:
wT,

1 kTe sin (T) wT,
for (KT,) = —f Asin(wt) =A——="—=sin (w(kTe) — —)
Tr Jir,-r (wTT 2
e T T
sin(2)
wT
(%)
es le valor de T, mayor seré la atenuacion de la sefial y el retraso de adquisicion de esta sefial.
Es por lo tanto importante el uso de convertidores anélogo-digitales cuyo tiempo de integracion sea el
menor posible. En general si T, < T, se puede considerar que la discretizacion es cercana a la ideal.

, St , N T,
La amplitud de la sefial discretizada es atenuada en .y esta seflal es retrasada de ;r Entre mayor

Convertidor Digital-Analogo

Un convertidor digital-andlogo por su parte tiene como objetivo obtener de nuevo la sefial analdgica
previamente discretizada equivalente de forma exacta para todo tiempo, es decir f,.(t) = f(t) Vt.

En el caso general, la reconstruccion perfecta de la sefial F(O £() £.(8)
analbgica es imposible, pues funciones diferentes en el s e— | CDA

tiempo pueden tener el mismo valor discreto, por ejemplo
f)=Ay gt) =A+sint para T, = m. En la figura se
muestra f(kTe) = g(kTe) para A = 2. En ese caso es
imposible determinar f y g solo con la informacion de

f(kTe)y g(kTe) para los tiempos de discretizacion.

Continuo Discretizado Continuo
oriaina[ rernnat.r
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Se requiere en este caso una condicion
adicional, conocida bajo el nombre de
condicién de Shannon:

Sea la sefial continua f (t), cuyo espectro
1 se conoce en el intervalo de frecuencia
1 [~wy, wy] discretizado a la frecuencia
we. Para poder reconstruir la sefial f a
partir de las muestras f(kTe), sin
perder informacion, se requiere que Wy >
1 2w,

En el ejemplo para g(t) es necesario que

W > —,
2m
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
T, 2T, 4T,
Blogueador de orden cero (BOZ) f(®) fe(t) (@)
&— BOZ
En la préactica, los convertidores digital-anélogos Continuo . Continuo
realizan simplemente un bloqueo del valor discreto original Discreto reconstr.

durante un perfodo de muestreo.
fr(t + kT,) = f(kT,) pour 0<t<T,

La respuesta al impulso de este tipo de sistema es una funcion rectangulo unitario de ancho T,.

Sinus function sampled at 1s and 0.1s Sinus function throught a Zero Order Holder sampled at 1s and 0.2
1r 7=

1 . .
aaf .
06 _’ .
04 ’ :
. o \
02F« o
9 i .
2 L i
02 . \
\
4t .. ‘
06} % A 06+
% ’ ~—Onginal signal
08 ® Sampledat Te=1s % I 08} Sampled at Te = 18
* Sampled at Te=01s .. _-" Sampled st Te=0.1s
. I I T ; ol . i A N I L ;
1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1] 1 2 3 4 5 6 7 8 -] 10

Se habla de “bloqueador de orden cero” (BOZ), pues de hecho realiza una interpolacion de orden cero de los
valores de la sefial discreta (el Unico orden posible que sea causal, en consecuencia el Unico posible de
realizar en tiempo real).

La funcién de transferencia de un bloqueador de orden cero es:

G :1—— —sTe —
0o(s) S se

1-— e—STe

S
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Le funcionamiento de un sistema de control discreto depende entonces de:

e Lafrecuencia de muestreo, la cual tiene una influencia sobre la precision de la medida y el retraso
que agreqga el bloqueador de orden cero.
v e 7 . Yo Yo .
e Laprecision del sistema numérico, el cual puede adoptar solo valores numéricos precisos, por tanto
tiene una influencia sobre el error de cuantificacion (Amplitude Quantization Error).

Ecuaciones recurrentes

Un sistema numérico lineal invariante en el tiempo se define mediante una relacion de la siguiente forma:
n

m
Dayle = ) =) budk - )
i=0 j=0

Donde: u es la entrada, y es la saliday a;, b; son coeficientes constantes.

Las ecuaciones presentadas bajo esta forma se denominan ecuaciones de diferencias o ecuaciones
recurrentes, pues permiten calcular de forma iterativa el valor de la salida en todos los instantes de
muestreo a partir del valor conocido de la entrada en estos mismos instantes, asi como de las condiciones
iniciales.

Ejemplo 1
Consideremos las siguientes ecuaciones recurrentes de orden 2 (en ellas ee consideran dos pasos de
muestreo previos):

2y(k) +y(k = 1) —y(k = 2) = u(k) —u(k - 1)

Para que se puedan resolver esta ecuacion se requiere conocer dos condiciones iniciales, y la entrada para
todo paso de muestreo.
Si tenemos como condiciones iniciales: y(—1) =1 e y(—2) = 1, y se tiene como entrada del sistema un

escaldn unitario, es decir:
O0sik<O

u(k):{nikzo

Despejando y(k) podemos calcular los valores de |a salida para todos los pasos de muestreo subsiguientes:

y(k) = 5 (k) ~ ulk — 1) = yk — 1) + y(k ~ 2))

Obtenemos entonces:

1 1 1
y(0) =2 @ —u(-D-y(=D+y(-2)) =51 -0-1+1 =7

y(1) =%(u(1) —u(0) —y(0) +y(-1)) =1%<1 -1 ;%J; 1) =1%
y(@) =%(u(2)—u(1) — y(1) + y(0)) =?(1— 1_%+%> —§1

y(3) =g(u<3)—u(2) —y(2) +y(1) =%(1_ 1_§1+22=1_61
y(®) =5 (@@ - u@ - Y@ +y@) =5 (1-1-+3) = &
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Etc.

Esto es equivalente a la expreaién:
1\ k+1

-0

y(k) = 5 5

Es de notar que la solucién de esta ecuacién recurrente depende de las condiciones iniciales.

La transformada en Z

Los sistemas analdgicos lineales se pueden representar mediante la funcion de transferencia, que no es mas
sino la transformada de Laplace de su respuesta al impulso.

La ventaja de la transformada de Laplace es la de transformar la ecuacion diferencial, que relaciona la salida
y la entrada del sistema analogico lineal, en una ecuacion polinomial que se puede resolver manualmente. Con
el objeto de manipular los sistemas digitales de una manera similar a los sistemas continuos, se define una
transformacion mateméatica denominada transformada en Z.

Para un sistema discreto la transformada de Laplace (monolateral) se determina con:

Fe(s) = L(fe(t)) = f fe()e™stdt =f ( Z f(kTp)6(t — kTe))e_Stdt
0 0

k=—c0

Mediante algunas consideraciones y operaciones matematicas, asi como propiedades de la funcion impulso
obtenemos la siguiente expresion:

F(s)= ) f(kT,)e *Tes

La transformada en Z de la sefal f,(t) discreta causal se define como la transformada de Laplace

(monolateral) de la sefal, a la cual se le efectiia el cambio de variable z = eTe,

F@) = 2{f(0) = ) f(T) 27
k=0

Propiedades de la transformada en Z

Consideremos dos sefiales discretas f(k) y g(k). Notamos F(z) y G(z) las transformadas en Z
respectivas, a 'y B nimeros reales cualesquiera.

ineali

Z(af (k) + Bg(K)) = aF (2) + BG(2)

Z(f(k — n)) =z"F(z) Vn €N

Avance:
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n—

1

Z(flk+m) = 2"F() = Y f@2"" vneN
i=0

Multiplicacion por una rampa / derivacion:
dr
Z(kf(k)) = —z d(zZ)
Multiplicacion por una exponencial:
Z (e~ (k)) = F(ze®)

Teorema del valor final:

lim £(6) = Jim £(kT,) = lim(1 — 27)F ()

Nota: Este teorema solo es vélido si f (t) converge.

T

lim £(¢) = lim f(kT,) = lim F(2)

Z(f(k) * g(k)) = F(2) * G(2)

Ejemplos de calculo de transformada en Z.

1. Transformada en Z de una funcién escalén:

_(0sik<O
fe(k)_{mikzo

La transformada es:

@) =) fi0z*=
k=0

[oe]

k=0

2. Transformada de una rampa:

ZZ"‘=1+Z‘1+Z'2+---

1
T 1-—2z1

GRS PN TACS

Como f,.(k) = kf,(k) la transformada es:
dF,(z) _
dz

d

E(z) =—-z

_ Z
C(z—-1)?

(=)

z—1

Tabla de Transformadas de Laplace y Transformada en Z de algunas funciones comunes.

f@®) F(s) f(kTe) F(z)
6(t) = {é ; : g impulso 1 8(k) 1
8K ={o 1 5 1 o otk ke i
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Q) 1 I'(k) z
Escalén s z—1
tr(t) 1 kT,T (k) Tz
52 (z—1)2
1 1 1 T?z(z+ 1)
_+2 _ _ 2 e
> t°I'(t) =2 > (kT,)*T'(k) e
e~ UT(t) 1 ckrk) z
s+a c=¢e z—c
te~(¢) 1 kT, c*T (k) Tz
(s + a)? c=e (z —¢)?
(1—e ™I () a (1-cMTk) z(1—-c¢)
s(s+a) c=e e (z=D(Ez-0)
sin wt T'(t) w sin(wkT,) T'(k) z sin(wT,)
s? + w? z2 —2zcos(wT,) +1
cos wt T'(t) S cos(wkT,) T'(k) z (1 — cos(wT,))
s? + w? z2 —2zcos(wT,) +1
e~ sin(wt) I'(t) @ cksin(wkT,) T'(k) czsin(wT,)
(s +a)? + w? c=e e z2 — 2zc cos(wT,) + c?
e~%cos wt ['(t) s+a ckcos(wkT,) T'(k) z (z — ccos(wT,))
(s +a)? + w? c=e e z% — 2zc cos(wT,) + c?
Ejemplo 2:
Queremos obtener la representacion discreta del
sistema u(t) Ue (£) y(t)
L ° BOZ || H(s) -2 2
H(s) =——
(s) s(s+1)
Tomando en cuenta para ello que en la discretizacion se
debe agregar un bloqueador de orden cero, con el cual el U(z) G(2) Y(2)
sistema se convierte en:
—esTe 1 1—e 5Te
Go(s)H(s) =

s s(s+1):sz(s+1)

1 1 1
6(5) = GoH(s) = (1 - &™) (= +— )

Utilizando las propiedades de la transformada en Z y la tabla de transformadas tenemos:

1 1 1)

G(Z) = Z(Go(S))Z(H(S)) = Z(l — e_STe) * Z(S_Z_E_}_ P

zT, z z
G =01-27 ((Z —1)2 z-1 +Z - e‘Te)

- (e

G(r) = T,(z—eT)—(z—1)(z—eTe) + (z— 1)?
() = ( (z—1)(z—e7Te) >

T,—1+eTe)z— (T, + e Te+1
z2—(1+eTe)z+eTe

G(z) =
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Si el periodo de muestreo es de T, = 1 segundos:

G )_(1—1+e‘1)z—(1+1)e‘1+1_ e lz+1-2e7?
= z2—(1+ez+e? T z22—(1+e Dz+e?
GO = 036797402642 byzt by
# =122 13679z + 03679 22 + a,z + aq

Relacién con las ecuaciones recurrentes

Para volver a determinar las ecuaciones recurrentes a partir de una funcién de transferencia expresada en
transformada en Z, se debe proceder como sigue. Partiendo de:

Y(Z) _ Z;n:O b]Z_]
U(z) moaiz7t

n . m .
Z a;z 'Y (z) = z bjz7/ U(z)
i=0 j=0

Como la funcion de transferencia se define para condiciones iniciales iguales a cero, entonces con el teorema

del retraso obtenemos:
n m
D ayle—0=)" buk-))
=0 Jj=0

Y(2) byz7t + byz™?
G(z) = = - -

U(Z) 1+a12 1+aoz 2
YA+ a;z7t +agz7?) = U(z)(byz™t + byz™2)

G(z) =

Por lo tanto:

Ejemplo 3:

y(k) +ay(k—1) 4+ agy(k —2) = byju(k — 1) + bou(k — 2)

También se puede obtener una relacion equivalente con una funcion de transferencia discreta de la forma:
m p.j
Y(z) Yitobjz

G(2) = U(z) X*,az

De forma idéntica con el teorema de adelanto obtenemos:
n m
Z a;y(k +10) = Z bu(k + )
i=0 j=0

Y(z)  byz+by
U(z) z2+a,z+a,

Ejemplo 4. Se tiene:

G(z) =
Y(2)(z? + a;z + ay) = U(2)(byz + by)
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vk +2)+a;y(k+ 1)+ agy(k) = bju(k + 1) + byu(k)

Transformada inversa de Z

Existen 4 métodos que permiten determinar la inversa de una transformada en Z.

Férmula de Inversién. Esta formula matematica es:

1
fk) =2 YF(2)} = z—njj;F(z)zk_ldz

Donde I'  es un contorno cerrado del plano complejo que contiene todas las singularidades de F(z). Esta
técnica de inversion se utiliza raramente en casos précticoe, pero permite de poner en evidencia que existe
una relacién Unica entre la sefial discreta y su transformada en Z.

Se debe recordar sin embargo que la transformada en Z inversa solo proporciona informacion de la sefial
temporal en los instantes de muestreo, por lo cual se requiere que las condiciones de Shannon hayan sido
respetadas en la discretizacion para poder obtener la sefial temporal.

Tablas de transformadas.
Estas tablas son un repertorio de transformadas en Z y transformadas de Laplace de diversas funciones,

donde la transformada en Z se coloca en general bajo la forma de una funcion racional:

F(z) = Num(z)

Este método no puede aplicarse directamente a funciones complejas.

b cibn en Eraccionss Parciales.

Se descompone la fraccion racional F(z) en fracciones parciales, para poder determinar la transformada de
cada elemento mas facilmente con las tablas. Se requiere en este caso obtener fracciones parciales de la

forma:
Az

(z — o)

. F(2) , .
Para ello se descompone la fraccion -, en lugar de descomponer directamente F(z) pues esta (ltima

producim’a términos de la forma que no existen en las tablas. Obtenemos entonces:

F(2) =4 S Az
z >:Z;(z—a)pi:;(z—a)pi

(z-om

F(Z)=z<

COI’IPi = 1011Pi = 2.

Basta entonces con utilizar las tablas para obtener la inverea de la transformada de cada uno de los
términos, obteniéndose entonces la sefial temporal completa.

Este suele ser el método mas utilizado.

Division polinomial.
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Esta técnica se basa en la definicion de la transformada en Z de una sefial, que es un polinomio de grado

infinito en z~1. La idea es obtener el polinomio término a término a partir de la fraccion racional F(z).

Se comienza por escribir a F(z) bajo la forma de una fraccion racional en z L
-1 m i

N(z™")  Xjtobz

D(z™1) XM ,a;z7t

F(z) =

Se calcula a continuacién el resultado de la divisién polinomial de N(z™1) entre D(z™1) siguiendo los
términos crecientes de z71. Obtenemos de esta manera a F(z) bajo la forma de un polinémio de orden
infinito:

F(z)=cy+ izt + .+ czk+...

Haciendo una identificacion polinomial con la definicién de la transformada en Z, reconocemos a:

fO)=co, f(Q)=c1. f(2) =cy...

Este método no permite determinar la expresion general ni obtener el enésimo término de la secuencia
temporal. Pero es (til para una programacion utilizando una computadora o para la verificacion de los
primeros términos obtenidos mediante algln otro método de célculo.

Ejemplo B.
Célculo de la transformada inversa de:

.. elz+1-2e71 036797 +0.2642
2 _(AteDz+el 122—136792 + 03679

Utilizando la deecompoeicién en fracciones parciales, descomponemos:
G(z) e'+(1-2eNz7" ¢ N Cy
z  (z=-D@E-e1 (z-1) (z—e™)

_ (z-D(e t+(1-2e71)z71)

_ (@z-e H(er+(1-2e71)z7)
1 (z-1)(z—e™1) B

(z-1)(z—e™1)

=1; CZ
z=1

-1
z=e™1 €

Por lo tanto G(z) se escribe:

G(2) z e”l—-1 z
(@) =z z =(Z—1)+< e~ 1 )(Z—e‘l)

Con la tabla de transformadas y las propiedades de linealidad de |a transformada en Z tenemos:
1 e l—1 1 2—1/e Hs+1
G(s)=—+ — = ( /e”)
s el J(s+1) s(s+1)
Nota: No obtenemos exactamente la forma original del sistema ya que el modelo en Z fue simplificado.

Por otro lado, utilizando la division polinomial.
Se factoriza en funcion del orden mas elevado para obtener una funcion de potencias decrecientes de z 1y
e lz71+ (1 —2e )z 72 0.3679z71 + 0.2642z72

1-(14+e Nz l4+e 1272 T 1-1367921 + 0.367972

G(z) =
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0.3679z™1  40.2642z72 1 —1.3679z"% +40.3679z°2
—0.3679z71 +40.5033z7% —0.1354z73 0.3679z71 +0.7675z7% 0.9145z73 - =Y(2)
0 +0.7675z7%2 —0.1354z73
—0.7675z7% +1.0499z73 —0.2824z7*
0 0.9145z7% —0.2824z7*

La solucién de la divisién es de la forma Y (2) = Yoo v(kT.)z™* con la cual se obtiene directamente la
solucion temporal de y (kT,), por lo tanto, como T, = 1:

y(0)=0
y(1) = 0.3679
y(2) = 0.7675

y(3) = 0.9145, etc

Nota: la factorizacion en funcion del orden mas elevado no es indispensable, puesto que la division con la
funcion original produce el mismo resultado.

Solucién de las ecuaciones recurrentes

Uno de los usos de la transformada en Z es la de permitir la obtencién de la solucién sistematica de las
ecuaciones recurrentes.

Para una ecuacion recurrente de la forma: Yo a;y(k — i) = XiLobju(k — j)

Donde u(k) es conocido, y denotamos Y (z) = Z(y(k)) yU(z) = Z(u(k)), y ademéas segln el teorema del
retraso para condiciones iniciales nulas: Z(y(k —i)) = z7Y (2) + TiZg 27ty (1 — i)

La transformada de cada término es:

n n—-1 m m-—1
Z a;z"'Y (2) + Z qzl= ) bz U(2) + z dyzP
i=0 1=0 =0 p=0

Obtenemos Y (z) bajo la forma de una fraccion racional:

m o p —j m—1 d.z7P — n-1 -1
i— V4 - V4 -0 C1Z
=0"J =0 “p =0 “l
Y(Z) = Jn—_iU(Z) + 2 n —i
i=0 4iZ i=0 &iZ

Donde P = Y10t dpz P — Y15 ¢z e un polinomio en z de orden < max(n, m)

Para determinar la secuencia de la solucion y(k), basta con calcular la transformada en Z inversa de Y (z).
Obteniéndose una ecuacioén polinomial que puede resolverse manualmente.
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Sistemas Digitales en Lazo Cerrado

Una retroalimentacién de estado discreta se

puede representar con la figura contigua, donde U(z) E(z D(2) » G(2) Y(ZL
G(z) toma en cuenta la funcion de -
transferencia del sistema a la cual se le agrega
un bloqueador de orden cero, y D(z) es un
controlador digital, en este caso la funcién de transferencia discreta sera:
Y(2) G(z)D(z)
T(z) = =
Uiz) 1+G(2)D(2)
Ejemplo ©.
Si tomamos la funcion de transferencia del ejemplo 5, la cual ya considera un bloqueador de orden cero
(BOZ):
0.3679z + 0.2642
G(z) =

z2 —1.3679z + 0.3679

Si consideramos una retroalimentacién unitaria D(z) = 1, el sistema retroalimentado sera:
G(2) _0.3679z + 0.2642

T(2) = =
@ =136m = Z-z+06321

La retroalimentacion de estado continua para este mismo sistema es:

1
G(s)=—
(s) s2+s+1
Para una entrada en escalén unitario.
z
U(z) =——
(2) p—

La salida del sistema se puede calcular como:
2(0.3679z + 0.2642) 0.3679z% + 0.2642z

(z—1)(z2 — 2z +06321) 7% — 222 + 1.6321z — 0.6321

Y(2) =T(2)U(2) =

Por division polinomial obtenemos:
Y(z) =03679z7 1+ 272 +1.4z73 + 1.4z7% + 1.147z7>

La figura muestra la relacion entre el modelo continuo y el discreto para el mismo sistema

Nétese aqui que:
15 e unsobreimpulso més

importante para el sistema
JL—£ digital (40% en lugar de 16%).
1 /_Mr °
\_\-f/ e untiempo de

estabilizacién dos veces mayor

para el sistema digital.
——— Continuo °

0 J — lecreto e Estos valores por

| | supuesto dependen del perfodo
0 10 20 30 40 50 60 -
de muestreo utilizado. La
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diferencia seré mas pequefia entre mas pequefio sea este tiempo.

La representacion de Estado Digital

Aligual que para los sistemas continuos los sistemas digitales se pueden representar bajo la forma de una
representacion de estado:

{x((k + DT,) = Agx(kT,) + Bqu(kT,), x(0) = x,
y(kTe) = Cdx(kTe) + Ddu(kTe)

Para la cual se utiliza con frecuencia la hotacién:
{xk+1 = Agx; + Bauy
Vi = Cqxy + Dguy

Donde Ag, By, Cq et Dy son las matrices discretas del sistema lineal, y T, es el periodo de muestreo. De igual
forma que para los sistemas continuos el modelo se representa mediante una serie de ecuaciones de primer
orden, en este caso en adelanto.

La relacion entre la representacion de estado y la funcion de transferencia discreta se puede determinar con
la relacion:
G(Z) = Cd(ZI - Ad)_le + Dd

Donde z es un operador de desfasaje, es decir:
zx(kT,) = x((k + 1)T,)

Estabilidad de los Sistemas Digitales

Un sistema continuo es estable si sus polos son negativos o con parte real negativa, es decir ubicados en el
semiplano izquierdo del plano complejo. Fara determinar la estabilidad de un sistema digital se requiere
estudiar la relacion entre la variable z (funcién de transferencia discreta) y la variable s (funcién de
transferencia continua).
7 =eSTe = e(o+jw)Te
La magnitud y el angulo de fase del sistema discreto se pueden representar con:
|z| = eTe ¢z = wT,

En el semiplano izquierdo del plano complejo o < 0 (parte real del polo), por lo tanto la magnitud dez <1,y
no existe influencia del angulo de fase.

En consecuencia: Un sistema
digital serd estable si los
polos de G(z) estén dentro
del circulo unidad del plano
complejo z, es decir si su R R
maghitud es estrictamente
inferior a 1.

v
v
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Ejemplo 7.
Para el sistema cuya funcion de transferencia continua es:

G(s) = s(s+1)

La funcidn de transferencia discreta, con un periodo de muestreo T, = 1 es:
K(0.3679z + 0.2642)

G(z) =
(%) = 71367977 03679

Si se somete el sistema a una retroalimentacién de estado unitaria las funciones de transferencia se

convierten en:
K K

=s(s+1)+K=52+s+K

T(s)

K(0.3679z + 0.2642)

T(z) =
(2) z2 4+ (0.3679K — 1.3679)z + 0.2642K + 0.3679

La estabilidad del sistema en lazo cerrado depende de las raices de los polinomios:
s2+s+K=0

22 + (0.3679K — 1.3679)z + (0.2642K + 0.3679) = 0

Para el sistema continuo la estabilidad depende de:

1 V1i—4K
Re(siz) = =5+ ——5—<0

e El sistema es estable para todo K > 0.

Para el sistema digital la estabilidad depende de:

| (0.3679K — 1.3679) + \/(0.36791( —1.3679)? — 4(0.2642K + 0.3679) <1
Z121 = — =
2 2

e El sistema es estable si se cumple la condicion: 0 < K < 2.39.

Observamos que la digitalizacion puede modificar la estabilidad del sistema.

Correspondencia entre los polos en Zy en s.

A partir de la relacion entre les polos para un sistema digital y continuo observamos que:
e los polos reales estables en s (< O) se convierten en polos reales positivos inferiores a 1.
e los polos reales inestables se convierten en polos reales positivos superiores a 1.
® los polos complejos conjugados estables se convierten en polos complejos con norma inferior a 1.
e los polos complejos conjugados

T A planens

inestables se convierten en polos P T
complejos conjugados de norma & F
i X P 1
superior a 1. ' &
| / o
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e los polos en el eje imaginario se convierten en polos complejos en el circulo unidad.
e Los polos simples reales negativos en Z no tienen equivalente en o.

Respuesta temporal de los sistemas digitales

Los modos propios asociados a los polos en Z se pueden resumir como sigue:

z

Polo é'ttpﬁtﬁétGi =
z-p;

e Sip; > 1 el modo es divergente.

e 5ip; < —1 el modo es oscilatorio divergente.

e 5i—1<p; <0 el modo es oscilatorio amortiguado.

e 5i0<p;<1 el modoes amortiguado.

e Sip; = 1el modo es permanente.

e Sip; = —1 el modo es oscilatorio permanente.

e z

Polo real miltiple: G; = %

e Sip; > 1 el modo es divergente.

e 5ip; < —1 el modo es oscilatorio divergente.

e 5Si—1 < p; <0 el modo es oscilatorio amortiguado.

e 5i0<pj<1elmodoes amortiguado.

e Sip; = 1 el modo es divergente.

e 5Sip; = —1 el modo es oscilatorio divergente.
Se nota que un polo doble en 1 conduce a un modo divergente mientras que un polo simple en 1 es
convergente.

Par de polos complejos conjugados: p; = pj
En el caso de un par de polos complejos conjugados, los coeficientes de los términos simples
correspondientes a los dos polos complejos del la pareja son también complejos conjugados, sea:
Az Az
zZ-Ppi z-Dpj
e Si|pi| > 1 el modo es oscilatorio divergente.
e Si|pil <1 el modo es oscilatorio amortiguado.

e Si|pij| = 1 el modo es oscilatorio permanente.

El conjunto de estos resultados se pueden resumir como sigue:
e polos simples sobre el circulo unitario — modos permanentes.
e polos miltiples sobre el circulo unitario = modos divergentes.
e Polos en el interior del circulo unitario = modos amortiguados sin importar la multiplicidad.
e Polos en el exterior del circulo unitario = modos divergentes.
e 2 fuentes de oscilaciones: polos complejos conjugados y polos reales negativos (sin equivalente en
sistemas continuos)
e Respuesta del sistema: suma ponderada de los modos propios y modos forzados.
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Ademas, se constata que la convergencia de los modos hacia cero es mas rapida mientras el modulo del polo
p; sea méas cercano a cero. Se deduce entonces que los polos mas rapidos del sistema digital son los polos
més cercanos a punto O.

Caso Particular de los Sistemas de Orden 1y 2

— Sistemas de orden 1
!

G(s) K G K'z
= - =
s s-p @) z - eleP

— Sistemas de orden 2, con 2 polos reales

K,z K,z Az + B
G(s) = 1 2

- G(2) = 7 — eTeP1 + 7z — eTeP2 - (z - eTeP1)(z - eTeP2)

(s - p)(s-p2)

— Sistemas de orden 2, con 2 polos complejos conjugados
G( ) K KI + KI* G( ) KIZ KI*

S) = = - zZ) =
s2 + 2fwp,st w2 s-p s-p* z

+
- eTep Z - eTep*
. _ ; —5
Con: p = —€wy, + lwpJ1—E2 y 21, = e Te§wn ot jTewny1-§

Nota: Un sistema continuo sin ceros puede producir un sistema discreto con ceros. No existe una relacion
directa entre los ceros del modelo continuo y los ceros del modelo digital.

La siguiente figura muestra las curvas de isoamortiguamiento (azul) y de isopulsacion (rojo) para sistemas
numéricos de orden 2.

1
08
06+
0.4k

0.2
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Criterio algebraico de Jury

Este es un criterio que permite determinar si los polos del sistema en Z estén o no en interior del circulo
unitario, sin necesidad de calcular el valor de estos polos. Es el equivalente a los criterios de Routh o Hurwitz
en sistemas continuos.

Para una funcién de transferencia en Z de la forma:

N(z)

D(2)

Con la ecuacién caracteristica: D(z) = ay + a1z + a,z% + - + a,z"

Se construye la tabla del criterio de Jury siguiente:

G(z) =

1 b0,0 = q, bO,l =q b0,2 =a, bO,TL =a,

2 bon bon-1 bon—2 bo,2 bo,1 Qo

3 b1,0 b1,1 b1,2 bl,n—l

4 bypn-1 by, b1y by,

5 bz b;1 b, by n—2

? byn—2 b, b1 byp

2n—3 bn_2, bn_21 bn_z,
Donde:
bj,o bj,n— j—i , . ,
bj+1,i = b ) b v] E{Oln_l}lVlE{Oin_]_l}

Jn—j ]t

La tercera fila sera por ejemplo:

Ay ap ap Aap-1 an—2 Qo a1|

b10=| |§ 11=| |§b12=|a0 |§b1n—1=|
’ an Qo ’ an a; ’ an a ’ an  Qp-1

El criterio de Jury establece que la ecuacion D(z) tiene sus polos en el interior del circulo unitario siy solo si
se cumplen todas las desigualdades siguientes:

1. |ag|—a, <0

2. D(1)>0

3. (-D"D(-1)>0

4. |bjo| = |bjn-j| >0, vj € {1,n — 2}

Nota:
e Lacondicion 1implica que ap, > 0
e Lacondicidn 4, que debe verificarse para sistemas de orden 3 o superior, se cumple si para cada
linea impar de la tabla, a excepcion de |a primera, el coeficiente de la primera columna tiene un valor
absoluto mayor que el de la (ltima columna no nula.
[bj.0] = [bjns] > 0
e Para un sistema de orden 3, la cuarta condicidn puede simplificarse como sigue:
2 2
|a0 - a3| —|aga, - a;az| >0

Ejemplo &.
Determinar la estabilidad del sistema representado por su ecuacion caracteristica discreta, en funcion de la
ganancia K > 0 del controlador, utilizando el criterio de Jury:
D(z) = z3 — 0.5z> — 0.01z + 0.005 + K
Solucion:
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1. laol —a, =10.005+K|—1<0 = |0.005+K|<1 =
—1.005 < K < 0.995

2. D(1)>0= 1% — 0.5(1)> — 0.01 + 0.005 + K>0=>
K > —0.495

3. (=D"D(=1) > 0= (-1)((-1)® — 0.5(=1)2 — 0.01(=1) + 0.005 + K) >0 =
1+ 05— 0.01— 0.005— K >0=
K < 1.485

4. |bjo| = |bjn-j| >0, Vj € {1,n-2} = |a3- 3| —|aoa; - a;a3| >0 =
[(0.005 + K)2 - 1] > |(0.005 + K)(—0.5)- (—0.01)| =
|[K? + 0.01K- 0.999975| > |—0.5K + 0.0075| =
K < 0.7806
El sistema es estable para todo K < 0.7806

Controlabilidad y Observabilidad de Sistemas Digitales

En términos generales la controlabilidad y |a observabilidad de los sistemas digitales no cambia en relacion a
la del mismo sistema representado por ecuaciones continuas.

La determinacion de estas dos propiedades bajo la forma de representacion de estado discretas se hace
con las mismas expresiones que para los sistemas continuos, pero utilizando las matrices discretas.

Debe acotarse sin embargo que, bajo la condicién particular en que T, = n/wy, €l rango de la matriz de
controlabilidad y observabilidad disminuye en uno.

Esto se produce puesto que en el caso de polos complejos la matriz A puede diagonalizarse en bloques de
dimension 2 como se muestra a continuacion (caso controlabilidad):

bi] s donde A; =

A= a; wn]

—wn @

Ai ],B:

Discretizando el sistema con un perfodo de muestreo T, obtenemos:

Ao = pAiTe — coswpTe  sinwpTe| o7,
di=¢€ = : e
—sinw,T, cosw,T,

Para este periodo de muestreo particular la matriz degenera convirtiéndose en:

1 0
Agi = p; [0 1
La matriz de controlabilidad ser4 en este caso:
[b; Agqib; A&b; -1=1[b; piby pib; -]

Determinacion de un Controlador Digital
Se pueden utilizar dos metodologias para desarrollar un controlador digital:

Método Directo:

e Sedetermina inicialmente el modelo digital del sistema discretizando el modelo continuo y utilizando
la transformada en Z.
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e Sedetermina el controlador digital adaptado utilizando para ello técnicas de analisis y concepcion
digitales.
e Se¢realiza un andlisis del comportamiento del sistema en lazo cerrado con las ecuaciones discretas.

Método de transposicion:

Se determina el modelo continuo del sistema.

Se determina un controlador en tiempo continuo para el sistema.

Se realiza una conversién del controlador en tiempo continuo en un controlador en tiempo discreto
por transposicién (esto se puede realizar con la funcién c2d de Matlab).
Se analiza el comportamiento del sistema en lazo cerrado.

El método directo se utiliza menos en la practica, puesto que requiere de herramientas digitales con
frecuencia poco dominadas por los ingenieros, pero los resultados obtenidos son més precisos que los que se
obtienen por transposicion, debido a que ho se realizan aproximaciones del comportamiento continuo de los
controladores digitales.

El método de Transposicion

Una de las dificultades que presenta la sintesis de controladores por transposicion es la seleccion del
método de transposicion adecuado en cada caso. El objetivo de la transposicion es el de determinar un
controlador digital para el cual el comportamiento del control digital se aproxime lo més posible al
comportamiento del control analdgico.
Es imposible obtener un comportamiento idéntico debido al efecto del muestreo y de la cuantificacion.
El control digital obtenido sera en el mejor de los casos equivalente al control analdgico pero en ninglin caso
mejor.
Existen varias técnicas de transposicion bien conocidas. Cada una de ellas presenta sus ventajas e
inconvenientes y por tanto se adaptan mas o menos a cada problema en particular, ninguna de ellas puede
considerarse mejor que las otras de forma general.
Podemos citar entre los métodos existentes a los siguientes:

e Transposicion por muestreo — bloqueo de orden cero.

e Transposicidn por aproximacion bilineal.

e Transposicidn por aproximacion de Euler.

e Transposicion por conservacion de polos y ceros.

e Transposicion por muestreo — blogueo de orden uno (argumento *foh’ de la funcion c2d de Matlab).

A continuacién estudiaremos de forma somera dos de estas técnicas.

Transposicién por muestreo — bloqueo de orden cero

Este método de transposicion consiste simplemente en reemplazar el controlador continuo por un sistema
digital compuesto de un controlador continuo al cual precede un muestreo y un blogueo de orden cero.

La funcion de transferencia del controlador digital equivalente se obtienen calculando la transformada en Z
del controlador analdgico precedido de un blogueo de orden cero (con Matlab funcion: Cz = c2d(C, Te,’zoh’)).

Algunas propiedades de la Transposicion por muestreo — blogueo de orden cero son:
e Los polos del controlador C(z) se ubican enz = eTePi donde p; son los polos del controlador
analdgico C(s). Se dice que se conservan los polos.

207
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e Sielcontrolador C(s) es estable, entonces el controlador C(z) obtenido también sera estable. Se
debe sin embargo tener presente que no existe ninguna garantia en cuanto al sistema en lazo
cerrado.

e Los ceros del controlador no se conservan. Si C(s) no posee ceros, entonces C(z) puede presentar
ceros o viceversa.

e Laganancia estética del controlador se conserva.

Con este método de transposicion la salida del controlador digital es igual a la salida del controlador
analdgico en los instantes de muestreo, y este valor se mantiene durante todo el periodo de muestreo. La
salida digital presentaré siempre un retraso respecto a la sefial analdgica.

La siguiente figura muestra el efecto del periodo de muestreo para este método

Ston Aesconss
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En la practica con esta técnica de transposicion se obtienen buenos resultados solamente si el perfodo de
muestreo es muy pequefio en relacion al tiempo de respuesta de los sistemas controlados.

Si no se puede realizar un muestreo muy rapido, se recomienda el uso de alguna otra técnica de
transposicion menos sensible al periodo de muestreo.

Transposicién por aproximacion bilineal

La transposicion por muestreo — bloqueo de
orden cero es con frecuencia muy brusca. Se do(t)
requiere por lo tanto de algunos métodos mas
complejos, con  frecuencia  basados  en
aproximaciones de las ecuaciones diferenciales
que rigen los sistemas continuos.

El método de transposicion por aproximacion
bilineal se basa en la aproximacién de la
integracion de funciones con el método de los

\J

trapecios, la cual se muestra de forma grafica en
la figura. También se le conoce con el nombre de
aproximacion homogréafica y “Tustin
approximation” en inglés.
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Sidenotamos a I(t) como la integral de la sefial x(t). Con esta aproximacion tendremos lo siguiente:

IKT,) = 1k = DT,) +2G(kT,) + x((k — D))

Utilizando la transformada en Z, obtenemos:

Sabiendo que para los sistemas continuos la integracion es equivalente a una multiplicacion por 1/s en el
dominio de la frecuencia, se quiere hacer una aproximacion de 1/s con la funcion de transferencia digital:

Te(1+2z71
—e% . Esto es equivalente a hacer el cambio de variable:
2 (1-z71)
2 (z—1)
§> =
Te(z+1)
.7 . . . . 2+Tes
En la funcion de transferencia a transponer o lo que es equivalente imponer la igualdad z = .
2-Tes

Algunas propiedades de |a transformacion bilineal son:

® Se conserva la estabilidad del controlador. En efecto los polos p; de C(s) se transforman en polos
en z = %;T:. Los polos con parte real negativa se llevan por lo tanto al interior del circulo
unitario. La imagen del eje imaginario obtenido por la transformacion bilineal es el circulo unitario.

e Esta transposicion conserva la integracion ya que un polo analégico en's = 0 se convierte en un
polo digital en z = 1.

® Laganancia estatica del controlador y por ende del lazo cerrado se mantiene. En efecto como

tenemos as = 0cuandoz = 1 entonces lim C(z) = lim C(s)
z—1 s—0

Efecto en dominio de la frecuencia. A diferencia de la transposicion por muestreo — bloqueo de orden cero, la
transformacion bilineal no introduce retraso. EI comportamiento de la fase sera mejor en términos globales.
En cuanto a la amplitud, se observa que el filtrado introduce una distorsién muy importante para
frecuencias cercanas a la frecuencia de Nyquist.

Efecto sobre un control integral o derivativo. La amplificacion de las frecuencias cercanas a la frecuencia de
Nyquist conduce a la amplificacion de los ruidos a alta frecuencia, lo que no es para nada deseable, y menos
alin para una accion de control derivativa. For el contrario el efecto sobre el integrador es beneficioso, debido
a que las frecuencias altas se atentan.

Efecto del periodo de muestreo. Para el mismo periodo de muestreo la aproximacion bilineal es mejor que el
bloqueo de orden cero.

Correccion de la distorsion. Para corregir la distorsion que introduce la aproximacion bilineal, se puede afiadir
un término de deformacion previa “prewarping”, el cual permite corregir la distorsion para una frecuencia
especifica wg. Para ello modificamos el cambio de variable como sigue:

woT,
¢ 2z-1
s - p—
tan w%Te T.z+1
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El comportamiento del controlador digital se vuelve en este caso casi idéntico al del controlador analégico,
pero solo a la frecuencia especifica wy.

Conclusidn

La aproximacion bilineal permite la transposicion de forma eficaz de los controladores de tipo paso bajo.
Asociados a un prewarping, se vuelve también eficaz para filtros selectivos. Su buen comportamiento en
angulo de fase la convierte en la primera opcion para controladores de tipo adelanto o atraso.

Por el contrario no esta adaptada para filtros con un banda pasante ancha debido a la amplificacion muy
importante que produce a altas frecuencias. Se debera entonces tener mucho cuidado en la transposicion de
controladores de tipo PD o FPID cuando los polos del controlador trabajan a latas frecuencias.

A pesar de esto, como la mayoria de los controladores suelen ser de tipo paso bajo o pasa banda, con
frecuencia es la opcion por defecto.

En Matlab se obtiene con la funcién: Cz = c2d(C, Te, ’tustin’)
O con un prewarping a la frecuencia wy : Cz = c2d(C, Te, ‘prewarp’, w0)

Implementacion del Control Digital

Periodo de muestreo

En la practica el periodo de muestreo (T,) depende del tipo de proceso (quimico, térmico, mecanico, ete.) y
debe seleccionarse pequetio en relacion con el tiempo de respuesta (T,.) del sistema en lazo cerrado. Un valor
préctico es que se debe realizar al menos 4 a 10 muestras durante el tiempo de respuesta Noep, = T, /T, =
4~10.

Un perfodo de muestreo muy grande (submuestreo) tiene como consecuencia:
e Disminucion del rendimiento, debido a que el control se mantiene blogqueado mucho tiempo, y no
reacciona cuando se presenta una perturbacion.
e Sila salida presenta ruido es conveniente afladir un filtro para mitigar el ruido antes del muestreo
(antialiasing filter). Este filtro va a introducir un retraso en el lazo de control.

Un perfodo de muestreo muy pequetio (sobremuestreo) tiene como consecuencia:
e Elcontrol se acerca mas al de tiempo continuo, pero se requieren mucho mas calculos.
®  Sepueden presentar problemas numéricos de calculo fuera de linea, asf como en la recurrencia de la
programacion de la funcion de transferencia en Z.
e Sepresentan dificultades intrinsecas a los métodos de céaloulo del control, los cuales pueden perder
robustez cuando Te = 0 puesto que es posible que la seffal de control tienda a infinito.

Retraso

El retraso en los sistemas de control digital debe siempre tomarse en cuenta, pues agrega una dificultad al
sistema. Este retraso puede tener varios origenes a saber:
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e Muestreo.

e Filtros y retrasos de comunicacion.

e Tiempo de ejecucion de los codigos.

e Interrupciones.

e Dependencia de datos.

e Preeminencia de procesos de orden superior.

Elretraso introduce un desfasaje en las sefiales, el cual puede producir una inestabilidad en el sistema.
Seglin Bode el mayor retraso admisible puede calcularse como la siguiente expresion:

1L70% 4
2 s]
180w,

Dgq =

Donde:
My : Margen de fase
wy : Frecuencia de cruce con |G(jwy)| = 1
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