MPSI 2 - FABERT Fonctions réelles 1. Définitions autour d’une fonction réelle

Fonctions réelles
Rappels et compléments

Les fonctions réelles sont les fonctions a valeur dans R, définie sur une partie X de R. On a besoin de quelques notions
sur les parties de R avant de commencer.
L’ensemble des fonctions de X dans R est souvent noté F(X,R) ou R¥.

1 DEFINITIONS AUTOUR D’UNE FONCTION REELLE

Définition 1 : Fonction réelle
Une fonction réelle est la donnée d’un ensemble de départ X C R, et d’une maniere d’associer a chaque z € X un
unique élément de R noté f(z). On note génralement

f: X — R
z — f(z)

On note F(X,R) 'ensemble des fonctions réelles définie sur X.
. .

Point Vocabulaire : Pour tout (z,y) € X X R, tel que

y=f(z),

on dit que y est I'image de = par f et que x est un an-
técédent de y par f.

On dit que f est bien définie lorsque pour tout = €
X, f(z) a un sens et appartient bien a F.

L’ensemble de définition d’une fonction f est le plus
grand ensemble de départ possible pour f. On peut le noter
Dy. Tout réel f(x) avec x € Dy est appelé une valeur de

A y,

A ATTENTION  On parle bien d’'un antécédent. Sur la figure ci-dessous, y posséde plusieurs antécédents par f,
raison pour laquelle on parle pas de "I'" antécédent de y.
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Exemple 1
Déterminons 'ensemble de définition de la fonction f définie par I'expression

fx) =T

Comme la fonction x +— y/z n’est définie que pour = > 0 et que la fonction = — — n’est définie que pour z # —2

r+2
seulement f(x), alors
Dy =]—00,-2[U]—-2,00=R_\{-2} .

Définition 2 : Image d’une fonction, restriction A
Soit f : Dy — R une fonction. Pour toute partie X de Dy, on appelle image de X par f, notée f (X), 'ensemble
fX)={f(x) |z X}

L’image de Dy tout entier est simplement appelée 'image de f.
Si g: X — R est une fonction, telle que pour tout z € X, f(z) = g(z), on dit que g est la restriction de [ a X et
on la note f|.
Soit Y C R telle que Dy C Y. Si h: Y — R est une fonction, telle que pour tout z € Dy, f(z) = h(z), on dit que h
est un prolongement de f a Y.

. J

Exemple 2

o L’image de R, par la fonction exponentielle est 'intervalle [1, +oo[ . L’image de R_ est |0, 1].

« L’image de nZ par la fonction sinus est {0}, I'image de [0,7] est [0, 1], I'image de [—Z, %] est [—1,1] et I'image
de [0,27] est aussi [—1, 1].

Point Vocabulaire : Soit f : X — Y une fonction. On
dit que f est a valeurs dans Y si toute valeur de f est
élément de Y, c’est a dire, si Vo € X, f(x) € Y, ou encore
de maniére équivalente si f(X) C Y.

A En aucun cas cela veut dire que f prend toutes les
valeurs de Y.

Définition 3 : Opérations sur les fonctions h
On fixe un ensemble de départ X et deux fonctions f et g définies sur X. Soit A\ un réel. On définit respectivement
f+9g,Af et fg sur X par les expressions suivantes, pour tout x € E :

(f+9)(@) = f(z) +9(x), (Af)(x) =Af(), (f9)(z)= f(x)g(x) .
On dit que I’ensemble des fonctions est une algébre. Si de plus, g ne s’annule pas sur E on définit
1 1
| (x)=——=.
(9) @) g(x)
U J

Point Notation : Soit X C R. On appelle fonction
indicatrice de X et on note 1x la fonction définie, pour
tout = € R par

1sixe X,

ﬂX(m):{ 0siz¢X.
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Produit de fonctions nulles

Est-il vrai qu’un produit de deux fonctions est nul si, et seulement si, I'une des deux fonctions est nulle?
Avant de répondre, il faut savoir ce qu’est "un produit de fonctions nul". C’est quand le produit des fonctions donne la
fonction nulle, c’est a dire
0: R — R
z — 0,

la fonction constante égale a 0. La réponse est alors non !
Prenons les fonctions 1x, et 1g+, qui sont deux fonctions non nulles. Pourtant, pour tout x € R,

(Lr. g )(z) = 1g, (2)1p- (z) =0 .

On dit que la multiplication de fonctions, contrairement a la multiplication des nombres réels, n’est pas intégre : un
produit peut étre nul sans qu’aucun facteur ne le soit! On verra d’autres exemple de multiplications non integres cette
année.

Soient f: X — R et g: Y — R deux fonctions. On suppose f a valeurs dans Y. On appelle composée de g et f
la fonction g o f définie pour tout x € X par

gof(x)=g(f(z)) .

Proposition 1

La composition est associative. Soient f : X — R, g: Y — R et h: Z — R trois fonctions. Si f est a valeurs
dans 'Y et g a valeurs dans Z, alors

ho(gof)=(hog)of.

A ATTENTION  La composition n’est pas commutative, ne confondez pas g o f et f o g. Il arrive d’ailleurs souvent
que l'une de ces fonctions soit définie sans que l'autre le soit. Par exemple, si f est la fonction x — 22 et si g la
fonction x — = + 1, alors g o f est la fonction

r— 2?41

et f o g la fonction
z— (z+ 1) =22+ 2z + 1.

Soit f : X — R une fonction.
e On dit que f est croissante si Vz,y € X, © <y = f(x) < f(y).
o On dit que f est strictement croissante si Va,y € X, z <y = f(z) < f(y).
e On dit que f est décroissante si Vz,y € X, z <y = f(x) = f(y).
e On dit que f est strictement décroissante si Vz,y € X, z <y = f(x) > f(y).

e On dit que f est (resp. strictement) monotone si f est (resp. strictement) croissante ou décroissante.
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.. . . )
Proposition 2 : Conservation des monotonies
Soient f : X — R et g : X — R deux fonctions. On suppose que la composition est possible, dans les cas ou elle
est écrite.
e Si f et g sont croissantes, alors f + g, et \f sont croissantes, pour tout A = 0. Si A < 0, alors A\f est
décroissante.
e Si f et g sont strictement croissantes, alors f + g, et Af sont croissantes, pour tout A > 0. Si A <0, alors \f
est décroissante.
o Si f et g sont (resp. strictement) monotones de méme sens de variation, alors g o f est (resp. strictement)
croissante.
o Si f et g sont (resp. strictement) monotones de sens de variation opposés, alors go f est (resp. strictement)
décroissante.
U J
Preuve. On montre pour la somme de deux fonctions croissantes. Les autres démonstrations sont similaires. Soient

z,y € X avec: x < y. Par hypothese f(z) < f(y) et g(z) < g(y), donc par somme f(z)+ g(z) < f(y) + g(y). O

Dérivation inutiles

On évite les dérivation inutiles et on utilise plutot la Proposition ??7. Pas besoin de dériver

x> x4+ e’ z = (e?)*, z+—In(1 —x), ouzx+— Va2+5.

Soit f : X — R une fonction.

e On dit que f est si: IMeR, VxeX, f(xr)<M. Un telréel M est appelé un majorant de f.
On dit aussi que f est majorée par M ou que M majore f.

e On dit que f est si: dImeR, VexeX, f(z)>=m. Un telréel m est appelé un minorant de f.
On dit aussi que f est minorée par m ou que m minore f.

e On dit que f est si f est a la fois majorée et minorée, c’est a dire, si : IK > 0,Vz € X, |f(2)] < K.

Soient f : X — R une fonction et a € X.

e On dit que f admet un en a si pour tout z € X :  f(z) < f(a). Le réel f(a) est alors appelé le
maximum de f et noté maxx f ou max,ex f(z).

¢ On dit que f admet un en a si pour tout z € X :  f(z) = f(a). Le réel f(a) est alors appelé le
minimum de f et noté minx f ou mingex f(z).

Consistance des définitions

L’étudiant attentif aura remarqué que

majorée majorée
f est | minorée <= La partie {f(z) | z € X} de R est | minorée
bornée bornée
et
maximum . plus grand | .,
f admet un minimum | ¢ La partie {f(x) | z € X} de R admet f(a) comme plus petit élément.

Rien de nouveau a apprendre donc.
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A ATTENTION  Une fonction peut ne pas avoir de minimum et/ou de maximum. Comme par exemple le fonction
T T

A ATTENTION Quand une fonction admet un maximum ou un minimium, il peut étre atteint plusieurs fois, comme

la fonction
T sing .

2 CAS PARTICULIERS DES TRANSFORMATIONS AFFINES DU GRAPHE

Dans cette partie, f : X — R est une fonction réelle. Les graphes ci-dessous sont représentés dans un repeére orthonormal

(0,%.]).

2.1 SYMETRIES

Comment fait-on pour obtenir la fonction qui un graphe symétrique par rapport a ’axe des ordonnées ? des abscisses 7 Par
exemple, quelles sont les expressions des fonctions du graphe vert et rouge ?

hy 2

(Proposition 3 )
o La fonction x — —f(x) est définie sur D et son graphe s’obtient d partir de celui de f par une symétrie par
rapport & (Ozx).
o La fonction x — f(—x) est définie sur —D, i.e. le symétrique de D par rapport ¢ 0 , et son graphe s’obtient
ausst & partir de celui de f par la méme symétrie.
L J

2.2 TRANSLATIONS

Soit A C R et t € R. On appelle 'ensemble translaté de A par ¢ et on note A + ¢ 'ensemble

A+t:={a+t|ac A}.
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Proposition 4
Soit f : X — Y, une fonction. Soit ty € R.

e La fonction © — f(x) + to est définie sur X et son graphe s’obtient a partir de celui de f par une translation

de vecteur tyJ.

o La fonction x — f(xz+to) est définie sur X — to, l’ensemble X translaté du vecteur —to7, et son graphe
s’obtient a partir de celui de f par une translation de vecteur —tyv.

\.

2.3 CONTRACTIONS, DILATATIONS

On rappelle qu’une est la transformation h du plan (0,7, 7) qui laisse

le point O invariant et telle que, pour tout point M distinct de O :
o Les points O, M et f(M) sont alignés;

e On a I’égalité

= = k
En fonction du rapport k, si
o |k| > 1, est un ou une de rapport |k|;
o |k| <1, est une ou une de rapport |£|.



MPSI 2 - FABERT Fonctions réelles 2. Transformations affines

2.4 GRAPHE INCHANGE PAR TRANSFORMATION DU PLAN

On suppose X symétrique par rapport a 0, c’est a dire que Vo € X, —x € X.
Soit f : X — R une fonction.

@ On dit que f est si VzeX, f(—z)= f(x),cest a dire, sile graphe de f est symétrique par rapport
a l’axe des ordonnées.

@ On dit que f est siVe € X, f(—x) = —f(z), c’est & dire, si le graphe de f est symétrique par
rapport a 'origine.

Pas besoin d’étudier une fonction f : X — R paire ou impaire sur X tout entier, une étude sur X N R, suffit.

Soit T' > 0. On suppose que X est T-périodique, c’est a dire que
VeeD, x+TeD e x—-T€D

Soit f : X — R une fonction. On dit que f est ou périodique de période T'si  Vax € X, f(z+T) =
f(z). Le réel T est alors appelé une période de f.

Pas besoin d’étudier une fonction f: X — R qui est T-périodique sur X tout entier, une étude sur une période suffit,
par exemple X N[0, 7.

A ArTENTION  Une fonction périodique ne posséde jamais qu'une seule période. Tout multiple entier d’une période
T est encore une période : 27,37T,4T . ...

Voila pourquoi on ne parle jamais de «la » période, mais toujours d’une période. Certaines fonctions possedent
en revanche une plus petite période, mais pas toutes. On peut montrer que toute fonction continue non constante
périodique possede une plus petite période. Les fonctions sinus et cosinus admettent par exemple 27 pour plus petite
période. Certaines fonctions admettent au contraire tout réel strictement positif pour période et n’en ont donc pas de
plus petite. C’est le cas des fonctions constantes et de la fonction indicatrice de Q.

Proposition 5 : Opérations sur les fonctions périodiques )
Soit T > 0. On suppose que X est T-périodique. Soient f: X — R et g: X — R deux fonctions T-périodiques.
@ Les fonctions f + g et f x g sont aussi T-périodiques, ainsi que 5 st g ne s’annule pas.
@ Pour tout w > 0, la fonction x — f(wx) est g-périodique sur l’ensemble dilaté/contracté %X.
L J

Exemple 3
Par exemple, si  w = 2, le graphe de la fonction = — f(2x) s’obtient & partir de celui de f par une contraction
horizontale de facteur 2. Si f est T-périodique, rien d’étonnant du coup a ce que z — f(2z) soit g—périodique.

Preuve.
(1) Concernant f + g, pour tout z € X :  (f+g)(w+T) = f(z +T) +g(z +T) = f(z) + g(x) = (f + 9)(x).

@ Notons ¢ la fonction x — f(wx) définie en tout point x pour lequel wz € X, c’est a dire, sur %X. Pour tout
zelx: gr+i)=fw@+I))=flwr+T)=flwz)=g(x).
O
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3 NOTION DE LIMITE D’UNE FONCTION

3.1 VOCABULAIRE AUTOUR DES VOISINAGES

Les fonctions que 'on étudie en analyse sont généralement définies sur des intervalles ou des réunions d’intervalles comme

R* ou [0,1[U[5,9], voire ] — Z, Z[-+nZ. Dans la suite on notera R la compactification de R, c’est & dire

R=RU{-00,+x} .
Dans le reste de ce chapitre, un voisinage ¥ de a € R est un intervalle de R telle que
e ¥ contient un intervalle ouvert qui contient a, si a € R.
o ¥ contient un intervalle du type |z, 4+00[ ou | — 0o, z[, si @ = +00 ou a = —o0, respectivement.

On peut se dire que le point a est non seulement dans 7', mais il lui reste un peu de place autour.

Soit a € R. On dit que a est adhérent & X si pour tout voisinage ¥ de a, X N ¥ # @. 1l est équivalent de dire que a
est la limite d’une suite d’éléments de X.

Soient f: X — R une fonction et a € R.

On dit que f est définie au voisinage de a si a est adhérent a X, et que f est définie au voisinage de a a gauche,
respectivement & droite, si a est adhérent & X N | — oo, a[, respectivement X N]a, +o00|.

Dans ce cas, on dit que f vérifie une certaine propriété & au voisinage de a (resp. a gauche, resp. a droite) si f
vérifie la propriété & sur X N ¥ pour un certain voisinage ¥ de a (resp a gauche, resp a droite).

Exemple 4

La fonction cosinus est minorée par i au voisinage de 0 et est décroissante au voisinage de 0 a droite.

La fonction carré est croissante au voisinage de 0 a droite, et est minorée par 0 au voisinage de 0.

3.2 LIMITE D’UNE FONCTION

Bien siir, la notion de limite intuitive que vous avez en téte est a garder. Mais nous avons besoin de définir les limites pour
pouvoir démontrer les propositions et théoremes sur les limites.

Soient f : X — R une fonction, a € R adhérent & X et £ € R. On dit que f admet £ pour limite en a si

Pour tout voisinage ¥ de ¢, il existe un voisinage ¥, de a sur lequel f(x) € ¥;.

Notations de limite : Pour a,! € R, on peut noter le
fait que f a une limite [ en a

lim f(x)=¢ ou limf="/¢

r—a a

ou f(z)—¢ ou f—/¢
r—ra a

Théoréme 1 : Unicité de la limite A
Soient f : X — R une fonction et a € R adhérent ¢ X.
@ Si f posséde une limite en a, cette limite est unique.
@ Si f est définie en a et posséde une limite en a, alors : lim f = f(a).
a
L J

Preuve.
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@

©

Par ’absurde, faisons I’hypothése que f posséde deux limites £ et ¢/ différentes. Il existe alors un voisinage ¥; de £
et un voisinage ¥y de ¢, tels que ¥ N ¥ = 0. Or par hypotheése sur f, il existe deux voisinages ¥, et ¥ de a pour
lesquels Vo € X NY,, f(x) € VetV e XNV, f(z) € Y.

Or XN¥,NY,] #a, et pour tout x € XN¥, NV : f(x) € ¥ N ¥y alors que nous avons choisi ¥ et ¥ disjoints —>
contradiction !

Faisons I’hypothese que f est définie en a, c’est a dire que a € X, et posséde une limite £ en a.

Faisons la preuve par absurde que ¢ € R. Supposons donc ¢ = 400 (la preuve est la méme pour £ # —o0). Il existerait
alors un voisinage ¥, de a sur lequel f(z) €]f(a), +oo[. Pour = a, on aurait en particulier f(a) €]f(a), +oo] =
contradiction. Donc £ € R.

Pour tout € > 0, il existe ainsi par hypothése un voisinage ¥, de a sur lequel f(z) €]¢ — e,¢ + ¢[. En particulier pour
x=a,onaVe>0, |f(a)—/¢ <e. Denouveau par 'absurde, supposons ¢ # f(a). Alors pour € = W (la moitié
de la distance entre £ et f(a)), on aurait |f(a) — £| < W = contradiction.

Donc ¢ = f(a).

Soient a, ¢ € R. Soit f une application réelle définie sur une partie D de R. On suppose que dans chaque cas, a, +o0,
ou —oo soient respectivement adhérents a D.

f7>€ = Ve>0, 3a>0, VeeD, |z—a|l<a=|f(z)—¥¢<e.
f7>—|-oo — VM >0, Ja>0, VzeD, |z—a|<a= f(z)=>M.
f——00 = VM>0, 3a>0, VoeD, |t —al <a= f(z) < -M.
f+—oo>€ = Ve>0, 3A>0, Ve D, x> A= |f(z)—¥l <e.
f+—oo>+oo — VM >0, 3A>0, Ve e D, x> A= f(z)> M .
f+—oo>—oo = VM >0, 3A>0, VeeD, z>2A= f(z)<—-M.
f—t < Ve>0, 34>0, VzeD, z<-A=|f(z)—{<e.
f:g—l—oo — VM >0, 3A>0, Vee D, z<-A= f(x)>M.
f:g—oo = VM >0, 3A>0, Ve D, z<-A= f(a)<—-M .

A ATTENTION  Dans les cas ot a € R et la limite est infinie, il faut que a & D.

Comme tous les nombres sont réels, il n’y a aucune différence a prendre des inégalités strictes
ou larges. Choisissez ce que vous préférez.

Exemple 5
Quelques exemples de démonstrations de limites par la définition :

i T+ 2 n
L] 1m = o0
z—1 /o — 1
) T+ 2
Montrons la définition : VM >0, Ja >0, Vze€ll,+oo, |[z—1|<a= i > M.

Ve —1
T+ 2 3

Soit M > 0. Pour tout x €]1, 400 [, minorons > > )
I, [ Vi—1~ V-1~ Vz-1
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Posons donc o = -1

1
>M <~ ;L'71<—<:>\:L'71\<]\12. el

1
Vr—1 M

D’apres ce qui précede on a Vo €]1,4+00[, |z — 1] <« = ——— > M. Ce qui prouve la définition.

vr—1

Or

: ?
o lim — =
z—+oo 1% 4 1
2
Montrons que Ve >0, JA >0, VzeR, z>A= 27“ - 1‘ <e.
x
Soit & > 0. Pour tout z € R, maj . 1 LI
oit € . Pour tout x , majorons |——— — 1| = < —.
. 22 +1 22 4+1 a2
1 1
Or pour tout >0, — <& <= x> —. Posonsdonc A=—.

22 VE Ve

72
D’apres ce qui précede Ve eR, z>A— |—— —
’ z2+1

1'<s.

Proposition 6 : Limite finie et caractére localement borné

Soient f : X — R et a € R adhérent a X. Si f posséde une limite finie en a, f est bornée au voisinage de a.

Preuve. Par hypotheése, il existe un voisinage ¥, de a sur lequel :  |f(x) — €] < 1. En particulier, on a
[f(@)| = [(fx) =)+ < [f(x) — €|+ 1] < |+ 1,

donc f est bornée sur X N%,. O

3.3 LIMITES A GAUCHE ET A DROITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

Soient f : X —» R une fonction, ¢ € R et a € R un point au voisinage duquel f est définie & gauche et & droite.

e On dit que f admet ¢ pour limite & gauche en a si f|xnj—oo,q[ admet £ pour limite en a. En tant que limite, la
limite de f en a & gauche, si elle existe, est unique.
Ecrit avec les quantificateurs, f admet ¢ pour limite a gauche, si

> CasouleR:
Ve>0, Ja>0, VzeX, a—a<z<a=|f(x)—{<e

> Casou = +o0 :
VA>0, Ja>0, VzeX, a—a<z<a= f(z)>A4

> Casouf=—oc0:
VA<0, Ja>0, VzeX, a—a<z<a—=— f(z)<A

e On définit de méme la notion de limite & droite.

> CasouleR:
Ve>0, Ja>0, VeeX, a<z<ata=—|f(z)—{ <e

> Casoul = +o0:
VA>0, Ja>0, VeeX, a<z<ata= f(z)>A

> Casoul=—c0:
VA<0, Ja>0, VzeX, a<z<ata=— f(z)< A

Notations de limite Pour a,l € R, on peut noter le fait
que f a une limite [ & gauche en a

lim ou lim x ou lim f(z) .
im | i (2) Ji /2

10
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Exemple 6

1
Montrons que lim — = 4o00.
z—=0t X

En effet, soit A > 0. Nous cherchons un réel a > 0 pour lequel on aurait

1

1
Or pout tout x >0, —>A <<= z< 1 Nous pouvons donc choisir = %.

1 , i . O | .
On peut montrer de méme que lim — = —oo. En revanche, d’apres la proposition qui suit, la limite lim — n’existe
r—0— T x—0
pas !

Proposition 7 : Caractérisation de la limite a ’aide des limites & gauche/a droite

Soient f : X — R une fonction, £ € R et a € R un point au voisinage duquel f est définie d gauche et da droite.

@Sif est définie en a,
limf={( < lirglleirJrrlf:E et L= f(a) .

@ Si f n’est pas définie en a,

imf=¢ <« lmf=lmf=¢(.
- y,

Preuve. Montrons seulement @ Le point @ se montre de la méme maniere.

e Si  limf = ¢, nous savons déja que £ = f(a). On obtient le résultat lim,_,,- f(z) = lim,_, .+ f(z) = £ par simple

restriction du domaine & XN| — 0o, a et XNJa, +oo[ dans la définition de la limite.

e Réciproquement, supposons qu’on ait
limleirllfzﬁzf(a) .
a— a

Donc ¢ € R. Soit ¢ > 0. Par définition des limites & gauche et a droite, il existe = > 0 et ™ > 0 tels que pour tout
zeX,
(a—a  <z<a=|f(z)—{ <e) et (a<z<ata=|f(x)—{ <e)

Posons a = min{a~,a*}. On sait que f(a) = ¢, et donc |f(a) — ¢| =0 < &, donc

Vee X, |z—a|l<a=|f(z)—{ <e.

4 COMMENT MANIPULER LES LIMITES 7

4.1 OPERATIONS SUR LES LIMITES

Proposition 8 : Composition de limites

Soient XY deux parties de R. Soient f : X — Y et g : Y — R deuz fonctions, a € R adhérent @ X, b € R
adhérent a 'Y et c € R.
Si lmf=0b etsi ligng =c¢, alors limgof=c.
a a

Preuve. Soit ¥, un voisinage de c.
Comme lilr)n g=cetlimf =0 |, ilexiste deux voisinages ¥}, de b et ¥, de a pour lesquels
a

VeeY N, gla) e¥e, et VereXn¥, [flx)e¥.

Par composition, on a donc que Vx € X N¥,, go f(z)€ ¥. Ainsilimgo f=c. O
a

11
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Exemple 7

) 67200 + 1
lim In———— =0
T—+00 (Cfm + 1)
Par composition des trois limites, on a

2
lim e * =0, lim

LHm Iy e =1let llﬁ{ Inz=0.

4.2 LIMITES ET INEGALITES

Proposition 9 : Limites et inégalités strictes A
Soient f : X — R une fonction, a € R adhérent a X et m, M € R.
@ St lim f < M, alors f(z) < M au voisinage de a.
a
@ Si lm f > m, alors f(x) > m au voisinage de a.
a
L J
Preuve. Prouvons @ Entrainez vous a montrer @ Posons ¢ = lim, f. Si ¢ = +o00, il existe un voisinage 7, de
a sur lequel f(z) €]m,+oo].  Siau contraire ¢ € R, sachant que £ —m > 0 par hypothese, il existe un voisinage ¥, de a sur
lequel f(z) €}l —(—m),l+ (¢ —m)[ C |m,+ool.
Donc tous les deux cas f(x) > m au voisinage de a. [J
Proposition 10
Soient f : X — R et g: X — R deuz fonctions et a € R adhérent & X. On suppose que f et g possédent des
limites finies en a.
St f(z) < g(x) au voisinage de a, alors lim f < lim g
a a
1
A ATTENTION  Clest faux avec des inégalités strictes | En effet, % >0 pour tout x € R}, mais lim — =0!
T—4o0c0
Preuve. Raisonnons par l’absurde en supposant lim(g — f) < 0. La proposition précédente affirme alors que
a

g(x) — f(z) <0 au voisinage de a — Contradiction. [J

4.3 CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LIMITE D’UNE FONCTION

Séquentielle vient de séquence qui signifie suite. Dans la preuve du théoreme, nous utilisons donc le langage et certains
résultats sur les suites, sui ne seront démontrés que lors du chapitre correspondant.

Théoréme 2 A
Soient a et { deuz éléments de R. Soit ¥ un voisinage de a. On suppose que f est définie sur une partie X de R
contenant V. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(D) lim f = ¢.
a
@ Pour toute suite (uy) d’éléments de X qui tend vers a, (f(un)) tend vers €.
L J
Preuve. On fera la démonstration dans le cas ot a et £ sont dans R.
@ Supposons que £ = lim f(z).
Tr—a

Soit (u,) une suite d’éléments de X, tous distincts de a, et telle que

a= lim u,.
n— oo

12
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Ecrivons que /¢ est la limite de f en a.
Ve>0, Ja>0,Vz e X, 0<|z—a|<a=|f(z)—{ <e.
Puisque (u,,) converge vers a, pour ce « il existe N dans N tel que
VneN, n>2N=0<]u, —a| <«

et par conséquent
VneN, n>2N=|f(u,) —{| <e.

@ Réciproquement : Supposons que, pour toute suite (u,) d’éléments de X distincts de a et qui converge vers a, on ait
la convergence de la suite (f(u,)) vers £. Montrons que ¢ est la limite de f en a.

Supposons que £ n’est pas la limite de f en a. Alors
(Fe>0)(Va>0)3FxeX), 0<|lz—al<a et |f(z)—{ >e.

Alors pour tout entier n > 1
1
(Fv,€X), 0<|v,—a|l<— et |f(v,)—¥ >e
n

Par construction la suite (v,) est dans X, de plus elle converge vers a. Mais la suite (f(v,)) ne converge pas vers /.
Ceci contredit ’hypothese.

La démonstration dans les autres cas est identique au cas précédent, en adoptant les notations. Entrainez vous !

Exemple 8
On considere 'application f définie sur R* par :

(Vz €RY),  f(z)=sin (i) .

Montrons que cette application n’admet pas de limite au point 0.

e La suite (u,) définie par

est tel que
(Vn € N), U, 0, lim w, =0 et f(u,)=1.

n— oo

La suite ( f(un)) est donc une suite constante :

lim f(u,) = 1.

n—oo

e La suite (v,,) définie par

2
Vn € N), Uy = ——————
(Vn € N), v T3

est tel que

(Vn € N), vy # 0, m v, =0 et f(v,)=-1.

li
n—oo
La suite (f (Un,)) est donc une suite constante :

lim f(v,)=-1
n— 00
Les deux suites (uy,) et (v,) tendent vers 0, alors que les limites des deux suites (f (u,,,)) et (f (1),,,)) sont distinctes.

Par la caractérisation séquentielle des limites, Papplication f : 2z — sin(—) n’admet pas de limite en 0.

13
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Exemple 9
Montrer que I'application g définie sur R* par :

(Vz €R*),  g(z) = cos (i)

n’admet pas de limite en 0.

Exemple 10
La fonction sinus n’a pas de limite en +oc.

En effet, lim,, , oo nm = lim,, 1 o (2n7r + g) = +00. Mais sin(nr) =0 — 0et
n—-+4oo
sin (2n7r + g) =1 —+> 1. On conclut grace a la caractérisation séquentielle de la limite, que sinus n’a pas de limite
n—-+0o0
en +oao.

5 EXISTENCES DE LIMITE

Parfois, il est trop difficile de calculer la limite d’une fonction. On peut donc utiliser les propositions suivantes pour dire que
cette limite existe (et parfois nous la donne).

Théoréme 3 )
Soient f : X — R, m:X — R et M: X — R trois fonctions, a € R adhérent & X et £ € R.
Théoréme d’encadrement
Si limm=UmM=4¢ etsi m(z)<f(z)<M(x) auwvoisinage de a, alors
a a
lim f existe et lim f =/ .
a a
@ Théoréme de minoration
Si limm =400 etsi f(x) =m(z) au voisinage de a, alors
a
lim f existe et lim f = +o0 .
a a
Théoréeme de majoration
Si lImM =—c0 et si f(x) < M(z) au voisinage de a, alors
a
lim f existe et lim f = —oo .
a a
. y,
Preuve. Montrons @ Soit € > 0. Par hypothese et par définition des limites de m et M, il existe

o un voisinage ¥, de a sur lequel m(z) < f(x) < M(z),
o un voisinage ¥, sur lequel £ +¢ > m(x) > { — ¢,
 un voisinage ¥, sur lequel £ —e < M(z) < £+ «.
Posons ¥ = ¥, N ¥/ N¥! . Cest un voisinage de a. Alors, pour tout z € X N ¥
C—e<m(z)< fla) < M(z)<l+e

Donc |f(z) — ¢ <e. O
Un résultat pratique qui découle du précédent :

Corollaire 3.1

Soient f : X — R et e: X — R deux fonctions et a € R adhérent a X. Si f est bornée au voisinage de a et si
lim,e =0, alors
lim e(z)f(z) =0 .

Tr—a

14
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Théoreme 4 : Théoréme de la limite monotone
Soienta € R et b € RU {+00} avec a <b et f : [a,b[—> R une fonction croissante.

@ La limite lim f existe et est finie. Autrement dit, fla) < lim f(z).

r—at

@ Pour tout ¢ €]a,b[, lim f et lir+nf ezistent et sont finies. Autrement dit
(o (&

lim f(z) < f(¢) < lim f(x) .

T—c z—ct

@ La limite liinf existe et est soit finie, soit égale a +o00.
. J

Le méme théoréme existe pour toutes les fonctions monotones et tous les types d’intervalle.
Donc si f est monotone, elle possede des limites a gauche et a droite en tout point ou cela peut avoir un sens.

Le preuve du théoréme nécessite le théoreme de la borne supérieure, qui sera démontré dans un autre chapitre. Ce
théoreme nous dit que

Toute partie non-vide et majorée de R admet une borne supérieure dans R.

Preuve. @ Posons:  F = f(]a,b[). La fonction f étant croissante et définie au voisinage de a a droite, F' est
une partie non vide de R minorée par f(a), donc posseéde une borne inférieure £ d’aprés la propriété de la borne inférieure.
En outre:  f(a) < £.

Montrons maintenant que 1ir+n f=4¢. Soit € > 0. Le réel £ 4+ £ ne minore pas F car £ en est le plus grand minorant, donc
a

f(x0) < £+ ¢ pour un certain z €] a,b[. Posons «=x9—a >0.
Pour tout z €]a,a+a[l—e << f(z) < f(xo) =yo <l+e, card’une part f est croissante, et d’autre part ¢ = inf F.
Donc Ve >0, Ja >0, Vz€la,a+al, |f(z)—L <e ,ie limg+ f=2~.

@ On va faire la preuve, en utilisant la définition de la limite avec les quantificateurs.

o Limite a gauche en c. Soit
E={f(z)]|a<z<c}
E est une partie non vide et majorée (par f(c)) de R, admet une borne supérieure ¢. Montrons que £ est la limite &

gauche de f en c.

Soit € > 0. Par définition de ¢, il existe d €]a, c[ tel que
L—e < f(d).
Comme application f est croissante sur I, pour tout x €]d, c|,
(—e< fld)< fx) <l<l+e.

D’ou
lim /() = .
z<a

o Limite a droite en c. A vous de jouer !
Soit
E={f(z)]|a<xz<p}

E est une partie non vide et minorée (par f(a)) de R, admet une borne inférieure A. Montrons que A est la limite a
droite de f en a.
Soit € > 0. Par définition de ), il existe b €]a, 3] tel que

fb) <fl+e.
Soit r = b — a. Comme l'application f est croissante sur I, pour tout = €]a,b=a + r|,
A—e< A< f(z) < f(b) < A+e.
D’ou
lim f(z) = A

r—a
x>a
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La preuve de @ est similaire. [J
On obtient les corollaires bien connus suivants
~\

rCorollaire 4.1
Soit f: X — Y une fonction réelle. Soit a € R, adhérent d X.

o Si f est croissante, non majorée dans un voisinage de a, alors

lim f(z)=+o0,
Tr—ra~

e Si f est croissante, majorée dans un voisinage de a, alors
lim f(z) est finie

T—ra—

o Si f est décroissante, non minorée dans un voisinage de a, alors

lim f(z)=-o00,
Tr—a~

o Si f est décroissante, minorée dans un voisinage de a, alors
lim f(z) est finie ,
J

T—a~

&

En ot
On a bien sfir les mémes résultats en a™. Le premier devient :
Si f est croissante, non minorée dans un voisinage de a, alors

lim f(z) = —o0,
z—at

Preuve. On fait la preuve pour le premier cas. Les autres sont similaires. Soit ¢ > 0. Comme f n’est pas majorée
dans V', alors il existe a € V tel que f(a) > . Comme f est croissante sur V', alors

VeV, (z>a)= (f(:r) > f(a) >5).

Ainsi
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