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Dados dos conjuntos Ay B, se llama producto cartesiano de A por B y se designa Ax B al conjunto
de todos los pares ordenados cuya primera componente pertenece a A 'y cuya segunda componente
pertenece a B.

A: conjunto de partida

B: conjunto de llegada

(x;y) : par ordenado, siendo x la primera componente e y la segunda componente.

En simbolos:

AxB={(x;y)/ xe A A yeB}

W Ejemplo Sean los conjuntos A= {1, 2} y B= {3,4,5} . Entonces, el producto cartesiano es:

AxB={(1;3),(1;4).(1;5).(2:3).(24).(2:5)}

: El producto cartesiano no es conmutativo, dado que AxB# Bx A.
(ash)=(c;d) < a=c A b=d
Luego, cambiando el orden en que son tomados dos elementos, se obtiene un par ordenado
distinto, es decir, el par (1;3) es distinto del par (3;1).

Una relacion entre los elementos de un conjunto A 'y otro B es cualquier subconjunto del producto
cartesiano Ax B . Cada subconjunto define una relacion R.

En simbolos:
R esunarelacionde AenB < Rc AxB

Analogamente R es una relacion entre los elementos de un conjunto A si es un subconjunto del
producto cartesiano Ax A.
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v Dominio de una relacién ( Dy ): Es el conjunto formado por las primeras componentes de los pares de

la relacion.

v Recorrido de una Relacion ( Ry ): Es el conjunto formado por las segundas componentes de los pares

de la relacién.

OBSERVACION: D,cA y R,cB

1) Diagrama de Venn

A={x/xeN A 2<x<3}
B={x/xeN A 4<x<6}
R={(x;y)/(x;y) EAXB A x es divisor de y}

Cada flecha representa un par
de la relacion.

2) Grafico cartesiano: Continuemos con el ejemplo anterior

B

b

im
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Sea R una relacion de A en B (R: A — B). Se llama relacion inversa de B en A, y se nota R, a
aquella formada por pares (x; y)tales que (y; x) pertenecen a R.

En simbolos:
R ={(x;y)eBxA / (y;x)eR}

Una funcion f de Aen B esunarelacion que le hace corresponder a cada elemento x e A uno
y s6lo un elemento y e B , Ilamado imagen de x por f, que se escribe y= f(x).

En simbolos:
f:A>B [/ y=1(x)

Es decir que para que una relacién de un conjunto A en otro B sea funcion, debe cumplir dos
condiciones, a saber:

1) Todo elemento del conjunto de partida A debe tener imagen, es decir, el dominio de la funcion
debe ser A .- Df = A
En simbolos:

VxeA: 3FyeB [ y=1(x)

2) Laimagen de cadaelemento x € A debe ser tnica. Es decir, ningn elemento del dominio puede
tener mas de una imagen.
En simbolos:

VxeA (x;y)ef A (X2)ef = y=12

El conjunto formado por todos los elementos de B que son imagen de algin elemento del dominio
se denomina conjunto imagen o recorrido de f.
En simbolos:

Rf ={ye B/3axe A A (X;y)e f}

a) Enuna funcion f:A4— B todo elemento x € A tiene unay s6lo unaimagen y € B.
b) Un elemento y € B puede:

i) No ser imagen de ningun elemento x € 4.
ii) Ser imagen de un elementox e A4.
iii) Ser imagen de varios elementos x € A4 .

¢) Larelacion inversa f~' de una funcion f puede no ser una funcion.
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Se dice que una funcion f:A—B esreal si B © R (puede suponerse B = R) y se dice que es

de variable real si su dominio es un conjunto de nimeros reales (4 € R).
En simbolos:

\f:A->B/y=f(x) con ACR|

+ xes lavariable independiente o argumento
+ yeslavariable dependiente

Formas de expresion de una funcion

1) Mediante el uso de tablas:

X y
1 1
0 0
| Y
1 1
2 4

2) Graficamente: Cabe aclarar que llamamaos grafica de una funcion real de variable real al conjunto
de puntos del plano que referidos a un sistema de ejes cartesianos ortogonales tienen coordenadas

(x; (X)) donde x e A.
El plano cartesiano estd formado por dos rectas numeéricas, una horizontal y otra vertical que se

cortan perpendicularmente en un punto. La recta horizontal se llama eje de las abscisas o eje X, y la
vertical, eje de las ordenadas o eje y, el punto donde se cortan se lo llamamos origen.
El plano cartesiano tiene como finalidad describir la posicion de los puntos, los cuales se representan

por sus coordenadas o pares ordenados. En simbolos P = (x; y)
Dada f una funcion real,a cada par(x;y)=(x; f(x))determinado por la funcion f le

corresponde en el plano cartesiano un Gnico punto P = (x; y)o sea P = (x; f(x))

a) El dominio de la funcion se considera sobre el eje de abscisas.

b) El conjunto imagen o recorrido se considera sobre el eje de ordenadas.

c) Sitrazamos paralelas al eje de ordenadas, éstas no pueden intersecar al grafico de una funcién
en mas de un punto, pues de lo contrario habria mas de una imagen para ciertos elementos del
dominio, lo que contradice la definicion de funcién.
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Y

X

i

24 ) AY o

Es la aréafica de una funcion No es la arafica de una funcion

= =
| | 1 | |

| | | |
1 1

X

i ] e

|

|
I |
| |
| |
| I
J I
J I
I I
J I
I I
t I
| I
| I
| I

| I
| |
| |
| |
| 1
| |
| |
2 | |
| |
| 1
| I
| |
| |
S

)

1

s e M e e | e N e e e e e ]

3) Analiticamente: Cuando la funcion esta dada por Y = f(X) donde f representa a una expresion
analitica.

La formula o ecuacion de una funcion nos dice qué operaciones
. 9 debemos hacer con cada valor de x para obtener su
Por ejemplo: y=Xx"-2 correspondiente valor y = f(x).

gje y : gje de ordenadas

Segundo cuadrante Primer cuadrante

-0

gje x: gje de abscisas  x,
; ; : ; —5

o
T T
-4 -3 2 1 Ao 1 2 3 4

origen de coordenadas
(0;0) -]
Tercer cuadrante 2 Cuarto cuadrante

Cuando se da una funcion real de variable real por medio de una formula
y=f (x) que permite hallar la imagen de cada elemento x pero no esta dado expresamente el

dominio, se entiende que el mismo es el conjunto mas amplio posible A € R de valores de x
para los cuales la expresion analitica f(x) adquiere un valor real determinado.

Por ejemplo, en y=Xx*—2, A = R, pues esa expresion esta definida para cualquier valor de x.
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2

- - =7 7 X -7 7 - - -
En cambio, si la funcion esta dada por Y = PaTE la expresion esta definida para cualquier valor

de x excepto para x =—2. Luego, el dominio de la funcion f(x) es Df = R — {—2}.

IMPORTANTE:

+ El dominio de una funcién no siempre viene dado y en algunos casos hay que determinarlo segtin
la definicion de f.

+ Enlos problemas econémicos no sélo debemos determinar el dominio para que exista f en el contexto
matematico sino para que tenga sentido econémico.

Paridad de una funcién

Sea una funcion f:A - R en la que A € R es simétrico respecto del origen, vale decir si
Xe A= —xe A

Se dice que:

a) fesunafuncionpar ® Vx € A: f(—x) = f(x)

Es decir, elementos opuestos del dominio tienen la misma imagen.
En cuanto a la gréafica de una funcion par es una curva simétrica respecto del eje de ordenadas.

y

' Observa se verifica que
- y Vxe A: f(—x)= f(x)

b) | fesunafuncién impar © Vx € 4 : f(~x) = —f(x)

Es decir que a elementos opuestos del dominio les corresponden imagenes opuestas en el recorrido.
En cuanto a las graficas de estas funciones son curvas con simetria respecto del origen de
coordenadas.
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= Fl—x)

e Observa se verifica que
Vxe A: f(—=x)=—-T1(x)

St e £ At o iR A S |

Intersecciones con los ejes coordenados

Son los puntos en que la grafica de una funcion interseca a los ejes de abscisas y de ordenadas.

a) Con el eje de ordenadas (y): Se obtiene haciendo x = 0. Es decir, corresponde al par (0; f(0))
. (Observemos que, si existe, es Unico, tal como lo exige la definicién de funcion).

b) Con el eje de las abscisas (x): Se obtienen para aquellos valores x del dominio donde se anula
el valor de la funcién. Dichos valores de x se denominan ceros de la funcion y son las soluciones

o raices de la ecuacion T(x)=0.

Interseccion con el eje y
Hallamos la imagen de cero
f(0)=2.0 + 4 entonces f(0) = 4

I a exnresamns coma 1IN nar ardenadn (O ; 4 )

Interseccion con el eje x
> Hallamos la abscisa x cuya imagen es cero.
f(x)=2.x + 4=0 entonces x = -2

La expresamos como un par ordenado ( -2;0 )

v" Ceros de una funcion

Sea una funcion f : A> B/ y= f(x) sediceque x, es un cero o raizde f < x, e A=Domf A f(X,)=0

Los ceros de una funcion son los puntos en los que la grafica corta al eje x, como dijimos en el punto
anterior
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! i : e - 5 5 ” N R—
e 2 TN C,={-2.2} o - § 1 C,={-2,0,1}
L e e e

YR N P A i

Conjuntos de ceros:

Se denomina conjunto de ceros al conjunto formado por los elementos del dominio cuya

imagen es nula. Lo simbolizamos C,

CAPITULO 1
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Est4 dada por la formula y = mx + b donde m y b son nameros reales llamados pendiente y
ordenada al origen respectivamente.

Su gréfica es una recta.

Las intersecciones con los ejes coordenados son:
i) Conelejey: P=(0;h)
ii) Con el eje x: Q=(a;0) donde aes el cero de la funcion y raiz de la ecuacion m x + b =0  Por

lo tanto, a = _3

m

Observemos que, dada la ecuacion y = m x + b:

a) Si m=0, entonces y = b. Es decir, se obtiene la funcidn constante, cuya grafica es una recta
paralela al eje x que pasa por el punto (0; b).

b) Si b=0, entonces y =m x. Esta ecuacion tiene por grafica una recta que pasa por el origen

de coordenadas (0;0)

Y= nr+b

FH] o B W e AR La recta forma con el eje X un éngulo (748

Veamos la relacion que existeentre my «.

A
En el triangulo rectangulo POQ es:
OP b-0 b b

t = e — e el —
Y950 0-a -a _( b) "

m

Luego, M=1ga (la pendiente da la tangente del angulo @, que forma la recta con el eje X
medido en sentido contrario a las agujas del reloj).

Teniendo en cuenta la conclusion anterior las coordenadas de cualquier par de puntos de la recta
P.=(X; Y)Y P,=(X,;Y,) deberan cumplir:
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Ay =y, — ¥, COMoel
incremento o variacion de y

tgazmzuz

X, = X,

Elg)

Ax = x5 — x; COMO el

incremento o variacion de
X.

Veamos como representar graficamente una funcion lineal dada su ecuacién.

EB., Ejemplo | Representemos Y =2xX—1

a) Consideramos un punto y la pendiente:

{P =(0;-1) (intersecci(’)n con el eje y)
m=2

ﬂ=2 SoSIAX=1 es Ay=2
AX

¥ / _
i fx‘i b) Consideramos dos puntos cualesquiera de la recta, por
s | | / | ejemplo, los puntos de interseccion con los ejes x e .
4 / T
/ yz?i—l P= 0-_1 — __b.o — 1-0
n /ff ( L] ) y Q m 1 2 7
|:-J"f 2
05 i} 5 1 15 2
=05
.
_1}{
/
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@ Ejemplo | Representemos ahora y = % x

Su pendiente es m =% Y, porser b=0, pasa por el origen (0;0)

¥
Marcamos P = (0;0)
2
y consideramos Ax =2 y Ay = 1 paraque
15 //’
Ay 1
53 m=—=-—
1 ¥ =% i ,/"1,/ Ax 2
o /,// I S
I
| i 2
-1 -ﬂ.&//tf 05 1 15 l2 25 ]
,"/" Ar=2
=t 05

m 12)'6'"'}710;3 Observemos los desplazamientos que tendria la recta y=%x con las

modificaciones en la ecuacion.

i) Sumando o restando un nimero real a la funcion.

1
=—X+1
y 2

Hemos considerado |k =1/.

15 Todos los puntos de la recta de ecuacion

1
y= Ex se desplazaron 1 unidad en el

sentido positivo del eje y.

Observemos que, si hubiésemos restado 1, el corrimiento hubiera sido en el sentido negativo del
ejey.
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i) Sumando o restando un nimero real k > 0| al argumento Xx.

¥

1
ya5EHl)

] Todos los puntos de la recta de ecuacion

1
¥y =—x se desplazaron 1 unidad en el
2

sentido negativo del eje x.

Observemos que, si hubiésemos restado 1, el corrimiento hubiera sido en el sentido positivo del

eje Xx.

Dada una funcion y = f(x) y k > 0:

a) La gréaficade y = f(x) + kse obtiene desplazando la curva de y = f(x) en la direccion del

ejey

i) k unidades en el sentido positivosiy = f(x) + k
ii) k unidades en el sentido negativosi y = f(x) — k
b) La gréfica de y = f(x + k) se obtiene desplazando la curva de y = f(x) en la direccion del

eje Xx.

i) k unidades en el sentido positivo siy = f(x — k)
ii) k unidades en el sentido negativo si y = f(x + k)

Queremos hallar la ecuacion de la recta conocida su pendiente y que pasa por un punto dado

P= (Xo; yo)-

Veamos un ejemplo.

05 Iy Sea P =(X,;Y,)=(-2;1) ysea m=1 lapendiente.

Podemos plantear: Y =mX+Db por tratarse de una funcién lineal con m=1yb

a determinar.

Si el punto dado pertenece a la gréafica de la funcidn sus coordenadas deben satisfacer la ecuacion,

luego:

CAPITULO 1
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Yo=MX,+b Reemplazamos los datos en
1=m(=2)+b reemplazamos m =1 la ecuacion de la recta
1=-2+Db

b=3

La funcion buscada es entonces |y = X+ 3

Alternativamente puede aplicarse la siguiente expresion que se obtiene a partir de la ecuacién
_ Ay _Y=Y.
AX X=X,

Y= Yo =M (X=X,)

m

Utilicemos esta expresion para resolver el ejemplo anterior. Reemplazando P=(-2;1) y m=1
resulta:

y-1=1(x-(=2))

y—-1=x+2

y=X+3

Obteniéndose el mismo resultado que por el procedimiento anterior.

Supongamos ahora que queremos hallar la ecuacion de una recta que pasa por dos puntos de
coordenadas P, =(X,;V¥,) ¥ P,=(X;V,)-

Sean Py=(X,;Y,)=(-11) y P,=(X;;y,)=(=2;4). Como los puntos dados
pertenecen a la recta, sus coordenadas deben satisfacer la ecuacién de esta que es
de la forma y=mx+b

Reemplazando las coordenadas de los puntos en la ecuacion general obtenemos un sistema de
ecuaciones cuyas incognitas son m y b.

o) Ejemplo

Yo=MmM X, +b
{yl =mXx, +b
En nuestro ejemplo:
1=m(-1)+b
4=m(-2)+b
Resolviendo el sistema planteado por igualacién o por cualquier otro método:
b=m+1
b=2m+4
Reemplazando, obtenemos que b=—-3+1=-2.

} Sistema de ecuacionesen m y b

}:> m+1=2m+4 = m=-=-3
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Por lo tanto, la ecuacion de larectaes: |y =—-3X—2

Alternativamente puede utilizarse la siguiente expresion, que se obtiene reemplazando m = N7

1~ %o

en la ecuacion y—y,=m(X—X,):

y_yozu(x_xo)
X, = X,

1) Paralelas
S:y=m, X+b,
r'lseea, =«

a=a,=>tga, =tga, = M =M

Por lo tanto, para que dos rectas sean
paralelas las pendientes deben ser
iguales.

Veamos un ejemplo.

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P;=(1;1) y es paralela a la
recta de ecuacion X+Yy=5

07 Ejemplo

Podemos plantear:
r : pasapor P,=(1;1) y tiene pendiente m,
s X+y=5
r//s
Para determinar la pendiente de la recta s (m,), le damos forma explicita a su ecuacion:

Yy ==X +5 de donde m,=-1.

Comor//s = m,=m,
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Ahora conocemos de la recta r un punto P, =(1;1) y su pendiente m_=-1, aplicando
Yy=Yo=m, (x- Xo)
y—-1=-1(x-1)

y=—X+2

2) Perpendiculares

¥y

A
rls= PQR rectangulo

A A
a, =a,+90°

A

tg aAS =1g (o?r+90")=—cotg o?r =—
g a,

Por lo tanto, la condicion de perpendicularidad entre dos rectas es que la pendiente de una
de ellas sea la reciproca cambiada de signo de la pendiente de la otra.

Apliquemos esta condicion a la resolucion de un ejercicio.

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto Q =(2;2) y es perpendicular a
la recta que pasa por los puntos P, =(0;3) y P, =(1;1). Graficar ambas rectas.

‘ Ejemplo

Llamemos s a la recta que pasa por Q=(2;2) y r ala determinada por P,=(0;3) y P, =(L1).

Vamos a hallar primero la ecuacion de la recta r , aplicando:

Y=Y = Yo (X_Xo)
X=X
1-3

y_3:ﬁ(x—0) = y=-2x+3 => m =-2

Por la condicion de perpendicularidad resulta:
1 1 1
m-=———=——=—
) m -2 2

r
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Ahora hallamos la ecuacion de la recta s de la cual conocemos un punto Q = (2; 2) y la pendiente

1 .
mg = - para lo cual aplicamos:

s 2
1

y—2=5(x—2) 7

y=%x—l+2

1
=—x+1
y 2

Recta perpendicular a la
recta dada 5

Lo explicaremos con un ejemplo.

3x —2y=-12

LD Ejemplo ) Resolver analitica y graficamente el sistema {Sx +4y =2
Para resolver analiticamente utilizamos el método de igualacion.

Despejamos y de ambas ecuaciones e igualamos las expresiones resultantes.

3x + 12
y=—"" 3x +12 —5x+2 5 (3% 412 = 5y 4.2
Sx 42 = > = 2 = (3x+12) = -5x +
Y=

6x+24=-5x+2 = 1lx=-22 = x=-2

Reemplazando:
_3(=2)+12 3

2

El conjunto soluciénes S = {(—2;3)}.

=

Para resolver graficamente el sistema debemos graficar la funcion lineal que cada ecuacién define y

determinar el punto de interseccién entre las rectas.
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El punto de interseccion es p = (-2;3)

OBSERVACION: Al graficar ambas funciones lineales pueden presentarse los siguientes casos:

-2 -1 0

b4

CAPITULO 1

Hay un Unico punto de interseccion. Se trata de
un sistema compatible determinado (admite
solucidn Unica).

Se obtienen dos rectas superpuestas y en consecuencia
hay infinitos puntos de interseccion. Se trata de un
sistema compatible indeterminado (existen infinitas
soluciones).
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¥ _
| e
4 o
///
—/
3
/ Se obtienen dos rectas paralelasy, por lo tanto, la interseccion
. 2 es vacia. Se trata de un sistema incompatible (no tiene
solucion).
;
X
-2 -1 0 1 2

Esta funcion responde a la formula:
y=ax’+bx+c con az0

Su grafica es una curva llamada parébola cuyas caracteristicas son:

a) Si ja> 0| es convexa 0 concava positiva y admite un minimo
Si |a < 0|es cdncava y admite un méaximo

b) Vértice: punto de la curva donde la funcion alcanza el minimo o el maximo.
Sus coordenadas se obtienen de la siguiente forma:

_b

X 2a
= f(x,)=ax;+bx +c—ab2_b_2+c_b2—2b2+4aC_—b2+4ac_
W= IR =a A A T T2a 4a =T 12
_—(b"—d4ac) _-A

donde A=b’-4ac (discriminante)
da da

Luego, V =(X,; Yy )

c) Eje de simetria: X=X,

d) Interseccion conelejey :  (0; f(0))=(0;c)

e) Intersecciones con el eje x : Se obtiene resolviendo la ecuacion de 2% grado
ax’+bx+c=0.
Las raices pueden calcularse con la siguiente formula:

_ —bt+/b*-4ac

127 2a

y segun sea el valor de A= b% —4ac pueden presentarse los siguientes casos:
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i) : Las raices son reales y distintas, en cuyo caso la funcién tiene dos ceros reales
distintos y la parabola corta al eje x en dos puntos de abscisas

—b-+/A —b++/A
X, =——— Yy X,=————

! 2a 2 2a

10y

a >0

Eje de Simetria

Eje de Simetria

X, + X,
2

Observese que | x, =

i) |A=0:Laecuacion de 2% grado tiene en este caso una raiz doble y la funcion cuadratica un

. . . . . -b
solo cero. La parébola tiene un solo punto de interseccion con el eje xen | X = s
a
y !
| a<0
En este caso el eje x es tangente a la
parabola.
Vértice)

a>0

Eje de Simetria

Eje de Simetria
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iii) |A<0|: Las raices de la ecuacion de segundo grado f(X)=0 son complejas en cuyo caso la
funcidn no tiene ceros reales y la parabola no tiene intersecciones con el eje X.

Yv

Eje de Simetria

I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
a

a =0

a <0

XV

(Vér#ice:
I
T
i
1

Yy

Eje de Simetria

(Vertice)

Factorizacion de la funcion cuadratica: Las posibilidades que se presentan son las siguientes:

i) y=a(x—=x,)(x=Xx,) ,siendo X, y X, los ceros de la funcion.

ii) y=a(x—x,)* sitiene un cero Unico.

iii) Sila ecuacion a x*+b x+c =0 tiene raices complejas la funcion no se puede factorizar y se
dice que es irreducible.

Mediante una tabla de valores obtenemos algunos puntos de la parabola

La funcién y = x2

es par ya que

x2 = (—x)2 , s decir,

f(x)= f(=x)

CAPITULO 1

|
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i

———————-

Eje de Simetria

Ejemplo | Representemos graficamente la funcion cuadratica y = x°.

Observemos que V = (0,0) y
el eje de simetriaes X =0.
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LS Ejemplo

Estudiemos los desplazamientos de la parabola en los siguientes casos:
1. y = x*+2(sumamos 2 a la funcién y = x?)

2. ¥y =(x+2)*(sumamos 2 al argumento x de la funcion y = x*)
3.y=(x+2)°+2

4.y=-x

Observemos las graficas. La parabola correspondiente a la funcion y = x* se desplaza en cada

caso:
1. 2 unidades en el sentido positivo del eje y.

2. 2 unidades en el sentido negativo del eje x.

3. 2 unidades en el sentido positivo del eje y y 2 unidades en el sentido negativo del eje x.

4. En este caso se obtiene una parabola simétrica respecto del eje x de la correspondiente a
y=x%.

Observando los desplazamientos del vértice podemos escribir la ecuacion de una parabola cuyo
vértice sea V =(X,, Y, ) como:

y=a(X_XV)Z+YV

Dicha ecuacion en la que aparecen las coordenadas del vértice se denomina ecuacion canonica.
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Dada la ecuacién canonica de una parabola es inmediato decir cuales son las coordenadas del
vertice.
D Eemplo ) S y=2(X+ 3)’-1 = V =(-3;-1). Luego, como a=2> 0, la pardbola es
convexa y tiene un minimo.
Si se pregunta el dominio y el recorrido o imagen podemos deducir que Df = Ry If =[-1, + o)

yaque Yy = Yoinimo = -1

]
L

o

Observemos que
V =(-3,-1) yelejede
simetriaes X =-3.

Cuando la funcion esta escrita en forma polindmica y=a x*+b X+c¢ y se pide su forma

canonica puede procederse de dos maneras distintas: hallando previamente las coordenadas del
vértice, o bien, completando cuadrados.

= Ejemplo | Escribamos la ecuacion y =2 x*—4 x+1 en forma canonica.

i) Hallando previamente las coordenadas del vértice
-b

=—=1
= = |y=2(x-1>-1

v =f(x,)=Ff1)=-1

y=2x"-4x+1 =

i) Completando cuadrados
y=2x"—-4x+1

1
y=2 (xz -2 X+ E) Sacamos factor comun a. En este caso, a = 2.

1 , .
y=2 [xz -2XxX+1-1+ E) Sumamos y restamos un ndmero para que los tres primeros

términos del paréntesis sean los de un trinomio cuadrado
perfecto. En este caso, el nimero sumado y restado es 1 (el
cuadrado de la mitad del coeficiente de x).

1
y=2 {(x — 1)2 _E} Escribimos el trinomio cuadrado como cuadrado de un

binomio.
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=2(x-17°-1 y Distribuimos a.
y

i’ 1

(=]
L
L%

2

Observemos que V = (1;—1) ¥y
el eje de simetriaes x=1.

Recurrimos al siguiente ejemplo para explicarlo:

ies Ejemplo

y=Xx*—4x+3

Resolver analitica y graficamente el siguiente sistema: { 2
y=—X+

Analiticamente: Igualamos las funciones
X?—4x+3=-Xx+3 => x’-3x=0 = x(x-3)=0 = x,=0 v x,=3

Luego el conjunto solucion es S= {(0;3) ,(3;0)}

Graficamente: Debemos representar graficamente ambas funciones para determinar los puntos de
interseccion.

En este caso se trata de determinar los puntos de interseccion de una recta con una parébola.

Para representar la parabola determinamos: raices, vértice, interseccion con eje y, simétrico de este
respecto del eje de simetria.

_ —bt+b’-dac 4+16-12 4+2

2a 2 2
CAPITULO 1 37

X1,2



NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

P=(0;3) n Q=(30).

Los puntos de interseccidn son

FUNCIONES

POLINOMICAS

Son de la forma:
y

Se dice que la fu

n n-1 3 2
=a, x"+a,_, X" +...+a, x*+a, x*+a, x+a, con a #0.

ncién esde gradony n € .

La funcion lineal y la cuadratica son casos particulares de ella. En efecto:
y=a, xX*+a, Xx+a, n=2

y=a, X+a, n=1

CAPITULO 1
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B Ejemplo )

Representemos gréaficamente y = x°.
Construyamos una tabla de valores para obtener algunos puntos.

b ————_——_———_———_——— ==

Observando  la  gréfica

Df =RyIf =R.

podemos ver que se trata de
una funcién impar, es decir:
f(x)=—Ff(=x).

CAPITULO 1

X | y=x°
-2 —8
-1 -1

0 0

1 1

2 8
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‘e

2 -1 70 A 2 3 4 5 6

2 Observa los desplazamientos:

v’ 2 unidades en el sentido positivo del eje x
v 1 unidad en el sentido positivo del gje y.

Factorizacion de la funcion polinémica: Podemos extender lo que ya habiamos visto para
funcion cuadréatica. Dada la funcion:
y=a, x"+ap_1 x" 1+ +a, x> +a;, x+a, Vn:a, €ER

Podemos escribirla como:

i) Sitiene n raices reales simples y=a ,(x—x,) (x—x,)...(x—x,)

.. .. . s i k kj

ii) Si tiene j raices reales maltiples y=a, (x—x,)" (x—x,)" ...(x—x;)’
Aclaremos que unaraiz o cero x, de un polinomio tiene orden de multiplicidad &, si el

: : PR k; K+l
polinomio es divisible por (x—x;)” peronolo espor (x—x;)” .

En la factorizacién de una funcién polindmica pueden aparecer expresiones
cuadraticas irreducibles, en cuyo caso la funcion tiene ceros complejos conjugados.

L& Ejemplo | Veamos algunos ejemplos de funciones polindmicas ya factorizados.

a) y=x’(x—1)Es una funcién polinémica de grado 3. Sus ceros son: X, =0 (raiz doble) y
X, =1 (raiz simple).

b) y=2x(x-1)° (x+2)*Es una funcion polindémica de grado 6. Sus ceros son: X, =0 (raiz
simple), X, =1 (raizdoble)y x,=-2 (raiztriple).

¢) y=x(x+1)(x*+1)Es unafuncion polinémica de grado 4. Tiene sélo dos ceros reales
X, =0y X,=-1; los otros dos ceros son complejos.
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FUNCION MODULO o VALOR ABSOLUTO

Esté definida por: f(x)=|x|= { X

- X
Su dominio es Df = Ry su imagen
If =[0;+).

Su gréfica es:

x>0
Xx<0

[B Ejemplo / Desplazando convenientemente la gréafica de y= X se pueden trazar las graficas

de funciones tales como:

1) y=|x-2|
2) y=|x|-2
1
3) y=|-
) y=|>x
1
4) y=—|=
) y=-|ax

En cada caso se observa:

1. Un desplazamiento 2 unidades en el sentido positivo del eje x.

3. Un cambio de pendiente

2. Un desplazamiento 2 unidades en el sentido negativo del eje y.

/

CAPITULO 1

4. Imagenes opuestas respecto de Y = E X|.
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PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO

1) Vx,x#0:|x|>0

2) Vk>0,vx:|x|<ke-k<x<k L = '
3) Vk>0,Vx:|x|>ke x<-k v x>k | |

o .
4) [vx vy :|x y|=|x]]y| - . SER (B p

5) VX, Vy | x+y|<[x|+]y]

m Ejemplo ) Veamos algunos ejemplos:

a)A={xeR/ |x| =3}
|X|=3 = x=3 v x=-3

b)B={xeR/|x—2| <1}
x—2|<1=>-1<x-2<1=>-1+2<x<1+2=>1<x<3

c)C={xeR/|x—2|>1}
Xx=2|>1=>x-2>1v x—-2<-1=>Xx>1+2v Xx<-1+2= x>3v x<1

a)
O O O
-3 0 3
b] B s ¥ L o
1 3
c] rai . o L LN
AR 6 Vl :5’ F7v
FUNCION HOMOGRAFICA
c=0
Responde a la forma y=2*2  donde {°7
cx+d ad—bc=#0

En efecto si:

CAPITULO 1
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e c=0 = :""X“Lbzix+E la funcion es lineal.
d d d
a ¢
® ad-bc=0 = ad=bc = b=d Luego,
a
b(x+1)
_ax+b b =B la funcion es constante.

y_ =
cx +d d[;x+l) d

La funcion esta definida para todo nimero x real excepto para aquel que anula el denominador

d d
Df={xER/cx+d¢O}={xE]R§/x¢— E}=R_{_ E}
Su gréfica es una curva llamada hipérbola.
Y Ziomol Representemos graficamente la siguiente funcion:
jemplo 1 X y = 1/x
y=— dondea=0,b =1,c=1y d=0 1
X -2 -1/,

Hagamos una tabla de valores para obtener algunos puntos: 1 1
1 1
2 1/,

1) Conforme los valores de x estdn mas proximos a 0 el valor absoluto de la funcion es cada vez
mayor (se dice que f(X) tiende a infinito cuando x se acerca a 0).
La funcion no esté definidaen x, =0, su dominio es R — {0}. Se dice que el eje y de ecuacion
x =0 es asintota vertical de la curva.

2) A medida que x crece en valor absoluto los valores que toma la funcion se acercan cada vez mas
a 0. Decimos que el eje x de ecuacion y = 0 es asintota horizontal al grafico de f(X)

Las asintotas (los ejes coordenados en este caso) son perpendiculares (hipérbola equilatera) y se
cortan en un punto que es centro de simetria de la curva.

3) La hipérbola tiene dos ramas simétricas respecto del punto de interseccion de las asintotas que
estan situadas en el 1° y 3° cuadrante respecto de ellas.

- 1 Lo
Para la funcion y = — = las ramas estarian situadas en el 2°y 4° cuadrante.
X

. - 1 . . .
Conocida la gréficade y=—| puede obtenerse mediante los correspondientes desplazamientos, la
X

gréafica de una funcién que responda a:

y= +p con a>0y >0

X—a
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A esta funcion le corresponde una hipérbola equilatera obtenida corriendo la hipérbola de

ecuacion y = K , @ unidades en el sentido positivo del eje x y # unidades en el sentido positivo
X

del ejey. 5 !
I
I
1
Fiy
| o i s i
| y_r—alj
|
]
|
f I
) | AHy=48
cH B
I
|
2ol
I
HLy
)
-4
|
| ja b
R4
|
|
I
Discutir el caso de @ y/o B menores que cero.
. ., , ax+b K
Si la funcién esta dada en la forma |y = puede llevarse a la forma |y = +
CX+ X_a

dividiendo los polinomios (ax + b)y (cx + d).

Sea la funcion y = X—+; . Dividiendo ambos polinomios obtenemos:
X f—

X+1 | x—2
—x+2 1
3
. X+1 3 51
Por lo tanto, queda: y = =1+ donde

X—2 X—2
K=3>0,a=2Yy f=1.

Las ecuaciones de las asintotas son:
AV.: [x=2

AH.: ly=1

AV.2=12

Ay=1

El dominio de la funcion es Df = R — {2}y el
recorrido o imagenes |If =R —{1}.

e e e e e e e
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El signo de K determina en cuéles cuadrantes respecto de las asintotas estan
incluidas las ramas de la hipérbola:

1) K>0 = -BHx—-—a)=K>0 = 1°y 3°cuadrantes respectode A.V.y AH

2) K<0 = W-pBkx—a)=K<0 = 2°y 4°cuadrantes respecto de A.V.y
AH.

Alternativamente se pueden aplicar las siguientes formulas:

d a
AV.: x=—— A AH. :y=-
c c

Cc

Df=R—{—g} A If=R—{E}

Vamos a ilustrarlo con el siguiente ejemplo.

_ X+6
2 Ejemplo . Resolver el siguiente sistema: y= X —2
y=X+1

Analiticamente: Igualamos ambas funciones
X+6

=X+1=>X+6=(X+1)(X—=2)=> X+6=X*=-2X+X—-2= X*—-2x—-8=0

Resolvemos ahora la ecuacion de segundo grado:
« = 2+4+32 _ 216
1,2 2 2
Buscamos los valores de las ordenadas: y, ==1AY, =5
Por lo tanto, el conjunto solucion es S ={(-2;-1),(4; 5)}

> X ==2AX,=4

Gréaficamente: Hay que graficar la funcion lineal y la homogréfica.

Para trazar la hipérbola determinamos previamente: AV.:x=2/ A AH.:y=1

Los puntos de interseccion son |P =(-2;-1) A Q =(4;5)
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/ AHy=1
xI

FUNCION EXPONENCIAL

Esdelaforma y=a* con a>0 A a=#l.

Su gréfica tiene las siguientes caracteristicas:

1) a>1

i) Creciente
il) Asintética al semieje negativo de abscisas
gl y=a" cona>1 iii) No tiene ceros

B V) fO=1 A f()=a

CAPITULO 1
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2) 0<ax<l1

i) Decreciente
i) Asintética al semieje positivo de abscisas
iii) No tiene ceros

iv) f(O=1 A f(D)=a

y=a" conl<a=<l

i )
I

Enambos casos: Df =R A If = (0, +x)

A partir de las curvas anteriores y desplazamientos correspondientes pueden obtenerse las curvas
de funciones de laforma: 'y=a**+ g

Recordemos primeramente la definicién de logaritmo
log, b=¢c < a“=b

El logaritmo en base a (¢ >0,a #1) de un nimero b (5 > 0) es el nimero ¢ al que hay que
elevar la base a para obtener el nimero b.

Sia=10 =y =1log x (logaritmo decimal)
Sia=e=y=Inx (logaritmo natural)

"5V Ejemplo ), Veamos algunos ejemplos:

i)log,81 = 4 yaque 3'= 81
ii)log,,0, 001 = —3 vyaque 10°=0,001

1

5) 25

1 1Y

iii)log.—= -2 yaque 57| =
) logs o5 yaq ( ]

iv)log.1 = 0 yaque5°=1

v) log,,0  no esta definido

vi)log,a= 1 yaque a'=a
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La funcidn logaritmica responde a:

y=Ilog, x con a>0 A a=zl

Su dominio e imagen son: Df = (0, %) A If =R

Su gréfica tiene las siguientes caracteristicas:

1) a>1
¥
/‘,_.-—"'"
i)  Funcién creciente
i S ii) Asintética al semieje negativo de ordenadas
y=log, xeona> | |||) f(l) =0 A f(a) =1
1 n

2) 0<a<l1

L & y=logozeonl<a<l

i) Funcién decreciente
ii) Asintotica al semieje positivo de ordenadas

i) f()=0 A f(a)=1

Efectuando desplazamientos de la curva de

y =log, x| pueden obtenerse las graficas de

funciones de la forma |y =log,(x—a)+ B

CAPITULO 1
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Propiedades de los logaritmos

1) [log,(b-c)=1log,b+log, c

2) |log, [g) =log, b-log, c

3) log, b" =nlog, b

4) " =b

" Ejemplo | Hallar los valores de x que satisfacen las siguientes ecuaciones:

a) log,(x-3) - log,(x— 3) = log,5
Utilizando las propiedades antes enunciadas
2 log, (x- 3)-log, (x- 3)=log,5
log,(x— 3) = log,5
X—3 =5=x=8

b) log, (X’ -3x-1)=1
Utilizando la definicion de logaritmo:

x2-3x—-1=3'2x*-3x—1=3=2x*-3x—4=0=>

3+49+16 345

= X,,= =
1,2 2 2 1

Consideremos una circunferencia con centro en el origen de coordenadas de radio r.
Sea S la longitud del arco de circunferencia que abarca un angulo de amplitud « .

y

— long OP =r
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Luego, llamamos x a:

S
X=—
-

Este es un nimero real que indica cuantas veces esta contenido el radio r en el arco S abarcado
por el &ngulo « . En otras palabras, x es la medida del arco tomando como unidad al radio.

El sistema circular para la medicion de angulos toma como unidad a un angulo que abarca un arco
de igual longitud que el radio, es decir, S =r . A este &ngulo se lo denomina radién.

Asi, un &ngulo de x radianes abarca un arco de longitud |S = x-r|.

Para establecer la equivalencia entre la medida de la amplitud de un angulo en grados sexagesimales

y radianes tengamos en cuenta que un angulo de 360° abarca un arco cuya longitud es la de la
circunferencia.

Luego:
long.circunf. 27zr .
a= = = 2 x radianes
r r
Grat;ios Radianes Grat_jos Radianes
sexagesimales sexagesimales

(e} o T

360 2r 60 3

e} o] T

180 4 45 -

4

o z o Z

90 o 30 6

Las funciones trigonométricas o circulares son aquellas que le asignan a cada namero real x las
razones trigonometricas del angulo de x radianes, las cuales son, observando el grafico del principio
del capitulo:

ordenada de P
r

abscisa de P
COSX= 27" | tgx = orden_ada de P
abscisa de P

sen X =

donde P es el extremo del arco con origen en (r,0) correspondiente al dngulo de x radianes.

A partir de ahora la circunferencia trigonométrica seré considerada de radio 1.
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RELACION FUNDAMENTAL DE LA TRIGONOMETRIA

A
Consideremos el triangulo rectangulo PMO.

| —
' 1 OM A PM catetos
| OP  hipotenusa

Aplicando el Teorema de Pitagoras x>+ y? =1. Resulta: |sen’a+cos’ a =1

FUNCION PERIODICA

Una funcién f:R - R es periddica, y su periodo se indica con T, si se cumple f(x+T) =
f(x) VxeR

Veamos, ahora, la grafica de algunas funciones trigonométricas.

FUNCION SENO
Responde a |y =sen X

y Df =R
: If =[-1, 1]
T =21

Si una funcién que responde a:

y=a sen(bx)
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a: amplitud, da el maximo y el minimo valor que alcanza la funcién

Ymax = |a| A Yiin = _|a|

b: factor que modifica el periodo T.

E Ejemplo ) Representemos en un mismo grafico las funciones:
———————

1) yy=senx = T, =27 a =1

2) y2=25en%x = T2=2T”=47r a,=2
2
3)
¥
- - —————————— - —— — =
i=2n
) e e

FUNCION COSENO
Responde a | Y =CO0S X

¥y

/ /—\; e
Iy ] T

CAPITULO 1
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FUNCION TANGENTE

Responde a

y=1g X

sen X

Ll

COs X

y = Lga

lx

I
b
|
|
|
¥
|
]
|
I
|
|
|
|
]
|
!
)
1

Vs
Df={x€]R{/x¢(2k+1)§A kez

If =R
T=m

2 =ml 2 o mi2 T‘l . 'Jwi ol
=1 i : E
{ mt~-—~--lr-~_.i—~-~:k t
FUNCION COSECANTE
Responde a | y = COS€eC X =
sen x
FUNCION SECANTE
Responde a |y =sec X =
COS X
FUNCION COTANGENTE
R dea|y=cotg x 1 cosx
espondea Y= =—=—
P tgx senx

Es conveniente tener presente la siguiente tabla sobre los valores de las funciones trigonométricas

de los angulos notables del ler cuadrante.

a (radianes)

0

sena

N R oY

SISIESE

|Gy el w

LIRS

CAPITULO 1
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m Ejemplo ,

a) senx=1
2

Trazamos una circunferencia de r = 1 para guiarnos.

Observemos que el sen« esta dado por la coordenada y ya que

r=1.

Hallar los valores de x e [0, 27;) que satisfacen:

) 1 : ;
Luego, hay dos angulos en [0, 2r) para los que sen x = > N 7
.\_\- 4 ~
En la gréfica de la funcion y =sen x vemos que: e Ean
X =2 A X —Sn
Y6 2 6
Luego, la solucion sera:
T 5
S=1—,=7
6 6
y
1 _—
e b 9.
oAl N /
rd 1 t N X
6 0 mni6 mid wi2 2mi3 5mlé ﬁ’\. mi6 4ni3 3Inf2 5mid anﬁ/-'?rl
\"\\ _.,,"J
=1 e
senx=1
b)
cosx=-1
y Observar que para ningun

Y = cosx

Yy = Sene

X

CAPITULO 1

punto xe[0,2z) se cumple

simultaneamente:
senx=1 A cosx=-1
Luego, el conjunto solucidn es:

-
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Determinar el dominio de una funcién real de variable real (funcion escalar) definida mediante una
formula Y= f(X) cuando éste no esta indicado significa hallar el subconjunto de nimeros reales

mas amplio posible para el cual la expresion f(X) tenga sentido y tome valores reales. Para ello

deberan hacerse las siguientes consideraciones:

1) Denominadores: Cuando en la expresion f(X) figuren denominadores, estos no pueden valer
cero.

Y Ejemplo Hallar el dominiode f(X)=7—=x7——
(x+1)(x-3)

Debemos plantear: (X+1) (x=3)#0 = x#-1 A Xx#3
Por lo tanto, el dominio de la funciénes. Df =R — {—1, 3}

2) Radicales: Cuando figuran radicales de indice par los radicandos no pueden tomar valores
negativos.

E riemplo Hallar el dominio de f(x)=./(x+1)(x—23)
Debemos plantear (x+1)(x—3)=0 = x*—2x-3>0.
Completando cuadrados obtenemos:

x?—2x+1-1-32>0= (x-1’-4>0=|x-1>V4=2=
X=1>22 v x-1<-2 = [x23 v x<Z£-1

Por lo tanto, el dominio de la funcion es: | Df =(—o0, —1]U[3, +0) .

3) Argumentos de logaritmos: Cuando figure un logaritmo su argumento no puede ser nulo ni
negativo.

2V Ejemplo | Hallar el dominio de f(X)=|09[(X+1)(X_3)]

Debemos plantear: (X+1)(x-3)>0 = x>3 v x<-1

Por lo tanto, el dominio de la funcion es: | Df =(—o0, —1)U(3,+0)| .

Resolvemos a continuacién algunos ejercicios sobre la determinacién de dominios.

S0 Ejemplo ) Hallar el dominio de las siguientes funciones:
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1

VX* -4

Debemos plantear que el denominador sea distinto de cero y que el radicando sea mayor o igual a
cero.

1) f(x)=

X=4>0 = x’>4 = [x[>2 = x>2 v x<-=2

Por lo tanto, el dominio de la funcién es: | Df = (—0,—2)1(2,+0)
__ 2

log(2x + 3)

Debemos plantear dos condiciones:

2) f(x)=

i) log2x+3)#0 = 2x+3#1 = | x#-1

i) 2x+3>0 = x>—§

Por lo tanto, haciendo la interseccion de ambas condiciones, obtenemos:

Df={X€|R/X>—% A x¢—1}=(—g,—1)u(—1,+oo)

x3 x>1

2x-1 Xx<1

3) f(x)={

En este caso la funcion esta definida para todo x real excepto para x=1, ya que ninguna de las
expresiones que definen la funcion es aplicable cuando x=1.

Luego: Df =R —{1}

1) Funcion inyectiva: Una funcion f : A— Bes inyectiva si y solo si a elementos distintos del

dominio (A) le corresponden iméagenes distintas en el codominio (B).
En simbolos:

VX, e AVX,e A 1 (X, #X,= f(x)= f(X,))

obien, f(x)=1(x,) = X=X,

Gréaficamente si una funcion es inyectiva cualquier recta paralela al eje x no puede intersecar al
gréafico de ella en mas de un punto, ya que ningun elemento del codominio puede ser imagen de
maés de un elemento del dominio.
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flrg_l

Lo funecidn es inyectiva

L Jurcadn NO es irpyectiva

flx)

= Ejemplo | Investigar si las siguientes funciones son inyectivas:

a) fiR->R/ f(x) =x*+2
Para investigar analiticamente la inyectividad debemos analizar la validez de la siguiente
proposicion:

T f(5)= (o)== %
{ En este caso, reemplazando x> y xien f(x):
X242=X2+2 = x=x; = [X]=]%,]
b ¥ ! La igualdad a la que hemos llegado no quiere decir que
: necesariamente sea X, = X,, ya que podrian ser numeros
opuestos, 0 sea:
Ix|=|%|=x =%, v X =-Xx,
Luego la proposicion  f (x,)= f(x,)=>x, = x, noes
' verdadera. Por lo tanto, f(X) no es inyectiva.
: Gréaficamente se puede observar que la recta de ecuacion y =
6 interseca a la parabola en los puntos (-2;6) y (2:6).
1 Luego, f(X) no es inyectiva.
b4
3 2 e 1 z 2#2 A f(-2)=1(2)

b) Consideremos una restriccion de la funcion f(X) del ejercicio anterior, tomando como
dominio al conjunto A =0, +), es decir:

f*0,40) >R [/ fx(x)=x%+2
Veamos ahora si es inyectiva:

fr(x)=f*(x,) = xX+2=xi+2 = XX=x = |x|=]x] = x =X,

En efecto, como X, €[0,+) es X, >0, por lo tanto, |x,|= x,. Analogamente, |x,|= X, .
La restriccion T *(X) de la funcion es una funcion inyectiva.
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Geométricamente: cualquier recta de ecuacion |y =K (constante) interseca a la curva que es
graficade f*(X) alo sumo en un punto.
“ /
H / También hubiéramos obtenido una funcion inyectiva
?_ . restringiendo el dominio de la funcion al conjunto (—eo,0].

c)g(x) =22 / g:R > (0,+x)
Veamos si es inyectiva:

g(xl) = g(Xz) = 2x1+3 = 2x2+3 = |092 2x1+3 = |092 2x2+3 =
(X, +3)l0g,2=(x,+3)10g,2 = X +3=X,+3 = X =X,

Luego, g(X) es inyectiva.

2) Funcion Sobreyectiva o Suryectiva: Una funcion f : A— B es suryectiva si y solo si todos los
elementos del codominio (B) tienen preimagen en el dominio (A). Dicho con otras palabras, el
codominio (B) y el recorrido o imagen If deben coincidir.

En simbolos:

Vy€eB Ix € AJy = f(x)

Ejemplo | Investigar si las siguientes funciones son suryectivas:

a) f(x)=x*2+2 /f:R>R
Para determinar si una funcion es sobreyectiva debemos hallar el recorrido para ver si coincide con
el codomonio.
El recorrido o conjunto imagen lo podemos obtener analiticamente despejando x y determinando
para que valores reales de y se obtendrian valores de x pertenecientes al dominio (R).

y=x"+2 = y-2=x°

Como x*20=>y-220=>y=22.Luego, If =[2,+cw)
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La imagen o recorrido If no coincide con el codominio (R) lo cual implica que no todos los
elementos del codominio tienen preimagen en el dominio. Por ejemplo 1 no es imagen de ningun
elemento x del dominio. Concluimos que la funcion dada no es sobreyectiva.

b) Si efectuamos una restriccion en el codominio del ejemplo anterior:
fiR > 2,4+0)/f(x) =x*+2
obtenemos una funcion suryectiva ya que el codominio coincide con la imagen.

¢) g:R = (0,4x)/g(x) = 2*+3

Busquemos la imagen:

y=2"** = log, y=log, = log,y=(x+3)log,2 = x=log,y-3
Notese que y solo puede tomar valores positivos para que se obtengan valores reales de x.
Luego, If =(0,+00) que coincide con el codominio o conjunto de llegada.

Por lo tanto, la funcién g es suryectiva.

2x+3

3) Funcion biyectiva: Una funcion es biyectiva si y solo si es inyectiva y suryectiva.

Las relaciones inversas de funciones biyectivas son también funciones biyectivas. En efecto, si f es
una funcién cualquiera su relacion inversa puede o no ser una funcion; solo si f es biyectiva, la

relacion inversa es otra funcion llamada funcion inversa, que anotamos f .

A f
a [ .
u B = f es suryectiva pero no
; inyectiva.
)
= f no es funcion (no

i . =g
v cumple la Condicion de

unicidad de la imagen).

f es inyectiva pero no
suryectiva.

v = 71 no es funcion (no
cumple la Condiciéon de

w existencia de imagen para
todo elemento del conjunto de
partida).

a U .

b

a u

; = f esbiyectiva, por lo
0

-1 -
tanto T~ es funcion.

1

w Df L= 1f A 1f71 = Df
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Dada la funcion f: (=3, +x) - R/f(x) = log1(x + 3). Clasificarla y hallar, si

33 Ejemplo . .
: existe, su Inversa.

e Analizamos inyectividad:
f(x)= f(xz):logy(xl+3)=Iogy(x2+3) = X, +3=X,43 = X, =X,
3 3

e Investigamos suryectividad:

1Y 1Y)
y=Iog%(x+3):> x+3=(§j :>X=(§j -3

Todo nimero real y tiene preimagen X en el conjunto (-3,+wx).
En simbolos:

Vy€eR 3Ix € (—3,+x) /y = f(x)
Por lo tanto, T(X) es suryectiva.

e Concluimos que la funcion f(X) es biyectiva y por lo tanto admite funcion inversa. Para hallar

f 1(x) despejamos x de y = f(X) y en la expresion obtenida cambiamos x por y, e y por x
pues por costumbre se designa con x a la variable independiente e y a la dependiente.

x=(%)y—3 = f 1 IR—>(=3,+0)/| f*(x)= y=(%)x—3

Trazamos las gréaficasde f(X) y f7(x).

y
4
3
3
Aty
2 ,\}
f il
:
X
i 3 N 1 -+
)
—— e - | —— ] — . —
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Las curvas que son graficas de una funcion y de su inversa son simétricas respecto de la recta de
ecuacion y = x.

Dadas las siguientes funciones clasificarlas. Redefinir, si fuera necesario,

Ejemplo .. . . : ; i
dominio y codominio para que sean biyectivas y hallar su inversa.

x+1

Af)=— /f:R={2}->R

X

e Investigamos la inyectividad:

X +1 X +1
f(x)=f(x) > Lt—==22
(=100 = 25=30,

Xp X =2X + X, =2=X X, =2X,+ X, =2 = X, +2X,=X+2X = X =X,

(X1+1)(X2_2)=(X2+1) (X1_2) =

Por lo tanto, T(X) es inyectiva.

e Investigamos la suryectividad:
x+1

== =2 y(x-2)=x+1 = yx-2y=x+1 =Syx—-x=2y+1 =
_2y+1

y—1

x(y—-1)=2y+1 = «x

Luego, If = R — {1}y, como no coincide con el codominio R, f (x) no es suryectiva.
Redefinamos el codominio para que sea biyectiva.
x+1
[R={Z} > R-{1/f() =—
e Luego, T(X) es biyectiva por ser inyectiva y suryectiva, por lo tanto f~(x) es funcion.
Despejamos x
_2y+1
=3
En la formula obtenida cambiamos las variables
_ 2x+1
T ox-1
Definamos entonces la funcion inversa:

FLR—{1} - R—2}/f (%) = 22

x—1

Las graficas de ambas funciones son las siguientes:
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A
7

~
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b) f:R->R/f(x) =x?>+2x—8
Se trata de una funcion cuadréatica cuya grafica es una parabola como muestra la figura siguiente:

s " 5 ) | =
Il :I &+ - -7
\ & f,-' .~ | Observando el grafico podemos decir que la funcién no
‘-.ﬁ / es inyectiva, ya que cualquier recta de ecuacion Y = k
4 / . con k > —9 interseca a la parabola en dos puntos.

| Tampoco es suryectiva, ya que la imagen es el conjunto
/ [-9,+00) yel codominioes [0 .

Redefinimos dominio y codominio para que sea biyectiva de la siguiente manera:
f*:[-140) > [-9,40) / f*(x)=x"+2x-8
Hallamos la inversa despejando X, para lo cual completamos cuadrados.
y=xX2+2x—8= (X’ +2x+4)—4—-8=(x+1)>-9 = (x+1)°=y+9 = |x+1|=./y+9
Luego, como x e[—1,+), se verifica que:
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xz-1 = x+120 = |[x+1=x+1 X=,y+9-1

Por lo tanto, la funcion inversa es:
f*:[-9,40) > [-140) /| f**(x)=+x+9-1

En la siguiente figura mostramos las graficas de f*(x) y f*7(x).

FUNCIONES CARCULARES INVERSAS

1) y = arcsenx
Lafuncién f:R - R/f(x) = senx  no es inyectiva. En efecto, hay infinitos valores x € IR
que tienen la misma imagen. Por ejemplo, consideremos x; ER A x, = x; + 2kmcon k € Z,

entonces sen X, = Sen X,.

=1

=

Por lo tanto, el seno no tiene funcidn inversa, pero si la tiene una restriccion del seno

al intervalo [__,E} ,yaque f*: [—% %] - R/f*(x) = senx es inyectiva.

63
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Si consideramos como codominio al intervalo [— 1 1] , la funcion:
f*:[—%,%}—)[—l, 1] / f*(x)=senx
es biyectiva y por lo tanto tiene inversa llamada arco seno

f*t:[-11]-> [—%%]/ f * (x) = arcsenx

f:[-1, 1] = [0, ]/ f(x) = arccos x

T T

3)f:R— (—5, ;)/f(x) = arctg x

--——.—— — = e

CAPITULO 1
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D, L D Iy
: f(g(z))
o ;
& _r}(.i") .
~ ’
~ ”
S~ & ’ ’
~ 7/
% P I(fog*)
~ - e 7~

i L
Dadas dos funciones g: A—>B y f:M — N donde B M se llama composicion de g con f
alafuncion fog:A— N definidapor (fog)(x)= f(g(x)).
Obsérvese que para que la funcion compuesta T o g exista es necesario que la imagen de g esté
incluida en el dominio de f, 0 sea, 1g < Df . Si esta condicion no se cumple debemos considerar
una restriccion de g como se ilustra en la figura siguiente:

5 q J: ’glf' (glx))

. ., . El asterisco indica que se ha compuesto
Resolvemos a continuacion algunos ejemplos. una restriccion de a con f.

Hallar la composicién de las siguientes funciones realizando en los casos que
sea necesario restricciones para que la compuesta sea funcion.

a) f(0)=—> 9(x)=Vx

Comenzamos determinando dominio e imagen de cada funcion.

99 Ejemplo
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Df =R —{2} Dg =0, +x)
If =R —{1} Ig = 0,+w)
» Bl\y
5
4
A 2
;
X
0 1 2 3 4 5 6

e Paraque foQ seaunafuncion debe cumplirse que 1g < Df . Como (0, +») c R — {-2},
no es necesario hacer restricciones a g.

(fog)(x)=f(g(x)= f(‘/;)= \/_;/52

Observemos que D(f o g)=[0,+w) (coincide con el dominio de g) y I(f -g)=[0,1).
Por lo tanto,
Jx

fog:[0,400)—>[0,1) / (fc>g)(x)=\/;+2

e Parahallar go T debe cumplirse que If < Dg. Vemos que esto no se cumple, ya que
R — {1} ¢ 0, +x). Por lo tanto, debemos considerar una restriccién de f.

Llamando f* a dicha restriccion.
If*=1f "nDg=[0,1)U(1,40) = Df*=(-00,—-2)U[0,+wo)
Observemos que D(go f*)= Df * (no coincide con el dominio de f ya que hemos considerado
una restriccion de f) y 1(go f*)=[0,1)uU(1,+w).
Por lo tanto,

(go F*)(X)=g(f *(x))= g(i)z

X+2

X
X+2

Concluimos que

go f*:(=00,-2)U[0,40) > [0,1) U (L +) / [(go f*)(x)= /é
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b) f(x) =In(x—3) gx)=x%+3

y ¥

Df = (3,+) Dg =R
If =R Ig = 3,+x)

e Vamosahallar fog.Como g Df , debemos considerar una restriccion de g tal que:
Igx=IgnDf =(3,+0) = Dgx*=R—{0}
Observemos que D(fog*)=Dg* yI(f o g *) = R.

Por lo tanto,
(fog¥)(x)=f(g*(x)= f(x*+3)=In(x’+3-3)=Inx’

Concluimos que:

feg®R—{0} >R /|(feg*)(x) =Inx’

e Vamosahallar go f.Como If < Dg, no es necesario considerar una restriccion de f.

Por lo tanto, D(ge f)=Df =(3,+®) Y I(ge f)=1g=[3,+x).
Luego: (go f)(x)=g(f(x))=g(In(x-3))=In*(x—-3)+3.

Concluimos que:
go f :1(3,40) > [3,+0)/ (go f)(x)=In*(x—3)+3
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Si bien la cantidad demandada de un producto depende de varias variables como precio del bien,
precio de los bienes sustitutos y complementarios, el ingreso de los consumidores, los gustos, las
costumbres, etc., para simplificar el analisis consideramos P
como variable fundamental al precio del producto resultando
una funcién x = D(p), donde x representa la cantidad que los
consumidores estan dispuestos a adquirir para distintos niveles
o valores del precio p.

Para los llamados bienes tipicos la cantidad demandada
disminuye al aumentar el precio, es decir, las funciones de
demanda son decrecientes.

La grafica de una funcion de demanda constituye la curva de :

demanda. Cabe aclarar que solo tiene sentido econdémico la
seccion o tramo de la curva que queda en el primer cuadrante, ya que las cantidades de un producto
y sus precios toman valores nulos o positivos. Las funciones de demanda estan en algunos casos
representadas por ecuaciones lineales, en otros casos dichas funciones no son lineales.

La convencion de los economistas es representar p en el eje de las ordenadas y x en el de abscisas.

Haciendo la misma hipétesis simplificativa que para el analisis de la
demanda, una funcion de oferta es x = Of (p), estableciendo las

cantidades x del bien considerado que los productores ofrecen para
cada valor del precio.

Comunmente al aumentar el precio, aumenta la cantidad ofrecida y
si el precio disminuye se reduce la oferta.

También hacemos aqui las consideraciones sobre la no negatividad
de las variables x y p. Las curvas de oferta se representan en el primer
cuadrante.

Si las funciones de demanda u oferta estan expresadas en funcion del precio p, habréa que hallar
la funcion inversa.

Se produce equilibrio de mercado cuando la cantidad demandada de un producto es igual a la
cantidad ofrecida del mismo.

El precio y la cantidad de equilibrio corresponden a las coordenadas del punto de interseccion de
las curvas de la oferta y la demanda.
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Para determinar analiticamente el punto de equilibrio debe resolverse el sistema de ecuaciones que
representan las funciones de oferta y de demanda.

I

/ OF(Oferta)

P, : 5 P E( Puntode Equilibrio)

W . D Demande)

Resolvemos a continuacion algunos ejemplos ilustrativos

Fr g,puéles de las siguientes ecuaciones representan curvas de demanda, oferta o
: ninguna de ellas?

)3x+4p—12=0

i) x—3=0

i) 2p+3x+2=0

Vx—3p=0

En todos los casos se trata de ecuaciones lineales. Para determinar si representan funciones de oferta

o demanda determinamos la pendiente. El caso mas comun es que la pendiente de una recta de

demanda sea negativa y la de una oferta positiva, aunque pueden darse los casos siguientes:

e la pendiente de la recta de demanda es cero: precio constante cualquiera sea la cantidad
demandada.

e lapendiente de la grafica de demanda no esta definida: cantidad demandada constante cualquiera
sea el precio.

e la pendiente de la recta de oferta es cero: precio constante, cualquiera sea la cantidad ofrecida.

e la pendiente de la grafica de oferta no esta definida: la cantidad ofrecida es constante e
independiente del precio.
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Demanda

A A
PT P P
b
b
— > >
X X a T
Pendiente Negativa Pendiente Nula Pendiente no definida
Ofert
j(’i a & &
P P P
b
b
> > >
x x a T
Pendiente Negativa Pendiente Nula Pendiente no definida

) 4p=-3x+12 = p=—%x+3 = m=—%<0 = demanda

i) x—3=0 = x = 3.Como lapendiente es no definida, entonces oferta o demanda.

i)p = — %x — 1. Luego, no representa a ninguna, pues ningln punto de la recta pertenece al primer
cuadrante.

iv)ngx = m=§>0 = oferta.

Eﬁ\ Ejemplo

Cuando el precio de un producto es $ 6 se venden 30 unidades; cuando el precio sea $ 8, solo se

venderan 10 unidades.
Hallar la ecuacion que corresponde a la funcion de demanda suponiéndola lineal. Graficar la curva

de demanda.
X, =30 P, =6
X, =10 p,=8
Conocemos dos puntos de la recta de demanda. Aplicando la ecuacion de la recta que pasa por dos
puntos obtenemos:

_ P1—Do 8—-6

— Do = — > p—6=——r0
P=Po=_ "o (x — xo) p 1030

x-30) = p=-01x+9
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|90 Ejemplo

La ecuacion de la oferta de un articulo es lineal y se sabe que cuando el precio es $ 60 hay
disponibles en el mercado 900 unidades y que la oferta disminuird 270 unidades si el precio
disminuyera $ 15.

i) Hallar la ecuacion de la oferta

ii) Cual es el menor precio al que los productores ofrecerian este articulo?

iii) Graficar la curva

Veamos como resolver este problema:

p, =60 X,=900 = Ax=-270 A Ap=-15

Podemos calcular la pendiente de la recta de oferta.

Ap 15 1

AX -270 18

Aplicando la ecuacion de la recta de pendiente m que pasa por un punto (Xo, po):

1 1
—p,=m(X—X = -60=—(x-900) = =—X+10
P— P, (X=X%p) p 18( ) =1

ii) Se nos pide hallar el precio por debajo del cual no habria oferta
x=0 = p=%0+10 = p=10
iii)

30

20

10

0 90 180 270

=0 Ejemplo ) Dado el siguiente sistema.
p=2+0.2 x+0.01 x*
{p=75—025x
i) ¢Cual ecuacion representa una curva de demanda y cuél una de oferta?
ii) Determinar analitica y graficamente el punto de equilibrio de mercado.
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Vamos a resolver este problema:

i) p=—025x+75 = m=-0.25<0 (ecuacion de una recta con pendiente negativa)
= Demanda.

p=0.01x*+0.2 x+2 (es la ecuacion de una parabola de eje de simetria paralelo al eje p)
— Oferta.

ii) Para representar la parabola determinemos el vértice y los ceros.

_ —0,2%4/(0,2)°~4.2.0,01 _ —0,2+,/-0,04
L2 0,02 B 0,02

_=b_ -0,2 _

YT T 2000

= no tiene ceros

10

w

[#=]

-~

o

Para hallar el punto de equilibrio igualamos la oferta y la demanda.

001 x°+02x+2=-025x+75 = 0.01x*+045x-55=0 =

~0.45+/(0.45)2 +40.0155 —0.4520.
. J(0.45)2 + _ 0453065 35,5
' 0.02 0.02

Observemos que este Gltimo valor carece de sentido econémico. Luego,

p=-0.2510+75=5=P.E.=(10,5)
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Una funcién lineal de costo esta dada por:
C(x)=ax+b cona>0 yb>0,donde x es la cantidad producida y C(X) es el costo total de

producir x unidades de un bien.
Si no se fabrica el producto (X=0) hay un costo C(0)= b llamado costo fijo.
Las funciones de costo pueden estar dadas en muchos casos por ecuaciones no lineales.

Llamamos costo medio, promedio o costo por unidad a la funcién: (C(x)= €
X

Se llama ingreso total I al producto del nimero x de unidades demandadas por el precio unitario p.
1(x)=X-p
Para cualquier funcion de demanda p= f(Xx) es 1(X)=x- f(X)

1(x)

El ingreso medio o ingreso por unidad T(x) =—=
X

Se la define como la diferencia entre la funcion de ingreso y la funcion de costo total.
B(x)=1(x)-C(x)

El beneficio medio | B(x)= B(x)
X

Veamos algunos ejemplos de aplicacion.
Ejemplo | Una empresa tiene una funcién de costo total representada por la ecuacion
C(x) =2x3—3x* - 12x
¢Cual es la ecuacion de costo promedio?

C(x) 2x°—3x%—12x
B x

C(x) = =2x% —3x —12

Hallar la ecuacién de la funcion de ingreso si la demanda esta dada por
p = —3x + 24.

I(x)=x -p=x (-3x+24) = |-3x" + 24|

41 Ejemplo

CAPITULO 1 73



NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

Una suma de dinero Co (capital) colocada a la tasa de interés i (interés ganado por cada peso en un
intervalo definido de tiempo llamado periodo) capitalizada k veces por periodo, se transforma al
cabo de n periodos en una suma C, llamada monto (capital + interés).

La expresion que permite calcular el monto es:

-\ kn
C, =C, (1+ﬂ

Veamos algunos ejemplos
D Ejemplo

Una persona tiene $5000 para depositar al 10% anual. Calcular el monto al cabo de 3 afios, si los
intereses se capitalizan:

1) Una sola vez por afio.

ii) Cada 90 dias.

Luego:

i) k=1 => C,=C,(1+i)". Como la tasa es del 10%, entonces i =%=0.10. Por lo tanto,

C, =5000 (1+0.10)° = 6655.

i) k= % =4 ya que la tasa de 10% anual se paga 4 veces por afo.

i) 0.10)"°
C.=C, (1+ E) = 5000 (1+ T) = 5000 (1+ 0.025)% = 6724, 45

Ejemplo

¢Cuéanto debemos depositar ahora para contar con $ 12000 dentro de 2 afios si nos pagan el 6%
anual de interés capitalizable por mes?

Que la capitalizacion sea por mes significa que la tasa del 6% anual se capitaliza 12 veces por afio.
En efecto:

k=k= @ =12 . Como la tasa es del 6 %, entonces i = i =0.06.
30 100

Debemos calcular Co

i -kn O 06 =122
C,=C, (1+ E] =12000 (1+ ?) =12000 (1+0.005) ™ =10646.25
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Recordemos que un polinomio P (x) puede dividirse por otro polinomio Q (x) si se verifica:
gr P = gr Q.

P(x) | Q(x)

R(x) C(x)
donde P(x) es el dividendo; C(x) el cociente; Q(x) el divisor y R(x) el resto

. (gr Q@ <grP AN ( grR <grQ v R=0)
ademes, {25 00 Reo < b

it Ejemplo

Sean P(x)=x"—-2x>—2x*-3 y Q(x)=x*—2x+1. Para efectuar la division los polinomios
deben ordenarse segun potencias decrecientes de x y el dividendo debe completarse.

x*=2x®—2x?+0x-3 |X2—2X+1
—x*+2x3— x? x2—3
—3x*+0x-3
3x*—6x+3
—6X
Observemos que C(x)=x*-3 y R(X)=-6x.

Regla de Ruffini: Se utiliza para hallar los coeficientes del cociente de la division de un
polinomio por otro que guarda la forma x+a

= Ejemplo ) Hallar cociente y resto de la division (x® —=7x? +14x—21) : (x—2)

No hay que olvidar completar y ordenar el dividendo si fuera necesario.
La disposicion préactica es la siguiente:

1 -7 14 -21 € coeficientes del dividendo
—a=2 J 2 -10 8
| 1 -5 4] -13 € resto
[N

coeficientes del cociente ordenado

Por lo tanto, obtenemos que C(x)=1x*—-5x+4 y R(X)=-13. Observemos que el grado del
cociente es igual al grado del dividendo menos 1, es decir: gr C(x)=3-1=2
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¥ Ejemplo
Se pide probar que 1 es raiz de P(x) = x°®—x*+ x—1. Debemos probar que P(1) = 0, o bien,
que el polinomio dado es divisible por (x—1).
Calculamos P(1)=1°-1*+1-1=0.
Para determinar el orden de multiplicidad de laraiz x, =1 dividimos por (x — 1) en forma

consecutiva hasta que el resto de la division sea distinto de cero.
Podemos aplicar la Regla de Ruffini en forma reiterada.

1 -1 1 -1
1 1 0 1
1 0 1] 0
1 1 1
1 1] 2

Observar que el polinomio es divisible por (X—1) pero no lo es por (x—1)* ya que el resto de
la segunda division no es cero. Luego X; es una raiz simple.

Para factorizar el polinomio escribimos el productoindicado entre (X —1) y el cociente de la
division entre P(X) y (Xx=1): P(x)=(x-1) (x*+1)

Obsérvese también que ha aparecido un factor cuadratico irreducible por lo cual el polinomio tiene
un par de raices complejas conjugadas.

“El resto de la divisién de un polinomio P(x) por otro de la forma (x+a) es igual al valor del
polinomio P(x) especializado en x=—a, o sea, P(—a)”

En efecto:

P(X) | X+a

R C(x)

Como P(X)=C(x)(x+a)+R, si hacemos X=-a resulta
P(-a)=C(-a)(-a+a)+R=R

Utilizar el teorema del resto para determinar los valores de k, de modo que
g(x) sea un factor de f(X).
f(X)=x*+k x*—k x-9y g(x)=x+3
Para ello debe ser f(X) divisible por (X+3), es decir el resto de la siguiente
division f(X):(X+3) debe ser cero.
Podemos plantear:
R=f(-3)=0 = (-3)°+k(-3)2—k(-3)-9=0 = |k=3

a7 Ejemplo
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Hallar una funcion polinomica de grado 3 cuyos ceros sean x, =0, x, =1y

X, =—2.

48 Ejemplo

Podemos plantear: y=a X (X-1) (X+2)

Como no esté determinado el valor de a, existen infinitas funciones polindGmicas de 3er grado que
cumplen con la condicion dada. Obtenemos cualquiera de ellas dandole un valor cualquiera a a,

por ejemplosia=1: y=X(X—1)(X+2), que obviamente no es tnica.
Si ademas nos hubieran pedido que: f (2) = 4 entonces a esta determinada pues:
4 1

f(2)=a2(2-1)(2+2)=4 = =69 2

y la funcién pedida seria:

y=%x(x—1)(x+2)
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Sea f una funcion definida en todos los puntos del intervalo (a;b), salvo quizaen x, e (a;b). Vamos
a estudiar ahora cdmo se comporta f(x) cuando x se acerca a Xo, independientemente de lo que valga f

en Xo.

Sea f una funcién definida en todos los puntos del intervalo (a;b), salvo quiza en x, e(a;b).

Decimos que f(x) tiene limite L cuando X se acerca
lim f(x)=L<Ve>038>0(5=5(g))/0<|x-x|<6=|f(x)-L|<¢

X—>Xg

WA Ejemplo | probemos el siguiente limite por definicion: Iirq 3x+2=5
X—>

Dado &>0 buscamos &> 0 tal quesi |x—1|< &, entonces:
|(3x+2)-5|=[3x-3|=3|x-1<¢

Por lo tanto, tomando & < % resulta que si 0<|x—1|< &, entonces

|f(x)—L|=|(3x+2)—5|=|3x—3|=3|x—1|<3533%:6-

como queriamos demaostrar.
Observemos que si &= 0.10 entonces 6 =0.03 y si £=0.01 entonces ¢ = 0.003.
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D2 Eemplo Utilizando la definicion, probar el siguiente limite: Iin; x?=4
: X—>

Dado &>0 buscamos &> 0 tal quesi |x—2|<é, entonces:
‘xz—4‘=|(x—2)(x+2)|=|x—2||x+2|<g

Aqui no se puede proceder como en el ejercicio anterior, ya que si despejamos nos quedaria
&

|x— 2| < m ,conlocual & dependeriade & y de la variable X y eso no debe ocurrir.
X+

Luego, vamos a acotar: sea §'=1, entonces
|x=2/<8" = |x-2/<1 = -1<x-2<1 = 1<x<3 = 3<x+2<5

Por lo tanto:
|x=2||x+2|<|x-2|5<e = |x—2|<% 55%
Pero no hay que olvidar que tomamos un valor particular de d(6"=1), por lo tanto:

§=min{ 1, f}
5

Ahora probamos nuestra afirmacion: sea & >0 tal que 0<|x—2|< &, entonces
|f(X)—L|=|X2—4|=|x—2||x+2|<|x—2|5<5535%:;;

como queriamos demostrar.
Observemos que si ¢ =0.10 entonces |§ =min{1,0.2} =0.2

1) Unicidad del limite: Sea f definida en todo (a;b), salvo quiza en x, e (a;b).
Si lim f(x)=L vy lim f(x)=L,entonces L =L, .

2) Sea ke . Si lim f(x)=L entonces se verifica:

a)L<k = 36>0 / 0<|x=Xx|<d A f(x)<k
b)L>k = 36>0 / 0<|x=-X,|<d A f(X)>k|

3) Sean f, g y h tres funciones definidas en un intervalo (a,b), salvo quizaen x, e (a,b) y tales
que:
i) limg(x)=Ilimh(x)=L
i) g(x)< f(x)<h(x) Vxe(a;b) x=Xx,

Entonces |lim f(x)=L|.
X=>Xg
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4) Sean f 'y g dos funciones definidas en todo (a;b), salvo quizaen x, e (a;b) Yy tales que:
i) lim g(x)=L
i) Elé(‘)>0/ f(X)=0(x) Vx:0<|x—X,|<3
Entonces |lim f(x)=L|.

X=Xy

5) Si f(X)=Kk con k constante, entonces XIim k=k|.

—>Xp

6) Sean f y g dos funciones definidas en (a;b), salvo quizaen x, e (a;b) Y tales que:
lim f(x)=L y limg(x)=L,
Entonces:
a) lim f(x)xg(x)=L %L,

b) fim £(9-900=L,-L,
f0_L

c) L0 = lim——=

X—=>Xo g()()_L2
d L>0 = i) XIL”Q Inf(x)=InL,

i) tim [£ 0] = 1"

= Ejemplo | Calculemos un limite utilizando algebra de limites:

3
lim [ ¢ +21In(x ~3)]=lim x* +lim 2 In(x’ —3)=(|in; x) +2limIn(x?~3)=

= (1im x)3+2 In(lim X2 —3)=(Iim x)3 +2 In[(lim x)2 ~lim 3}:

X—2 X—2 X—2 X2 X—2

=2%+2In(2*—3)=8+2In1=8

En general, para determinar analiticamente el valor de un limite, si x, € Df y la funcion esta
definida por una Gnica expresion algebraica, lim f(x)= f(x,).
X=X

La justificacidn de este procedimiento se vera mas adelante con la nocion de continuidad.

Wil Ejemplo | Calcular el siguiente limite:

x*+5x-2 _(-1)°+5(-1)-2 _

Uy e N o Y
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f es un infinitésimo para X=X, < lim f(x)=0

X—>Xo

A veces, en la resolucion de ciertos limites, no podemos hacer el reemplazo

directo pues llegamos a una expresién donde numerador y denominador tienden a cero (cociente de
infinitésimos).

En este caso se dice que el limite presenta una indeterminacion del tipo % y es uno de los siete tipos
de indeterminacién que analizaremos.

Es importante que quede claro que, si se presenta una indeterminacion, esto no quiere decir que el
limite no exista, sino que ésta se debe “salvar”.

. . . .0 ]
Veremos ahora formas algebraicas de salvar indeterminaciones del tipo ° y poder asi calcular esos

limites.

1) Caociente de polinomios: Para salvar la indeterminacion del tipo % en este caso, factorizamos

ambos polinomios y simplificamos, calculando el limite del cociente de los polinomios que se
obtienen de la division de P(x) y Q(x) por (x — X,)

Es decir:

lim P(x)= im QG0 =0 = lim =2 PO _ i BK=X) MO _ i) MOX)
X—>Xo X—Xg (X) X—Xq (X_XO) N(X) X—Xq N(X)

3
' Ejempl .. L. - x -8
TP Calculemos el siguiente limite: |Im—
x>2 X*+X—6
Como encontramos una indeterminacion del tipo 5, factorizamos ambos polinomios utilizando

Ruffini.

| ! % g 2 g Recordar: polinomio completo y ordenado

| 2 1 2 4] o

Entonces, x*—x®—-8=(x—2)(x®+x*+2x+4)

| 1 1 -6
2 2 6
[ 1 3]

Entonces, X*+X—6=(x—2) (x+3)
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Concluimos que:

C x'=x*=8 . (x=2)(X*+x*+2x+4) X3+ X2 +2x+4
lim =lim =

> = im 4
x>2 X4 X—6  x>2 (x=2)(x+3) X2 X+3

Recordar:
Por ser una funcion cuadratica podriamos factorizarla de la forma

f(x)=a(x—-x,)(x—x,),siendo x, y x, sus raices, las cuales

_ —bb* —4ac

2a

se obtenian a traves de la expresion:  x,,

En el ejemplo anterior es licito simplificar (X —2) ya que x tiende a 2 pero x = 2 . La simplificacion
no altera el valor del limite a pesar de cambiar la funcidn, ya que es valida la propiedad 4) del limite.

; Ejemplo Caleul | siguiente limit lim X3+4X2+5X+2
i alculemos el siguiente limite:

Como queda una indeterminacion del tipo % factorizamos ambos polinomios utilizando Ruffini.

1 4 5 2 2 -2 -10 -6
-1 -1 -3 -2 -1 -2 4 6
| 1 3 2] o | 2 -4 6] o
Luego,
XA +5x+2 . (XD (XP+3x+2) . X*+3x+2
lim = lim = —_—

x>-12x° —2x? =10X =6 *>1 (X+1)(2x?—4x—6) x>12x*—4x-6

Al llegar a este punto observamos que nuevamente obtenemos una indeterminacion del tipo %
Volvemos a factorizar:

XA+ 3x+2 . (x+D(x+2) . x+2 1
I|m2—= im———— 2 = |lim—-===
x>-1 2X“—4X -6 x>12(X+1)(x-3) x>12x-6 8

Ejemplo Calcular el siguiente limite:
lim x*=3x*+5x . x(x*-3x+5) . x*-3x+5 5
x—0 x> =2X x—0 X (X—2) x—0 X—=2 2
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. senx o
2) Img —— =1 Lageneralizacion de este resultado es:
X=> X

X=X

: - . sen f(x
“Si lim f(x)=0, entonces “Sl,)!l_)n)‘(] f(x)=0 entonces lim sen (%) =1” que es muy (til para

X=X, f(X)
resolver limites con esa estructura.
lim sen7x lim sen7x 7 7
Btsd Ejemplo x>0 3x = o0 7x 3 = 3
Sen 2x . sen2x
—2x lim
. sen2x . 2X x50 2% .. 2X 2
&l Ejemplo Im = = lim —=—
e x>0 sen3x  x—=0 Sen3X 3x i sen3X x-0 3x 3
3X x=>0  3X
. Sen2x . sen3x
Esto se debe aque lim =1 Yy lim =1.
x>0  2X x>0 33X
sen X
. tgx . . senx .. 1
W Eemplo | im 22X < Jim 05X _ jim lim =1

x=0 X x=0 X x=>0 X x=0 COS X B

Ly Ejemplo lim M
X—>2 X—2

Estamos ante una indeterminacion del tipo %. Realizamos un cambio de variable:t=x—2

Observemos que cuando x tiende a 2, t tiende a cero, luego:

. sen(x—2) . sent
x—>2 X—=2 t>0 ¢

1
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: : o . o .0
3) Cociente con expresiones irracionales: Para salvar la indeterminacion del tipo ° en este caso se

multiplica y divide por el conjugado de las expresiones irracionales.

~ Bremplo x>3 X—23 x—>3 (X 3) (\/;4_\/—) x—3 (X—3)(\/;+\/§)
1
=lim

1
"3 (X — 3)(\/?+J_) R a2

Y Ljemplo ) i \/x+1—\/2x—1="m JX+1-+2x-1 \/x+1+\/2x—1=
X2 X—-2 X2 X—2 IX+1+/2x-1
—lim (Vx+1)*=(v2x-1)* lim X+1-(2x-1)

X—>2\/x 2 (WXx+1++2x=1) 2 x=2 (Jx+1+~2x-1)

_lim X+1-2x+1 _lim -X+2
X_’Z\/X 2 (Wx+1++/2x-1) ki IX=2 (WXx+1+/2x— l)
_ lim —-X+2 X=2 im (=X+2)Vx—

X—>2\/x 2 (Wx+1++2x-1) Jx-2 IX—>2(\/x—2)2(\/x+1+\/2x—1)=
=lim ~(x=2)x-2 im —Vx-2 __ 0

HZ(x 2) (Wx+1++2x-1) I><—’2x/x+1+\/2X—1_2\/§=

DEFINICION 1: Sea f una funcion definida en todos los puntos de un intervalo abierto (X,;a).
Decimos que f tiene limite L™ cuando x se acerca a X, por derecha (notandolo Iim+ f(x)=L")

lim f(x)=L"« Ve&>0 36>0(8=6(¢)) / 0<x-x,<8 = |[f(x)-L|<¢z.

X—>X§

DEFINICION 2: Sea f una funcion definida en todos los puntos de un intervalo abierto (a; X,).

Decimos que f tiene limite L cuando x se acerca a x, por izquierda (notandolo lim f(x)=L")

X—>Xg

lim f(x)=L« V&>0 36>0(8=68(¢)) / 0<x,-x<8 = [f(x)-L|<s|.
TEOREMA: Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
a) lim f(x)=L

X—>Xo

b) [lim f(x)=Ilim f(x)=L

X=Xy X—=>Xg
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La importancia del teorema anterior radica en que, si los limites laterales son distintos,
entonces no existe el limite de la funcion.

x—1* x—1"

B Ejemplo lim x>=1 A lim x*=1.Porlo tanto, |IrT} x> =1,
X—=>

iD Ejemplo ) Hallar el siguiente limite: Iing|x|
’ X—

X si x>0 Lo . -

Como |x|= . , para poder calcular este limite necesariamente tenemos que utilizar
—X si x<0

limites laterales, ya que la funcién modulo estd definida por expresiones diferentes segiin nos

acerquemos a 0 por derecha o por izquierda.
lim |x|= lim —=x =0

v = lim|x|=0
lim |x|= lim x=0 x>0
x—0" x—0"
Yy
5
4
3
2
1
x— 0 z— 0" X
e
4 a3 = 44 b 1 2 3 4
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6 T8 Calcular el lim f(x) siendo ¥
S Ejemplo X—2
) :
X -8 Si x<2 3
fX)=1 ., .
e Si X>2

Como f estéa definida por tramos, debemos utilizar
limites laterales.

-1 ] *g_:'- 3 4
t—=27| 2 —2
lim f(x)=lim x*-8=—4 : .
X2 X2 , = A lim f(x) A T —8air<2
lim f(x)=lime* " =1 X2
x—>2* x—2*

DEFINICION 1: Sea f definida en (a;b), salvo quiza en x, e (a;b) . Decimos que:

lim f(X)=40<VM>035>0/0<|X—X,|<6= f(x)>M

X—>Xgy

DEFINICION 2: Sea f definida en (a;b), salvo quiza en x, e (a;b) . Decimos que:

lim f(X)=—0&VM>035>0/0<|x=%,|<6= f(X)<-M

X=X

DEFINICION 3: Sea f definida en (a;b), salvo quiza en x, e (a;b) . Decimos que:
lim f(x)=0<VM>035>0/0<|x=x|<6=|f(x)>M

X—>Xg
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Ejemplo  pemostrar, usando la definicion, que Ilrrg Z =0,
X—> X

Sea M arbitrario, queremos probar que |—{> M, o sea, |x|< i. Por lo tanto, tomando

5< ﬁ resultaque: 0<|x|<8 = [f(X)|= H = ﬁ > % >-— =M como queriamos demostrar.
x| |x

2|~ 2

1) Es importante que quede claro que la divisién por cero no esta definida, pero que si en un
cociente el denominador tiende a cero y el numerador a un nimero distinto de cero, entonces el
cociente tiende a infinito.

lim —=—o0
0 X .
2) 7 = lim==wo
1 x>0 X
lim — =+
x—=0" X

DEFINICION 1: Sea f definida en todos los puntos de un intervalo (&,+0) . Decimos que:

lim f(x)=LeVe>03K>0/|x|>K=|f(x)-L|<e

X—>00

= Bemplo T Demostrar utilizando la definicion, que |lim — =0

X—»©0 X

Sea &> 0 arbitrario, queremos probar que:

1] 1 e 1 1
= , €s decir, = :entonces, |X|>—F—.
X|2 <é& |X| > P | | ,8

X2
1
Por lo tanto, tomando K ZT , resulta que:
g
1 1 1 1
|X| >K = —|=—3 < — < &
X |x| K

)

DEFINICION 2: lim| f(x)=w eV M>03K>0/[x/> K =|f(x)|>M].

como queriamos demostrar.

CAPITULO 2 88



NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

Ejemplo | Demostrar, utilizando la definicion, que | lim In x = +oo|.

X—>+0

Sea M > 0 arbitrario, queremos ver que In x> M , 0 sea, X> eM (todo sin modulo pues x tiende a +
0).
Por lo tanto, tomando K = e resulta que: x> K = f (x)=Inx>InK=Ine" =M Ine=M

como queriamos demostrar.

. 1
1) Sia>0: lim x*=+0 A lim —=0
X—>+oo X—>+o ¥

2)Si a>1: lima*=+0 A lima*=0

X—>+wo X—»—00
Sio<a<1: lima* =0 A lima' =+ Recordar
X—>+to0 X—»—00
Por lo tanto:

1 1
Sia>1: lima*=0 A lima* =+

x—0" x—0"
1 1

Sio<a<l: lima*=+0 A lima*=0

x—0 x—=0"

El cociente de infinitos es otra de las indeterminaciones que estudiaremos. Como

en el caso de cociente de infinitésimos, la idea es tratar de salvar la indeterminacién (a través de
operaciones algebraicas que no modifiquen el valor de la expresion) y llegar a un resultado.

1) Cociente de polinomios: Para salvar la indeterminacion del tipo — en este caso, se divide
o0

numerador y denominador por x elevado al mayor exponente de la expresion dada.

w Ejemplo | Calcular los siguientes limites:

2x3
3 3 2
a) lim —"—= lim —X—= lim ——— =+
x40 X 41 x40 X 41 x—>+ool+ 1
N x X3
1 N 3
. X+3 ) 3 yh
b) lim ————=lim —*-*_=0
x>t XT 42X =5 x4 2 5
I+ 5-7
X° X
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7 1 2
7x°—x+2 : NERMNE 7
c) lim = lim =—
x>0 X3+ X2 +2X—5 x>, 1 2 5 3
3+—+———5
X x* X

Sea P(x)=a,x"+a, X" +...+a, Y Q(X)=b, x"+b, ,x""+...+b,.
P(x) L= Si grP>grQ
Entonces: Ilm m L donde <L=0 Si grP<grQ
L=;—” si grP=grQ

2) Cociente con expresiones irracionales: También se divide numerador y denominador por x elevado

al mayor exponente de la expresion dada, recordando que:

Ya_[a
X

m m.n

S

x+ H+°° 3
1——+‘3/—+—
X

x* +5x
p 4
—x* +5x .
& Ejemplo lim ||
X0 i —3x+\/x+4 x> 1 3
. o 3X+XP+1
= Ejemplo | Calculemos el siguiente limite lim ———

X—0

2—X

Como x tiende a oo, entonces dividimos numerador y denominador por |X|=+/x*|.

3X+Ux2+1
N
2—X

ﬁ

lim

X—»00

e Si x>+, entonces |x|= x . Luego,

3+1/1+i2
- X
L=Ilim ————=-4

X—>+00 g _1
X
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e Si x— -0, entonces |x|=—x. Luego,

3—X+ 1+i2 —3+‘/1+i2
L= lim=*X_%V X _|im—\ X

X—>—00 2 X X—»—00 2

Alimsenx A A limcosx

X—00 X—»00
Por lo tanto, un teorema interesante es el siguiente:

TEOREMA: Sean f y g dos funciones tales que: )!II‘EI f(x)=0 (es decir, fesun infinitésimo

para X = X,) Y |g(x)|<k con keO (g esuna funcién acotada).

Entonces, lim f(x)- g(x)=0.

Este teorema (que comunmente se conoce como ‘“cero por acotada”) da un método de resolucion de
ciertos limites.

senx

= lim > senx =0, pues lim §= 0y |senx|<1.

X x—oo X X—00

23 Ejemplo lim
: xX—00

. 1 . ., .,
24 W lim x? cos (—) = 0, pues lim x* = 0y la funcion coseno es una funcion acotada.
a Ejemplo x—0 x x—0

Mencionamos al principio de este capitulo que hay siete indeterminaciones.

Hasta ahora solo vimos dos: cociente de infinitésimos (6] y cociente de infinitos (ﬂj .
o0

A continuacion, estudiaremos dos mas y los restantes se veran mas adelante en el capitulo de
aplicaciones de la derivada.
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1) Suma de infinitos de distinto signo (eo—e) Veamos algunos ejemplos de esta indeterminacion.

Ejemplo  Calcular los siguientes limites:

(\/x2+3x+x)
(\/X2+3X+X)
m (VX +3x)*=x° X243x=x

=l = |lim = |lim ————

x>0 243X + X o 243X+ X XX +3x+x

a) Xum(m_x)= lim (m—x) _

X—>+a©

: 3 3 3
-l e i e i
X +3X + X X +23X+1 1+°2 41
X X X

. 1 1 . X+1-1 . X
b) lim 5 =lim —; =lim——=0
x>1| xX=1 x°-=1 x>l X°=1 x=1 X< =1

2) Elnumero e: Otras indeterminaciones que pueden presentarse son las de las funciones potenciales-
exponenciales. En este capitulo sélo veremos la que aparece cuando queremos calcular

lim f(x)*™ (eventualmente x, puede ser infinito) con lim f(x)=1 y lim g(x)=oo, la cual
X—)XO X—)XO X—)XO
se conoce como indeterminacion 1.

Observemos que cualquier potencia del nimero 1 da por resultado 1. La indeterminacion se presenta
cuando la base de una funcién potencial - exponencial tiende a 1 y el exponente tiende a infinito.

Veamos ahora dos resultados de suma importancia cuya demostracion excede los alcances de este
texto.

Iim(1+§) =e A I|m(1+x)x—e

X—>00 x—0

Este concepto puede generalizarse de la siguiente manera:

£(X)
“Si lim f(x)=o0, entonces lim| 1+ =e.”
f(x)

X=X X=X

Analogamente:

“Si lim f(x)=0, entonces lim (1+ f(x))f(x) =e.”

X—>Xg
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Calcular los limites dados a continuacion, verificando previamente que existe una

£0 Ejemplo ) . .,
. indeterminacion.

x|~

14

2X+3 .
lim

+3
2x-3 3X+5 [3x+5 3X+5 |xow 3X45 2
b) lim|1+ ! =lim||1+ 1 =|lim| 1+ 1 =e?d
X0 3X+5 X0 3x+5 X0 3X+5

4x

1 1 Tox 1M 4
c) Iirrg (L+4x)™ =Iirrg [(1+4x)4x} =[Iirrg (1+4x)4x} =e’

27 Ejemplo

o (21
Calcular el siguiente limite lim
x>\ 2X—5

Aqui vemos que el limite de la base da 1 (por ser cociente de polinomios de igual grado) y el exponente
tiende a infinito. Por lo tanto, estamos frente a una indeterminacion del tipo 1*. Procedemos de la
siguiente manera:

2X+l=1+ 2x+1_1=1+2x+1—(2x—5)=1+ 6 14 1
2X -5 2X -5 2x -5 2Xx -5 2x=5
6
Luego, reemplazando obtenemos:
B _6(3x-1) — lim 83X
2x=5"] ox_5 2x=5 1% T2x5
6 6
(2x+1\ 1 . 1 .
Lm(2x_5j _le_m 1+ 2x—-5 B le_r)g 1+ 2X—5 ¢
6 6
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La recta de ecuacion |x=x, es una asintota vertical al grafico de

f(x) & lim f(x)=oc0 y/o lim f(x)=o0

28 Ejemplo ) Analizar la existencia de asintotas verticales en las siguientes funciones:
1
X+3
Hallamos primero el dominio de la funcién: bf = R — {-3}.
Luego, analizamos la existencia de asintota en x, =-3.

a) f(x)=

lim =00 => X =-3| es asintota vertical.
x>-3 X+ 3
by f(x)=¢e*
Como Df = R, entonces la funcion no tiene asintotas verticales.
X+2
c) f(x)=—
X =4

Como el dominio de la funcién es Df = R — {—2,2}, analizaremos la existencia de asintota vertical en los
dos valores que excluimos del dominio.

i) lim 2+2 =00 => | X = 2| es asintota vertical.
x=2 X° =4

i) lim X2—+2= lim—2*2  _jym -t 1 1 1 bt o tanto, no hay asintota
x>2 X* =4 x>2(X+2)(x—2) x>-2x-2 4 x-2 4

vertical en | x =-2]|.

= Ejemplo | Analizar la existencia de asintotas verticales en las siguientes funciones:
1

a) f(x)=4x=-2

X X2

X<2
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|
y |
5 {
i
I
ki ] il | 4| & _.1:—2
|
O i . L
1 |
l i

[T yszsigz2
|
|
{ 1 |
. L

= 2
y —3 s i x
=3 3 ] 1 ? 3 4

|
| -l '
!
e |
'
|
| I |
| |

Observemos queel Df =r y limx=2.
x—2%

. 1 . . .
Como lim —— =—w, concluimos que es una asintota vertical.

Xx=2"7 X —
1
b) f(x)=ex
El dominio de la funcion es bf = R — {0}.
1 1

limex=+40 A lime*=0 = |x=0 esunaasintota vertical.

x—0* x—0"

a |
y \ |
5 : ! -
|
] \_\_
\
A5
\, 3
2 ‘-‘\ yFer
: -
~ =10 x
-3 -2 -1 0 1 2 3 E 5
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La recta de ecuacion y = L es asintota horizontal al grafico de la funcion
f(x) & lim f(x)=L 0 lim f(x)=L.

Analizar la existencia de asintotas horizontales en las siguientes funciones.
' Ejemplo a) f (X) =—
X

.1 . .
Como lim==0, entonces |y=0 es asintota horizontal.

X—=0 X
a) f(x)= 3x*+1
T 5X%—X+2
lim 2
Como %=§:> y=§, entonces y=E es asintota horizontal.
X—05X —X+2 5 5 8]
by f(x)=x°

Como lim x® =00, entonces esta funcion no presenta asintotas horizontales.

X—>

¥ Ejemplo Analizar la existencia de asintotas horizontales en las siguientes funciones.
a) f(x)=¢e"

En este ejemplo vamos a discriminar los limites para el célculo de asintota horizontal.
Observemos qué lim e*=0 pero lim e* =+,
X—>—w

X—>+0

Por lo tanto, concluimos que |y = 0| es una asintota horizontal a izquierda.
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Observemos que:

. (1Y
e lim f(x)=XILer(§) =0

X—>+00

e |im f(x)= lim 1—3=—3

—>—0 X

Concluimos que tenemos dos asintotas horizontales: aderecha e a izquierda.

3)_ASINTOTA OBLICUA

La recta de ecuacion | y=mx+b es una asintota oblicua al grafico de
f(x)e  lim [ f(x)—(mx+b)]=00 lim [ f(x)—(mx+b)]=0
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Determinemos como se calculan los valoresde m y b.

lim [ f(x)—(mx+b)]= lim X[M—m—E}O
X—>+00 X—>+0 X X

Puesto que x tiende a +oo debe cumplirse que:

lim {M—m—2}=0

X—>+00 X X

- . b
Como b es constante, se verifica que lim —=0.

X=+00 X
Luego:
lim {M—m}o = |lim M=m
X=—>+00 X X—>+0 X

Conociendo el valor de m, lo reemplazamos en la expresion lim [ f(x)—(mx+ b)] =0
X—>+00

Luego: b= Ilim (f(x)—mx) .

Por lo tanto, para calcular la pendiente y la ordenada al origen de la asintota oblicua, basta con calcular
los siguientes limites:

m=|imm y b=XILer(f(x)—mx)

x>0 X

El analisis se completa con el célculo de estos limites para X — —o.

_ Eienila ] ] . ; ] . 3X2+2X
S Analizar la existencia de asintota oblicua en la funcion f(x)= T
X+
3x% +2X
- - 2 2 2
m=tlim 1) _jim X458 iy 32X 3XH2X 1 32X g
Xxo X X—>0 X X—»00 X+5 x>0  X+45 X x—o X4+ 55X
2 2
b= lim (f(x)=mx) = lim SX+2X _ gy = |jm XH2X=3X(XHD) _j Z13X 4
X—>00 X—»00 X+5 X—»00 X+5 x>0 X 45

Luego,= y=3x-13| es asintota oblicua.
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__33:2+2:c ;
Tozl+5

CONTINUIDAD

DEFINICION: Decimos que f es continua en x, < se verifica:
) 3 (x)
i) 3 lim f(x) y es finito.

i) lim £ (x)= f(x,)

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS

1) Seanf y g continuas en Xo, entonces se verifica:
a) f xgescontinuaen xo

b) f.g escontinua en Xo

C) % es continuaen Xo Si g(x,)=0.

2) Si lgc Df y g escontinuaenxo y f escontinuaen g(X,), entonces f og es continua en Xo.

FUNCIONES DISCONTINUAS

Una funcién se dice discontinua en Xo si no verifica una o méas de las condiciones de la definicion de
continuidad.
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1) : Se presenta cuando existe el limite finito L de la
funcidén en xo pero, o bien, no esta definida fen xo, 0 bien, f(x,) no coincide con el limite
L.

2) : Se presenta cuando la funcion no tiene limite

finito en xo, 0 bien, no existe el limite en Xo.

Analizar la continuidad de las i
siguientes funciones en los puntos :
indicados. En caso de ser discontinuas, clasificar.

¥ Ejemplo

a) f(x)=x"+3x en x,=-1 |

) f(-l)=-2 TRSSE JNRSE JARS BEURE)
i) lim x* +3x=-2 il

i) lim f(x)= f(-1)

Por lo tanto, f es continua en

x, =-1.
x? — :
b) f(x)= en X,=2
) fO)="—5 en X,
) A f(2)
2_ —
iy lim X =2 jim (X222 (X+2) _ :
X2 X =2 xX—2 X—=2
=Iirrgx+2=4
Por lo tanto, f presenta una A4t ‘ f 1 s

discontinuidad evitable en x, =2.
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c) f(x)=% en xo=0

i) A f(0)

A |
i) lim==o
x=0 X

Por lo tanto, f presenta una discontinuidad

esencial en x, =0.

Por lo tanto, presenta una
discontinuidad esencial en x, =0.

OBSERVACION:
Claramente en el ejemplo b) podriamos redefinir la funcién de la siguiente manera:
x> —4
—_— X#2
g(x)=9 x-2
4 X=2

Esta nueva funcion es continua en todo valor real; por eso la discontinuidad se denomina “evitable”.

CONTINUIDAD EN UN INTERVALO CERRADO
DEFINICION:

Una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a,b], si y solo si:
i) f escontinua vx e (a,b).
i) lim f(x)=f(a) y Iir?_ f(x)= f(b)

CAPITULO 2 101




NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

Ea— Analizar la continuidad de las siguientes funciones.
s Ejemplo

x* =5 x<0
eX

a) f(x)={

Como las funciones polindmicas y exponenciales son siempre continuas, el Unico punto de analisis es
Xo = 0.

x>0

i) f(0)=-5
lim f(x)=lim x*~5=-5

i) *° X0 = A lim f(x)
lim f(x)=Ilime*=1 x>0
x—=0* x—=0"

Por lo tanto, f es continua para todo valor de x
real, salvo para Xo = 0, donde se presenta una
discontinuidad esencial.

L <o
X+1

b) f(x)=42x+3 -2<x<1

2—Xx
(l) x>1
\5
Los puntos para analizar son x,=-2 'y X, =1.

o X,=-2
) f(-2)=-1

lim f(x)= lim L=—1

“) X——2" x»-2 X+1 = |im f(X)=—1
lim f(x)= lim 2x+3=-1 o2
x—>=2* x—=2*
o X =1
i) f(1)=5

lim f(x)=1lim2x+3=5
X—=1"

x—=1"

) .
Y lim f(x)=Ilim (l) =1 > A o )

x—1* x->1*\ § 5
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Por lo tanto, f presenta una
discontinuidad esencial en x, =1

Por lo tanto, f es continua en x, =-2

Ix -1
c) f(xX)=9 x-1
3 x=1

X#1

) F1)=3
iy im XL XL Xt (X)L

x>l X—=1 _x—>1 X—=1 \/;_I_l_x—)l (X—l)(\/;'l'l)_

lim—="L  _im——— =1
oL (x=1) (Vx+1) =T x+1 2
i) lim £ (x) = (2)

2 -§1o 1 2 3\)

Luego, f presenta una discontinuidad evitable en xo = 1.
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FUNCIONES CONTINUAS EN UN INTERVALO CERRADO

TEOREMA 1:
Sea f una funcion continua en [a,b], entonces f es acotada en [a,b]

TEOREMA 2:
Sea f una funcion continua en [a, b] , entonces f alcanza un m&ximo y un minimo absoluto en [a, b] :

TEOREMA DE BOLZANO

Sea una funcion continua en [a,b] tal que f(a)>0 y f(b)<0 (obien, f(a)<0 y f(b)>0),
entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c)=0.

Ty | Ehaas y

fla)

L=]
T
|
(2]

fla)

F(b)

COROLARIO PEL TEOREMA DPE BOLZANO

Sea f continua en [a,b] y sean xo y x1, dos ceros consecutivos de f en el intervalo [a, 5],
entonces f(x)>0 V xe(x,,x,),0bien, f(x)<0 V xe(x,x).

OBSERVACION: El corolario anterior se podria generalizar diciendo:

“Si una funcion f es continua en el intervalo (a,b) tal que f(x)=0 Vxe(a,b),
entonces f tiene signo constante.”

Estos teoremas seran de suma utilidad cuando veamos estudio de funciones.
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TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Sea f una funcién continua en [a,b] tal que f(a)< f(b) (0 bien, f(b)< f(a)).Si keResun
valor comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c)=k.

fit)

o e e
E

GENERALIZACION DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Sea f una funcion continua en [a,b] y sea k € R un valor comprendido entre el minimo y el
méximo de la funcion f en el intervalo [a,b], entonces existe ¢ € [a,b] tal que f(c)=k .

OBSERVACION:

Este resultado lo utilizaremos para demostrar el teorema del valor medio para integrales.
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Un gran nimero de funciones que se presentan en los problemas de Administracion y Economia, son
funciones que presentan discontinuidades finitas. Por ejemplo, la funcion de costo suele tener
discontinuidades, ya que los costos unitarios disminuyen (0 aumentan) en el caso de cantidades
especificas.

Debe notarse que hay funciones que, aun siendo discontinuas, pueden presentarse con frecuencia como
continuas. Esto es aplicable, por ejemplo, a las funciones de demanda y oferta de bienes vendidos por
unidades, como autos, paquetes de cigarrillos, computadoras, sillas, productos enlatados, etcétera.
Representar como continuas funciones que por naturaleza son discontinuas, hace posible utilizar
herramientas matematicas que de otro modo nos seria imposible aplicar.

ET % Ejemplo Un comerciar_lte mayorista vende resmas de hc_)jas para im.presora A4 en lotes
: puestos en cajas, de acuerdo con la siguiente lista de precios:

$30 por caja con la compra de 10 cajas 0 menos.

$27.50 por caja con la compra de mas de 10 cajas, pero no mas de 20.

$25 por caja con la compra de més de 20 cajas, pero no mas de 30.

$22.50 por caja con la compra de mas de 30 cajas.

Sea p el precioy x la cantidad de cajas, la funcion de precio se puede representar algebraicamente
como:

30x 0<x<10
3 27.50x 10<x<20
P=125x 20< x<30
22.50x x> 30
Su representacion grafica es:
a00 {P
800 ®
700 o
600 ®
500 0
400
300 9
200
100 =
'
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La operacion por la cual un cierto valor inicial que denominamos capital se transforma en un valor
final que denominamos monto, recibe el nombre de capitalizacion. La transformacion del capital en
monto se consigue por la accion de dos factores: tiempo y tasa de interés.

En el capitulo de funciones vimos que si una suma de dinero es invertida y el interés capitaliza por
intervalos definidos, el capital final se obtiene a través de la siguiente férmula:

- \kn
C,=C, (1+l)
K

donde C, = capital inicial (capital en el momento cero)
C,, = capital final o monto

i = tasa de interés unitaria, Ilamado el tanto por uno (interés que gana un capital de
$ 1 en un periodo)
n = cantidad de periodos.
k- n= numeros de subperiodos o periodos de capitalizacion.

Si consideramos al interés como funcion del tiempo, esto da origen a distintos montos. Veamos qué
ocurre cuando una suma de dinero se capitaliza con una frecuencia cada vez mayor, calculando el
monto en cada caso.

Dado un capital inicial de $100 colocado al 12% anual por el término de un afio, los montos para
distintos periodos de capitalizacion son:

o _ 0.12\"
e Capitalizacién anual (k=1): C =100 1+T =112

2:1
e Capitalizacion semestral (k=2): C =100 (1+ 0—212] =112.36

31

e Capitalizacién cuatrimestral (k =3): C=100(1+O'—212] =112.4864
L 0.12)"

e Capitalizacion trimestral (k=4): C =100 1+—4 =112.55
L _ 0.12\"

e Capitalizacion bimestral (k=6): C =100 1+T =112.6162

0.12\**
e Capitalizacion mensual (k =12): C=100(1+?] =112.6825

Los resultados anteriores permiten concluir que, a medida que aumenta la frecuencia de las
capitalizaciones, se obtienen montos mayores.

¢Qué ocurriria si los intereses se capitalizaran en cada infinitésimo de tiempo?

En dicha situacion diremos que estamos frente a un caso de capitalizacion continua y el monto que se
obtendria puede calcularse mediante el siguiente limite:
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- \kn
C_n=limC0[1+é) =C, lim|| 1+

1 .

- =C,e'"

k—o0 k—w k 0
i

Luego, Cn=Co e'".

Observemos que como el monto aumenta al aumentar la frecuencia de las capitalizaciones, C_
representa el mayor monto que puede obtenerse para una tasa nominal i.

36 Ejemplo

a) Calcular el monto que produce un capital de $ 20000 colocado durante 5 afios al 6% nominal anual:
i)con capitalizacion mensual.

C, =20000
1 =0.06
n=>5

125
—OIOGJ = 26977

. \kn
C,=C,[1+L| =20000{1+
K 12

ii) con capitalizacion continua.
C,=C,e'"=20000¢e"*° =26997.18

b) El interés obtenido al cabo de 4 afios fue de $1000 con un capital inicial de $ 5000 y un régimen
de capitalizacion continua. Averiguar la tasa de interés nominal anual.

C, = 5000

|=C,-C,=1000 = C_=6000

n=4

~ in i4 6 i4 6 :
C,=Coe" = 6000=5000¢'" = C=e'* = In|_|=4i

= izlln s =0.04558
4 5

Por lo tanto, la tasa es del 4,56 % anual.
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INTRODUCCION:
Sea y= f(x) una funcion definida en cierto intervalo (a,b) y sea x, (a,b). Supongamos que el
valor x, de la variable x es incrementado en un valor h (no importa que h sea positivo o negativo).
Entonces, la funcion f sufre un incremento que denominamos Af (Xx,). Es decir, si para X = X, ocurre
que y= f(x,), entonces para X = X,+h, sucede que y= f(x,+ h). Calculemos el incremento de f
en X=X,.

Af (%,) = f (X, +h)— (x,)

Efectuando la razon entre el incremento de f y el incremento de la variable x obtenemos la siguiente
expresién, denominada cociente incremental:

Af (%) _ (X, +h)=f(xp)
h h

La funcion fes derivableen x = X, si Ihlrrg
>

O+ hr)] = (%) existe y es finito. En este caso el limite

se designa por f’(x,) y recibe el nombre de derivada de la funcion f en el punto de abscisa x = X,
. Luego,

f'(x)=lim f(XOJ’hk)]" F{%,)

También suele denotarse a la derivada de f en x = X, como:

, dy
xX,), —
yi(x,) o

a
dx

0]

X=X,

X=X,

Para funciones derivables en X = X,, podemos escribir:

f(Xo+h)_ f(Xo) = lim f(X)_ f(xo)
h

’ T
f (XO) B Ihl—rIg X—>Xg X — XO

CAPITULO 3 110



NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

Calcular f'(x,) para f(x)=2x+5en x,=3.
ePrimero calculamos f(3): f(3)=2-3+5=11
Seguidamente calculamos f (3+h), recuerde que debe sustituirse a x por 3 + h.
f(3+h)=2-(3+h)+5=2-3+2-h+5=6+2-h+5
f(3+h)=11+2h
Hallamos el incremento de f: Af(3)= f(3+h)— f(3).
Af(3) M +2h-x 24
h  h A

Finalmente, calculamos el limite para h—0:  f'(3) = Ihlrrg 2=2

) Jjemplo

Realizamos el cociente incremental: 2.

Calcular f'(-1) para f(x)=x*-3Xx.

' Ejemplo | Puesto que nos piden calcular f’(~1), podemos deducir que X, =-L1.

e Calculamos f(-1): f(-1)=(-1)°-3-(-1)=1+3=4

e Calculamos f(-1+h):
f(<1+h)=(-1+h)*=3-(-1+h)=(-1)’-2-1-h+h’+3-1-3-h=1-2h+h’+3-3h
f(-1+h)=h*-5h+4

e Hallamos el limite del cociente incremental para h—0

h>—5h+ A -4 h?-5h

h

=lim ——
h—0 h

f'(=1) = lim

h—0

, . L .0
Sacamos factor comdn h en el numerador para poder resolver la indeterminacion del tipo 0 que se
presenta.

f'(—1)=Lirrgm=Lirrg h-5=-5 = |f'(-1)=-5

A

)3, Ejemplo . Calcular f* en el punto (3;2) de la curva que es graficade f(x)=+x+1.
Si debemos trabajar en el punto (3;2), entonces el valor de la abscisa es 3, de donde
X, =3.

e Hallamos f(3): f(3)=3+1=v4 = f(3)=2
e Calculamos f(3+h): f(3+h)=+3+h+1 = f(3+h)=+4+h

e Calculamos el limite del cociente incremental.

2
\/4+h—2_"m\/4+h—2.\/4+h+2_“m(\'4+h) _22_
h =0 h Ja+h+2 ™0 h(/4+h+2)

Ciim A=A i K gL 1 1
0 h(VA+h+2) ™0 K (Ja+h+2) ™0 J4+h+2 J4+0+2 2+2

Luego,  f'(3) =%

lim
h—0

1
4
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i3 Fjemplo ) Calcular la derivada de f(x)= 2 en x,=1.
X+1
Apliquemos directamente la definicion:
2 2 2 L
£/(1) = lim f(1+h)— f(2) —lim 1+h)+1 1+1 — lim 2+h
h—0 h h—0 h—0 h

Si calculamos el limite nos encontramos ante una indeterminacion del tipo 0 Por lo tanto, efectuamos

la resta indicada en el numerador.

2 _1=2—(2+h)=Z—Z—h= —h
2+h 2+h 2+h 2+h
-h
lim 2+h _jjm =1 1
h->0 h h-0 2+h 2

Volvamos al limite.

Luego, f’(1)=—% :

Veamos algunos ejemplos de no existencia de derivada.

p— 2
<= Ljemplo | Averiguar si existe la derivada de f(x)=(x+1)® en x,=-1.

2 2
(=-1+h+1)° - (-1+1)°

fr(<1) = lim T CHN=TED
h—>0 h h—0 h
2z 2
. h®3=0® . h® . 1
=lim =lim—=Ilim—
h—0 h h—-0 h h—-0 h

: o .1
Si calculamos el limite nos encontramos con que lim s =
—

Por lo tanto, la derivada no existe en X, =-1.

: Hemos definido derivabilidad en un punto X,. Tenemos ya otra nocién puntual,
que es la de continuidad. Es importante relacionar ambos conceptos.

TEOREMA: Si una funcion es derivable en x,, entonces es continua en x;,.

DEMOSTRACION: Si fes derivable en X,, entonces existe:

fl(xo): lim f(X)— f(XO)
X=>Xo X=X,

f(x)= F(x)

Luego: lim f(x)— f(x,)=lim
X=X X=Xy X_XO

(X=X%,)=
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i 0= (%)

X=>Xo X - XO

lim (x—=x,)= f'(x,):0=0

Por lo tanto, lim f(x)= f(x,) como queriamos demostrar.
X—>Xg

NOTA IMPORTANTE:

La reciproca del teorema anterior (Si es continua en x,, es derivable en x,) no es cierta, pues hay
funciones continuas en un punto que no son derivables en dicho punto.

m Ejemplo F"f

Dada la siguiente funcion:
2+1 >2
f(x)z{x + X

3x-1 x<2
Se pide: y j
| o |
a) Verificar que f es continuaen X, =2. /
Recordemos las condiciones que deben cumplirse para que f » [

sea continua en un punto.

Sea y=f(x), diremos que f es continua enx, si se

satisfacen: ”
i) 3 1(x,)
i) Existe y es finito lim f(x)

i) lim £ (x)= f(x,)

-2 0
En nuestro caso X, =2, luego:

i) f(2)=22+1=5 y

L = lim f(x)= Iirzl x*4+1=5

i) . _ = lim f(x)=5
L =Ilim f(x)=Ilim 3x-1=5 x—2
X—>2" X—2"

i) lim f()=f(2)

Por lo tanto, f es continuaen X, =2.
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b) Analizar la existencia de derivada de la funcion fen x,=2.

Apliquemos ahora la definicion de derivabilidad.

f(2+h)- f(2)

'(2)= Llﬂg

Para determinar cual de los tramos de f debemos usar, tenemos que discriminar si h es positivo o
negativo. Luego, tenemos que calcular la derivada por derecha (que denotamos f'*) vy la derivada

por izquierda (que denotamos f'7).

-— 2 -—
fr@) = fim T@HN=F@) o @4h)?+1-5
h—>0* h h—>0*
2 _ 2
_lim AP +4ah+1-5 L hr+4h L Hh+4) limh+4<4
h—0* h h—0* h h—0* /k{ h—0*

Analogamente:
Debido a que la derivada
f@+h)-1(2) _ lim 3Q2+h)-1-5 = por derecha es distinta de
h h—0" h la derivada por izquierda,
decimos que no existe la

derivadade f en x,=2.

£(2)=lim

0

_tim 830125 i 3,

h—0~ h h—0~ /}7{

Hasta ahora s6lo vimos la definicion puntual de derivada, con lo cual, cada vez que cambiamos el punto
en el que estamos trabajando, tenemos que calcular un nuevo limite. Para resolver este problema es
que generalizamos la definicion de derivada, calculando el limite en un punto genérico X = X, .

Sea f definida en un intervalo (a,b) y derivable en todos los puntos de dicho intervalo. Para cada
x € (a,b) tenemos una f'(x) € R, de esta manera queda definida una funcion (x — f'(x))
Ilamada la funcién derivada de f y se indica f'.

2 Ejemplo ) Hallar la derivada de la funcion constante (x)=k.

f'(x)= le

f(x+h)-f(x)_ . k-k_. 0
h
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s Ejemplo 1 Hallar la funcion derivada de f(x) = x°.

f(x+h)—-f(x) m (x+h)®-x3 _lim x°+3x’h+3xh* +h’ = x* _
h T ho h -

=i
h—-0

f(x)=lhl£r;)|
2 2 3 2 2
_lim 3x°h+3xh“+h _lim }7{(3X +3xh+h?)

h—>0 h h—0 }»{

2

=lim 3x°+3xh+h?=3x
Por lo tanto, la derivada de f(x)=x*>=| f'(x)=3x?

J Ejemplo Calcular la derivada de g(x)=Inx.

Para que el logaritmo esté definido, vamos a restringirnos a valores positivos de X, es decir, x >0.

In(x+h)
g'(x) = lim g(x+h)—g(x) _lim In(x+h)—Inx _lim X
h—0 h h—0 h h—0 h

h

o> x
X |~

1

h
=Iim1 In(1+ﬂj=limln[l+ﬂj =limIn 1+i =limIn 1+1
h—0 X h—0 X

h—0 h X h—0 X
h h
1
xt T x %
h x h
. 1 . 1 11 1
=Inlim| 1+— =In| lim|1+— =lne*x==—Ilne==—
h—0 X h—0 X X X
h h

Por lo tanto, la derivadade f(x)=Inx=f'(x)= %

10 B Calcular la derivada de f(x)=senx.
s FEjemplo

£/(x) = lim sen(x+ h) —sen x

h—0

lim

h—0

f(x+h)—f(x) _
- =
Recordemos que sen(a+b)=senacosb+senbcosa

Reemplazando en la expresion anterior obtenemos:

. senxcosh+senhcosx—senx ,. senxcosh—senx .. senhcosx

lim = [im +lim——=

h—0 h h—0 h h—0 h
. senx(cosh-1) .. senhcosx .. . cosh=1 . senh .

=[im +lim———=Ilimsen x lim +1lim lim cos x
h—0 h h—0 h h—0 h—0 h-0 | h-o
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Veamos cuanto da el siguiente limite:

. cosh=1 . cosh—=1lcosh+1 .  (cosh)®’-1 . —sen’h
lim =lim =lim ——=Ilim —=
h—0 h  cosh+1 m>0 h(cosh+1) h>0 h(cosh+1)

h—0

—senhsenh . senh .. senh —(=1)0=0

h-0 h(cosh+1) h>0 h h0cosh+1

De manera que:

f'(x)=sen x-0+1-cos x =Cos X

Por lo tanto, f(x)=senx= f'(x)=cosx

Es importante notar que lo que hicimos en los ejemplos anteriores demuestra que todas las funciones
consideradas son derivables en todo punto de su dominio y, por otro lado, establece cuanto valen

sus derivadas en cualquier punto.

1) Si f y g son derivables en x,, entonces f + g es derivable en x,. Ademas:
(F+9)(%) = F'(x)+ (%)

(f+9) (X + )= (f +9)(X,) _

Demostracion: (f +g)'(x,)= Ihmg ™
=lim f(xo +h)+ g(xo +h)—(f(X0)+ g(xo)) =lim f(xo +h)_ f(xo) +lim g(xo +h)_ g(xo) —
h—0 h h—0 h h—0 h

= f'(Xo)"' g'(xo)
2) Si fy g sonderivablesen x,, entonces f-g esderivable en x,. Ademas,

(f : g)'(xo)= f'(Xo) g(X0)+ f(Xo) g'(xo)

3) Si fy g sonderivablesen X, y supuesto que g(X,) # 0, entonces é es derivable en x, y ademas:

!

f f’(xo) g(xo)_ f(xo) g’(XO)
— (X0)=
( ] [a(x)]

4) Si f esderivableen x, y k esunaconstante, entonces (k- f)'(x,)=k f'(x,).
Damos a continuacion una tabla en la que se consignan las derivadas de las funciones que
utilizaremos en adelante.
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FUNCION DERIVADA
k 0
X 1
Xn n Xn—l
1 1 (4
Y=o L ()
n
X eX
a* a*Ina
1
Inx —
X
1
log, X
xIna
sen X COS X
COoS X —sen X
tg X sec? x
1
arcsen x =
1-x
1
arccos x -
1-x?
1
arctg x
1+ x?

Apliquemos las reglas anteriores a algunos ejercicios.

m Ejemplo ) Derivar f(x)=(x*+Inx)-e*
f'(X)=(X*+Inx) - e*+(x*+Inx)-(e*) =

=(3x2+§}ex+(x3+lnx)-eX

- \ . sen X +4cos X
W Ejemplo | Derivar f(X) = ———————

g X
, (sen x+4cos x)' tg x— (sen x +4cos x) (tg x)’
f'(x)= - =
tg° x
_ [cos x+4 (—senx)] tg x — (sen x +4cos x) sec” X
- tg* x
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13 B . In x
= Ejemplo | Derivar g(x)=e*-arcsen X + —————.
Jx+In2
In x
g'(x)=(e*arcsenx)'+| ————| =
\/;+In2

(Inx)Y (Vx+In2)—Inx (x +In2)" _

(VX +1n2)?

1 1
X(\/?+|n2)—|nx2&

J1— x? ¥ (X +1n2)?

=(e*) -arcsen x+e” - (arcsen x)' +

=e*.arcsen x+e* -

§ 5
. Xx® COS X

Ejemplo | Derivar h(X)=W
—24/x

_ (x® cos X)' (3% =2 4/x) = (x® cos x) (3% =2 4/x)’ _

h'(x) & 205
[(x5)’ coS X + X° (cos x)’:| (3" =2 4/x) = (x® cos x) [(3*)'—2 ((‘/;)’]

- (3 =2 4/x)? -
[5x4 cos X + X (—sen x)] (3* =2 4/x) = (x® cos X) [3* In3—; x_‘s‘J

B (3" —23x)?

Hasta ahora derivamos funciones en las que la variable x estaba afectada por una Unica funcion.
Enunciaremos a continuacion una férmula (conocida como regla de la cadena) que nos va a permitir
hallar la derivada de funciones compuestas.

TEOREMA.

Sigesderivableen x, y f esderivable en g(x,), entonces f o g esderivable en x,. Entonces:

(fo8)(x)=f"(8(x,)) 8'(x,) -

15 s Derivar h(x) = sen x*

En este caso debemos pensar que g(x)=x’ y que f(x)=senx. De este modo h(x)=(f og)(x).
Luego, aplicando la regla de la cadena para un valor genérico de Xx resulta:

h'(x)= f'(g(x)) g'(x) =cos x* - 2x

CAPITULO 3 118



NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

D fenplo ) Derivar £ (x) =In(tgVx)

Observemos que en este ejemplo hay tres funciones que se componen: g(Xx)= Jx, h(x)=tgx y
k(x)=Inx. De este modo f(x)=(keohog)(x) y su derivada es:

f'(x)=K'[(he g)(x)]-h'(9(x))- g'(x).

Por lo tanto:
f'(X)—L-SeCZ\/;-L
tgv/'x 24/x

Ejemplo Derivar  g(x)=2"""

La derivada de funciones del tipo g(x)=a"* es g'(x)=a"™ Ina f’(x). Por lo tanto:

g'(x)=2"" In2 (sen X+ X oS X)

W Ejemplo ) Derivar  h(x) = cos®(In¥/x)

h'(X)=BCosz(InE/;)(_sen(mg/;))%%
X 33 x?

Ejemplo ) Derivar f(x)=+Insen x +(tg Jx)?

f'(x)= ! L cos X +(=2) (tg/x) sec? \/§L =
2+/Insen x sen x

24/x
COS X _(tg Jx) 2 sec?Vx

2+/Insen x.sen x \/;

3
20 = H € ¢
= Ejemplo | Derivar g(x)=1In
sec X

Observemos que en este ejemplo vamos a necesitar la derivada de la funcion secante. Luego, si
0.cosx—(—senx) senx
f(x)=secx, entonces f'(x)= ( ) _

( 7 =———=secX-tg x. Por lo tanto:
COS X Cos” X
§'(x) = 1 (exs)'.secx—exg.(secx)'=
e¥ (sec x)?
sec X
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_secx e’ *3x2sec x—e* secxtgx secx e* secx(3x —tg x) _ 3% _tgx
e sec? x X sec? x

cose* .A/sen x

(e Y.cose*./sen x — /6™ (cose* ./sen ) _
(cose* .+/sen x)?

e°* (—sen x).cose”./sen x —+/e“* ((cose*)'v/sen x +cose*.(v/sen x)’)
cos’ e*.(v/sen x)?

-1 COS X
——— e sen x.cose*.afsen X —/e%* .| —sene*.e*.A/sen X +cose*.
_ 24/eosx 2+/sen x

<5 Ejemplo | Derivar f(x)=

f'(x)=

1

cos?e*.sen x

Sean f y g dos funciones derivables y supongamos f(x)>0 para todo x en el dominio de f.
Estudiaremos como derivar funciones del tipo f (x)*.

Consideremos la funcion h(x)= f(x)** .

e Aplicamos logaritmo natural a ambos miembros de la igualdad.
Inh(x)=In f(x)*®

e Usamos la propiedad de logaritmo que establece Ina” =bIna.
Inh(x)=g(x) In f(x)

e Derivamos ambos miembros recordando utilizar regla de la cadena.

mh(x) g'(x)In f(x)+g(x)ﬁ f'(x)

e Despejamos h'(x).

h'(x) = h(X){g (x)In f(x)+ Q(X)T f (X)}

e Reemplazamos h(x).

h'(x) = f(X)g(x’{g(X)ln f(x)+9(x) ( ) f'( )}
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= Fjemplo | Hallar la derivada de f (x) = x®"
|n f(X) — In thX
In f(x)=tg x Inx

L f’(x)=seclenx+tgx1
X

f(x)

f'(x)= f(x) {sec2 X Inx+tgx§]

' tg x 2 1

f'(x)=x" [sec xlnx+tgx—}
X

Inx

=¥ Fjemplo ) Derivar g(x)=(senx)

Inx

g(x) = (sen x)

Inx

In g(x) = In(sen x)
Ing(x)=Inx In(sen x)
1

—g'(X)= 1 In(sen x) +In x
g(x) X sen X

COS X

COos X:|

Tl
COS X
X

g'(x) = (sen x)"™* {1 In(sen x) +In x
X sen

g'(x) = g(x) {1 In(sen x) +In x !
X sen X

Desde el punto de vista geométrico la derivada de una funcién en un punto indica la pendiente de la
recta tangente a la curva (que es la grafica de dicha funcién) en el punto.

En efecto, consideremos la recta que pasa por los puntos (X,; f(X,)) y (X,+h; f(x,+h)). Seguin
vimos en el capitulo de funciones la pendiente de dicha recta es:

M f (X, +h)—f(x))  f(X,+h)=f(x,)
T (x+h)-x, h
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flap+ h)

/ Xy o+ h

Si ahora tomamos valores de h cada vez mas pequefios se puede apreciar en la figura que la recta
considerada se va aproximando a la recta L, tangente a la curva en el punto de coordenadas (X,; f(X,))

. Ademas, la pendiente m de esa recta se va aproximando a la derivada f'(x,).
Luego, concluimos que:

“Sea f una funcion definida en (a,b) y sea x, € (a,b) . Si existe f'(x,) es igual a la pendiente de
la recta tangente a la gréfica de f en el punto de coordenadas (x,; f(x,)) ”.

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de fen el punto de coordenadas (Xx,; f(X,)) es:
Y= (%)= /(%) (X=X,;)

Anélogamente, si f'(x,)#0, la ecuacion de la recta normal es:

-1

f'(Xo) (X_ Xo)

y-— f(X0)=
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" . ., 4
ED Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la funcion f(x)=—+ x> en
wi Ljemplo X

el punto de abscisa x, =—1.

Calculamos f'(x): f’(x)=—%+2x
4
(-1)

Calculamos f(<1): f(~1)= &ﬁu (<12 =—4+1=-3

Reemplazamos en la ecuacion de la recta tangente.

Reemplazamosen x,=-1: f'(-1)=-

—+2(-1)=-4-2=-6

y=F(x)= (%) (x=%,)
y—(=3)=(-6) (x=(-1))
y+3=(=6) (x+1)
y=—6x-9

e Reemplazamos en la ecuacién de la recta normal.

Y= 100)=F5

-1
y-(=3)= ) (x=(-1))

y+3=%(x+1)

(X_ Xo)

Recta Tangente

=2 //
1 —6x — 9
Recta Normal i ;;_///’fa“ Y
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Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion g(x) = x*—-3x-5
que es paralela a la recta de ecuacion y=9x-5.

Ejemplo

Si ambas rectas deben ser paralelas, debe ocurrir que sus pendientes sean iguales, es decir, g'(x,)=9
,yaque g'(x,) es la pendiente de la recta tangente a la grafica de g y 9 es la pendiente de la recta dada.
e Calculamos g'(x): g'(x)=3x*-3
e Reemplazamos por X, y resolvemos la ecuacion: g'(x,)=9

3X;=3=9 = xi=4 = [x|=2 = x,=2 v x,=-2
El resultado anterior indica que debemos hallar las ecuaciones de dos rectas (tangentes ambas); una
para X, =2 yotrapara X, =-2.

e Calculamos la recta tangente para x, =2.Como g(2) =2°-3.2—5=-3, entonces:
y—(-3)=9(x-2) = y+3=9x-18 = |y=9x-21
e Calculamos la recta tangente para x, =—2. Como g(-2) = (-2)> -3 (-2)—-5=—7, entonces:

y=(-7)=9(x=(-2)) = y+7=9x+18 = y=9x+11

Como ejercicio de integracion de los conceptos vistos resolveremos el siguiente problema.

Fiemplo | Hallar los valores de a y b constantes para que la funcion f sea derivable enO .

a
—+1 x<-1

f(x)=1¢ x
b(x+1)+2 X>-1

Veamos primero si f es continua, ya que si no lo es tampoco puede ser derivable (recordar el
teorema que relaciona continuidad con derivabilidad).

Como 241 escontinua V X< -1 (el dnico punto de discontinuidad esta en x =0 pero no
X

pertenece al intervalo considerado) y b (X+1)+2 también es continua ¥V X >—1 (por ser un
polinomio es continua para todo x real, en particular lo es para el intervalo considerado),
estudiaremos sélo que ocurre en X, =—1.

) f(=1)=b(-1+1)+2=2

i) U= lim 241=—a+1 A L= lim b(x+1)+2=2

x—>-1" X X—=1
Luego, para que el limite exista debe suceder que L' =L~ =L, es decir, —a+1=2. Por lo tanto,
a=-1].
Analicemos ahora la derivabilidad.

-1
+1-2
f7(=1) = lim L) el G T L N O
h—0" h h—0" h h—0~ (—1+ h) h ns0 =1+h
£ (=1) = lim f(-1+h)- f(-1) — lim b(-1+h+1)+2-2 _ lim b_h=b
h—0* h h—0* h h—0* h
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Luego, para que la funcidn sea derivable debe verificarse qué f'~(-1)= f'*(-1). Porlo tanto, b=1

Al hallar la derivada de una funcién f cualquiera, obtenemos otra funcion llamada f'. Luego, la
nocion de derivabilidad puede aplicarse a la funcion f' de la siguiente manera:

f'(x,+h)—f'(x,)
h

(F'Y(x,) =lim

dando lugar a una nueva funcion (cuyo dominio son todos los puntos x = X, para los cuales f' es
derivable) y que simplemente denotamos " .

Por lo tanto, si f"(x,) existe se dice que f es dos veces derivable en x = x, y el nimero f"(x,)
recibe el nombre de derivada segunda de f en x = X,.

Anéalogamente, podriamos definir f"=(f")", ¥ =(f™), etc. lamadas, respectivamente,

derivada tercera, derivada cuarta, etc. Cominmente se conocen como derivadas de orden superior
de f.

Para encontrar facilmente las derivadas de orden superior de una funcion, calculamos primero su
funcion derivada y sin sustituir el valor de la variable x, derivamos nuevamente.

8 Fjemplo ) Calcular f"en x,=0 si f(x) = e +x3.

e Primero calculamos f'(X): f’(x)=5e>*+3x>
e Derivamos nuevamente: f"(x) = 25> +6Xx
e Reemplazamosa x por 0: f”(0)=25e’+6.0=25

Ejemplo Calcular f"'siendo f(x) = ln( 1+ X).

" -1
Ty

m 2
)=y
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: Dada una funcion f, un numero real x, tal que f sea derivable en x= X, y un

incremento Ax, llamamos diferencial de f (df =df (xO,Ax)) al producto de f'(x,) por Ax. En
simbolos,

df = f'(x,) Ax

Si en lugar de considerar un punto en particular tomamos un punto genérico se obtiene la funcién
diferencial: df = f'(x)Ax.

Cualquiera sea la variable independiente, siempre su incremento coincide con su diferencial. En efecto,

si f(x) = x sudiferencial es df = f'(x) Ax = 1.Ax = Ax, pero como df = dx, obtenemos que Ax =
dx.

Luego, si consideramos Yy = f(X), otra expresion para la funcion diferencial es:
dy = f'(x)dx
= Fjemplo | Calcular el diferencial de las siguientes funciones.

a) f(x)=x*+e*+2
f'(x)=3x"+e* = df =(3x*+e*)dx

x*+1

b) f(x)=
) 1) 2X + x°

£/(x) = 2X.(2x+X°)—(2+3%%).(x*+1) _ 4x*+2x"—2x*—2-3x"—3x

(2x+x°)* (2x + x%)?
—x*—x*-2 —x'=x*=2
f'(X)=————— Y A
() (2x+ x*)? = d ((2x+x3)2 ]dx

C) f (X) — ex3senx

f'(x)=eX"*" (3x?sen x+ X’ cosx) = df = [ex35e“x (3x? sen x + x° cos x)] dx
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y
fz)
A
f
Ay
: o T
- <o dy
.f( u) " \ é |
Ax
x LN
To £
BC BC — —

f'(x.)=tga=— df = f'(x,) Ax==— AC =BC

( o) ga AC = ( o) AC

Por lo tanto, el diferencial de la funcion f en X = X, es igual al incremento que sufre la recta tangente
af en x=x, al pasar de x, al punto incrementado X = X, +AX.

Observemos ademas que si Af = f(x,+Ax)— f(x,), entonces Af —df da la diferencia entre los
incrementos de ordenadas que sufrieron la funcion f y su recta tangente al pasar de x, a X, +AX.
Se puede apreciar que a medida que Ax tiende a 0, la diferencia Af —df también tiende a 0. Luego,
para valores pequefios de Ax ocurre que Af =df .

Por lo tanto, df (por ser una aproximacion de Af ) da una expresion que permite calcular valores
aproximados de la funcion.

W' Ejemplo | Dada la funcién f(x)=5x2+x,se pide:

a) Calcular analiticamente el Af yel df en x,=1 para Ax =0,5.
b) Hallar un valor aproximado de f en X =1,5 mediante el uso de diferenciales.
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a) Primero hallemos la derivadade f :  f'(x) = x + 1.
Luego, reemplazamos a x por 1: f(hy=1+1=2.
Porlotanto, df = f' (1) Ax =2 -0,5 = 1.
Calculamos ahora Af":
Af =fQ+4Ax)—-f(D)=fA1+05—-f(1)=f(15—-f(1)=2625-15=1,125
b) Sabemos que Af = df. Luego:
flxo+A4x) — f(x0) = f (%) Ax = f(xo +4%) = f'(x9) Ax + f(x0)

A efectos de aplicar esta formula de calculo (que da una aproximacion de f a partir del diferencial),

debemos reconocer X, y Ax.
x=xo+4x=15 = x,=1 A A4x=0,5
Reemplazando, obtenemos:

fA+05=f(1)05+f(1) = f(1,5) =25

Para visualizar mejor el problema, su representacion grafica es:
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Definimos el costo marginal como el valor limite del costo promedio por articulo extra cuando ese
numero de articulos extra tiende a cero.

Expliqguemos la definicién anterior.

Cuando un fabricante cambia su produccién (que llamamos X ) a x+ Ax, donde Ax representa la
variacion en la produccion, el costo (denotado C) se incrementa en AC, donde  AC representa el
costo extra causado por la produccion de Ax articulos extras.

Ahora bien, el costo promedio por articulo extra es: AC

AX

Luego, si deseamos calcular el costo promedio por articulo extra cuando se efectlia un cambio muy
pequefio en la cantidad producida tenemos:

. AC
Criarg = JIm 2

De donde el costo marginal no es otra cosa que la primera derivada del costo total, es decir:
Coarg (X) = C'(x)

Y Ejemplo ) El costo de un articulo estd dado por C(x)=0,002x>—0,4x*+50x+ 2000

Determinar el costo marginal en funcion de x y evaluar el costo marginal cuando la
produccién es de 100 unidades.

El costo marginal es: C’(x)=0,006x*—0,8x+50. Luego, si reemplazamos a x por 100 obtenemos:

C’(100) = 0,006 (100)> —0,8.100+50 = 30 .

El ingreso marginal representa las entradas adicionales producidas por articulo adicional vendido
cuando ocurre un incremento muy pequefio en el nimero de articulos vendidos.

Iy, (X)= I'(x)
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Determinar el ingreso marginal cuando x = 200 si la ecuacion de demanda es
x + 80p = 800.

| 9& Ljemplo

El ingreso se calcula como el producto de la cantidad demandada por el precio, es decir:
I(x)=x-p

800 - x _10- X

Como la funcién de demanda esta dada por X+80p =800, entonces p = 50 %

2

Reemplazando en la funcion de ingreso: 1(x) = X (10_8_):)) =10x— ;(—0 :

Derivando obtenemos el ingreso marginal: 1'(x) = 10— 2.

40
Reemplazando la x por 200 nos queda el resultado pedido: 1'(200) =10 - 24_(:)0 =5

Si B(X) representa el beneficio total por la venta de x unidades, B'(X) (llamado beneficio marginal)
es el beneficio adicional por cada articulo extra si la produccion sufre un pequefio incremento.

33 Fjemplo ) La ecuacion de demanda de cierto articulo estd dada por p+0,02x=100 y la

funcion de costo por C(X)=6000+10x . Determinar el beneficio marginal para x =
500.

Sabemos que |B(X)=1(x)—C(x) yque [I(x)=X-p..
Como p+0,02x=100 , entonces p=100—0,02x . Luego:
I(x)= x(100—0,02x) =100x —0,02x>
Reemplazando en la funcion de beneficio:
B(x) = (100x —0,02x?)— (6000 +10x) = —6000+90x —0, 02 x*
Derivamos la funcion beneficio para obtener la funcion beneficio marginal:
B'(x)=90-0,04x
Reemplazando x por 500 obtenemos el resultado buscado:

B'(500) = 90— 0,04 . 500 =70
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Para algun articulo dado se tiene que p es el precio por unidad y x el nimero de unidades que se
adquieren durante un periodo determinado de tiempo al precio p. Sea X= f(p).

Supongamos que el precio se incrementade p a P+ Ap. Entonces, la cantidad demandada cambiara,
por ejemplo, de X a x+ Ax. Luego:

X+Ax=f(p+Ap) = Ax=f(p+Ap)-x = Ax=Tf(p+Ap)-f(p)

: L L A
El incremento de p es AP v este es una fraccion del precio original que llamamos ?p

: : y : : A
Es posible decir también que el incremento porcentual en el precio es: 100-%).
Analogamente el incremento porcentual en la cantidad demandada es: 100-3.
X

Observemos que mientras el incremento porcentual en el precio puede ser positivo, el incremento
porcentual en la cantidad demandada correspondiente serd negativo y reciprocamente.

Efectuamos la razon de estos dos incrementos porcentuales y calculamos el limite para Ap tendiendo

. ) . - . . Ex
a 0, a dicha razon la denominamos elasticidad y la simbolizamos E_p .

AX
Ex . 200" poAx podx Ex_ p
—=lim—X =lim+-. === - =Z==—F_.f"(p)
Ep Ap—)OlOO Ap a0 X Ap Xx dp Ep f(p)

Asi, la elasticidad de la demanda es igual al valor limite de la razdn de cambio porcentual en la
demanda respecto al cambio porcentual en el precio, cuando el cambio en el precio tiende a cero.

:Sea n= ‘?‘ . Luego, de acuerdo con el valor que
Y

tome 7 vamos a clasificar la demanda.
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' La demanda es perfectamente
ineldstica., es decir, la cantidad

di Clasificacion de la Demanda n=0 demandada del bien no se
modifica en absoluto al variar el
— e PTECIO
=9  Lademanda es perfectamernte La _demanda o mqiasi‘xca, e
S 0<np<l decir, la demanda varia en forma
eldstica. proporcionalmente menor a lo
que varia el precio.

n>1 La demanda es eldstica, es decir, n=1 La demanda es unitaria, es decir,
varia en una proporciéon mayor la demanda waria en igual

que el precio. proporcién que el precio.

ED o Sea x = 400 (20 — p) la funcion de demanda de cierto articulo. Hallar su
el elasticidad para los siguientes niveles de precio: p =5, p = 10y p = 15. Clasificar
la demanda en cada caso.

Hallemos primero la derivada de la demanda: x'(p) = —400. Luego, la elasticidad es:

Ex p . p —p
ol =— L . (—400)=
Ep - x T a00@o—p) O

Reemplacemos por los distintos valores de p y clasifiguemos la demanda para cada caso.

. B(5) B RN n= = Luego, la demanda es inelastica.
Ep 20-5 3 3
Ex -10

. E—p(lO) = 010 -1 = ;7=1.Luego, lademanda es unitaria.
Ex -15

. E—p(15) T T -3 = |n=3|. Luego, la demanda es elastica.

Si y=f(x), podemos definir la elasticidad de y con respecto a x

como:.

E

B XY hien P X iy
Ex y dx Ex f(x)
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CAPITULO 4

APLICACION DE LA FUNCION DERIVADA

PRIMERA PARTE: ESTUDIO DE FUNCIONES

En esta primera parte del capitulo vamos a aplicar todo lo aprendido sobre derivadas para obtener la
representacion grafica de funciones.

FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

DEFINICION:

Sea f una funcién definida en un intervalo I, diremos que:

a) f es creciente en | si para todo x, el y x,el, cuando x, <x, entonces

S(x) = f(xy).

b) f es decreciente en | si para todo x, el y x,e [, cuando x, <wx, entonces

f(x) 2 f(x,).

J(ws)

J(z)
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Las definiciones anteriores corresponden a funciones crecientes o decrecientes. Si
cambiamos los signos < y > por <y > obtenemos las definiciones de estrictamente
crecientes y estrictamente decrecientes.

Vamos a analizar como el signo de la primera derivada de una funcion da informacion sobre su
monotonia (crecimiento o decrecimiento).

Sea f una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b).
a) Si f'(X)>0 paratodo x e(a,b), entonces f es estrictamente creciente en [a,b].
b) Si f'(X)<0 paratodo x e(a,b), entonces f es estrictamente decreciente en [a,b].

Sea f: (a, b) — R derivable en todo punto.
a) Sifes creciente, entonces f'(X)20 paratodo x e(a,b).
b) Si fes decreciente, entonces f'(x)<0 paratodo x e (a,b).

Las propiedades anteriores pueden interpretarse geométricamente.
® Si una funcidn derivable crece en un intervalo 1, la recta tangente a la curva de f en
cualquier punto tiene pendiente no negativa (forma angulo agudo con el semieje
positivo X, pudiendo ser en algunos puntos nulo).
@ Si una funcion decrece en I, la pendiente de la recta tangente en cualquier punto no
es positiva (forma angulo obtuso con el semieje positivo x pudiendo ser nulo en
alguno de ellos).
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Ejemplo Indicar en qué subconjunto del dominio es creciente o decreciente la funcion
: f(x)=x>—-9x*+15x+3.

Hallamos primero el dominiode f: Df = R
Calculamos la derivada de f: f’(x)=3x*—-18x+15

Factorizamos f'(x): f'(x)=3(x-1)(x-5)
Debemos determinar para qué subconjuntos del dominio f’(X) es positiva y para cuéles es negativa.
Observemos que el signo de  f'(X) depende de los factores (X—1) y (Xx=5).

f'(x)>0 & (x-1)(x=5)>0 < (x>1 A x>5) v (x<1 A x<5)

& X>5 v ox<l1.

Por lo tanto, f crece en (—00,1)U(5,+).

f'(X)<0 & (x=-1)(x-5<0 & (x<1 A x>5) v (x>1 A x<b)

< 1<x<b.

Por lo tanto, f decrece en (1, 5).

En el ejemplo anterior se podria proceder de otra forma: dividiendo el dominio en intervalos con los
puntos que resultan raices de f'(X)=0 y determinando luego el signo de f'(X) en cada intervalo.

INTERVALO (=0,1) (1,5) (5,+x)
+ - +
f crece f decrece f crece

Para determinar el signo de f'(X) en cada intervalo evaluamos f'(X) en un punto interior cualquiera

a cada uno, ya que siendo en este caso f'(X) una funcion continua, por el corolario del teorema de
Bolzano, conserva su signo entre dos ceros consecutivos.

0 1Y
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Indicar en qué subconjunto del dominio es creciente o decreciente la funcion
2

F(x)= X +1.

X

Hallamos primero el dominiode f: Df = R — {0}

Calculamos la derivada de f :

(X2 +1) x=(x)' (x*+1) _2xx—(x*+1) 2x*-x*-1_ x*-1

V& Ejemplo

f’X: =
() X’ X’ X’ X’
Hallamos los ceros de f'(X):
2
F0=0 & 22120 o x-1=0 & ¥=1 & x=1 v |x=-1

2 —
X
Determinamos el signo de '(X): El signo de f'(X) esta determinado por x*—1 ya que el divisor

X? es siempre positivo. Como el dominio de f presenta una restriccion hay que tenerla en cuenta
en los intervalos que vamos a considerar para analizar el signo de la funcion derivada, para que
se cumpla la hipétesis de continuidad que exige el corolario del teorema de Bolzano.

INTERVALO (—00,-1) (-1,0) (0,1 (1, +<0)
SQ /(%) + - - +
fcrece f decrece f decrece f crece
Por lo tanto, fcrece en |(—o0,-1)U(l,+0) vy  f Y
decrece en [(-1,0)u(0,1) . s

ir

03 Jymmm— Indicar en qué subconjunto del dominio es creciente o decreciente la funcion

f(x)=vx-3.
Hallamos primero el dominio de f: Df = [3,+°°). Calculamos la derivada de f :
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f'(x)= 1()(_3);_1 = l(x—s)% 1

2 2 2x-3

Observemos que el dominio de £7(x) es (3, +) y que en ese intervalo es siempre positiva. Luego,
por propiedad 1, f crece en [3,+°°).

Y

Sea x, un punto interior al dominio de f , es decir, tal que existe un intervalo abierto
I Df COnxy €l
a) falcanza en x, un maximo relativo o local si existe un entorno de x, donde se
cumple que f(x) < f(x,) para cualquier punto x de este.

b) falcanzaen x, un minimo relativo o local si existe un entorno de x, donde se
cumple que f(x) = f(x,) para cualquier punto x del mismo.

Sea f una funcion y sea x, € Df.
a) falcanza en x, un maximo absoluto si se cumple que f(x) < f(x,) para todo x
perteneciente al dominio de la funcion.
b) falcanza en x, un minimo absoluto si se cumple que f(x) = f(x,) para todo x
perteneciente al dominio de la funcion.
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e I Hallar m&ximos y minimos locales y absolutos en la funcién f: [a, b] —» R cuya
W Ejemplo | grafica esta dada a continuacion.

Relativos

Absolutos

a

I

o

Xy £y Ty Tg Tyxg L

Minimos
f(x) f(x) f(x)
f(xs) f(b)
f(a)

Maximos
f(x,) f(xs)
f(x;) F(x)

F(x)

El minimo relativo que alcanza una funcién en un punto puede ser mayor que el maximo que dicha
funcidn alcance en otro punto (ver el ejemplo anterior). Ademas, la definicion de extremo relativo
exige que el punto x, sea interior al dominio de la funcion.
Luego, si f: [a, b] —» R entonces x, € (a, b).

Vamos a ver ahora las condiciones que debe cumplir una funcion derivable para tener extremos
relativos (méximo o minimo). Esta condicion es necesaria pero no suficiente.
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TEOREMA:

Si x, es extremo local de f y f es derivable en x,, entonces f'(x,) = 0.

DEMOSTRACION:

Supongamos que en x, la funcion alcanza un maximo relativo. Luego, existe un entorno
I =(x9g—6,xy+ ) donde f(x) < f(x9) VxEL

Seax = x, + hcon |h| < §.Entonces: f(xg +h) < f(xg) =~ f(xo+h)—f(xy) <0.

f(X0+h)— f(xo)
h

Si h< 0, entonces > 0. Luego, tomamos el limite para h tendiendo a cero por

izquierda Yy utilizamos una de las propiedades de limite de funciones:
"~ . f(xo+h)—f(xp)
— >
f (xo) = ’El‘lgl h =0

f(xo+h)—f(x0)
h

Si h>0, entonces < 0. Luego, tomamos el limite para h tendiendo a cero por

derecha: f*(xo) = lim w <0

Por hip6tesis sabemos que f es derivable en X;, por lo tanto, existe f'(x,) y esta debe ser Gnica. En

consecuencia,f (x¢) = f~(x0) = f T(x0). Como obtuvimos que f~(xg) =0y f*(xo) <0,
concluimos que f'(xo) = 0 como queriamos demostrar.

1) Que la condicion anterior sea necesaria significa que si una funcién no la cumple (es decir, tiene
derivada finita distinta de cero en un punto) entonces no alcanza en dicho punto ningln extremo
relativo. Pero si la derivada en un punto es nula puede o no alcanzar un extremo relativo en el
mismo (nada puede asegurarse pues la condicion no es suficiente).

En efecto, consideremos la funcion f(x) = x3. Luego, f'(x) = 3x2. Claramente f’(0)=o0, Sin

embargo, la funcion no tiene extremo relativo en x = 0. La condicion estudiada no es de aplicacion
para funciones no derivables ya que f puede tener un extremo relativo sin que exista f'(x,).
Tal es el caso de la funcion f(x) = |x|. En efecto, f£(0) = 0 y en cualquier entorno de cero se

cumple que |X| 2 0. Por lo tanto, la funcion tiene en x =0 un minimo relativo, aungue no exista

£7¢0) (recordar que f*(0) =1y f~(0) = —1).
2) La condicion necesaria puede interpretarse geométricamente del modo siguiente: la grafica de una
funcidn derivable tiene en los puntos donde alcanza extremos relativos recta tangente horizontal.

y
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De todo lo dicho hasta el momento se concluye que una funcion solo puede tener extremos relativos
en aquellos puntos de su dominio donde la derivada existe y vale cero, o bien, en aquellos donde la
derivada no existe. Llamaremos a estos puntos criticos.

Cabe aclarar que para determinar si una funcion tiene o no un extremo relativo en un punto critico se
requiere de un andlisis de la funcion en el mismo, utilizando dos criterios.

Consideremos una funcién f continua en un entorno | de un punto critico X; y derivable en cada

punto x de este salvo quiza en X;.

Geométricamente puede verse que si la recta tangente al grafico de f tiene pendiente positiva para
todo punto de I tal que x < x, y negativa para x > x, (es decir, f crece en el semientorno a izquierda

de x, y decrece en el semientorno a derecha de x,), entonces la funcion f tiene en X; un méaximo

relativo.

Analogamente, si para todo punto x perteneciente a | tal que x < x, la pendiente de la recta tangente
al grafico de f es negativa y para x > x, es positiva, o sea, f decrece en el semientorno a izquierda
de x, y crece en el semientorno a derecha de x,, entonces la funcion f tiene en x, un minimo relativo.

EN SIMBOLOS:

Sea x, un punto critico de f y sea I un entorno de este en el cual f es continua y, ademas,
derivable (salvo quiza para x,). Si denotamos con /- al semientorno a izquierda de x, y con
1 al semientorno a derecha de x,, concluimos que:

e f(x)>0 Vxel- A f(x)<0 VxeIt = f(xq)esmaximo relativo.

e f(x)<0 Vxel- A f'(x)>0 VxelIt = f(xq)esminimo relativo.
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DEMOSTRACION:
Vamos a demostrar la parte a). Puesto que £~ (x) es la derivada de la derivada primera, decir que
f"(x0) < 0 es equivalente a decir que:

£7(x,) = lim =)

X=>Xp X - X0

Sea f una funcion derivable en un intervalo | y sea x, € I un punto critico de f (es decir,
f'(x9) = 0) tal quef "(x,) # 0. Entonces:
a) Sif"(x9) < 0, entonces f(xq) es un maximo relativo de f.

b) Si f"(xe) > 0, entonces f(x,) es un minimo relativo de f.

Por una de las propiedades de limite finito existe 6 > 0 tal que Vx: 0 < [x — x,| < § entonces
f'(0)=f (x0)

< 0.
X—Xo
Como por hipotesisf '(x,) = 0, entonces % <0 Vx: 0<|x—uxy| <6.
—40
Luego:

f(x) >0 Vx/xo— 38 <x < x,. Entonces, fes estrictamente creciente en x, — &, x,.
f(x) <0 Vx/xo< x<x,+ 6. Entonces, f es estrictamente decreciente en x,, x, + ).

Por lo tanto, f alcanza un maximo relativo en x = x, (ver primer criterio).

Si la condicion anterior no se cumple, o sea, en el punto critico f"(x,) = 0, puede ocurrir
que la funcion tenga o no un extremo en el mismo. Por lo tanto, en ese caso es conveniente
utilizar el primer criterio para determinar la existencia de extremo relativo.

Consideremos las siguientes funciones y veamos qué criterio conviene adoptar:
> Ejemplo a)f(x) = x*.

Calculamos su derivada: f'(x) = 4x3
Hallamos los puntos criticos: f'(x) =0 < 4x3=0 & [x=0
Calculamos la derivada segunda: f"(x) = 12x?

Observemos que si reemplazamos en la derivada segunda por el punto critico resulta £'( 0) = 0 Por
lo tanto, el segundo criterio no permite determinar si f admite en x = 0 un extremo relativo.

Luego, tenemos que utilizar el primer criterio: f'(x) = 4x3 >0Vx >0y f (x) =4x3 <0 Vx<
0. Como la derivada cambia de signo al pasar de izquierda a derecha por x = 0, concluimos que la
funcion alcanza un minimo relativo en x = 0.
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' Ejemplo b)f(x) =x 3

Calculamos su derivada: f'(x) = 3x2
Hallamos los puntos criticos: f'(x) =0 & 3x2=0 o [x=0
Calculamos la derivada segunda: f"(x) = 6x

Como f'(0) = 0 el segundo criterio no es aplicable. Utilizando el primero obtenemos que f'(x) =
3x% >0 Vx # 0. Por lo tanto, la funcién no tiene extremo relativo en (fes creciente en R).

Estamos en condiciones de dar una guia del procedimiento a seguir para el calculo de extremos
relativos de una funcion continua y = f(x).

1) Calcular f'(x)
2) Hallar los puntos criticos resolviendo la ecuacion f'(x) = 0 y teniendo en cuenta los
valores donde la derivada es discontinua (es decir, donde no existe o bien es infinita).
3) Analizar la variacion del signo de la derivada primera al pasar cada punto critico de
izquierda a derecha.
Si cambia de positivo a negativo entonces hay un maximo relativo en el punto.
Si cambia de negativo a positivo entonces hay un minimo relativo en el punto.
Si no cambia de signo no hay extremo en dicho punto.

Hallar, si existen, extremos relativos de la funcion f(x) = x3 — 3x?% + 2.

Hallamos el dominio de f: Df = R
Calculamos la derivada primera: f’(x)=3x°-6x
Buscamos los puntos criticos:
f'(X)=0 <« 3x’-6x=0 < 3x(x-2)=0 < |x=0 v x=2
Obsérvese que f(X) es continua y derivable enO . Luego, los Gnicos puntos criticos son aquellos
para los cuales f'(x)=0, es decir, | X, =0y |X, =2/,

Los puntos criticos dividen al dominio en intervalos en cada uno de los cuales determinamos el signo
de f'(x).

INTERVALO (—0,0) (0,2) (2,40)
sg f'(x) + - +
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Observando la variacion del signo de la primera y
derivada determinamos que en X, =0 la funcion

alcanza un maximo relativo, ya que al pasar por 4
dicho punto de izquierda a derecha el signo de A.B.G¢ — Rafcks

f'(X) cambia de positivo a negativo. Como D : Mazimo Relativo
Lo- 3 E : Minimo Relativo

f(x,)= f(0)=2, el punto maximo se encuentra

en (0,2).

En cambio, en x, =2 la funcidn tiene un minimo 20

D

relativo, ya que a izquierda de este f'(X) tiene
signo negativo y a derecha tiene signo positivo. 1
Como f(x,)=f(2)=-2, el punto minimo se
encuentraen (2,-2). A B C ¥
Por tratarse de una funcién cuya primera derivada o 0
es continua podriamos haber utilizado el segundo

criterio para determinar si la funcion alcanza
extremo en los puntos criticos.

©
-0
L
l

Para ello calculamos la derivada segunda de f: E
f"(x)=6x-6. Luego, reemplazamos los puntos =2 ¢
criticosen f"(X):

f"(0)=—6<0 , por lo tanto, en | X,=0| Ia +

funcién alcanza un méaximo relativo.
f"(2)=6>0, por lo tanto, en X, =2/ Ia
funcién tiene un minimo relativo.

- )
¥ Ejemplo . . . ., X“+1
TP 0 Hallar, si existen, extremos relativos de la funcion f(X) = .

Hallamos el dominiode f: Df = R — {0}

2x x—=(x*+1) x*-1
x =

2

Calculamos la derivada primera: f'(x)= "

Buscamos los puntos criticos:

' X2_1 2
f'(x)=0 & =0 & Xx'-1=0 & [x=1 v |[x=-1

Observemos que f'(X) no est4 definidaen x =0, pero ese no es un punto critico ya que no
pertenece al dominio de la funcién.
2x X =(x*=1)2x _ 2

Calculamos la derivada segunda: f"(x)= v N

Reemplazamos por los puntos criticos:
f'(-1)=-2<0 .. f(-1)=-2 esun méaximo relativo.
f"(1)=2>0 .. f(1)=2 esun minimo relativo.
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O8 B'%
i Ejemplo 1
Hallar, si existen, extremos relativos de la funcién f (X) =3- 2( X+ 1)3

Hallamos el dominiode f: Df = R

, 2 2002 0
Calculamos la derivada primera: f'(X)= -3 (x+1) 3=--

3 3(x+1)
Observemos que si bien f'(x) # 0 Vx € R la derivada no esta definida para x =—1. Luego, el
unico punto critico es x, = —1. Aplicamos entonces el criterio de la variacion del signo de la derivada

primera. Subdividimos el dominio de la funcion en los siguientes intervalos, en cada uno de los cuales
determinamos el signo de f'(x).

INTERVALO (—e0,—1) (—1,+0)
sg £'(x) - -

Como no hay cambio de signo de f'(X) al pasar el punto critico x,=-1, concluimos que en
X, =—1 no hay extremo relativo. La funcion es decreciente en todo su dominio.
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Ejemplo  Hallar, si existen, extremos relativos de la funcion f(x)=xIn®x.

Hallamos el dominio de f: Df =(0,+w0)

. . 1
Calculamos la derivada primera: f’(x)=In* x+x2Inx ==1In* x+2Inx
X

Buscamos los puntos criticos:
f'(X)=0 & In*x+2Inx=0 < Inx(Inx+2)=0 <

Inx=0 v Inx+2=0 & |x=1 v | x=e¢2

Los Unicos puntos criticos son |x, =€~ y |X; =1/ yaque no existen puntos del dominio de f

donde f'(X) tenga discontinuidades. Lo Ty
Calculamos la derivada segunda: '
f"(x)=2|nx£+£=£(lnx+1) 2
X X X

Reemplazamos por los puntos criticos:

2 2 1.5
f"(e_z):F(Ine_2+1)=F(—2+l)=—262 <0
f”(1)=%(ln1+1)=2>0

05 {/@
Como f(e?)=e’Ine?=e?4 y f(1)=0, concluimos

que la funcion f admite un méaximo relativo en (e*;4e7) y o X
- . . 0
un minimo relativo en (1;0).

Ejemplo Hallar, si existen, extremos relativos de la funcion:

£(x) —X+3 x=1
X)=
x?+1 x<1

Claramente el dominio de fes R. Ademas, es continua en todo su dominio. En efecto, y=—X+3 es

continua wx>1 y Yy=X’+1 es continua ¥x<1 ya que se trata de funciones polindmicas.
Probemos que f es continuaen X, =1.

i)  f()=-1+3=2

lim f(x)=lim x*+1=2
”) X—1" x—>1"

lim f(xX)=lim-x+3=2
x—1*

x—1*
iii) lim f(x)=f(1)
x—>1
Hallamos a continuacion los puntos criticos. Buscamos para ello: los puntos del dominio donde
f'(x)=0 y los puntos donde no existe f'(X).
Obsérvese que :
vx>1 f'(x)=-1#£0
Vx<1l f'(X)=2X.Luego, f'(X)=0 & x=0.
Analizamos ahora qué pasa en x = 1. Para ello debemos utilizar derivadas laterales.

= lim f(x)=2
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£+(1) = lim f(l+h)— f(2) T -(1+h)+3-2 _im =N
h—>0* h h—0* h h—0* h
2 2
£-(1) = lim f(1+h) f(l)= im (1+h)"+1 2= lim (14+2h+h?) 1=
h—0" h h—0" h—0" h
_lim D@2+h) _,

h—0~

Como f"*(1)= f'~(1) concluimos que no existe f'(1).

Por lo tanto, los puntos criticos son: | X, =0|y |X, =1/

INTERVALO (==0,0) (0.1) (1, +0)
sg f'(x) - +

Luego, la funcion f tiene un minimo relativo en (0;1) y un maximo relativo en (1;2).
Veamos la grafica de esta funcion.

Por un teorema visto en el capitulo de continuidad, sabemos que si una funcion es continua en
[a,b] alcanza un maximo y un minimo absoluto en dicho intervalo. Luego, pueden ocurrir los

siguientes casos:

a) El minimo o el maximo absoluto se alcanza en un punto interior del intervalo, en cuyo caso
coincidird con un minimo o méximo relativo.

b) El minimo o el maximo absoluto se alcanza en alguno de los extremos del intervalo [a,b].

Por lo tanto, para hallar el minimo o el maximo absoluto de una funcion continua en un intervalo
[a,b] puede aplicarse el siguiente procedimiento:

1) Hallar todos los minimos y maximos relativos en (a,b).

2) Determinar los valores de la funcion en los extremos del intervalo ( f(a) y f(b)).

3) El méaximo absoluto es el mayor valor de todos los anteriormente obtenidos y el minimo
absoluto es el menor valor de ellos.

CAPITULO 4 147



NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

Hallar los valores maximo y minimo absolutos de la funcién
f(x)=-3x"+6x"—1 en[-2,2].
Comenzamos buscando los méximos y minimos relativos, para lo cual necesitamos hallar

Ejemplo

f'(X): f'(x)=-12x°+12x. Luego, buscamos los puntos criticos:

f'(x)=0 & -12x°+12x=0 < -12x(x*-1)=0 < |[x=0 v |x=-1 v

Calculamos f"(x): f'(x) = —36x? + 12. Reemplazamos por los puntos criticos:

f'(=1) = =24 < 0. Luego, (—1;2) es un maximo relativo. — Ty
(1) = =24 < 0. Luego, (1;2) es un méaximo relativo. AR
£(0) =12 > 0. Luego, (0;—1) es un minimo relativo. : oy e
En los extremos del intervalo la funcion toma los siguientes .
valores: f(=2)=-25vy f(2) = -25. sl
Concluimos que el maximo valor de la funcion f en [-2,2] es _
y=2yloalcanzaen x=1 y x=-1. Por lo tanto, los puntos dudl
maximos absolutos de la funcion son [(-1;2) vy |(1;2) .
El minimo valor es y = —25 que se alcanza en los extremos del .
intervalo. Por lo tanto, los puntos minimos absolutos son
(=2;-25)| y (2;-25)

® & e

Hallar los maximos y los minimos absolutos de

la funcion f(x)=X—_1 en [0,4].
x+1

k Ejemplo

X+1-(x-1) 2
(x+1)?  (x+1)?°

Calculamos f'(x): f'(x)=

Como f'(x)#0 VxeDf=R-{-1}, en particular, para todo valor de x en el intervalo

considerado, concluimos que la funcion no tiene extremos relativos en el intervalo (0,4).
Por lo tanto, calculamos el valor de la funcion en los extremos del intervalo:

f(0)=-1 = |(0;-1) esel minimo absoluto.

3 3
f(4)=§ = (4;5) es el méaximo absoluto.
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0,-1) |

CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION
DEFINICION:

Diremos que la curva de una funcion f es concava positiva en un intervalo | de su dominio,
si al trazar rectas tangentes a ella por puntos de I, la grafica se encuentra por encima de dichas
rectas.

DEFINICION:

Diremos que la curva de una funcidn f es concava negativa en un intervalo | de su dominio, si al
trazar rectas tangentes a ella por puntos de I, la grafica se encuentra por debajo de dichas rectas.

Concavidad negativa Concavidad positiva
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Se puede observar en las graficas anteriores que si una funcion es derivable y es concava positiva a
medida que aumenta el valor de x, aumenta la pendiente de la recta tangente, es decir, aumenta f'(X)

. En cambio, si es concava negativa a medida que aumenta el valor de x decrece f'(X).

Sean fy su derivada T’ dos funciones derivables en un intervalo 1.
a) Si f"(x)>0 WVxel, entonces la gréfica de f es concava positiva en 1.
b) Si f"(x)<0 Vxel, entonces la grafica de f es concava negativa en 1.

Sea f una funcion continua en X = X,. Decimos que (X,, f(X,)) es un punto de inflexion de f si
en X = X, la gréafica de la funcion cambia de concava positiva a concava negativa o viceversa.

Sien x = x, hay un punto de inflexion de f, con f dos veces derivable, entonces f"(x,)=0.

La reciproca de la propiedad anterior no es cierta: sea f(x)= x" tiene derivada segunda nula en
X, = 0 pero en cero no hay punto de inflexion, ya que su gréfica es siempre concava positiva.

Para determinar, si existen, los puntos de inflexién de la curva que es grafico de una funcién
¥ = f(x) se aplica el siguiente procedimiento:

1) Calcular f(x).
2) Hallar los valores de x pertenecientes al dominio de la funcion para los cuales f"(x)=0,
o bien, f"(x) es discontinua (no existe).

3) Determinarsi f"(x) cambia de signo al pasar por cada punto x, donde f”(x) es cero
o discontinua.

Indicar intervalos de concavidad positiva y negativa de la siguiente funcion:
f(x)=x*-3x>-9x+9.
El dominio de f es R.
Derivamos dos veces sucesivas para hallar su segunda derivada:
f'(x)=3x"-6x-9 = f"(X)=6x—6
Como f"(X) es continua para todo x € R, determinamos para qué valores se anula:
f"(x)=0 & 6x-6=0 < |[x=1

Ejemplo
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Este punto determina dos intervalos incluidos en el dominio de f donde estudiamos el signo de
f"(x).

INTERVALO (—o0,1) (1,+0)
sg f'(x) - *
Curvade f Concava negativa Concava positiva

En (L (1)) la curva de f cambia el sentido de su concavidad, por lo tanto, (1;—2) es un punto de
inflexion.

) Eremplo Indicar intervalos de concavidad positiva y negativa y hallar, si existen, puntos de

inflexion de la funcion f(x) = 21 :
xX“+1
Hallamos el dominiode f: Df = R
Calculamos la primera derivada: f’(x)—i
P ' (X% +1)°

Calculamos la segunda derivada:
2(x2+1)2+2x 2(x2+1) 2x _ (X’ +1) [—Z(XZ +1)+ 8X2:| _ 6x*=2
(x* +1)* (x* +1)* (x*+1)°
Como f"(X) es continua para todo x € R, sélo podria haber puntos de inflexién para aquellos
valores de x donde la derivada segunda se anula.

f"(X) —

6X*—2 1 1
f"(x)=0 ———=0 & 6x’-2=0 & X=-"%= V X=—--——
) O +1) NG NG
Analizamos el signo de la derivada segunda.
INTERVALO [—oo —i] (—i i) (i +°0j
RE NERRVE V3’
- +

Sg f"(x) +
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. . 1 1 , ]
Por lo tanto, f es concava positiva en (—oo,— ﬁ]u(ﬁ , +oo] y f es concava negativa en

1 1 . . ) 1 3 1 3
———,——|. La curva de f tiene dos puntos de inflexién y ellos son: || - —;— —— .
(ﬁﬁ] P d (@Jy(@J

Indicar intervalos de concavidad positiva y negativa y hallar, si existen, puntos de

inflexion de la funcion  f(x) = X

X+1
Hallamos el dominiodef: Df = R — {—1}

‘ Ejemplo

1
(x+1)°
-2
(x+1)°
Observamos que f"(X)#0 VxeDf y, ademas, f"(X) es discontinuaen x =—1.

Calculamos la primera derivada: f'(x)=

Calculamos la segunda derivada: f"(x)=

Como la funcion y su primera derivada también son discontinuas en x =—1, concluimos que la
gréfica de f no tiene puntos de inflexion.

Para determinar los intervalos de concavidad positiva y negativa estudiamos el signo de la segunda
derivada.

INTERVALO (—o0,—1) (=1, +0)
sg () * -

Por lo tanto, f es concava positiva en (—eo,—1) y f es concava negativa en (—1,+o).
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Indicar intervalos de concavidad positiva y negativa y hallar, si existen, puntos de
inflexién de la funcion  f(x)=3x-1.
Hallamos el dominiode f: Df =R

i Ejemplo

, 1 -2 1
Calculamos la primera derivada: f'(X)==(x-1) } = ———=
3 3Y(x—-1)
. " 2 _g 2
Calculamos la segunda derivada: f"(X)===(x-1) } == ——=
9 9 3(x—1)°

Observemos que f"(X) no se anula en ningtin punto, pero es discontinua en x =1 (punto que

pertenece al dominio de f). El punto (1;0) es entonces un probable punto de inflexion.
Estudiaremos el signo de la derivada segunda.

INTERVALO (o0, 1) (1,+00)
sg () * -

Por lo tanto, f es concava positiva en (—e0,1) y f es concava negativa en (1,-+o0) . Concluimos que
el punto (1;0) es un punto de inflexion.
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=2 -1 0 1 2

Realizar el estudio completo de una funcion significa determinar los siguientes elementos y
caracteristicas de ella que nos permitiran trazar su grafica sin tener que confeccionar una tabla de
valores:

1) Dominio.
2) Intersecciones con los ejes coordenados.
3) Intervalos de positividad y negatividad.
4) Paridad.
5) Asintotas.
6) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
7) Extremos relativos.
8) Intervalos de concavidad positiva y negativa.
9) Puntos de inflexion.
10) Gréfico.

Como ya hemos tratado en particular cada uno de estos temas, haremos el estudio completo de
algunas funciones para ilustrar el procedimiento en los siguientes ejemplos.

& Ejemplo f(x): x3—3x%2+2

1) Df=R

2) Intersecciones con los ejes coordenados.
Es facil ver que f(1)=0, por lo tanto, x =1 es un cero. Factorizamos el polinomio utilizando
Ruffini.

CAPITULO 4 154



NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

‘ 1 -3 0 2
1 1 -2 -2
| 1 -2 2 | o0

Entonces, x°—3x*+2=(x—1)(x*-2x-2).
f(x)=0 & (x-1)(x*-2x-2)=0 & x=1 v x’=2x-2=0
Resolvemos la ecuacion de segundo grado:
—(-2)+(-2)*-4-1-(-2) 2++4+8 2+23
X12 = = = =1i»\/§
' 2-1 2 2
Luego, los ceros son: | X, =1, |x, =1-+/3| y |x,=1++/3 .

La interseccion con el eje y es el punto (0;2).
3) Intervalos de positividad y negatividad.

INTERVALO  (—0,1—+/3) (1-+/3,1) (1,1+/3) (1++/3,+)
Sg f(x) - + - +

Por lo tanto, la funcién es positiva en (1—+/3,1)uU(l++/3,40) y es negativa en

(—o0,1-+/3)U(1,1+/3).

4) Paridad
Calculamos primero f(=x) = (=x)*=3(=x)*+2=—x>—3x*+2. Luego, como f(—x)# f(X) y
f (—x) #—f(X), concluimos que la funcién no tiene paridad.

5) Asintotas
Verticales: No tiene ya que el dominioes Df = R.
Horizontales u oblicuas:
3 _ a2 3 a2
f(x)=Iim X*—=3X“+2 f(x)=Iim X —3X +2=
X

X—>—00 X

lim =40 A lim +00

X—>+0 X X—>+a0 X X—>—c0

Por lo tanto, no existen asintotas ni horizontales ni verticales.

6) Crecimiento y decrecimiento.
Calculamos la primera derivada de f:  f'(x) = 3x*—6X
Hallamos los puntos criticos. Como f'(X) no presenta discontinuidades, s6lo buscaremos los
valores que la anulan.
f'(x)=0 < 3x°-6x=0 & 3x(x-2)=0 < |x=0 v |x=2
Analizamos el signo de f'(X).

INTERVALO (—0,0) (0,2) (2,+00)
sg f'(X) + . +
Por lo tanto, la funcion es creciente en (—0,0)U(2,40) vy es decreciente en (0,2).

7) Extremos relativos.
Observando el cuadro anterior concluimos que la funcion tiene un maximo relativo en el punto
(0;2) y un minimo relativo en el punto (2;-2).
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8) Intervalos de concavidad positiva y negativa.
Calculamos la segunda derivada: f"(X)=6x—6

Esta funcion esté definida para todo x real y vale cero para x =1.
Analizamos el signo de f"(x).

INTERVALO (—0,1) (1,40)
sg T"(x) - +

Por lo tanto, la funcion es concava negativa en (—0,1) y es concava positiva en (1,+0).

9) Puntos de inflexién
Del analisis hecho en el cuadro anterior se deduce que (1;0) es un punto de inflexion.
10) Gréfico

Es de mucha ayuda para el trazado del grafico resumir toda la informacién que tenemos acerca de la
funcion en un cuadro como el siguiente.

X (e1-43) 1-43 (1-30) O  (01) 1  (1,2) 2 (21+4/3) 1+¥3  (@+3.+w)

f(x) () o+ 2 # 0 (- -2 () 0 ()
f'(x)  (+) 6 ) 0 (= -3 () 0 ) 6 (+)
f'x) ) -3 (0 -1 () 0 #H 1 *) 3 (&
Crece Max. Decrece Min Crece
Concava negativa P.l. | Concava positiva
1Y
26
42 o o ?M. - 2 P 3 | 4 i
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18
x?=9

& Ejemplo f(x)=

1) Df = R—{-3,3}

2) Intersecciones con los ejes coordenados.
Con eje x: No tiene ya que f(X) no vale cero en ningn punto.

Con eje y: Hacemos x =0, entonces Y =-2. Luego, el punto es (0;-2).

3) Intervalos de positividad y negatividad.
Dividimos el dominio de la funcion en los puntos de discontinuidad.

INTERVALO (—00,-3) (-3,3) (3,+0)
sg f(x) * - *
4) Paridad
18 18
f=x)= (-x)*-9 T x-9 )

Luego, se trata de una funcién par. La gréafica sera una curva simétrica respecto del eje de
ordenadas.

5) Asintotas

Verticales:
. 1 . 1 , .
lim 8 =—00 A lim 8 =400 .. | Xx=-3 esasintota vertical.
x—-3" X2 -9 x—>-3~ X =9
. 1 . 1 , .
lim 8 =40 A |lim 8 =—-o0 .. |Xx=3 esasintota vertical.
x—3* X2 -9 x—3~ X2 -9

Horizontales u oblicuas
. f(x) . 18
m=hm£=llm ——=
x>0 X X— X(X _9)
Luego, como m =0 hay asintota horizontal.
lim f(x)=Ilim ig =0 .. y=0 esasintota horizontal.

X—»00 X2 -—

6) Intervalos de crecimiento y decrecimiento

, _ -36X

f (X)=—18(X2—9) 22X=m

, -36X

f(X)=O m=0 & (x=0

Como ademas f'(X) no esta definidaen x=-3 y x =3, obtenemos el siguiente cuadro.

INTERVALO (—00,-3) (-3,0) (0,3) (3,+0)
sg f'(x) ¥ * - ]
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Por lo tanto, la funcion crece en (—00,—-3)\U(-3,0) y decrece en (0,3)U(3,+o).

7) Extremos relativos
El analisis anterior muestra que en el punto (0;—2) la funcién admite un méaximo relativo.

8) Intervalos de concavidad positiva y negativa

36 (x2—9)? +36x 2 (x2—9) 2x _ (x*—9)[-36 (x*—9)+144x" | 108x*+324
(x*=9)* (x*-9)* (x*=9)°

Observemos que f"(X)#0 Vx e Df yesdiscontinuaen x=-3y x=3, donde también es

discontinua la funcion.
Estudiamos el signo de la derivada segunda.

£7(x) =

INTERVALO (—00,—3) (=3,3) (3,4)
sg f"(x) * ) ¥

Por lo tanto, la funcion es concava positiva en (—0,—3)\U(3,40) y es concava negativa en (—3,3)
9) Puntos de inflexién

No tieneyaqueen x=-3Yy x=3 lafuncidn no esta definida.

10) Gréfica

Resumimos la informacion hallada en este cuadro.

X (©-3) -3 (30 o (03 3 (3,40)
f(x) (+) A ) =2 () A (+)
f'(x) (+) A @+ 0 - A -)
f7(x) (+) A ) % = A (+)

Crece Crece Max. Decrece Decrece

Conc.positiva Concava negativa v
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REF Ejemplo f(x)= .
X—1

1) Df =R— {1}

2) Interseccion con los ejes coordenados
Conelejex: f(x)=0 < x*=0 <« x=0.Porlotanto, lafuncién corta al eje x en el

punto (0;0) .
Conelejey:x=0 = y=0 -~ seobtiene el mismo punto (0;0) .

3) Intervalos de positividad y negatividad.

INTERVALO (—0,0) (0,1) (1,400)
sg f(x) - - +

Por lo tanto, la funcion es positiva en (1,+00) y es negativa en (—o0,0)U(0,1).

4) Paridad.
Fex)= i L X p e f(x) A Fex)E—F(X)
-x-1 —-x-1

Por lo tanto, la funcion no tiene paridad.
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5) Asintotas.

Verticales:
) X
lim f(x)=Ilim
x—1 x=1 X—1
Horizontales u oblicuas:

=0 .. |X=1 esasintota vertical.

(X)L X2 X ] :
m=lim ( )=I|m =lim ———=1 .. hay asintota oblicua.
x—o X X0 X(X—l) x> X5 — X
2 2
b=tim[ f(x)—m x]=lim| = —x | = tim X=X =D iy Xy
X—»c0 x| X =1 X—»c0 X—-1 x—0 X —1]

Por lo tanto, |y = x+1| es asintota oblicua.

Obviamente no hay asintota horizontal, lo que podemos comprobar hallando el siguiente limite:
2

lim f(x)=1lim =00,

X—»00 x—0 X —1] -
6) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

2x (x—1)—x*>  x*=2x
(x-1F  (x-1y
f'(x)=0 & x°-2x=0 & |[x=0/ v |[x=2
Observemos ademas que f’(x) presenta una discontinuidad en x =1 donde la funcién f (x)

también la tiene.
Analizamos el signo de la derivada primera.

f'(x)=

INTERVALO (=00, 0) (0,1) (L,2) (2, +00)
Sg f'(x) + - - +

Por lo tanto, la funcion es creciente en (—oo,0)w (2,+00) Y es decreciente en (0,1)U(1,2).
7) Extremos relativos.

A partir del anélisis anterior podemos concluir que la funcion tiene en el punto (0;0) un méximo
relativo y en (2;4) un minimo relativo.

8) Intervalos de concavidad positiva y negativa.
(2x—-2) (x=1)> —(x* -2x) 2 (x-1) _(x-1) [(2X—2) (x=1)—(2x? —4x):|

f" X) = =
) (x-1)* (x-1)"
_2XP—AX+2-2X"+4X 2
(x-1)’ (x-1)°

Observemos que f"(x)#0 WVxe Df y esdiscontinuaen XxX=1, donde también es discontinua la

funcion.
Estudiamos el signo de la derivada segunda.

INTERVALO (—o0,1) (1, +0)
sg "(x) - +
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Por lo tanto, la funcién es concava positiva en (1,+o0) y es cdncava negativa en (1,+o0).

9) Puntos de inflexién.
No tiene ya que en x =1 la funcién no esta definida.

10) Grafica
Resumimos la informacion hallada en este cuadro.
X (—00,0) 0 (0,2) 1 1,2 2 (2,40)
f(x) =) 0 =) A (+) 4 (+)
f'(x) (+) 0 ) A -) 0 (+)
f"(x) =) -2 =) A (+) 2 (+)
Crece Max. @ Decrece Decrece | Min. | Crece
Concava negativa Concava positiva
Ly
o
20 Bleriplo f(x)= e

1) Df=R

2) Intersecciones con los ejes coordenados.
Conelejex: Notieneyaque f(x) #0 Vx €R.

Conelejey: x=0 = y=1 .. [(0;1) eselpunto de interseccion.

3) Intervalos de positividad y negatividad.
La funcion f(x)=e™ es positiva para todo x real.

4) Paridad
f(=x)=e =™ = f(x) .. lafuncion es par.
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5) Asintotas.
Verticales: No tiene.
Horizontales u oblicuas:

lim f(x)=lime™ =0 = |y=0/ es asintota horizontal.

X—> X—>

Obviamente no hay asintotas oblicuas.

6) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
f'(x)=—2xe* = f(x)=0 & |x=0

INTERVALO (—0,0) (0, +0)
sg f'(x) + -
Por lo tanto, la funcion es creciente en (—oo,0) y decreciente en (0,+0).

7) Extremos relativos.
Del cuadro anterior podemos concluir que en el punto (0,1) la funcion admite un méximo relativo.

8) Intervalos de concavidad positiva y negativa.
fr(x)=-2e" —2x (=2x) e =—2e7 +4x%™* =27 (2x*-1)

Como f"(x) es continua para todo x real, sélo buscamos los puntos donde sea cero.

1
f"(x)=0 < 2x°-1=0 & x=— X =
) 7 7
Analizamos la variacién del signo de la derivada segunda.
INTERVALO ( 1 ] ( 1 1 ] ( 1 )
_wl__ __l_ _l+w
V2 2’2 V2
sg f"(x) + - +

. ) . 1
Por lo tanto, la funcion es concava positiva en (—oo ——)u[

2

,+oo) y es concava negativa en

i

()
N2'\2)
9) Puntos de inflexion.

: . . , 1 1
Del cuadro anterior se deduce que la curva tiene dos puntos de inflexion y ellos son: [——2;—]
e

' (&)
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10) Gréfica.
Transmitimos la informacion obtenida en un cuadro.
X (=Yg ~Ja V0 0 0)E Vi (Vi)
f(x) (+) T (+) 1 (+) VA (+)
f'(x) (+) Y4 (+) 0 =) Ve )
f"(x) (+) 0 =) -2 =) 0 (+)
Crece Max. Decrece
Cénc.pos. = P.I. | Céncava negativa .~ P.I. | Coénc.pos.

0, 1)

APLICACIONES ECONOMICAS

Como aplicacidon de la funcién derivada a la economia y a la administracién, resolveremos algunos
problemas de optimizacion.

PROPIEDAD:

costo medio.

Las curvas de costo marginal y costo medio se cortan en el punto minimo de la curva de
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DEMOSTRACION: La funcion de costo medio esta dada por: C(x) = %

Calculamos la derivada de esta funcion: E,(x) = C'() i((Z—C(x) :
Para hallar los puntos criticos igualamos la derivada del costo medio a cero:
C(x)=0 © C'(x)x-Clx)=0 « Clx)="%)_E(x)
Como C’(x) es el costo marginal, hemos obtenido que el costo meo(I)io y el marginal son iguales

X=X

0-
Para comprobar que en dicho punto el costo medio tiene un minimo, calculamos su derivada
segunda

[C"(x) x+C'(x)-C"(x)] X* =[C"(x)x— C(x)]2x C"(x) x> =[C'(x)x-C(x)] 2

c ( )= 7
X x®
Reemplazando x por X, y como C'(x,) X,—C(x,)=0 , se obtiene:
C (x,)= ¢ )EXO) >0

siendo esto valido para aquellos casos en que la curva de costo total sea concava positiva en el
punto X = X,.

Closta Marginal //

'
!J’ Costo Medio

C(x)

Dada la funcion de costo medio C(x) =25-8x+ x?, comprobar la propiedad

anterior. Graficar.
Hallemos primero la funcion de costo total:

C(x )_C(X) C(x) = xC(x)

Luego, C(X)=X(25—8x+ x*)=25x—8x*+X°.
Calculamos el costo marginal: C'(x)=25-16x+3x".

Para calcular el costo medio minimo debemos buscar los puntos criticos de la funcién resolviendo la
ecuacion que resulta de igualar a cero su derivada primera.
’

C(x)=-8+2x = C(x)=0 < |x=4.

‘ Ejemplo
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Para determinar si en ese valor hay un minimo, hallamos la segunda derivada y calculamos su valor
en el punto.
_n
C (x)=2>0
Por lo tanto, el costo medio tiene un minimoen x=4 y su valores C(4)=9.
Calculamos ahora el costo marginal para una produccion x=4: C'(4)=9.

Como nos pedia el enunciado hemos demostrado que el costo marginal y el costo medio son iguales
en condiciones de costo medio minimo.

Graficamente:

35| Y
30 C'osto Medio
(-:.-*[:I:)
23
|

20-it ;
15
10 L)

| 4
5|\ 1 Coste Marginal

C'z)
X

Lt] 5 10 15 20 25 30

Una compafiia fabrica un producto cuyo costo total de produccién esta dado por
C(X)=6x*—2x+4 donde la cantidad producida x va en miles de unidades.

El departamento de ventas informa que deben fabricar entre 2000 y 6000 unidades de producto. Hallar
la produccion que minimiza el costo total.
Debemos tener en cuenta que hay que hallar el minimo absoluto de una funcién continua en un

intervalo cerrado, es decir, de la funcion C(x)=6x*—-2x+4 en [2,6].
CMarg(X)ZC’(X):]-ZX—Z:O Py Xzé

Este punto critico no pertenece al intervalo de interés. Calculamos el valor del costo total en los
extremos del intervalo.
C(2)=24 A C(6)=208

Por lo tanto, el costo total minimo se da para una produccion de | x= 2.

& Ejemplo
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La funcion de demanda para un bien particular estd dada p=45-0,5x y el costo
total de la empresa que lo produce 'y comercializa es
C(x)=x>—39,5 x*+120x+125

Determinar la utilidad o beneficio maximo que el empresario pueda obtener.

Debemos optimizar la funcién de beneficio: | B(x) = 1(x)—C(x)

Ejemplo

Hallamos primero la funcion ingreso total: 1(x)= p-x=(45-0,5 X) x =45x—0,5x%>
Luego, la funcion beneficio queda:

B(X)=(45x—0,5 x*) = (x> —39,5x* +120x +125) = —x* + 39x* - 75x =125
Buscamos los puntos criticos de esta funcion: B'(x)=-3x"+78x—75

B (X)=0 & —-3x*478x-75=0 & |x=1 v |x=25

Aplicamos la condicidn suficiente de extremos: B"(x) =—6x +78

B"(1)=72>0 .. B(1) esun minimo relativo.
B"(25)=-72<0 .. B(25)=6750 es el maximo beneficio que el empresario puede obtener.

Efemplo | 3 demanda para un cierto bien estd dada por p=15e 3 para x¢€[0,8].

Determinar el precio y la cantidad para los cuales es maximo el ingreso total.
Calculamos la funcion ingreso total.

I(x)=p-x=15 xe% = I'(x)=15e_§—15 x%e_: =5e_§(3—x)
I'(x)=0 < 3-x=0 < x=3 (Punto critico)
|"(x)=—ge'§ (3—x)—5€ 7 =52 (—2+§) = |"(3)=—§<o

Por lo tanto, 1(x) tiene un maximo en X = 3. Calculamos el precio reemplazando en la funcion de

demanda: p= %5 :
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Si f es continua en [a,b], derivable en (a,b) y f(a)= f(b), entonces existe c e (a,b) tal que
f'(c)=0.

DEMOSTRACION:
Como fes continuaen el intervalo cerrado [a, b] , entonces alcanza un minimo y un maximo absoluto.

Sean X, y X, esos valores respectivamente. Por lo tanto,

pueden presentarse las siguientes posibilidades:
a) Si x,#ay X #b,entonces x, €(a,b). Luego, como X, esun minimo relativode f, f'(x,)=0

b) Si x,#a y Xx,#b, entonces X, e (a,b). Luego, como X, es un maximo relativo de f,
f'(x,)=0.

c) Si X, y X, estan en los extremos del intervalo, entonces la funcion es constante. En efecto,
VXG[a,b] se verifica que f(x,)< f(x)< f(x,) porser X,y X, el minimoy el maximo
absoluto de f. Luego, f(x)= f(x,)= f(x,) Vxe[a,b] pues X, y X, estan en los extremos

del intervalo y por hipotesis f(a)= f(b). Concluimos que f’(x)=0 para todos los puntos del
dominio de f.

INTERPRETACION GEOMETRICA: Si una funcién continua en un intervalo cerrado y

derivable en sus puntos interiores toma el mismo valor en los extremos, en algun punto intermedio
de dicho intervalo la tangente a la grafica de la funcién sera horizontal.

fla) = f(b)

=@
&

CAPITULO 4 167



NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

Analizar si las siguientes funciones verifican las hipotesis del teorema de Rolle. En
caso afirmativo, hallar el valor de ¢ correspondiente.

a) f(x)=—x*+1 en [-2,2]
Por ser una funcién polinémica es continua y derivable en R. En particular lo sera en el intervalo
mencionado. Verifiquemos si en los extremos toma el mismo valor: f(-2)=—(-2)°+1=-3 vy
f(2)=—2°+1=-3. Entonces, f(-2)= f(2) y por lo tanto se verifican las hipotesis de dicho
teorema.

f'(x)=—2x => —-2c=0 = [c=0

23 Ejemplo

lx

@ —3 L]

3
b) f(x):%—x en [0,43]
Por ser f una funcion polinémica es continua y derivable. Verifiquemos si en los extremos toma el
: (v3)° 3v3
mismo valor: f(0)=0 y f(\/§) =T—J§= T—\/§= 0. Por lo tanto, f(0)= f(«/3)

f'(x)=x*-1 = ¢*-1=0 = [c=-1 v c=1
Observemos que obtuvimos dos valores de c. Pero s6lo nos interesa aquél que pertenezca al intervalo
que estamos considerando: c=1|.

-
13
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c) f(x)=|x=3 en [1,5]
Esta funcion es continua y ademas se cumple que f(1)= f(5). Pero no es derivable en x=3, por
lo tanto, no verifica las hipotesis del teorema de Rolle.

3Ty
2 o] @
1
x!.
0 1 2 3 4 5

Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe ce(a,b) tal que

f(b)-f(a) .,
“boa @

DEMOSTRACION: Consideremos la ecuacion de la recta que determinan los puntos (a, f(a)) y

(. 10): y- @)= (x-a)

M (x—a)- f(a)

b-a
Esta funcion es continua en [a, b] y derivable en (a,b) por ser producto y resta de funciones de ese
tipo. Ademas:

Consideremos ahora la funcién g(x)= f(x)—y= f(x)—-

o@)= 1@~ 2= D @-a)- ()= f(@)- f(2) =0
a6) = 1)~ 2= o) £(2) = 1)~ (1 (5)- (@)~ (2) =0

Por lo tanto, g(a)= g(b). Luego, por satisfacer las hipotesis del teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b)
tal que g’(c)=0.

Como ¢'(x) = f'(@‘%'l = d'(c)= f’(c)—'f(bg:;(a)‘=0
f(b)-1(a)

Concluimos que f'(c)= , COmMo queriamos demostrar.

b-a
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INTERPRETACION GEOMETRICA: El teorema establece (bajo las hipdtesis enunciadas),
que existe un punto en el intervalo (a,b) en donde la recta tangente a la grafica de la funcion es
paralela a la recta que determinan los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).

Fla) pe /

Indicar si las siguientes funciones verifican las hip6tesis del teorema de Lagrange.
En caso afirmativo, hallar el valor de ¢ correspondiente.

a) f(x)=Inx en [Le]
b) Claramente f es continua y derivable. Busquemos el valor de c.

26_ Ejemplo

f’(x)=1 = f'(c)=w l=ﬂ=i — c=e—1
X e-1 c e-1 e-1
x? =1 X<0
b) f(x)= en |-1,2 y
) 109 {3x—1 x>0 [ ]

Analicemos la continuidadde f: y=x*—1e y=23x—1 son continuas

por ser funciones polindmicas. Veamos qué pasaen X, =0. %
i) f(0)=-1
lim f(x)=lim x*-1=-1 4
i) 0 = lim f(x)=-1
lim f(X): lim3x-1=-1 x—0
x—>0* x—>0*
iii) Iirrg f(x)= f(0) )

Luego, fes continuaen X, =0. Por lo tanto, f es continua en [—1, 2]

: @ 3%
0 2
Analicemos la derivabilidad de f: y=x*-1 e y=3x—1 son
derivables por ser funciones polindmicas. Veamos que pasaen X, =0.
2 2

f'~(0)= lim M= im w= lim h_=0

h—0~ h h—0~ h h—0~ h
f'7(0)= lim T=10) = lim sh-1-(=1) = lim 3—h=3 f=(0)= 7(0)

h—0* h h—0* h h->0* h
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fle)

Por lo tanto, f no es derivable en X, =0. Concluimos que f no verifica las hipdtesis del teorema de
Lagrange.

COROLARIO: Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b) tal que f'(x)=0 Vxe(a,b),
entonces f es constante en [a,b].

Si fy g son continuas en [a,b] y derivables en (a,b) tal que g'(x)#0 paratodo x e(a,b),
f(b)-f(a) _ f'(c)

entonces existe ¢ € (a,b) tal que: =—
@0 ob)-9(@) ~ g0

DEMOSTRACION:
Consideremos la funcion:
h(x) =(f(b)— f(a)) (9(x)—g(a))—(g9(b)—g(a)) (f(x)- f(a))

La funcion h es continua en [a, b] y derivable en (a,b) por ser producto y diferencia de funciones
de ese tipo. Ademas:

h(a) = (f(b)—- f(a)) (9(a)-g(a))-(g(b)-g(a)) (f(a)— f(a))=0
h(b) = (f (b)- f(a)) (9(b)—9(a))—(g9(b)—g(a)) (f (b)- f(a)) =0

Luego, h verifica las hipotesis del teorema de Rolle, entonces existe ¢ € (a,b) tal que h'(c) =0 Pero

h'(x)= (f(b)-f(a)) g'(x)-(g(b)-g(a)) f'(x).
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Luego,
h'(c)= (f(b)-f(a)) g'(c)—-(g(b)—g(a)) f'(c)=0

f(b)—f(a) _ f'(c)
g(b)-g(@) g'(c)

Despejando obtenemos lo que queriamos demostrar:

Analizar si las siguientes funciones verifican las hipdtesis del teorema de Cauchy.
En caso afirmativo, hallar el valor de c correspondiente.

f(x)=2x-3
g(x)=x%-2
Observemos que fy g son funciones continuas y derivables por ser funciones polindmicas. Ademas,
g'(x) = 3x” solo se anula en x =0, punto que no pertenece al intervalo considerado. Por lo tanto,

ambas funciones verifican las hipétesis del teorema de Cauchy. Luego, busquemos el valor de ¢
correspondiente:

f@Q-fQ_f@) _ 1=(H_2 _ ._7 _ c=ﬁ R
9(2)-9(1)  g'(c) 6-(-1)  3c? 3 3

Ejemplo

en [1,2]

. 7 .
Concluimos que |c = /§ es el valor correspondiente al teorema de Cauchy ya que el otro valor de ¢

no pertenece al intervalo considerado.

. . . . 0 ©o . . .
En el capitulo de limite vimos tres indeterminaciones: 0’ —y 1% las cuales resolvimos mediante
00

operaciones algebraicas propias de cada caso. También en ese capitulo hablamos de la existencia de
siete indeterminaciones que no mencionamos pues su resolucion podia ser muy laboriosa.
Ahora estamos en condiciones de enunciarlas ya que a continuacién daremos una regla para

0 o
“salvarlas”: . 0-00, w—00, 1°, 0°, oo°

0w

Sean f y g funciones derivables en un intervalo (&,b) salvo quizd parax,e(a,b)y sea

. F(x
lim Q da lugar a una indeterminacion del tipo 0 o 2,

g’(X)iO VXG(a,b), X#‘-Xo- Si X=Xo g(X) ° .

f(x)

t lim fim )
entonces — = ,
X=X g(x) X% ( (X)

siempre que el limite del segundo miembro exista o tienda a o
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La regla de L’Hospital también puede aplicarse a los casos en los que la variable X tiende a
to0.

= Ejemplo  Calculemos algunos limites donde se presentan indeterminaciones del tipo 0

. Inx
a) lim
x>l X =1

Tanto numerador y denominador tienden a cero cuando x tiende a 1. Por lo tanto, podemaos aplicar la
regla de L’Hospital.

1
lim A0 X =IimA=1

x-1 X=1 x-1 1

. 1—cosx
b) lim—=22
x—0 X

Tanto numerador y denominador tienden a cero cuando x tiende a 0. Por lo tanto, podemaos aplicar la
regla de L Hospital.

. 1-—cosx .. senx
lim ———=Iim
x—>0 X x>0 22X

Observemos que obtuvimos una indeterminacion del tipo %, por lo tanto, aplicamos L’Hospital

nuevamente.

. l1-cosx . senx . _cosx 1
lim ————=Iim =lim ==
x—0 X x>0 2X x—0 2 2

Vale aclarar que esta ultima indeterminacion la podriamos haber salvado utilizando los conocimientos

adquiridos en el capitulo de limite: lim senx _1 lim 20X _ 1 1

x=0 22X 2 x—0 X 2 2

ve s - - - - . o0
Ejemplo | Calculemos algunos limites donde se presentan indeterminaciones del tipo —.
o0}

X

a) lim

X—>+0 X J— X
Tanto numerador y denominador tienden a infinito cuando X tiende a +00. Por lo tanto, podemos
aplicar la regla de L’Hospital.

eX X
lim — = lim
X—=+0 X< — X x—>+0 2X —1

Observemos que obtuvimos una indeterminacion del tipo =, por lo tanto, aplicamos L’Hospital
[00]

nuevamente, hasta destruirla .
X X

lim — = lim = lim
x—+0 X4 — X  x-+0 2X —1 x-o+w

ex
_:+m
2
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b) lim Inx

X—>+0 X

Tanto numerador y denominador tienden a infinito cuando x tiende a +oo. Por lo tanto, podemos
aplicar la regla de L’Hospital.

1
o Inx .« .1
lim — = lim X = lim = =0
X—+0 X x—>+oo]_ X400 X

Veremos ahora como reducir los restantes casos de indeterminacién mediante

algln artificio a la forma % o2, para poder aplicar la regla de L Hospital.
o0

Ejemplo

Calculemos algunos limites donde se presentan indeterminaciones del tipo 0-oo.

a) limxlInx

x—0

Llevamos esta indeterminacidn del tipo 0.0 a una del tipo % haciendo lo siguiente:

[0 0]
y
I|mxlnx—I|m X _lim —£X _Iim—x=0

x—0 / x—=0 _ x—0
X

b) lim (7 —2x) sec x

57
2

Llevamos esta indeterminacion del tipo 0-00 a una del tipo % de la siguiente manera:

1 . mw—2X ] -2
lim (7: 2x)secx—I|m (ﬂ' 2x) = lim = lim
XX X COSX x> COSX  x,% —SENX

=2

Ejemplo

Calculemos algunos limites donde se presentan indeterminaciones del tipo 00—,

2 1
a) lim s ———
x>-1\ 1-x" 14X

Llevamos esta indeterminacion del tipo 00— a una del tipo % de la siguiente manera:

Iim( 2 __1 ]:n 2202 i X g L1

_ 2 =

1-x* 1+x) x>1 1-X X—>11—x2 x>-1-2xX 2

x—-1

o) tim(2- 1]
x>0\ X senx

Llevamos esta indeterminacion del tipo 00— a una del tipo % de la siguiente manera:
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lim

x—0

1 1 . SsenxX—XxX . cosx—1
———|=lim——=Ilim
X Senx x=>0 X SenxX  x-=0Sen X+ X COS X

Como nuevamente obtuvimos una indeterminacion del tipo % aplicamos L’Hospital:

. 1 1 i cosx -1 . —sen x
lim| —— =lim =lim =0
X senx/) x>0senxX+XCOSX x-0 COSX+COSX+ X (—sen X)

Para calcular lim f(x)°® en los casos de indeterminacion (1°,0° ) suele ser (Gtil calcular el

XXy

logaritmo de dicho limite:
Inlim f(x)*® = lim In f(x)*® = lim g(x) In f(x)

X=>Xg

Observemos que nos queda una indeterminacion del tipo 0-c0 que ya sabemos como llevar a una

indeterminacion del tipo % o2, para poder aplicar la regla de L’Hospital. Luego, si el limite resulta
o0}

;. .. , L
ser L, el limite original sera €.

Erawplo Aplicar el procedimiento anterior para calcular los siguientes limites.

a) lim x*"*

x—0

Claramente estamos ante una indeterminacion del tipo 0°. Resolvemos aplicando el procedimiento
descripto en la observacion anterior.

senx

InL=Inlim x*" =lim In x*"* =lim sen x In X

X—0 x—0 x—0

Tratamos de llevar esta indeterminacion del tipo 0-00 a una del tipo % o 2, para poder aplicar la
Q0

regla de L’Hospital.
1
- 2
. . nx . . —(senx
InL=limsenxInx=lim =lim X =lim ( )
X—> X—> X—> - X—>
_cosx X COS X
sen x (sen x)

Como nuevamente obtuvimos una indeterminacion del tipo % utilizamos la regla de L’Hospital para

salvarla.

2

. —(senx i —25en X cos X

InL=lim =) _jim =0  Luego, L=e"=1
x>0 XCOSX  *x=0 COS X+ X (—sen x)
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2 X
b) lim (1+ —)
X—»® X
Estamos ante una indeterminacion del tipo 1”. Resolvemos como en el ejercicio anterior.

2

X X In 1+7

. 2 . 2 . 2 ) X

InL=Inlim|1+—| =limIn|1+—| =limxIn[1+— [=lim ——=*
X—0o0 X X—> X

X—>®

x) e 1
X
()
— |2
142\ X 5
= lim —X = lim =2 Por lo tanto, |L=¢€°/,
X—> -1 X—> 2
— 1+ —
X X
1
c) lim x*

X—>00

1
1 1 -
. = = 01 . Inx .
InL=Inlim x* = lim Inx* = lim =Inx= lim — = lim X =0
X—>+00 X—)+00X

X—>+c0 X

. . ., . 0 - — .
Estamos ante una indeterminacion del tipo 00™ . Resolvemos utilizando el procedimiento anterior

X—>+c0

x>t |

Por lo tanto, |L=e’=1,
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En el capitulo tres hemos estudiado el concepto de derivada, es decir, dada
una funcién f(X), buscamos una funcién f'(X) a la que denominamos su funcién derivada. En el
presente capitulo haremos justamente lo opuesto; dada una funcién f(X), determinaremos (cuando

esto sea posible) otra funcién F(X) de modo tal que su derivadasea f(X), es decir: F'(X)= f(X)
. Por el hecho de estar procediendo en forma inversa es que muchos llaman a este proceso
antiderivacion. También suele decirse que F(X) es una primitiva de T (X). Nosotros usaremos esta
segunda denominacion.

Si para todos los puntos de un intervalo real [a,b] se verifica que F'(X)= f(x),

entonces F(X) es una primitivade f(X) sobre ese intervalo.

A Femplo ) Calcular una primitiva de f(X)=C0SX.
De la definicion se desprende que es necesario encontrar una funcion F(X) tal que:
F'(x)=cos x
Sabemos que la funcién seno tiene por derivada a la funcién coseno, de modo que:
(sen x)' = cos x

Luego, F(x)=senx.

Claramente sen X no es la tnica primitiva de COS X ya que cualquier funcion

de la forma F(X)=senX+Kk, con k una constante numérica arbitraria, derivada nos da la funcién
coseno. Por lo tanto, veamos el siguiente teorema.

TEOREMA 1:Si F(X) y G(X) son dos funciones primitivas distintas de la misma funcion f(X)
sobre el intervalo real [a, b] , su diferencia es una constante.
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DEMOSTRACION: Sabemos que F(X) es primitiva de f(X), por lo tanto F'(X)= f(X).

Analogamente, por ser G(X) una primitiva de f(X), se verifica G'(X)= f(X).

Consideremos la funcion H(X) = F(X)—G(X). Derivando H(X) obtenemos:
H'(x)=F'(x)-G'(x)= f(x)- f(x)=0

Luego, H(X)=K, con k constante (puesto que la derivada de una constante es cero). Por lo tanto

F(X)-G(x)=K.

Si F(X) es una primitiva de f(X), la expresion F(X)+Kk se denomina integral
indefinida de la funcion f(X).

Indicamos la integral indefinida de f(X) en la forma siguiente: If(x) dx | .

De acuerdo con la definicion resulta: j f(x)dx=F(x)+k .

No toda funcién f(X) definida sobre un intervalo real [a, b]admite primitiva.

Por otra parte, la integral indefinida representa una familia de funciones Yy = F(X)+K, cuyas gréficas
se obtienen mediante desplazamientos verticales de la curva Yy =F(X).

Verificar si  F(xX)=x"+tgx—3x e o0 no una primitiva de

! Ejemplo
f(x)=4x%+sec’ x—3.

Para verificar que F(X)es primitivade f(X) es necesario probar que F'(x)= f(X).
Si F(x)=x"+tgx—3x entonces F'(x)=4x°+sec* x—3 por lotanto F'(x)= f(x).

Estudiaremos ahora algunas propiedades de la integral indefinida que son de suma utilidad.

1) Laderivada de una integral indefinida es el integrando f(X).

(j f(x) dx)' = (F(9+k) = f(x)

2) El diferencial de una integral indefinida es igual al elemento de integracion f(x) dx.

d(j f(x) dx)=d(F(x)+k)= f(x) dx
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3) Laintegral indefinida del diferencial de cierta funcion es igual a la funcion incrementada en una
constante arbitraria.

de(x)=F(x)+k

4) Laintegral indefinida de la suma algebraica de dos o varias funciones es igual a la suma algebraica
de sus integrales.

j(f(x)+g(x))dx=jf(x)dx+jg(x)dx

5) Laintegral indefinida del producto de una constante por una funcion es igual al producto de dicha
constante por la integral indefinida de la funcion.

ja-f(x)dx:a-jf(x)dx

El proceso mediante el cual se obtiene la integral indefinida se denomina integracion. Antes de pasar
a estudiar los métodos de integracion nos ocuparemos de establecer una tabla de integracion, la que
se deduce directamente de la tabla de derivacion que establecimos en la pagina 144 del capitulo 3.
La validez de esta tabla puede verificarse inmediatamente, solo se trata de mostrar que la derivada de
las funciones que aparecen en la columna correspondiente a la primitiva es igual a la funcién
correspondiente en la otra columna.

FUNCION PRIMITIVA
0 k
1 X
Xn+1
x" (n#-1)
n+1
1 In|x|
X
COS X sen x
sen x —COS X
sec’ X tg X
e e
2" a’
Ina
1
= arcsen x
1-x
-1
arccos X
1-x?
1
arctg x
1+ x2 g
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A continuacion, resolveremos algunos ejercicios aplicando la tabla de integrales y las propiedades
anteriores.

"5V Eemplo ) Hallar las primitivas de las siguientes funciones.

a) f(x)=e*+3—cosx

F(x)=_[(ex+3—cosx)dx=Iexdx+j3dx—jcosxdx =e*+3x—senx+Kk

b) g(x)=3sec® x+2x° — ! =
1+ X
G(x)=|3sec? x+2x°—
(x) I 1+x

1 1
2 5 — Zyb_
3_[sec xdx+2_[x dx—jl+x2dx = 3tgx+3x arctg x+k

Resolveremos a continuacion otras integrales indefinidas que traen aparejada una mayor dificultad.

Ejemplo - Hallar las primitivas de las siguientes funciones.

5x? +\/;+2
N

a) h(x)=

H(x)=j[5x2+x—\£;+2]dx=5‘[§—2dx+]‘gdx+2j‘%dx =5‘|'§dx+_|'x_2 dx+2_[ x*dx =

3

_2 -3

5In|x|+—+2—+ k = 5In|x|—gx2 - X7 +k
-3 -2 3
2
3
cos’ X+ 3
b) h(X)=1—sen2x
cos® x+3 cos® x+3 cos® x 1
HX) = || ——=— |dx = = dx +3 dx =
®) I[l—senzxj j cos? x cos? x jcoszx

= jcosx.dx+3jsec2 xdx = sen x+3tg Xx+k
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Supongamos que necesitamos calcular _[ f(x) dx, pero no es factible encontrar en forma mas o

menos inmediata la funcién primitiva F(X). En algunos casos es posible efectuar una sustitucion de

la variable de integracion por una funcién de otra variable.

Sea X=g(t), con g una funcién derivable. Luego, dx=g'(t)dt. Sustituyendo en la integral

obtenemos:
[ £00-dx=[ f(a).g't)-dt
Es importante notar, que en la mayoria de los casos en el que es posible resolver una integral por

sustitucion, el reemplazo que se utiliza es: [t =h(X) , de donde |dt =h'(x) dx|.

Para ambos tipos de sustitucion es importante recordar que una vez resuelta la

integral en funcion de la nueva variable (“t ” o cualquier otra), es necesario volver a sustituir dicha

variable en la primitiva para que esta quede expresada en funcion de la variable original.

Resolver mediante una conveniente sustitucion las siguientes integrales indefinidas.

IS Ejemplo
a) Isens X COS X dX

Sea |t=senx = |dt=cosXxdx|.Reemplazando en la integral resulta:
3 3 t4 1 4
jsen xcosxdx=_[t dt=—+k=-=sen” x+k
4 4

b) _[Zx e*"*2 dx
Sea |t=x*+2 = |dt=2xdx .Reemplazando en la integral resulta:

_"2xexz+2 dx=_"et dt=e'+k=e“*2 4+k
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C) _[\/1—2x (x+2)dx
dt

Sea t=1-2x = dt=-2dx > dx=—2.

Ademas, despejando x obtenemos: | x = 1—; :

Reemplazando en la integral se obtiene:

1-t dt  1pZ(1-t+4
j\/1—2x(x+2)dx=jx/f(7+2j— jt( > )dt=

2 2

3

=~

+

Al

=, [t 6-tdt=—[(5t" ~t?)dt =~

N o T

LS
374
2

5 P 2
=-—(1-2x)2+—(1-2x)2+k
5 ( )’ +1o¢ )

1
d d
) -"1+16x2 X

Sea t=4x] = dt=4dx = |dx =% . Reemplazando en la integral resulta:

1 1 1 dt 1 1
Il+16x2 d)(=-"1+(4x)2 dX:ImZ=ZI1+t2 t=

= % arctgt+k = %arctg(4x)+ k

e)j dx
xJInx+1

1 . i
Sea t=Inx+1 = |dt=—dx . Reemplazando en la integral se obtiene:
X

_1 5 4
=t s dt="+k= S (Inx+1)% +k

[
xYinx+1 75

U-l‘-h|'—t;u>

Antes de pasar a estudiar otros métodos de integracion es oportuno presentar dos nuevas
propiedades que son de gran utilidad. Si bien se trata de dos casos particulares del método de

sustitucion, creemos que es conveniente usarlas independientemente, pues se presentaran con

frecuencia.
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1) Si_[f(x)dx=F(x)+k,entonces If(x+a)dx=F(x+a)+k .

2) SiIf(x)dx=F(x)+k,entonces jf(a-x)dx:iF(a-x)+k :

i) Ejemplo Calcular las siguientes integrales indefinidas.

a) Iex‘z dx =e**+k

cosSx+k

b) _[sen5x dx =|-

1 1
c dx=|=In(2x+3)+k
) -[2x+3 2 ( )

Sean dos funciones derivables u y v. Consideremos la funcién producto w, donde wW=u-v y
calculemos su diferencial:
dw=d(u-v)=udv+vdu = udv=dw-vdu
Integrando miembro a miembro obtenemos:
_[u.dv =_[dw—jv.du = Iu.dv =w -_[v.du
Reemplazando w obtenemos:

judv:u-v—jvdu

Esta formula es utilizada habitualmente cuando el integrando de la integral se puede expresar como
el producto de dos factores, donde uno de ellos es u y el otro dv. Para aplicar dicha formula es
necesario calcular du (no es otra cosa que la diferencial de la funcion u) y se requiere encontrar la
funcion v (para lo cual se integra dv).

Cuando al integrar dv, obtenemos v no colocamos constante de integracion.
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Para determinar cuél de los dos factores es u existe una regla que establece una especie de prioridad
entre las distintas clases de funciones. La regla es conocida cominmente con el nombre de ILPET
(Inversa, Logaritmica, Potencial, Exponencial y Trigonométrica). Se aplica de la siguiente forma:
si en el integrando aparece una funcién exponencial y otra logaritmica, se asigna a u la funcion
logaritmica, si aparece una trigonomeétrica y una potencial, por aplicacion de la regla u es la
funcién potencial. De todos modos, si nos equivocaramos en la eleccién, al utilizar la férmula nos
encontrariamos (en el segundo miembro) con una integral mucho mas dificil o imposible de
resolver.

Veamos algunos ejemplos en los que se utiliza este método de resolucion de integrales.

Resolver las siguientes integrales indefinidas aplicando el método de integracion
por partes.

a) j%/?lnxdx
Elegimos = du=1dx.

X

07 Ejemplo

Wl

1
Luego, |dv = ¥/x dx| = V=J‘X3dX=§X

Aplicando la formula obtenemos:

3 ¢ 3 41 3¢ 3¢ 24
IxInxdx==x3Inx—|=x3-Zdx==x3Inx—-=| x® dx=
-“\/_ 4 j4 X 4 4-[
4
4 1 4 3 4 4
=§x3lnx—§jx3dx=§x3lnx—§x—+k=§x3lnx—3x3+k
4 4 4 4 ﬂ 4 16
3

b) Iezx x* dx
Elegimos = .

Luego, |[dv=e”*dx| = v=je2xdx=e

2x

Aplicando la formula obtenemos:
er e2x 1
je“ X’ dx:xz——J‘—Zxdx:—x2 ezx—je2x X dx
2 2 2
Esta Gltima integral debe ser resuelta aplicando nuevamente el método de integracidn por partes.
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Iezxxdx
Elegimos [u=Xx| = |du=1dx|.

Luego, = v=je2x dx = &

Aplicando la formula obtenemos:

2X

2x 2x 2x 2x 2x
Iezxxdx=xe —Ie ldx=x 2 —l"‘ez"dx=xe _Le ik
2 2 2 2 2 22

Sustituyendo en la integral dada nos queda:

2X
J‘er x° dx=%x2 ezx—{lxezx—le—+k} _1 X2 ezx—% x.e2X+%e2X+k=

2 2 2 2

I E ] P
2 2

C) Ie" COoS X dx
Elegimos = |du=e”dx]|.

Luego, |[dv=cosxdx| = v=jcosxdx=senx.

Aplicando la férmula obtenemos:
_[ex cos x dx =e* sen x—_[senxeX dx

La Gltima integral es tan compleja como la primera en cuanto a su resolucion. Aplicamos nuevamente
el método de integracion por partes.

Ie" cos X dx
Elegimos = |du=e*dx|.

Luego, [dv=cosxdx| = v=jcosxdx=senx.

Aplicando la férmula obtenemos:
Iex .sen x.dx =e*(—cos x)—_[(—cos X).e*.dx —e* cos x+jcos x e” dx

Reemplazando esta expresion (que contiene a la integral que buscamos) en la integral dada,
obtenemos:

jex cos X dx =e”* sen x—[—eX cosx+jcosxeX dx}: e*senx+e* Cosx-_"eX cos x dx
Pasamos la integral del segundo miembro al primero.
2‘|‘eX cos X dx =e” senx +e* cos X

Por lo tanto:

Iex cosxdx=%eX (sen x+cos x)+k
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Este método permite encontrar primitivas de funciones racionales, es decir, funciones que sean
cocientes de funciones polindmicas.

Para su utilizacion es necesario que el grado del polinomio del numerador sea menor que el grado del
polinomio del denominador.

Igg; dx gr P(x)<gr Q(x)

El método de fracciones simples da la posibilidad de transformar integrandos como el anterior en
suma de integrandos de facil resolucion. Para ello, lo dividiremos en varios casos segun la
multiplicidad de las raices del denominador. En cada caso trabajaremos sobre un ejemplo particular,
pero quedara claro la forma de resolucion para cualquier otro ejemplo.

El denominador tiene todas sus raices reales y simples.

l Ejemplo

J- 3x?=2 dx

X3+ x%=2x

Como el grado del numerador es menor que el grado del denominador podemos utilizar el método
de fracciones simples.

Se factorea el polinomio denominador a partir de sus raices: Q(x)=a(X—X;)...(X—X,)
En nuestro ejemplo:  X* +Xx*—2x = x(Xx=1)(x—2)
Observemos que tenemos tres raices reales y distintas: x, =0, X, =1, X, =2.
P(X) = A +...+L
(X_X1)---(X_Xn) (X_Xl) (X_Xn)
-2 __A B _C
X(x=1)(x=2) x

Aplicamos la propiedad:

En nuestro ejemplo: +
-1 x-2

X
El fin ahora es determinar los valores de A, By C . Para ello hacemos lo siguiente:

3x* =2 A B N C  A(x-1)(x-2)+Bx(x—2)+Cx(x-1)

x(x—l)(x—2)=x x-1 x-2 X(x=1)(x-2)

Igualando los numeradores, obtenemos:
3x* 2= A(Xx—1)(x—2)+ Bx(x—2)+Cx(x—-1)

Reemplazamos x por valores cualesquiera. Con el fin de facilitar las cuentas reemplazamos por
las raices del polinomio denominador.

Para x=0: —2= A(-1)(-2)+B-0+C-0=2A = |A=-1
Para x=1: 1=A-0+B(-1)+C-0=-B = B=-1
Para x=2: 10=A-0+B-0+C-2=2C = |[C=5
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Luego, la descomposicion en fracciones simples es:

3’2 -1 -1 5

=—+
x(x=1)(x-2) x x-1 x-2

Resolvemos la integral:

_[ 3x* -2

—_[—dx+_[—dx+ —dx-—ln|x|—ln|x 1|+5In|x—2]+k
X(x=1)(x-2)

El denominador tiene todas sus raices reales, algunas de ellas con multiplicidad.

2
X
e
(x-1)
Como el grado del numerador es menor que el grado del denominador podemos utilizar el método de
fracciones simples.

Si en el denominador aparece una expresion de la forma (x—a)", esta raiz maltiple da origen a
h fracciones simples. Luego, la descomposicion es:

P(X) __ A N A - A,

(x—a)" (x-a) (x-a)}* ==~ (x-a)

x? A B C
= + +

(x-1)°  (x-1) (x-=1* (x-1)°

Observemos que x =1 es una raiz con multiplicidad 3.

Ejemplo

En este ejemplo:

El fin ahora es determinar los valores de A, By C . Para ello hacemos lo siguiente:
x> A N B C _Ax- 1)’ +B(x-1)+C
(x=1)° (x=1) (x-=-1)? (x 1)° (x-1)°

Igualando numeradores, obtenemos:
x> = A(x—=1)*+B(x-1)+C

Reemplazamos x por el valor de la Gnicaraizz x=1 = |C=1|.

Para determinar A y B elegimos cualquier valor que no repita ninguna de las raices (en nuestro
caso, que sea distinto de 1) y lo reemplazamos en x.
» Parax=0: 0=4A-B+C=A-B+1 = A-B=-1

= Parax=2: 4=A+B+(C=A+B+1 = A+B=3

Luego, resolvemos el sistema:

A-B=-1
= [A=1 A [B=2
A+B=3
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Por lo tanto, la descomposicion en fracciones simples seré:
X’ 1 2 1
3 + 7 T 3
(x-1" (x=-1) (x=1)° (x-1)

Resolvemos la integral:

NG 1 2 1 L1 s
j(—x—l)s dX:jde+jde+jde:In|X—1|—2(X—1) _E(X_l) +k

y Ejemplo J‘ ? dx
(x=3)"(x+2)

Como el grado del numerador es menor que el grado del denominador podemos utilizar el método
de fracciones simples.

Descomponemos en fracciones simples, observando que x =3 es una raiz con multiplicidad 2 y
X =—2 €S una raiz simple.

5 __A, B C  A(X=3)(x+2)+B(x+2)+C(x—3)
(x=3)2(x+2) x-3 (x=3)* x+2 (x=3)*(x+2)

Luego, igualamos numeradores:
5= A(X—3)(X+2)+ B(Xx+2)+C(x—3)

Buscamos los valores de A, B 'y C. Como tenemos sélo dos raices y tres constantes a determinar,
reemplazamos x por un valor arbitrario.

x=3: 5=6B = |B=1
X=-2: 5=25C = C=%

x=0: 5=—6A+ZB+9C=—6A+2+§=—6A+% = -

oo

=—6A = A=1
5

Reemplazando en las fracciones e integrando obtenemos:

1 1
5 _dx +I 1 5 dx +_[ 5 dx=
-3 (x=3) X+2

5
I(X—3)2(X+2) OIX:"‘x

=%In|x—3|—(x—3)‘1+%In|x+2|+k
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El denominador tiene raices complejas simples.

2X
P —
(x=1)(x"+1)

‘ Ejemplo

Como el grado del numerador es menor que el grado del denominador podemos utilizar el método
de fracciones simples.

En la expresion con raices complejas pondremos una fraccion de la forma:
Ax+B

ax’+bx+c

En nuestro ejemplo, como tenemos ademas una raiz simple (que es x =1), la descomposicién en
fracciones simples seré:

2X A Bx+C
(x=1)(x2+1) X1 X+1
El fin ahora es determinar los valores de A, By C . Para ello hacemos lo siguiente:
2X __A +Bx+C=A(x2+1)+(Bx+C)(x—1)
(x=-1(x*+1) x-1 x*+1 (x=1)(x*+1)

b?—4ac<0

Igualando los numeradores, obtenemos:

2x = A(X* +1)+(Bx+C)(x—-1)
x=1: 2=2A = |A=1
= 0=A-C = A=C = [C=1
=2: 4=5A+(2B+C)-1=5A+2B+C=2B+6 = 2B=-2 = B=-1

Reemplazando en las fracciones e integrando, obtenemos:

2X 1 -X+1
I(x-1)(x2+1)dxz ﬁdXJ’I 1 _I—dx

dx+j dx =

x2+1

= |n|x—l|—%ln‘x2+1‘+arctg X+ Kk

Cabe aclarar que existe un cuarto caso, que corresponde a denominador con raices complejas
multiples, el cual no sera objeto de estudio de estas notas teoricas.

Si el grado del numerador es mayor o igual al del denominador, para poder aplicar el método de
fracciones simples, es necesario efectuar la division de los dos polinomios y expresar la integral de
la siguiente forma:

IP(X)

o )dx J'C(x) dx+j dx donde C(x) esel cocientey R(x) el resto.

CAPITULO 5 190



NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

dx

> Ejemplo

I X3 +2x°
X2—x-2

Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, primero procedemos a
efectuar la division de los dos polinomios.

x® +2x° | x> —X—2
- %%+ X% +2X X+3
3x*+2x De donde se deduce que: |C(X)=x+3 R(X)=5x+6

-3x*+3x+6
5Xx+6

Por lo tanto:

X3 +2x? 5X +6 1 5X+6
IﬁdX=I(X+3)dX+ImdX=§X2+3X+Iz—dX

2_X— X2—x=2

Descompongamos la fraccién de la integral del segundo miembro en fracciones simples. Con ese
fin, primeramente, factoricemos el polinomio Q(X) del denominador.

x?—=x—2=(x-2)(x+1) donde x,=2 A X,=-1son las raices de Q(X)

Entonces la descomposicion se hara en dos fracciones, una de denominador x —2 y otra de
denominador x+1.

5x+6 _ A B _AKX+1D)+B.(x-2)
x2—x—-2 x-2 x+1  (X=2).(x+1)

Para determinar las constantes A y B igualamos los numeradores.
5x+6=A.(Xx+1)+B.(x-2)

X=2: 16=3A = A=%

x=-1: 1=-3B = B=—%

Reemplazando los valores de A 'y B e integrando obtenemos:
16 1

I Sx+6 dx —I 3 dx+j 3 dx— 6In|x—2|—£|n|x+1|+k
X2 =x=2 3

Sustituyendo este resultado en la integral pedida obtenemos la solucion del ejercicio.

3 2
_[XZJridx= lx2+3x+EIn|x—2|—1In|x+1|+k
X" =X=2 2 3 3
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En esta seccion no se introduce ningln concepto nuevo que no se haya trabajado ya en los capitulos
anteriores. Solo se trata de aplicar el concepto de integral indefinida a los problemas en los cuales (al
revés que antes) nos proponen alguna funcion econémica marginal y se nos solicita que obtengamos
la funcion econdmica de la cual proviene. Para aclarar 1o expuesto es que resolveremos un ejemplo.

Ejemplo ) La funcion de costo marginal esta dada por: C’(x) =300+ 20x—12x? y los costos

fijos ascienden a $40.000. Determinar la funcion de costos totales y la de costo
medio.

Como el costo marginal es la derivada primera del costo total, serd necesario encontrar la integral

indefinida de la funcion costo marginal para determinar la funcién de costos totales.
2 3

X X
C(x) =j(300+ 20x-12x%)dx =  C(x)=300x+ 20---127+ k =
C(x)=300x+10x*-4x>+k *)
Para encontrar la solucidn al problema falta determinar la constante k, para ello usamos el dato que

nos dice que el costo fijo (es decir, para x = 0) es de $40.000 .
Sustituyendo en (*) obtenemos:

C(0)=300.0+10.0°—4.0°+k = 40.000=k => |C(X)=300x+10x>—4x*+40.000

- . P~ C(x
Ahora solo resta encontrar la funcion de costo medio, para lo cual sabemos que: C(x) = () .
X

2 _ 3 _
300x +10x X4x +40.000 C (x)=300+10x — 4x" + 40.)(()00

C(x)=
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Sea f(X) una funcion continua definida positiva sobre un segmento [a.b].

Dividamos mediante puntos el segmento [a,b]en n partes.

a=Xy, X;s Xy, ey X gy X, =D

En este caso: X, < X; <X, <..<X , <X,.

Designemos: AX, = X; — Xg, AX, =X, — X, AXy = X3 =Xy, ey AX, =X, — X, ;.

En cada uno de los subintervalos podemos encontrar el minimo y el maximo que alcanza la funcion
en dicho subintervalo, a los que denominamos m, y M, respectivamente.

A f_}

Ty

Queremos calcular el area encerrada por la funcion en el intervalo [a,b].

Una aproximacion por defecto de dicha area se obtiene al sumar las areas de los n rectangulos de base
AX y altura m;. A esta area la denominaremos suma integral inferior.

n
La expresion que permite calcular esta areaes: |S, = Zmi - AX;
i=1

De forma similar podemos calcular una aproximacion por exceso al sumar las areas de los n
rectangulos de base Ax; y altura M.. A esta area la denominaremos suma integral superior.

n
La expresion que permite calcular esta area es: |S, = Z M, - AX,
sl

Esclaroque: s,<S, puestoqueen cada subintervalom, < M,.
En cada uno de los segmentos [X;_,, X;] podemos elegir un punto interior que designaremos c; , y para
cada uno de estos puntos es posible calcular el valor de la funcion, al que llamamos f(c,).
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n
Calculemos la siguiente suma: |2, = Z f(c,)-Ax; , ala que llamaremos suma integral.
i=1

Como en todos los casos m, < f(c,)< M,
n n n
Tenemos que: .M, -Ax; < Y f(c,)-Ax; Y. M, -AX,
i=1 i=1 i=1
Esdecir: S, <2 <SS,

Es claro que la suma integral (zn) depende de la forma en que hemos subdividido el intervalo
[a,b]y la forma en que se han elegido los c; en cada subintervalo.

Designemos por: max Ax. a la mayor longitud de los segmentos [x._,, x.] y analicemos diferentes
divisiones del segmento [a,b] en los cuales max Ax; — 0. Es claro que en este proceso de
subdivision N — 0.

Si para cada subdivision elegida, el limite para maxAx;, — 0 de Z f(c;)-AX; es finito y el mismo
i=1

para cada subdivision, diremos que la funcién f(X) es integrable en el segmento [a,b].

El limite anterior recibe el nombre de integral definida de la funcion f(X) en el

b
segmento [a,b] y se designa:j f(x)dx. Esdecir:
n b
lim Y f(c,)-Ax, =j f (x) dx
n—w 4= A

Los numeros a y b reciben el nombre, respectivamente, de limite inferior y
superior de la integral, el segmento [a, b] se llama segmento de integracion y la letra x, variable de
integracion.

Si construimos la grafica de la funcion y= f(X) (admitiendo que esta definida

b

positivamente), la integral I f (x) dx serd numéricamente igual al area del asi denominado trapecio
a

curvilineo determinado por la curva, graficade Y= f(X) y las rectas de ecuaciones X=a , x=b

b
e Yy=0.Esdecir: Azjf(x)dx
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1) El factor constante se puede extraer fuera del signo de la integral definida.

ia.f(x) dx = a.i f(x)dx

2) La integral definida de la suma algebraica de dos o méas funciones es igual a la suma algebraica de
las integrales definidas de cada una de las funciones sumandos.

jl( f(x)+ g(x))dx =i f(x) dx +i g(x) dx

3) Si se invierten los limites de integracion, la integral definida cambia de signo.

if(x)dx=—if(x)dx

4) Si my M son los valores minimo y méaximo respectivamente de la funcion f(X) en el segmento
[a,b], entonces se verifica que:

m.(b—a)si f(x)dx < M.(b—a)

5) Para tres nimeros arbitrarios a, b y ¢ se verifica la igualdad:

if(x)dx=i f(x)dx+i f (X) dx

6) Si en el segmento [a, b] se verifica que f(X)< g(x), entonces:

_i' f(x) dxsig(x) dx

Si la funcion f(x) es continua en el segmento [a,5], existe ¢ e [a,5], tal que se verifica la
siguiente igualdad:

[f(x)dx=b-a) f(c)
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i) - f

M

fla)

el

T

‘LX

DEMOSTRACION:

Trabajaremos en adelante suponiendo que a < b. Por otra parte, podemos admitir que m y M son los
valores minimo y maximo, respectivamente, de la funcién f(X) en el segmento [a.b].

Sabemos por propiedades anteriores que:

m-(b—a)si f(x)-dx<M-(b-a) = mstlai f(x)-dx< M

b
Luego, llamando p:bij f(x)-dx resultaque: mMSu<M
_a 3

Como f(X) es una funcion continua toma todos los valores intermedios comprendidos entre m 'y
M. Por lo tanto, por la generalizacion del teorema del valor medio para funciones continuas en un
intervalo cerrado, sabemos que existe c e[a,b] tal que u= f(C). Es decir:

f(c):leaif(x).dx = [ f)-d=(b-a) f(0)

Esto quiere decir que si T(X)es continua sobre un
segmento [a,b], el area comprendida entre la curva, el eje x y las rectas X=2a y x=b se puede

calcular como el area de un rectangulo cuya base mide b—a Y cuya altura es igual a f(C), para
alglin ¢ (no necesariamente unico) del segmento [a, b].
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Apliquemos lo visto a un problema.

30

> ;dx <10
+ X

- 2
Ejemplo Demostrar que: 3< _[
1

Por el teorema del valor medio sabemos que existe ¢ [1, 2] tal que:

f(c).(2-1) zizioﬁ dx = f(c) zjzioﬁ dx
Pero f(c)= % . Por lo tanto, es necesario acotar f(C).
1<c<2 = 1P’<c’<2® = 142<c+2<8+2 >
%Zc?’izZ% = 3—3?2(:3222% 3< f(c)<10
En consecuencia, como:
f(c)= _i 2i0x3 dx podemos concluir que: |3< _i Zioxs dx <10

Si f(X) es una funcion continua y F(x)=_[ f (t) dt , se verifica que F'(X)= f(X).

Demostracidw: Apliquemos la definicion de derivada a la funcion F(X).

Xj:h f(t) dt—i f(t)dt
F'(x)=lim-2 2

h—0 h

Aplicando la propiedad 5 en la primera integral del limite, obtenemos:

x+h X+h

if(t)dt+j f(t)dt—if(t)dt [ f(t).at

F'(x)=lim2 =lim2*——
h->0 h h—0 h

Aplicando el Teorema del Valor Medio existe ¢ €[ x, x+ h] tal que:
F'(x)=|hirrg (x+h-=x)- f(c) mhfh(c):

=i
— h h—0

le f(c)

Si calculamos el limite para h tendiendo a cero ocurre que x+ h tiende a X y por lo tanto ¢ también
tiende a x. Luego: F'(X)= f(X).

Obsérvese que si  T(X) es no negativa, F(X) coincide numéricamente con el area bajo la
curvay el eje x, entre la recta fija X=a y una recta vertical que va variando en funcion de x.
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A continuacion, resolveremos algunos problemas aplicando el teorema anterior.

' Ejemplo ) Calcular las primeras derivadas de las siguientes funciones.

a) F(x) =_‘X‘(sent)‘2 dt = [F'(x)=(senx)?

En el caso anterior hemos aplicado directamente el teorema.

b) F(x)=:f|n(1+22)dz = F(x)=—i|n(1+22)dz = | F'(X)=-=In(1+2x)

Para resolver el problema precedente tuvimos que cambiar el orden de integracion (lo que implica un
cambio de signo de la integral), para poder aplicar el teorema.

C)G(x):jxse‘dt = G(x)=x3jetdt = G'(x):3xzjetdt+x3ex
0 0 0

En este ejemplo, sacamos fuera de la integral un factor que depende de la variable respecto de la que
se deriva, pero no de la variable de integracion para poder usar el teorema en cuestion.

In x

d) G(x) = j (t*-t+2)dt = G'(x)=[(Inx)*~In x+2]1
X
0
En el altimo caso, hemos hecho uso del teorema de la derivacion de funciones compuestas, puesto

que, en el limite superior de la integral, en vez de aparecer la variable X, se encuentra una funcion de
X.

Si F(X) es una primitiva de la funcion continua f(X), se verifica que:
b

[ f()dx=F(b)-F(a)

a

Demostrociéw: Sea F(X) una primitivade f(X). Por el teorema anterior sabemos que
G(x)=_[ f (t)dt es también una primitiva de f(X), puesto que G'(x) = f(X).
Como dos primitivas de una misma funcion difieren en una constante k, podemos escribir

If(t)dt=F(x)+k.
Para determinar k, hagamos X = a:I f(t)dt=F(a)+k.
Como jf(t)dt=o = F(a)+k=0 = |k=-F(a)

De donde resulta j f(t).dt = F(x)- F(a)
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b
Finalmente, sustituyendo x por by t por X, resulta: I f(x)dx=F(b)-F(a)

Como queriamos demostrar.
Aplicaremos este teorema a los siguientes problemas.

P Ejemplo ) Resolver las siguientes integrales definidas.

2
a) I(8x3 —2x) dx
-1
Calculamos una primitiva por integracion directa.

2
4 2
X X
2 22

i(8x3-2x) dx=8-, =ox' = x7 =(22'~2*) - (2(-1)* - (-1)°)

-1

2 2
[Ex-2x).dx=28-1 = [(8x°-2x)dx=[27
1 -1

b) j(x+ 2).e* dx

Para resolver la integral, primeramente, es necesario encontrar una primitiva aplicando el método de
integracion por partes.

Elegimos = |du=1dx

Luego, |dv=e*dx = V=J‘eX dx =¢”

Por lo tanto: _[(x+2)ex dx=(x+2)ex—_"eX dx=(x+2)e*—¢e*

Calculamos ahora la integral definida.

j'(x+2)exdx=((x+2).ex =

0

zz [@+2)e-e]-[(0+2)e’-e"]=/2e-1

C) i(x+4).\/x+1 dx

Para resolver esta integral haremos un cambio de variable, esto implica no s6lo sustituirla en la
funcién y en el diferencial, sino también reemplazar los viejos limites de integracion por los nuevos
que se deduzcan de la relacion entre ambas variables.

Sea |t=x+1 = |dt=1dx A [ X=t-1

Ademas, cuando | x=0 = t=1 y cuando x=3 = [t=4
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Entonces:

i‘(x+4).\/x+1.dx =i(t—1+4).ﬁ.dt =j1'(t+3).t;.dt =f[tz +3t;]dt =

= 242_'_242 — Elg+212 =&
5 5 5

Con lo visto hasta el momento estamos en condiciones de resolver una serie bastante variada de
ejercicios y problemas. Veamos algunos de ellos.

ox
j (z* +2)dz

Fiemplo | Calcular el siguiente limite lim -1
x—0
j (e' —e?)dt
0

Si calculamos directamente el limite nos encontramos con una indeterminacion del tipo cero dividido
cero, ya que los limites de integracion en cada una de las integrales tenderian a coincidir, con lo cual,
la integral se anula.

Para resolver el problema, aplicaremos el Primer Teorema Fundamental del Calculo Integral,
derivando respecto de la variable X, que es la variable del limite.

ex

j(22+z)dz s

. (e +eMe

limi &)

x—=0 I(et _eZt)dt x—0 (eX _eZX)
0

Obsérvese que no es lo mismo calcular la integral de f(X) entre a'y b que el area limitada por la
graficade T(X), el eje x y las rectas de ecuaciones: X=ay x=b.

Para confirmar lo antedicho nos proponemos efectuar el siguiente ejercicio.

) Ejemplo Calcular:

2z
a) _[ cos X dx
0
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27 2r

2
Icosxdx=sen x|0”=sen27r—sen0=0—0=0 = Icosxdx=0
0 0

b) El &rea limitada por la curva de f(X)=c0s X, el eje x sobre el segmento|[0, 2].

Recuérdese que, para calcular el rea de una region mediante una integral definida, debe ser (x)2>0
. En el caso de la funcidn coseno esto no ocurre, pero como es ciertamente simétrica podemos calcular

, . T .-
el area sobre el intervalo [O,E} y multiplicar por cuatro.

y

f(x)=cos x

———
——

A=4. cosx.dx:4.senx|02:4.(sen%—sen0):4.(1—0):4 = |A=4

O Sy | N

De los resultados encontrados en a) y en b) podemaos verificar lo afirmado en la observacion
precedente.

En primer lugar, procederemos a calcular el &rea de una region limitada por la grafica de una funcion
y uno o0 mas ejes (rectas horizontales y/o verticales).

Calcular el area de las regiones limitadas por las graficas de las funciones y los ejes
indicados.

‘ Ejemplo

a) T(X)=4-2X elejexyejey

En primera instancia representamos graficamente la funcion f(X), sombreando la region limitada
por dicha recta y los ejes coordenados.

A=i(4— 2x) dx = (4x-x?)| = (4.2:2) - (4.0-07)=[4
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b) f(x)=-x>+4x ejex

f(Xx)=-x>+4x

La region ha quedado limitada por el arco de parabola y el eje x.

Yrog 0° 32
Y A L O I 0§
i 3 3 3

h 2 X 2
A=I(—x +4x)dx = ——+2x
0 3

X+2 X<2
f(x)= =0; x=0 =4
0) T(x) 8 X2 y=u X y X
X

Recordar que y = 0 representa el eje xex =0
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y=x+2

= | oo

B = o o o o o o = — —

Para calcular el &rea de la region limitada por el arco de hipérbola y los cuatro segmentos de rectas
es necesario dividir la regién en dos sectores, cada uno de los cuales tiene por medidas del area A’
y A”. Por lo tanto, calcularemos mediante una integral definida el area de cada sector y por la
propiedad de aditividad del area tendremos el area de la region total.

L (2 02
[ 422]-| Z+420] =6
T2 2

4
A”=j§dx=8|nx|j=8|n4—8|n2=8|n2
5 X

2 X2
A =I(x+2).dx=(—+ ZXJ
0 2

Por lo tanto : A=A+ A" = A=6 + 8In2

d) f(X)=-2sen(x—m)ejex entre X=—7m y X=7x

-3m/2 = ! w2 ( mi2 m 3nl2

Este problema puede resolverse de dos maneras diferente. Sabiendo que la funcion seno es simétrica
respecto del origen de coordenadas ( A’ = A”), es posible calcular el area de la region cuya area es
A"y multiplicar por dos; o calcular el area de ambas regiones y sumar. Si bien el primer procedimiento
es mas simple, usaremos el segundo para confirmar la validez del primero y ademas para ejemplificar
cémo se calcula el area de regiones ubicadas en el tercer y cuarto cuadrante.
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A= I—ZSen(x —).dx =2cos(Xx— 7:)|;’ =2c0s0—-2cos(—x) =4
0

Para calcular el area de la region Il, anteponemos un signo menos delante de la integral
correspondiente, o lo que es lo mismo, calculamos el valor absoluto de la integral definida.

0
A" =— _[ —2sen(x—z).dx = A=-2cos(X— n)|f” = A" =-2c0s(-7)+2c0s(-27) = A"=4

-

Porlotanto: A=A"+A" = A=8

A continuacion, calcularemos el area de regiones limitadas por las graficas de dos o més funciones

A=j(g(x)- f(x)) dx

Obsérvese que g(X) esta por

encima de f(X),y es por eso por lo
que la diferencia en la integral es

9(x)= f(x).
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Calcular el area de las regiones limitadas por las graficas de las funciones indicadas:
f(X)=—x*+2x+8 g(X)=—x-2

=¥ FEjemplo

Representemos graficamente ambas funciones para delimitar la region de la cual necesitamos calcular
el area.

y
10
//ﬁ\\ flx)=-x*+2x+8
/ \
f \ X,
-5 N \ 5 10
-5
g(x)=—-x-2

En primer término, encontramos la interseccién entre las graficas de ambas funciones, para lo cual
igualamos las formulas de cada una de ellas construyendo una ecuacion.

f(x)=g(x) = =x’4+2x+8=-x-2 = x*°-3x-10=0 =

X=-2 A x=5 = |P,=(-20) vy P,=(5-7)

A continuacion, planteamos la integral.
5
3 2

5 5
A= [[(=X* +2x+8)=(—x=2) | dx = [ (-X* + 3x+10).dx :_X?+3X?+10X _
-2 oY

= [_5_3+ 35—2+ 10.5] - [— (2 +3 (2 + 10.(—2)] |33
3 72 2 6

3

Consideremos dos funciones, una de demanda ( p= f(X)) y otra de oferta ( p=g(X)), ambas de un

mismo articulo. En este caso x denota la cantidad del articulo que puede venderse u ofertarse a un
precio p por unidad. Como ya sabemos, en general la funcion de demanda es decreciente, mientras
que la de oferta es creciente. Por otra parte, el punto (X,; p,)de interseccion de las dos graficas

representa el punto de equilibrio del mercado; es decir, a un precio p, los consumidores estaran
dispuestos a comprar y los productores a vender una misma cantidad x, de unidades del articulo.
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En un mercado de libre competencia existen productores que estarian dispuestos a vender el articulo
a un precio menor que el del equilibrio de mercado p,, puesto que este precio esta por encima del

que ellos ofertan. En estas condiciones los productores se benefician. Esta utilidad adicional de los
productores se denomina superavit del productor.

El area de la zona sombreada del grafico que aparece a continuacion representa el superavit del
productor.

Veamos ahora cdmo se calcula esa area.

Aplicaremos la formula del calculo del area de una region limitado por dos curvas, una es la recta
horizontal de ecuacion p= p,, y la otra es la gréafica de la funcion de oferta p=g(X).

Por lo tanto, puede calcularse el superavit del productor como:

S.P.= f[po— g(x) ]-dx = pyx, —f g(x) dx

En el gréafico siguiente se muestra sombreada la region correspondiente al superavit del productor.

—\f’—f () f/ Superavit del Consumidor
y

™

p = glx)

Superavit del Productor

2

En forma similar puede pensarse el superavit del consumidor. Es decir, habra algunos consumidores
dispuestos a comprar el articulo a un precio mayor que el del equilibrio del mercado. De esta manera
estos consumidores haran un ahorro como resultado de la operacion del mercado de libre
competencia.
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El area de la region comprendida entre la recta de ecuacion p= p,, la curva de demanda y el eje p
representa el superavit del consumidor y puede calcularse como:

SC.= _ﬂ:f(x)— P, J-dx =I f(X) dx — p,X,
0 0
En el grafico anterior la region sombreada de celeste corresponde al superavit del consumidor.

Apliquemos lo visto a un problema.

25 Ejemplo ) Las funciones de oferta y demanda de cierto producto estan dadas por:
O: |p=g(x)=45+2x| D: |p=f(x)=144-x*

Determinar el superavit del productor y el consumidor, suponiendo gue se ha establecido el equilibrio
del mercado.

En primer lugar, determinamos el punto de equilibrio del mercado.

g(x)= f(X) = 45+2x=144-x> = x°+2x-99=0 = x=9 v x=-11

La Unica solucién aceptable econdmicamente es x =9.

Por lo tanto, el precio del equilibrioes: p=45+29 = p=063

Calculemos ahora el superavit del productor.

9 9 9
S.P. :_[[63—(45+ 2x)].dx =63 . 9—](45+ 2x).dx =567 ~[ 45x - xz] =
0 0

0

S.P.=567-[(45.9-9%)-(45.0~0%) | =567~ (405-81) = |S.P.=243

En forma similar calculamos el superavit del consumidor.
9

9 9 3
S.C. :j[(144— x*)- 63 ].dx :j(144— xz).dx—63.9=[144x—x?} ~567 =
0 0

0

3 3
S.C.={(144.9—%)—(144.0—%)}—567=1296—243—567 = [S.C.=486
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INTEGRALES IMPROPIAS

INTEGRALES CON LIMITES INFINITOS

Sea f(X) una funcion definida y continua para todos los valores de x tales que: x > a..

Examinemos la siguiente integral que tiene sentido para b> a.

I(b)=i f(x)dx

Analicemos que sucede cuando b tiende a mas infinito.

b
DEFINICION: Si existe el limite finito de !)im f(x)dx, este limite se denomina integral

impropia de la funcion f(X) en el intervalo [a,+o]y se designa por: I
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De acuerdo con la definicion tenemos que:

+00

j f(x)dx:Limi f(x)dx

a

Si el limite es finito se dice que la integral impropia converge, en caso contrario se dice que
diverge.

De forma anéloga se definen las integrales impropias en otros intervalos infinitos.

if(x)dx=!}imj f(x)dx
+j:of(x)dx=_lil f(x)dx++j:o f(x)dx

A continuacion, aplicamos estas definiciones a algunos problemas.

2
Ejemplo Calcular la siguiente integral impropia: _[ e~ 2X+1 gy

b——0 b——0 — b——o0 _2 _2

2 2 2x+1 7T 3 2bel
Ie_zx"'l.dx: Lim_[e_zx"'l.dx: Lim £ |- Lim[e——e i|=+oo
—© b

Diremos entonces que la integral impropia diverge.

Sea f(X) una funcion definida y continua para a< x <c, salvo para X=C . En este punto no se

[
puede definir la integral _[ f (x) dx como limite de sumas integrales.
a

DEFINICION: Se dice que la integral impropia es convergente si existe el limite finito del segundo

[ b
miembro de la siguiente igualdad: If(x)dx: lim J' f(x)dx, en caso contrario se dice que es
b—c™
divergente.

VVeamos como podemos aplicar esta definicion al calculo de integrales impropias.
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! dx
-1

—

Del analisis del integrando puede concluirse que existe una discontinuidad en x =1.

2 2
j ! dx:nmj 1 ax
TV X=1 b1t ¢ /X =1

==V Ejemplo ) Calcular la siguiente integral impropia: _[
1

1 gx=lim 2\/x—1‘z

2

-! JX=1 b—1*

2

1

| dx=lim (2-2vb-1)
1 X—=-1 b—>1*

¢ 1

_[ - dx=2 Por lo tanto, la integral impropia es convergente.

X_

1
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SUCESIONES

Una sucesion de nameros reales es una funcion a:0 — [ , la cual notaremos
a(n)=a,.

Wl Ejemplo Veamos algunos ejemplos de sucesiones.

a) a,=n

Luego: a, =1,a,=2,a, =3, etc.
b) b, = i
n

Luego: b, =1,b, = L , b, =%, etc.

2
c) ¢, =(=1)
Luego: ¢, =-1,¢c, =1,¢c, =—1, etc.

La representacion gréafica de una sucesién se hace en general sobre una recta,
ya que este tipo de diagrama nos permite determinar “hacia donde va” la sucesion. En efecto, la

sucesion (an)nZl del ejemplo anterior “va hacia infinito”, (bn)nZl “va hacia cero” y (Cn)nZl “salta

entre—1y 1.
an =N 11 (2 50] g 1y
© o L O
4] 1 2 3 o 5
ly
by, Cn
by by by b k. Emi e i
——a—&—8 @ @ A @
5 & ; : 2 1 0 i 2
P -
1 "
bn = H Cn - (—1)
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DEFINICION:

Se dice que una sucesion (a,,)nZl tiene limite L (notandolo lima, = L)
n—o

< Ve>0 In,eIN | VY nzn, |a”—L‘<g.

Una sucesion es convergente si tiene limite finito, divergente si tiene limite infinito y oscilante si
no existe el limite.

g Fjemplo ., . . ] L,
o La sucesion (éln)n>1 del ejemplo 1 es divergente pues le a, =+, La sucesion
2. —>0

(bn)nZl es convergente pues LILTJO b, =0. La sucesion (Cn)nZl es oscilante.

Las propiedades del limite de sucesiones son exactamente iguales a las ya enunciadas para limite de
funciones.

1) Una sucesion no puede tener mas de un limite.

2) Si (ﬁln)nZl es una sucesién convergente entonces esta acotada.

3) Silima =Ly L>o0 entonces a, >0 para casi todo n.

n—o

4) Si dos sucesiones convergen a un mismo limite L entonces cualquier sucesion comprendida
entre ellas también converge a L.

5) silima, =0y (b,)

nN—o0

es una sucesion acotada entonces Lim a,-b, =0,
—®

nx1

6) Algebra de limites: Si r|£n a,=a y limb =b entonces:

N—o0

i) lima, =a

n—oo

i) lima, -b, =a-b

: _ .a a
iii) Si b0 (entonces b, = 0 para casi todo n) rlwl—r>nb_n=6
n

iv) Si k € Rentonces limk-a, =k-a

n—o

vy  limfa,|=]a]

nN—o0

CAPITULO & 213



NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

~ Ejemplo  Hallar, si existen, los limites de las siguientes sucesiones.

3n2+2
a) (an) / vneN an—m ,
3n“ +2 2
i VA2 T2 3+77 3
nl—To 2n2+5n_nl—r>?o 2n2+5n_nl—7>£lo 2 5 2
—2 +_
n n

b) (a,) / VneN a,=Vn+2—-+Vn

, _ Yy _ (nt2+vm) _ . 2 _
lim Vn+2 -V =lim (Vn+2 -Vn) ey = lim mrm = 0
_ =" n
¢c) (ap) / VneN a:— —+—
Observemos que lim % = 0 por ser “cero por acotada” y lim ﬁ = 1, por lo tanto
n—-oo n—wo

tim [ 2] 2 q

n—ow n+1

3n+2\2n+7
d) (a,) / VneN an—(m)
Observemos que estamos ante una indeterminacion 1°, por lo tanto, hay que salvarla.

3n+2 3n+2
=1+
3n—-1 3n—1

Reemplazando en el limite dado, obtenemos:
3
- - (2n+7)

3n-1 13n-1
3

2n+7

im(30*2) 0 Cjim|] 14t —¢?
nsw\ 3n-1 n—w 3n-1

3

e) (a,) / VneN a,= (;Z;;)n

3 1
—1= 1-F§;:I== 14 5=

3

Observemos que la base de esta sucesion tiende a g cuando n tiende a infinito, por lo tanto

. (5n=2Y"
lim = +00.
nso\ 2n+ 3
0 si n es par

f) (@) / vneN a":{S si n es impar
Claramente esta sucesion no tiene limite.
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En el ejemplo anterior a), b), ) y d) son sucesiones convergentes, €) es una sucesion divergente y
f) es una sucesion oscilante.

DEFINICION: Se dice que (c?ln)nZl es una sucesion creciente si a,,; = a,, VYn € Ny se dice que
es decreciente si a,,,; < a,, Vn € N. En ambos casos decimos que la sucesion es monotona.

TEOREMA: Sea (an) una sucesion monatona.

n21

a) Si (t’:ln)n>1 es acotada entonces es convergente.

b) Si (t’:ln)nZl no es acotada entonces:

lima, =+ en el casoque (a,) sea creciente.

n—o

lima, =—o0 enelcasoque (a,) sea decreciente.

n—o

DEFINICION: Dada una sucesion de nimeros reales (an) se llama suma parcial n-ésima a

n>1’

lasuma S, = Zak (porejemplo: S, =a,,S,=4a,+4a,, S, =a,+a,+4a,, etc.).
k=1

DEFINICION: Se llama serie numérica asociada a una sucesion de nimeros (an)n21 , ala sucesion
de sumas parciales (S,)

nx1"

¥ Fjemplo ) Sealasucesion a, = (—1)™*. Calculemos las sumas parciales de sus términos:

S, =a,=1

S,=a,+a,=1-1=0
S;=a,+a,+a,=1-1+1=1
S,=a,+a,+a,+a,=1-1+1-1=0

Luego, la serie asociada es: (S,)=(1,0,1,0,...)
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Como una serie es por definicion una sucesion (la de sumas parciales), se clasifican de igual
manera:

a) cuando S=I1im S, es un nimero finito.
n—o0
b) cuando lim S_ es un infinito.
n—o
c) cuando no existe lim S_.
n—wo

Llamamos suma de una serie al limite de la sucesion de sumas parciales (S, )
cuando éste existe, es decir, cuando es convergente.

nx1

00

n
Ya =limS =limY a,
= n—o n—so0 £

De todo lo anterior se concluye que la expresion “sucesion de sumas parciales correspondiente a la

0
” es equivalente a decir “la serie Zan 7,

n=1

sucesion (an)

nx1

0
Cabe aclarar que con la misma expresion Zan se denota al limite de la sucesion (S, ),,,, con lo

n=1

nx1"

00
cual, si este limite existe, Zan es un numero real.

n=1

: R SN g
Asi hablamos, por ejemplo, de la serie Z— refiriendonos a la sucesion (S,)

n=1

de sumas parciales:

n>1

3 11 25

(S")z(l’?g’ﬁ'"')’ aunque, méas adelante vamos a ver, esta serie es divergente (serie

= 1
armonica) y, por lo tanto, no existe Z— como numero real.

n=1
Por lo tanto, el nucleo de este capitulo estara en determinar criterios que nos permitan determinar si
una serie converge o0 no.

Silaserie Y. a, converge entonces }g{lﬂ a,=0,

n=1
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La reciproca de esta proposicién no es cierta, ya que existen series que cumplen esta condicién y

o)
1 .
no son convergentes. Tal es el caso de ZH , como probaremos mas adelante.
n=1

Por lo tanto, la condicién Lim a, =0 es necesaria pero no suficiente, es decir, que si una serie la
—0o0

cumple nada puede asegurarse sobre el caracter de la misma. Pero si no la cumple (es decir,
lima, #0) puede afirmarse que la serie no converge.

n—o

Antes de seguir resolveremos algunos ejercicios a modo de ejemplo.

-— Escribir en forma de sumatoria y aplicando la condicion necesaria de convergencia
Eremplo - indicar cuales de las siguientes series no pueden ser convergentes:

1 2 3 4
a a =—+—+—+—-+
) Z "2 3 45
Para escribir en forma de sumatoria debemos hallar la expresion del término general:
[ 9] oo} n
a=) —
Z " z:n+1

n+1 n=1 n=1

n

Ahora calculamos el limite del término general:

n 0
lima, =lim——=1 .. a
lim m— nz=1: ., ho converge
b) b —1+1+1+i+i+
—, 2 6 24 120

Para escribir en forma de sumatoria debemos hallar la expresion del término general:

b=— . Yh=Y—

ni i i n!
Ahora calculamos el limite del término general:

limb, =lim . 0 .. nada puede asegurarse sobre el caracter de an

n n |
—>»00 —>»0 n 1 n=1
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a o0
1) Si la serie Zan converge a un numero A, entonces para todo nimero real k la serie Zk a,

n=1 n=1

converge al nimero k- A.

En simbolos: ik a, =k ian
n=1

n=1

Y 0
2) Si la serie Zan y la serie an convergen a los nimeros A y B respectivamente, entonces la

n=1 n=1

serie ».a,+b, convergea A+B.

n=1
0 0 Q0
Ensimbolos: | ) a, +b, =Y a,+> b,
n=1 n=1 n=1

3) El caracter de una serie no se altera si se suprime de ella un nimero finito de términos.

Vamos a ver ahora un tipo importante de serie, la llamada derazon reld .
Su forma general esta dada por:

o0
Za r"=a+ar+ar’+...

n=1

donde a es el primer término y r es la razon.

Analicemos la convergencia de esta serie. Sea S, la suma n-ésima de la serie.

S,=a+ar+ar’+..+ar"* restando miembro a
rs,=ar+ar’+...+ar" " +ar" miembro

n
S,(d-r)=a-ar

Luego, si r =1 despejando nos queda que |S, =a _(11_ )
—-r

Veamos los distintos casos que se pueden presentar:
r[<1 = limr"=0
N—o0
lim Snzlima(l_r )_,U=0_| a
n—e oo J—r 1-r 1-r

o - . a
Por lo tanto, como el limite de S, es finito la serie es convergente y susumaes |S = ik
—r

CAPITULO & 218



NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

r>1 = limr"=ow

n—o0

Por lo tanto, la serie es divergente.

r=1 = Za=a+a+a+...
n=1

Por lo tanto, la serie es divergente.

4]
r=-1 = Ya(-1)'=a-a+a-a+...
n=1
Por lo tanto, la serie es oscilante.

Heilo Indicar el carécter de las siguientes series geométricas. Si son convergentes indicar
L1e ¢

SuU suma.
= 11 1
a) Ya =2-1+=-Z42- ..
2 271"

-1
: : | = 1Y
Escribamos esta serie en forma de sumatoria: Zan =)2 (_E
n=1 n=1

Claramente a=2 y r= _%. Como |r| = % <1, laserie converge a:

b) Db, =%+1+2+4+...
n=1

2n1

N |-

Escribamos esta serie en forma de sumatoria: Z Z

n=1

Claramente a = % y r=2.Como |[r|=2>1, laserie no converge (diverge).

) D,C,=3-3+3-3+...

n=1

= -1
Escribamos esta serie en forma de sumatoria: | Y.c, =Y. 3(- 1)n
n=1 n=1

Claramente a=3 y r=-1. Por lo tanto, la serie no converge (oscila entre 0y 3).
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0
Nos ocuparemos ahora de estudiar el caracter de series Zan para las que sea a, =0 paratodon €

n=1

N.

Las sumas parciales de este tipo de series son crecientes. Luego, si la sucesion de sumas parciales

0
(Sn)n>1 esta acotada, entonces existe el limS | es decir, Zan converge. Analogamente, si la
- n—o

n=1
sucesion de sumas parciales (Sn)n>1 no esta acotada, entonces existe el 1im S =+o0 y, por lo tanto,
2 nN—o0
2]
la serie Zan diverge.
n=1

Concluimos que las series de términos positivos no son oscilantes, o bien son convergentes o bien
son divergentes.

Veremos a continuacion criterios que nos permitan determinar el caracter de este tipo de series.

Sean Zan y Zb,, dos series tales que 0<a, <h paratodo »>v (0 sea, a partir de cierto

n=1 n=1

indice v ). Se verifica que:

a) Si Zb,, converge, entonces Zan también converge.

n=1 n=1

b) Si Za,, diverge, entonces Zb,, también diverge.

n=1 n=1

Se dice que:

00 00
La serie an es mayorante de la serie Zan .

n=1 n=1

0 00
Laserie ».a, esminorante de la serie Y.b, .

n=1 n=1
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— © 1
Fremplo - ppliquemos el criterio anterior para estudiar el caracter de la serie armonica Z—

n=1 n

=1 1 1 1 1
Seall b =Y —=1+"4="F"Fet— ...
ea la serie arménica nz; Zn 5*t3*s T

Comparemos con:

11 1 1 11 1 1
Za ——+ + S A ] == |4

4 4 8 8 8 8 16 16

[ — ~ J ~ J

1

2

N,
TR

Se ve que cada uno de los términos de Z— es mayor o igual que los correspondientes términos de
n=1

)
la serie Zan. Ademads, esta ultima es divergente ya que si agrupamos sus términos

convenlientemente quedara formada una serie geomeétrica cuyo primer termino es E Yy Cuya razon €es

o R - = 1 o
r=1. Luego por el criterio de comparacion, E E ﬁ también diverge.
n=1

n=

Para aplicar el criterio de comparacion debe comparase la serie estudiada

término a término con una serie cuyo caracter sea conocido. Se emplean con frecuencia como series
mayorantes 0 minorantes las geométricas, a las que ya nos hemos referido, y la serie armonica
generalizada. Esta Gltima esta dada por la expresion:

— 1 1 1 1
D=l e
“~InP 2P 3P n®

Puede demostrarse que esta serie es convergente si p>1 y divergente si p<1.

a,.,
Sea Za" una serie de términos positivos tal que lim -~ = L . Se verifica que:

n—x
n=1 an

o0
L<1 = laserie ) a, esconvergente.

n=1

L>1 = laserie ) a, esdivergente.

n=1

Si L=1 el criterio no permite concluir sobre el caracter de la serie.
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3 © n
Ejemplo

Indicar el caracter de la siguiente serie de términos positivos Zan

o not n!
9n+l 9n
Calculamos primero a,,; = 7——

(n+1)t Y &
. a,, . 9™ nt 9".9.n!
Iim—*=lim-————=lm——=1lim——=0
o g e (n+l)! 9" e nk(n+1)-9" e n+l

n

. . -9
Luego, como L <1 concluimos que la serie Z—I es convergente.
n

n=1 .

n=1

Sea Zan una serie de términos positivos tal que lim #/a, = L . Se verifica que:

n—»o0

L<1 = laserie Zun es convergente.

n=1

L>1 = laserie Y a, esdivergente.

n=1

Si L =1 el criterio no permite concluir sobre el caracter de la serie.

) _ , o _ - - =(2Y
Fiemplo | Indicar el caracter de la siguiente serie de términos positivos Y. a, = Z(—
n

n=1 n=1
Utilizamos el criterio de Cauchy.
o 2 .2
mhbuno =1lm — =lImMm—=
rl1l—)oo ay rl1l—>uo \ (n] IITI—)oo n 0

Luego, como L <1 concluimos que la serie Z
n=1

2 n
(H) €s convergente.

Sea Za” una serie de términos positivos tal que Se verifica que:

n=1

L<1 = laserie Za,, es convergente.

n=1

L>1 = laserie Zan es divergente.

n=1

Si L=1 el criterio no permite concluir sobre el caracter de la serie.
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s . . . . i . . 0 0 1
Fremplo - Indicar el caracter de la siguiente serie de términos positivos Y a, =Y —
n=1 mn +1
Calculamos primero a,,, = L y a !
™ (n+1)2+1 " nf+l’

a,.,, n’+1 n’+1
Entonces: = =3
a (n+1)°+1 n°+2n+2

n

C,oa, n’+1 n’+2n+2-n*-1 2n+1
Luego: 1—- =1-— = > =—
a n“+2n+2 n“+2n+2 n“+2n+2

n

Reemplazando en el limite obtenemos:

: a,, : 2n+1 . 2n°+n
lim(n|1-—=(|=lim| N —5——— |=liM—"—F—-=2
n—o a n—e nN“+2n+2| m=~n°+2n+2

n

)
Por lo tanto, como L>1 concluimos que la serie Z

n=1

7 es convergente.

Estas series son de la forma Z(—l)n a, con a, >0 para todo n € N. Daremos a continuacion el

n=1

criterio de convergencia para series de este tipo.

Si la serie alternada ) (-1)" a,, verifica:

n=1

a, 20 VneN
a,,,<a, VneN

n+l —

lima,=0

n—»o0

Entonces, la serie es convergente.

. , . - 1
Determinar el carécter de la serie Y. (—1)™" =.
n

n=1

D Fjemplo ) Verifiquemos las hipétesis del criterio de Leibniz.

-%>0 VneN
° L<i VneN
n+1 n )
lima, =1lim-=0

n—-oo n-o N

Por lo tanto, la serie es convergente.
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Una serie cualquiera Zan es absolutamente convergente si converge la serie formada por los

n=1

0
valores absolutos de sus términos, es decir, si converge Z|an| .

n=1

Toda serie absolutamente convergente es convergente.

La reciproca de la propiedad anterior no es cierta, ya que una serie Zan puede

n=1

o0
ser convergente sin que lo sea Z|an| . Tal es el caso de la serie del ejemplo 11.

n=1

e 1 :
En efecto, la serie Z (-1)™' = es convergente pero la serie formada por los valores absolutos
= n
n=1

ICAEDY
n=1

n=1

S5

es la serie armonica, que no converge como hemos probado oportunamente.

Una serie Zan es condicionalmente convergente si ella es convergente pero no lo es la serie

n=1

formada por los valores absolutos de sus términos, es decir, Z|an| :

n=1
La serie del ejemplo 11 es condicionalmente convergente.

Determinar si las siguientes series son divergentes, condicional o absolutamente
convergentes.

a) i(_l)n+l %
b)

.‘ Ejemplo

Estudiemos la convergencia de la serie de los valores absolutos de sus términos.

0 2

2

n=1

n’l &n
on s on
Apliquemos el criterio de D’ Alembert por tratarse de una serie de términos positivos.

(—l) n+1

2 n 2
lim 2ost  fj (WL 20 (04D 1
n—o an n—o 2 + n nN—o 2n 2
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1 &n?
Luego, como L==<1 laserie Z — es convergente.
2 -2
© 2
. n
Por lo tanto, la serie Z (-t o es absolutamente convergente.

n=1

C) i (_1)n+1 nLZ

n+1

n+2 . s, . . . -
Como a, = PYTE aplicamos la condicion necesaria de convergencia de una serie numerica.

n+

) . h+2

lima, =lim——=1#0
n—w n—w n+1

Por lo tanto, la serie es divergente.

Es una serie de la forma:

Da, x"=a,+a x+a, X’ +...
n=0

donde los nimeros reales a,, a,, a,,... son sus coeficientes y x € R la variable.

También son series de potencias las que guardan la forma Zan (X=%y)"| .

n=0

El problema ahora consistird en determinar para qué valores de x la serie de potencia es convergente,
ya que existen series de potencias que convergen:

solamente si x=0.

para todo x real.

para algunos valores de x.

Es el nimero positivo R que verifica:

00
. Si||x|< R/, entonces la serie Zan X" es absolutamente convergente.
n=0
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o0
. Si||x|> R/, entonces la serie Zan X" | no es convergente.
n=0

. Para x=R| y |[x=-=R| laserie puede 0 no ser convergente.

positivos, en particular el de D’ Alembert.

a,,
Puede demostrarse que si existe lim [+

n—w | g
n

= L entonces |R —%

Si L=0, se dice que el radio es infinito. Luego, la serie converge V x € R.

Si el limite es infinito, se toma R=0. Luego, la serie s6lo converge para x=0.

Si L#0, laserie converge V x e (—R, R) , llamado intervalo de convergencia. El caracter de la

serie en los extremos de este intervalo debe analizarse para cada caso en particular.

)
Es el conjunto de valores de x para los cuales la serie Zan x" es convergente.
n=0

Bfeiiglo Determinar el radio y el campo de convergencia de las siguientes series de potencias.

X
a
)§\/n+l
1
Como a, = calculamos L.
" oJn+1
L = lim [224L| = Jim "(”+1)+ = lim —”‘*_| n+l
n—oo n—oo N—a0 nN—ao n+
Vn+1

1 . .
Luego, R= = 1 y el intervalo de convergenciaes | I =(-1,1) .

Analizamos el caracter de la serie en los extremos del intervalo.
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& (-1 : (. : .
x=-1 = Z% obtenemos una serie numérica alternada. Para estudiar su convergencia

utilizamos el criterio de Leibniz.

i) L
Vn+1

i) . L vneN
Vn+2 Vn+1 n

i) lim =0

n—-oo n+1

Por lo tanto, la serie Z (-1)

n=0

€s convergente.

x=1 = Z\/_ obtenemos una serie numérica de términos positivos. Para estudiar su

convergencia utlhzamos el criterio de D’ Alembert.

I|m 1/ n+1)+ . n+1

=lim _I|m —=1
n—w a n—w /n+2 nHwo \| N4 2

N

Como este criterio no nos da informacion, aplicamos el criterio de Raabe.

lim n-(l—ag—:l]= lim n-[l— ‘/F]_ lim (W ‘/F]

n— n— /n+2 n—> 4/n+2
limn Jn+2-vn+1) Yn+2+n+1 _lim n(n+2-n-1)
N \/n+2 Jn+2+dn+1 'H°°\/n+2(\/n+2+\/n+1)

IH°°n+2+«/(n+2)(n+1 /n +3n+2

1 . o o]
Como L==<1, laserie es divergente.
2 Z\/n+ g

Por lo tanto, el campo de convergencia de la serie Z

\/F es [-1,1).

b) in!(x—l)n

Como a, =n! calculamos L.

1
=lim M=Iim nN+1=+4w0

n—o n 1 n—o

a,,
L=Ilim |t

n— a
n

Luego, R=0 vy, por lo tanto, la serie sélo converge para x=1.
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0 (x+3)2

n=0 (n+1)

1
Como a, = > calculamos L.
(n+1)
1
oA po D)+ Jn+l o [+l

L=lim | =lim +————=1im =lim,——=1

n—w an n—co 1 n—w /n+2 n—w n+2

Jn+1

1 . i
Luego, R= - 1 y el intervalo de convergencia es:

X+3]<1l = -1<x+3<1l = —-4<x<-2 = |[I1=(-4,-2)

Analizamos el caracter de la serie en los extremos del intervalo.

= (-D)° . - : :
X=-4 = Z ( ))2 obtenemos una serie numerica alternada. Para estudiar su convergencia

n=0 (n+1
utilizamos el criterio de Leibniz.
. 1
i) YTk 0 VneN
i) ! <1 _ vneN

(n+2)2 ~ (n+1)2
. 1 _
Wl G =0
=1)"

(n+1)

Por lo tanto, la serie Z es convergente.
n=0

o0

X=-2 = ZW obtenemos una serie numeérica de términos positivos. Para estudiar su
n+

n=0
convergencia utilizamos el criterio de D’ Alembert.
1
A2 2
. a . (n+2)> . (n+1
lim - = |Imu=|lm (—] =1
N> g n—co 1 n—o |\ N+ 2
(n+1)?

Como este criterio no nos da informacion, aplicamos el criterio de Raabe.

lim n.(l_ﬂlz lim n‘[l—w]=lim n_[(n+2)2_(nz+1)2J=
n—e a n— (n+2) n—o (n+2)

n

) N+4n+4—n*-2n-1 . 2n*+3n
=limn- =lim

n?+4n+4 o n?pAn+4

n—o
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Como L=2>1, laserie Z +1) es convergente.
Por lo tanto, el campo de convergencia de la serie Zu es [-4,-2] .
(n+1)?

0 - Xn
d) D ()™ =

n=0 n

_1 n+1
Como a, =( r? calculamos L.
L=lim |20et| = jim D#L _ iy g
N—>w an n—w 1 n—>o N+ 1
n

Luego, R= % =1 y el intervalo de convergenciaes || =(-1,1)

Analizamos el caracter de la serie en los extremos del intervalo.

2n+1

4 s 3E b S0

sabemos que es dlvergente.

= 1 . L
_—Z — obtenemos la serie armonica que ya
n=0

n+l

x=1 = Z( ) obtenemos la serie alternada del ejemplo 11, la cual probamos que es
convergente.

0 n
Por lo tanto, el campo de convergencia de la serie Z(—l)n+1 X s (—1, 1] .
n=0 n

Sea f una funcién derivable hasta el orden (n+1). En un entorno E del punto X, es posible
aproximarla mediante un polinomio P,(X) de grado n segln potencias de (X—X,) cuyo valor y el
de sus n derivadas sucesivas en X = X, sean iguales al valor de la funcion y el de sus n derivadas
sucesivas en el mismo punto. Dicho polinomio P, (X) se denomina polinomio de Taylor y es:

f(n)( 0)

P.(x)= F(xo)+ F'(X,) (X=%,)+ fﬂz(:(O)

(X=X,) ...+ ——2

(X=%,)"

La diferencia entre la expresion de f(x) y el polinomio de Taylor P,(X) que la aproxima se
denomina resto o término complementario que sera notado R (X).
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R.(x) = f(x)-F,(x)

El valor del término complementario nos da el grado de precision con que el polinomio de Taylor
P.(x) aproxima localmente (para x cerca de X,) los valores de la funcion f(x).

Puede demostrarse que una expresion para el calculo del término complementario es la siguiente:

(n+1)
(5) ( )n+l

R00=

donde & es un valor comprendido entre X, y X.

La aproximacion de una funcion mediante un polinomio de Taylor depende para cada x del grado del

polinomio, mejorando cuando aumenta n.

Al escribir f(x)=P,(x)+ R, (x) obtenemos lo que se conoce como la formula de Taylor:

(”)( Xo)

fF(X)= F(X)+ F(X,) (X=Xp)+.cc + ———=(X— )”+M(x—xo)n+1
. 5 ) \(n+1)! )

P.(X) R, (X)

Reemplazando en la formula de Taylor X, por cero, obtenemos la formula de Mac Laurin:
(n (n+1)
f (O) Xn + f (77) Xn+1

n! o (n+1)!

P, (X) R
polinomio de Mac Laurin n(X)

f(x)—f(0)+f(0)x+ "(O) 24t

donde 7 es un nimero comprendido entre 0 y x.

= Ejemplo ) Hallar el polinomio de Taylor de grado 4 en X, =% para la funcion seno.

f(x)=senx f(x,)="1(5)=1
f'(x)=cosx f'(x,)=f'(%)=
f'(x)=-senx f"(x,)=f"(3)=-1
f"(x)=—cosx f"(x,)=f"(%£)=0
fY(x)=senx fY(x,)=f"(z)=1

fm(Xo) f -V(XO)
31 41

P,(X)= f(X,)+ F'(X,) (X=X,)+ (X=X%,)" + (X=%,)"

(x=5)°  (x=3%)
2 24

f”(xo)
21

(X=X%,)* +

P4(X) =1-
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) & = Calcular un valor aproximado del sen(100°) utilizando el polinomio del ejemplo
1€ 0
anterior.
Hacemos primeramente la conversion de grados sexagesimales a radianes:

100° = gﬂ' =1,7453

’ 4
P,(1,7453) =1- (1,7453 21, 5708)° _ (1,7453 : 41’ 5708)

=0,9848

Desarrollar en potencias de (x+1)el polinomio f(x)= x> +2x*—x*+x+1.

Fiemplo
Jjemy En este caso f(X)= P(X) y X=X,= X+1 por lo tanto X, =-1.

f(X)=P(-1)+P'(-1) (x+1)+ P"( )(x +1)* + P”’é )(x+1) +

P'V( 1)
41

P(l)

(x+1)"+ (x+1)°

f(X)=x"+2x*=x*+x+1 f(-1)=0
f'(x)=5x"+8x>-2x+1 f'(-1)=0
f"(x)=20x>+24x° -2 f"(-1)=2
f"(x)=60x"+48x f"(-1)=12
fY(x)=120x+48 f"(-1)=—

£Y(x) =120 '(~1)=120

Observemos que como Y (x)=0 el resto o término complementario vale cero.

12 72 120
P(X)=(X+1)*+— (x+1)° —— (x+1)" + — (x+1)°
(0= (417 +2 (X4 1)° =22 (x+ 1)+ 0 (x+1)
Por lo tanto:

f(X)=P(X)=(x+1)*+2(x+1)* -3 (x+1)" +(x+1)°

LD Fjemplo ) Desarrollar en serie de Mac Laurin la funcion f(x)= e’

indicando radio y campo
de convergencia.

f(x)=e> f(0)=1
f'(x)=2e* f'(0)=2
f7(x)=4e** f"(0)=4
f"(x)=8e%* £"(0)=8
£v(x)=16e% £"(0)=16

Por lo tanto:

f(x)= l+2x+ix +§x +Ex +.. +—x +.
2! 3! 41

CAPITULO & 231



NOTAS DE ANALISIS MATEMATICO | TEORICO PRACTICAS

n

. . . R 2
Obsérvese que se trata de una serie de potencias del tipo Zan X" donde a, = P
n=0 -

Para hallar el radio de convergencia hallamos el siguiente limite:

Cnow (N4+1)! 2" e n+l
(

an+l

an

lim

Nn—>o0

Luego, el campo de convergencia es R.

Para que una funcion f(x)infinitamente derivable admita un desarrollo en serie de Taylor o Mac
Laurin, la serie de potencias debe ser convergente al valor de la funcion para cada valor de x de su
campo de convergencia, para lo cual es condicion necesaria y suficiente que el término

complementario R (x) tiende a cero cuando n tiende a infinito para cada uno de dichos valores de
x,0sea, IMR (x)=0,
n—o
Existen series que tienen un campo de convergencia donde no se verifica que !]im R,(X)=0; en
—>00

dicho caso la serie no representa a la funcion.

Las series geométricas encuentran su aplicacion en el célculo del valor de una renta perpetua.
Llamamos renta a una sucesién de pagos efectuados periédicamente a través del tiempo con distintas
finalidades como la constitucion de un capital, la extincion de una deuda, etc.

Cuando el nimero de cuotas no es finito, es decir la duracion de la renta es ilimitada, la misma recibe

la denominacion de renta perpetua.

Notemos:
C = capital
i = interés mensual
V(0,1) =valor de la renta

v=(1+i)" factor de actualizacion

Luego, si (v,).»; representa el valor actual de cada uno de los pagos, podemos escribir:
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V(o,i)=V,+V,+V,+...+V, +...
V(0,i)=C-v+C-V*+C-V*+...+C-V"+...
V(,i)=C -(v+v2+v3+...+v”+...)

La suma indicada entre paréntesis es la suma correspondiente a una serie geométrica de razon

r =v <1 Y por ende convergente. Llamando a dicha suma S, sabemos que se puede calcular por la

p a . . . .
formula S =——, donde a es el primer término de la serie.

Sustituyendo a por v y r por v, obtenemos:

1 1
s=_ vV 1+ _ 1+ _1
I—v ;L1 1+i-1 ]
1+i 1+
1

Por lo tanto, V (e,i)=C-=
i

17 T Analicemos el caso de querer saber la deuda que podriamos contraer hoy si
estuviéramos dispuestos a pagar indefinidamente $50 mensuales con el 5% de

interés mensual capitalizable por mes comenzando con el primer pago dentro de 30 dias.

C =%$50
. 3 = V(oo,i)=C-$=50-i=1000
1=0,05 i 0,05
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AldaPeto I'preyo
Minascula Maydscula Minuscula Mayuscula
alfa o A nu v N
beta B B Xi g =,
gamma Y I omicron o O
delta & A |pi n Il
épsilon g LE |rho(ro) ¢ P
zeta g Z sigma o X
eta mn H [tau Tt T
theta (tita) 0 @ |lpsilon v Y
iota i I phi(fi) o O
kappa K K ji o chi e X
lambda A A | psi (V4
mu I M | omega 0 Q)
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QRO NZ

+

=

Simbolo Significado

= igual

< menor que...

< menor o igual que...

> mayor que...

> mayor o igual que...

# distinto

~ aproximadamente igual
+,F mas menos / menos mas

— M

: sumatoria

productoria

conjunto de los niUmeros naturales
conjunto de los numeros enteros

¢ conjunto de los numeros racionales
conjunto de los numeros reales

conjunto de los numeros complejos

* conjunto de los reales positivos

Q

N QN C D

SIMBOLOS MATEMATICOS

>

(a.0)

[a.2]

[5),(@.5]
(a.0).[a.0)

(~.a).(<=.a]

(~0.)

. conjunto vacio

para todo, cuantif. universal
existe, cuantif. existencial
implica (si...entonces...)
equivale (siy solo si)

tal que

por lo tanto, por consiguiente

| porque, puesto que
 conjuncién ("y", "ademas")

disyuncion ("o")

- infinito

intervalo abierto
intervalo cerrado
intervalo semiabierto
¢ semirrecta derecha
semirrecta izquierda

. rectareal

interseccion de conjuntos
: unidn de conjuntos
incluido en el conjunto

no incluido en el conjunto
pertenece a un conjunto

i no pertenece a un conjunto
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