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Capitulo 1

Combinatoria

El objetivo de estudio de los proximos dias de clase sera introducir técni-
cas que nos permitan determinar el cardinal de un conjunto finito.

1.1. EIl Cardinal de un Conjunto

. Qué significa que un conjunto tenga n elementos? Una forma de contestar
a la pregunta es recordar como contamos conjuntos sencillos. Decimos las
palabras un, dos, tres, etc., y senalamos cada vez un objeto. Cuando cada
objeto ha recibido un niimero nos detenemos, y el ultimo valor pronunciado
es el numero de elementos del conjunto. Si queremos traducir esta técnica de
numerar al lenguaje matematico, debemos definir, para cada entero positivo
n, el conjunto

N, ={1,2,3, -+ ,n}

La técnica de numerar asigna a cada elemento de NV,, uno del conjunto S que
queremos contar; en otras palabras, determina una funcién f de N, en S.
Ademas esta claro que la funcién es biyectiva, puesto que si hemos contado
correctamente, cada elemento de S recibe exactamente una imagen. Asi pues,
si S es un conjunto, n un nimero entero positivo, y existe una biyeccion entre
N, v S, decimos que S tiene n elementos.

Definicion 1.1

Si S tiene n elementos, escribiremos |S| = n y diremos que el cardinal (o
tamano) de S es n. Para el conjunto vacio, (), tenemos una definicién especial
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pero razonable,

0] = 0.

Si |S| = n, a menudo escribiremos

S = {317827"' 7871}’

lo que realmente es otra forma de decir que existe una biyeccién f : N,, — S
tal que f(i) = s; (1 <i < mn).

1.2. Utilizando Funciones para Determinar
Cardinales

A continuacién presentaremos una técnica que nos permitird acotar/de-
terminar el cardinal de un conjunto probando que los elementos que contiene
pueden estar relacionados de algin modo con los elementos de otro conjunto
de cardinal conocido. Para establecer relaciones entre conjuntos utilizaremos
funciones.

Teorema 1.1 Si A y B son conjuntos finitos y f : A — B es una funcion
inyectiva, entonces |A| < |B].

Dem. Supongamos que A es el conjunto de n elementos {aj,as, - ,a,}.
Dado que f aplica A en B, el conjunto {f(ay), f(az), -+, f(a,)} es un sub-
conjunto de B. Por ser f una aplicacién inyectiva, todos los elementos f(a;)

son diferentes y, por lo tanto, B también contiene al menos n elementos. Asi,
|A| < |B|. O

Teorema 1.2 Si A y B son conjuntos finitos y f : A — B es una funcion
ezhaustiva, entonces |A| > |B|.

Dem. Supongamos que A es el conjunto de n elementos {ay,as, - ,a,} y
B es el conjunto de m elementos {by, by, -+ , b, }. Por definicién de funcion,
tendremos que todos los elementos de A tienen una tunica imagen. Por ser
f una aplicacién exhaustiva, tendremos que Vb;, Ja; € A;, f(a;) = b;. Para
todo b; € B, elegiremos uno de los posibles elementos a; € A tal que f(a;) =
b;. Y como todos los elementos a; son diferentes, tendremos que |A| > |B|.0]



Estos dos teoremas tienen un importante corolario:

Corolario 1.3 (Principio de Biyeccién) Si A y B son conjuntos finitos
y [ A— B es una funcion biyectiva, entonces |A| = |B].

Dem. Una funcién biyectiva, es inyectiva y exhaustiva a la vez. Por tanto,
aplicando los dos teoremas anteriores se demuestra este resultado. O

Este tultimo resultado es muy simple y bastante potente. Supongamos
que queremos conocer la cardinalidad de un conjunto A y que ya conocemos
la cardinalidad del conjunto B. Si podemos encontrar una biyeccién entre
los conjuntos A y B, entonces por el Principio de Biyeccion tendremos que
|A| = | B|. Veamos un ejemplo en el cual lo aplicamos.

Ejemplo 1.1

Supongamos que tenemos un conjunto con n elementos, ;cliantos subconjun-
tos tiene?

La siguiente definiciéon nos permitira reformular la cuestion anterior en
términos del cardinal de un conjunto.

Definicion 1.2

Definimos el conjunto de las partes de un conjunto S, denotado 2°, como el
conjunto de subconjuntos de S, es decir,

25 — [A/A C S).

(Por ejemplo, si S = {s1, 52}, entonces 25 = {0, {s1}, {s2}, {51, s2}}. En este
caso, S tiene cuatro subconjuntos y, equivalentemente, el conjunto potencia
de S, 29, tiene cuatro elementos.)

Por tanto, nuestro problema sera determinar el cardinal del conjunto po-
tencia de un conjunto de n elementos. El método que aplicaremos para re-
solverlo sera establecer una biyeccion entre el conjunto potencia y el conjunto
de cadenas binarias de longitud n. Dado que hay 2" cadenas binarias de lon-
gitud n (resultado que demostramos en el Ejemplo 2.4), tendremos que el
cardinal del conjunto potencia es 2". Veamos los detalles de la demostracion.

Sea S un conjunto de cardinal n al cual se le supone un orden

S = {517527”' 7811}7



y sea By, = {biby---b,/b; € {0,1}} el conjunto de cadenas binarias de longi-
tud n.
Consideremos la funcién f : 25 — B, definida por f(A) = biby---b,

donde:
b — 1 si S; € A
*7 1 0 en otro caso.

(Por ejemplo, para S = {s1,s5:} y A = {s1}, entonces f(A) = 10). Veamos
que esta funcion es una biyeccion:

1. f estd bien definida, ya que cada elemento del conjunto 27 estd aplicado
a un sélo elemento del conjunto B,; es decir, a cada subconjunto de S
se le asocia una unica cadena binaria de longitud n.

2. Veamos que f es inyectiva, esto es, VA, Ay € 2°,
si f(Ay) = f(Ag) = biby---b,, entonces A; = A,.

Esto es cierto porque s; € Ay <« b, = 1 < s; € As. Es decir, cada
elemento de A; también estd en A, y viceversa.

3. Veamos que f es exhaustiva, esto es, para todo biby---b, € B, existe
almenos un elemento A € 2% tal que f(A) = biby - - b,.

Para probarlo, construimos A explicitamente:
Entonces f(A) = byby - - - b, como queriamos.

Por tanto, concluimos que f es biyectiva y por el Principio de Biyeccién los
dos conjuntos tienen el mismo cardinal:

125 = | B,| = 2"

1.2.1. El principio de las Cajas
El Teorema 2.1 tiene otro importante corolario:

Corolario 1.4 (Principio de las Cajas) Si k + 1 o mds objetos se dis-
tribuyen en k cajas, hay al menos una caja que contiene dos o mas objetos.



Dem. Denotemos por A al conjunto de los objetos y B al conjunto de las
cajas.

Para demostrar este resultado, procederemos por reduccién al absurdo y
supondremos que ninguna de las cajas contiene mds de un objeto.

Si establecemos una aplicacién entre los conjuntos A y B de modo que a
cada objeto se le asocia la caja que le contiene, la suposicién anterior implica
que la funcién es inyectiva. Entonces, aplicando el Teorema 2.1 tenemos que

k+1<|A|<|B| =k

lo cual es absurdo. 0J
Veamos un ejemplo en el cual aplicaremos este resultado.

Ejemplo 1.2

Una red de ordenadores consta de 6 ordenadores. Cada uno de ellos esta conec-
tado directamente a 0 o més de los otros ordenadores. Probar que hay al
menos 2 en la red conectados al mismo nimero de ordenadores.

Dado que hay 6 ordenadores en la red, el nimero de conexiones de un
ordenador es un valor entre 0 y 5.

Denotamos por A al conjunto de ordenadores y establecemos una apli-
caciéon f entre A y el conjunto B = {0,1,2,3,4,5}, de modo que a cada
ordenador se le asocia su nimero de conexiones.

Notemos que no puede haber simultaneamente en la red un ordenador
con 0 conexiones y otro con 5 conexiones. Por tanto, el cardinal del conjunto
imagen f(A) es menor o igual a 5.

Por lo tanto, tenemos 6 ordenadores (6 objetos) para asignarles el nimero
de conexiones que tendran en la red (5 cajas = 5 numeros posibles de
conexién) y, aplicando el Principio de las Cajas, habrdan al menos dos or-
denadores con el mismo nimero de conexiones.

A continuacién presentaremos la generalizacion del principio anterior.

Teorema 1.5 (Principio de las Cajas Generalizado) Si n objetos se
distribuyen en k cajas, hay al menos una caja conteniendo [ 7] o mds objetos.

Dem. Supongamos que ninguna de las cajas contiene més de [7]-1 objetos.
Entonces, el niimero total de objetos es como mucho

E(1 =)<k (Z+D-1D=n



Esto contradice el hecho de que hayan n objetos. 0

1.3. La Cardinalidad de la Uniéon de Conjun-
tos

Continuaremos nuestro estudio sobre las técnicas de enumeracién con dos
principios basicos del conteo: La Regla de la Suma y el Principio de Inclusion-
Exclusion.

Supongamos que conocemos el tamano de algunos conjuntos Ay, As, - - -,
A, v nos preguntamos ;cuantos elementos hay en la unién? Si los conjuntos
son disjuntos, el tamano de la union viene dado por la Regla de la Suma. Si los
conjuntos no son necesariamente disjuntos, entonces el tamano vendra dado
por el Principio de Inclusion-Ezxclusion.

1.3.1. La Regla de la Suma

Teorema 1.6  Si Ay, Ag, -+, A, son conjuntos disjuntos, entonces:
|Ay U Ay~ UA,| = A+ |As] + - + ALl

La Regla de la Suma dice que el nimero de elementos en una unién de
conjuntos disjuntos es igual a la suma de los tamanos de todos los conjuntos.
Esta regla se puede demostrar por induccién sobre el niimero de conjuntos
(dejaremos la demostracién como ejercicio para el lector).

Como observaremos en el ejemplo siguiente, la regla de la suma subyace
en algunos de los calculos elementales que suelen efectuarse, sin necesidad de
pensar qué principio es apropiado aplicar.

Ejemplo 1.3

Cuando se utiliza cierto procesador de textos en un ordenador personal, se
tiene la opcion de utilizar un mentu llamado file y un ment llamado edit. Si
se elige el menu file, se proporcionan siete actividades: nuevo, abrir, cerrar,
guardar, guardar como, imprimir y salir. Y si se elige el menu edit, se tienen
ocho opciones: deshacer, cortar, copiar, pegar, eliminar, buscar, reemplazar
y selecionar todo. ; Cuantas actividades diferentes es posible solicitar con los
dos ments?



Se pueden elegir siete actividades de archivo y ocho de edicién. Los con-
juntos de actividades de archivo y edicion no tienen nada en comun, por lo
que el numero total de actividades que se podran realizar utilizando ambos
menus es 74+8=15.

1.3.2. El Principio de Inclusién-Exclusion

Asi como la Regla de la Suma nos permite calcular la cardinalidad de una
unién de conjuntos disjuntos, el Principio de Inclusion-Exclusion da la cardi-
nalidad de una unién de conjuntos que pueden interseccionar. Empezaremos
con los casos especiales n =2y n = 3.

El Principio de Inclusién-Exclusién para dos subconjuntos

Teorema 1.7 Sean A y B dos subconjuntos, no necesariamente disjuntos,
|AUB| = |A| + |B| — |AN B|

Dem. Los elementos de la interseccién se cuentan dos veces en |A| + |B],
por lo tanto, para contar cada elemento de la unién sélo una vez, restamos
|AN BJ a la expresién anterior. O

El Principio de Inclusién-Exclusiéon para tres subconjuntos

Teorema 1.8 Sean A, B y C' tres subconjuntos, no necesariamente disjun-
tos,

JAUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|

Dem. Los elementos que pertenecen sélo a un conjunto se cuentan una vez
en |A| + |B] + |C]. Dado que estos elementos no estén incluidos en ninguna
interseccion de conjuntos, no se restaran en —|ANB|—|[ANC|—|BNC|, ni
se sumaran en |[AN BN C.

Los elementos contenidos en dos de los conjuntos A, B y C se cuentan
dos veces en |A|+|B|+|C], se restan una vez en —|ANB|—|ANC|—|BNC],
y no se vuelven a contar en |[ANBNC| al no estar incluidos en la interseccién
de los tres conjuntos. Por lo tanto, estos elementos se cuentan 24+1=1 vez en
la férmula anterior
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Los elementos incluidos en los tres conjuntos A, B y C, se cuentan tres
veces en |A|+|B|+|C|, se restan de nuevo tres veces en —|ANB|—|ANC| —
|BNC|, y se anaden una vez en |[A N B N C|. Por lo tanto, estos elementos
se cuentan una vez (3-3+1=1) en la férmula anterior. UJ

El nombre de Inclusion-FExclusion viene del modo en que los elementos
son contados, restados, vueltos a contar, etc.

El Principio de Inclusién-Exclusién (caso general)

Teorema 1.9 Sean Ay, As,--- | A, conjuntos, no necesariamente disjuntos.
La cardinalidad de la union se calcula como sigue:

AU AU Ay = (A ]+ [ Ao+ o+ Ay
— AN Ayl
+ A N AN Ay

+ (=D)"HAINA NN A,

El Principio de Inclusién-Exclusiéon se utiliza para calcular el cardinal de un
conjunto que cumple una serie de propiedades. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.4 (Contando Nimeros Primos)

. Cuéntos de los nimeros 1, 2, - - -, 100 son primos? Para hallar el niimero de
primos en este rango, primero contaremos el ntimero de enteros compuestos
que no excedan a 100 y restaremos este valor a 99 (porque el 1 no se considera
ni primo ni compuesto).

Recordemos que un entero compuesto es divisible por un nimero primo
que no exceda su raiz cuadrada. Por lo tanto, los enteros compuestos que no
excedan 100 deben tener un factor primo que no exceda a 10, a saber 2, 3, 5
y 7.

Si definimos por A; el subconjunto de niimeros enteros en el rango 1,2,
-+ ,100, que son divisibles por i, siendo ¢+ = 2, 3, 5, 7, tendremos que el
nimero de enteros compuestos en este rango vendra dado por la expresion

| Ay U A3 U Ay U A7
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Aplicando el Principio de Inclusién-Exclusion obtendremos

|Ay U As U A5 U A7| = |Ag| + |As| + |As| + | A7
—| Ay N Ag| — |43 N As| — |4y N A
—|As N As| — [A3 N A7| — |A5 N A
+| Az N Az N As| + A2 N Az N A
~|»|A2 ﬂA5 n A7| + |A3 ﬂA5 N A?l
—|AaN A3 N A N Ay

Para calcular estos cardinales, notemos que el nimero de enteros entre 2
y 100 que son divisibles por cualquier subconjunto de primos del conjunto
{2,3,5,7} es L%J, donde N denota al producto de los primos del subconjun-
to, (esto se debe a que cualquier par de nimeros primos de este subconjunto,
no tienen factores en comiin). Por tanto,

-16-10-7—-6—-4-2
+3+2+1+0

—0

= T8.

Por tanto, el nimero de primos en este rango es

| Ay U A3 U A5 U A7 + [{2,3,5,7}
=99 — Ay UA3UA; UA7| +4=99—78+4=25.

1.4. Producto de Conjuntos

Recordemos la definicién del producto de dos conjuntos:
Ax B={(a,b)/ac A, be B}
(Por ejemplo, Si A = {x,y,z} y B = {1,2}, entonces
Ax B ={(2,1),(@,2), (1,1), (1:2), (2,1, (2, 2)}.
En este caso, A contiene 3 elementos, B contiene 2 elementos y el producto

contiene 3 -2 = 6 elementos. )

De forma general, el tamano de un producto de conjuntos viene dado por
la Regla del Producto:
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Teorema 1.10 (Regla del Producto) Si Ay, As,---, A, son conjuntos,
entonces:

|A; X Ag X -+ X Apl = |Aq] - |Ag| -+ - AL
La demostracion es por induccién sobre n, pero no la haremos aqui.

Otra forma de interpretar la regla del producto serfa: El nimero de formas
de elegir un elemento de A;, otro elemento de Ay, --- , y un elemento de A,

es [Ay] - [Ag] - -+ |An].

Ejemplo 1.5 (Cadenas binarias)

. Cuéntas cadenas binarias de n-digitos hay? Si denotamos por B = {0, 1},
entonces el conjunto de cadenas binarias de n digitos es:

BxBx---xB (n términos)

Por la Regla del Producto, el nimero de cadenas binarias de n digitos es
Bl = 2»

Ejemplo 1.6 (Passwords)

Supongamos que un password consta de 8 caracteres donde cada caracter es
0 un ndmero o una letra minuscula. Un password es legal si hay al menos un
nimero y al menos una letra. ;Cuantos passwords legales habra?

Podemos resolver este problema contando los elementos del conjunto
complementario. Calcularemos el nimero de passwords legales, a partir del
nimero de passwords ilegales. Un password ilegal tiene o todo ntimeros o
todo letras. Por la Regla del Producto, la cantidad de passwords con todo
letras es 268, y el niimero de passwords con todo nimeros es 10%. También,
por la Regla del Producto, el nimero de passwords posibles (tanto legales
como ilegales) es 36%. Por lo tanto, el niimero total de passwords legales es
36% — 108 — 268,

A veces es necesario combinar varios tipos diferentes de principios de
conteo en la soluciéon de un problema. En el siguiente ejemplo veremos que
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necesitamos ambas reglas, la de la Suma y la del Producto, para obtener el
resultado.

Ejemplo 1.7 (Nombre de variables)

En algunas de las primeras versiones del lenguaje de programacion BA-
SIC, el nombre de una variable constaba de una sola letra (A, B, C, ...) o
una sola letra seguida de un solo ntimero. Como el ordenador no distinguia
entre las letras maytsculas y mintsculas, a y A se consideraban como el
mismo nombre de variable, asi como también e7 y E7. Aplicando la Regla
del Producto, tenemos que existian 26 - 10 = 260 nombres de variables que
constaban de una letra seguida por un nimero; y como habian 26 nombres de
variables que constaban de una sola letra, por la Regla de la Suma tenemos
que existian 260+26=286 nombres posibles de variables en ese lenguaje de
programacion.

1.5. Permutaciones

Las permutaciones son maneras de distribuir objetos.
Definicién 1.3

Una permutacion de m elementos de un subconjunto S de cardinal n, con
m < n, se define como una funcién inyectiva del conjunto M = {1,2,--- ,m}
al conjunto S. Los valores de una funcién de este tipo determinan una m—pla

de elementos diferentes de S,

f(1) =s1,f(2) = 52,-++ . f(m) = sy

Asi, una permutacién de m elementos de S es una seleccién ordenada (lista)
de m elementos distintos de S, que denotaremos s;ss - - - s,,. Por ejemplo, la
terna (c,a,b) corresponde a la funcién f definida por

f)=¢ f(2) =a, f(3) =0,

y a la permutacién cab.
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A continuacién enumeraremos todas las permutaciones de 3 elementos
del conjunto S = {a,b,c,d}. Las permutaciones las escribiremos en orden
alfabético.

abc abd acb acd adb adc
bac bad beca bed bda bde
cab cad cba cdb cda cdb
dab dac dba dbc dca dcb

Una permutacién de n elementos de un conjunto S de n elementos la
denominaremos simplemente permutacion de S. Enumeremos todas las per-
mutaciones del conjunto {a, b, c}.

abc acb bac bea cab cba

1.5.1. Contando Permutaciones

Para muchos propositos es importante contar el nimero de permuta-
ciones.

Teorema 1.11 FEl numero de permutaciones de m elementos de un conjunto

S de cardinal n es

P(n,m) = —m) f!m)!

Dem. Cada aplicacién inyectiva de M = {1,2,--- ,m} en S queda deter-
minada de forma tnica por la seleccién ordenada de los valores distintos
$189 +++ Sp. La primera seleccion puede ser cualquiera de los n objetos de S.
Puesto que no estan permitidas repeticiones, la segunda seleccién debe ser
uno de los n — 1 objetos restantes. Igualmente, hay n — 2 posibilidades para
s3, v asi sucesivamente. Cuando llegamos a la seleccién de s,,, ya han sido
seleccionados m-1 objetos, de forma que s, ha de ser uno de los n — (m —1)
elementos restantes. Por el Principio del Producto,

Pn,m) =n-(n—1)---(n—(n—1))

n—m)(n—(m-+1))---2-1
=n: (n - 1) o (TL - (n - 1)) En_mggn_gmilgi...g.l

n!
(n—m)!
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1.6. Permutaciones con Repeticién

Ejemplo 1.8

Un pequeno sistema de manejo de base de datos consta de tres dispositivos
de memoria y cuatro estaciones de trabajo. En cualquier instante, cualquier
estacion puede hacer una peticion de datos a cualquier dispositivo de memo-
ria. ;Cuantos patrones distintos para peticiones simultaneas de todas las
estaciones de trabajo son posibles?

Un patrén puede considerarse como una cuadrupla integrada por el dis-
positivo solicitado por la estacién 1, el dispositivo solicitado por la estacién
2, el dispositivo solicitado por la estacion 3 y el dispositivo solicitado por
la estacién 4. Para la primera posicion de la cuadrupla hay tres posibles
elementos; para cada una de las formas de elegir el primer elemento de la
cuadrupla hay tres formas de elegir el segundo elemento; para cada eleccién
de los dos primeros elementos de la cuadrupla hay tres formas de elegir el
tercer elemento; y para cada forma de elegir los tres primeros elementos hay
tres opciones para elegir el cuarto elemento de la cuadrupla. Por tanto se
tienen 3 - 3 -3 -3 = 3% cuddruplas: 3* patrones posibles de solicitar datos.

En el ejemplo anterior hemos visto otro caso especial de distribuciones
que se presenta a menudo: las permutaciones con repeticion.

Definicién 1.4

Una permutacion con repeticion de m elementos de un conjunto S de cardinal
n, con n < m, se define como una funcién del conjunto M = {1,2,---m} al
conjunto S.

1.6.1. Contando Permutaciones con Repeticion

Afortunadamente, las permutaciones con repeticién son faciles de contar.

Teorema 1.12 FEl numero de permutaciones con repeticion de m elementos
de un conjunto S de cardinal n es n'™.
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Dem. Las funciones f pueden describirse como m—plas

(f(1), f(2),---, f(m)).

Para cada f(i) hay n elecciones, de modo que por el Principio del Producto
hay n™ funciones diferentes. O

1.6.2. Permutaciones con Repeticion Limitada

Consideremos un caso especial de permutaciones con repeticion: las per-
mutaciones de m elementos donde cada elemento se repite un numero es-
pecifico de veces. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.9

., Cudl es el nimero de disposiciones de las seis letras de la palabra PEPPER?
Esto es igual al nimero de permutaciones con repeticion de 6 elementos del
conjunto {P, E, R} donde P se repite 3 veces, E se repite 2 veces, y R se
repite una vez.

Inicialmente, supondremos que todas las letras son diferentes, para ello
anadiremos subindices. Esto es, queremos calcular el nimero de permuta-
ciones de las letras P 1 P,P3F>R. En este caso, hay 6! = 720 disposiciones
porque hay seis elecciones para la primera letra, cinco para la segunda, etc.

Existen 3! = 6 disposiciones con las letras P para cada permutacién en las
que las letras P no se distinguen. Por ejemplo, P\ 1 PoPsEsR, PIE P3Py s R,
PE\PP3EsR, PE P3P ESR, PsE\PLPyEsR y PsE Py, Py Ey R corresponden
a PE1PPFE>R cuando eliminamos los subindices de las letras P. Y ademas, a
la disposicion Py EP, PsE R le corresponde la pareja de permutaciones Py By Po PsFs R,
P E>y P, P3sEq R, cuando se distinguen las letras E. En consecuencia,

2!-3l- N° de disposiciones de las letras de PEPPER
= N° de permutaciones de los simbolos Py, Ey, Py, P3, F», R.

De la igualdad anterior, tendremos que el nimero de disposiciones de las
letras de la palabra PEPPER es 5% = 60.

213!

Siguiendo el mismo argumento utilizado en el ejemplo anterior, podriamos
demostrar el siguiente resultado. (La demostracién se deja como ejercicio para
el lector).
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Teorema 1.13 Sea S el conjunto {s1,s2, -+ ,Sn}, y sean my,mo,--- ,my,
enteros no negativos. El niumero de permutaciones del conjunto S donde cada
elemento s; se repite m; veces es:

(my+mo+---+my)!
mylms! - - m,,!

1.7. Combinaciones

Es posible que una unidad de disco de ordenador utilice palabras de 16
bits (series de 16 ceros y unos) con informacién codificada de alguna manera
especial. Con esta codificacién especial, si cualquier bit tiene error, el orde-
nador lo corregira. Ademads, si dos bits cualesquiera tienen error, el ordenador
detecta esto y emite un mensaje comunicandolo. ;Cuantos patrones de dos er-
rores son posibles? Tal patron de errores es un subconjunto de dos elementos
del conjunto de 16 posiciones de la palabra, de modo que se esta preguntando
jcuantos subconjuntos de dos elementos tiene un conjunto de 16 elementos?

Para calcular el nimero de subconjuntos de m elementos de un conjunto
de n elementos, en otras palabras, el nimero de combinaciones de m ele-
mentos de un conjunto de n elementos, aplicaremos de forma indirecta el
Principio del Producto. El método se basa en relacionar permutaciones y
combinaciones de m elementos.

Cada permutacién de m elementos elegida de un conjunto S de cardinal
n es una seleccion ordenada de m elementos distintos de S. Por consiguiente,
se trata de un listado de los elementos de un subconjunto de S de cardinal
m. Un subconjunto dado de m elementos puede ordenarse de m! formas, de
modo que por el Principio del Producto se obtiene:

m!-C(n,m) = P(n,m)

siendo C'(n,m) el nimero de combinaciones de m elementos de un conjunto

de n elementos y P(n, m) el nimero de permutaciones de m elementos de un

conjunto de n elementos. Y despejando de la igualdad anterior obtenemos
C(n,m) = Plm)

m!
n!

(n—m)!m!’

Por tanto, acabamos de demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 1.14 El nimero de combinaciones de m elementos de un conjunto
S de cardinal n estd dado por

C(n,m) = n!

T (n—m)Im!”

Apliquémoslo para contestar a la pregunta que se hizo al principio de la
seccion.

Ejemplo 1.10

;,Cual es el nimero de subconjuntos de dos elementos de un conjunto de 16
elementos? Este ntimero es

16! 16-15-14! 161
C16,2) = 16 _16-15- 141 _16-15

= = = = 120.
1412! 14121 2

Existe otra notacién frecuente para C(n,m) , esta es (), que se lee

n sobre m y se denomina coeficiente/nimero binomial, por razones que se
explicaran después. En general, el célculo de los nimeros binomiales depende
del siguiente resultado fundamental.

Teorema 1.15 S n y m son enteros positivos, con 1 < m < n, entonces
~1 ~1
(m) = () + (%)
Dem. Sea S un conjunto de cardinal n y supongamos que z es cierto elemento

de S. El conjunto de todos los subconjuntos de cardinal m del conjunto S
puede dividirse en dos partes disjuntas U y V' de la forma siguiente:

U = los subconjuntos de cardinal m que contienen a x,
V' = los subconjuntos de cardinal m que no contienen a x.

Un subconjunto de cardinal m es de U si (y sélo si), al quitarle = se
obtiene un subconjunto de cardinal m — 1 del conjunto S — {x}. Asf pues,

U] = (n5)-

Por otra parte, un subconjunto de cardinal m es de V' si (y sélo si) es un
subconjunto de cardinal m del conjunto S — {x}. Por lo tanto,

V] =)
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Aplicando el Principio de la Suma tenemos que el nimero total de subcon-
juntos de cardinal m es igual a |U| 4 |V| y, dado que este ndmero es (1),

tenemos el resultado. O

El teorema anterior proporciona un método recursivo para calcular los
nimeros binomiales, ya que si conocemos los nimeros (", 1) para 0 < m <

n — 1, podemos calcular los coeficientes binomiales (7). Estos cdlculos se
suelen mostrar en forma de tridngulo (conocido como Tridngulo de Pascal).
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1.7.1. El teorema del Binomio

Cuando se introdujeron los coeficientes binomiales, no se pudo explicar de
donde venia su nombre. Los coeficientes binomiales obtienen su denominaciéon
de su relacién con las potencias de un tipo especial de polinomio: el binomio.
(Un binomio es un polinomio que es suma de dos términos)

Al aplicar las reglas aprendidas en algebra para multiplicar productos
polinomiales, podemos comprobar los calculos siguientes:

(z+y)° = 1

(r+y) = x+y

(v +y)* = 2?4 2zy + y?
(z+y)° = v’ 4 3a%y + 3wy + y°
(z+y)t= ot + 4xdy + 622%y? + 4wy + y*
(

r+y)® = 2%+ 5xty + 1023y + 102%y3 + Syt + o

Analicemos un caso particular. Sin = 4, el coeficiente de 22y? en el desarrollo
del producto

(x+y) (@+y) (@+y) (x+y)

primer segundo tercer cuarto

factor  factor  factor factor
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es el numero de formas en que podemos seleccionar dos de las cuatro .
(Observemos que aunque las z son iguales en apariencia, las distinguimos
como la x del primer factor, la x del segundo factor, y asi sucesivamente.
También observamos que, cuando selecionamos dos z, usamos dos factores,
lo que nos deja otros dos factores de los que podemos seleccionar las dos y
necesarias.) Por ejemplo, entre las posibilidades, podemos seleccionar z de
los dos primeros factores e y de los dos ultimos, o x de los factores primero y
tercero e y del segundo y el cuarto. La siguiente tabla resume las seis opciones

posibles:
Factores seleccionados | Factores seleccionados
para x para y
(1*) 1,2 (1*) 3,4
(2*) 1,3 (2%) 2,4
(3%) 1,4 (3%) 2,3
(4*) 2,3 (4*) 1,4
(5*) 2,4 (5*) 1,3
(6*) 3.4 (6*) 1,2

En consecuencia, el coeficiente de x%y? en el desarrollo de (z + y)?* es
(3) = 6, el niimero de formas de elegir dos objetos distintos de una coleccién
de cuatro objetos diferentes. Este resultado sugiere el siguiente teorema.

Teorema 1.16 (El Teorema del Binomio) Si z e y son variables y n es

un entero posiltivo, entonces

(z+y)" = @)y + D'y T+ )Py 2+ + (2

= Do)ty h

Dem. Veamos que ocurre al multiplicar n factores

(z+y) (+y) (@+y) - (z+y)
primer segundo tercer n-ésimo
factor factor factor factor

)z

n—1,1
Yy

+

n
n

)a"y

Los términos del producto se obtienen seleccionando x o bien y de cada fac-
tor. El coeficiente de z¥y"~* (El niimero de términos 2*y"*) es exactamente
el numero de formas distintas en que podemos elegir k veces = (y en conse-
cuencia n — k letras y) de los n factores disponibles, lo cual, por definicién,

es igual al nimero binomial (7).

O

0
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1.8. Combinaciones con Repeticién

Sea el conjunto S = {4, B,C}. Tenemos tres formas de elegir dos ele-
mentos de S sin importarnos el orden, en otras palabras, este conjunto tiene
3 combinaciones de dos elementos, las cuales presentamos a continuacion:

{A,B} {A,C} {B,C}

Si se permiten repeticiones, tenemos 6 selecciones no ordenadas de dos ele-
mentos del conjunto S, a saber:

{A,B} {A,C} {B,C} {A A} {B,B} {C,C}

Demostraremos que es posible obtener una féormula general para el niimero
de selecciones no ordenadas con repeticion (combinaciones con repeticion) en
términos de los niimeros binomiales.

Teorema 1.17 El nimero de combinaciones con repeticion de m elementos
de un conjunto de cardinal n es

)

Dem. Sea S un conjunto con n elementos, el cual suponemos que esta orde-
nado de algin modo. Estableceremos una biyeccion entre las combinaciones
con repeticion de m elementos del conjunto S y las palabras en el alfabeto
{0,1}.

Sea R una combinacién con repeticién de m elementos de S. Conside-
raremos n — 1 ceros. Estos ceros definen n regiones. Pondremos un uno en
la i—ésima regién, por cada vez que el i—ésimo elemento de S aparece en la
combinacion R. Este procedimiento aplica cada combinacién con repeticién
a una palabra en el alfabeto {0, 1}.

(Por ejemplo, sea S el conjunto {A, B,C, D, E}, con los elementos or-
denados alfabéticamente. Sea R={A, B, B, B, D, E, E'} la combinacién con
repeticion de 7 elementos de S . La palabra que se corresponde con R sera:

1 0 111 0 0 1 0 11
~~ ~~ ~— =~
A B,B,B D E. B

Y ? ?

Los dos ceros consecutivos indican que el elemento C' no aparece en R.)
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Esta aplicacion es una biyeccion porque tiene inversa. Es decir, dada una
palabra en el alfabeto {0,1} podemos construir la correspondiente combi-
nacién con repeticion. El nimero de unos en la primera regién determina el
nimero de veces que el primer elemento de .S aparece en la combinacién con
repeticion, el nimero de unos en la segunda region determina el nimero de
veces que aparece el segundo elemento, etc.

Dado que la aplicacion anterior es una biyeccion, el nimero de combina-
ciones con repeticion de m elementos de un conjunto de cardinal n es igual
al nimero de palabras que contienen n — 1 ceros y m unos. Los ceros pueden
ocupar cualesquiera de las n + m — 1 posiciones, de forma que el nimero de
palabras es

() = ()

como queriamos demostrar. 0

Ejemplo 1.11

Consideremos el siguiente segmento de un programa en Pascal, donde i, j, k
son variables enteras.

For i:= 1 to 20 do
For 5:=1 to i do
For k:=j downto 1 do
Writeln ((i%)+k);

;Cuantas veces se ejecuta la proposicion Writeln en este segmento de
programa’?

Entre las opciones posibles de i, j v k que nos conducen a la ejecucion de
la proposicién Writeln, enumeramos algunas

1) i=1, j=1, k=1
(2) i=2 j=1, k=1
(3) i=15 j=10, k=1;
(4) i=15, j=10, k=T.

Observamos que ¢ = 10, 5 = 12,k = 5 no es una de las selecciones que deberan
considerarse, ya que j = 12 > 10 = ¢, lo cual viola la condicién establecida en
el segundo ciclo For. Cada una de las cuatro selecciones anteriores en las que
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se ejecuta la proposicién Writeln satisface la condicién 1 < k < 7 <7 < 20.
De hecho, cualquier seleccién a, b, ¢ (a < b < ¢) de tamarnio 3, con repeticiones,
de lalista 1,2, 3, - - - , 20 produce una de las selecciones correctas: en este caso
k =a,j =b,7 = c. En consecuencia, la proposicion Writeln se ejecuta

(204?33—1) — (232) = 1540 veces.

En el siguiente ejemplo se introduce una idea que parece tener mas que
ver con la teoria de nimeros que con las combinaciones. Sin embargo, la
solucion de este ejemplo sera equivalente al conteo de las combinaciones con
repeticion.

Ejemplo 1.12
Determine el numero de soluciones enteras de la ecuacién
r1+xo+x3+24=7T7, dondex; >0 paratodal <i<4.

Una solucién de la ecuacion es x; = 3,20 = 3,23 = 0,24 = 1, la cual se
podria interpretar como que estamos distribuyendo siete objetos idénticos
(siete unos) en cuatro regiones diferentes, y que hemos colocado 3 unos en
la primera regién, 3 unos en la segunda, ninguno en la tercera y un uno
en la cuarta regién. Si seguimos con esta interpretacién, vemos que cada
solucion entera no negativa de la ecuacién se corresponde a una seleccién con
repeticién de tamano 7 (los objetos idénticos) de un conjunto de cardinal 4
(las regiones diferentes), de modo que hay (**77') = 120 soluciones enteras
de la ecuacion.
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Capitulo 2

Recurrencia

2.1. Preliminares

Definicion 2.1

Una sucesién numérica a,, n = 0,1,2,--- puede expresarse recursivamente
si:

» se enuncian explicitamente los valores iniciales ag, ay, -+ ,a._1 (condi-
ciones iniciales),

= y mientras que para todo n > ¢ se obtiene a,, a partir de la relacion

Ap = f(an—l) Ap—2,°"* ,An—c, n)

esto es, una ecuacion que permite calcular el n-ésimo término a par-
tir de términos precedentes (las relaciones de este tipo se denominan
relaciones de recurrencia).

Ejemplo 2.1

Supongamos que tenemos

ay = 1,@2 = 2,
p = Qp—1 + Qp_2, Vn >3

25
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La ecuacién
Ap = Qp—1 + Ap_2 n >3

indica la forma de obtener nuevos elementos de la sucesién a partir de los
resultados anteriores ya conocidos (o que se pueden calcular).

ag3=ay+a1=2+1=3
ag=a3+ay=3+2=05
as =a4+a3=95+3 =28,

y asi sucesivamente. Esto es un ejemplo de la definicién de una sucesién en
forma recursiva.
La relacién de recurrencia

Apt1 = 30y, N >0

no define una tinica sucesion numérica. La sucesiéon 5, 15, 45, 135, - - - satisface
la relacién de recurrencia anterior. Y la sucesion 7, 21, 63, 189, --- también
la satisface. Para distinguir la sucesion particular descrita por a,,1 = 3a,,
necesitamos conocer uno de los términos de la sucesion. Por tanto,

Qg = 57

Qpy1 = 3y, Y >0

define en forma unica la sucesién 5, 15, 45, - - -, mientras que

apg = 7,
Qpy1 = 3y, YN >0

identifica a 7, 21, 63, ---.

Nuestro ultimo ejemplo muestra la importancia de la condicién inicial
para determinar una unica solucion.

En algunas ocasiones resulta 1til disponer de una formula explicita para
a,. Por ejemplo, podria ser

a,=3n+2 o a,=(Mn+1)(n+2).

De hecho convenimos en decir que hemos resuelto la recurrencia cuando
disponemos de tal formula.

(Una razén por la que una férmula explicita puede ser 1til es para describir
el comportamiento de una sucesién para valores grandes de n.)
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2.2. Problemas de Recurrencias

Los métodos recursivos son fundamentales en el analisis de algoritmos.
Estos métodos surgen cuando queremos resolver un problema dado, al de-
scomponerlo o referirlo a problemas similares mas pequenos. En lenguaje de
programacion podemos implementarlos mediante el uso de funciones y pro-
cedimientos recursivos, que permiten llamarse a si mismos. Dedicaremos la
presente seccién a resolver problemas de recurrencias.

2.2.1. Las Torres de Hanoi

Consideremos n discos circulares, con diferentes diametros, y agujeros en
su centro. Estos discos pueden apilarse en cualquiera de los postes que se
muestran en la Figura 2.2.1. Los discos estan organizados por tamano, de
modo que el mas pequeno se encuentra en la parte superior, encima de los
otros discos, y el mas grande en la parte inferior, debajo de todos. El objetivo
es pasar los discos, de uno en uno, de modo que la torre original termine en
un poste diferente. Cada uno de los postes puede utilizarse para ubicar de
forma temporal los discos, pero no se permite que un disco mas grande quede
encima de otro méds pequeno, en ningin poste. ;Cudl es el niimero minimo
de movimientos necesarios para hacer esto con n discos?

HEEH’

Figura 2.1: Esta es la posicion inicial en el problema de las torres de Hanoi
para n = 3. Los tres discos estan organizados en el poste de la izquierda. El
objetivo es pasar los discos, de uno en uno, de modo que la torre original
termine en un poste diferente.

Veamos graficamente (Figura 2.2.1), para n = 3 discos, una solucién al
problema que emplea 7 movimientos.
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1
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Figura 2.2: Solucion grdfica al problema de las torres de Hanoi con tres discos.

Encontrar una relaciéon de recurrencia

El problema de las Torres de Hanoi se puede resolver de modo recurrente
como sigue.

Para n > 0, sea T,, el nimero minimo de movimientos necesarios para
mover una torre de n-discos, a un poste diferente. Entonces, para n + 1
discos, haremos lo siguiente:

En algin momento debemos mover el disco mas grande desde el primer
poste a un poste diferente. Esto requiere 1 paso. Para que esto ocurra, los n
discos mas pequenos deben estar todos apilados en el poste restante. Esto se
puede hacer en T}, pasos. Después de que el disco mas grande se ha movido,
se requieren otros 7, movimientos para organizar los restantes discos mas
pequenos encima.

Este argumento prueba que el nimero de pasos requeridos para completar
el problema de las Torres de Hanoi con n + 1 discos es:

T,.1=2T,+1
Sabiendo que T} = 1, podemos utilizar esta recurrencia para concluir que

T2:3,T3:7,T4:15,"'.

Resolver la recurrencia

El problema de las Torres de Hanoi fue planteado en 1883 por el matematico
francés Edouard Lucas. En su planteamiento original habian 64 discos de oro.
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Esta claro que calcular T, utilizando la recurrencia implicaria mucho trabajo.
Por lo tanto, seria interesante tener una expresion para 7, que nos permi-
tiera obtener de forma rapida el nimero de pasos necesarios para resolver el
problema de las Torres de Hanoi para cualquier niimero de discos.

A continuacion, resolveremos el problema de las Torres de Hanoi utilizan-
do dos métodos diferentes. El primer método que aplicaremos para resolver
este problema consiste en conjeturar la solucién y entonces verificar, general-
mente con una demostracién por induccién, que la conjetura es correcta. A
este método le llamaremos de sustitucion.

Método de sustitucion

Conjeturar

Para ayudarnos a realizar una conjetura acertada, podemos tabular T,
para valores pequenos de n:

G W N 3
Lo =
r—\o«\]w'_‘:ﬂ

A partir de los datos presentados en la tabla, podemos conjeturar:

T,=2"—1

Verificar

Para comprobar que la conjetura que hemos realizado no es errénea, la
demostraremos por induccién sobre n.

Sea P(n) la propiedad que establece que T}, = 2" — 1.

El primer caso, P(1) es cierto porque 77} = 1 = 2! — 1. Hagamos una
hipétesis de induccién, y supongamos que la propiedad es cierta para un
valor especifico de n, digamos n = k, con lo que T}, = 2¥ — 1. Y veamos cémo
aplicando esta hipdtesis podemos probar que el resultado también es correcto
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paran =k + 1.
Tpyw = 21+ 1
= 228 -1)+1
— 2k+1 —1

Nuestra conjetura ahora estd verificada. Esto prueba, por ejemplo, que el
problema de las Torres de Hanoi con n = 7 discos requerird 27 — 1 = 127
movimientos para ser completado.

En general, el mejor método que tenemos para resolver recurrencias es el
de sustitucion. El uinico inconveniente del mismo, seria llegar a conjeturar la
solucion correcta. En el problema de las Torres de Hanoi, conjeturar la solu-
cion fue facil, sin embargo algunas veces la solucién tiene una expresion tan
complicada que es bastante dificil poder llegar a conjeturarla. Presentaremos
a continuacion un método alternativo que nos permitira resolver recurrencias.
Este método se conoce como de iteracion o expansion.

Método de Iteracion

Consta de cuatro pasos, los cuales pasamos a detallar:

1. Aplicar y simplificar. Expandir la relaciéon de recurrencia, sustituyendo
el término con indice inferior por la expresion que dicta la relacion de
recurrencia y simplificando la expresién resultante. Hacer esto en varias
ocasiones.

2. Identificar y verificar el modelo. Identificar un modelo para la ecuacién
de recurrencia después de i etapas del paso anterior. Y a continuacion,
verificar que este modelo es correcto tras expandir la ecuacién de re-
currencia en una etapa mas.

3. FExpresar T, en funcion de los primeros términos. Sustituir un valor de
17 en el modelo de modo que T, sea expresado como una funcién de los
primeros términos.

4.  FEncontrar una formula explicita para T,. Utilizando las condiciones
iniciales, en la féormula obtenida en el paso anterior, se resuelve la re-
currencia.

Para ilustrar como trabaja el método de iteracion, lo aplicaremos para re-
solver el problema de las Torres de Hanoi.
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Paso 1: Aplicar y simplificar

Tn - 1 -+ 2Tn71

= 1+2(1+27,-9) (aplicar)
= 142447, 5 (simplificar)
= 14+2+4(1+2T,-3) (aplicar)
= 14+2+4+4+8T,_3 (simplificar)

1+2+4+8(1+27,-4) (aplicar)
= 1+2+4+48+167,—4 (simplificar)

La primera ecuacion es la relacién de recurrencia que queremos resolver. En
el primer paso, transformamos la recurrencia original, aplicando la ecuacion
de recurrencia para hacer que T}, dependa de términos inferiores, eliminando
T,_1 y haciendo que T,, dependa de T, 5. A continuacién simplificamos la
expresion para T),. Entonces aplicamos de nuevo la recurrencia, para que 71,
dependa del término T),_3. Simplificamos la expresién y volvemos a aplicar
la recurrencia y simplificar. Paramos aqui de aplicar y simplificar porque
parece quedar claro cual sera el modelo a seguir, tras sucesivas aplicaciones
y simplificaciones.

Paso 2: Identificar y verificar el modelo

El modelo parece haber quedado claro: T;, es una suma de potencias con-
secutivas de 2, la dltima de ellas multiplicada por un término de la sucesion,
de indice inferior a n, y relacionado con dicha potencia.

El préoximo paso serd describir este modelo, escribiendo la expresion tras
i etapas de aplicar y simplificar la recurrencia. Y entonces realizaremos una
ultima etapa (aplicar y simplificar) para confirmar que el modelo presentado
es correcto

T, = 1+2+4+ - 4+271 42T,
(aplicar) = 14244+ 4+271 421+ 27,_(;11))
(simplificar) = 142444 42714204 27717, 11y

iSer cuidadosos a la hora de simplificar, dado que demasiada simplificacién
puede obscurecer el modelo emergente!
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Paso 3: Ezxpresar T, en funcion de los primeros términos

La condicién inicial en nuestro ejemplo es T}. Si realizamos ¢ pasos, se
obtiene una expresiéon donde el término de indice menor es 7}, ;. ;Cuanto
debe valer ¢ para que T),_; = T}? La respuesta es t = n — 1.

T, = 14244+ 4271427,
(i:n—l) = 1—|—2—|—4_|_...+2n—2+2n—1T1

Esto nos lleva a una expresion de 7T;, no recurrente.

Paso 4: Encontrar una féormula explicita para la expresion de Ty,

Todos los pasos anteriores nos llevan a encontrar una forma cerrada para
la expresion de T}, . Y en este caso, al ser T} = 1, hemos sido afortunados
porque T}, es la suma de una serie geométrica.

T, = 14+24+4+...49n2 4 9gn-1

n—1
— Z o1
i=0

= -1

2.2.2. Ordenacion por el Método de la Burbuja

Uno de los métodos de ordenacion mas sencillos se conoce como la orde-
nacion de la burbuja. Como veremos este problema se resolverd utilizando el
método de sustitucion.

El algoritmo

En este caso, la entrada es una lista A[l], A[2],--- , A[n] de n ntimeros que
deben ordenarse de forma ascendente. La idea es comparar términos adya-
centes de la lista e intercambiarlos si estan en el orden erréneo.

El segmento de programa que aparece en la Figura 2.3 proporciona una
implementacion para este tipo de algoritmo. En este caso, la variable entera
1 es el contador para el ciclo For exterior, mientras que la variable entera j
es el contador para el ciclo For interior. Por ultimo, la variable real temp se
usa para guardar lo necesario para hacer un intercambio.
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Begin
For i:=1 to n-1 do
For j:=n downto i+1 do
If A[j] < Alj — 1] then

Begin
temp:=A[j — 1];
Alj —1] = Aljl;
Alj] := temp
End

End;

Figura 2.3:

Comparamos el dltimo elemento de la lista dada, A[n], con su predecesor,
A[n—1]. Si Aln] < A[n—1], intercambiamos los valores guardados en A[n—1]
y A[n]. En todo caso, ahora tendremos que A[n—1] < A[n]. Después compara-
mos A[n— 1] con su predecesor inmediato, An—2|. Si A[n—1] < A[n—2], los
intercambiamos y continuamos el proceso. Después de n — 1 comparaciones
de este tipo, el nimero méas pequeno de la lista estd en A[1]. A continuacién
repetimos este proceso para los n — 1 niimeros restantes guardados en la lista
més pequena A[2], A[3],--- , A[n]. De esta manera, cada vez (contada por 7)
que se realiza este proceso, el nimero més pequeno de la sublista sube (como
una burbuja) hasta el frente de esa sublista.

Por ejemplo, la tabla siguiente muestra el efecto de la primera pasada en
el orden inicial 4, 7, 3, 1, 5 .8, 2, 6.

Orden inicial 4 7 3 1 5 8 2 6
Después de la 1* comparacién 7
Después de la 2* comparaciéon 4 3

Después de la 3* comparacion 3 1

Después de la 4* comparaciéon 5 1

Después de la 5* comparaciéon 8 1
Después de la 6* comparacion 2 1
Después de la 7* comparaciéon 6 1
Después de la primera pasada 7 4 3 5 8 2 6 1

e~
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Encontrar una recurrencia

Para determinar la funciéon de complejidad en tiempo cuando usamos este
algoritmo en una lista de tamano n > 1, contamos el total de comparaciones
realizadas para ordenar los m nimeros dados. Si a, denota el ntimero de
comparaciones necesarias para ordenar n numeros de esta forma, entonces
tendremos la siguiente relacion de recurrencia:

Cl1:O
ap=0pn1+n—1, n>2

Esto surge de lo siguiente: dada una lista de n ntumeros, hacemos n — 1
comparaciones para subir el nimero mas pequeno al principio de la lista. La
sublista restante de n — 1 elementos requiere entonces a,,_; comparaciones
para ordenarse completamente.

Resolver la recurrencia

Para resolver esta relacion aplicaremos el método de sustitucion.

Método de Sustitucion

Congeturar

Para ayudarnos a realizar una conjetura acertada enumeraremos algunos
términos, para ver si hay un patron que podamos reconocer.

CL1:0
a2:a1+(2—1):1
a3:a2+(3—1):1+2
CL4:CL3+(4—1)21—|—2+3

A partir de los datos anteriores podemos conjeturar:

(n—1)n
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Verificar

Para comprobar que la conjetura que hemos realizado no es errénea, la
demostraremos por induccién sobre n.

Sea P(n) la propiedad que establece que a, = (”_21)". El primer caso,
P(1) es cierto porque a; = 0 = @ Hagamos una hipdtesis de induccién, y
supongamos que la propiedad es cierta para un valor especifico de n, digamos
n = k, con lo que ap = @ Y veamos como aplicando esta hipdtesis

podemos probar que el resultado también es correcto para n = k + 1.

Apy1 = ap + ((k—f—l) - 1)

(k—1)k +k

2
(k=1)k+2k

2
k(k+1)
2

Lo cual prueba nuestra conjetura.
Notemos que este problema también podria resolverse utilizando el méto-
do de iteracion. Se deja como ejercicio para el lector.

2.2.3. Algoritmo de Ordenacion por Fusion

Hay muchos algoritmos para ordenar una lista de n articulos. Uno de los
més populares es el algoritmo de ordenacién por fusion (Merge sort).

El algoritmo

A continuacién presentaremos cémo trabaja dicho algoritmo:
La entrada es una lista de n > 1 articulos x1, xo, - , T,,.

= Sin =1, entonces el algoritmo devuelve el articulo simple x;.

= Sin > 1, entonces la lista original se divide en dos sublistas,

L1, T,y 72:1'7,/2 y x(n/2)+17“‘ y Ty

Ambas se ordenaran recursivamente, y entonces se mezclaran para for-
mar una lista ordenada de los n articulos originales.

Veamos con un ejemplo cémo trabaja el algoritmo anterior.
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Sublista 1 | Sublista 2 | Lista

5,7,10,23 | 2,3,4,9

5,7,10,23 | 3,4,9 2

5,7,10,23 | 4,9 2,3

5,7,10,23 | 9 2,3,4

7, 10, 23 9 2,3,4,5

10, 23 9 2,3,4,5, 7

10, 23 2,3,4,5, 7,9
2,3,4,5,7,9, 10, 23

Figura 2.4: Contenidos de las listas en cada paso del algoritmo de ordenacion
por fusion

Ejemplo 2.2

Supongamos que queremos ordenar la lista siguiente: 10, 7, 23, 5, 2, 4, 3, 9.
Dado que el nimero de elementos es mas grande que 1, dividiremos la lista en
dos; una es 10, 7, 23, 5, y la otra 2, 4, 3, 9. Cada sublista se ordena recursiva-
mente. Los resultados serdan 5, 7, 10, 23 y 2, 3, 4, 9. Ahora debemos fusionar
estas dos sublistas ordenadas en una lista ordenada mayor. Empezaremos
con la lista vacia, y en cada paso anadiremos un numero, resultado de com-
parar el primer elemento de las sublistas. De los dos nimeros comparados,
nos quedamos con el que sea mas pequeno y lo anadimos al final de la lista
grande. Este proceso se repite, hasta que una de las sublistas se queda sin
elementos. En ese momento, la sublista restante se anade al final de la lista
grande y por tanto queda acabada la tarea.

La Figura 2.4 muestra los contenidos de las listas en cada uno de los pasos
del algoritmo.

Encontrar una recurrencia

Al analizar un algoritmo para ordenar numeros, una pregunta habitual
es jcual serd el nimero maximo de comparaciones utilizadas al ordenarlos?
El niimero de comparaciones se toma como una estimacion del tiempo de
ejecucion -complejidad- del algoritmo (the run time). En el caso del algorit-
mo de ordenacién por fusién, podemos encontrar una recurrencia para esta
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cantidad. Resolver esta recurrencia nos permitira estudiar la conveniencia
asintotica del algoritmo.

Para hacer el analisis mas simple, supondremos que el niimero de ele-
mentos que estamos ordenando es una potencia de dos. Esto nos asegura
que podemos dividir la lista exactamente por la mitad en cada etapa de la
recursion.

Sea T}, el nimero méaximo de comparaciones utilizadas por el algoritmo
para ordenar una lista de n elementos. Si n > 1, entonces esto es igual al
numero de comparaciones utilizadas para ordenar ambas mitades de la lista,
mas el nimero de comparaciones utilizados para fusionar ambas mitades.

El nimero de comparaciones utilizados para ordenar cada mitad de la
lista es T, /. Ordenar ambas mitades requiere por tanto 27, , comparaciones.
El niimero de comparaciones utilizadas para fusionar ambas mitades de la
lista de n elementos es como mucho n — 1. La razon es que un numero
es anadido a la lista grande después de cada comparacion, y al menos un
nimero es anadido a la lista grande en el iltimo paso, cuando una de las
listas més pequenas se ha quedado sin elementos. Desde luego, el nimero de
comparaciones podria ser inferior, pero recordemos que estamos analizando
el peor de los casos.

Anadiendo todas las comparaciones obtendremos la siguiente recurrencia:
T, =21, +n—1

Ninguna comparacion se requiere para ordenar una lista con un 1inico elemen-
to, por lo tanto 77 = 0. A partir de este hecho y de la recurrencia, podremos
calcular 7o, =27V +2 —-1=1,T, =215, +4 — 1 =5, etc.

Resolver la recurrencia

Nos gustaria encontrar una férmula explicita para el niimero de compara-
ciones utilizadas por el algoritmo de ordenacién por fusién al ordenar una
lista de n articulos. Esto requiere resolver la recurrencia T}, = 2T}, +n — 1.
Para intentarlo utilizaremos el método de iteracién presentado en la seccién
anterior, dado que a partir de los primeros valores de T, (0, 1, 5, 17, 49) es
dificil conjeturar un modelo y, por lo tanto, el método de sustitucién no lo
podremos aplicar.
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Meétodo de Iteracion

Paso 1: aplicar y simplificar

T, = n—1+ 2Tn/2
(aplicar) = n—1+2((n/2) —1+2T,4)
(simplificar) = n—1+mn—2+44T,/4
(aplicar) = n—14+n—-2+4(n/4—-1+42T,)
(simplificar) = n—14+n—-24+n—4+8T,
(aplicar) = n—14+n—-2+n—-448(n/8—1+2T,5)

(simplificar) = n—14+n—-24+n—-4+n—8+ 167,16

Al aplicar y simplificar la recurrencia en tres ocasiones, parece quedar claro
cudl seréd el modelo a seguir.

Th=n—-2"+n—-2"+n—-224+n—2%+n—2T, n

Paso 2: verificar el modelo

T, = n—204n—-2" 4 +n -2 4 2T
(aplicar) = n—1+4+n—2+---+n—2"14+2(n/2" — 14 2T, 9i+1)
(simplificar) = n—14n—2+---4+n—2"14n—2' 42T, »in

Paso 3: expresar T,, en funcion de los primeros términos

Debemos sustituir un valor para ¢ dentro del modelo, de modo que 7T;, sélo
dependa de los términos mas pequenos. Una eleccién natural seria ¢ = log, n,
va que T, /i = T}. Esta sustituciéon hace que T;, sélo dependa de T1, el cual
sabemos que vale 0.

T, = n—204n—-2"+--- +n =271+ 2T,
n—1+n—2+. - +n—2os1yoeny .
n—14n—2+---4n— 2lsa()-14 glgnp,

= n—14n—24...4pn — 2ogn)-1
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Paso 4: Encontrar una formula explicita para la expresion de Ty,

Ahora tenemos una expresion no recurrente para 7,. Obtengamos su

suma.
T, = n—14+n—2+---4n— 21

logy(n)—1
= E n— 2"
=0
logy(n)— logy(n)—1

SO S
= nloan (210552"—1)
= nlogon—n+1

~ nlog,n

Ya tenemos la solucién. ; La habriamos conjeturado? Comprobemos cémo con
esta férmula obtenemos los mismos valores para T, que los que calculamos
anteriormente.

n | T, nlogon —n+1
110 llogy1—=1+1=0
2 11 2log,2-24+1=1
415 4logy4 —4+1=5
8 [ 17| 8log,8—-8+1=17
16 | 49 | 16log, 16 — 16 +1 =49

Notemos que las nlog, n comparaciones utilizadas por el algoritmo de orde-

nacion por fusién estan lejos del total de comparaciones posibles @

2.2.4. Técnica Divide y Venceras

Comparemos las recurrencias del problema de las Torres de Hanoi y el
algoritmo de ordenacién por fusion.

T, =2T,_1+1 T, ~ 2"
T,=2T,p+n—1 T, ~nlogyn

En el problema de las Torres de Hanoi, dividimos un problema de tamano
n en dos subproblemas de tamano n — 1 y anadimos unicamente un paso
adicional (mover el disco més grande). En el algoritmo de ordenacién por
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fusién, dividimos un problema de tamano n en dos subproblemas de tamano
n/2 y anadimos n — 1 pasos adicionales (refundir dos sublistas).

. Qué algoritmo es mas rapido? El de ordenacién por fusién. El punto clave
es que generar subproblemas mas pequenos es mas importante que reducir
los pasos adicionales por etapa recursiva.

La técnica utilizada en el algoritmo de ordenacion por fusion se conoce con
el nombre de divide y vencerds. Se trata de una de las técnicas algoritmicas
bésicas mas potentes. Veamos otro ejemplo en el cual se aplica la misma.

Algoritmo de biisqueda binaria

Consideremos, por ejemplo, el algoritmo de buisqueda binaria, el cual des-
cribiremos en el contexto de acertar un nimero entre 1 y 100. Supongamos
que alguien nos pide que acertemos un nimero entre 1 y 100, y después de
cada intento fallido, nos dice si el nimero a acertar es superior o inferior al
nimero que nosotros habiamos elegido.

El modo natural de proceder es empezar por 50. ;Por qué? Porque si no
acertamos, sabremos si el nimero se encuentra entre 51 y 100 o entre 1 y
50. En cualquier caso ahora tenemos que acertar un nimero en un rango
de nimeros que es la mitad de grande. Asi hemos dividido el problema en
otro problema que es la mitad de grande, y ahora podemos ( recursivamente)
vencer este problema.

Si denotamos por T'(n) al nimero de intentos realizados hasta acertar en
busqueda binaria un niimero sobre n nimeros, y suponiendo que n es una
potencia de 2, una recurrencia para T'(n) vendra dada por

T(1) =1,
T(n) =T(n/2)+ 1 paran > 2.

Esto es, el nimero de intentos en bisqueda binaria hasta acertar un nimero
de entre n es igual a: un paso para decidir inicialmente en qué mitad del
conjunto se halla, mas el tiempo que se invierte en hacer bisqueda binaria
sobre 7 nimeros escogidos.

2.3. Recurrencias Lineales

En la presente seccion, consideraremos una familia de recurrencias, las
llamadas recurrencias lineales, las cuales aparecen de forma frecuente en pro-
blemas relacionados con la programacion de ordenadores.
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Definicién 2.2

Una relacion de recurrencia se llama [ineal con coeficientes constantes si es
de la forma

an = ClQp_1+ Colpy o+ + cgan_a+ f(n)

donde ¢y, ¢, - -+, ¢q son constantes, f(n) es una funcién arbitraria, y d es el
orden de la recurrencia. (Notar que d se puede obtener como la diferencia
entre el subindice de orden mayor y el de orden menor.) Si f(n) = 0, la
relacion de recurrencia se dice que es homogénea, mientras que si la funcién
f(n) # 0 la relacién es no homogénea .

En primer lugar veremos como resolver una recurrencia lineal homogénea
especifica y generalizaremos nuestro método de trabajo para todas las recu-
rrencias lineales homogéneas. Y a continuacién presentaremos el método de
los coeficientes indeterminados que nos permitira resolver un tipo particular
de recurrencias lineales no homogéneas.

2.3.1. Recurrencia de Fibonacci

Los ntmeros de Fibonacci Fy, Fi, Fs, - -+ aparecen en muchas aplicaciones
y se definen recursivamente de la forma siguiente:
FO - 1, Fl - 1

Foin=Fo1+Fp n>0

Notemos que la recurrencia de Fibonacci es de orden 2 y tiene por constantes
cg=1,yco=1.

Resolver esta recurrencia es facil porque la relacién es lineal. (Bien, facil
en el sentido de que puedes aprender la técnica para resolverla en una leccion;
descubrirla fue un trabajo de seis siglos). El método que aplicaremos para
resolverla sera el de sustitucion.

Método de Sustitucion

Conjeturar

Para una recurrencia lineal, una solucién exponencial podria ser una bue-

na conjetura.

a, = ca”
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En la expresién anterior ¢ y a son parametros introducidos para probar
nuestra conjetura.

Verificar

Sustituyendo nuestra conjetura en la relacion de recurrencia

(p = Qp—1 + Ap—2

da:
ca” = ca™ 4 ca"?
o’ = a+1
—a—-1 =0
o — 1£v5

2

Este calculo sugiere que ¢ puede ser cualquiera, pero v debe ser %‘/5 Evi-
dentemente, hay dos soluciones a la recurrencia:

1++5 1-5

ay, = C o a,==¢c
2 2

Hay mas soluciones de las sugeridas por nuestra demostracién; de hecho,
cualquier combinacién lineal de las dos soluciones anteriores también es una
solucién. El siguiente teorema establece que esto es cierto, en general, para
recurrencias lineales homogéneas.

Teorema 2.1 Si a,, = af y a, = af son dos soluciones de una relacion de
recurrencia lineal homogénea, entonces

ayp = klOé? + kQOég
también es una solucion, para cualesquiera constantes ki y ko.

Dem. Toda relacién de recurrencia lineal homogénea tiene la siguiente es-

tructura:
d
Ap = E Ciln—;
i=1

Debemos probar que a,, = ki + kead es una solucién; es decir, debemos

probar:
d

]{3106? —f- ]{3204; = Z Ci<k}1a?_i + ]{fg@g_i)

=1
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Sustituyendo las dos soluciones a,, = af y a, = o} en la relacién de recu-
rrencia obtendremos las dos ecuaciones siguientes:

J i
n __ n—u
Qy = fol G0 .
n __ on—i
Oy = Zi:1 Gty

Multiplicando la primera ecuaciéon por ki, la segunda por ks, y sumandolas
obtendremos el resultado deseado. U

El teorema anterior implica que para todos k1 y ks, la siguiente expresion
es una soluciéon a la relacién de recurrencia de Fibonacci:

1+v5) 1-v5\
e

Nuestro siguiente objetivo sera encontrar una solucién que satisfaga las condi-
ciones iniciales ag = 0 y a; = 1. Sustituyendon =0y n =1 en a,,

w = ki (H—f)?mg (1—7«5)?:0
ERICORTICOIS

tendremos dos ecuaciones con dos incognitas:

ki+ky = 0
i) o (59~

Resolviendo el sistema obtendremos k; = % y ko = 7% Ahora tenemos una
solucion completa a la recurrencia de Fibonacci:

n n
1 (1++5 1 (1-+5
a = — —_
VB 2 Vh 2
Esta solucién parece errénea, por aparecer en la expresion el término /5,
si tenemos en cuenta que todos los ntimeros de Fibonacci son enteros. Si

sustituimos en la expresion n = 0,1,2,--- comprobaremos que las raices
cuadradas se simplifican y se obtienen los nimeros de Fibonacci.
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2.3.2. Recurrencias Lineales Homogéneas

El método utilizado para resolver la recurrencia de Fibonacci se puede
utilizar para resolver cualquier recurrencia lineal homogénea. Recordemos
que una relacion de recurrencia lineal homogénea tiene la siguiente expresion:

d
Qp = E Ciln—;
=1

Sustituyendo la conjetura a, = o™ dentro de la recurrencia obtendremos:
Q" = a4+ 4 cga

Simplificando y despejando todos los términos a un mismo miembro de la
igualdad obtendremos la llamada ecuacion caracteristica de la recurrencia.

a® — clozd_l — 02ad_2 — - —cg1a—ag =10

Notemos que los coeficientes de la ecuacion caracteristica son los mismos que
los coeficientes de la recurrencia. En general, la ecuacion caracteristica ten-
dré d raices, donde d es el orden de la recurrencia. La solucién dependera de
si las raices son iguales o diferentes.

Raices diferentes

Si la ecuacién caracteristica tiene d raices todas diferentes rq,79,- -+ ,7q,
entonces la solucion a la recurrencia tiene la expresion:

ap = kyry + kory + -+ kgrl}

Notemos que las raices de la ecuacién caracteristica no necesitan ser reales. Al
final, las partes imaginarias se cancelaran, del mismo modo que se cancelaban
las v/5 en la solucién de la recurrencia de Fibonacci.

Las constantes ki, ko,--- , kg dependen de las condiciones iniciales. Las
condiciones iniciales generan un sistema de ecuaciones lineales en estas cons-
tantes. Por ejemplo, las condiciones iniciales

ag = bp, a1 = by, ,a4-1 = bg_1,
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dan lugar al sistema:

bo = ki+ka+---+ky
b1 = /{317’1+/€2T2+"'+kdrd
bd,1 = kﬂ’?il + ]{327”%71 + -+ kdrfjfl
El cual nos permitird encontrar un conjunto de constantes, ko, k1, , kq_1,

soluciones de la recurrencia, las cuales satisfacen las condiciones iniciales.

Raices multiples

Si la ecuacién caracteristica de una recurrencia tiene una raiz multiple,
entonces la solucién es mas complicada. La herramienta principal es el sigu-
iente teorema, el cual no demostraremos.

Teorema 2.2 Sir es una raiz de la ecuacion caracteristica de una relacion
de recurrencia con multiplicidad m, entonces r™, nr™, n*r", --- . n™ " son

soluciones a la recurrencia.

Por ejemplo, si la ecuacion caracteristica de una recurrencia tiene:

raiz r; con multiplicidad 2,
raiz ro con multiplicidad 1,
y raiz r3 con multiplicidad 3,

entonces la solucion a la recurrencia tiene la formas
an = kiry + konry + ksry + kary + ksnry + ke,n?r?

Como antes, las constantes dependen de las condiciones iniciales. Cada condi-
ciéon inicial genera una ecuacion lineal, y las constantes se calculan resolviendo
el sistema de ecuaciones lineales resultante.

Para comprender este tipo de recurrencias, veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.3

Supongamos que hay un tipo de plantas que nunca mueren, pero tinicamente
se reproducen durante el primer ano de vida. ;Cuanto crecera la poblacién
de la planta?
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Sea a, el numero de plantas en el ano n. Como condiciones iniciales
tenemos que ag = 0 y a; = 1. La poblacién de plantas en el ano n es igual a
la poblacion de plantas del ano anterior mas el niimero de plantas nuevas. La
poblacién del ano anterior es a,_1. Y el nimero de plantas nuevas este ano
es igual al nimero de plantas nuevas del tltimo ano, a saber: a,,_1 — @, _s.
Ahora podemos construir una relacion de recurrencia para la poblacion de
las plantas:

ap = Qp-1+ (an—l - an—2)
= 2051 — Gp2

Y despejando, tendremos la ecuacién
Up — 20p-1+ ay2 =0

La ecuacién caracterfstica es a? — 2a + 1 = 0, la cual tiene la siguiente
raiz a = 1 con multiplicidad 2. Por lo tanto, la solucién a la relaciéon de
recurrencia vendra dada por:

an, = ki(1)" + kan(1)"
= ki +kn

Las condiciones iniciales ag = 0 y a; = 1, generan el siguiente sistema de
ecuaciones lineales:
Ey(1)" +ky-0 = 0
ki+ky-1 = 1

La solucion al sistema lineal es k; = 0 y ky = 1. Por tanto, la solucién a la
recurrencia sera:
an, = ki(1)" + kan(1)"
= 0+4+1-n
= n

2.3.3. Recurrencias Lineales No Homogéneas

Estudiaremos ahora las recurrencias lineales no homogéneas con coefi-
clentes constantes.

Definiciéon 2.3

Una relacion de recurrencia lineal no homogénea con coeficientes constantes
tiene la forma:

Ap — Clap_1 — "+ — Caap_q = f(n)
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donde ¢y, ¢, -+, cg son constantes, y f(n) # 0.

Aunque no existe un método general para resolver todas las recurrencias
no homogéneas, existe una técnica 1til cuando la funcién f(n) tiene cierta
forma. Este método se conoce como el método de los coeficientes indetermina-
dos y se basa en la relacion homogénea asociada que se obtiene al reemplazar
f(n) por cero.

Meétodo de los coeficientes indeterminados

Consta de tres pasos, que pasamos a describir a continuacion:

1. Resolver la relacion de recurrencia homogénea. Reemplazar f(n) por
0 y resolver la relacién de recurrencia homogénea resultante (ignorar
las condicones iniciales por ahora). A la solucién de la recurrencia ho-
mogénea le llamaremos solucion geneml de la recurrencia homogénea
asociada, y la denotaremos por all)

2. Encontrar una solucion particular. Sustituir f(n) y encontrar una solu-
cién a la recurrencia (de nuevo ignorando las condicones iniciales). A
esta solucién le llamaremos solucion particular de la recurrencia no
homogénea, y la denotaremos por 't

3. Encontrar una solucion general. Juntar las soluciones particular y ho-
mogénea para obtener la solucion general de la recurrencia no ho-
mogénea.

a, = a,(IH) + aSLP)

Ahora utilizaremos las condicones iniciales para determinar los factores
constantes por el método habitual de generar y resolver un sistema de
ecuaciones lineales.

Ejemplo 2.4

Sea la relacion de recurrencia

a) — 1
a, = 4a,_1+3",Vn > 2,

resolvamosla. Para ello aplicaremos el método de los coeficientes indetermi-
nados.
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Paso 1: Resolver la relacion de recurrencia homogénea

La relacién de recurrencia homogénea asociada es
a, — 4a,_, = 0.

La ecuacion caracteristica es a — 4 = 0. La cual tiene una unica raiz a =

4. Por tanto, la soluciéon general de la relacién de recurrencia homogénea
. H

vendra dada por a% ) = kan,

Paso 2: Encontrar una solucion particular

Debemos encontrar una solucion simple a la recurrencia

a, = 4a,_1 + 3".

Esta es la parte complicada. Para obtener agp) usamos la forma de f(n) para

. P . s
sugerir una forma de atl. Conjeturemos que hay una solucion de la forma
A3". Sustituyendo esto en la relacion de recurrencia tendremos:

a, = 4a,_1+3"

A3" = 4A3" 43
34 = 4A+3
A= -3

Ahora tenemos una solucion particular de la relacién de recurrencia no ho-
mogénea, a, = —3 - 3" = -3,

Paso 3: Encontrar una solucion general

Ahora anadiremos a la solucién homogénea la solucién particular, para
obtener la solucion general de la recurrencia no homogénea:

f(n) = k4™ — 3"+

El valor de la constante k£ lo obtendremos a partir de la condicion inicial
a; = 1:
1 = k’41 _ 31+1
= 4A-9
5

k — 5
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La solucion a la recurrencia lineal no homogénea es

5
a, = §4" — 3" n>1.

Ejemplo 2.5

Consideremos la siguiente recurrencia lineal no homogénea

apg = 47 ay = 7a
an, = 4a,_1 —4a,_s +n,Vn > 3,

y obtengamos su solucion.

Paso 1: Encontrar una solucion general

La relacién de recurrencia homogénea es
a, — 4a,_1 + 4a,_o = 0.

La ecuacion caracteristica asociada a la relacién de recurrencia homogénea

es a? — 4a + 4, la cual tiene por solucién o = 2 con multiplicidad 2. Por lo
., i H

tanto, la solucién homogénea es a% ) = ki12™ + kon2™.

Paso 2: Encontrar una solucion particular

Ahora necesitamos una soluciéon particular de la relacion de recurrencia
no homogénea
an = 4a,_1 — 4a,—o + n.

Conjeturamos una solucién de la forma Ayn + Ay y la sustituimos en la
recurrencia:

an = 4da,_1 —4a,—2+n
Ain+ A 4(A1(n—1) 4+ Ag) —4(A1(n —2) + Ag) +n
4A1n — 4A1 + 4A0 - 4A1n -+ 8A1 — 4A0 +n
= 4141 —f- n

De donde obtenemos la solucion particular agp) =n+4.
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Paso 3: Juntar las soluciones y encontrar las constantes

Juntando la solucién general de la relacién de recurrencia homogénea y
la solucion particular de la no homogénea obtendremos la solucién general
de la recurrencia no homogénea:

Ay — k12n + kg’ben +n+ 4
Y a partir de las condiciones iniciales, ag = 4 y a; = 7, obtendremos los
valores de las constantes.
ag = k’120+k’2020+0+4:4
a; = k121—|—k2121—|—1+4:7
De donde k; = 0y ky = 1. En conclusion, la solucién general a la recurrencia

no homogénea sera
a, =n2"4+n+4, n>0

La parte mas complicada al resolver recurrencias no homogéneas es encon-
. . P . s .
trar una solucién particular a\t). A continuacién presentaremos unas ideas
que nos facilitaran la obtencién de la misma.

Solucion particular de la recurrencia no homogénea
Supongamos que la recurrencia tiene la forma:

Ap — C1Op_1 — CoQp_9 — *** — Cqlp_q = f(n)

Un método que funciona en la mayoria de los casos es conjeturar una solucién
particular con la misma forma que f(n). Esto es, si f(n) es un polinomio de
grado ¢, entonces conjeturar que agp) es un polinomio de grado t. Por ejemplo,
si f(n) = n?, entonces conjeturar b = Aon? + Ain + Ag y determinar las
constantes A, A; y Ag sustituyendo y verificando. Andlogamente si f(n) es

. . P .
exponencial, entonces conjeturar que a') es exponencial.

La Tabla 2.5 resume la relacion entre f(n) y a't. . Como utilizaremos
esta tabla?

1. Si f(n) es un multiplo constante de una de las formas de la primera
columna de la tabla 2.5 y no es solucién de la relacion homogénea aso-
ciada a la recurrencia, entonces o'l toma la correspondiente expresion
que se muestra en la segunda columna de la tabla 2.5.
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f(n) a
k, una constante | A, una constante
n Aln + Ao
n? A2n2 + AlTL + A()
nt,teZ" Ant+A_int L+ .+ Ain+ A
r,reR Ar™
ntrm r(Amt + Apnt Tt o+ Ain + Ay)

Figura 2.5: Tabla que proporciona conjeturas a las soluciones particulares
al) en funcion de f(n)

2. Cuando f(n) es una suma de multiplos constantes de términos como los
de la primera columna de la tabla, y ninguno de éstos es una solucion de
la relacién homogénea asociada, entonces a'!) se forma como la suma
de los términos correspondientes en la columna encabezada por a%P).

Por ejemplo, si f(n) = n? + 3" y ninguno de los sumandos de f(n) es

solucion de la relacion homogénea asociada, entonces

alP) = (An? + Ayn + Ay) + A3™.

3. Las cosas se complican si un sumando fi(n) de f(n) es un multiplo
constante de una solucién de la relaciéon homogénea asociada. Si es-
to ocurre, multiplicamos la solucién particular a,(f) correspondiente a
fi(n), por la minima potencia de n, digamos n®, para la que ningin
sumando de n®f(n) sea una solucién de la relacién homogénea asocia-
da. Entonces nsagff) es la parte correspondiente de la solucién particular
aﬁf”. [lustremos con un ejemplo la explicacion anterior.

Ejemplo 2.6

Consideremos la relacién de recurrencia lineal no homogénea
an +4a,_1 +4a,_o = f(n), n > 2.
La componente homogénea de la solucion es
al) =k (=2)" + kyn(=2)"

donde k1 y ko son constantes arbitrarias. En consecuencia,
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a) f(n) =5(—=2)", entonces ald) = An?(=-2)";

b) f(n) = Tn(=2)", entonces ai | = Bn?(~2)" + Cn*(—2)"; pero

c) f(n) = —11n?(—2)", entonces a% ) — Dnpt (=2)"En®(—2)" +
n?(—2)";

Las constantes A, B, C' se determinarian al sustituir a
de recurrencia no homogénea dada.

(P)

n

en la relacion
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Problemas: Combinatoria

jUn buen consejo! Cuando se trata de un problema de conteo, debemos
preguntarnos acerca de la importancia del orden en el problema. Cuando el
orden es mecesario, pensamos en términos de permutaciones y en la Regla
del Producto. Cuando el orden no sea necesario, las combinaciones podrian
tener un papel importante en la solucion del problema.

1. En la memoria principal de un ordenador, la informacién se almacena
en celdas de memoria. Para identificar las celdas de memoria principal
del ordenador, cada celda tiene asignado un nombre tnico conocido
como su direccion. En algunos ordenadores, una direccion se representa
mediante una lista ordenada de ocho simbolos, en la que cada simbolo
es uno de los bits (de binary digits, digitos binarios) 0 o 1. Esta lista
de ocho bits se denomina byte ; Cuantas direcciones tenemos por cada
celda de memoria?

(Solucién pég. 5 [Grimaldi])
2. Se tienen tres tareas y cuatro ordenadores. Hay que asignar cada tarea

a un solo ordenador, y ningin ordenador debe recibir mas de una tarea.
. De cuantas maneras se puede hacer esto?

(Solucién pég. 295 [Grassmann))
3. Al elegir un ordenador de cierta compania, se tiene la opcion de ele-
gir cinco unidades diferentes de procesamiento central y tres pantallas

diferentes. Estas dos componentes constituyen un sistema completo.
. De cuantas formas se puede elegir el sistema?

(Solucion: 15 formas diferentes)

4. Matias trabaja como técnico de sistemas en una pequena universidad.
Una tarde, él ve que durante el dia se han enviado 12 programas para

95
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7.

su procesamiento por lotes. jDe cuantas formas puede ordenar Matias
el procesamiento de estos programas si:

a) no existen restricciones?

b) él considera que cuatro de los programas tienen prioridad sobre
los otros ocho y desea procesarlos antes?

¢) primero separa los programas en los cuatro de maxima prioridad,
cinco de menor prioridad y tres de minima prioridad, y desea
procesar los doce programas de modo que los de maxima prioridad
se procesen primero y los tres programas de minima prioridad se
procesen al final?

(Solucién: (a) 12!, (b) 418!, (c) 4!5!3!)

. En una implementacion del lenguaje de programacion Pascal, un iden-

tificador consta de una sola letra, o de una sola letra seguida de has-
ta siete simbolos, que pueden ser letras o nimeros. (Supongamos que
el ordenador no distingue entre las letras mayusculas y mintsculas;
hay 26 letras y 10 nimeros). Sin embargo, ciertas palabras clave estédn
reservadas para los comandos; en consecuencia, estas palabras clave no
pueden usarse como identificadores. Si esta implementacion tiene 36
palabras reservadas, jcuantos identificadores diferentes son posibles en
esta version de Pascal?

(Solucién: 26 + 26(36) + 26(36)2 + - - - + 26(36)7 — 36)

. La produccién de una pieza de una maquina consta de cuatro etapas.

Hay seis lineas de ensamble disponibles para la primera etapa, cuatro
lineas para la segunda etapa, cinco para la tercera y cinco para la
ultima. Determine la cantidad de formas diferentes en que dicha pieza
puede quedar totalmente ensamblada en este proceso de produccion.

(Solucién: 600 formas diferentes)

a) Determine el valor de la variable entera counter después de la
ejecucion del siguiente segmento de programa en Pascal. (Aqui i,
Jy k son variables enteras).

counter :=0;
For i:=1 to 12 do
counter:=counter+1;
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For j:=5to 10 do
counter:=counter+2;
For k:=15 downto 8 do
counter:=counter+3;
b) ;Qué principio de conteo estd en juego en el apartado anterior?
(Solucion: (a) counter = 48, (b) Principio de la Suma)

8. a) Considere el siguiente segmento de programa en Pascal, donde i,
jy k son variables enteras

For i:=1to 12 do
For j:=5to 10 do
For k:=15 downto 8 do
Writeln ((i-7)*k);
;Cuantas veces se ejecuta la proposicion Writeln?

b) ;Qué principio de conteo se usé en el apartado anterior?
(Solucién: (a) 576, (b) Principio del Producto)
9. Demuestre que si se colocan las 26 letras del alfabeto (cinco de las cuales
son vocales) en circulo, hay al menos cinco consonantes consecutivas.

(Solucién Aplicar el principio de las casillas: las 21 consonantes han de
estar repartidas entre las 5 vocales 21 = 5-4+4+1 > 5 -4 luego debe
haber un par de vocales entre las cuales haya al menos 5 consonantes)

10. En un conjunto de 100 naturales, jcuantos podemos asegurar que ten-
dran el mismo resto al dividir por 217

(Solucién Aplicar el principio de las casillas 100 = 21 -4 + 16 > 21 - 4
luego uno de los 21 restos posibles (0,1, ---,20) debe ser el resto de al
menos 5 de los 100 naturales)

11. Hallar los valores de (), (}), (), para todo n > 1.
(Solucién: (a) 1, (b) n, (c) 1)

12. Demostrar que () = (,*,,), para 0 < m < n.

(Solucién pég. 26 [Grimaldi))
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13.

14.

15.

16.

17.

. Cuél es el valor de (3)? Escriba todos los subconjuntos de tres ele-
mentos de un conjunto de 5 elementos para mostrar que hay (3) de
ellos.

(Solucion: 10)
Calcule lo siguiente: (a) ("), (b) (3), (c) (%).
(Solucidn: (a) 2= (b) 2= () 190)

2 2

Desarrolla (z + )7, calculando los coeficientes.
7
Ny 7 7 i T—i .1 Ny
(Solucién: (x +y)" = Z _|2'y' ™", ahora podemos utilizar el triangu-
i
i=0

lo de Tartaglia para calcular los coeficientes y obtenemos el desarrollo:
=y + Tay® + 2122y + 352°y* + 352"y + 212°y? + TSy + 27)

En los estudios de la teoria algebraica de codigos y la teoria de lenguajes
de computacion, consideramos ciertas disposiciones, llamadas cadenas
(strings), formadas a partir de un alfabeto prescrito de simbolos. Si el
alfabeto ya determinado consta de los simbolos 0, 1 y 2, por ejemplo,
entonces 01, 11, 21, 12 y 20 son cinco de las nueve cadenas de longitud
dos. Entre las 27 cadenas de longitud tres estan 000, 012, 202 y 110.

En general, si n es un entero positivo, por la Regla del Producto, existen
3" cadenas de longitud n para el alfabeto 0, 1y 2. Si x = 2129+ 2,
es una de esas cadenas, definimos el peso de z, que se denota wt(x),
como wt(z) = ¥y + x9 + - -+ + x,. Por ejemplo, si n = 2, wt(12) =3y
wt(22) = 4; y sin =3, wt(101) = 2, y wt(222) = 6.

Entre las 3'° cadenas de longitud 10, determinar el nimero de cadenas
que tengan peso par.

(Solucién pég. 23 [Grimaldi])

Calcule cudntas ternas (7, j, k) de numeros naturales cumplen
1<i<y<k<10.

(Solucién Son combinaciones de 10 elementos tomados de 3 en 3, C3; =
120, pues una vez escogidos los tres valores, sélo hay una manera de
asignarlos a i, j y k)
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19.

20.

21.

29

Calcule cuantas ternas (7, j, k) de nimeros naturales cumplen
1<i<j<k<10.

(Solucién Son combinaciones con repeticién de 10 elementos tomados
de 3 en 3, CR3, = 220, pues una vez escogidos los tres valores, que
pueden ser repetidos o no, sélo hay una manera de asignarlos a 7, j y
k)

Considere el siguiente segmento de un programa de Pascal, donde i1, ig, - - -

son variables enteras
For i, :=1 to 30 do

Foris =1 to iy do

Fori,:=1 toi,_1 do
Writeln ((i-7)*k);

., Cuantas veces se ejecuta la proposicion Writeln en este segmento de
programa?

(Solucién pég. 39 [Grimaldi))
Consideremos el siguiente segmento de programa en Pascal, donde las
variables i, j,n, y counter son enteras. Hemos supuesto que, en una

seccion anterior del programa, el usuario proporciond un entero positivo
para el valor de n.

counter:=0
Fori:=1ton do
For j:=1 to do
counter:=counter+1;

Después de que se ejecute este segmento de programa, ;qué valor ten-
dra la variable counter?

(Solucién pég. 39 [Grimaldi])

Determine el nimero de trayectorias (escalonadas) del plano zy de
(2,1) a (7,4). Notemos que cada trayectoria esté formada por escalones
individuales que van una unidad hacia la derecha (R) 6 una unidad

hacia arriba (U).



60

22.

23.

24.

25.

26.

27.

(Solucién pég. 10 [Grimaldi))

Determine cuantos cédigos pueden escribirse con 5 ceros, 3 unos y 2
espacios en blanco.

(Solucién hay tantos c6digos como permutaciones de tres elementos con

repeticiones fijadas: P§’3’2 = 2520)

Una caja de discos de un ordenador personal contiene una gran cantidad
de discos de cuatro marcas diferentes. ;De cuantas formas es posible
elegir seis discos de la caja?

(Solucién pag. 299 [Bogart])
Determine el nimero de soluciones enteras no negativas de

a:1+:1:2+a:3+x4:32,

(Solucién (a) (53), (b) (35) (c) (%), (d) (i)

Determine el nimero de soluciones enteras no negativas de la ecuacion
l‘1+$2—|—+l’6:10

(Solucién pég. 36 [Grimaldi])

Determine el nimero de términos que aparecen en el desarrollo de
(x4+y+2)°

(Soluciéon CR3 = 21)

Determine el coeficiente del término de xy%2% en el desarrollo de

(x+y+2)°.
(Solucién PI** = 30)
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29.

30.

61

;,Cuéantas permutaciones de 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 hay con la primera
cifra impar y la dltima menor que 57

(Solucién 3 - 5P + 2 - 4P = 23 - 8!)

;,Cudntas permutaciones de 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 hay con el 5 no en
primer lugar y el 9 no en el tltimo?

(Solucién Pyg —|As U Ag| = 738!, donde As son las permutaciones que
empiezan con 5y Ag son las que acaban con 9)

,Cuéantas permutaciones de 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 hay con el 5 no en
primer lugar o el 9 no en el ultimo?

(Solucién Se trata del conjunto complementario de las permutaciones
que empiezan con 5 y acaban con 9, esto es, 10! — Py = 89 - 8!)
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Problemas: Recurrencia

1. Resuelva las siguientes recurrencias

a) ap =1,a; = 3,a, = ba, 1+ 6a, o,n > 2
(Solucién a, = 2(=1)" 4 26", n > 0)

b) ap =2,a1 = —8,2a,12 — 1lay,+1 + 5a, =0,n >0
(Solucién a,, = (—2)5" +4(5)", n > 0)

c) ag="T,a1 = 3,3ap41 = 2a, +ap_1,n > 1
(Solucién a,, =4 +3(—3)", n > 0)

d) ap=0,a1 =3,ap490 —a, =0,n >0
(Solucién a, = 2 + —=3(=1)", n > 0)

e) ag=0,a1 =3,a12+a,=0,n>0
(Solucién a,, = 3sin 5, n > 0)

f) ap=1,a1 = 3, ap12 = 4an41 — 4a,,n >0
(Solucién a, = 2" +n2"~1 n > 0)

g) ap=0,a; =1,a, =5a,_1 — 6a, 9,1 > 2
(Solucién a,, = 3" — 2", n > 0)

h) ap=1,a1 = 1,a,42 — 3ay41 — 4a, =0,n >0
(Solucién a,, = 24" + 2(=1)", n > 0)

i) ap = —2,a1 = 1,ap40 — 2ap41 +a, =0,n >0
(Solucion a,, = =2+ 3n, n > 0)

2. La solucion de una recurrencia lineal con coeficientes constantes ho-
mogenea es: a, = 2" — n3". Busca la equacién de recurrencia y las
condiciones iniciales.

(Solucién a,, = 8a,—1 —21a,_2+18a,_3, a1 = 1, a3 = =10 y a3 = —65)
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. Busca y resuelve una relacién de recurrencia para el nimero de per-

mutaciones de un conjunto de n elementos.

(Solucién rel. de rec. a, = na,_1, n >2 a; = 1, solucién: a,, = n!)

. Sea S un conjunto de n = 2F enteros distintos (k > 1). Demostrar

que el maximo y el minimo de S pueden hallarse con f, = %n -2
comparaciones binarias. (Solucién pag. 284 [Biggs|)

. Sea ¢, el numero de palabras de longitud n en el alfabeto {0, 1} con la

propiedad de que no hay dos ceros consecutivos. demostrar que:

Q1 = 27Q2 = 37
Gn = Qn-1 + qn—2,M > 3

(Solucién pég. 283 [Biggs], pag. 474 [Grimaldi))

. ., Cuantos subconjuntos tiene el conjunto vacio? ;Cuantos subconjuntos

tiene el conjunto con un tnico elemento {1}7 ;Cudntos subconjuntos
tiene el conjunto de cardinal 2 {1,2}7 ; Cudntos de estos contienen el el-
emento 27 ;Cuantos subconjuntos tiene el conjunto {1, 2,3}? ;Cudntos
contienen el elemento 37 Obtener una recurrencia para el nimero de
subconjuntos de un conjunto de cardinal n y probar por induccién que
vuestra recurrencia es correcta. (Solucién pag. 352 [Bogart])

. Obtener una recurrencia para el nimero de biyecciones (funciones in-

yectivas y sobreyectivas) de 1,2,--- ,n a un conjunto de n elementos
y probar por induccién que vuestra recurrencia es correcta. (Solucién
péag. 353 [Bogart])

. En muchos lenguajes de programacion podemos considerar que las ex-

presiones aritméticas validas, sin paréntesis, estan formadas por los
digitos, 0,1,2,---,9 y los simbolos de las operaciones binarias 4+, *, y
/. Por ejemplo, 24 3/5 es una expresién aritmética vélida y 8+ %9 no lo
es. Encontrar una recurrencia para el nimero de expresiones aritméticas
vélidas formadas por n simbolos. (Solucién pég. 472 [Grimaldi])

. Resuelva las siguientes recurrencias

a) ag =2, ap — 3a,—1 =5(7"),n > 1
(Solucién a,, = —13"3 4 277y > ()
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b) as =1, aps1 =a, +n,n>1
(Solucién a,, = gn(n —1), n > 0)
c) ap=1,a1 =1, apyo =a, +n,n >0
(Solucién a, = g+ 5(—1)"* + 1n® — In, n > 0)
d) ap=1,aps1 —a,=2n+3,n>0
(Solucién a, = 1+ n?+2n, n > 0)
e) ap =1, apy1 —2a, =2",n>0
(Solucién a,, = 2"(1 +n), n > 0)
f) ao=2,a1 =5, apre — 10a,.1 + 21a, = 6(3"),n >0

(Solucién a, = —17" + 23" n > 0)

10. Resuelva las siguientes recurrencias

11.

12.

13.

a) a1 =1, a, =3a,-1+n,n>2
(Solucién a,, = (3/4)3" — (3/4) — (n/2), n > 1)
b) ap =1, a, =2a, 1 +3", n>2
(Solucién a,, = —2"+1 4 37+ n > 0)
c) ag=1a, =5, a,=4a, 1 —4a, o+1,n>3
(Solucién a,, = n2" + 1, n > 0)

Resolver el problema de las Torres de Hanoi utilizando el método de
los coeficientes indeterminados.

(Solucién rel. rec. a, = 2a,_1+1,n > 2, a; = 1solucién: a,, = 2"—1)
Resolver la recurrencia obtenida en el algoritmo de la burbuja utilizan-
do el método de los coeficientes indeterminados.

(Solucién rel. rec. a, = ap-1 +n —1,n > 2, a; = 0 solucién:

an = —(1/2)n + (1/2)n?)

Un sistema de senales permite emitir ceros, unos y espacios en blanco.
Los ceros van de dos en dos y los unos también. Encontrar la recurrencia
que calcula el nimero de senales que se pueden emitir de longitud n
(no olvidar las condiciones iniciales).

(Solucién rel. rec. a,, = 2a, 9 + ap—1, n >3, a3 =1, as =3)
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