
MPSI 2 - Fabert Approfondissements changement d’indices et coefficients binomiaux

Changement d’indice et coefficients binomiaux
Exercice 1

Calculer les sommes suivantes en faisant un changement d’indice.

1
n∑

k=1

1
k(k + 1)

2
n∑

k=1

1
k(k + 1)(k + 2)

3
n∑

k=1

(
1
k
− 1

n + 1− k

)

4
n∑

k=0

(
2n + 1

k

)

5
n∑

k=1
(n− k + 1)

Correction de l’Exercice 2

1 Soit n ∈ N∗.
n∑

k=1

1
k(k + 1) =

n∑
k=1

(k + 1)− k

k(k + 1)

=
n∑

k=1

(
1
k
− 1

k + 1

)
= 1− 1

n + 1 = n

n + 1

2 Soit n ∈ N∗.
n∑

k=1

1
k(k + 1)(k + 2) =

n∑
k=1

(k + 2)− k

2k(k + 1)(k + 2)

= 1
2

n∑
k=1

(
1

k(k + 1) −
1

(k + 1)(k + 2)

)
= 1

2

(
1
2 −

1
(n + 1)(n + 2)

)
= n(n + 3)

4(n + 1)(n + 2)

3 Soit n ∈ N∗.
n∑

k=1

(
1
k
− 1

n + 1− k

)
=

n∑
k=1

1
k
−

n∑
k=1

1
n + 1− k

=
n∑

k=1

1
k
−

n∑
k=1

1
k

= 0

En faisant le changement d’indice k ← n + 1− k, dans la deuxième somme.

4 On remarque, en faisant un changement d’indice aue c’est la moitié de la formule du binôme (1 + 1)2n+1.

5 Effectuons le changement d’indices ℓ = n− k + 1. Lorsque k varie de 1 à n, alors ℓ varie aussi de 1 à n. On a donc

n∑
k=1

(n + 1− k) =
n∑

ℓ=1
ℓ = n(n + 1)

2

Exercice 3 Formules binôme

Soient n, p ∈ N. Calculer les sommes suivantes.
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1
p∑

k=0

(
n + k

n

)

2
n∑

k=0

(
2n

2k

)
3

n∑
k=0

k

(
2n

2k

)
(Changement d’indice l = n− k).

Correction de l’Exercice 4

1 On essaie pour les première valeurs et on conjecture

p∑
k=0

(
n + k

n

)
=

(
n + p + 1

n + 1

)
.

On fixe n ∈ N. Cette formule se prouve alors par récurrence sur p ∈ N. Elle est banale pour p = 0. Si elle est vraie au
rang p, on a

p+1∑
k=0

(
n + k

n

)
=

p∑
k=0

(
n + k

n

)
+

(
n + p + 1

n

)
=

(
n + p + 1

n + 1

)
+

(
n + p + 1

n

)
=

(
n + p + 1

n + 1

)
d’après la relation de Pascal.

2 D’ après la formule du binôme de Newton, S1 =
2n∑

k=0

(
2n

k

)
= (1 + 1)2n = 22n.

D’ après la formule du binôme de Newton, S2

2n∑
k=0

(
2n

k

)
(−1)k = (1− 1)2n = 0, car n ̸= 0.

Or
n−1∑
k=0

(
2n

2k + 1

)
+

n∑
k=0

(
2n

2k

)
= S1

et

−
n−1∑
k=0

(
2n

2k + 1

)
+

n∑
k=0

(
2n

2k

)
= S1 .

On résout le système engendré et on obtient T1 :=
n∑

k=0

(
2n

2k

)
= S1/2 = 22n−1

3 Via un changement de variable et la symétrie des coefficients binomiaux,

V1 =
n∑

ℓ=0
(n− l)

(
2n

2n− 2l

)
= nT1 − V1

Ainsi V1 = nT1/2 = n 22n−2.

Exercice 5

1 Calculer
2n∑

k=0
k2

(
2n

k

)
, pour n ∈ N.

2 Calculer
n∑

k=0
k2

(
2n

2k

)
, pour n ∈ N.

3 Calculer
n∑

k=0
k2

(
2n

2k + 1

)
, pour n ∈ N.

4 On pose pour (n, p) ∈ N2, Sp(n) =
∑n

k=0 kp. Calculer

p∑
j=0

(
p + 1

j

)
Sj(n) = (n + 1)p+1
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5 Pour tout n ⩾ 2, calculer

un =
n∏

k=2

k3 − 1
k3 + 1

Correction de l’Exercice 6

1 Déjà faite en cours.

2 Supposons n ⩾ 2. Adaptons la méthode précédente. Pour tout réel x, posons

P(x) = (1 + x)2n + (1− x)2n

2 =
n∑

k=0

(
2n

2k

)
x2k

Pour tout réel x, on a

P′(x) =
n∑

k=1
2k

(
2n

2k

)
x2k−1

= 2n
(1 + x)2n−1 − (1− x)2n−1

2
et

P′′(x) =
n∑

k=1
2k(2k − 1)

(
n

k

)
x2k−2

= 2n(2n− 1)(1 + x)2n−2 + (1− x)2n−2

2
de sorte que

n∑
k=1

k2
(

n

k

)
= P′(1) + P′′(1)

4

= n(2n + 1)22n−4

Pour n = 0, la somme est nulle. Pour n = 1, elle vaut 1 .

3 S’obtient en faisant la différence de la première et la deuxième.

4
p∑

j=0

(
p + 1
j + 1

)
Sj(n) =

p∑
j=0

(
p + 1

j

) n∑
k=0

kj

=
n∑

k=0

p∑
j=0

(
p + 1

j

)
kj par interversion de l’ordre de sommation

=
n∑

k=0

p+1∑
j=0

(
p + 1

j

)
kj

− kp+1


=

n∑
k=0

(k + 1)p+1 − kp+1 = (n + 1)p+1 via la formule du binôme

5 Soit k ≥ 2. On a
k3 − 1
k3 + 1 =

(k − 1)
(
k2 + k + 1

)
(k + 1) (k2 − k + 1) = k − 1

k + 1 ×
vk

vk−1

en posant vk = k2 + k + 1 puisqu’alors vk−1 = (k − 1)2 + k − 1 + 1 = k2 − k + 1.
On a

un =
n∏

k=2

k − 1
k + 1 ×

n∏
k=2

vk

vk−1

= 2(n− 1)!
(n + 1)!

vn

v1
=

2
(
n2 + n + 1

)
3n(n + 1)

après télescopage.
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