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Objectivos (zerais

Considerando esta unidade curricular no &mbito da formacao pessoal e cien-
tifica, em geral, e da formacao matemadtica em particular, o aluno devera:

e Desenvolver capacidades de abstrac¢ao, deducgao légica e andlise.

e Adquirir métodos e técnicas estruturantes do raciocinio cientifico e
matemadtico que proporcione um espirito critico.

e Dominar conteidos matematicos associados 4 Andlise Real, nomeada-
mente sucessoes, funcoes, séries, Calculo Diferencial e Integral em R,
ao nivel de conceitos e aplicagoes.

e Utilizar conhecimentos mateméticos na resolu¢ao de problemas e in-
terpretacao da realidade.

e Adquirir competéncias matema&ticas que possam vir a ser desenvolvidas
e aplicadas em contexto profissional empresarial, de investigacao ou de
ensino.






Introducao

O que é a Anilise Matemidtica ou simplesmente Anélise?

E o ramo da Matematica que se ocupa dos nimeros e das relacoes entre
eles, expressos por meio de igualdades, desigualdades e operacoes.

As operagoes fundamentais da Andlise sao: adicdo, subtrac¢ao, multipli-
cagao, divisao, radiciagao e passagem ao limite.

A Anslise diz-se Anslise Algébrica ou Algebra quando nio emprega a
passagem ao limite.

Diz-se Anadlise Infinitesimal se usar a nocao de limite, e portanto de
infinito, quer directa quer indirectamente (séries, derivadas, integrais,...)
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Capitulo 1

Sucessoes

1.1 Definicao

As sucessoes sdo funcgoes reais de varidvel natural.

Definigao 1.1.1 Dado um conjunto A # &, chama-se sucessdo de termos
em A a qualquer aplicagio de N em A.

Exemplo 1.1.2 As aplicagoes

f: N — Z, g: N — Q
nb—>3n—4e nr—>‘r;1”—j12

sao exemplos de sucessoes.

Se o conjunto de chegada for R entao diz-se uma sucessao de nimeros reais.

Designa-se por uy,.
Aos valores imagens da sucessao chamam-se termos da sucessao e designam-
Se por Ui, Ua, ....Uy, , ..., isto &, 1° termo, 2° termo,...,enésimo-termo ou termo de ordem n.

expressao u, chama-se termo geral da sucessao.
Ao contradominio da aplicagao chama-se conjunto de todos os termos da

sucessao.
Modos de definir uma sucessao:
1. Dado o termo geral
Dada a "lei"que permite obter as imagens a aplicagao fica definida, ja
que o seu dominio é sempre N.

2n—>5
n+3 °

Exercicio 1.1.3 Considere a sucessdo u, =
a) Calcule 0 2° e 0 10° termos.
b) Determine upyo.
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2. Por recorréncia

Os termos da sucessao sao calculados a partir dos termos anteriores.

Uy = 3
Exemplo 1.1.4 a)
Upt1 = 2up +4, Vn € N.
v = 1
b) Vg = 3
Un42 = Up + Upt1, Vn €N,

Exercicio 1.1.5 Calcule os quatro primeiros termos de cada uma das sucessoes
anteriores e represente-os graficamente.

Exercicio 1.1.6 Considere a sucessao

_ 3n+4
Cbn+2°

Wn,
Verifique se % e % sao termos da sucessdo e, em caso afirmativo, indique a
sua ordem.

1.2 Subsucessao

Definicao 1.2.1 Designa-se por subsucessdo de u, qualquer sucessao que
resulte da supressao de alguns termos de u,, .

Exercicio 1.2.2 (i) Dada a sucessio u, = (—1)" (n+ 3), calcule:

a) A subsucessao de u, dos termos de ordem par.

b) A subsucessio de uy dos termos de ordem impar.

c) A subsucessao de uy, dos termos cuja ordem é multipla de 5.

(ii) Represente grdficamente os trés primeiros termos de cada subsucessao.

1.3 Swucessoes monotonas

Definigao 1.3.1 Seja u, uma sucessdo.

(i) u, diz-se crescente se Upy1 > Up, Vn € N, isto é, se upt1 — up > 0,
Vn € N.

(ii) uy, € estritamente crescente S€ Up i1 > Up, VN € N, isto é, s€ Upi11—uy >
0, Vn € N.

(iii) uy, diz-se decrescente se upt1 < Un, Vn € N, isto é, se up11 — up < 0,

Vn € N.
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(iv) u, €é estritamente decrescente se upt1 < Uy, Yn € N, isto é, se up+1 —
Uy <0, Vn € N.

Definicao 1.3.2 Uma sucessdo crescente ou decrescente, em sentido lato
ou estrito, é uma sucessao mondtona.

Exercicio 1.3.3 FEstude e classifique quanto a monotonia as sucessoes:

a) a, = ng—fQ
b) bn = 15T

¢) ¢, = cos (nm)

d) d, =—3n

Observagao 1.3.4 Uma sucessdo crescente é limitada inferiormente, isto
é, minorada. Pode ser, ou nao, limitada superiormente (majorada).
Analogamente, qualquer sucessao decrescente é majorada, podendo ser, ou
nao, minorada.

1.4 Swucessoes limitadas

Definicao 1.4.1 Uma sucessdo u, diz-se limitada se o conjunto dos seus
termos for um conjunto limitado. Isto é, se existirem niumeros reais A e B
tais que

A<u, <B, VneN.

De modo andlogo pode definir-se sucessao limitada se

L > 0: |u,| < L,¥n € N.

Exercicio 1.4.2 Das sucessoes sequintes indique as que sao limitadas, referindo
neste caso um magjorante e um minorante para o conjunto dos seus termos:

) =
b) d, =—3n

¢) ¢, = cos (nm)

Exercicio 1.4.3 Prove que a sucessdo d, = —3n ndo é limitada.
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1.5 Inducao Matematica

O método de Indugao Matemadtica permite provar propriedades no conjunto
dos nimeros naturais.

Baseia-se no Principio de Indugao Matemdtica:

Suponhamos que se pretende provar que uma condi¢cao C(n) se trans-
forma numa proposicao verdadeira sempre que se substitua n por um nimero
natural.

Basta assegurar que se verificam as duas condigoes seguintes:

1. C(1) é verdadeira

2. C(n) é uma condigao hereditéria, isto é, se C(p) é verdadeira entao
C(p+ 1) yambém é verdadeira

Algumas propriedades importantes provam-se com recurso a este método:

Proposigao 1.5.1 (Desigualdade de Bernoulli) Se x € R verifica 14+xz > 0
entao
(1+2)">14nx, VneN.

Dem. Para n = 1, tem-se uma igualdade trivial : 1+xz =1+ x.
Por hipétese, admitinda-se que a proposicao é verdadeira para n = p,
isto é,
(1+z)! >1+ px.

Verifica-se entao se a tese é verdadeira, ou seja, se a proposicao é ver-
dadeira paran =p+1:

I+t >14+(p+1)a.
Ora

L+ = (1+2)"(1+2) > (1+pz)(l+a)
= l4+z+pr+pz?>=1+(p+1)z+ pz?
> 1+ (p+1)x.

Entao, pelo método de indugao matemética

(1+2)" >1+4nz, VneN.
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Exercicio 1.5.2 Utilizando o método de inducdo matemdtica prove que:

a) 8":2" = 4" Vn € N.

n

b) > (2k) =n(n+1), ¥neN.
k=1

1.6 Nocao de vizinhanca

Quando se toma um valor aproximado de um ndmero real a, considerando
um valor aproximado de a comete-se um certo erro d > 0.
Isto ¢, considera-se um valor na vizinhanga de a,ou seja em Ja —d,a+ 4.

Definigao 1.6.1 Seja a € R. Chama-se vizinhanga de a de raio § > 0,e
nota-se por Vs(a) ao conjunto

Vs(a) = {zeR:|z—al<d}
= Ja—4d,a+4[

Ou seja, é o conjunto de todos os valores aproximados de a com erro inferior
ad.

Exercicio 1.6.2 Represente na forma de intervalo de nimeros reais:
a) Vo.2(4)
b) Vo.02(—2,3)

Exercicio 1.6.3 Defina como uma vizinhanga os conjuntos:
a)|2,32;2,48]

b) {x eR:|x+3| <0,001}

243n
2n+3°

Exercicio 1.6.4 Considere a sucessdo u, = Prove que a partir de

ui1 (exclusive) todos os termos verificam

3

Interprete graficamente.
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1.7 Sucessoes convergentes. Propriedades

Definigao 1.7.1 A sucessdo w, converge para um valor a € R se, para
qualquer valor positivo §, existe uma ordem a partir da qual todos os termos
da sucessdo pertencem a Vg(a).

Simbolicamente

limu, =a&Vé>03IpeN:n>p=|u, —al <J.

Exercicio 1.7.2 Provar por definicao que

. 243n 3
lim = —,
2n+3 2

Definigao 1.7.3 (i) As sucessoes que tém por limite um nidmero finito
dizem-se convergentes.

(ii) As sucessoes que ndo sao convergentes dizem-se divergentes.

(iii) Uma sucessdo convergente para 0 diz-se um infinitésimo.

Definigao 1.7.4 (i) Um elemento a € R diz-se um ponto de acumula¢ao
do conjunto A C R, nao vazio, se em qualquer vizinhanga de a existe pelo
menos um elemento de A diferente de a.

Simbolicamente

a é um ponto de acumulagdo do conjunto A se¥d > 0, (Vs(a)\{a})NA # @.
(ii) Um ponto a € A que nao seja ponto de acumulagdo chama-se um
ponto isolado.

Isto é, a é um ponto isolado se 36 > 0: Vs(a) N A = {a}.

Exercicio 1.7.5 Indique o conjunto de todos os pontos de acumula¢ao dos
conjuntos:

a) M ={-1,5}U]0,2]
b)) N={zeR:z=1 neN}.

n?
Exercicio 1.7.6 Prove que um conjunto finito ndo tem pontos de acumu-

lagdo.

Proposigao 1.7.7 O elemento a € R é ponto de acumulagio de A C R se,
e 80 se, € limite de uma sucessdo de pontos de A distintos de a.

Dem. (=) Suponhamos que a € R é ponto de acumulagao de A C R.
Entao, para cada n € N existem pontos u, € Vi(a) N (A\{a}), ou seja,

lup —al < L ewu, — a



1.7. SUCESSOES CONVERGENTES. PROPRIEDADES 11

(«<=) Seja u, € A, para cada n € N, com u, # a, Yn € N, tal que
Up — a.

Entao |u, —a| < §, V6 > 0. Assim u,, € Vs(a), Vo > 0, pelo que a € R é
ponto de acumulacdo de A. m

Teorema 1.7.8 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Todo o conjunto A C R
infinito e limitado admite, pelo menos, um ponto de acumulagdo.

Corolario 1.7.9 Toda a sucessao limitada em R admite, pelo menos, uma
subsucessao convergente.

Dem. Seja U o conjunto de termos da sucessao limitada wu,,.

Se U é finito entao existe a € U que se repete infinitas vezes e, por
consequéncia, é limite de uma subsucessao constante igual a a, pelo que é
convergente para a.

Se U é um conjunto infinito, como ¢ limitado, pelo Teorema 1.7.8, tem
pelo menos um ponto de acumulacao.

Entao, pela Proposicao 1.7.7, a é limite de uma sucessao de pontos de
U nu

Vejamos algumas propriedades das sucessoes convergentes e as suas re-
lagoes com as sucessoes limitadas.

Teorema 1.7.10 (Unicidade do limite) O limite de uma sucessio conver-
gente, quando existe, é uinico.

Dem. Suponha-se, com vista a um absurdo, que existe uma sucessao u,,
tal que u, — a e u, — b com a # b.
Dado é > 0 arbitrario,

0
E]no S N:n>n0:>|un—a\<§,
)
dni € N:n>n1:>|un—b|<§.

Tomando p := max {ng,n1} tem-se que para n > p sao vilidas as duas
desigualdades anteriores e

6 0
|a*b|:’a*un+un*b‘§|afun|+”uzn*b|<§+§:5.

O que esta em contradigdo com a hipétese de a # b.
Logoa=10b. m
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Teorema 1.7.11 Se u, é uma sucessao convergente entdo qualquer das
suas subsucessoes é convergente para o mesmo limite.

Dem. Seja u, uma sucessao tal que u,, — a e v, uma subsucessao de
Uy

Assim os termos de v, também sdo termos de u,, pelo que também
verificam a proposicao

V6>03peN:n>p=|v, —a| <9,
ou seja v, — a. W

Teorema 1.7.12 Toda a sucessdo convergente é limitada.

Dem. Suponhamos u, — a e fixe-se um valor real § > 0. Entao para
n > p tem-se que uy, € Ja — J,a + J[, isto &, a —§ < u, < a+ 0.

Entao fora deste intervalo estdo um nimero finito de termos. Concreta-
mente ui, ..., Up

Considere-se

M = max {|ui|, ..., |up|,|la — 6|, |a+d]}.

Entao
M <wu, <M,Vn €N,

pelo que u,, é limitada. m

Teorema 1.7.13 Toda a sucessGo mondtona e limitada é convergente.

Dem. Seja u, uma sucessao mondétona e limitada. Como o conjunto
dos termos da sucessao é majorado (e minorado) entéo existe supremo desse
conjunto. Designe-se ¢ := sup {u, : n € N}.

Pela definicdo de supremo, ¢ é o menor dos majorantes, pelo que, para
cada 6 > 0, ¢ — ¢ nao é majorante. logo existe pelo menos uma ordem p € N
tal que ¢ — 9 < uy,.

Sendo u, uma sucessao monétona ela poderd ser crescente ou decres-
cente.

Suponhamos que u,, é crescente.

Assim teremos

c— 06 <u, <uy, paran > p.

Como c¢ é supremo, é maior que todos os termos de u, e entao

c—o0<u,<c<c—Hd.
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Ou seja
Vi>0dpeNn>p=c—0<u, <c+9,

isto é, u, — c. Entao wu, ¢ uma sucessdo convergente (para o supremo do
conjunto dos termos da sucessao).

Se u, f uma sucessao decrescente.a demonstracao é semelhante mas uti-
lizando

d = inf {u, : n € N}.

1.8 Operagoes algébricas com sucessoes

As operacoes consideradas em R estendem-se naturalmente as sucessoes
reais.

Considerem-se duas sucessoes u, € vy,.

Define-se soma de u,, € v,  sucessao que se obtem adicionando os termos
da mesma ordem das duas sucessoes e cujo termo geral se obtem como
(u + v)n °

Isto é, (u+v), = up + vy

De modo andlogo se define a diferenca, o produto e o cociente de u,, e
Up, admitindo-se este tltimo apenas na condicao de v, # 0, Vn € N.

Em resumo,

(u—v), = up—oy
(uxv), = upXuvy
(E> = u—n, vp # 0,Yn € N.
v/ n Un

As definigoes de soma e produto estendem-se de forma ébvia a casos em
que se adicione ou multiplique um nimero finito de sucessoes.

Os préoximos teoremas jogam com a nogao de limite e a relagao de ordem
no conjunto dos reais.

Teorema 1.8.1 (Passagem ao limite numa desigualdade) Sejam uy, e v,
duas sucessoes convergentes.
Se a partir de certa ordem se verifica u, < v, entao

lim u, < lim v,,.
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Dem. Considerem-se duas sucessoes convergentes u, € v, tais que u, —
a e v, — b. Assim

Vo > 03dngeN:n>ng=|u, —al <6,
V6 > 03dnmeNin>n = v, —b <§

e seja n1 a ordem a partir da qual se verifica u,, < v,.

Suponha-se, com vista a uma contradicdo, que a > b e considere-se
§ == %L (> 0 porque a > b).

Seja p := max {ng,n1,n2}. Entdo para n > p tem-se

a—>b

v, —b< = 5

, —0<u,—a

<b+a—b_ a—>
Un, — =a 5

Ora esta desigualdade contradizo facto de a partir da ordem p se tem wu,, <

< Up.

Up-
Logo a < b, isto ¢, limu, <limv,. &

Coroldrio 1.8.2 Se a partir de certa ordem a sucessao convergente v, ver-
ifica v, > 0, entdo
lim v, > 0.

Dem. Basta fazer na demonstragao anterior u, = 0. m

Teorema 1.8.3 O produto de um infinitésimo por uma sucessao limitada é
um infinitésimo.
Isto é, se u, € uma sucessao limitada e v, um infinitésimo, entdo

lim (uy, X v,) = 0.

Dem. Seja u,, uma sucessao limitada e v, um infinitésimo.
Entao
AL >0: |uy| <L, VneN

e como v, — 0 entao
)
V6>03peN: n>p= v, <7
Assim, para n > p,

J
|vnxun—0|:|vn|x|un|§]vn|xL§ZxL:5.

Entao (v, X uy,) — 0, isto &, (v, X uy) é um infinitésimo. m
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1.9 Propriedades algébricas dos limites

Os teoremas que se seguem relacionam as propriedades algébricas funda-
mentais com as nogoes de convergéncia e limite.

Teorema 1.9.1 Sejam u,, e v, duas sucessoes convergentes.

1. (u+wv), é uma sucessao convergente e lim (u + v),, = limu, + limv,.
2. (uxv), éuma sucessio convergente e lim (u x v), = limu, X limv,.
3. (k x u), é uma sucessdo convergente e lim (k X u), =k x lim w,,.

4. (%)n é uma sucessao convergente desde que vy, # 0,Yn € N e lim (%)n =

lim u,,
lim vy, ?

se limwv, # 0.

5. (un)?,p € Z, é uma sucessao convergente (com u, # 0,¥n € N, se p < 0)

e lim (up,)? = (limu,)?.

6. {u, é uma sucessio convergente, se u, > 0,Yn € N, e lim ¢u, =
Jlim uy,.

Se p for impar e u, < 0 a propriedade permanece vdlida.

Dem. Sejam u, e v, duas sucessOes convergentes tais que u, — a e
vy, — b. Ou seja

0

V6 > 0dngeN: n>n0:>|un—a|<§,
)

Vé > 0dnieN: n>n1:>|vn—b|<§.

1. Considerando p := max{ng,n;}, tem-se que para n > p sao vdlidas

as duas proposigoes e

[(un +vn) = (a+b)] = [(un —a)+ (vy, — D)

o 9
- n—bl <=4 2=
n — al + o0 —b] < 5 + 2

IN

Entao lim (u, + v,) = a + b = limu,, + lim v,.
2. Note-se que
(up X vp) — (@ X b) = upvy —upb+ uyb — ab
= Up (vn —b) + (up —a)b,

u, € uma sucessao limitada (pois é convergente), v, — b e u, — a sdo in-
finitésimos.
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Entao
lim (upvy, — ab) = lim [uy, (v, — b)] + lim [(uy, — a) b] = 0.

3. E um caso particular de 2. com v, = k (k € R).

4. Como v, — b # 0, por 2., tem-se que v,b — b*> > 0, ou seja —§ <
Vb — b < 6.
Escolha-se § > 0 suficientemente pequeno tal que existe p € N em que
para n > p se tem vpb > b? — & > 0.
Assim, considerando apenas os termos cuja ordem é maior que p (os que
nao forem sdo em nimero finito), obtem-se
1 1

0<m<7b2_5,

pelo que a sucessao (ou subsucessao se for necessério) ﬁ ‘e limitada.
n

Note-se que se tem:

a8 Ml — (b — g vy Ly
- lim (upb — a vy,) = lim (upb) + lim (—a v,) = ab — ab = 0.
Entao 1
. U a .
lim <v: - b) = lim (upb — a vy) b 0,
Unp _ limuy

pelo que lim 2 = jhe.

5. Sep=0, (up)’ =1 elim(u,)’ =liml=1= (limu,)".
Se p € N, demonstra-se por indugao.

Para p =1 a proposicao é verdade.

Para provar a tese,

lim (up)™™ = lim [(un)kun] = lim [(un)k} lim w,
= (limup)® limu, = (limu,)* ™.

Se p € Z~ coloca-se p = —k, com k € N e para u, # 0, Vn € N, tem-se

1 1 1
lim (un)_k = lim ( ) = = L= (limu,)~F.

(un)® ) lim (un)®  (limuy,)
6. Provar primeiro por indugao em p, que a relagao
uP — P = (u—v) (upfl +uP 2o+ P30 4 wP 2 4 vpfl)

é valida para quaisquer u,v € R.
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Paran =1, u—v=wu— v, verdade.
Parap=k+1,

uFHL Rl = (ukJrl _ uvk) i (uvk _ Uk+1) —u (uk _ vk) o (u— )
= u(u—v) (uk_l +uF 2y b0t 4 P 4 vp_1> +oF (u — )
= (u—v) <uk R A T o Ve T o ViVl S L vk) .

Considere-se a > 0. Substituindo na igualdade anterior v = &u, e v =
¥/a, obtem-se

(R = (Va)” = (Rfi = V) |()” -+ () (V@)™ + (V)|

Assim

up, — al < up, — al

(¢an)? ™+t ({’/5)”‘1‘ T (Ya)

‘W‘%‘Z‘

pois as parcelas do denominador da frac¢ao do 2° membro sdo todas positivas
e entao

()™ 4+ (V)" = (V)"

Como u, — a, tem-se
Vo >0 3ng € N: n>n02|un—a|<5({/&)p_l

e obtem-se

un —al _ S(g/a)"
Ja "t (Ya)
Se a = 0 entdo limu, = 0 e neste caso considera-se, na definigdo de
limite |u,| < §” e u, < 6%, pois u, > 0.
Entao obtem-se

| i — ¥/a] = | ¢fum] = Wfm < V=,

e
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Teorema 1.9.2 Se u,, é uma sucessao convergente entao
lim |uy,| = [lim uy,| .
Dem. Seja u, — a, isto é,
Vo >03peN: n>p=|u, —al <J.

Como ||u,| — |a]| < |up —al < ¢ o que é equivalente a |u,| — |a|, isto &,
lim |uy,| = [limwu,|. =

O préximo teorema é 1til para o cédlculo de limites de sucessoes cujos
termos gerais incluam somatdérios ou fracgoes com razoes trigonométricas,
entre outras situacoes.

Teorema 1.9.3 (Teorema das sucessoes enquadradas) Sejam uy, v, € wy,
sucessoes convergentes tais que:

a) limu, =limv, = a (a € R)

b) a partir de uma certa ordem se tem u, < w, < v,.

Entao limw, = a.

Dem. Considerem-se duas sucessoes u, € v, convergentes para a € R.
Entao

Vi>0dngeNin>nyg—a—06<u,<d+a

VO>0dnmeNin>n=—=a—-0<v,<d+a.

Seja ng a ordem a partir da qual se tem u, < w, < v, e defina-se p :=
max {ng, n1,n2} . Entdo para n > p obtem-se

a—0<u, <w, <v, <0+ a,

ou seja a — 0 < wy, < 0+ a, pelo que imw, =a. =

Exercicio 1.9.4 Calcule o limite de cada uma das sucessoes:

n
2n+sen(EX
a)wn=3 1+3r§24 )

k=1

n
_ E n
b) Wn = 2k-+n?
k=0
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1.10 Sucessao de Cauchy

Com o objectivo de obter um critério de convergéncia, introduz-se a no¢ao
de sucessao de Cauchy.

Intuitivamente, se u, — a, desde que n seja suficientemente grande,
todos os termos de u, estarao arbitrariamente préximos de a e, portanto
proximos uns dos outros.

Definigao 1.10.1 Uma sucessao u, em R diz-se uma sucessio de Cauchy
se para cada 0 > 0 existe uma prdem p € N tal que |uy, — u,| < 9§, para
quaisquer m,n > p.

Observacgao 1.10.2 Considerando em particular m = n + k, k € N, pode
obter-se uma definicdo equivalente:
up € uma sucessao de Cauchy se

Vo >03dpeN:n>p=|upir —un| <9, Vk € N.

Desta ultima definicao resulta:

Proposigao 1.10.3 Se u, é uma sucessio de Cauchy em R, entdo para
qualquer k € N tem-se

Uptk — Un — 0, quandon — +oo.

A condigéo reciproca néo é valida, como se pode ver no exercicio seguinte:

Exercicio 1.10.4 (Contra-exemplo) Prove que para cada k € N a sucessao

11 1
Sp=1+-+=-+...+=
R

verifica
Sn—i—k - Sn — 0

e no entanto S, nao é uma sucessao de Cauchy.

O proéximo resultado fornece um critério de convergéncia para sucessoes
de que nao se conhece o limite:

Teorema 1.10.5 (Principio de Cauchy-Bolzano) A condi¢ao necessdaria e
suficiente para que uma sucessao u, em R seja convergente é que u, seja
uma sucessao de Cauchy.

Simbolicamente, em R, u, é convergente se e sd se

V6 >03dpeN:VkeN, Vn>p= |upir — up| <9.
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Dem. (=) Suponhamos que a sucessao u, ¢ convergente para a € R.
Entao

)
V5>OE|pGN:n>p:]un—a\<§.

Assim, para Vm > p, Vn > p,
)

|umfun|:|umfa+a7un|§|umfa\+|afun\<§+§:5.

Logo u, é uma sucessao de Cauchy.
(<=) Seja u,, uma sucessao de Cauchy.
Passol: Provar que toda a sucessdo de Cauchy em R é limitada.
Considere-se na defini¢do § = 1. Assim, em particular, existe p € N, tal
que |u, —u,| < 1, para quaisquer m,n > p
Entao , em particular, a desigualdade é valida para m = p, isto é,

|up — up| <1 <= uy € Jup, —1,u, +1[, paran>p

Portanto, fora deste intervalo, estao um nimero finito de termos da sucessao
e o conjunto desses termos ¢é limitado.
Logo a sucessao de Cauchy w, ¢é limitada.

Passo2: Provar que se u, ¢ uma sucessao de Cauchy e u, tem uma
subsucessao convergente, entao u, é convergente em R.

Seja ug uma subsucessao de u, convergente para a € R.

Fixando 6 > 0, 3¢ € N: |ug —al < % para k > q.

Como u, é uma sucessao de Cauchy,

5
dp e N: up, —ug| < 2’ Ym, k > p.

Defina-se r := max {q,p} . Entdo para k > r verificam-se simultaneamente
as desigualdades

o J
]uk—a|<§ e \um—uk|<§, para m > r.
Assim, para m > r,

o 9
|um—a\:]um—uk+uk—a|S\um—uk|+\uk—al<§+§:6.

Ou seja, U, — a, quando m — +00.

Entéao, pelo Passol, u,, ¢ uma sucessao limitada e pelo Coroldrio 1.7.9, u,
possui uma subsucessao convergente. Logo, pelo Passo 2, u, é convergente.
|
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1.11 A recta acabada. Infinitamente grandes

Se & recta real juntarmos "dois novos elementos", +00 e —oo, obtem-se a
recta acabada, que se representa por R ou [-00, +00].
R pode considerar-se como um conjunto limitado superiormente por +oo
e inferiormente por —oco. Assim qualquer subconjunto de R ¢ limitado.
Como estender a nocao de limite a R ?

Definicao 1.11.1 Uma sucessao u,, diz-se um infinitamente grande positivo
e escreve-se

U, — +00 ou limu, = 400,

se, a partir de uma certa ordem, uy, for superior a qualquer nimero positivo
previamente fixo.
Simbolicamente

U, = +00 <= VL>0dpeN:n>p=— u, > L.

Exercicio 1.11.2 Prove que a sucessdo u, = dn + 1 é um infinitamente
grande positivo.

Definicao 1.11.3 a) A sucessao u, ¢é um infinitamente grande negativo,

isto é,

Uy — —00 ou limu, = —o0,

se, a partir de uma certa ordem, u, for inferior a qualquer nidmero negativo
fizado.
Simbolicamente

Uy — —00 <= VL >0dpeN:n>p=— u, < —L.

b) un é um infinitamente grande em mddulo quando

[t | — +00.

A unicidade do limite permanece valida para sucessoes na recta acabada.
Contudo uma sucessao u,, pode nao ter limite em R.

Exercicio 1.11.4 Mostre que u, = (—1)" (n + 2) ndo tem limite em R mas
é um infinitamente grande em mddulo.
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Classificagao das sucessoes quanto & existéncia e natureza do limite:

convergentes (tém limite em R)

propriamente divergentes

limite +
divergentes (limite o)

(ndo convergentes) cilant
oscilantes

(ndo tém limite em R)
1.12 Operacoes com limites em R. Indeterminacées

Algumas operacdes algébricas com limites permanecem vélidas em R. Out-
ras hd que levantam dificuldades.

O préximo teorema reune as principais propriedades utilizadas com lim-
ites infinitos.

Teorema 1.12.1 Sejam u, e v, duas sucessoes reais.

1) Se uy, é um infinitamente grande positivo ou negativo entiao é um infini-
tamente grande em mddulo. Isto é,

se up — oo entdo |u,| — +oo.

2) O inverso de um infinitésimo é um infinitamente grande, i.e.,

.1
se u, — 0 entao — — o0.
Un

3) O inverso de um infinitamente grande é um infinitésimo, i.e.,

.1
se u, — oo entao — — 0.
Un,

4) Se u,, é um infinitamente grande positivo e, a partir de uma certa ordem,
Uy < VU, entdo v, também é um infinitamente grande positivo, i.e.,

se Uy — 400 € Uy < vy paran > p, entao v, — +00.
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5) Se uy, — +o00 e vy, é limitada inferiormente entdo wuy, + v, — +00.
6) Se u, — —o0 e v, é limitada superiormente entio u, + v, — —00.
7) Se up, — o0 e v, é limitada entdo uy, + v, — £o0..

8) Se up — oo e existe p € N tal que o conjunto {v, € R:n > p} tem um
minorante positivo ou um majorante neqativo entao U, X Un — 0O.

Dem. 1) Se u,, — 400 entao u, > L, n > p,VL > 0 e |u,| > u, >
L, isto &, |u,| — +oo.

Se u, — —oo entdao —u, — 400 e, pelo passo anterior, |—u,| = |u,| —
+00.

2) Se u,, — 0 entao

1
VL>OEIpEN:n>p:>|un|<z.

Assim % > L, para n > p, pelo que, por definicao, ﬁ — 400 e é — 00.

lun|

3) Se u, — 00, |uy| — +oo e

1
V5>03p€N:n>p:>|un|>g.

Entao o] = i < 4, para n > p, pelo que, por definicao, i — 0.

1
U |
4) Se u, — +00 entao
up > L, para L >0en > p.
Se para n > p se tem v, > u, entao
Up > Uy > L.

Por defini¢ao, v, — +oc.

5) Como vy, é limitada inferiormente, para qualquer L > 0 existe k
tal que k <v, ,VvneN, ek < L.
De u, — +o0 tem-se que u, > L, VL > 0, pelo que u, > L — k, para
n > p. Entao
Uy +v, >L—k+k=1L

e, por definicao, u, + v, — +00.

6) Anélogo a alinea anterior.
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7) Se v, ¢ limitada entao existe K > 0 tal que |v,| < K, Vn € N.
Como u, — oo entao |u,| — 400 e, por definigao,

VL >03ng e N: n>ng = |u,| >L— K.
Assim, a partir de uma certa ordem 71,
Un 4+ vn| = [un — (=vn)| = [Jun| — [va]| = |un| — [vn| .
Definindo p := max {ng, n1} tem-se que
|un, + vp| > |tup| — |vp| >L - K+ K =1L

é valido para n > p, VL > 0.
Isto significa que |u, + v,| — +00, ou seja, u, + v, — o0.

8) Suponhamos que v, tem um minorante positivo a partir de uma
certa ordem ng. Ou seja,

dk > 0: v, > k, paran > nyg.

Como u,, — o0, isto &, |u,| — +o00, entao |u,| > %, para n > nj.
Assim

L
[un, X U] = |up| X o] > Ek = L, paran > p:==max{ng,n1}.
Se supusermos que v, tem um majorante negativo, entao

dk > 0:v, < —k <0, a partir de uma certa ordem,

ou seja, |v,| > k > 0 e o processo segue de modo andlogo. m
O teorema anterior contorna algumas dificuldades que surgem nas oper-
agoes algébricas dos limites em R.

Por exemplo:

2) nao d4 informagao sobre o valor de %.

3) nao dé informacao sobre o valor de 2.

5),6) e 7) ndo dao informagao sobre o valor de +00 — 0.
)

8) nao dé informagao sobre o valor de oo x 0.

Nas sucessOes em cujas operagoes surjam estes casos de indeterminacao,
para os quais nao h& teoremas gerais que garantam a partida o seu re-
sultado, é necessdrio fazer um estudo caso a caso, de modo a conseguir
levantar a indeterminagao.
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Exercicio 1.12.2 Calcule, caso existam:

3n2+1-2n
1—n3

b) lim (vVn +1 — v/n)
¢) lim (3 + 2n? + 5n%)

a) lim

1.13 Sucessao exponencial

O comportamento, a existéncia e a natureza do limite da sucessao exponen-
cial a” (a € R) depende do valor da base.
Casos possiveis:

e Sea=0o0ua=1 asucessao é constante. Logo é convergente para 0
ou paral, respectivamente.

e Se a > 1 a sucessao é mondtona crescente.
Escrevendo a = 1+ h, h > 0, resulta pela Prop. 1.5.1 que

a"=(1+h)">1+nh, VneN.
Como a sucessao 1+nh — 400, entao, pelo Teorema 1.12.1, a™ — +o00.
e Se 0 < a <1 asucessdo ¢ mondtona decrescente e a™ — 0. (Provar)
e Se —1 < a < 0 a sucessao nao ¢ monétona e a” — 0. (Provar)

e Se a < —1 a sucessao toma alternadamente termos positivos e nega-
tivos pelo que nao é mondtona e a” nao tem limite
Exercicio 1.13.1 Calcular:

2n+1 4 3n 2n+1 + 3n

M S Tyt

1.14 Sucessao do tipo poténcia-exponencial

O limite da sucessao de termo geral (1 + %)n tem um papel importante na
Andlise Matemadtica.

Exercicio 1.14.1 Prove que a sucessao

1 n
un:<1+)
n
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a) E mondtona crescente
b) E limitada
¢) E convergente.

Pelo exercicio anterior prova-se que o seu limite serd um nimero entre 2
e 3.
Convencionou-se que

1 n
lim (1 + ) = e~ 2,71828....

n

Teorema 1.14.2 Se a sucessdo u, — oo entao

1\
(1 + > — €.
Un,

Dem. Suponhamos que u, — +oo. Entao existe uma ordem p tal que
Uy > L, VL > 0.
Represente-se por k, o menor nimero inteiro que verifique

kn, <up < k, + 1, paran > p. (1.14.1)
Entao
1 < 1 < 1
kn+1 wu, — k,
e
1+ <1+i<1+i
kn+1 Up ky,

Por (1.14.1) e como as bases sdo maiores que 1, a sucessao fica crescente , e

1 kn 1 Un 1 kn+1
1 < (14— < |1+ — .
< +kn+1> <+Un> _<+kn>
Como

1 kn 1 kn+1 1 -1
Iim 1+ =lim(1+ — 1+ — =el=c¢

li 1+1 an—l' 1 L\" 1+1 =
1m e = lim +kn e =e
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entao pelo Teorema 1.9.3, quando u,, — +00,

1\
lim <1 + ) =e.
Un,

Suponha-se agora que u, — —oo. Entao, definindo v, = —u,, tem-se
Up — +00 €

1\“ 1\ ™ -1
lim (1 + > = lim < ) = lim < )
Unp, Un
1 vn
= i =i
im < ) im ( - 1)
1\ ! 1
= lim<1+ > <1+ ):e.lze,
Up — 1 vy — 1

porque v, —1 — +o00. ®

Teorema 1.14.3 Para x € R e u, — +00 tem-se que

Un
lim <1 + w) — e”.
Unp,

Un
Dem. Se z =0, lim (1 + %) =lim1% =lim1 =1 = €°.
Se x # 0, tem-se

Un 1 Un
lim (1 + :13) = lim <1 + u> = lim
Un Un
. 1 uTn” ’ 1\ T T
= |lm (14 & = (6 ) =e,

quer se tenha “* — +00 ou “* — —o0, pelo Teorema 1.14.2. m

Os principais resultados para sucessoes do tipo poténcia-exponencial
(isto é da forma u") nos casos em que quer a base quer o expoente se-
jam sucessoes com limite em R, podem ser resumidos no seguinte teorema:

Teorema 1.14.4 Sejam u, > 0 e v, duas sucessoes com limite em R.
Supondo que ndao se verificam as hipdteses:
(i) lim u,, = lim v, = 0;

(ii) lim u,, = 400 e limv, = 0;

(#i) limu, = 1 e limv,, = 4o0;
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(iv) limu, =1 e limv, = —oc;
entao

lim (up)™ = (limwuy,)™ .

Exercicio 1.14.5 Calcular:

W/n2+n—1 n2+3n—1\"""
li —_— b) li —_— .
@) Hm /=g )lm< nZ +3 )



Capitulo 2

Séries de Numeros Reais

No Capitulo anterior a adi¢ao ficou perfeitamente definida para um nimero
finito de parcelas.

Pretende-se generalizar o conceito de adigao por forma a dar significado
a adigao de infinitas parcelas e de modo a conservar tanto quanto possivel
as principais propriedadesda adicao.

Seria légico esperar que a soma de infinitas parcelas positivas nao desse
um nimero finito. Mas tal facto contradiz alguns fenémenos observaveis no
quotidiano. Exemplo:

Paradoxo de Zenao: Um corredor desloca-se do ponto A para a meta B
a uma velocidade constante.

Seja A1 o ponto médio de [AB], Ay o ponto médio de [A;B], e assim
sucesivamente, designado por 4,11 o ponto médio de [A,,B].

Se o tempo gasto para percorrer AA; for designado por t, serd % o tempo
gasto de A; a As, 2% de Ay a As, ...

O tempo total T', necessédrio para completar a corrida serd a "soma'de
uma infinidade de tempos parciais todos positivos:

tot t
sttt o

T=t
+2 22 2n

+ ..

Se pela "légica"o tempo total fosse infinito o corredor nunca chegaria &
meta. Tal estava em contradicdo com o "observavel"e com a "deducao'"de
otempo total T ser o dobro do que o corredor gastava na primeira metade.

S6 passado cerca de 2000 anos este facto foi explicado com recurso a
teoria das séries.

29
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2.1 Definicao e generalidades

Seja a, uma sucessao de nimeros reais.
A esta sucessdo pode associar-se uma outra sucessao
S, =a1+as+...+ay,

a que chamamos sucessao das somas parciais de a,.

Definigao 2.1.1 (i) Chama-se série ao par ordenado (an,Sy) e representa-

Se por
+oo
E Q.
n=1

Aos nimeros ay, as, ..., Gy, ...chamam-se termos da série e & expressao a, o
termo geral da série.

+o0
(ii) A série E an, diz-se convergente se existir em R (for finito) lim S, = S
n=1
e escreve-se
+oo
E anp =S
n=1

Ao nidmero real S chama-se soma da série.
(iii) Se nao existir em R lim S,,, série diz-se divergente

Observagao 2.1.2 Por vezes é conveniente utilizar séries do tipo

“+o00
Zan comp € 7,

n=p

mantendo-se o mesmo tipo de defini¢ao.

Exercicio 2.1.3 FEstude a natureza das séries:

+o0 +00 +oo ¢
a) Zn ; b)Z(—l)n ; C)ZQ—H, comt € R,
n=1 n=1 n=0

O estudo das séries ¢ composto por duas vertentes:

a) determinar a natureza da série (convergente ou divergente);

b) no caso de convergéncia, calcular a soma da série.

Esta iltima questao apresenta bastantes dificuldades, podendo mesmo
ser impossivel o cédlculo exacto da soma das séries (recorrendo & aproximagao
numeérica).

Vejam-se dois exemplos de séries para as quais se torna possivel calcular
o valor da sua soma, caso sejam convergentes.
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2.2 Série geométrica

“+oo
Definigao 2.2.1 Chama-se série geométrica & série E an, em que a, €

n=0
uma progressao geométrica.

Como ¢é conhecido a sucessao das somas parciais correspondente é

1_7’1,
1 T,comr#l.
—r

Snza()

Como

lim S, = —2 lim (1 —r") = ﬂ, se |r| <1,
-

1—r 1
tem-se que:

Proposicao 2.2.2 A série geométrica converge se e sé se |r| < 1. Neste
caso

2.3 Série de Mengoli

Definigao 2.3.1 Um série é de Mengoli (também designada por decom-
ponivel ou telescdpica) se o termo geral a,, for decomponivel numa diferenca
do tipo

Gp = Up — Upik-

Veja-se a natureza destas séries:
1. Casode k =1:a, =up — upy1

S1 = a1 =u; —up

Sy = a1 +ay=1u —us

Sz = a1+ar+az=u; —us
Sn = U1 — Up+1-

Assim
lim S,, = lim (u1 — Up41) = w1 — lim wy,.

Proposicao 2.3.2 A série de Mengoli é convergente se e $6 seu,, € convergente.
Em caso afirmativo
S = w1 — limu,.
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2. Casode k=2 ap, = up — Uny2

S1 = a1 =u; —u3

Sy = ar+ax=1u; —us+us —uy

S3 = ar+ax+az=u; +ux —us—us
Spn = U1+ U2 — Upq1 — Up2.

Logo
lim S, = lim (u1 + ug — Upt1 — Upt2) = U1 + ug — 2limuy,.

Proposicao 2.3.3 A série de Mengoli é convergente se e 86 se u,, é convergente.
Em caso afirmativo
S =up + ug — 2limu,.

3. Caso geral: a, = up — Upyg

Proposicao 2.3.4 A série de Mengoli é convergente se e 86 se u,, é convergente.
Neste caso
S=ui+..+ur— klimu,.

Exercicio 2.3.5 FEstude a natureza da série

>
n? + 5n + 4

n=0
e calcule a sua soma, se possivel.

O estudo da natureza da série pode ser feito sem recurso & construgao
explicita da sucessao das somas parciais, recorrendo a testes ou critérios de
convergéncia.

Teorema 2.3.6 (Condi¢io de convergéncia de Anasticio da Cunha) A série
+o0
E an € convergente se e sd se a sucessdo das somas parciais é uma sucessao

n=1
de Cauchy, isto é, simbolicamente,

V6 >03dpeN:VkeN, Vn>p=|S,1x — Sn| <9.
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Dem. A demonstragao é uma consequéncia imediata do Teorema 1.10.5.
]
Observacgao 2.3.7 Depreende-se deste teorema que:

1. A natureza de uma série nao se altera se lhe suprimirmos um nimero
finito de termos.

2. A natureza da série nao depende do valor dos seus n primeiros termos.

+oo
Corolario 2.3.8 (Condigao necessaria de convergéncia) Se E an € uma

n=1
série convergente entao lima, = 0.
+o0o
Dem. Seja E an, uma série convergente com lim S, = I.

n=1
A sucessao das somas parciais ¢ dada por S, = a1 + a2 + ... + a, e

Sn_1=a1+as+..+a,_1, paran > 1.
Entao S,, — S,,—1 = a,, e como lim S,, = lim 5,,_1 obtem-se

0 =1lim (S, — Sp—1) = lima,.
[

Observagao 2.3.9 A condi¢do lima, = 0 é necessdria mas nao é sufi-
ctente.
Um exemplo cldssico para este facto é a série harmdnica

400 1
>
n=1

Apesar de % — 0 a série harmdnica é divergente, pois a sucessio das somas
parciais Sp, = 1+ % + ... —1—% nao é uma sucessao de Cauchy (logo nao é uma
sucessio convergente) uma vez que

1 1 1 1
Sop =S8 = (14 +-+— 4+ — ) —(14+.+=
|Sa2r, — Shl ‘<+ +n+n+1+ +2n> <+ +n>‘
= L
 n+1 77 20| nm+l T 2n
1 1 1
— =" _2 vpeN.

n+n+m+2n n 2
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Exercicio 2.3.10 Prove que a série

+o0 1 n
;<1+n>

é divergente.

2.4 Propriedades algébricas das séries

Alguns resultados que permitem avaliar a natureza das séries resultam das
suas operagoes algébricas.

+oo +oo
Proposigao 2.4.1 (i) Sejam Zan e an duas séries convergentes de
n=1 n=1
+oo
somas A e B, respectivamente. Entdo a série Z (ap, + by,) é convergente e
n=1
a soma é A+ B.
+oo
(ii) Se Z an € uma série convergente de soma A, para cada X € R, a série
n=1
+oo
Z (Aay,,) é convergente para AA.
n=1

Dem. (i) Represente-se por S/, e SI as sucessoes das somas parciais das

+oo +oo
séries Z an € Z bn, respectivamente. Entao
n=1 n=1
Sp = (a1+0b1)+ (a2 +b2)+ -+ (an +by)

= (aa+-4a)+Or+-+b)=8,+S, - A+B.

+0o0
Pelo que S, é convergente para A+ B e, portanto, Z (an + by) € convergente
n=1
e tem por soma A + B.
+oo
(ii) Seja S} a sucessao das somas parciais da série Z Aap e Sy ade

n=1
“+o00
E Q.
n=1
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Entao

Sr=Xa1+ -+ Aap =A(ag + -+ an) = AS, — AA.

]
+00 +00
Observagao 2.4.2 Caso ambas as séries Z an € Z by, sejam divergentes,
n=1 n=1
+00
a série Z (an, + by) pode ser convergente ou divergente.
n=1
Exemplos:
+0o0 +oo
1. As séries Z(—l)" e Z (=)™ sdo ambas divergentes e contudo
n=1 n=1
+oo
Z [(—1)" + (—1)"“} =0 é convergente.
n=1
+oo +o00o +oo +00
2. As séries Z ne Z 2n sao ambas divergentes e Z [n+2n] = Z 3n
n=1 n=1 n=1 n=1
é divergente.
+oo +oo
Observagao 2.4.3 Poder-se-ia esperar que sendo Zan e an conver-
n=1 n=1
+oo

gentes, a série "produto ”g (an X by) também fosse convergente. Contudo
) n=1
tal ndo se verifica.
Os préximos resultsdos darao alguma informacao sobre os casos em que
é possivel a priori estabelecer a natureza da série "produto".

2.5 Séries de termos nao negativos

—+o00
Uma série Z an diz-se de termos nao negativos se a,, > 0, Vn € N.

n=1
Tendo-se apenas a, > 0, para n > p, esta série é da mesma natureza que

uma série de termos nao negativos, pois a natureza da série nao depende
pos primeiros p termos.

Neste tipo de séries o estuda da convergéncia ou divergéncia torna-se
mais simples, uma vez que permite estabelecer virios critérios de convergéncia.
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+00
Proposigcao 2.5.1 Uma série de termos positivos g an é convergente se e

n=1
S0 se a sucessao das somas parciais é majorada.

Dem. Observe-se que sendo a,, > 0, Vn € N, entao a sucessao das somas
parciais S, = a1 + - - - + a, é crescente.
Portanto S,, serd convergente se e s6 se for majorada. ®

+0o0 “+oo
Teorema 2.5.2 (Critério de compara¢ao) Sejam Zan e an séries de
n=1 n=1

termos nao negativos e tais que a, < b, para n > p. Entao:

+oo +00
a) Se E bn é convergente entao g a, € convergente.
n=1 n=1

+00 oo
b) Se Z an € divergente entdo Z b, é divergente.

n=1 n=1

Dem. Podemos supor a, < b,, Vn € N, que nao hé perda de generali-
dade (pois a natureza da série ndo depende dos primeiros p termos).
Considere-se

Apn=a1+--+a, € B,=bi+---+0by,

as respectivas sucessoes das somas parciais. Entao A,, < B,, Vn € N.
a) Pela Proposigao 2.5.1,

“+00
Z b, é convergente < B,, é majorada < B, < B (B S R+) .

n=1

“+o00
Assim, como a, < by, Vn € N, entao A, < B, < Be A, ¢ majoradas Z an
n=1
¢ convergente.
—+00
b) Se Z an € divergente entdao A, — +o0 <= A4, > A (VA € R).

n=1
Entao A < A,, < B,, e B, — +0o0 porque B, > A (VA € R) ,.pelo que
+00
Z b, é divergente. m

n=1
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Exemplo 2.5.3 1. (Séries de Dirichlet) Se « € R e a <1 entdao a série

+o0o

1 .
E — ¢ diwvergente.
nOt
n=1
“+oo “+oo
Como a série E % ¢ divergente, pelo critério de comparagao (b), E n%
n=1 n=1

é divergente para o < 1.

—+00
2. A série g n% é convergente, porque n® > n? — 1, # < n21_1 (n>1).
n=1

+oo
Como a série g ﬁ é uma série de Mengoli convergente, entdo pelo

n=1
+00
critério de comparagao (a), E # é convergente.
n=1
+oo
3. Para o > 2 a série n% é convergente, pois n® > n2,. n% < #
n=1
“+oo +oo
Como g le ¢é convergente, entdo pelo critério de comparagio (a), g n%
n=1 n=1
é convergente para o > 2.
+oo
Considere-se a série g T
n=1

Aqui nao é possivel aplicar o critério de comparagao pois os termos da
série nao sao nao negativos,.
E necessédrio o conceito de convergéncia absoluta.

“+o0o
Definicao 2.5.4 Uma série Zan diz-se absolutamente convergente se

n=1

+o0
Z |an| € convergente.

n=1

A relag@o entre estes dois tipo de convergéncia pode ser expressa no
seguinte resultado:

Teorema 2.5.5 Toda a série absolutamente convergente é convergente.
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+oo +o0o
Dem. Seja g an uma série absolutamente convergente, isto é, E |an|
n=1 n=1
¢ convergente.
+oo +o0o
Além disso E an| < g lan|, porque |a; + -+ an| < lai| + -+ + |ay]
n=1 n=1
e passando ao limite em ambos os membros da desigualdade.
+oo
Como 0 < ap + |ay| < 2]ay| e a série E 2|ay,| € convergente, pela
n=1
+oo
Proposicao 2.4.1,.entao pelo Teorema 2.5.2, a), a série E (an + |an]) é con-
n=1
vergente.
+oo +o0 +oo
Assim g an = g (an + |an]) — g la,| é convergente. m
n=1 n=1 n=1

—+00
Observagao 2.5.6 Uma série g an, pode ser convergente sem contudo ser

n=1
absolutamente convergente. Nestes casos a série diz-se simplesmente convergente.

+0o0
Exemplo 2.5.7 Na série g G5 tem-se que
n=1
sen n 1
< —, ¥Ynel.
A AL
+0o0
Como 2% ¢ uma série geométrica convergente (razao %) , entdo pelo
n=1
“+oo “+o0o
critério de comparagio (a) a série E ’862# é convergente e e €
n=1 n=1
—+o00

absolutamente convergente. Finalmente pelo Teorema 2.5.5, Z 25 € con-

n=1
vergente.

Os dois resultados seguintes referem-se a4 natureza de séries cujo termo
geral é o produto de duas sucessoes:
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+oo
Teorema 2.5.8 (Teorema de Dirichlet) Se g an €é uma série (nao neces-
n=1
sariamente convergente) com a sucessao das somas parciais limitada e b, é
uma sucessao decrescente que tende para zero entdo

+o00
Z (an X by) €é convergente.

n=1
Dem. 1° Passo: Provar por indug¢ao que, para S, = a1 +- - - + a,, se tem

aiby + - +anb, =
S1(by —ba) + Sa(ba —b3) + -+ Sp—1 (bn—1 — bn) + Spbn, Vn € N.

Para n =1, a1b1 = S1b1 é verdade.
Admitindo a igualdade verdadeira para n = p verificar paran =p+1:

aiby + -+ apbp + apii1bpyr =
[S1(b1 —b2) + -+ + Sp-1 (bp—l - bp) + Spbp] +
apt1bp1 + (Spbpt1 — Spbp+1)
=51 (bl - b2) +ot Sp—l (bp—l - bp) + Sp (bp - bp+1) + (ap+1 + Sp) bp+1
=51 (bl - b2) +ot Sp (bp - bp+1) + 5’p+1b1n+1-

2¢ Passo: Passando ao limite
lim (a1by + -+ + anbp) =lm > S; 1 (bi-1 — b;) + lim Sy by
i=2

Os dois limites do segundo membro existem porque:

e S,b, — 0, pelo Teorema 1.8.3;
—+00

e a série Z Si—1 (bi—1 — b;) € convergente.pois
i=2

1Si—1 (bi—1 — bi)| = [Si-1| (bi—1 — b;) < M (bi—1 — b;)

—+00
e E (bi—1 — b;) é convergente.pois é uma série de Mengoli com b,

i=2
convergente.
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“+00
Entao a série Z Si—1(bi—1 — b;) é absolutamente convergente. Logo
=2
1 +OO
lim (a1by + - - - + apby) € finito pelo que a série Z (anby) € conver-
n=1

gente.

+00
Fortalecendo a hipétese sobre Z a, e enfraquecendo a condicao sobre
n=1
b, obtem-se:
+oo
Teorema 2.5.9 (Teorema de Abel) Se Zan ¢ uma série convergente e

n=1
by, > 0 é uma sucessao decrescente (nao necessariamente com limite zero)

entao
—+oco

Z (an X by) € convergente.

n=1

Dem. Como b, ¢ monétona e limitada (0 < b, < by, Vn € N) entdo é
convergente, isto é, tem limite. Seja b esse limite.

A sucessao (b, — b) é decrescente e (b, —b) — 0.
+o00

Como a série E a, € convergente, a respectiva sucessao das somas par-

n=1
ciais élimitada, pelo que se pode aplicar o Teorema 2.5.8 e garantir que
+oo
Z [y, (bn, — b)] € convergente.
n=1

Como apb, = ay, (b, — b) + ba,, entdo

+o0 +o00
Z (anbn) = Z [an (b, — b) + bay] € convergente.
n=1 n=1

2.6 Séries alternadas

Se os termos da série nao tém sinal fixo, isto é, vao alternando o sinal, a

série serd do tipo
—+00

Z (_1)n bn, (bn > 0) )

n=1
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a série diz-se alternada.

O estudo da natureza deste tipo de séries faz™ se com recurso & convergén-
cia absoluta ou se se pretender apenas a convergéncia simples ao critério de
Leibniz:

Teorema 2.6.1 (Critério de Leibniz) Se b, > 0 é uma sucessao decrescente
com limite zero entao

+o0o
Z (—=1)" b, é convergente.

n=1

+oo
Dem. A asucessao das somas parciais da série E (—1)" é limitada (em-

n=1
bora nao convergente). Como b,, ¢ uma sucessao decrescente com lim b,, = 0,

entao fazendo no Teorema 2.5.8 a,, = (—1)" obtem-se o resultado pretendido.
[

Observagao 2.6.2 A condicao de b, ser decrescente para zero ndo pode ser
retirada.
Sem a monotonia de b, a série pode divergir.

Exercicio 2.6.3 Prove que a sucessio b, = = [2+ (—1)"] tende para 0 mas
nao é mondtona e a série

+oo 1
> 1) 2 (1]
n=1
é divergente.
400
Resolugao: Suponha-se, com vista um absurdo, que a a série Z (D" L2+ (-1)"]
n=1
¢ convergente.
Entao a série
+oo +oo +o0
1 2 2 1
O MRS S EICUEE
n=1 n n=1 n n=1 n n

seria convergente pela Proposicao 2.4.1. Ora isto é absurdo porque a série
harménica é divergente.
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Exercicio 2.6.4 FEstude a natureza da série

+o00 1
Z(—l)nﬁ-
n=1

+o0
Resolucao: A série Z (-=1)" % nao é absolutamente convergente pois

n=1

+o0 1 o0 1
D=
n=1 n=1

Pelo Critério de Leibniz a série é convergente.
Logo a série é simplesmente convergente.

Observagao 2.6.5 FEste exercicio prova que a reciproca do Teorema 2.5.5
nao é verdadeira, isto é, existem séries convergentes que mao sao absoluta-
mente convergentes.

2.7 Critérios de convergéncia para séries de ter-
mos nao negativos

Além dos critérios ja apresentados, indicam-se de seguida uma coleccao de
critérios para séries de termos nao negativos.

Teorema 2.7.1 (Coroldrio do critério de comparagao) Se a, > 0, b, > 0,
VneNe

Qn

lim— =1, (0<I<+00)
bn,
“+oo +00
entao as séries Z a, € Z b, sdo da mesma natureza.
n=1 n=1

Dem. Aplicando a definigao de limite a sucessao 3™, obtem-se

m

V5>03pEN:n>p:>l—5<Zl<l+5.

n

Fixando ¢ tal que 0 < ¢ < [ tem-se, para n > p,

b (1 — 8) < an < by (1+6).
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+oo “+oo

Pelo Teorema 2.5.2, se an ¢é divergente entao Zan é divergente, e se
n=1 n=1

+o0o +oo

Z b, é convergente entao Z an € convergente. ®

n=1 n=1

Exemplo 2.7.2 A série

é divergente porque

“+oo
14 g
e g — € divergente.

n=1

Observagao 2.7.3 A aplicacdo do teorema anterior exige que a natureza
de uma das séries seja previamente conhecida. Para tal vejam-se os dois
resultados sequintes:

Teorema 2.7.4 (Critério da condensagio de Cauchy) Sejam a1 > ag >
+oo

ag > ... > 0. Entao E an, converge se € SO se

n=1

“+00
Z 2ka2k = a1 + 2a9 + 4a4 + 8ag + ... for convergente.
k=0

Dem. Sejam S, e T} as somas parciais das duas séries, isto &,

Sp = a1+ +ap
T = a1+ 2a+4ag+ -+ 2%aq.
Para n < 281 — 1, tem-se
Sp = a1+ (ag+a3z) + (ag + a5 + ag + a7) +

...+(a2k+...+a2k+1_1)
< a1+2a2+4a4+--~+2ka2k=Tk.
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+o0
(«<=) Assim se ZQka2k é convergente entao, pela Proposi¢ao 2.5.1 T}
k=0
¢ majorada.

Como para qualquer n existe k € Ny tal que n < 281 — 1, tem-se que
“+oo

Sn < Tk, pelo que S, é majorada e, pela Proposicao 2.5.1, a série Z an €

n=1
convergente.
+oco
(=) Suponha-se que Z ay € convergente. Para n > 2F, tem-se
n=1
Spn = a1+ +ay
> a1 +az+ (a3 + aq) + (a5 + ag + ar +ag) +
s (a2k+1+1 oot a2k)
1 h1 1
> §a1+a2—|—2a4—|—4a8—|—-~-+2 Aok = §Tk,
+0o0
pelo que Ty, < 25,. Como Zan é convergente entao S, é majorada pelo
=1

n oo
que T}, também é majorada. Pela Proposicao 2.5.1, a série Z 2Faqr & con-

k=0

vergente. H
+oo
Coroldrio 2.7.5 A série de Dirichlet Z n% é convergente se e s6 se o > 1
n=1

(a € R).

Dem. Para a <0, n% nao é um infinitésimo, logo pelo Corolério 2.3.8,
a série é divergente.
Para a > 0 a sucessao # estd nas condigoes do teorema anterior. Assim

—+00 “+00
para b, = 2"aon = Q”W = 2(l=)n 5 série an = ZQ(I_Q)” é uma
n=1 n=1

série geométrica de razao 217, que converge se, e s6 se, 1 — a < 0, isto &,
a>1. =m

Em situacoes em que o limite apresente algumas dificuldades ou nao
exista, pode optar-se pela comparacao das razoes entre dois termos consec-
utivos.
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Teorema 2.7.6 (Critério da comparagdo das razées) Sejam ayn, b, > 0 e,
a partir de uma certa ordem p,
an+1 bn+1

<
Qan by,

Entao:

“+o0o +oo
a) Se E by, é convergente entao g an € convergente.

n=1 n=1
+oo +oo
b) Se Z an € divergente entao Z b, é divergente.
n=1 n=1
Dem. A desigualdade da hipétese é equivalente a

Ap41 < QAn,

bn+1 - bn

0 que prova que a sucessao 3* ¢ decrescente, a partir de uma certa ordem
n

p, pelo que é majorada por Z—g, para n > p. Ou seja, Z—: < Z—i e ap < an—Z,
para n > p.
Aplicando o Teorema 2.5.2 obtem-se a conclusao pretendida. =

Exercicio 2.7.7 Estudar a natureza das séries
—+00
1 1x3 1x3x5 _ 1x3x--x(2n—1)
a) 3+ 351t axg o= Ixdx % (2n)

n=1

+oo
b). Y HEUT
n=1

Teorema 2.7.8 (Critério da razdo) Seja a, > 0.

a) Se existe um numero v tal que 0 < r < 1 e 4 < 7 a partir de uma
n
+oo
certa ordem, entao E an € convergente.
n=1
+oo

b) Se a partir de uma certa ordem, aZ—:l > 1 entao Z an € divergente.

n=1
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+oo
Dem. a) Aplicando a alinea a) do teorema anterior as séries g G, €
n=1
+oo
g r™, em que a segunda é convergente porque é uma série geométrica com
n=1
|r| < 1, pois
n+1
a T
ntl < =T
Ay, rm
+oo +oo
b) Aplicando a alinea b) do Teorema 2.7.6 as séries g an € g 1, sendo
n=1 n=1
“+o0o
esta divergente. Como “2+L > 1 entéo E a, € divergente. ®
n
n=1

Teorema 2.7.9 (Critério de D’Alembert) Se ap >0 e lim “2= =1, finito
ou 400, entao

+oo
a) Sel <1, entao Zan é convergente.

n=1

+oo
b) Sel>1 entdo Zan ¢ divergente.

n=1

Dem. a) Pela definigao de limite,

V5>O,Elp€N:an+1 <140, paran > p.

n

Como [ < 1, escolha-se § suficientemente pequeno de modo que [ + 6 < 1.
“+o00

Aplicando o Teorema 2.7.8 com r = [ + § < 1 conclui-se que Zan é

n=1
convergente.

b) Pela defini¢ao de limite,

V5>O,E|p€N:l—5<an+l, para n > p.

Qan

Como [ > 1, escolha-se § > 0 de modo que [ —§ > 1. Assim QZ—T >[—0>1
“+o0o
e pelo Teorema 2.7.8 a série Z an € divergente. m

n=1
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Observagao 2.7.10 Sel =1 este critério ndo é conclusivo, contudo se

. Qp41
lim 2t — 1+

Gnp,

decorre do teorema anterior que a série é divergente.

+oo
Exercicio 2.7.11 (i) Prove que a série g 1 ¢ convergente.

n=1
(ii). Discuta a natureza da série

IXAmp)

nn
n=1

em func¢do do pardmetro \.

Teorema 2.7.12 (Critério da raiz) Seja a, >0 Vn € N. Entdo

—+o00
a) Se ¥a, <r, comr <1, a partir de uma certa ordem, entdio Zan é
n=1
convergente.
—+00
b) Se {/a, > 1, para uma infinidade de valores de m,. entdo Zan é
. n=1
divergente.
“+o00
Dem. a) Como {/a, < r entdo a, < r", paran > pe Z r" & conver-
n=1
“+o00
gente,.porque r < 1, entao, pelo Teorema 2.5.2, Z an é convergente.
n=1
b) Se /a, > 1 para uma infinidade de valores de n entao lima, # 0.
“+o00
Logo Z an € divergente. m
n=1

Teorema 2.7.13 (Critério da raiz de Cauchy) Seja a,, > 0 Vn € N e
suponhamos que lim ¥a, =1, finito ou +00. Entdo

+oo
a) Sel<1, Zan é convergente.

n=1
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+o0o
b) Sel>1, Zan é divergente.

n=1

Observagao 2.7.14 Sel =1 este critério nio é conclusivo.
Dem. a) Pela definigao de limite,
V6 >0,dp e N: ¥Ya, <l+§, paran > p.

Como [ < 1, escolhe-se § > 0 suficientemente pequeno tal que [ +6 < 1 e
em seguida escolhe-se tal que r =1+ 9 < 1.

Assim {/a, <1 e, pelo Teorema 2.7.12, a série ¢ convergente.

b) Pela defini¢ao de limite,

Vo >0,peN:1—-§< a,, paran > p.

Como [ > 1, escolhe-se § > 0 tal que [ — § > 1 e, assim /a,, > 1. Pelo
Teorema 2.7.12, a série é divergente.
Se | = +00, pela definicao de limite,

Vo>0,peN:n>p= ¥Ya, >1I.
Em particular para d =1, /a, > 1. =

+o0o
Exemplo 2.7.15 (i) A série Z \/1? é convergente porque, pelo critério da
n=1

raiz de Cauchy

1 1
lim { =lim—==0
\/nn \/ﬁ
(ii). Para a série
+o0
>
n=1 [3 + (_1)n]2n

nao € possivel calcular

n

Bty By o

porque o limite nao existe. Contudo decompondo a série e pode calcular-se
0s dois sub-limites:

. 1 _ 1
n par, hm m = 1167
n impar, lim BT 4

Como ambos sao menores que 1, entio a série convergente.
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2.8 Resto de uma série

Ao aproximarmos a soma de uma série pela soma se alguns termos, comete-
se um erro.

“+oo
Definigcao 2.8.1 Dada uma série Z an, chama-se resto de ordem p a série
n=1
“+oo
Z an:ap+1+ap+2+---:Rp.
n=p+1
Como
—+00
Y an=(atazt--ta)+R,
n=p+1

observa-se que o erro cometido ao tomar para valor da soma da série, a soma
dos primeiros p termos é I2,,.

No célculo aproximado interessa conhecer majorantes dos erros cometi-
dos nas aproximagoes feitas.

Nas séries de termos positivos existem alguns resultados que majoram o
resto:

Teorema 2.8.2 Sep e N, a, >0 Vn €N, e existir um nimero k, tal que

a
ntl <k, <1, paran>p+1,
Qn
entao a
R, < 2
P=1—k,
+oo
Dem. Pelo Teorema 2.7.8, a série Z an é convergente. Por outro lado
n=1
Rp = Qap+1 + ap42 + ap+3 + -

ap+2 | Op+3
e ap+1<1+p+p+>
Gp+1  Ap+1

Por hipétese

Ap+4-2 ap+-3 ap+3 Gp+2
D+ < ke p+3 _ Gp+3 Opt2 (k)2
ap+1 ap+1 ap+2 Ap+1

ap+4

3 . .
< (kp)® e assim sucessivamente.

Andlogamente —2= <
Gp+
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Entao

1

Ry < api1 <1+kp+ (kp)2+(kp)3+---> = aps1y—
P

|
Outro resultado para séries de termos nao negativos:

Teorema 2.8.3 Sea, >0 Vn €N, e existir um nimero k, tal que /a, <
k, <1, paran > p+ 1, entdao

kp—l—l
R, <t —.
1—kp
+oo
Dem. A série Z an, ¢ convergente pelo Teorema 2.7.12. O erro
n=1
Ry = api1+aprotapzs+---
1 2 3 K
< (lfp)p+ <1+kp+(kp) + (kp) +> = 1 . L
— fp

]
Para séries alternadas, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 2.8.4 Seja ap, > 0 uma sucessao decrescente com limite zero e
+00

R, o resto de ordem p da série Z (—=1)" ay. Entao

n=1

Ry < apa.
Dem. Pelo Teorema 2.6.1, a série é convergente e

Ry = (=" api1 + (=12 apio + -

1
P tem-se

Multiplicando por (—1)
(_1)p+1 Ry = (ap+1 — apt2) + (apt3 — apta) + -+

e como a, é uma sucessao decrescente entao cada diferenga é nao negativa e

(—1)P* R, > 0. (2.8.1)
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Por outro lado
B [(_1)17“ Ry — apt1| = (apt2 — apt3) + (apra — apys) +--- 2 0.

Ou seja,
(_1)p+1 Rp < ap+1,

e, por (2.8.1),
0< (_1)p+1 Ry < apyu,

pelo que |R,| < apii. ®

+o00
Exemplo 2.8.5 Se para soma da série Z (—1)"% tomarmos o nimero
n=1
1+ L 1 + -
2 3 4

comete-se um erro Ry, tal que |Ry| < 1.

o1
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Capitulo 3

Funcoes reais de variavel real

3.1 Limite de uma funcao

Recordando a defini¢ao de limite de uma funcao num ponto:

Definigao 3.1.1 Sejam X C R, f: X — R uma fungao real definida em
X e a um ponto de acumulagdo de X. Diz-se que b € R é o limite de f(x)
no ponto a e escreve-se f(x) — b quando r — a ou

lim f(z) = b,

r—a

quando
V6>03e>0:VeeX, |[x—a|<e=|f(x) —b| <.

Intuitivamente limf(z) = b:
r—a

e significa que f(x) estd arbitrariamente préximo de b quando z estd
suficientemente perto de a.

e nio d4 informagao sobre o valor de f(x) no ponto a, isto ¢, sobre f(a).

Exercicio 3.1.2 Prove por defini¢do que

lim (332 —|—4) =a®+4.

r—a

Também é possivel formular a nocao de limite de uma funcgao recorrendo
a sucessoes:

53
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Teorema 3.1.3 (Heine) Sejam X C R, f : X — R |, a um ponto de
acumulagao de X e b € R Entao limf(x) = b é equivalente a dizer que
T—a

lim f(zy,) = b para todas as sucessoes x, € X\{a} tais que x,, — a .
Dem. (=) Suponhamos que limf(x)=b.
r—a
Seja x, uma sucessao tal que z, — a. Entdo, a partir de uma certa
ordem n > p, |z, — a| < €. Pela Definigao 3.1.1,
|f(zn) —b] <, paran >ped >0 fixo,

o que prova que lim f(x,) = b.

(«<=) Considere-se que lim f(z,) = b para todas as sucessoes sucessoes
zn € X\{a} tais que z,, — a.

Suponhamos, por contradicao, que xli)rgl f(z) # b. Entao

30>0:Ve>0, |[z—a|<ee |f(z)—0b] >4,

para um certo x € X que depende de €.
Entao se para cada n € N fizermos € = % e designarmos o correspondente
T por x,, obtem-se uma sucessao x, tal que

1
0<‘xn_a|<ﬁe ’f(l'n)—b‘Z(s,

isto é,
Tp — @, Ty #a e lim f(z,) #D,

o que contradiz a hipétese. m

Exercicio 3.1.4 Verifique se existe

1
lim (2 + sen) .
z—0 xX

Resolugao: Para todos os pontos da forma x = § + 2nm, n € N, tem-se
sen (x) = 1.
Considerando a sucessao

tem-se

Ty =——"— ¢ x, — 0.
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Para f(z) = 2+ sen’ obtem-se
™
f(zn) =2+ sen (5 + 2n7r> =3.

Analogamente, definindo yi = 37” + 2nm temos

3
Yn = —>Oef(yn):2—|—sen(27r+2mr):1.

37” + 2nm
Assim pelo teorema anterior ha uma contradicao, pois , — 0 ey, — 0 e
contudo as suas imagens tendem para valores distintos.

Algumas propriedades dos limites das fungoes reais de varidvel real estao
resumidas na préxima proposigao:

Proposicao 3.1.5 Sejam f,g,h: X CR — R e a um ponto de acumulagao
de X.

~

. (Unicidade do limite) Se existir limf(x) entdo é unico.
r—a

2. Se f(z) = g(x), Vo € V.(a) N X e existem limf(z) e limg(z) entao

r—a

lim f(x) = limg(z).

r—a r—a

3. Se limf(x) < limg(z) entdo existe € > 0 tal que

r—a r—a

fz) < g(2), Yz € Ve(a).

4. Se f(x) < g(x), Vo € Vz(a) N X entao

lim f(x) < limg(z),

r—a r—a

caso existam os respectivos limites.

5. Seh(z) < f(z) < g(x), Vo € Vo(a)NX e se limh(x) = limg(z) entdo

r—a Tr—a

lim f(z) existe e
r—a

limh(z) = lim f(z) = limg(x).

Tr—a Tr—a r—a
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Dem. 1. Suponhamos que existem dois valores para limf(x). Isto &,
T—a

limf(z) =0 e limf(x)=10".

r—a Tr—a
Entao para cada cada § > 0 existe ¢ > 0 tal que

0

F@) b <y e |f@)-v| <3,

desde que z € X e [z —a| < e.
Escolhendo um valor de x nestas condicoes tem-se

p—=V| = [b—fx)+ f(z) V| <o~ fl2)|+|f(x) = V|
o 9

para V§ > 0, o que implica b = b'.
2. Tomando z tal que |z — a| < ¢, tem-se
|f(z) = bl = |g(z) —b] <9,
para qualquer 6 > 0. Logo

lim f(z) = limg(z).

r—a r—a

3. Seja limf(z) = b < limg(z) = ¢ e escolha-se § > 0 tal que 0 < § <
r—a r—a

%b, ou seja tal que b+ < ¢ — 0.
Entao, existe e > 0 tal que x € V(a) N X e

b—d6< f(z)<b+d e c—0<g(r)<cH+é.
Em particular
flz)<b+d<c—0d<g(x), Ve € Vo(a)NX.

4. Resulta directamente das alineas 2. e 3.

5. Aplicar argumentos semelhantes & demonstragdo do Teorema 1.9.3.
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3.2 Limites em R

A nocao de limite pode estender-se ao caso em que a = +00 e a situagoes
em que o valor do limite é +oc.

Definicao 3.2.1 Sejam X C R, f: X — R e a um ponto de acumulacdo
de X.

(i) Diz-se que lim f(z) = 400 quando para qualquer L > 0 existe € > 0 tal
r—a

que para x €la —e,a + [N (X \{a}) se tem f(x) > L.
Simbolicamente quando

VL>03>0:VeeX, 0<|z—a|]<e= f(z)> L.

(ii) Analogamente

limf(x) =—c0o < VL >03 >0Vr € X,0< |z —a| <e= f(x) < —L.

r—a

Exercicio 3.2.2 Prove por defini¢cdo que

lim
r—0

5 = 400.
T4 —x

Definicao 3.2.3 Seja X C R.

(i) Se X é uma parte nao majorada de R, f : X — R e b € R, diz-se que
lim f(x)="> se

T—-+00

Vo6>03zgeR: Ve e X, o >ux9 = |f(x) — b <.

(ii) Se b= +o0 entdio liI_’I_l f(z) =400 se

T— 100

VL >03dzgeR: Ve e X, v >z9= f(z) > L.

(iii) Se X é wma parte nao minorada de R, define-se de modo andlogo
lim f(z)=b, lim f(z)=+occ e lim f(z)= —oo.

Exercicio 3.2.4 Mostre, por definicdo, que

. 22 —8x+3
lm ——m— =

1.
z—too 22 —4
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Note-se que quando X = N a funcdo f é uma sucessao real e esta
definigao é equivalente a definicao de limite de uma sucessao.

Assim as propriedade algébricas enunciadas para os limites de sucessoes
permanecem vélidas para funcoes.

Proposigao 3.2.5 (Propriedade algébricas dos limites) Admitindo que lim f(z) =
r—a
b e limg(z) = ¢, tem-se que:
r—a

1. lim (f+g)(z) =b+¢

Tr—a

2. lim (f x g) (z) =b X ¢

r—a

3. Tim |f(x)] = o

r—a

4. lim 1@ —

z—ad(®)

5. lim |h(z)] =0 <= limh(z) =0

Tr—a r—a

oo

, sec#0.

Dem. As demonstrages sdo andlogas as utilizadas no Teorema 1.9.1.
]

Exercicio 3.2.6 Considere a fun¢io f : R\{0} — R dada por

f(@) =z sen <;> .

Calcular lirr(l)f(x).

3.3 Limites laterais

Os limites laterais reforcam a informagao sobre o comportamento da fungao
quando os objectos se aproximam de um certo ponto.

Definigao 3.3.1 (i) Seja a um ponto de acumulagao de X para valores
maiores que a. Chama-se limite lateral de f a direita de a , notando-se

f(a™) ou lim+f(x) =b, se
Vo>03e>0:zeX,a<x<a+e=|f(x)—b| <.

(ii) Analogamente, chama-se limite lateral de f & esquerda de a , notando-se
f(a™) ou lim f(z) =0, se
r—a

V6>03e>0:zeX,a—ec<z<a=|f(z)—0bl <.
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Observagao 3.3.2 Se a um ponto de acumulagcao de X entao

limf(z) =b <= lim+f(x) = lim f(z) =0b.

r—a r—a T—a~

Exercicio 3.3.3 Calcule, se existir, hmlf(a:) sendo
Tr—

—|—% se x>1
—22 se xz<1.

fo={ §

3.4 Funcoes continuas

Geometricamente, uma fungao é continua num ponto se, nesse ponto, nao
houver saltos.

Definigao 3.4.1 Considere-se X CR, f: X =R ea € X.
A funcao f é continua em a quando lim f(x) = f(a), isto é,
Tr—a

V6>03e>0: VeeX, [z—a|<e=|f(x)— f(a)] <.

Observagao 3.4.2 Se a é um ponto isolado, a fungdo f é necessariamente
continua em a, uma vez que, tomando ¢ > 0 tal que Ve(a) N X = {a} a
condi¢io |x — a| < e => x = a e obviamente se verifica

If(z) = f(a)] =0< 6, ¥6 > 0.

Exercicio 3.4.3 Considere a func¢do real de varidvel real definida por

2342
m(z) = — se T #2
3k+2 se x=2.

Determine o valor do parametro k de modo a que a func¢do seja continua em
R.

3.5 Continuidade lateral
Definicao 3.5.1 Seja a um ponto de acumulacdo de X e f: X — R.

(i) f(z) diz-se continua a direita de a se

lim f(z) = f(a).

z—at
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(i) f(z) é continua & esquerda de a se

lim f(z) = f(a).

Tr—a~

Observagao 3.5.2 Se f(x) é continua em a entdo f(x) é continua & es-
querda e a direita de a.

As propriedades algébricas das fungoes continuas num ponto podem sin-
tetizar no préximo resultado:

Proposicao 3.5.3 Sejam f,g: X — R duas fun¢des continuas num ponto
de acumulacao a de X. Entao:

Q) (f+9), (fxg),|f] e (=f) sao fungdes continuas em a;
(ii) g é continua em a se g(a) # 0.

Dem. Resulta directamente das propriedades algébricas dos limites. m
Proposicao 3.5.4 (Continuidade da fung¢ao composta) Considere-se ¢ :
DCR—-Ref:ECR—R duas fungoes tais que ¢ (D) C E.

Se ¢ é continua em a € D e f é continua em ¢ (a) € E entdo (fop) é
continua em a.

Dem. Pretende-se provar que ;13}1 (fop)(xz)=(fogp)(a).

Seja x, € D uma sucessao tal que x,, — a, por valores diferentes de a.

A sucessao correspondente ¢(z,) — ¢(a) porque ¢ é continua em a. Por
sua vez a funcdo f transforma a sucessdo ¢(zy) na sucessao f[o(z,)] que
converge para f [¢(a)] visto que f é continua em f [p(a)].

Entao qualquer que seja a sucessao x,, — a, temos que

(fow) (n) = fle(xn)] — flp(a)],
isto &, lim (fo ) (z) = (fop)(a) m

Observagao 3.5.5 Da proposicao anterior resulta a possibilidade de per-
mutar a passagem ao limite com a funcdo, isto é,

lim £ [p(2)] = f [limp ()]

r—a
E esta propriedade que permite o calculo

5T 1

=sen|— | ==.

6 2

us us
N N
r—3 r—=3

lim sen (23: + %) = sen llim (2:1: + %)
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3.6 Continuidade num intervalo

Definigao 3.6.1 (a) A fun¢ao f: D C R — R diz-se continua no intervalo
la,b[C D se e sé se for continua em todos os pontos desse intervalo.
(b) A fungao f é continua no intervalo [a,b] C D se:

e [ ¢é continua a direita de a;
e f é continua em ]a,bl;
e f é continua o esquerda de b.
Exercicio 3.6.2 Determine X e u de modo a que a fun¢io

24X se <0
f(x) = xf%;“jrg se 0<z<l1
1-3p  se z>1

seja continua no intervalo [0, 1].

3.7 Descontinuidades
Definigao 3.7.1 Seja f : D C R — R.

(i) O ponto a € D é um ponto de descontinuidade se f(x) nao é continua
em a.

(ii) A funcgao f tem uma descontinuidade de 1* espécie em a se f(x) nao é
continua em a e admite limites laterais finitos.

(iii) Um ponto de descontinuidade diz-se de 2* espécie se pelo menos um
dos limites laterais em a é infinito.

Por vezes é conveniente definir o salto de f :

Definigao 3.7.2 Chama-se salto de f : D C R — R num ponto a € D, que
admite limites laterais f(a™) e f(a™) a

e o(a) = max{|f(a™) — f(a)|,|f(a”) — f(a)|}, caso existam ambos o0s
limites laterais;

o(a) = |f(a™) = f(a)| ou o(a) = |f(a™) — f(a)| se existirem apenas
f(at) ou f(a™), respectivamente;
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e g(a) =0, sea é um ponto isolado.

Exercicio 3.7.3 Determine e classifique os pontos de descontinuidade de

T , x> 2
flz)={ —2?+2z , 0<z<2
1 z < 0.

T H

Em cada ponto de descontinuidade calcule o salto de f.

3.8 Teoremas fundamentais sobre continuidade

Teorema 3.8.1 (de Bolzano ou do valor intermédio) Se f : [a,b] — R é
uma fungdo continua em [a,b] e k é um valor compreendido entre f(a) e
f(b) entao existe pelo menos um valor ¢ €]a, b tal que f(c) =k .

Dem. Suponhamos que f(a) < f(b) e f(a) <k < f(b).

Divida-se o intervalo [a,b] ao meio. Dos dois intervalos obtidos seja
[a1,b1] o que verifica f(a1) < k < f(b1).

Se verificarem os dois subintervalos escolhe-se arbitrariamente um deles
para [a1, b1].

Por nova divisdo ao meio do intervalo [a1,b;1] obtém-se dois intervalos.
Seja [ag,be] o intervalo que verifica f(az) < k < f(b2). Prosseguindo in-
definidamente desta forma obtem-se uma sucessao de intervalos

[al,bl] D) [ag,bg] DD [an,bn] Do

que verifica f(a,) < k < f(by). Seja ¢ o nimero real comum a todos estes

intervalos [ c € ﬂ [an,by] | . Assim, a, — c e b, — c e, passando ao limite

neN
nas udltimas desigualdades, tem-se, pela continuidade de f, f(c) < k < f(c),

pelo que f(c) = k.

Se se supuser f(b) < f(a) e f(b) <k < f(a) a demonstragao ¢ andloga.
]

Numa versao mais simplificada pode enunciar-se assim:

"Se f é uma funcao continua entao nao passa de um valor a outro sem
passar por todos os valores intermédios.”

Um importante coroldrio deste teorema para k = 0 diz o seguinte:

Coroldrio 3.8.2 Se f : [a,b] — R é uma fun¢do continua em [a,b] com
f(a) x f(b) <0 entdo f tem pelo menos um zero em |a, b[,isto é,

de €la, b[: f(c) = 0.
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Exercicio 3.8.3 Provar que a equac¢do
23 =322 -1
tem pelo menos uma raiz real.

Teorema 3.8.4 Se f é uma funcao continua num conjunto D C R limitado
e fechado, entao f(D) é limitado e fechado.

Dem. a) Provar que f(D) é limitado.

Suponhamos, por contradi¢dao, que f(D) nao é limitado. Entao existe
uma sucessao y, € f(D) tal que y, — oc.

Pelo Teorema 3.8.1, para cada n € N existe x,, € D tal que f (x,) = yn
e como D é um conjunto limitado entao x, é uma sucessao limitada, logo
admite uma subsucessao convergente (pelo Corolario 1.7.9) que se designa
por x,, — C.

Como D ¢ um conjunto limitado, ¢ € D. assim f (24, ) = Ya, — f(¢),
porque f é continua, o que contradiz o facto de y, — oo.

b) Provar que f(D) é fechado, ou seja as sucessoes convergentes em f (D)
tém limites em f(D).

Seja y, € f(D) tal que y, — c.

Como para cada n € N existe z,, € D tal que f(x,) = y, e D é um
conjunto limitado, pode extrair-se uma subsucessao x,, — .

Como D é fechado entdao = € D. Assim f (z4,) = Yo, € passando ao
limite quando n — 400, tem-se

f(z) =lim f (z4,) = limy,, = c.
Como z € D logo ¢ = f(x) € f(D). =

Teorema 3.8.5 (Teorema de Weierstrass) Toda a fungdo continua num
conjunto nao wvazio, limitado e fechado tem mdximo e minimo nesse con-
junto.

Dem. Seja f uma fungao continua em D # &, limitado e fechado.Pelo
Teorema 3.8.4, f(D) ¢ limitado. Como f(D) # @ entao existe s = sup f(D).

Pela definigao de supremo (o menor dos majorantes), para qualquer § > 0
existem pontos de f(D) que pertencem ao intervalo |s — ¢, s[. Entao

s € f(D) = f(D), porque f(D) é fechado.

Como s € f(D) e s =sup f(D) entao s ¢ o maximo de f(D).
A demonstracao ¢ andloga para a existéncia de minimo de f(D). m
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Proposicao 3.8.6 Seja f : I C R — R uma funcao continua num intervalo
I. Entao f(I) é um intervalo.

Dem. Considere-se y1,y2 € f(I) tais que y1 < y2 e y1 = f(x1) e
Y2 = [ (z2).

Como f é uma fungao continua no intervalo [z1,x2] (ou [z2,z1] se for
x9 < x1) resulta pelo Teorema 3.8.1 que [y1,y2] C f(I), pelo que f(I) é um
intervalo. m

Observagao 3.8.7 FEste teorema nao refere a natureza do intervalo f(I),
o qual terd necessariamente como extremos ingf(:n) e supf(x), que poderdo,
zE€ z€l

ou nao, pertencer a f(I). Isto é, o intervalo pode ser aberto, fechado ou
semi-aberto.

Proposigao 3.8.8 Seja I um intervalo e f : I C R — R wuma funcao
continua e injectiva. Entdo f é estritamente mondtona.

Dem. Se I = {zp} o resultado é trivial ( f(xo) ¢ um unico ponto).
Considerem-se entao xg,yo € I dois elementos quaisquer tais que xy <
yo. Como, pela injectividade f (zg) # f (o) ter-se-a

f(wo) < f(yo) ou f(yo) < f(zo)-

No primeiro caso prova-se que f é estritamente crescente e no segundo caso
estritamente decrescente.

Suponha-se que f (z9) < f (y0) (no 2° caso a demonstragao ¢ andloga) e
prove-se que para zo < = < yp se tem f (z9) < f(z) < f (yo) -

Com efeito, se assim nao fosse, tinha-se: (i) f(z) < f(zo) < f (y0) ou
(ii) f (zo) < f(yo) < f ().

No caso (i), o Teorema 3.8.1 garante que existe & € |z, yo[ tal que f (&) =
f (zo) o que contraria a injectividade de f.

Finalmente, para provar a monotonia, se xg < x < y < yo, pela 1* parte
da demonstracao, tem-se que

f (o) < f(y) < f(wo)-

Como zg <z <y e f(xg) < f(y), tem-se pela parte anterior que

f(zo) < f(z) < f(y).

Assim provou-se que no intervalo [z, yo] a funcdo f é estritamente crescente.
Como zq e yg sao pontos arbitrarios em I entao f é estritamente crescente
em /. m
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Proposicao 3.8.9 Seja f : I C R — R uma fun¢do mondtona num inter-
valo I. Se f(I) é um intervalo entao f é continua.

Dem. Suponhamos que f é crescente e seja g € I (no caso de f ser
decrescente o raciocinio ¢ semelhante).
Designe-se por

f(zg) = lim f(z)e f(zf) = lim+f(1:).

T—Ty T—T

Como f é mondtona entao os limites anteriores sao finitos e

fxg) < flxo) < flag).

Se fosse f(zg) < f(zg) entdo f(I) ndo podia ser um intervalo, mas sim
uma reuniao de intervalos, pois qualquer elemento y € ] f(zg), f(zg )[ com
y # f(zo) nao pertence a f(I).

Logo os limites laterais tém de ser iguais, isto é, f tem de ser continua.
[ |

3.9 Assimptotas

Definigao 3.9.1 (i) Sejam f e h duas fungées reais definidas para x > xg.
Diz-se que a linha de equacao y = h(x) é assimptota ao grifico de f(x) para
a direita (ou quando x — +00) se e s6 se
lim [f(z) — h(z)] = 0.

T——+00
Geometricamente, significa que o grifico de f(x) nao difere muito do grdfico
de h(z) quando x é grande e positivo.
(i) Analogamente, se f e h duas fungées reais definidas para x < g, a linha
de equagao y = h(x) é assimptota ao grifico de f(x) para a esquerda (ou
quando r — —00) se e $6 se

lim [f(z)— h(z)] =0.

r——00

Exemplo 3.9.2 A funcio h(z) = x® é uma é assimptota ao grdfico de

f(z) = xigl para a direita, porque
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Se em particular as assimptotas h(z) sdo rectas entao pode considerar-se
dois casos: rectas verticais e nao verticais.

Definigcao 3.9.3 Seja f: D C R — R e a um ponto de acumulagio de D.
A recta x = a é uma assimptota vertical ao grifico de f(x) se se verificar
pelo menos uma das quatro igualdades

lim f(z) =400 , lim f(z) = too.

z—at T—a~
Proposicao 3.9.4 A recta y = mx + b é uma assimptota nao vertical ao
grafico de f(x), definida para x > xq, se e sé se

- fx) ,
= lim =1 —
m= Ty o b=l ) —mal

existirem e forem finitos.
De modo andlogo se define a assimptota para a esquerda.

Dem. (=) Suponha-se que a recta y = mx + b é uma assimptota ao
gréfico de f(x).

Considere-se a definicao de assimptota com h(z) = mz +b (m,b € R).

Entéo, para o caso de assimptota para a direita de f, tem-se

lim [f(z)—mx—b=0

T——+00
donde
b= lim [f(z)—ma]
e
0 = lim l[!)"(J:)fmx—b]: 1 [f(x) b}
T—+oox T——+00 € T
[

r——+00 €T

pelo que
m = lim @

r—+00 I
Entao m e b tém os respectivos limites finitos.
A demonstracao para o caso da assimptota para a esquerda é andlogo.
(«<=) Se existirem e forem finitos os dois limites entao
b= lim [f(z)—mz] <= lim [f(z)— mz—0b] =0,

r—+00 r—+00

pelo que y = ma + b é€ uma assimptota ao grafico de f(z) para a direita. m
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Exercicio 3.9.5 Determine a equacdo de todas as rectas que sdo assimpto-
tas ao grifico de

3.10 Funcao inversa

Definicao 3.10.1 Seja f: D C R — R wma fungdo injectiva. Diz-se que a
fungao g : f(D) — R é a fungao inversa de f se g[f(x)] =z, Vx € D.

Observagao 3.10.2 (i) S6 as fungoes injectivas admitem funcgdao inversa e
neste caso as equagoes

sGo equivalentes.

(ii) Sendo g a fun¢ao inversa de f, para obter o grifico da equagao y = g(x)
basta efectuar sobre o o grifico de y = f(x) uma simetria em relagio
a bissectriz dos quadrantes impares.

[ 15
Y 100+ y
I 1.0
50T 05
: : =
2 4 2
X
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10T
y
05T
f f f f f —t f f f i
10 -08 -06-—~04 -0 02 04 06 08 )]ZO
5T
-1.0—

Os graficos sao simétricos relativamente a y = x

(iii) Se f é mondtona (sendo injectiva é estritamente mondtona) e crescente
(decrescente) entdo a sua inversa é também estritamente mondtona
crescente (decrescente).

Com efeito, para x1,z9 € Df com x1 < x9 entao f(x1) < f(x2), se f for
crescente. Notando por g a funcao inversa de f, tem-se

glf (z1)] = 1 < 29 = g[f (22)],

2

pelo que g é crescente.

(iv) Nao confundir f~1(x) com ﬁ Repare-se que para f(z) = 23 se tem

(=) = ¥z mas ﬁ = L.

Para uma funcgao continua e injectiva, a fungao inversa ainda é continua?

Teorema 3.10.3 (Continuidade da fungao inversa) Seja f uma fungdo con-
tinua e injectiva, definida num intervalo I C R. Entao f~1é continua.

Dem. Pela Proposicao 3.8.8, f é estritamente mondétona e, portanto,
f~! também é estritamente monétona.

Mas f~! estd definida no intervalo f(I), sendo o seu contradominio I
um intervalo. Entdo, pela Proposicdo 3.8.9, f~1'¢ continua. m
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3.11 Funcao exponencial

A aplicagao = — a” dé-se o nome de fungao exponencial de base a.
As principais propriedades resumem-se no seguinte resultado:

Teorema 3.11.1 A funcdo exponencial a® (a > 0) é continua e satisfaz as
propriedades:

1. a®*>0,Vx € R
2. a*tY =a® xa¥ ; (a®)Y =a", Vo,y € R

3. Sea>1, a" é estritamente crescente, lim a®* = 400, lim a® =0.
T—+00 T——00

4. Sea < 1, a® ¢é estritamente decrescente, lim a* =0, lim a® = +oo.
Tr——+00 T— —00

5. Sea=1, a*=1,Vx € R.

Dem. A demonstragdo do teorema é consequéncia das propriedades
algébricas dos limites e da sucessao exponencial.

A titulo de exemplo prove-se a alinea 3.

Sejam x1,zs € R tais que x1 < x2 e fixem-se racionais r1 e ro tais que
r1 <11 <re<x9.

Tomando as sucessoes 7,,S, € Q com r, — z1 e s, — T2 tem-se, a
partir de uma certa ordem nq,

T <r1 < ro < Sy
e, por consequéncia,
a®t =lima™ < a" < a™ <lima® = a™2.

[
No estudo que se segue fixa-se uma determinada base : e (numero de
Neper)

Proposicao 3.11.2 Tem-se

1\* 1\*
lim (1 + ) = lim (1 + ) =e.
r—+400 €T T——00 €T



70 CAPITULO 3. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Dem. Calculando o limite para x — +00 :
Seja x > 1 e designe-se por I(z) o maior inteiro menor ou igual a x.
Assim tem-se I(z) <z <I(z)+1le

1 1
1+ ——=>1+->1+
T

I(x) I(x)+1

e, pelo Teorema 3.11.1 (3),

1 I(z)+1 1\ 1 I(zx)
1+ — >(1+—=) > (14 ——— .
() 2 03) = ()
Passando ao limite e fazendo no primeiro membro n = I(x) tem-se
1 \ @+ 1\ "t
lim (14— = lim|1+4+—
r—400 I(x) n
" 1
= 1im<1+> (1—|—> =e.
n n
Para o dltimo membro procede-se de modo anédlogo com n = I(z) + 1,
1 I(x) 1 n—1
li 14+ —— = lim (14—
() = ()
, 1\" 1\~!
lim (14 — 1+ — =e.
n n
Pela Proposigao 3.1.5 (5), obtem-se

1 xT
lim <1 + > =e.
r——+00 €T
Para o limite quando * — —oo faz-se a mudancga de varidvel z =
—(1+y):

1\% 1 —(1+y) y—-12+1 —(14y)
im (1+-) = 1lim (14— — lim (Y 2tE
T——00 T y—-+oo -(1+4vy) y—-+o0 —1—-y

—(1+y) 1 1+y
— lim (y) — lim (1+>
y—+oo \ 1 y—+00 Y
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Proposigao 3.11.3 Tem-se

lim —=+c0 e lim ze” =0.
r—-4oco I T——00

Dem. Fazendo e =1+ h (h > 0 ) tem-se pelo binémio de Newton

e (1+h)"  14nh+"Coh® 4.+ A"
n - n N n
14 nh+22Dp2 —1
+nh+ —= :7+h+n B2
n n 2
Entao " . .
lime>lim<+h—|—n_ h2>——|—oo,
n n 2

pelo que lim % = +00. Fazendo n = I(z) tem-se n < x < n+ 1 e portanto

ev e? emn 1 ent!
— > = - —  +o0.
T n+1 " n+1 en+1n--c
Entao
el’ xX
lim — > +o00— lim — = +o0.
r—-4oco I r—-4oo I
No outro caso,
. . _ . . 1 1
lim ze*= lim —ye ¥ =— lim Y~ lim — =—-——=0.
Tr——00 y——+00 y—+ooe¥ Yy—+00 % o0

n
Corolario 3.11.4 Para k € R tem-se

lim — =+o0c0 e lim [z| " =0.
r—+ocox T——00

Isto é, «e® é um infinito superior a todas as poténcias de x ».

Dem. No caso do limite para +oo :
Se k <0,

xT

. € . _
lim — = lim z ke — 0.
r—4ocoxr r—-+400

Para k > 0, observando que
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tem-se
. ek . e 1 . ev
Im — = lim —=- lim — = +o0.
r—+00 I u——4o0 k1 ku—+oo u

Para © — —oo aplica-se o resultado anterior com a mudanca de varidvel
r=-—y. n

Exercicio 3.11.5 1. Indique o dominio e o contradominio de cada um das
expressoes:

a) flr)=2- 5%
b) g(z) = 3175379%7
2. Resolva em R cada uma das condigoes:

2
zé—br __ 1
a) 2 = ig

b) 0,25 > (&)*

3. Calcular:
. 3z
ey

: o3
b) lim z ez
r——00

3.12 Funcao logaritmica

Como a aplicagdo f : x — a® para a € RT\{1} ¢ uma bijeccao de R sobre
R, entdo admite uma aplicacio inversa f~! : Rt — R, que se designa por
funcao logaritmo de base a e se representa por

log, : ]0,4o0[— R
x— log,x

, com a € RT\{1}.

Como a” ¢é estritamente mondétona e continua, a sua inversa, log,r tam-
bém o serd. Além disso o seu gréfico serd simétrico ao da exponencial, em
relagao a bissectriz dos quadrantes impares.

Recorde-se as propriedades mais comuns em fungao da base do logaritmo.

Se a > 1 tem-se que:

e log,x é estritamente crescente;



3.12. FUNCAO LOGARITMICA 73

o logax >0 <—= x> 1;

e lim logyx =400 ; lim log,x = —cc.
Tr—-+00 r—0t

Se 0 < a < 1 obtem-se que:
e [og,T ¢é estritamente decrescente;
e log,r >0 <— 0<x <1

o lim logsxr=—00 ; lim log,x = +o0.
T—+00 z—0+

Do conceito de funcéo inversa resultam directamente vérias consequén-
cias:

° alogaa:

=2
e log, (a®) =z
o log,x =y < = =aY.
Exercicio 3.12.1 1. Calcular:

a) log 64
b) log, ; 1000

2. Determinar o dominio das funcdes:

a) f(z) = log, (4 - 32)
b) g(z) =3+ log% (9 —2?)

3. Resolva em R as condicdes:

a) log:1 (2:132 — :n) >log:i x
b) logz (z? — 7) < 2

4. Caracterize a fung¢do inversa de:

a) f(z)=—-14+2In(1—5z)
b) g(z) =4+ 3>

5. Determine em R o conjunto solucao das condigoes::
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a) 4Iln*(z) —7—3lnz >0
b) e +6e =7

Teorema 3.12.2 (Propriedades operatdrias dos logaritmos) Sejam x e y
nimeros positivos e a,b € RT\{1}. Entdo sio vdlidas as seguintes pro-
priedades:

1. log, (x x y) = log, (z) + log, (y)

X
2. log, (%) log, (x) — log, (y)
3. log, (2P) = p x log, (z), YpeR

4. logy (x) =log, (z) x log (a) (mudanca de base do logaritmo)

Dem. 1. Note-se que

z = a%%a(®) |y = glo8 W) o gy = gloga(®)Hlog(y)

Entao

log, (v x y) = log, (0% HE)) —log, (2) + log, (y).

2. Como § = q1°8a(®)-1084(4) entao

log, <x> = log, (ak’g“(””)‘l"g“(y)) = log, (x) — log, (y) .
Yy
3. Como zP = (aloga(’f))p = aPl8.(¥) entao
log, (a7) = log, ("""} = p x log, ().
4. Escrevendo z = a'°%(*) entao
log, (x) = log, (%)) = log, (z) x log, ().
[

Proposigao 3.12.3 Para todo o k > 0, tem-se

1
lim Og(:E):O e lim z¥log (z) = 0.

z—+oo z—0t
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Intuitivamente a proposigao significa que: log () = ~+o00 mais lenta-
T—100

mente que qualquer poténcia arbitrariamente pequena de x.
Dem. Fazendo a mudanca de varidvel y = klogx tem-se

1 7 1
lim —8 (z) = lim £ =- lim £ =o.
z—+oo y——+ooeY ky—-+ooe¥

Com a mudanca de varidvel x = % obtem-se

1\* 1 1\*
lim z*1 = 1 ) log (=) =- 1l )
setonts = i () s () =t () e

Proposicao 3.12.4 Tem-se

I 1 r 1
limog( +x) e

z—0 X z—0 X

Dem. Pela Proposicao 3.11.2 tem-se lim (1 + l)x = e e, pela mu-

T

1
danga de varidvel y = %, lin% (1+y)v =e.
y—)

Pela continuidade da funcao logaritmo, tem-se

log [lirr(l)(l + y);] = loge <= hH(l) [log(l + y)ﬂ =1
y— y—
log (1
— fmleelty)
y—0 Y

No segundo limite faz-se a mudanca de varidvel y = e* — 1 e

et =1 . Y
lim = lim =
z—0 T y—0log (1 + y)

Corolario 3.12.5 (Aplica¢io do Teorema 1.14.4) Para todo o z, € R, se
Tp — @ e U, — +0o entao

Un
. xT
lim (1+ = = e
n—-+4oo Un,
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Dem. Observe-se que

Un, log (1 + x—")
log(l—l—%) = unlog<1—|—$n>—1u"

Un, U, a
log <1 + “)
= l‘n Zn
Un

Passando ao limite

Un log (1 + w—")
. Ip o . Un, -
w oo (l‘)g (1 * u> ) =TT E | T

Un

uma vez que i—z — +% = 0, pelo que se pode aplicar a Proposicao 3.12.4.

Pela continuidade da funcao exponencial, tem-se

()T e i (es(08)™) o
n—-—+0oo
< lim <1+x">un=€a~
n—-+4oo Un

||
Exercicio 3.12.6 1. Calcular o valor dos limites::

: 1—x
a) 11H113 log(2—x)

Tr—
b) lim z°
z—0t
z41
c) lim (2z)=?
T——400

1

d) lim (Gz+1)%

1n(5+:134) —In5

e) lim .

z—0 z

2. Determine os valores reais que verificam as condigoes:

a) log% (2z) <2 — log% (222)
b) log(z +3) > log(x — 1) — log (2 + z)
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3.13 Funcoes trigonométricas inversas

As fungoes trigonométricas sen x, cosx, tg x e cot g T nao sao injectivas nos
respectivos dominios. Assim essas func¢ées nao seriam invertiveis.

Para garantir a invertibilidade consideram-se restrigoes dessas fungoes a
intervalos contidos no seu dominio.

Das infinitas restricoes considerar-se-4 uma restricao principal de modo
a que o contradominio seja igual ao da funcao inicial.

3.13.1 Arco-seno

Para a fungao f(x) = sen z, qualquer restricao de f a intervalos do tipo
U{Zﬂ' — 5,k + g] , k € Z, é invertivel.

Considera-se a restricdo principal para k = 0, [—g, %] . Isto &

-14-1.2-1.0-08-06-0.4-0

02 04 06 08 1.0 1.2 14
- X

05T

sinx
admita a funcao inversa

U L) - -5
X — arcsen x
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y 1.5

10T

05T

1t 1
-1.0 -08 -06 -04 - L 02 04 06 08 )1(.0
-05T

-10T

-15T

arcsin x

3.13.2 Arco-cosseno

Dada a fungao g(z) = cosz, qualquer restricdo de g a um dos intervalos
k7, + k=], k € Z, é invertivel.
A restrigao principal para k = 0, [0, 7]. Assim

g : [0,71]— [-1,1]
I+—  COST
1.0
y

05T
0.0 } } }

1 2 3

X
05T
1.0+~
cos T

admita a funcao inversa

f_l : [_171]_> [O,ﬂ']
T —— arccos r
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arccos

3.13.3 Arco-tangente
A funcao h(z) = tg x de dominio
T
Dh—{xeR.x#§+kw, k:ez}

e contradominio R tem como restrigoes invertiveis as que tenham por dominios
intervalos do tipo

T s

kr— Xk f[, ke

} T 5 T+ 5 S
Para k = 0, obtem-se a restrigao principal. Isto é,

b lREl- R R -5

T— tgx x— arctgx

Graficamente
5__
y
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tg x

10T

XL

arctg ©
3.13.4 Arco co-tangente
Para a funcéo j(z) = cotg x de dominio
Dij={zeR:ax#knr kecl}

e contradominio R a sua restrigdo a intervalos do tipo |kw, km + «[, k € Z,

definem fungoes invertiveis. A restri¢do principal obtem-se para k = 0.
Entao,
j + ]0,7[— R o i1 R— 10, 7|
r+—— cotgx T +— arccotgzx
Graficamente
y .l
2__
0 f f f
1 3
X
2+
4+

cotg x
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y3t

X L

arccot T

Exercicio 3.13.1 1. Dada a fung¢ao h(x) = 2 + arcsen (2x + 1) deter-
mine:

a) Dominio de h
b) h(0) e h(—%)
c) Contradominio de h

d) As solugdes da equagdo h(x) =2+ %

e) h™! e caracterize-a.
2. Calcular:

a) cos (arcsen (2))
b) tg (arccot (%))
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Capitulo 4

Calculo Diferencial em R

4.1 Derivada de uma funcao num ponto

Fermat foi um dos primeiros matemadticos a definir o conceito de derivada
ao interessar-se em determinar o méximo e o minimo de uma fungao.

Deve-se a Cauchy a formulacao cldssica da nocao de derivada por volta
de 1823:

Definicao 4.1.1 Seja f : D C R — R uma funcdo real de varidvel real e
a € D um ponto de acumulacao de D.
Chama-se derivada de f no ponto a, e presenta-se f'(a), a

o f(@) — f(a) f(@+h) ~ f(z)
fla) = lm=="—"— h '

Se o limite existir e for finito entdao a funcao f diz-se derivdvel ou

u f'(a) = }1113%) lim

diferencidvel no ponto a.

Exercicio 4.1.2 Utilizando a defini¢ao calcular a derivada de g(z) = %

em xg = 1.

4.2 Interpretacao geométrica da derivada

A interpretacdo geométrica do conceito de derivada permite, em particular,
definir rigorosamente tangente a uma curva cujo grafico é definido por y =
f(a).

Nao é possivel definir a recta tangente a uma curva como sendo a recta
que tem apenas um ponto comum com a curva. E preciso um conceito mais
forte.

83
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Considere-se uma recta secante ao gréfico de f(x), intersectando-a nos
pontos P; e Ps.

O declive da recta t tangente a f(x) no ponto P; vai ser o limite dos
declives das rectas secantes quando P» se aproxima de P;, ou seja, quando
T — T1.

Entao

m = lim f(@) = f(z1)

T—T1 r — I

= f'(x1).

Assim, de um ponto de vista geométrico, a derivada de uma fungao f(z) em
x = a & o declive da recta tangente ao grafico de f(x) no ponto de abcissa
T = a.

A sua equacdo é entdo dada por

y — f(zo) =m(z — x0)

ou

y — f(zo) = f'(z0)(z — z0).

Exercicio 4.2.1 1. Escreva uma equacgdo da recta tangente & curva y =

2

—=4 no ponto de abcissa 2.

2. Determine as coordenadas dos pontos da curva y = x3 — 4z em que a
tangente nesses pontos é uma recta horizontal.

4.3 Derivadas laterais

Uma fungao f(x) pode ndo ter derivada num ponto a (ndo existir recta
tangente ao grafico de f(x)), mas existirem semi-tangentes nesses pontos,
isto é, tangente a esquerda e/ou a direita de a.

Considere-se a fungao

fz) = 2247 se x<2
= r+1 se z>2.

Para estudar a existéncia de f’(2) é necessdrio recorrer ao conceito de
derivadas laterais.

Definigcao 4.3.1 Seja f: D CR — R ea € D um ponto de acumulacdo de
D.
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(i) f é derivdvel a esquerda de a se eziste e é finito.

o T@ = 0@ fa )~ fa)
T—a~ Tr—a h—0~ h

que se representa por f'(a”).

(ii) f é derivdvel o direita de a se existe e é finito.

i @ 5@t h) = o)
z—at Tr—a h—0+ h

que se nota por f'(a™).

Observagao 4.3.2 1. Da definicio anterior resulta que f é derivdvel
em a se e s6 se [ é derivavel a esquerda e & direita de a. Neste caso

f'(a) = f'(a7) = f'(a®).
2. Geometricamente f'(a™) representa o declive da semi-recta tangente

esquerda de a, enquanto f'(a™) serd o declive da semi-recta tangente
a direita de a.

3. A existéncia de derivada de uma fungdo num ponto pode depender
apenas da ezisténcia de uma derivada lateral. Por exemplo, para

f(x) =+vx -3, Dy =[3,400] e

@) =37 = tim Y20

r—3+ T —3

4. As funcgoes nao tém derivada mos pontos angulosos dos seus grdficos,
ja que as semi-tangentes nesse ponto ndao estio no prolongamento uma
da outra.

4.4 Derivadas infinitas

Diz-se que a derivada de f em a é +00 (respectivamente —oo) se

i @) = (@)

lim ——— =400 (— o0).

As derivadas infinitas & esquerda e & direita de a definem-se de modo
andlogo.

Geometricamente, se f derivada infinita em a, o grafico de f(x) admite
tangente em (a, f(a)), paralela ao eixo das ordenadas.



86 CAPITULO 4. CALCULO DIFERENCIAL EM R

4.5 Derivabilidade e continuidade

Proposigao 4.5.1 Se f : D C R — R é uma fungdo derivdvel em a € D,
entdo f é continua nesse ponto.

Dem. Se f é uma funcao derivdvel em a € D, entao admite derivada
finita nesse ponto, isto é,

¢ finito.

fa) = 1 L) 1@

T—a Tr—a

Escrevendo
f(z) — f(a)

P (x —a)

f(@) = fla) =

e passando ao limite em ambos os membros, tem-se

lim [f(z) — f(a)] = liliim (x —a)=0.

r—a T—a T —a r—a

Entao lim f(x) = f(a), ou seja f(x) é continua em = =a. ®
r—a

Observagao 4.5.2 1. A emisténcia de derivada infinita, f'(a) = +oo,
nao garante a continuidade de f em a.
Por exemplo, a fung¢do sinal

, >0
sgn(z) = , ©=0
-1, <0

tem f'(0) = 400 e é descontinua no ponto 0.

2. A reciproca da Proposicao 4.5.1 nao é verdadeira.
Por exemplo, a funcao f(x) = |x| é continua em x = 0 e ndo tem

f'(0).

4.6 Funcao derivada

Seja f: D CR— R . A fun¢ado derivada ou simplesmente derivada de uma
fungao f, x — f’(x), é uma nova fungao:

e cujo dominio é o conjunto de todos os pontos em que f tem derivada
finita;
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e a cada ponto do seu dominio faz corresponder a derivada da funcao
nesse ponto.

Se f derivével em todos os pontos de D, diz-se que f é derivével (difer-
encidvel) em D ou apenas que f é derivdvel (diferencidvel)

Exercicio 4.6.1 Caracterize a func¢io derivada de cada uma das fungoes
sequintes:

a) f(z)= V=
b) g(z) = ‘a: — J:2|

4.7 Regras de derivagao

Para evitar o recurso constante a definicao de derivada, utilizam-se as regras
de derivagao:

Proposigao 4.7.1 Sejam f,g: D C R — R funcgées derivdveis em a € D e
k € R. Entao:

1. (kf) (x) ¢é derivdvel em a e (kf) (a) = kf (a)
2. (f+9g)(x) é derivavel em a e (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a)

3. (f x g)(z) é derivdvel em a e (f x g)'(a) = f’(a) g(a) + f(a) x ¢'(a)
Em particular, f*(x) é derivdvel em a e (f*) (a) =n f"(a) f'(a),
para n € N.

4. Se g(a) # 0 entao (5) (z) é derivdvel em a e

<f>’ (@) - £@ 9(@) ~ £(@) ¢ a)

Dem. 1. (kf) (a) = lim &D@=(kf)(e) khmf(x) f(a) =kf'(a).

2. (f+9)(a) = lim UHEUS00) _ py (Hefle) 4 sl)gla))

f'(a) + g'(a).

3. (Fxg)'(a) = lim LOE@=Ux)e) _ pipy Sedo)S@hte) S alole) S lalgle)

—a r—a

— lim (g(x) <f”> f (@ + f(a)® f;:g@)) = f'(a) x g(a) + f(a) x ¢'(a).

r—a
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/ @) —(£)(a (@) _ f(a)
4, (g) (a) = iig}z(g)( ;_ig)( ) _ lim 2522
_ }«lgb f(x)g(a)*g(fi{(g))&i”)(sgg)(a)+f(a)g(a)
_ iilgg(ac)lg(a) g(a)[f(x)—f(a()x]:g)(a)[g(r)—g(a)]
= lim g [9(0) ) — fl@) 2=
f'(@) g(a)=f(a) g'(a) g

(9(a))*
4.8 Derivada da funcao composta

Teorema 4.8.1 Consideremos as fungées f : D CR—-Rep: ECR—R
tais que ¢ (E) C D. Se ¢ é derivivel ema € E e f é derivavel em b = p(a) €
D, entio (fop): E CR— R é diferencidvel em a e tem-se

(fop)(a)=f(b) ¢'(a) = f'(p(a) ¢'(a).
Dem. (fo¢)(a)= hm (fop)(@)—(fop)(a) (foso)(a) — lim fle@]=fle)(@)]

_ T Flo(@)]—fle (a

= lim ( sa(fﬁ)—so a) = )

_ : flo(x)]—fle)(a)] p(@)—pla) _ g /

= (p(x%f}p(a) o@—o(a) il—r{}z T—a =f (‘p(a)) ¥ (a) u

4.9 Derivada da funcgao inversa

Teorema 4.9.1 Seja f uma funcdo diferencidvel e injectiva num intervalo
D CR eac D tal que f'(a) #0. Entao f~1 ¢é diferencidvel em b = f(a) e

1
—1\/
D)=
(f ) (b) F'(a)
Dem. Represente-se y = f(x) e observe-se que se y # b entdo f~1(y) #
f7H0) = a.
Entao pode escrever-se
T R LU (o T
— — — —y_b
vt y=b I D=0
1 1 1

MW@~y APWIT@ — fi(a)’
7}% (fFH)—a f_llgll)lﬂa FHly)—a f(a)
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Observagao 4.9.2 A hipdtese f'(a) # 0 é fundamental pois, caso contrario,
o resultado nao é necessariamente verdadeiro. Tome-se como exemplo a
funcdo bijectiva f(x) = z3. A sua inversa, ¥z, ndo é derivivel na origem.

4.10 Derivadas de funcgoes trigonométricas

4.10.1 Derivada da fungao f(x) = sen z

Provemos que a fungado f(z) = sen z é derivdavel em R e determinemos a
sua expressao:

senz—sena . 2 sen (25%) cos (££2)

fl(a) = lim—— = lim
T—a r—a r—a r—a
. sen (£4 z+a
= hm% CoS <2 = cosa.
e T

Entdo (sen ) = cos .

4.10.2 Derivada da funcao cosz

A funcéo cosx = sen (CL‘ + %) pode ser considerada como a composicao da
funcao sen x com a fungao x + 5 .

Entao, pelo Teorema 4.8.1,é diferencidvel em todos os pontos, sendo a
sua derivada

et = [P —en(e4) ()

= —Sen x.

4.10.3 Derivada das funcoes tg x e cotg =

A derivabilidade da funcao tg : ] — 55 [ — R resulta directamente das regras

(tg x)' _ (sen x)'

COS T

de derivagao

1
= 5 =sec’z =1+ tg*z.
cos? x

Para a funca@o cot g : |0, 7[ — R tem-se

cosx \/
(cotg x)’ = ( >
sen T
1
= ——— = cosec’x = — (1 —i—cotg%@) .
sen’x
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Exercicio 4.10.1 Calcular a derivada das fungoes
a) f(z) =tg (5%5)
b) g(z) = cot g* (z?)

4.10.4 Derivada das fungoes trigonométricas inversas

A fungdo x —— arcsen x é a fungéo inversa de y —— sen y , isto é, desi-
gnando por © = f(y) = sen y entdo y = f~(z) = arcsen x .
Pelo Teorema 4.9.1, obtem-se

(arcsen z)’ = (f'(2)) = =

cosy V1 — sen?y V1 =22
Entao a funcao y = arcsen x é diferencidvel em todo o seu dominio e
1
V1—22
Da relagao y = arccos z < x = cosy tem-se
1 1

arccosz) = “x g =
(arccosa)’ = (17@) = 707 = Teos 37
1 1 1

seny __\/1—cos2y C Vi—a?

(arcsen z)' =

pelo que
1

V1—22
A partir da relagdo y = arctg r < = = tg y obem-se

r 1 1
(tgy) 1+tg>y 1+a2

(arccos z)' = —

(arctg ) =

As férmulas anteriores permanecem validas se se substituir z por uma
fungao u(z), diferencidvel nos respectivos dominios e se aplicar o teorema
da derivada da funcdo composta. Assim

I ,LL
arcsen u) = ——,
( ) T3
/
(arctg u) = 4
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4.11 Derivadas das funcoes exponencial e logarit-
mica

A fungao exponencial é derivdvel em R e
!
() =
pois, considerando f(x) = e* tem-se

/ BERT €a+h_ea_a- (eh_l)_a
Fla) = lim ——p—— = ¢*lim >——= = ¢”.

Sendo u: D € R — R uma funcéo diferencidvel, a funcio composta e*(®)
¢ ainda diferencidvel em R e

<e“(x)>/ =/ (x) "™ Vo e D.
A fungao x — a*, com a > 0, é diferencidvel em R e
(a®) = a* loga,
pois a® = ¢!°89" = ¢¥loga ¢ aplicando a regra anterior obtem-se

/
(ax)/ _ (ezloga> :eazloga (mloga)/

= a" loga.
Analogamente para u(z) uma funcao diferencigvel,
(a“(x)>/ = a"® loga ().
A fungao f(z) = logx ¢é diferencidvel em RT e, para a > 0, tem-se

log(a+h) ~loga _ . log(*3")

/ T _
fla) = fim h = pm
_ log(l—i—%):ll‘mlog(l—l—%):l
h—o h a h—o % a

Entao

1
logz) = —
(log x) .
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e, para u : D C R — R uma funcao diferencidvel tal que u(x) > 0, Vx € D,
a fungao composta log (u(x)) é diferencidvel e
' (x)

(log (u(z))) = w(z)’ Vz e D.

A fungao f(z) = log,x , com a € RT\{1}, ¢ diferencidvel em R" e
notando que
log, x =logzx log, e

obtem-se ]
1 | =
(log, ) =+ log, e = ——
pois
1 =log.e =log, e log.a =log, e loga,
pelo que

1 = .
08a € log a

Sendo u(z) uma fungao diferencidvel com u(x) > 0, Vo € D, entdo a
derivada de y = log, (u(x)) é
u'(x)

(log, (u(2))) = m'

Exercicio 4.11.1 Calcular as derivadas de

a) y = logs (arctg x)
b) y = e\/@ 4 feosz,

4.12 Teoremas fundamentais do calculo diferencial

A possibilidade de aproximar localmente as funcgoes diferencidveis por fungoes
"muito simples" (geometricamente corresponde a aproximar curvas por rec-
tas tangentes no ponto de contacto), permite simplificar o estudo de fungdes
reais de varidvel real e constitui o interesse fundamental do conceito de
derivada.

Outra utilidade baseia-se na busca de méximos e minimos de fungoes
diferencidveis.

Definicao 4.12.1 Seja f: D CR —-R eac D.
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i) Diz-se que em um mdximo local (ou relativo) em a (ou que f(a) é

i) Di t iximo local lati 6
um um mdzimo local ou relativo de f) se e sé se existir € > 0 tal que
f(z) < f(a), Yz € V.(a) N D.

(ii) Analogamente, f tem um minimo local (ou relativo) em a (ou que f(a)
¢ um um minimo local ou relativo de f) se e sd se existir e > 0 tal que
fla) < f(z), Vo € Vo(a) N D.

(iii) Se as desigualdades anteriores forem estritas, isto é, f(x) < f(a)
(ou f(a) < f(x)), Yo € V(a) N (D\{a}) entdo diz-se que f(a) €é um

um mdzximo local (minimo local) estrito.

(iv) Se se falar, indistintamente, de maximos ou minimos diz-se extremo
local (ou relativo).

(v) Se severificar f(z) < f(a), Vo € D, entao diz-se que f(a) é um mdzximo
absoluto de f em D.
Analogamente, se f(a) < f(z), Vx € D, f(a) é um minimo absoluto
de f em D.

Um resultado importante para a pesquisa de extremos locais de uma
fungao é o seguinte:

Proposigao 4.12.2 Seja D um intervalo de R com mais do que um ponto
e f: D CR — R diferencidvel no ponto interior a € D.

Se f tem um extremo local em a entao f'(a) = 0, isto é, a é um ponto critico
de f.

Dem. Suponhamos que f tem um méximo local em a. Entao
Je>0: f(z) < f(a) em Ja—e,a+ €],

pelo facto de a ser um ponto interior a D.
Para z € Ja —¢,a[, f(z) < f(a) e z < a. Como f ¢ diferencidvel em a
entao existe e é finito

> 0.

f’(a_) — lim f(x) — f(a)

r—a~ r—a

Analogamente para x € |a,a+¢[, f(z) < f(a),z >ae
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Como f é diferencidvel em = = a entao
0< f'(a”) = f'(a) = f'(a™) <0,

pelo que f'(a) = 0.
Se supusermos que f(a) é um minimo local, a demonstracao é semel-
hante. m

Observagao 4.12.3 O reciproco desta proposicao nao é verdadeira, isto €,
existem funcoes com derivada nula num ponto que, contudo, nao é extremo
local.

A fungio f: R — R dada por f(z) = 2 é estritamente crescente naio tendo
portanto nenhum extremo local. Todavia f'(0) = 0.

Teorema 4.12.4 (Teorema de Rolle) Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao con-
tinua no intervalo [a,b] e com derivada (finita ou infinita) em todos os pontos
de ]a, b.

Se f(a) = f(b) entdo existe ¢ €a,b| tal que f'(c) = 0.

Dem. Como f é continua no conjunto limitado e fechado [a,b], pelo
Teorema 3.8.5 f tem méximo e minimo (absolutos) relativos em [a, b].

Se 0 maximo e o minimo sao atingidos nas extremidades, como f(a) =
f(b) entao f(z) =k e, portanto, f'(c) =0, Ve €]a, b].

Caso contrério o maximo ¢é atingido num ponto interior ¢ €]a, b[ e, pela
Proposicao 4.12.2, f'(¢) =0. m

Coroldrio 4.12.5 Se f : [a,b] — R é uma fung¢do continua em [a,b] e tem
derivada (finita ou infinita) em todos os pontos de |a,b[ entdo entre dois
zeros consecutivos de f' nao pode haver mais que um zero de f.

Dem. Sejam x1 e x5 dois zeros consecutivos de f’.

Suponha-se, com visto a obtencao de um absurdo, que existem « e 3 tais
que z1 < a < B <zye f(a) = f(B) =0. Entao, pelo Teorema 4.12.4, existe
d € ]a, B] tal que f/(d) = 0. Isto é absurdo porque assim x; e x2 ndo podem
ser dois zeros consecutivos de f'(x).

Portanto entre dois zeros consecutivos de f’ nao pode haver mais que
um zero de f(x) (note-se que pode até nao haver nenhum). m

Coroldrio 4.12.6 Seja f uma funcdo que satisfaz as condigoes do Teorema
de Rolle.
Entdo entre dois zeros de f hd pelo menos um zero de f'.
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Dem. Sejam x; e x2 dois zeros consecutivos de f, isto &, f(z1)
f (z2) = 0. Entao pelo Teorema 4.12.4, existe ¢ €]x1, z2[ tal que f/(c) =
|

Sl

Exercicio 4.12.7 Considere a fungao f : [-2m,27] — R dada por f(x) =

2 _ T\ _
sen (x 3) . N

Prove que f(x) admite um dnico zero no intervalo ]—ﬁ, 19 [

Teorema 4.12.8 (Teorema do valor médio de Lagrange ou Teorema dos
acréscimos finitos) Seja f : [a,b] — R é uma fung¢ao continua em [a, D]
e com derivada (finita ou infinita) em ]a,b[. Entio existe pelo menos um
ponto ¢ €la,b| tal que

f(0) — f(a)

(o) —
f (C) - b —a
Dem. Considere-se uma fung¢ao auxiliar

1) = fla)

hz) = f(z) - 20—

Esta nova fungao verifica as hipéteses do Teorema 4.12.4 em |a, b, pois:
e h(x) é continua em |[a, b]
o N(x)=f(x)— 1) a( 9 tem derivada em la, b, pois f também tem.

o h(a) = f(a) — LO=1@ , _ o-af@ U)o _ bi@-af®) _ )

b—a b—a b—a
Entao
Je €]a, b[: ' (c) =0
Isto é,
h'(c) — f/(C) o f(bl)):f(a) — () — f’(c) _ f(b[)) : Cf;(a)

Interpretagao geométrica:

A existéncia de ¢ €]a, b[ tal que f'(c) = f(b) f(a) significa que existe um
ponto ¢ €]a,b] no qual a tangente ao gréfico de f (z) tem um declive igual
ao declive da recta secante definida pelos pontos (a, f(a)) e (b, f()).

Interpretagao fisica:

Se f verificar as condigoes do Teorema de Lagrange, se a e b forem
instantes distintos no tempo e f(¢) for a posicdo em cada instante ¢ de
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um ponto que se move no eixo real, entao existe um instante ¢ onde a
velocidade instantanea f’(c) é igual a velocidade média w entre os
referidos instantes. (Daf o nome de teorema do valor médio aplicado ao
Teorema de Lagrange)

Uma importante extensao do Teorema de Lagrange constitui o resultado

seguinte:

Teorema 4.12.9 (Teorema de Cauchy).Se f e g sao duas fungées continuas
em [a,b], diferencidveis em ]a,b| e se para x €]a,b[, ¢'(x) # 0 entdo existe
um ponto ¢ €|a,b| tal que

f) = fla) _ f'(c)
g9(b) —gla)  g'(c)’

Dem. Considere-se a fungao

A funcdo F(z) é continua em [a, b], porque f e g também o sdo, e diferen-
cidvel em ]a, b,

-g'(z).

Por outro lado, como
F(a)=0 e F(b) =0,

o Teorema de Rolle garante a existéncia de ¢ €]a,b[ tal que F’'(c) = 0, ou

- 70) - f(a)

f'(e) = +g'(c)=0.

Como ¢'(c) # 0 tem-se

]
Uma das aplicagbes mais importantes deste teorema é a utilizacao de
uma regra para levantar indeterminacoes.

Teorema 4.12.10 (Regra de Cauchy) Sejam f e g duas fungdes diferen-
cidveis em |a, b| tais que:

a) ¢'(z) #0 para cada x €|a,b];
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b) lim f(z) = limg(x) = 0 ou entdo lim f(x) = limg(z) = £oo;

Tr—a Tr—a Tr—a

c) existe lim f:(m) em R;
7—a9 ()

Entao ,
lim f(z) = limm.
(o) 1 g(a)
Dem. Se )
lim f/(x) = [ (finito)
z—a g (x)
entao existe 5 €]a, b[ tal que para x €]a, §[ e para § > 0 arbitrario se tem
!
l-d< f,(x) <l+94.
g'(x)

Sejam z e y dois pontos distintos de ]a, 3. Entao pelo Teorema de Cauchy
existe £ situado entre eles tal que

f@) = fy) _ ')
g(x) —gly) &)

Portanto para quaisquer pontos nestas condicoes obtem-se

l-6< ) <l+9d. (4.12.1)

No caso de lim f(z) = limg(z) = 0 , fixemos arbitrariamente x €|a, 3] e
r—a r—a

fazendo y — a conclui-se que as desigualdades

l—5<@<l+5

g9(z)

tém que ser verificadas para Vz €|a, 8], o que prova que

lim@ =1

e g(a)

No caso em que lim f(z) = limg(z) = 400, fixa-se y €]a, 8] e determina-
r—a r—a

se 7 tal que, para = €]a, | se tenha

g(x) >0 e g(x) > g(v).
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Das desigualdades (4.12.1) resulta que, para = €]a,~[, se tem

I IOAYE fx) _ fly) _ 9y
g(az>+<1 g<x>)” 5)<g<x><g<x>+<1 g<x>>”+5)'

Quando z — a o primeiro membro tende para [ — J e o segundo membro
para [ + 9, pelo que
f(@)

lim——= =1.
z—ag(x)

Se lim f(z) = limg(x) = —o0 o processo é andlogo.
r—a r—a
Se | = +oo entdo obrigatoriamente existe um intervalo |a,d| (d > a)
onde f'(z) # 0,pois caso contrério, como ¢'(z) # 0 em Ja,b|, isso seria
incompativel com o facto de

)
T

Assim trocando no enunciado do Teorema f por g e g por f fica-se com o
caso de [ = 0, que j4 foi considerado na primeira parte da demonstragao. m

4.13 Derivadas de ordem superior

Seja f : D C R — R uma fungao diferencidvel em a € D. No caso de f’
ser por sua vez também diferencidvel num ponto a interior do seu dominio
D', entao diz-se que f é duas vezes diferencidvel em a, e representa-se por
1"(a).
. Em geral, a derivada de ordem n da funcio f, representa-se por f(™ ou
)
A funcéo f diz-se n vezes diferencidvel no ponto a do respectivo dominio

D) se existir e for finita a derivada £ (a).

A funcao f é indefinidamente diferencidvel no ponto a se for n vezes
diferencidvel em a para qualquer n € N.

Exemplo: A fungdo f(x) = €® é indefinidamente diferencidvel em R,
tendo-se para cada n € N,

d’rL

d{L‘in (em) = ex.

A derivada de 1% ordem, como j& foi referido anteriormente, pode ser
entendida como o "contacto"da fungao com a recta tangente ao gréfico nesse
ponto.
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Para as derivadas de ordem n de f podem-se admitir "contactos"de
ordem n, o que permite aproximar uma funcao diferencidvel qualquer por
um polinémio cujos termos serdo constituidos pelos varios "contactos".

Definigao 4.13.1 Seja f : D C R — R wma func¢io n vezes diferencidvel
em a € D. Chama-se polindmio de Taylor de ordem n de f no ponto , a

n! k

() (4 ")y
pal@) = F(@) + (@) @ —a) 44 LD gy = ST
k=1

Se a = 0 o polindmio de Taylor é designado por polinémio de MacLaurin
e assume uma forma mais simplificada

(n) n_ (k)
pule) = F0) + FO) + -+ L QDgn 5T

Teorema 4.13.2 Se f: D C R — R é uma fun¢do n vezes diferencidvel
em a € D entdo para qualquer x € D ¢é vdlida a férmula de Taylor

_ : B fa)
Fa) = F@ + @) (e - a) + 4 D @) Ry (o)
verificando o resto Ry, (x) a condi¢do
lim R, (z) = 0.

r—a

No caso particular de a = 0, a formula de Taylor é também chamada férmula
de Mac-Laurin:
() (o
1) = 1 + £ ©) w4+ 2O ),

O interesse da férmula de Taylor serd acrescido se for possivel explicitar
o termo complementar R, (z) possibilitando uma estimacao do seu valor,
isto é, uma aproximacao do erro cometido quando se substitui a fungéao pelo
correspondente polinémio de Taylor.

Teorema 4.13.3 (F'dérmula do resto de Lagrange) Seja f uma fun¢ao (n + 1)
vezes diferencidvel num intervalo aberto I e a € I. Entdo para cada x €
I\{a} existe & tal que a < & < x, tem que o termo complementar (resto) da
sua formula de Taylor de ordem m no mesmo ponto, Ry (x), é dado por

£

Bul@) = (n+1)!

(q; - a)n+1 )
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Exercicio 4.13.4 Para a funcao f(x) = sen x determine o polindmio de
Mac-Laurin de ordem 6 associado e indique wma majoracdo para o e€rro
cometido.

4.14 Aplicacoes da férmula de Taylor a determi-
nacao de extremos, convexidade e inflexoes

Anteriormente viu-se que, para uma funcao f, diferencidvel num ponto a,
tenha um extremo local neste ponto, é necessdrio, embora nao suficiente,
que f'(a) = 0.

Chamam-se pontos criticos ou estaciondrios de uma funcao f aos zeros
da sua fungao derivada. Para decidir se um ponto critico é ou ndao um ponto
de médximo ou de minimo, pode recorrer-se ao sinal da 1% derivada.

Nos casos em que nao seja possivel estudar o sinal de f’(z)em pontos
préximos de a o recurso a férmula de Taylor dd4 um método alternativo,
que pode sertitil se forem conhecidos os valores assumidos no ponto a por
algumas das derivadas de ordem superior & primeira.

Exemplo: Se f ¢ duas vezes diferencidvel em a , f'(a) =0e f"’(a) #0
entao a férmula de Taylor com resto de Lagrange serd

(¢ —a)®

f(z) = fla) + f"(a) = + Ra(x)

com lim Ry(x) = 0. Entao existe € > 0 tal que para x € V.(a) se tem que
r—a

(2—a)’

|R2(x)| < |f"(a)|. Assim o sinal da soma f"(a)*5*- + Ra(x), em Vi(a),
serd o sinal do primeiro termo.
Se f"(a) > 0 tem-se

(z — a)’

f(@) = fla) = ()

isto é, f(z) > f(a) para x € Ve(a). Se for f"(a) < 0 tem-se f(z) < f(a) para
x € Ve(a) No primeiro caso tem-se um minimo local estrito e no segundo
caso um maximo local também estrito.

Se f”(a) = 0 o processo nao era aplicavel e ter-se-ia que realizar o mesmo
processo para a primeira ordem da derivada que nao se anulasse em a. Assim:

+ Ra(z) > 0,

Teorema 4.14.1 Seja f uma fungio n vezes diferencidvel em a, com n >
2, e suponha-se f(”)(x) é a primeira derivada que nao se anula em a Entao:

1. sen é impar, f nao tem qualquer extremo no ponto a;
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2. se n é par, f(a) é um mdximo ou um minimo local (estrito) de f,
conforme f(a) <0 ou £ (a) > 0.

Dem. Como f é uma fungao n vezes diferencidvel em a entdo, numa
vizinhanga de a, V.(a), pode ser representada pela férmula de Taylor com
resto de Lagrange

f(n)(a) n f(nH)(ﬁ) (z — a)nJrl

f@) = f@+f @) @=a)++ = @ = )"+ g

)

para x € V.(a).
Como f(™ () é a primeira derivada que nao se anula em a entao

() (4 (n+1)
f@) - @) = F @ ar s L) o
z—a)" (n+1)
- ! n! ) £ (a) + fn++ EO (z —a)

Como (x — a) pode ser arbitrariamente pequeno entao o sinal dominante do
tltimo factor serd o sinal de f(™)(a).

Se m é fmpar, o primeiro membro f(z) — f(a) toma sinais contrarios
quando x toma valores & esquerrda ou & direita de a, mas suficientemente
préximos. Logo f(a) ndo é um extremo.

Se n ¢ par, o sinal de f(z) — f(a) € 0 mesmo que o sinal de £ (a).

Assim se f("(a) < 0 entdo f(z) < f(a) para 2 € V.(a), pelo que f(a) ¢
um méximo. Se f(™(a) < 0 entdo f(a) é um minimo local m

Exemplo 4.14.2 A funcio f(x) = 3z*—423+2 tem unicamente dois pontos
estaciondrios: 0 e 1 Como f"(1) =12 > 0 entdo f(1) =1 é um minimo de
f- No ponto 0, f"(0) =0, f"(0) = —24 pelo que ’f(0) nao é um ponto de
extremo.

Outra aplicagdo da férmula de Taylor estd relacionada com a nogao de
convexidade, isto é, com a posicao do gréfico da funcao f, diferencidvel em
a,:em relacdo & respectiva tangente no ponto (a, f(a)) :

Se existe € > 0 tal que em V(a) o gréfico de f estd acima do da fungao
g(x) = f(a)+ f'(a) (x — a) diz-se que a fungao f ¢ convexa em a ou que tem
a concavidade voltada para cima nesse ponto.

Se o grifico de g estd acima do de f diz-se que a funcao f é concava em
a ou que tem a concavidade voltada para baixo nesse ponto.



102 CAPITULO 4. CALCULO DIFERENCIAL EM R

Pode acontecer que exista um intervalo & esquerda de a e outro a direita
de a em que o grifico de f esteja acima do de g num deles e abaixo noutro.
Neste caso diz-se que a é um ponto de inflexao de f.

Teorema 4.14.3 Seja f uma fungdo n vezes diferencidvel em a, (n > 2),
e suponha-se que sdo nulas em a todas as deriwadas de [ de ordem superior
a primeira e inferior a n, isto é,

['a) = .= f" V(@) =0, f"(a) £0.
Entao:
1. sen é impar, a é um ponto de inflexdo de f ;

2. sen épar, f é convexra ou concava no ponto a conforme f™ (a) >0
ou f(”) (a) < 0, respectivamente.

Dem. A demostracdo ¢ semelhante & do Teorema 4.14.1, considerando
a gora a Férmula de Taylor de ordem n com resto de Lagrange na forma

™ (q (n+1)
@) = f@)+ F@ -0+ T @ -y 8 @ oy
e entao
, _ (z— a)" n f(n+1)(§)
£@) = fl@) = @) (o = @) = C= O ey + T (o)

Exemplo 4.14.4 Para f(z) = /z tem-se para x # 0, f"(z) = —ﬁ. 0
grifico tem a concavidade voltada para baixo se x > 0 e para cima se x < 0.
O ponto 0 é um ponto de continuidade de f e f'(0) = +o0, pelo que se trata
de um ponto de inflexao.

4.15 Séries de funcoes

O conceito de soma infinita de niimeros reais, que se estudou no caitulo das
séries numéricas, pode agora ser generalizado & soma infinita de fungoes.
Este aspecto coloca novos desafios, por exemplo permite que a "mesma
série fungao"possa ser simultaneamente convergente ou divergente, depen-
dendendo da concretizacao da varidvel.

Comecemos por definir o que se considera por série de fungées:
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Definigao 4.15.1 Chama-se série de fungdes a uma expresao do tipo
+oo
D fal@)
n=1
isto é, fi(x)+ fa(x)+...+ fu(x)+..., em que fi1, fo, ..., fn, ...funcoes definidas

num certo dominio D C R.

A série é convergente nim ponto xg € D se for convergente a série
numérica

fi(zo) + fa(zo) + ... + fa(zo) + ...

Neste caso N
> falz) = f(2),
n=1

designando-se f(z) por fun¢ao soma.
O dominio da fungao soma é o conjunto onde a série converge.

Definigao 4.15.2 O conjunto de wvalores de = para o0s quais a série de
fungoes é convergente chama-se intervalo de convergéncia.

Exercicio 4.15.3 Estudar a convergéncia das séries:

+oo
Exemplo 4.15.4 a) Zaz”

n=0
= sen(nz)
b) Z n?
n=1

4.16 Séries de poténcias

Um caso particular de séries de funcoes sdo as séries de poténcias de x,

ao+ a1+ ax’ + -+ apz" + - = E anz".
n=0

Para determinar os pontos onde esta série é convergente pode comecar-se
por determinar o raio r de convergéncia (absoluta)

an

r = lim

Gn+41
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e depois determinar o intervalo de convergéncia, isto é o conjunto z €] —r, r|.
Em alternativa, pode aplicar-se directamente o critério de D’ Alembert

1
‘an—i-l’ ‘J:TH_ | .
— T = || lim
|an| |2"]

. An+1
lim Pntl

n

por este processo a série é convergente para os vlores que verifiquem a in-
equacao

Gn+41

|| lim <1

n
Nos pontos £ = —r ou z = r , substitui-se = por r e estuda-se a série
directamente utilizando os critérios das séries numéricas.
No intervalo de convergéncia uma série de poténcias de = define uma
fungao continua.

Exercicio 4.16.1 Estudar quanto a convergéncia a série

00 o
;(_1) n(n+1)

Séries de poténcias de (x — a) sao séries do tipo
+o0
2 n . n
ap+ai(z—a)taz(z—a)+-+a,(z—a) —i—---—Zan(x—a) .
n=0

Sendo r o raio de convergéncia da série, nestes casos o intervalo de con-
vergéncia serd |a — r,a + r|.

4.17 Série de Taylor para funcoes reais de variavel
real

Definicao 4.17.1 Se a func¢do real de varidvel real f for indefinidamente
diferencidvel no ponto a obtem-se a formula

(¢ —a)*

fl) = fla)+ f(a) (@ —a) + f"(a)~—

+oo n
=y T

n!
n=0

que se designa por série de Taylor.
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Se a série de Taylor representar f(x) numa vizinhanca de a diz-se que
f(x) é analitica em a.
No caso de a = 0, a série de Taylor designa-se por série de Mac-Laurin:

+oo p
- L r(n)
fla) = 2;) 1 10(0).
Exercicio 4.17.2 Determine a série de Mac-Laurin das fungdes:
a) f(z)=e"

b) g(x) = sen x

Exercicio 4.17.3 Desenvolva em série de poténcias de x a funcgao

3

1@ = =0T
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Capitulo 5

Calculo Integral em R

5.1 Primitivas

Definigao 5.1.1 F(x) é uma primitiva de f(z), num certo intervalo I, se
F'(z) = f(z), Vz € I.
Isto é Pf(x) = F(z) = F'(z) = f(x), Yz € I.

Resulta imediatamente desta definigao que a operagao de primitivagao é
a operacao inversa da derivacao.

Como [F(z)+ c] = F'(z) para qualquer valor de ¢ € R, entdo existe
uma infinidade de primitivas de uma certa fungao.

Assim designa-se por expressao geral das primitivas de f(z) a

Pf(z)=F(z)+¢, ceR.

Proposicao 5.1.2 Duas primitivas de uma mesma fungdo, num certo in-
tervalo I, diferem sempre de uma constante.

Dem. Sejam F(x) e G(z) duas primitivas de uma mesma fungao f(z).
Entao F'(z) = f(z), G'(z) = f(z) e

[F(z) - G(a)) = F'(x) - G'(2) = f(z) - f(z) = 0.

|

A hipétese de se considerar um intervalo I é fundamental, porque a
funcdo pode nao ser primitiviavel para todo o conjunto R.

Veja-se, por exemplo, a funcao definida em R,

f(w):{ _11 se >0 ‘

se <0

107
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Suponhamos que existe uma primitiva def(x), F(x), em R.
Entao, pelo Teorema de Lagrange, existe ¢ €]z, 0[ tal que

F(x) - F(0)

= F'(¢) = f(c) = —1, porque ¢ < 0.
Pela definigao de derivada lateral

F'(07) = lim Fa@) = FO) _ F'(c) = —1.

z—0— X z—0—
Contudo nao é possivel ter uma situagao de
F'(0) = F'(07) = F'(07) = —1 = f(0)
porque f(0) = 1.
Entao f(z) nao é primitivavel em R, embora o seja em |0, +oco[ ou | —
00, 0[.
5.2 Primitivas imediatas e quase imediatas

Estas primitivas obtém-se utilizando apenas as regras de derivacao, even-
tualmente com operagoes preliminares.
Seja f(x) uma funcdo primitdvel num certo intervalo I C R.

5.2.1 Primitiva de uma constante

Como (kx)" = k, k € R, entdo
Pk=kx+c, k,ceR.
Generalizando, como (kPf(x)) =k (Pf(z)) = kf(z), k € R, entdo

Pk f(z)) = k(Pf(x)).

5.2.2 Primitiva de uma poténcia de expoente real

m /
Para m € R\{—1}, tem-se (%:f) = f™ f’, pelo que

)

Pf™(z) fl(fE) mol 4+¢, ceR, m#—1.

Exercicio 5.2.1 Calcular:
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1. P2z + 1
9. plosz

4
3. Pm

No caso de m = —1 tem-se que fT/ = (log f)', e assim

f/($>_ 0} x c, C

Exercicio 5.2.2 Calcular:

1. P-2 . acR.

4 +a2 9

2. Ptg .

Se se substituir z por uma funcao f(z) diferencidvel, tem-se

Ptg (f(z)) f'(x) = —loglcos (f(z))| +¢, c€R.

5.2.3 Primitiva de fungoes exponenciais

Como (ef)/ =ef f’ entdo

P (ef(x) f’(as)) —ef@ 4¢ ceRr

Por outro lado,

P (af(r) f'(x)> = P (ef(oc) loga f’(:p)) _ ef@ loga

loga

= +c ceR.
loga

Exercicio 5.2.3 Calcular:

1. P (xe_x2> .

) P3arc5€n xT )
2 V1—z2

109
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5.2.4 Primitiva de funcdes trigonométricas
Como (—cos (f)) = f' sen (f) tem-se
P[f'(x) sen (f(x))] = —cos(f(x)) +¢, cER,
e, analogamente,
P[f'(z) cos (f(x))] = sen(f(z)) +¢, cER.
Pelo mesmo processo (tg (f)) = f sec? (f) e

P [f/(2)sec? (f(z))] = tg (f(a) +¢, cER

Partindo novamente das derivadas (arcsen (f)) = \/lfi77 pelo que
!
PA =arcsen(f(x)) +¢, ceR,
P
e
/(=)
Pm =arctg (f(z)) +¢, ceR,

Exercicio 5.2.4 Calcular:

1. P(sen(2x2)).
2. Psec? (3x).

$2

1
4 Py

5. Pris

5.3 Meétodos de primitivacao

Se uma func@o nao pode ser primitivada sé por aplicacdo das regras de
derivagao (primitivas imediatas) ou apds alguns artificios (primitivas quase
imediatas) recorre-se a um ou mais métodos de primitivacao.
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5.3.1 Primitivacao por decomposicao
Baseia-se na linearidade da primitiva:

Teorema 5.3.1 Sejam f; funcdes primitiviveis num dominio I C R, i =
1,...,n, e a; € R. Entao

P(aifitaofo+---+anfn) =o1 Pfi+az Pfo+ -+ ay Pfy.
Alguns casos particulares merecem atencao:

e Paran € N, P(senz)*t =P (sen? )" sen x = P (1 —cos?z)"
sen x.
Desenvolvendo (1 — cos? x)n obtém-se poténcias de cos z multiplicadas
por sen x e a cada uma delas pode aplicar-se a relacao
k1
P (cosk:c sen x) = —M, k=0,2,..,2n.
k+1
e Paran € N, n > 2, Ptg"(x) = Ptg" 2 (z) tg?(z) = Ptg" 2% (n)
(sec?z — 1) = Ptg" 2 (z) (sec’ x — 1) = Ptg" 2 (z) sec? z—Ptg" 2 ().
Desta forma obtem-se a férmula por recorréncia

tg" ! (x)

Ptg" () = =—

— Ptg" 2 ().

e Para fracgoes racionais com aplicacdo do método dos coeficientes in-
determinados pode decompor-se a fracgao inicial em fraccées "mais
simples":

Exemplo:

225 x
p =2P(2° -z +—— ).
22+ 1 <x x+x2—l—1>

5.3.2 Primitivacao por partes

Este método baseia-se na férmula para a derivada do produto de funcées
(wv) = u'v +w' & v'v = (w) — w'

pelo que:

Teorema 5.3.2 Sejam u e v duas funcoes reais definidas e diferencidveis
num intervalo I C R. Se o produto u'v for primitivdvel entao

P [W(z)v(z)] = u(z)v(z) — P [u(z)v'(z)] .
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Como indicagao geral, serd conveniente escolher o factor correspondente
a funcao v aquele que se simplificar mais por derivagao. Contudo hé algumas
excepgoes, como se verifica no préximo exercicio:

Exercicio 5.3.3 Calcular:
1. P (z*sen(z)).

Pz arctg (x).

Pa23log .

Plogx.

Gvod o e

Pcosx e*

5.3.3 Primitivagao por substituicao

O método de substituicao baseia-se na regra de derivagao das fungoes com-
postas.

Teorema 5.3.4 Sejam f : I — R uma funcdo primitivivel, J C Df e ¢ :
I — J uma aplicagao bijectiva e diferencidvel em I. Entdo (f o @) (t)¢'(t)
é primitivdvel e, designando por ®(t) uma sua primitiva , isto é, ®(t) =
P[(f o) (t)¢(t)], obtem-se que ® (¢~ (x)) é uma primitiva de f(x).

Em resumo

Pf(z)=P[(fop)(t) ¢t)], sendot=p ().

Dem. Aplicando a derivada da fun¢ao composta e a derivada da funcao
inversa tem-se

/

(@ (7' @)) = ¥ (@) (p'@) =
= fle®) w’(t)@,

Exercicio 5.3.5 Calcule em I =]0, +o0],

1
P
(#=3);

utilizando a substituicao x = ¢(t) = logt.
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5.3.4 Primitivagao de fungoes racionais
p(z)

Definigao 5.3.6 i) Funcdo racional é uma fungdio do tipo 2 @) onde p(x)

e q(x) sao polindmios em x, nao sendo q(x) identicamente nulo.

ii) Uma fracgdo racional diz-se propria se o grau de p(x) é menor que o
grau de q(z)

Para efeitos de primitivacao basta considerar fracgoes préprias, pois caso
a fraccao seja imprdépria, por uma divisao inteira é sempre possivel decompo-
la na soma de uma parte inteira com uma fracgdo prépria. Isto é, se gr
p(x) > gr q(x) entdo existem polinémios a(z) e r(x) tais que

q(z)

P@) s T,

Condideremos entdo véarios casos na primitivacao de fracgoes racionais que
estao directamente relacionados com o nimero de zeros do denominador e
com a sua natureza, ilustrados com exemplos:

1° caso: As raizes de g(x) sao reais de multiplicidade 1:

A fraccao racional decompode-se em "fraccoes mais simples"e calcula-se
a sua primitiva por decomposicao.

42’441 _ p_da’4a4l 1
Exemplo 5.3.7 P~ Px(f 1)%x+1) P=l+pP2s 1+Px+1 log ||+
ceR.

10%’$—1]3+10g(x+1)2+c: %

29 caso: Asraizes de g(x) sdo reais e algumas com multiplicidade superior
al:
O processo é andlogo ao anterior.

20341 3 4 1
Exemplo 5.3.8 P2 P = = pP= +P +Pz+1 +P( )2 P(x+1)3 =

—310g]a:|—%+310g\a:+1| I+1+2 +¢, ceR.

(:r:+1)2

39 caso: Algumas raizes de g(x) sdo complexas de multiplicidade 1:
Na decomposicao as fracgoes cujo denominador tém raizes complexas
possuem uma funcao afim como numerador.

_ +2 _p.1 +1
Exemplo 5.3.9 P = P 1)% Cawry Sl e o = loglz —1|—

slog (2?2 +z+1) — 4‘[arctg<2f/t1)+c ceR.

4° caso: Algumas raizes de g(x) sdo complexas com multiplicidade su-
perior a 1:
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x2422+6 _ px+tl _
Exemplo 5.3.10 P()(72+2) =pP-L P - P( N =loglz —1|—

110g(:L‘ —1-2) \farctg(\f)+$2+2+c ceR.

Nalguns casos é possivel e recomenddvel combinar os métodos de substi-
tuicdo com o das fracgoes racionais. Vejam-se alguns exemplos:

Exemplo 5.3.11 Numa funcdo racional com argumentos do tipo €* , sim-
bolicamente,
FR(e"),

deve tentar-se a substituicdo

xz =1logt ou e =t.

Assim
1—e¥ - 1 — 4t
P = P|———x- P 1
<e2w—4> <t2—4xt> ( + 4t>
z 7
= —€" —Z—glog|e — 2|+ = log|e +2|+¢ ceR

Exemplo 5.3.12 Numa fung¢do racional do tipo
FR(logz) x —
deve tentar-se a substituicdo
logz =t ou x=¢.
Por exemplo:

p <10g (2330)) _ p (log2+310g1: " 1) _p (log23+ t)
xlog” x log® x x t

log2 1 1
= X2 +¢, ceR.
2 log°z logz

Exemplo 5.3.13 Para uma fung¢io do tipo
FR(sen x) X cosx
recomenda-se a substituicdo

senx =t ou x = arcsen t.
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Analogamente para
FR(cosx) x sen x

aplica-se
cost =t ou x = arccost.
Assim
cos®z sen x B V112 y -1
cos2x+2cosx+1 242 +1° /1_¢2
8
= P<—t+2—2>
(t+1)
2
8
= *Cosx+2<:osa:+7+c, ceR.
2 cosz + 1

Exemplo 5.3.14 Para
FR(sen z,cosx)

aplica-se a substituicdo

tg (g) =t ou x=2arctg t,

e, pelas formulas trigonométricas dos dngulos duplos,

x 4.2
Ct9(3) e 110 (5)
1+tg? (%) 1+tg?(

T

sen x =2

VRIS

Como exemplo:

p COS T _p 1—1¢2 » 2
sen T — cosxT t224+2t—1" 1+12
1—t2
(t+1-v2) (t+14v2) (1+12)

1 1
= §log‘tg2 (g) + 2tg <§) — 1’ —ilog(sec2a:) —g—i—c, ceR.

Exemplo 5.3.15 No caso de

P1 pn
. ax+b q1 aw—i—b qn
"Nex+d U \ex+d

a substituicao indicada serd

FR

a:z:—i—b_
cx+d

t?, sendo g =m.m.c.(q1, ..., Gn) -
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Tlustre-se com o exemplo:

3/ 2
p_VY 1 _p(-Y ) =6p t4+t+L .
Vi—1-1 3 —1 B -1

5.4 Integral de Riemann

O conceito base no cdlculo diferencial é a nocao de derivada. No cédlculo
integral esse papel é desempenhado pela nogao de integral.

O método mais intuitivo para abordar este conceito é considers-lo como
uma area.

5.4.1 Somas integrais de uma funcao

Seja f uma fungao real de varidvel real definida em [a, b].
Considere-se este intervalo decomposto em n intervalos pelos pontos
T, T1, L2, ..., Tp_1, Ty, tais que

ro=a<x1<x3< ... <Xp_1<zxp=n>=.
Ao conjunto P = {zg, 21,2, ..., Tn_1,%n} chama-se uma decomposi¢ao
ou partigao de [a,b].
Desta forma [a,b] fica decomposto em subintervalos I} = [zg,z1],I2 =
[x1,229], .y In = [Tn—1, x|, de didmetros

diam Iy = x1 — zg, diam Iy = x9 — x1, diam I, = x,, — Tp_1.

Ao maior destes diAmetros chama-se didmetro da decomposi¢ao e nota-se
por |P|.

Definigcao 5.4.1 Chama-se soma integral ou soma de Riemann de uma
fungao f relativamente a decomposi¢ao P de [a,b] e ao conjunto

U= {’U,Z’U,Z E].’L’i,xi+1[,i: 1,...,71—1},

designando-se por S (f, P,U) ou abreviadamente porSp, a

S (f7 P, U) = f (uz) (531 - -Tz'—l)

M-

=1
= [f(u1) (x1—20) + [ (u2) (2 —21) + -+ f (un) (T — Tp—1) -
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Definicao 5.4.2 Se substituirmos na soma anterior a imagem de um ponto
intermédio pelo supremo (infimo) da funcao f(xz) em cada um dos subin-

tervalos obtem-se a soma superior de Darboux, S, ou a soma inferior de
Darbouz, S.

Exercicio 5.4.3 Para f(x) = 22 definida em [0,1] decomposto por P =
{0, 0.4, 0.5, 0.7, 1}, calcular:

1. A soma de Riemann Sp relativamente a U = {0.1, 0.45, 0.6, 0.8}.
2. As somas superior e inferior de Darbouz.

Proposicao 5.4.4 Seja f uma fungao limitada em [a,b] . As somas superior
e inferior de Darbouz, S.e S, sdo, respectivamente, o supremo e o infimo
das somas de Riemann, no conjunto de todas as partigées possiveis de [a,b] .

Dem. Para uma mesma parti¢do P de [a, b] tem-se
S<Sp<S8. (5.4.1)

Defina-se
M;:= sup f(x), i=1,..,n,

IE[Ii,hwi]
e escolha-se o > 0 de modo a que para os pontos intermédios u; em cada
um dos subintervalos se tenha
f(uz) >M;,—a, 1=1,..,n.

A soma de Riemann sers

Sp o= > flw)(@i—zi1)> > (Mj—a) (i —zi1)
=1 =1

= ZMZ (l'i_l'ifl)_za (:Ei—xl-,l)zg—a(b—a).
i=1 =1

Pelo mesmo processo, definindo

m; = inf f(x), i=1,...,n,
:DE[J,‘i_l,:I}i]

se pode provar que
Sp<S+ab—a),
pelo que S.e S, sdo, respectivamente, o supremo e o infimo das somas de
Riemann. m
Note-se que as somas anteriores, de um ponto de vista geométrico, cor-
responde a vérios modos de obter a soma da drea de véarios rectangulos com
alturas diferentes mas bases iguais em cada um dos casos.
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5.4.2 Definicao de integral de Riemann

Definicao 5.4.5 Uma fungao f(x) diz-se integravel a Riemann em [a,b] se
for finito

b
lim Sp(z) =S :/ f(z)dz,

|P|—0

em que Sp(x) designa a soma de Riemann de f relativamente & decom-
posicao P, |P| o diagmetro da decomposi¢io, f(x) a fungdo integranda, z a
varidvel de integragao e [a,b] o intervalo de integragdo

Observagao 5.4.6 O walor do integral depende da funcdo f e do intervalo
[a,b], mas é independente da varidvel de integragao. Isto é,

l%@ﬂxzé%@ﬂu:LZﬁMt

Proposicao 5.4.7 (Condi¢ao necessaria de integrabilidade) Se f(z) é in-
tegravel em [a,b] entdo f(x) é limitada em [a, ]

Dem. Pela definicao de limite tem-se

|}Di|mOSP(I) =S5<=Vi>03e>0: VP, |P|<e=|Sp(z)— 95| <.
Assim quando o didmetro da particao for suficientemente pequeno tem-se,
para 6 > 0,
S—0<Sp<di+S.

n
Como Sp = g f (u;) |zi — xi—1| com w; pontos arbitrdrios em cada um dos
i=1
subintervalos. Separamndo a primeira parcela,

Sp = f(u1) w1 —al + ) f (w) (@i — 1),

1=2

Considerando fixos os pontos u;,7 = 2,...,n, o somatério terd uma certa
soma k. Assim
Sp:f(ul)]xl —CL‘ + k

S—8< f(u)lwr—al+k<d+8

ou seja
S—0—k o+S—k
— < flu) < —

|z1 — al |zy —al
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Como u; é um ponto arbitrario em [a, z;] a funcdo f(x) é limitada em [a, z1] .
Pelo mesmo processo é possivel provar que f(z) é limitada em qualquer
dos subintervalos [z;, z;+1] .Logo f(z) é limitada em [a,b]. m
Igualmente 1til é a sua reciproca.
Se f(z) nao é limitada em [a, b] entdo f(x) nao é integravel em [a, b].

Proposigao 5.4.8 (Condigao necessdria e suficiente de integrabilidade) A
fungao f(x) é integravel em [a,b] se e sé se as somas de Darboux tém o
mesmo limite finito.

Dem. ( = ) Se f(z) ¢ integrdvel no sentido de Riemann em [a,d]
entdao lim Sp(z) = S, ou seja para um certo € > 0 tal que |P| < € se tem

|P|—0

1Sp(z) — S| < 5, ou seja,

) )
Como
S—S5<0<39,

entdo, para |P| < e, §—§| < 4, pelo que

lim (S—S5)=0,
Ao (8- 5)
isto &,
lim S = lim S.
|P|—0 |P|—0

Além disso, pelo enquadramento (5.4.1), tem-se

b
lim S= lim S = lim Sp = S:/ f(z)dz.
|P|—0 |P|—0 |P|—0 a

( <) Se as somas de Darboux S e S tém o mesmo limite finito, pelo
enquadramento (5.4.1), tem-se

b
lim S = lim S = lim Sp = S:/ f(z)dz,
|P|—0 |P|—0 |P|—0 a

pelo que f(x) é integravel em [a,b].. =
Alguns resultados ajudam a formar ideias sobre classes de func¢oes inte-
graveis:
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Proposigao 5.4.9 Toda a fungdo continua em |a,b] é integrdvel & Riemann
nesse intervalo.

Dem. Pelo Teorema de Heine-Cantor , toda a fun¢do continua num
intervalo limitado e fechado [a,b] é uniformemente continua, isto é,

V6 >0 3e>0: Yo,w € [a,b], |v—w|<e=|f(v)— f(w)] <.

Para € > 0 seja P uma partigao de [a, ] tal que |P| < e.

Se f(x) é continua em [a,b] entdo f(z) é continua em dada um dos
subintervalos [x;, ziy1] .

Pelo Teorema de Weierstrass existem os nimeros M; e m;, respectiva-
mente, maximos e minimos de f(x) em [z;, x;11] .Designe-se M; := f (u;) e
m; = f (v;) com u;,v; € [T, xiy1]-

Considere-se § > 0 tal que

0

Mi—mi:f(ui)_f(vi)<m~

Entao, recorrendo as somas de Darboux

S-S = ZMi (i — 1) — Zmz (i — 1)
i1 i=1

= Z(Mi—mi)(xi—xi_1)<%Z(zi—xi_l):bfa(b—a)zé.

i=1 i=1
Portanto S — S < §, com |P| < ¢, pelo que

\}IDISO (S B ﬁ) =0

Proposigao 5.4.10 Toda a fun¢do mondtona e limitada é integrdvel ¢ Rie-
manmn.

Dem. Para € > 0 seja P uma partigao de [a, b] tal que |P| < ¢, .isto é,
|x; — x| <e, i=1,..,n.
Suponhamos que f(z) é crescente. Assim, para cada [z;_1, ;| defina-se

M;:= sup f(z) e mj:= inf f(z).

-'EE[mi—l,iUi] Ie[xi—lawi]
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Entao

n

S—8 = Y (Mi—my)(zi—zia) =D (f (@) = f (wi1)) (21 — 3i1)
=1

=1 i

Considerando § = ¢[f (b) — f (a)] obtem-se que S — S < § desde que
|P| <e= W. Entao, pela condigao necessdria e suficiente de integra-
bilidade, f(x) é integrével em [a, b].

Se f(x) é decrescente.o processo é semelhante. ®

5.4.3 Interpretacao geométrica do conceito de integral

Vimos anteriormente que as somas superior e inferior de Darboux, S e S,
sdo aproximacOes por excesso e por defeito, respectivamente, da drea do
trapezdide limitado pelo grafico de f(x) e pelas rectas verticais x = a e
x =b.

Se se diminuir o didmetro da particao obtém-se aproximagoes com um
erro menor, da drea do trapezdide referido.

Ao considerar particdes mais finas, S e S serdo valores tao préximos
quanto de queira, por excesso e por defeito, do valor dessa drea.

Assim se f(x) é continua em [a,b] e f(z) > 0, Vz € [a,b] , entdo f: f(z)dx
representa a drea da regiao limitada pelo gréfico de f(z) e pelas rectas
verticais x = a e x = b.

5.5 Propriedades dos integrais

A maior parte das propriedades que se seguem podem ser demonstradas por
aplicacao directa da definicao de integral.

Proposicao 5.5.1 Sejam f(x) e g(x) fungdes integrdaveis em [a,b] .
1. fabf(as)dx =— [ f(x)d

2. Se f(x) é uma fungdo par entdo

b b
flx)dx = —/ f(x)dx.

—a
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Se f(x) é uma fun¢ao tmpar entao

—b b
3 f(m)dxz/f(:n)c&

. Para k € R,

b
/ kder=k(b—a).
a
Para k € R,

b b
/ kE f(x)de =Fk | f(z)dx.

a

Se f(z) > 0 entao

/abf(x)dx >0,

Se f(xz) < g(z), Vx € [a,b], entdo

/a ' fla)de < / " g(a)ia.

/abf(:n)dx

Se f(x) é uma funcao limitada em [a,b] tal que |f(x)| < M, com
M > 0, entao
b
|t

(Aditividade do integral relativamente ao intervalo de integra¢io)

/abf(x)dx:/:f(z)dx—k/cbf(x)dx.

(Aditividade do integral relativamente o fungao integranda)

< [ @las

<M ((b-—a).

/ab [f(z) + g(x)] dz = /ab f(z)dz + /abg(x)dfc.
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Dem. Seja P = {x, 1,22, ..., Tp_1, Ty} uma decomposigdo de [a,b] e
U={u;:u; €|xs,xiy1[,1 = 1,...,n — 1} um conjunto de pontos arbitrarios
em cada um dos subintervalos.

1.
b n
[ s = 37 f ) (@i - i)
a i=1
= - Zf (ui) (Tim1 — i) = — \ f(@)dx
=1
2. Uma decomposi¢ao de [—a, —b] serd P* = {—xg, —%1, —X2, ..., —Tp—1, —Tn }

e um conjunto de pontos respectivos pode ser U* = {—u;} . Entao
—b

—a

f(x)dz = Zf(—ui)(—xi+wi_1)

n

:—;ﬂui)( —Ti1) /f dz.

3.
—b n
| t@ds = 3 f(-w) (it i)
—a =1
= [ (wi) (2 — 2 fz
> 0=
4.
/k:d:c_Zk i—xio1) =k(b—a)
5.
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6.
b n
[ f@de =30 f ) (wi = i) 20,
a =1
7.
b n
[ f@de = 3w (@i 5i)
a i=1
n b
< Zg(ul) (mi—x“)g/ g(z)dz.
i=1 a
8.
b n
/ f@ds| = |31 ) (@i~ i)
o n ,
< SO () (i — i) = U ()] (1 — i) = / (@) da
i=1 i=1 a
9.

/abf(a:) dz S/ab\f(at)\ d:cg/abMda::M(b—a).

10. (Interpretar geometricamente como adigao de éreas)

11.

n

b
[ 1@ +gt@ds = 377 () + g )] (@i~ )

i=1
= D fw) (@i —zi)+ > g (w) (@ —xi1)
=1 =1
b b

= / f(w)da:+/ g(x)dx.
[
Teorema 5.5.2 (Teorema da média do cdlculo integral) Se f(x) é integravel
num intervalo I := |a,b] entdao existe X € [m,M], com m := 1r€1§f(:z‘) e

M :=supf(x), tal que
zel

b
/ F@)dz = A(b—a).



5.5. PROPRIEDADES DOS INTEGRAIS 125

Dem. Suponhamos que b > a. Como m < f(z) < M, Vz € I, entao

b b b
/mdwg/ f(a:)da:g/ Mdzx,

pela Proposigao anterior (7),

b
m(b—a)g/ f(z)dz < M (b—a)

e, como b—a > 0,

Definindo

obtem-se o resultado pretendido.

/abf(a:)dx = —/baf(x)dm

e aplica-se a primeira parte da demonstracao. m

Se b < a tem-se

Observagao 5.5.3 i) Se f(x) é uma fun¢do continua em I entao existe
c €1 tal que f(c) = A, pelo que se obtem

b
/ f(@)dz = f(c) (b—a).

ii) Se f(xz) > 0,Vz € I entao f: f(z)dx dd o valor da drea de um trapezdide,
pelo que f(c) é a altura de um rectdngulode comprimento b — a, com
dea igual a do trapezdide.

Proposigao 5.5.4 (Desigualdade de Schwarz) Se f(x) e g(z) sdo fungoes
integrdveis em [a,b] entdo

< / @) x g(x)d:c>2 </ " P a)de x /:92(””) .
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Dem. Comece-se por calcular

b

b b b
/ laf () + g(ac)]2 do = az/ fz(m)dx—i—%z/ f(z) x g(:c)daH—/ g2(x)dx.
a a a a

A B C

Como [ef(x) + g(x)]* > 0 entéo

b
[ las@) + gle)as > 0
e, simplificando a notacao,
a?A+2aB+C >0

apenas acontece para qualquer o € R ndo nulose A >0 e (23)2 —4AC <0,
isto é,
B? < AC.

Voltando & notacao inicial

</abf(:c) X g(a:)da:>2 < /ab Fa)dx x /abgz(x)d:c.

Exercicio 5.5.5 Determine o sinal dos integrais, sem os calcular:
jus
3 sen x
a) f% SERL
il
b) [2, x sen(z)dx
3

Exercicio 5.5.6 Obtenha um majorante e um minorante para os integrais,
sem o0s calcular:

a) f_lé lJr%dac

b) f0§ x tg(z)dw
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5.6 Integral indefinido

Definigao 5.6.1 Seja f(x) uma funcgao integrdavel em I e o € I. Chama-se
integral indefinido com origem em « & funcdo

x
d(x) :/ f(t)ydt, Vo € 1.
[0
Proposigcao 5.6.2 1. Integrais indefinidos de origens diferentes diferem
de uma constante.

2. O integral indefinido é uma func¢do continua.

Dem. Considerem-se

@(m):/mf(t)dt e \y(m):/:f(t)dt.

1. Entao
T b b
B(z) — U(z) = / f(t)dt+/ F(t)dt = / F(t)dt € R.
o X o
2. Comecemos por provar que ®(z) é uma fungio continua.em z = a,

isto é que
lim ®(z) = &(a).

r—
Note-se que o limite, a existir, terd que ser 0 e que, pela condi¢ao necessdria
de integrabilidade, (Proposi¢ao 5.4.7) f(x) é limitada em [a, b] , digamos por
uma constante M > 0. Assim

<I>(x)—0]§/w|f(t)|dt§/$Mdt:M(x—a)

e como lim M(x — a) =0, entdo lim ¢(x) = ®(a) = 0.

Prove-se agora que ®(z) é continua.em = = ¢ # a.

Entao
/axf(t)dt — /:f(t)dt‘

/:f(t)dt + /Ca f(t)dt‘ - /:f(t)dt’

/x|f(t)|dt</det:M(:c—c)<M|x_c|

[@(z) = ®(c)| =

IN

e conclui-se como na primeira parte da prova. m
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Teorema 5.6.3 (Teorema fundamental do Célculo Integral) O integral in-
definido tem por derivada a funcao integranda nos pontos em que esta seja
continua, 1sto é,

®'(c) = f(c), se f for continua em c.

Dem. Viu-se anteriormente que

Bx) = 0(0) = [ fdt=A( o).

com A compreendido entre f(x) e f(c).
Por definicao de derivada

P'(c) = limM =

T—cC Tr—cC r—c T —C

Coroldrio 5.6.4 Sejam a,x € I e f uma funcad continua em I. Entdo

®'(z) = f(x), Vx € 1.

Observagao 5.6.5 i) Sendo @ [u(x)] = f;(a:) f(t)dt, pela derivada da fungao
composta obtem-se

& [u(z)] = f[u(z)] x v (z), Vo € I.

ii) Se ®(z) = f;(g:x)) f(t)dt entdo

O'(x) = f [u(z)] x v (z) — f [v(@)] x v'(z).

Exercicio 5.6.6 FEstude quanto aos extremos e intervalos de monotonia a
funcao

P(z) = /j(ﬂ — 6t + 8)dt.

Exercicio 5.6.7 Sendo f(z) = fologz(a: et )dt prove que f"(1) = 1.

Exercicio 5.6.8 Para f(z) = fkglogz(e*ﬁ)dt, calcule k tal que f'(1) = 0.

T
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Exercicio 5.6.9 Recorrendo a desigualdade de Schwarz encontre um majo-
rante para

1
/ e/ arctg(z)dz.
0

Teorema 5.6.10 (F'dérmula de Barrow) Seja f uma fungdo continua em
[a,b] e F' uma primitiva qualquer de f em [a,b]. Entdo

b
/ f(x)dz = F(b) - F(a).
Dem. A férmula geral das primitivas de f(z) é dada por

Flz) = / F@O)dt+k, k€ R,

Assim ,
F(b) = / f)dt+k e F(a)=k.
Entao )
F(b) — F(a) = / f(t)dt
[

Exercicio 5.6.11 Calcule o valor dos integrais:

3 dx
1R e

3
2 Jy e
5.7 Meétodos de integracao
Os métodos de integragao sao andlogos aos métodos de primitivacao.

5.7.1 Integracgao por decomposicao

Sejam f; fungoes integrdveis em [a, b] . Entao

b b b b
/(fl(:c)+f2(x)+---+fn(x))da::/ fl(x)dx—i—/ f2($)d$+~-+/ ful(z)dz.
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5.7.2 Integracao por partes

Sejam u e v duas fun¢oes integraveis num intervalo [a,b]. Se o produto u'v
for integravel entao

5.7.3 Integracgao por substituicao

Considere-se: f uma fungao continua em [a,b] e ¢ : [, ] — [a,b] uma
funcao bijectiva e diferencidvel com ¢ (o) = a e ¢ (8) = b. Entao ¢ vélida a
igualdade

b B
[ t@ido= [ flo@)x o @t
Exercicio 5.7.1 Calcular o valor dos integrais:

4 .3
1. fz sopd

2. ff r3logx dx

o

fol x arctg(z) dz

4 da
1 1+y/x

folog5 ver —1 dx

f63 $/r¥1 de
0 Fofrl+vz+1

A

S

5.8 Extensao da nocao de integral

Nos casos em que o intervalo de integragdo nao é limitado ou a fungao
integranda nao é limitada no intervalo de integracao, a teoria naterior nao
se aplica e é necessdario um novo conceito de integral: o integral improéprio.
5.8.1 Integral impréprio de 1¢ espécie

Definigao 5.8.1 Seja um intervalo I C R. Designa-se por integral im-
proprio de 1% espécie de f em I a qualquer das sequintes situagoes:

a) Sel=la,+ool, [ f(z)dx
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b) Se I = f f(z
c) Se I =] — oo, +00], f+°°

Pode perguntar-se se neste caso, em que a regiao nao estd completamente
limitada, o integral ainda representa o valor da drea dessa regiao ilimitada.

A resposta é afirmativa caso o integral improéprio de 1 espécie tenha um
valor finito.

Assim é necessdrio estudar a natureza do integral.

Definicao 5.8.2 i) O integral f;roo f(x)dx é convergente se existir e for

finito
Jdm [0 a

" fadr = 1m | s

Tr——400

Nesse caso

a

representa o valor da drea pretendida.

ii) Andlogamente, ffoo f(z)dx é convergente se

/:mf( o= iim_ [ 50

existir e for finito.

iii) Do mesmo modo fjoooo f(x)dx é convergente se

mf( SN 0

r—+00
existir e for finito.

iv) Se algum dos limites anteriores nao existir ou for infinito, entio o re-
spectivo integral diz-se divergente.

Exercicio 5.8.3 Estude a natureza dos integrais e calcule o seu valor, se
possivel:

1. f x2+1:€

2. f:olo x%dx
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3. [ Ldx

Exercicio 5.8.4 FEstude a natureza do integral

+oo 1
—d 0
/a —=dz, (a > 0)

discutindo-a em fung¢do de o.

5.8.2 Integral impréprio de 2¢ espécie

Nestes casos consideram-se as situagoes em que a fungao integranda nao é
limitada em pelo menos um ponto do intervalo de integracao.

Definicao 5.8.5 Seja [a,b] C R um intervalo e f uma fungao integravel em
subintervalos de [a, c[U]c, b], sendo ¢ um ponto em que f néao é limitada
Designa-se por integral imprdprio de 2% espécie o integral

/ fla
em que eziste pelo menos um c € [a,b] em que f(c) nao é limitada

Definicao 5.8.6 O integral integral imprdprio de 2* espécie diz-se conver-
gente se existirem e forem finitos

lim xf(t)dt e hm bf()

T—c” Jg z—ct Jup

Nesse caso

b x b
/ f(z)dz = lim f(t) dt + hm f(t) dt

T—c” Jg z—ct Jyp

Se pelo menos um dos limites anteriores nao existir ou for infinito, entdo o
integral diz-se divergente.

Observagao 5.8.7 Se em [a,b] existirem n pontos ci, ..., ¢, onde a fungdo
nao é limitada entdo deve decompor-se o integral de forma a isolar esses
pontos apenas num dos extremos de integracao.

Exercicio 5.8.8 FEstudar a natureza dos integrais:
a) f 1 —=dx

b) fol x%da:,discutindo—a em func¢do de o € R.

c) f 10 21
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5.8.3 Integral impréprio de 3“ espécie ou mistos

Neste caso estao os integrais que sao simultaneamente de 1% e 2% espécie,
isto é, integrais em que pelo menos um dos extremos de integracao é infinito
e existe pelo menos um ponto onde a fungao nao é limitada.

Tal como na secgao anterior deve decompor-se o integral misto na soma
de integrais que sejam apenas de 1% ou 2% espécie.

O integral é convergente se forem convergentes todos os integrais em que
se decomponha. Caso contrério o integral diz-se divergente.

Exercicio 5.8.9 FEstude a natureza dos integrais:
oo 1
a) fo > 714w

b) [T Ldax

—o0 27
5.9 Critérios de convergéncia para integrais im-
proéprios

Na prética torna-se 1til analisar a natureza dos integrais impréprios sem ter
de os calcular.
Sejam f(z) e g(x) fungdes localmente integraveis.

Proposicao 5.9.1 Se

lim z%f(x) é finito e nao nulo
r—+o00

entao:
° f(;roo f(z)dz é convergente se o > 1;

o f;roo f(z)dz é divergente se a < 1.

Exemplo 5.9.2 O integral f0+°° w%ﬂdx é divergente pois

lim z® =1 para o = 1.

z—too 12+ 1

Proposicao 5.9.3 (Critério de comparagao) Se f(z) e g(x) sao duas fungoes
tais que existe k € R de modo que f(z) < g(z),para x > k, entdo:

a) Se [7° f(x)dx é divergente entdo [ g(x)dx é divergente;
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b) Se fa+°° g(x)dx é convergente entao fa+°° f(x)dx é convergente.
Exemplo 5.9.4 Para analisar o natureza do integral f1+°° %dw pode
comegar-se por estabelecer as relagoes
1 < 1+ sen’z
\/15 < 14—!9\/(;123:, para x > 1.
Como f1+°° ﬁdw é divergente entao ffroo %dm é também divergente.

Proposicao 5.9.5 (Critério da existéncia do limite) Se f(x) e g(x) sdo
duas fungoes tais que

~—

_ f(=
g (z)

é finito e nao nulo

entdo os integrais fa+°° flx)dz e fjoo g(z)dz tém a mesma natureza.

Exemplo 5.9.6 Para estudar a natureza do integral f0+°° \/ﬁda: pode

ver-se que
= . V1+28 3
lim T = Iim ———=1sea=—.
T—+00 —= z—+o0o0 % 2
1423

oo 1 5 ~ oo ] ,
Como fl \/?dm é convergente entao fo mdw é da mesma natureza,

1sto €, é convergente.

Proposigao 5.9.7 (Critério do integral) Seja f : [1,4+00[— R uma fung¢io

o0
decrescente e, para cada n € N, seja an, = f(n). Entdo a série E an € 0
n=1
. —+o0 ~
integral [["°° f(x)dx sio da mesma natureza (ambos convergentes ou ambos
divergentes).

Proposicao 5.9.8 Seja f; f(x)dx um integral impréprio de 2* espécie em
que f(c) nao é limitada. Se

lim (x — ¢)® f (z) é finito e nao nulo
r—c

entao:

a) f(f f(z)dx é convergente se o < 1,
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b) fab f(z)dx ¢é divergente se a > 1.

Exemplo 5.9.9 O integral f; (xfg)Q dx é divergente pois

= 2 para a = 2.

lim (z — 3)°
;Hs( ) (z —3)?

5.10 Aplicagoes dos integrais

5.10.1 Areas planas

Se f(x) é uma fungao continua nao negativa, a drea da regiao limitada pelo
seu gréafico, pelo eixo das abcissas e pelas rectas verticais t = aex = b é
dada por

A= /b f(x)dx.
a
Exercicio 5.10.1 Calcular a drea:
1. De um circulo de centro na origem e raio T;
2. Da regigo definida pelo conjunto
D= {(x,y) eR?: 3<2<3,0<y< (:c—&—l)e”l};

2

8. Da regigo limitada pela pardbola y = x° e a recta y = 3 — 2.

4. Da regigo definida por

D:{(x,y)€R2z—2§x§5,O<y§

1 }
\/|> x|
5.10.2 Comprimento de curvas planas

O comprimento de um arco PyP; duma curva representada pela aplicagao
y = f(z), tendo por coordenadas cartesianas Py = (xo, f(z0)) e P =

(1, f(z1)) é dado por
C= /xl 1+ [f(x)de.

Exercicio 5.10.2 Determine os comprimentos dos arcos das curvas definidas
por:
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1. y = cosh(x) entre A= (0,1) e B = (1, EZT‘H)
2. y=2logx entre A= (1,0) e B= (\/§,210g\/§)

5.10.3 Volumes de sélidos de revolucao

O volume do sélido que se obtem pela rotagao da regiao limitada pelo grafico
de y = f(x) e pelas rectas verticais © = a e x = b, em torno do:

a) eixo das abcissas é dado por
b
V= Tr/ [f(x))? d.
b) eixo horizontal y = k é dado por
b
V= 71'/ [f(x) — k)* da.

Exercicio 5.10.3 Calcular o volume de um cone de revolucdo de altura h
e rato da base r.

5.10.4 Areas laterais de sélidos de revolugao

A drea lateral de um sélido gerado pela rotacao da regiao limitada pelo eixo
das abcissas, pelo grifico de f(x) e pelas rectas verticais xt = aex = b, é
dada por

AL =27 /abf(:c)\/l [f'(x)2da.

Exercicio 5.10.4 Calcular a drea lateral de um cone de revolugao de altura
h e raio da base r.ntegral de Riemann

O conceito base no céilculo diferencial é a nocao de derivada. No cédlculo
integral esse papel é desempenhado pela nogao de integral.

O método mais intuitivo para abordar este conceito é considera-lo como
uma area.



