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Tema 1

ALGEBRA MATRICIAL Y SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES

1.1. OPERACIONES CON MATRICES.

1.1.1 Introduccion.

Antes de presentar las operaciones matriciales y sus propiedades se veran unas

definiciones:

Definicion. Se llama matriz de orden mxn a un rectingulo de mxn elementos
dispuestos en m filasy n columnas. Tales elementos, que se representan por a;; donde
1 eslafilay j la columna, pertenecen a un cuerpo K, siendo K el conjunto de los

numeros reales C o el conjunto de los nimeros complejos C.

El conjunto de todas las matrices de orden mxn definidas sobre el cuerpo K se

representa por Enx, (K) o simplemente Exp.

Definicion. Dos matrices A y B se dicen equidimensionales o del mismo tipo si tienen

el mismo numero de filas y de columnas.
Dos matrices A y B equidimensionales son iguales si:
aiijij Ui= 1,2,...,11’1 0 D_] = 1,2, e I

Definicion. La matriz de E,x, que tiene todos sus elementos nulos se denomina matriz

nula, y se la representa por (0)mxn.

Definicion. Dada una matriz A = (ajj)mxn S€ llama matriz opuesta de A 'y se la

representa por -A, a la matriz -A = (-a;))mxn-
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Definicion. Se llama matriz linea la matriz que consta de una sola linea. Si est4d formada
por una sola fila se llama matriz fila y si estd formada por una sola columna matriz

columna.

Definicion. Una matriz cuadrada de orden "n" es un cuadrado de n? numeros colocados

en n filasy n columnas.

Definicion. Los elementos a;; de una matriz cuadrada se dice que pertenecen a la

diagonal principal y se llaman elementos principales.

Definicion. Se llama matriz diagonal a toda matriz cuadrada cuyos términos situados

fuera de la diagonal principal son todos nulos.

Un caso particular de matriz diagonal es la matriz escalar en la que todos los elementos

de la diagonal principal son iguales.

Definicion. La matriz cuadrada en la que todos los elementos de la diagonal principal

son 1 yelresto 0 se denomina matriz unidad.

1 0 .. 0
0 1 0 I si 1=]
I= =(5ij)={ .
0 st 1#]
0 0 .. 1

Definicion. Una matriz cuadrada se dice triangular superior si todos los términos
situados por debajo de la diagonal principal son ceros. Analogamente, se dice triangular

inferior si todos los términos situados por encima de la diagonal principal son ceros.

Ejemplo.
1 0 0 O
1 2 3
230 0
0 5 6
4 5 6 0
0 0 8

7 8 9 10

matriz triangular inferior

matriz triangular superior



I Algebra Matricial y Sistemas de Ecuaciones Lineales 3

Definicion. Se llama fraza de una matriz cuadrada a la suma de los elementos de su

n
diagonal principal, es decir, Traza(A) = Zaﬁ =a,ta, +.+ta
i=1

nn*

1.1.2. Suma de matrices v producto por un escalar

Sea Enxn (K) el conjunto de matrices de orden mxn definidas sobre K.

Definicion. Dadas dos matrices A, B JE,,, se llama suma de A y B, y se denota por

A+B, a otramatriz C U Enx, tal que sus elementos c;; se obtienen como:
ci=aj+b;, Ui=12,..m 0O j=12,.n
siendo A = (a;j), B = (by).
La suma de matrices verifica las siguientes propiedades:
I- Leyinterna: JA, BUEum = A+B=CUEmum
2- Asociativa: JA,B,CUOEnm = (A+B)+C=A+B+C)
3- Conmutativa: A, BOE. => A+B=B+A.

4- Elemento neutro: [0 A OEx, [1(0) UEnam / A+ (0)=A.

5- Elemento opuesto: A UEnxn U(-A) UEnxn / A + (-A) = (0).

Es decir, el conjunto Ex, con la suma tiene estructura de grupo conmutativo.

Definicion. Dada una matriz AU En, A =(aj) y o U K , se define el producto del
escalar a por la matriz A 'y se denota por 0A ala matriz B UE, , cuyos elementos
bjj = ald;; se obtienen a partir de los elementos de A multiplicando a todos ellos por el

escalar a.
El producto de una matriz por un escalar verifica las siguientes propiedades:

- alfA +B)=a [A + o [B DoaOK OOA,BOEmam
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2- (a+B)A=o A +PB A Do,BO0K O OA OB

3- (aB)A=a L BA) Oa,BUOK 0OUOAOEmm

4- 10A=A 10K DADmen

1.1.3. Producto de matrices.

Definicion. Sean las matrices A U Eny y B 0 Epx, €s decir el nimero de filas de B
coincide con el nimero de columnas de A. Se llama matriz producto de A 'y B,y se

denota por A [B, a otra matriz C de orden mxn tal que sus elementos son de la forma

p
c; =Y azb, i=12,...m 0j=12,..n
k=1
....................... byj......
....................... by
A ApeBy | [ e G
................. R e s (R
p
Cij:ailblj a‘2b2+ aipbpj_zaikbkj
k=1
Ejemplo.
0
4 2 5 . 12 ¢, =40+20+52=12
31 2),, 5),, Cy=30+10+22=75
3x1
A 0B =C¢C

Observacion. Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente el producto A solo tiene
sentido cuando el numero de columnas de A es igual al nimero de filas de B. Por tanto
puede ocurrir que exista A[B y no exista BIA , pero ain existiendo B[A no tiene
porqué coincidir con A[B, es decir, el producto de matrices no es conmutativo.

1 -2 2 -1
Ejemplo. Sean las matrices A =(0 ] j B :[1 0 j
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Sl U Y P
S O LA P

Si B[A = A[B se dice que las matrices A y B son permutables o conmutables.

Segtin lo visto con anterioridad, cuando se multipliquen matrices, ha de tenerse cuidado
con el orden de los términos. Para distinguir el orden en el producto A[B se dice que A
premultiplica a B o multiplica a B por la izquierda; de la misma manera, B
postmultiplica a A o multiplica a A por la derecha. Si se quiere multiplicar ambos
miembros de una ecuacion X =Y por una matriz P, es importante que o bien
premultipliquemos ambos miembros por P, o bien postmultipliquemos ambos miembros

por P.

Propiedades.

1- Distributividad del producto respecto de la suma por la izquierda

OA OEmn 0 0OB,COEy = AB+C)=AB+AL

2- Distributividad del producto respecto de la suma por la derecha

UOA, BOEnwa UOUOCUOEw = (A+B)LC=AIC+BIC
3- Asociatividad
OADOEmm ,BOEw ,COEn = (AB) T =A BT)
4- o {AB) = (alA) [B = A [HaB) OAOEmnwm, BOEw, JalK
Observaciones

1. Producto nulo: Se vera que esta propiedad no se cumple. En el producto de escalares se
sabe que alB = 0 siy solo si alguno de los factores es cero. En el producto matricial

puede ocurrir que, siendo A #(0) y B # (0), suproducto AB sea nulo.
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Ejemplo. Sean , entonces

1 0
0 0 O
AB=|0 0|0 =
1 10

S O O
S O O
S O O

2. En escalares, si ald =ald y a# 0 = b = c, sin embargo la igualdad matricial
AB = AIC aun siendo A #(0) no implica B=C pues A [B-C)=(0) puede
darse siendo B -C #(0).

Ejemplo. Sean A

1
— o —
o o O

0 0 1 0 0 1
,B= y C= , entonces
1 00 010

AMB=AIT, A2(0) y B#C

Observacion. Féacilmente se ve que si A es de orden mxn, entonces I, A=A vy
A, = A. Es decir, las matrices I, y I, juegan el mismo papel que el nimero 1 en la

multiplicacion.

Definicién. Una matriz cuadrada A se dice regular si existe otra matriz cuadrada A, a
la que llamaremos inversa de A, tal que A DA™= A" DA =1. En caso contrario se dice

que A es singular.

Como un caso particular del producto de matrices se presentan a continuacion las

potencias de matrices cuadradas.

Potencias de matrices cuadradas.

Definicion. Sea p UN; se llama potencia p-ésima de una matriz cuadrada A ala

matriz que se obtiene multiplicando A p veces por si misma.

AP = (A DA CA O.0A)

p veces
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Propiedades.

1- APAY=AP™ Op,qO0 N
2- (AP)1=AM Op,qO0 N
3- |A] =|ar| Op O N

Nota. A°=1 OA cuadrada, por convenio.

Sea plN, y se considera una matriz regular A (< OA™), se define la potencia de

exponente entero negativo de A, AP, como:

AP = (AT
Propiedades.
1- APA 9= AP Op,gOd N O A regular
2- (AP)9=AM Op,gd N O A regular
3- [Ar]=[A]? OpON DA regular

Finalmente como propiedades en que intervienen exponentes positivos y negativos se

tiene:
a) (A?) QAY=AP?  [OpqON 0 A regular
b) (AP)1=A™ Op,q ON O A regular

Potencias de matrices diagonales

Si A es una matriz diagonal, el calculo de las potencias se simplifica notablemente.

A 0 0 A 0 O0Y(A 0 O A0 0
A=|0 A O0|=>A>=AA=/0 A 00 A 0|=[0 A 0 |,
0 0 A 0 0 AJlO 0 A 0 0 A
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y, en general,

A0 0
A= 0 A 0| OpON
0 0 A

En el caso de que A sea regular, JA™ y se debe verificar que AA" =A"'[A=1y

como es evidente que:

A0 O0)(A" 0 0 1 00 A0 0
0 A4 O 0 A" 0(=|01 0|=A"={0 A 0
0 0 AJ{O0O o0 A" (0 01 0 0 A
y, en general,
AP0 0
AP= 0 A" 0 OpONDO OA regular.
0 0 AP

Estos resultados son validos para cualquier orden de la matriz A.

Estos resultados podrian inducir a pensar que todos los calculos del Algebra matricial son

analogos a los del Algebra elemental, pero esto no es cierto.
Ejemplo: Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden,

(A+B)* = (A+B)(A+B) = A’ + BA + AB + B* # A’ + 2AB + B?
pues en general AB # BA. Del mismo modo

(A+B)(A-B) = A+ BA - AB - B’# A’- B?
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1.2. TTPOS ESPECIALES DE MATRICES.

Definicion. Se llama matriz traspuesta de una matriz A a la que se obtiene
intercambiando las filas de A por las columnas de A, y se representa por A'. Es decir, si

A= (aij) UEma = At = (aji) O Enxm

1 8

Ejempl A b2 A 2 5
mplo. = R =

8 5 4 7 4

Propiedades.
1- (AY=A OAOEnm
2- OA,BOEmm = (A+B)'=A'+B'
3-0A OBy, IBOEgm = (A [B) =B'[A'
En general:
(A +A,+. . +A ) =A +A)+..+A]

(A, A, LA =A A [LOA!

Definicion. Una matriz cuadrada se dice que es simétrica si coincide con su traspuesta, es

decir A=A"' (= aj=a; 01i,j=1,2,.,n).

Definicion. Una matriz cuadrada A se dice antisimétrica si coincide con la opuesta de su

traspuesta, es decir A =-A' ( = aj=a; U1,j=1,2,.,n).

1 2 3 0 -2 -4
Ejemplo. 2 56 2 0 -5
3.6 8 4 5 0

matriz simétrica matriz antisimétrica
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Definicion. Una matriz cuadrada A se dice ortogonal si su traspuesta es igual a su

inversa, es decir, si A'=A" = A'TA=AMA'=L

1.3. DETERMINANTES.

Definicion.

Asociado a cada matriz cuadrada existe un escalar que es el valor del determinante y se

calcula de la forma siguiente:

all alz aln
a a oo a
— |21 22 2n| _ —1)P
|A| - - Z ( 1) Blil szz D‘ann
oo o o * (Gy s seveeadn ) O Py
a, a, .. a,

donde P, es el grupo de las permutaciones de n elementos, y donde p indica el
numero de inversiones de la permutacion (ji, jo,..., Jn) correspondiente a los indicadores

de columnas, respecto al orden natural (1, 2,..., n).

Es decir, para hallar |A| se forman todos los productos posibles de n elementos

tomados de los n’ elementos de la matriz, de modo que en cada producto haya un
representante y s6lo uno de cada columna y de cada fila, asignando al producto el signo +
o - segun que las permutaciones de los indicadores de fila y de columna sean de la

misma paridad o no.

Para hacer esto de modo mas simple se ordenan por filas los elementos de cada término,
es decir, el primer factor serd el correspondiente a la primera fila, el segundo el de la
segunda fila,...,el n-ésimo el de la n-ésima fila, es decir, cada término es de la forma
a; @, [@; L1.[4, ;entotal hay n! sumandos.

Cada uno de estos términos llevara el signo + o - seglin que el nimero de inversiones
de la permutacion (ji,j2,...,Jn) respecto del orden natural (1,2,...,n) sea par o impar. El

numero total de sumandos para calcular un determinante es n! pues éste es el nimero

total de posibles formas de tomar un elemento de cada una de las n columnas.
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Ejemplos.

1. Si el término es a;; a3 as; llevara el signo +, pues en este caso (2,3,1) tiene el

siguiente nimero de inversiones:

El 2 estdantesqueel 1 = 1 inversion

El 3 estaantesqueel 1 = 1 inversion

luego (2,3,1) tiene dos inversiones, que es un numero par = EI término llevara

signo +.

2. Determinante de orden 2: Habrd 2! sumandos; ordenandolos por filas seran

ajraz 'y appas:
*ajjay signo + pues (1,2) no tiene inversiones

* ajpap signo - pues (2,1) tiene 1 inversion, es decir

Al = a A _ G -a. 0@
| |_ =a;d,, —a;, A,
dy Ay

3. Determinante de orden 3: Habrd 3! = 6 sumandos; ordenandolos por filas seran:

* ajjapy asz signo + pues (1,2,3) no tiene inversiones

* ajjap; asp signo - pues (1,3,2) tiene 1 inversion

* ajpap) asz signo - pues (2,1,3) tiene 1 inversion

* ajpap; asp signo + pues (2,3,1) tiene 2 inversiones

* ajzap) asp signo + pues (3,1,2) tiene 2 inversiones

* ajzap as; signo - pues (3,2,1) tiene 3 inversiones, es decir
a11 a12 a13

|A| =la, a, ay|=a;[@y,ld;+a,[d,[, +a;[4d, [, -

a3 a3  Adg
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—ay BB B32 A Bn B33 A B22 Bm
expresion que se obtiene facilmente haciendo uso de la Regla de Sarrus.

Cuando el orden de la matriz cuadrada es mayor que 3 no tiene sentido el plantear una
expresion como las obtenidas para orden 2 y 3, ya que seria dificil usarlas en la practica
para resolver los problemas que se nos van a presentar durante el curso. En su lugar
vamos a plantear un método general que nos permita obtener dicho determinante
reduciendo el orden de la matriz con la que trabajamos. Para ello, vamos a repasar antes

algunos conceptos que nos van a ser utiles en la aplicacion de dicho método:

Definicion. Si en un determinante D de orden n se suprimen q filasy q columnas,
las restantes filas y columnas definen un nuevo determinante de orden (n-q) que se

llama menor del determinante D.

Definicion. A cada elemento a; de un determinante D se le asocia un menor que se
obtiene suprimiendo en D la fila 1 y la columna j, que se denomina menor asociado a

a;j y que se denota por Dj;.

Definicion. Cuando un menor de un determinante estd formado por las q primeras filas

y las q primeras columnas se denomina menor principal de orden q.

Definicion. Se llama adjunto de un elemento a;; al determinante Aj = (-1)i+j [D; , es
decir, al valor del menor correspondiente a a;; con signo + o - segun el lugar que

ocupa ajj.

Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea.

a,, a, .. a,
ay Ay .. Ay . .

Sea D= , entonces el valor del determinante D es igual a la suma de
a, a, .. a,

los productos de los elementos de una linea (fila o columna) por los adjuntos de los
mismos. En general se elige la linea que tenga mayor nimero de elementos nulos.

Desarrollando el determinante por la i-ésima fila se obtiene que
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D = aiAii + apAip +...+ ainAin
y haciéndolo por la j-ésima columna se obtiene

D = ajjAqj+ ajAg +...F anjAn;

3 52 4

, o2 3
Fyemplo. Caleular 1= 0 4 0 1/ < 2 elementos nulos

6 1 2 3

Desarrollando D por los elementos de la tercera fila:

5 2 4 3 2 4 3 5 4 35
D=0 2 3|-4 2 3|+0 0 3-1 =-6
1 2 3 6 2 3 6 1 3 6

Propiedades de los determinantes.

En algunas ocasiones, para calcular un determinante conviene realizar una serie de
transformaciones que no alteren su valor, pero que lo conviertan en otro que tenga mas
elementos nulos, lo cual facilita de forma evidente su desarrollo por los elementos de una

linea (sin mas que escoger para ello la linea del determinante con mas elementos nulos).

Dichas transformaciones deben tener en cuenta siempre las siguientes propiedades de los

determinantes:
1- El valor de un determinante no se altera cuando se cambian las filas por las columnas.

2- Si se cambian entre si dos filas, el valor del determinante cambia de signo

(analogamente con las columnas).
3- Un determinante que tiene dos filas (o dos columnas) iguales es cero.

4- Multiplicando a todos los elementos de una fila (o columna) por a, el determinante

queda multiplicado por a.
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5- Si en un determinante los elementos de una fila o columna son multiplos de los de

otra, el valor del determinante es cero.

6- Sea el determinante

all +bll a12 +b12 a1n +b1n a11 alZ aln bll b12 bln
aZl a22 a2n a21 a22 aZn + aZl a22 a2n
anl an2 ann anl an2 ann anl an2 ann

En general: Si todos los elementos de una fila (o columna) de un determinante son sumas
de p nimeros, se puede descomponer dicho determinante en suma de p determinantes que
tienen comunes todas las filas (o columnas) excepto la considerada, la cual viene
sustituida por el primer sumando en el primer determinante, por el segundo sumando en

el segundo determinante,..., por el p-ésimo sumando en el p-€simo determinante.
7- Un determinante en el cual una fila (o columna) es combinacion lineal de otra es nulo.
8- Si una fila (o columna) tiene todos sus elementos nulos, el determinante es cero.

9- Si a una fila (o columna) se le suma otra multiplicada por un escalar, el determinante

no varia.

10- [AB|=|A|(B| OA, BIEwn (K).

1.4. MATRIZ INVERSA DE UNA MATRIZ REGULAR.

Proposicion. Una matriz cuadrada es regular si y so6lo si su determinante es no nulo. En

otro caso se dice que la matriz es singular.

Definicion. Se llama rango de una matriz A al orden del mayor menor no nulo que puede
extraerse de ella. También, teniendo en cuenta las propiedades de los determinantes, es el

mayor numero de filas o columnas que son linealmente independientes en A.
Si A es regular de orden n entonces rango(A) =n.

Si A es singular cuadrada de orden n, entonces rango(A) <n.
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Definicion. Sea A una matriz cuadrada, se denomina matriz adjunta de A,y se representa
por A’ a aquella matriz que resulta de sustituir cada elemento de la traspuesta A" por su

adjuntoen A",

2 20
Ejemplo. Hallar la adjuntade A= 0 3
1 0 1
2
Su traspuestaes A' =2 3 0| ysuadjunta
0 1 1
30 20 2 3
11 0 1 0 1
3 2 2
0 1 2 1 2 0
A? = - - =1 2 2
1 1 0 1 0 1
-3 2 6
0 1 2 1 20
30 2 0 2 3

La inversa de una matriz regular existe y es unica, y una posible forma de calcularla es la

siguiente.

Al =L
|A]
2 20
Ejemplo. Calcular la inversade A={0 3 1
1 0 1

|A|=2B0+120=820 = OA™

2 01 3 -2 2 3/8 -1/4 1/4
A'=12 3 0| ,A* =1 2 2|y A'=| 1/8 1/4 -1/4].
0 1 1 32 06 -3/8 1/4 3/4
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Propiedades.
1- Si A esregulary A = (0) entonces B =(0). U ALE,, (K ) OO0 BOE,, (K).

Demostracién. Multiplicando a la izquierda por A, que existe por ser A regular

A'AB=1B =B =(0) .
2-SiAesregulary AB=AQ = B=C 0 ADEn (K ) 00 B,COE,y, (K).
3- El determinante de A™ es el inverso del determinante de A:  [A™] = ﬁ

[ A OB (K ) ( A regular).
Demostracion. |A|JA™|=|[AA|=[1]=1 = |A7|= ﬁ .

4- (A-l)-l =A A regular DEnxn ([K )

Demostracion. Recordamos que si dos matrices A y B cumplen que AB=I, entonces

A=B"' yB=A". Como:
ARA'=l = AYH)'=A n
5- La traspuesta de la inversa de A es igual a la inversa de la traspuesta de A:
A =AY OA regular OEg, (K).

Demostracién. Por ser , luego O(AY)". Como

AR =1
trasponiendo

AR =AY A =1

luego la inversa de A' es (A™). .
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6-(AB)'=B' A" 0 A, B OE,, (K ) (regulares ).

Demostracion. Para demostrar que la inversa de la matriz ADB es la matriz B'[A™

basta comprobar que el producto de estas dos matrices es la identidad:

(AB) B'IA" =AM =1 .
H_J

I

En general: (A; DA, O 0A,) ' = A, OA, ' O A,

1.5. MATRICES PARTICIONADAS.

En ciertos casos se supondrd que una matriz A estd formada por submatrices
denominadas bloques de A, diciéndose que A es una matriz por blogques. Naturalmente

una matriz puede particionarse en bloques de formas diferentes.

! ;
ay  ap A a; Ay |8 All §A12
. _ , _ 2x2 i 2x1
Ejemplo. A= Ay, Ay Ay | = Eglxxja-zz*i*ag% = A :
i z
a31 3.32 a33 331 a32 : a33 21 Ix2 | 22 1x1

1.5.1. Operaciones sobre matrices por bloques.

Las operaciones sobre matrices por bloques se pueden realizar efectuando el calculo con
los bloques como si éstos fueran componentes de las matrices. Para que se pueda operar
con los bloques es preciso que las particiones se hagan de modo que las operaciones

tengan sentido.

Suma de Matrices por Bloques. Sean A y B dos matrices de la misma dimensioén
definidas sobre K, y particionadas en bloques de la misma forma: es decir, que cada
bloque de A sea de la misma dimension que el correspondiente bloque de B. Al sumar

los bloques se suman los elementos correspondientes en las matrices A y B.

2 0 111 1 34
Eiemplo. Sea A=|3 2 -1 j 0l y B=|2 3 —1;0 , entonces
0 0 2 ;4 1 1 gl
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201+123
A+B=|\3 2 -1) (2 3 -1

(0 0 2)+(1 1 1)

Producto de un Escalar por una Matriz por Bloques. Sea A una matriz definida
sobre K particionada en bloques. Para multiplicar A por el escalar A se multiplica

cada bloque de A por A .

2 0 111
Ejemplo. Sea A=|3 2 —1%0 y A =7 ,entonces
00 2.4
7201571 14 0 717
7a=| (3 2 -1); (0)|=]21 14 -7 0
700 0 2) | 704)) (0 0 14 28

Producto de Matrices por Bloques. Sean A y B dos matrices definidas sobre K,
tales que el nimero de columnas de A coincide con el numero de filas de B. Se

particionan estas matrices de la siguiente forma:

All A12 Alp Bll B12 Blm
Aol A An e Ay po| B Bu oo By,
A, A, o A, B, B, .. B,

siendo

el nimero de columnas de A;; = nimero de filas de B;;, Bia,..., Bim

el nimero de columnas de A, = numero de filas de By, Bp,..., Bpm

es decir, de forma que el nimero de columnas de cada bloque Ajx de A sea igual al

numero de filas de cada bloque By; de B, entonces
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¢, C, .. C,
C21 C22 C2m . -
A= = % " siendo Cij=;AikBkj=Ai1B1j+Ai2B2j+...+Aipoj.

C, Cp, - Cu,
-1 2,0
3 01 2 0 1 1

Eiemplo. Sea A=|-1 42| yB=[3 2 -1 0| hallar AB trabajando con

5141 0 0 2 4
2 1,3

matrices particionadas.

Teniendo en cuenta la particion realizada sobre A, es obligatorio realizar en B la

particion:
2 0 11
B=|3 2 -1 0
0 0 2 4

20 111} (2 001 1) (210 1 1
32 -110|,(3 210|632 -10
00 2/4) ([00]24) (0/0 24
20 111
Si se elige como particionde B=|3 2 -1 2 0 | entonces
00 24
A ; A, B, ; B, A, B, +A, B, ; A, B, +A, B,
A [B — 3x2 : 3x1 2x3 : 2x1 — 3x3 : 3x1 _
AZl ; A22 B21 ; B22 AZl |:HBH +A22 [B21 ; A21 EBIZ +A22 DBZZ
2x2 i 2x1 1x3 i 1x1 2x3 i 2x1
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-1 2 0 -1 2 0 4 4 =31 -1
2 0 1 1
3.0 [63 ) 1]+ Lo o 2)|3 o0 [60} Ld4)| |6 0 51 7
=(\-1 4 2 -1 4 2 =10 8 -1 7
5 V(2 0 1 1 5 1) (1 1 13 2 619
+ fo o 2) + [f4)
2 1)3 2 -1) (-3 2 1)10) -3 7 2 -5,-10

Las matrices cuadradas suelen particionarse de manera que los bloques diagonales sean

también cuadrados.

1.5.2. Aplicacion a la inversion de una matriz.

La particion de matrices en bloques es particularmente interesante en la determinacion de

la matriz inversa de una matriz regular de orden elevado.

Sea A una matriz regular de orden n; se particiona de la forma siguiente:

Al 1 rxt 2 A12 rxu / r+s=n
? t+u=n

A21 sxt f A22 sxXu

Supongase que la matriz A" est4 particionada de la forma siguiente:

A-l = {}LE_LYP(S] / {rJrs:n
Zuxr 2 Tuxs tru=n

Las dimensiones de los bloques de A™' han de ser ésas ya que se tiene que cumplir, para

poder calcular AA™ :
n° de columnas de Aj = n° de filas de los bloques de la fila k de Al
y para poder calcular A”'A
n° de filas de Aj; =n° de columnas de los bloques de la columna k de Al

Debe cumplirse que
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Ay | A, X : Y rlr ; (0)
Am_l :I — rxt : rxu txr : txs — : XS
A21§A22 ZET 0 I
sxt | osxu UXT XS sxe |8
de donde, operando con los bloques:
A X+A,Z=1

ALY +A,T=(0)
A, X+A,,Z=(0)
A Y+ALT=1

Resolviendo este sistema matricial se obtiene X, Y, Zy T,y por lo tanto A™.

La particion de A puede efectuarse de varias maneras, dependiendo de la forma de dicha

matriz.

Una de las particiones mas interesantes es aquélla en que los bloques diagonales son
cuadrados, pues entonces la particion en A™ es idéntica a la de A (es decir, los bloques de
A tienen las mismas dimensiones que sus homélogos en A). De la misma manera es
interesante la busqueda de bloques nulos o bloques unidad, ya que de esta manera se

simplifican los calculos notablemente.

2 1 1 00
3 -1 010
Ejemplo. Calcular lainversade A={0 2 0 0 1 |, aplicando la teoria de bloques.
1 3 0 00
1 4 0 0O
2 1:i1 0 O
3 -170 1.0 Ay LA, XY
3x2 1 3x3 B 23 | 2x2
A= 2 1| = |- e , Al =| =
0 0.9 A, 1A, Z ! T
I 3:0 0 O 22 | 23 33§ 32
1 410 0 O
AN =1= » !(302)
B0
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de donde, operando con los bloques:

A X+Z=1
A X+A,Z=1 A, Y +T=(0)
ApY +A,T=(0) N AyX=(0) = X=(0) N
A, X+A,Z=(0) regular
Z=1
000 4 =3
214_3 -7 5 000 -1 1
T=-A,Y=-|3 -1 (_ lj: -13 10| => A'=[1 0 0 -7 5
0 2 2 =2 01 0 -13 10
001 2 =2

1.6. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

El problema central del Algebra Lineal es la resolucion de sistemas de ecuaciones
simultaneas. El caso mas importante, y el mas simple, es aquél en el que el nimero de

incognitas es igual al nimero de ecuaciones.

Antes de abordar la resolucién del sistema es conveniente enunciar una serie de

definiciones y estudiar cudndo el sistema de ecuaciones tiene solucion.

Definicion. Se llama ecuacion lineal o ecuacion de primer grado a una expresion de la

forma:
axx;taxs+...+taxs,=b

en la que aj, ay,..., a, se llaman coeficientes y b es el término independiente. Todos
ellos son escalares pertenecientes a un cuerpo K. Por ultimo xi, X»,...,X, son variables

que se suelen llamar indeterminadas o incognitas.

Definicion. Cuando el término independiente de la ecuacion es 0 se dice que la ecuacion

es homogénea.
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Definicion. Se llama solucion de la ecuacion a;x; + ax; + ... + a,X, = b a un conjunto

de escalares ry, 15,..., I, tales que:

air; +an+...t+tarm=>b.

Definicion. Se dice que dos ecuaciones son equivalentes cuando tienen la misma

solucion.

Definicion. Se llama sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas a toda agrupacion

de la forma:

ax;tapx;+ ..

Ay1X]+axnx,+

Am1X1 T amXs +

que puede expresarse matricialmente:

1 9

A la matriz

ml amZ

sistema, y a la matriz

ampliada del sistema.

a;, A
ay 4y
a’mZ amn
a'ln
aZn - A
alm
a,;, a4y
a4 ayp
a’ml a’mZ

+ a1nXn

=b

Lot agX, = bz

e T ApnXy = b

=(A|b) se la denomina matriz
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Definicion. Se llama solucion de un sistema de m ecuaciones con n incognitas a un

conjunto de n nimeros reales que satisfacen todas las ecuaciones del sistema, es decir,

t1 all a12 aln t1 bl
t a, Ay .. A, t,| | b,

una n-tupla t= , tal que =
tn aml am2 amn tn bm

Definicion. Un sistema de ecuaciones se dice homogéneo cuando todas sus ecuaciones

son homogéneas.

Definicion. Se dice que un sistema de ecuaciones es compatible cuando posee una o

varias soluciones.

Definicion. Se dice que un sistema de ecuaciones es compatible determinado cuando

posee una unica solucion.

Definicion. Se dice que un sistema de ecuaciones es compatible indeterminado cuando

posee infinitas soluciones.

Definicion. Se dice que un sistema de ecuaciones es incompatible cuando no tiene

ninguna solucion.

Definicion. Se dice que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando tienen las

mismas soluciones.

A continuacion se tratard de analizar en qué condiciones estos sistemas admiten solucion.

En este sentido se tiene el siguiente resultado:

Teorema de Rouché-Frobenius: Sea un sistema no homogéneo de m ecuaciones y n

incognitas. Sea r=rango(A) y r’=rango (A | b) . Se cumple:

1) Sir # r’ el sistema es incompatible.

2) Sir=r’ el sistema es compatible. En este caso pueden darse dos situaciones diferentes:

a) Sir=r1"=n el sistema es compatible determinado.
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b) Sir=r’ <n el sistema es compatible indeterminado.

Para estudiar los rangos de las matrices que aparecen en este teorema, podemos utilizar la
definicién de rango y calcular el orden del mayor menor no nulo de ellas. Otra posible
forma es transformar el sistema inicial en otro equivalente en el que el estudio de los
rangos de las matrices de coeficientes y ampliada sea facil de ver. Para realizar esta
transformacion vamos a utilizar lo que se conoce como transformaciones elementales

sobre una matriz.

Definicion. Se dice que se ha realizado una transformacion elemental de filas sobre una

matriz A [J Enxn(K) si se ha realizado una de las operaciones siguientes:
1. Intercambiar la fila i-ésima de A porla fila j-ésima de A:
Fi~F;

2. Reemplazar la fila i-ésima de A por la fila i-ésima de A multiplicada por

A: AF; donde AZO.

3. Reemplazar la fila i-ésima de A por la fila i-ésima mas la fila j-ésima

multiplicada por A :
Fi+AF; donde A Z0.

Cuando las operaciones se realizan sobre las columnas de la matriz se dice que se ha

realizado una transformacion elemental de columnas sobre A.
Las transformaciones elementales no alteran el rango ni la dimension de la matriz.

Definicion. Se denomina transformacion inversa de una transformacion elemental a la

que deshace el cambio hecho por una transformacion elemental.

A continuacién, veremos que realizando transformaciones elementales sobre las matrices
de un sistema se obtiene otro sistema equivalente. Para ello, enunciaremos previamente

los dos teoremas siguientes.
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Teorema. Sea A una matriz de dimensiones mxn y sea P una matriz de tamafio mxm
obtenida al aplicar una determinada transformacion elemental de filas a la matriz unidad
de orden m. Si la misma operacion elemental se aplica a la matriz A se obtiene la matriz

PA.
A la matriz P se le llama matriz elemental de filas.

Ejemplo:

1 20 1 20
A= <F -E > =B
4 0 6 3 -2 6
1 0 1 0
L= <F, -F > =P
0 1 -1 1
I 0\ (1 2 O 1 2 0
P[A = = =B
-1 1)\4 0 6 3 -2 6
Teorema. Sea A una matriz de dimensiones mxn y sea Q una matriz de tamafio nxn

obtenida al aplicar una determinada transformacion elemental de columnas a la matriz

unidad. Si la misma operacion elemental se aplica a la matriz A se obtiene la matriz

AQ.

A la matriz Q se le llama matriz elemental de columnas.

Ejemplo:
1 20 1 6 0
A= <3C, > =B
4 0 6 4 0 6
0 0 0
L=]0 1 0]<3C,>|0 3 0|=Q
0 1

>

IS,
”_
\S)
Nl

1 6 0
=B
[406j

~
o
o)

o o

S W o

—_ o O
1
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Teorema. Supdngase que el sistema de ecuaciones Ax = b es transformado mediante una
secuencia de transformaciones elementales de filas en el sistema Cx = d. Entonces

ambos sistemas son equivalentes.

Demostracion. Como se ha visto en el resultado anterior al tratar las transformaciones
elementales de filas, hay una matriz regular P tal PAx = Pb. Esto significa que
C =PA y d=Pb. Supdéngase que t es soluciéon de Ax = b . Premultiplicando por P
obtenemos PAt = Pb, es decir, Ct=d vy, de esta manera t resuelve también el sistema de
ecuaciones modificado. Reciprocamente, si t satisface Cx =d , entonces premultiplicando
por P se obtiene que t resuelve Ax =b . Por lo tanto los dos conjuntos de soluciones

son idénticos. u

Una vez analizada la existencia de soluciones de un sistema, se procedera a su calculo en
el caso de que existan. Empezaremos considerando que el sistema AX=b es
compatible determinado, es decir, su matriz A es una matriz de orden nxn regular. Para

resolver este sistema se puede proceder de varias formas:
1. Premultiplicando por A, es decir x =A™ [b.
2. Aplicando el método de Cramer.

3. Aplicando el método de Gauss, que consiste en realizar transformaciones
elementales de filas para convertir el sistema de ecuaciones inicial en otro

equivalente que sea triangular superior y por tanto, de resolucion inmediata.

Si el sistema es compatible indeterminado, podemos proceder de cualquiera de las tres
formas anteriores, sin mas que considerar como matriz del sistema a resolver la asociada

al menor de orden r que define el rango de la matriz A del sistema inicial.

Ejemplos:

1. Discutiremos la existencia de solucion segtn los valores de A para el sistema:

Ax+y +z= A
x+y+Az=A
Xx+y+2Az=2
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y resolveremos el sistema en los casos en que sea compatible.

A1 1 A1 1 |A
Las matrices Ay (A|b) son A=[1 1 A Alb)=[1 1T A | A
1 1 24 1 1 24 |2

Se tiene que |A|=AA-1) = |A|F0 = A=006 A=1.

Luego, rango(A) =rango(A |b) =3 =ntmero de incognitas [JA 0,1, siendo el sistema

compatible determinado. Resolviéndolo mediante la regla de Cramer:

A1
A1 A
1201 2A P -2A%430-2 2-A+A°
AT ad-n
A A1
1 A A
12 22 2= 2+2 _2-A+A?
YTTTA A=y A
A1 A
1 1 A
2 a2 430-2_2-)
1Al A=) 2
rango(A) =2 pues 0 1#0
011 |0 11
SiA=0=(Alb)=|1 1 0 | 0|= 1 10 =
1 1.0 |2 rango(A|b) =3pues |l 0 0Z0
1 0 2
sistema incompatible.
111 |1 11
. rango(A) =2 pues £0
Sid=1=(Alb)=|1 1 1 |1|= 1 2 =
11 2

| 2 rango(A |b) =2
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sistema compatible indeterminado. Para resolverlo consideramos las dos tltimas

ecuaciones:

x+ty+z=1 } x+z=1-y
=

= (Restando) z=1=>x =-y
Xx+y+2z=2

x+2z=2-y
2. Comprobaremos que el sistema

X, +10x, =5
3x, +x, —4x;, =-1

4x, +x,+6x; =1

es incompatible, transformandolo en un sistema triangular superior mediante

transformaciones elementales de filas.

Trabajando a partir de la matriz ampliada del sistema obtenemos:

1 0 10 [5) gs (1 0 10 | 5 1 0 10 | 5
31 -4 |-1|0Ff-|0o 1 -34 |-16|0TET-|0 1 -34 |-16
41 6 |1 0 1 -34 |-19 00 0 |-3

Se observa claramente que el rango de la matriz de coeficientes es 2, mientras que el

rango de la matriz ampliada es 3.

Para un sistema compatible determinado, estas transformaciones elementales de filas
habrian transformado el sistema inicial en otro equivalente cuya matriz seria triangular
superior y regular. El sistema final se resolveria despejando x; de la tercera ecuacion,

posteriormente X, de la segunda ecuacion y por ultimo x; de la primera.
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EJERCICIOS TEMA 1

1. Hallar el conjunto de matrices B, tales que :
. 1 2
a) Conmuten con la matriz A = [3 4}

b) Cumplan la ecuaciéon A [B=(0).

¢) Cumplan la ecuaciéon AB=1.

2. Probar que las matrices escalares de orden n conmutan con cualquier otra matriz

cuadrada de orden n .

3. (Para que valores de a, la igualdad matricial A[{B-C)=(0) implica que B =C, siendo
A= a-1 a-2 9
a-3 a-4

4. Resolver el sistema matricial:

A+B=C 1 2 3
A+A'=(0)t donde C=|4 5 6].
B-B' =(0) 78 9

5. Calcular la matriz A que verifica el sistema:
° %
9
% 0

_ (0 6
A+A =

6 0

17
o %
5
% 0

6. Calcular la matriz incégnita X de la siguiente ecuacion matricial:

A+A7" =

A'+AT =

XA+B=C
0 2 0
. 4 -2 1 1 -3 5
siendo: A=|3 0 3|, B= , C= .
5 1 -3 -2 4 -6
01 2
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7. Calcular las matrices X e Y en el siguiente sistema matricial:

X'+YIC=D

. 1 0 4 3 1 2 -2 9
siendo: A= , B= , C= y D= )
11 4 6 30 6 6

8. Demostrar que el conjunto de matrices {ADE

{X+AW‘=B

R)/A ortogonal} €s grupo- respecto

nxn
del producto de matrices, es decir esta operacion es ley de composicion interna, cumple la

propiedad asociativa, existe elemento neutro y elemento inverso.

9. Demostrar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) OAOE,_(R) simétrica, A> también es simétrica.

nxn

b) El conjunto V Z{ADE (R)/A" +A = (O)} tiene estructura de grupo respecto

de la suma de matrices, es decir, esta operacion es ley interna y cumple las

propiedades: asociativa, elemento neutro y elemento opuesto o simétrico.

10. Una Matriz A se denomina nilpotente de orden p, con pd N, si A" =(0) vy
A* #(0) paratodok <p (kO N).

a) Estudiar si es cierto que toda matriz nilpotente es singular.
b) Demostrar que si A es nilpotente de orden p, entonces (I-A) es regular y ademas

(-A) ' =1+ A +A% .. +AP"

11. Demostrar que el determinante de una matriz antisimétrica de orden impar es nulo.

12. a) Si B es antisimétrica, /qué puede decirse de la matriz A' (B[A ?

b) Si A y B son simétricas, ;de qué tipo es la matriz AB-B[A ?

13. Hallar el conjunto de matrices X que verifican A X =(X'[A)"' en los siguientes
supuestos:
a) Siendo A simétricay A [X cuadrada.

b) Siendo A antisimétrica regulary A [X cuadrada.
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14. a) Demostrar que las matrices (I+A) y (I-A) conmutan.
b) Demostran que tambien conmutan (I-A) ¢ (I+A)"' siempre que (I+A) sea

regular

15. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Demostrar que :
a) A+A' es una matriz simétrica
b) A—-A' es una matriz antisimétrica.
c) Existen matrices unicas S (matriz simétrica) y T (matriz antisimétrica)

cumpliendo que A=S+T.

16. Sabiendo que A y B son dos matrices simétricas invertibles comprobar si se cumple o
no la siguiente igualdad

((B ) -(A DB‘)"‘)((A m)" -(A EB"‘)‘) =T-A2 =B A7) +(B)

17. Demostar la siguiente igualdad sin desarrollar los determinantes:

18. Sea A una matriz cuadrada de orden » cuyo determinante vale A. Sea realizan las
siguientes transformaciones:

1. Se multiplica por a la matriz A.

2. Se cambian entre si las dos primeras filas de A .

3. Se cambian entre si las dos primeras columnas de A.

4. Se divide entre S #0 una de las filas y se multiplica por y una de las columnas.
5. Desde i=1 hasta (n—1) sustituimos cada fila F, de A por F+F,,.

6. Trasponemos la matriz.

Obtener el valor del determinante de la matriz obtenida en cada uno de los apartados.

19. Sea A una matriz singular ;jcuanto vale ACA“ (A : matriz adjunta de A)? ;Y si A es

una matriz regular?.

20. Calcular el valor del siguiente determinante:
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I+x 1 1 1
I 1-x 1 1
1 I 1+z 1
1 1 1 1-z

21. Hallar el valor del determinante de A,, (n natural):

n 1 1 .. 1

n 2 1 .. 1
A,=|n 1 3 1

n 1 1 nxn

22. Calcular el determinante de orden n:

n-1 -1 -1 -1
-1 n-1 -1 2
-1 —r &l n—1

23. Calcular el valor del determinante de la matriz de orden n cuyo elemento genérico es:
x Y'Y
a; = g .
olasii#]

24. Calcular las inversas de las siguientes matrices particionandolas en bloques:

220 0 1 2 0
a) M=|{0 2 0], by P=12 1 0
1 0 2 1 -1 3

I A
25. a) Calcular la inversa, M, de la de la matriz por bloques M =((6‘) I j LEs

necesario que A sea regular para que exista M~ 2.

B (0
b) Hallar la inversa de P:((O) (C)J’ donde B y C son matrices regulares de

ordenes respectivos n y m.

3 -1

26. Dada la matriz M=(((I)) i], donde A:[2 _4] y B=|1 -5/|. Calcular
-2 6

M.
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1

-2

27. Realiza sobre la matriz A= las transformaciones elementales

— NN O N
|

siguientes, asi como sus inversas:

a) Intercambiar las filas (columnas) primera y tercera.
b) Multiplicar la segunda fila (columna) por (-3) .

¢) Sumar a la segunda fila (columna), la tercera multiplicada por (-2).

28. Dada la matriz A =

e N )

1 1
4 5, encontrar tres matrices elementales Py, P,, P; tales
1 3

que P3-P,-P-A = U, siendo U una matriz triangular superior.

29. Discutir, y resolver cuando sea posible, los siguientes sistemas de ecuaciones:

x+ y+2z=1 x+2y+3z+ t=2
x+y+z=1
Xx+2y+ z=1 X —y+ z-t=0
a) b) c)«x+2y+2z=0
2x+ y+ z=1 x+3y —z+2t=-2
x+2y+3z=k
2x +3y+3z=2 3x+ y+ z =2
X+2y+ z=1 1 1 1 3
3x-2y+z=2 X
2x+ y+ 3z=—4 2 —-a 3 4
d){x-y+z=1 e) f) y|=
X —y+(a+2)z=-3a-5 3 -3 4 7
x+y+kz=2 z
4x +2y+(a+6)z=-3a’ -8 5 —(a+b) 7 8+b
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 1

2c
1.a)B=(a A} a,cOR

c atc
b) B=(0)
1 [—2 1}
c) B=A" =
3 -1
r h
3. DaOC
0o -1 -2 1 3 5
4. A= 0 -1 B=({3 5 7
2 1 0 5 7 9
0 2
5. A= j
4 0
=3 — 1
AR
4 —% -5

I 2 3 32
7. X = Y=
[3 4} (1 1 j
9. a)Cierto b) Cierto
10. a) Cierto
12. a) Antisimétrica.

b) Antisimétrica.

13.2) OXOE,_ (R)

nxn

b) X=(0)JE _(R)

16. La igualdad es falsa

18. 1) a"A
2) -A
3) -A

4 L
),3
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5) A
6) A

19. (0); |40

20. x’z*

21. n!

22.0

23. [x+(-1)a](x—a)"

Y000 1 2 0

24. M7 =| 0 % 0 P‘I:éz -1 0
_% 0 % 1 -1 1

n

-A
25.a) M ' = ((0) , j . No es necesario que A sea regular.

we=ln O]
0) C

100 -4 =5
0 1 630 3
26.M_]:OOI 0 _2
3
000 3 2
|
00041
6 >\ 0 2 1
20 -4 4 0 =2
27.a) E(4)= C,,(4) =
) Ea=| RO A
11 11
12 0 1 -6 0
b) =3E,(4)=| > ° 12 o= 20
2o 2 -6 2
| -3
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1 2 0 1 2 0
o E-2E)A)=| - F 7 C,-2cymy=| - 0T
S I R ) 2T 2 2
I 1 1 I -1 1
1 0 0 1 0 0 1 00
28.P=|-3 1 0| P=/0 1 0| P=[010
0 0 1 -2 0 1 0 1 1
29. a) Sistema compatible determinado: x=y=z= % .

b) Sistema incompatible.

¢) OkOR: Sistema compatible determinado: x =2, y=-1-k, z=k

d) [ k # -3 : Sistema compatible determinado: x = : , y= 3 _k, z 3
k+3 k+3 k+3

k ==3: Sistema incompatible.

e) az0 y a#l1: Incompatible.

5 A
ERAE
a =1: compatible determinado: x =2, y=1, z=-3

a =0: compatible indeterminado: x = -3 -

f) a =4, b:3:compatibleindeterminado:x=§—%, y=%+§, OzOR

a=4, b#3:compatible determinado: x=12, y=-1, z=-8
az4, b=3:compatible determinado: x=5, y=0, z=-2
az4, b#%3:Incompatible.



Tema 2

ESPACIOS VECTORIALES

2.0. INTRODUCCION. VECTORES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO.

Definicion. Se llama vector geométrico a todo segmento orientado.

Puesto que un segmento viene determinado por dos puntos A y B, el vector quedara
perfectamente definido si nos dan estos dos puntos y un cierto orden. El primer punto se

llama origen y el segundo recibe el nombre de extremo.

Notacion: Normalment& = AB representa un vector geométrico de origen A 'y extremo
B.

Definicion. Definida una unidad de medida, se llama@dulo del vectoAB, a la longitud

del vector AB, lo cual se representa pbB| .

Definicion. Se dice que dos vectores tienemiama direcciorsi estan situados sobre la

misma recta o en rectas paralelas.

Definicion. Se define comagentidodel vector AB el que determinan sobre la regga r

los puntos A y B tomados en este orden.

Definicion. Equipolencia de vectoresSe dice que dos vector@sy V sonequipolentes

si tienen igual modulo direccion y sentido. Se represerta V.
Proposicion.La equipolencia de vectores es uelacion de equivalencia

Esta relacion de equivalencia efectia en el conjunto de todos los vectores una particion

en clases de equivalencia. Como representante de cada clase de equivalencia se elige el
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vector con origen en el origen de coordenadas, el cual recibe el nonvieatdibre A

partir de ahora trabajaremos con el conjunto de los vectores libres, que se denota por V.

Antes de definir axiomaticamente el concepto de espacio vectorial, se trabaja con el
conjunto de los vectores libres (del plano o del espacio). Se definen las operaciones:

“suma de vectores (+)”, “resta de vectores(-)" y “producto de un vector por un escalar

de R”, cuyas interpretaciones geométricas son las siguientes:

U

<l
[t \D
cl
1
<l

AUA<O U AUGA>O0

Algunas propiedades de estas operaciones son:

1.-0

[t}

, VOV, (U+Vv)DOV (ley de composicion interna).

2.-U

i

VvV, w OV, (U+v)+w=u+(V+w)=u+V+w (propiedad asociativa).

3.- Denotando poB(vector nulo) el vector 00, se tiene de inmediato

Ouov, OCOVv/ u+C=C+u=u

4.- Denotando por G=BA al vector opuesto o simétrico deéi=AB, es facil

deducir que JulV, (-u)OV / u+(-u)=(-u)+u=0.
5.-0u,v0V, u+v=v+u.
De donde se concluye que (V,+) tiene estructurgrdpgo abeliana conmutativo.
Con respecto la operacion externa se cumple:
1.-00,vOvVOOoOR  a(u+v)=a-0+a-V.
2-0u0V O00,BOR  (@+P)-U=a- U+P-U.

3.-0u0V O00,BOR  (@-B) U=a- @ ).
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4-0ullv  1OR/ 1l-o=u.

Con estas propiedades se puede afirmar que (V,+,-) tiene estructs@ad® vectorial

real.

2.1. ESTRUCTURA DE ESPACIO VECTORIAL.

Las propiedades que acabamos de ver no sélo las cumplen los vectores geométricos, hay
una familia muy numerosa de conjuntos que las verifican, denominandose a éstos

espacios vectoriales.

Definicion. Sea E un conjunto no vacio cuyos elementos se llae@aregXx, v, z,...), ¥

K un cuerpo ( por ejempl® o C) cuyos elementos se denominesctalares(a, [3,

Y,...). Definimos en E dos leyes de composicién: una interna, que denotaremos por (+) y
denominaremos “Suma o adicion de vectores de E”, y otra externa, a la que llamaremos
“Producto de un vector por un escalar”. En estas condiciones, se dice que éspaaim

vectorial sobreK si se verifican las siguientes condiciones:

) Para la ley interna “Suma de vectores de E”, el par (E,+) es un Grupo Abeliano, por lo

gue cumple las propiedades siguientes:

1)0Oxyd E X+y=y+X Conmutatividad
2)0xy,zUE x+y)+tz=x+(y+z) Asociatividad
JIUxOE  OOLE/NX+0=0+x=X Elemento neutro
HOxUE OXUE/ x+(-xX)=(x)+x=0 Elemento opuesto

Il) Para la ley de composicion externa, “Producto de un vector por un escalar”, que asocia
a cada escalar, y a cada vector de E un vector Unico, llamado productoodgx, y

gue se representa pox 0 Xd, se satisfacen las siguientes propiedades:

DOx,yUEUDa UK a (xty) = ax +ay
2)0xUEUDOB UK (a+p) x =ax + Bx
JOxUEUDOB UK (@B) x =a (Bx)

4)0x U E, Ix =x (siendo 1 el elemento neutro del productd<en
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Un espacio vectorial reaés un espacio vectorial en el que los escalares pertenecen al
cuerpoR de los numeros reales, y aspacio vectorial complejo es un espacio vectorial
en el que los escalares pertenecen al cu@pde los nUmeros complejos (en nuestro

caso, trabajaremos preferentemente sobre espacios vectoriales reales).

Ejemplos de Espacios Vectoriales.

Cada uno de los siguientes ejemplos es un espacio vectorial con el conjunto
apropiado de escalareR 0 C ), con las apropiadas definiciones de suma de vectores

y de producto de un vector por un escalar.

a) El espacio vectorial real de todos los vectores geométricos V en el espacio fisico

de tres dimensiones con las operaciones suma de vectores y producto por un escalar.

b) El conjuntoR de los numeros reales es un espacio vectorial sobre si mismo.

c) R" es el espacio vectorial real de todas las matrices columhbareales, siendo
la suma de vectores en este caso la suma de matrices, y el producto el producto por

un escalar el usual para matrices.

d) C" es el espacio vectorial complejo de todas las matrices columna nx1

complejas, con las operaciones definidas comR®n

e) El conjunto de funciones E={fR -~ R}, es decir, las funciones reales de

variable real, dotado de las operaciones:
Suma de funciones: (f+g)(x) = f(x) +g(xIx LR

Producto por un escalar:  Af{(x) = Af(x) Ox OR O AOR
tiene estructura de espacio vectorial soRreEl elemento neutro de la suma es la

funcion nula.
f) El conjunto de polinomios de grado menor o igual que n, de variable iRal x,
P, ={pxX)=ax"+a_x""+.+ax+a /alR }, conlas operaciones:

suma de polinomios:
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P()=aX"+a, X" +..+ gx+ g
q() =B X"+ X" +..+ hx+

P(X) + q(X) = &+on) X"+ @n1+bna) X"+ ... + @u+by) X + (ag+hg) O P

producto de un polinomio por un escalar:

p(X) = 3x"+ g X" +..+ gx+ 3
AOR

AP(X) = Q@) X"+ Nang) X"+ ...+ Qa) X + Aag LIP,

es espacio vectorial real.

g) El conjunto de matrices (R ) es espacio vectorial real;n&C) es espacio

vectorial complejo.

Consecuencias de la definicion de Espacio Vectorial

Veamos algunas de las consecuencias que se deducen de la definicibn de espacio

vectorial:
1) IXUE O0x=0 (vectornulo).

Demostracionax = (a+0)x =ax+ 0x de donde se deduce que Ox = 0 (vector nulo).

2) (X UE y Dol K setiene que x = -0x.
Demostracion. Como [+a] x=0x=0 = (-a)x+ox=0 = ()X =-0x.
En particular (-1§ = -(1x) = x.

3) Dol K a0=0.

Demostracion. @ + a0 = a(0+0) = 00, sumandoa0 en las dos partes de la igualdad,

se obtiene que @= 0.
4) Laigualdad & =0 sélo se verificasa=0 0 six=0.

Demostracion. Supongamos quee = 0, pueden pasar dos cosas, @ue0 o0 que aB.

Si az0existird ¢ K / aa™=1. Multiplicando en m=0 por a" se obtiene:
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3)
a'ox=0a0=0 = x=0.

De donde se deduce que, @6 x = 0.

5) i) Daz0 ax=oay = X=y

i) Ox#0 ax=px = a=p

Demostracion. i) De la igualdadxe: ay = ax-ay =0 = a(x-y) =0, yde
4) se tiene quea = 0 6 x-y = 0. Pero como estamos suponiendo q46, debe

verificarse que = 0; luego x =y.

i) De laigualdad & = 3x = ax-Bx=0,ydedn-B =00 x=0,pero como

estamos suponiendo x0% debe cumplirse a3 =0, luego & £.

2.2. SUBESPACIOS VECTORIALES

Muchos espacios vectoriales estan relacionados entre si, por ejemplo cada polinomio de
grado<3 es a su vez un polinomio de gragg <5,..., y a la vez una funcidn continua

definida sobre R, siendo las operaciones de cada uno de estos espacios vectoriales las
mismas. Esta situacion es muy comun y muy importante en nuestro estudio de los

espacios vectoriales.

Definicion. Sean E y F espacios vectoriales sdkresi F es un subconjunto no vacio de
E y las operaciones que hacen de F un espacio vectorial son las mismas que las que hacen

a E espacio vectorial, se dice que F es un subespacio vectorial de E.

Para establecer si un subconjunto F de un espacio vectorial E es subespacio vectorial o no
no es necesario comprobar que se cumplen los axiomas de espacio vectorial como nos

indica el siguiente teorema:

Teorema. Sea E espacio vectorial solte La condicidon necesaria y suficiente para que
un subconjunto F (no vacio) de E sea subespacio vectorial Kole® que contenga al
vector nulo de E y sea estable para las operaciones suma de vectores y producto por un

escalar; es decir

) OxyUF xtyUF (= F estable parala suma).
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) OxOF O Oa O K ox O F (= F estable para el producto por un escalar).

Demostracion. Tenemos que demostrar quél;, F# 00 , es subespacio vectorial sobre
K < [0U F (portanto, B )y se cumplen las propiedades I) y II)].
=) Esta implicacion es evidente.
0 ) Supongamos queé [ F y se cumplen I) y Il), y veamos que entonces también se
cumplen el resto de las propiedades para que F sea espacio vectorial.
Para la suma:

1) Por ) la ley de composicion es interna en F, duesy L1 F x+y.0 F.

2) Asociatividad: se cumple por cumplirse en E.

3) Conmutatividad: se cumple por cumplirse en E.

4) OxOFOWOF/x+0=x (secumple pues ellOF, ya que se ha exigido)

5) Comprobemossiix ) F [OxUF / x+(x)=0

sixdF=como x =(-1)x U F, porser (-1)1 K vy por verificarse II).

El resto de los axiomas correspondientes a las propiedades del producto por un escalar se

cumplen siempre en F por cumplirse en E M E. n
Observaciones

1. La condicién exigida a un subespacio vectorial F de contener al gotsr

equivalente a exigir que#[].
2. El vector nulo 0 pertenece a todos los subespacios vectoriales de E.
3. Entodo espacio vectorial E, el conjunto {0} es subespacio vectorial de E.

Ejemplos.

1.- Consideremos un sistema de ecuaciones lineales homogéneo y real, que en forma
matricial se expresa comdx = 0, siendoA una matriz de ordemxn, y tantax

como 0 matrices columna de 6rdenes respectivos nx1 y mx1.
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Sea S el conjunto de soluciones del sistema, que seran vectoRss de decir,

X

S=!x= % [A-x=0:0R".

X,

Veamos que S es un subespacio vectorial re@dePara demostrarlo hacemos uso
del teorema anterior:
Six=0, Ax=A0=0, luegoOLU F.
) Oxy S = x+ty IS ?.
Seax,y LIS = A (Xx+y) =Ax+Ay=0+0=0 = x+y LIS.
) OxUOS ydaldR = oaxUS?.
SeanxUS yallR = A(ox)=0Ax=a0=0 = oax LS.

Luego S es subespacio vectorial &l&.

X
2.-El conjunto F =| 0 |/x,z0OR ¢ es un subespacio vectorial del espacio vectorial
z

real R3.

3.- Sea F = {A Es(R) / A = A'} es un subespacio vectorial del espacio vectorial
real By3(R).

2.3. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.

En las aplicaciones necesitamos ser capaces delacalcunanipular vectores; esto
requiere algun tipo de representacién concreta de vectores. Por ejemplo, el subespacio F
de P, formado por los polinomios que cumplen

p(x) = p(0) + 2p(1) x + p(0y’x p(1) X [XOR,
es un subespacio vectorial que no puede manejarse facilmente con esa caracterizacion;
los calculos con F se simplifican cuando se sabe que cada elemento de F se puede escribir
comoA(l - 2x + ¥ - X°)/ANOR . Por esta razén es importante poder expresar el elemento
general de un espacio vectorial como combinacion lineal de vectores especiales del

espacio.
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Definicion. Sea E espacio vectorial solife Sea S = {g &, ...,eq}* un sistema finito de
vectores de E, se dice que el veckorlE escombinacion lineate los vectores de S si

existen g escalares 1,a,..., 0g U K tales que:

X=0p€ + 0+ ...+ €y

Proposicion. SeaS:{el,g, c—;]} O E. Todos los vectores que se pueden formar por

combinacion lineal de los vectoresg e, ..., & pertenecen a E y, ademas, forman un
subespacio vectorial de E denominatbespacio generado p&; y se representa como
Span(S)

Span(SF{ x=0;e+ o + ... +aqe; / o U K, i=1,2,...., PE.
También se dice que S es sistema generadade Span(S), y es el menor subespacio

vectorial de E que contiene a S.

Demostracion.E es espacio vectorial y Spari(g), veamos que Span(S) cumple la
condicién necesaria y suficiente para ser subespacio vectorial de E.

0 I Span(S) pues el vector nulo puede escribirse como la combinacion lineal:
0=0e + Ot ... + @y

) Oxy U Span(S) = x+y U Span(S) ?
X=0,8+0,6+..+0, €

Searx,y U Span(S) = N 2 ‘
y 0 Spag®) {y=Blel+Bzez+---+Bq%

= Xx+ty=(a,+B)e +(a,+B,)e,+..+ (0, +B,)e, U Span(S).

) OxUOSpan(S)0 Dol K = oax O Span(S) ?
Seax U Span(S)ysea Ll K = X=o016 +0& + ... t0q&q =

= 0Xx = (a0p)er + (ao)e + ... + flag)ey, = axOSpan(S).

Ademas, todo subespacio que incluya a S ha de contener a las combinaciones lineales de
los vectores de S, esto es, ha de incluir a Span(S). Como, ademas, Span(S) es subespacio
vectorial e incluye a S, se concluye de todo ello que Span(S) es el menor subespacio

vectorial que incluye a S. "

" S es un conjunto de vectores dado en un cierto orden.
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Cuando S engendra a todo el espacio vectorial E se dice que S familisatotal de

vectores para E.

Ejempla

En el espacio vectorial real de las matrices cuadradas reales de ordgs{R),E

e = [O OJ } Ll szz(R).

. . 10 0 1
consideremos el conjunto S ={= ol & = 0 1

0 1 0)

El subespacio vectorial F = Span(S) engendrado por el sistema de generadores S es el

conjunto de matrices de;(R ) que se pueden escribir como combinacion lineal de

B

a
las matrices de S, es decir F = Span({)b.: (ﬂ s

j/ a, B, A DR}, es decir, F es el
subespacio vectorial de,&( R ) formado por las matrices simétricas reales de orden 2.

Observacion. Cuando S es un sistema con infinitos vectores de un espacio E, se llama
Span(S) al conjunto de todas las combinaciones lineales de cualquier cantidad finita de

vectores de S. Se verifica que Span(S) es un subespacio vectorial de E; Span(S) es el
menor subespacio vectorial de E que contiene a S y se le llama subespacio generado por
S.

Definicion. Sean S = {g &, ...,e} Yy T = {uy, Uy, ..., uq} dos sistemas de vectores del
espacio vectorial E, se dice que S y T smtemas equivalentesi engendran el mismo

subespacio, o0 sea, si Span(S) = Span(T).
Ejempla

En el espacio vectorial real de las matrices cuadradas reales de ordgf{R),E

consideremos el conjunto S = { e 1o _ (01 _ (00 } el
: - 00 2 |10 * o)’

conjunto T ={uy = 10 Up = 1011 Us = 00 }. El subespacio vectorial

J T 2" T 11 o) ™70 1) P
engendrado por el sistema de generadores S y el engendrado por T es el subespacio
vectorial de k(R ) formado por las matrices simétricas reales de orden 2. Por tanto

S y T son sistemas equivalentes.
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Definiciones Sea E un espacio vectorial solifey sea S = {e;, &, ..., €} un sistema
finito de vectores de E. Se dice que S es fanalia o sistema librede vectores o
también que los vectores, &, ..., @ son linealmente independientada relacion

;e +0&+ ...+ hen=0

se cumple s6lo cuanda & a,= ... = ¢, =0.

En el caso de que existan n escalaresag ..., o, no todos nulos, tales que
1€+ &+ ...+ he=0
se dice que los vectoreg e, ..., €, sonlinealmente dependientesque S es usistema

ligado.

Se dice que un vectdepende linealmente de otresaquél es igual a una combinacién

lineal de éstos.

ObservacionSea Suna familia de infinitos vectores de un espacio vectorial E. Se dice

que S es libresi toda subfamilia finita extraida de ella es libre.

Los conceptos de dependencia e independencia lineal son cruciales en algebra lineal, ya
que conducen a nuevas formas de estudiar los conceptos de rango de matrices y de
existencia y unicidad de soluciones de sistemas de ecuaciones, constituyen la clave para
entender como representar elementos de espacios vectoriales de una manera simple, nos
ayudan a entender las dificultades numéricas que pueden aparecer en el calculo de

soluciones a problemas aplicados, etc. Asi, es absolutamente esencial manejar estos
conceptos y ser capaces de determinar si un conjunto de vectores es linealmente

independiente.

Ejempla Estudiar si S 3¢ =

0
1 e
6= , 6= 1 , 6= ,¢, €s 0 no familia libre
3

1
0
0
0
de vectores eiR *.

Solucién. Para ver si la familia S es libre hay que considerar la combinacion lineal

016 + 0 &+ 0363t 0z &4 =0.
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Esta da lugar al sistema homogéneo de cuatro incognitas siguiente:
01 +au =0
200+ O3 =0
O3 -204 =0
60+ 303 =0

cuya matriz de coeficientds = tiene rango tres. Por lo tanto, al

0

o O O B+
o O N O
wWw kL L O

tratarse de un sistema homogéneo y ser el rango de la matriz de coeficientes menor
que el numero de incognitas (que es cuatro), existe solucion distinta de la nula.
Resolviendo el sistema resultante de eliminar la ultima ecuacion obtenemos como

soluciones:
01 = - Og, O2=~-04 O3=2 04, os U R.
Asi por ejemplo, sii;= 1, entoncesi;=-1, a,=-1 y a3z =2, con lo cual resulta:
et(-l)et+t2et =0

es decir, estos vectores son linealmente dependientes.

» En general, si se forma una matriz cuyas columpaslas componentes de lgs
vectores de un sistema S de vectoresRde el rangor de dicha matriz nos indica el
numero de vectores independientes del conjunto S.-8i, entonces S es uf@amilia

libre de vectores. Mientras que Bi< g, entonces existeg-r vectores dependientes de
los r y el conjunto $ho es libre Esta propiedad es valida utilizando componentes de los
vectores deR" o “coordenadas” de vectores de cualquier otro espacio vectorial de

dimensidn finita (concepto que se definira mas adelante).

Ejempla Sea el espacio vectorial real = R — R /f continug, y considérense las

siguientes familias finitas de vectores de E :

a) S={1,x, %} b) U={1,x,%,... X" ¢ T={1,x, » x>-2x}.
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Estudiar si S, Ty U son o no libres.

a) Supongamos que

o1l + opx + azx? =0,
dondeO es la funcion que vale cero cualquiera que sea x. Esta igualdad se ha de cumplir
para todo x real, en particular se ha de cumplir para x =0, x =1y para x =-1, de donde

se obtienen las ecuaciones:

a,+ 0,(0)+ a0y =0 a, =0
a,+ o,1) + o, =0 = {a,+a,+a,=0
0(1+0(2(—1)+0(3(—1)2:O a,—a,+a;=0

este sistema admite como solucion Unica @, = o3 = 0, es decir, la familia S es libre.

b) La familia U = {1, x, X,..., X"*} también es libre, ya que si suponemos que

a1l + X+ 0aXe+ ... +px™=0

dondeO es la funcién que vale cero cualquiera que seasta igualdad se ha de
verificar para todo x real, lo cual implica qoe = a,= ... =a,=0 (esto se puede
demostrar cogiendo puntos y resolviendo el sistema, 6 teniendo en cuenta que el
unico polinomio de grado n-1 que vale cero en t&des el polinomio nulo). Luego

U es libre.

c) Por el contrario, si consideramos la familia finita de E, T = {12x3@x}, ¥
SUpoONemos que

011+ 0bX + OgX? +04 (X°-2X) = 0

011 + [@2-2014) X + (Oz+ 04) X° = 0.
Esta relacion se verifica cuanda; = 0, 02 =204 Yy 0O3=-04 04[] R (por
ejemplo, para as;=1, a;=0,0, =2 y az= -1, escalares no todos nulos). Luego

T es un conjunto de vectores de E linealmente dependientes.
Observaciones:

*« Sj uno de los vectores de un sistema es el vecior agtonces el sistema es

linealmente dependiente.
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« Si u#0, entonces el sistema=Ju} es linealmente independiente. Un sistema

{u,v} , formado por dos vectores, es linealmente dependiente si y sélo si uno de

ellos es proporcional al otro.

* Si un sistema de vectores S es linealmente dependiente, entonces también lo es

cualquier sistema que resulte de afadir algun vector a S.
» Siun sistema de vectores S es linealmente independiente, entonces también lo es
cualquier sistema que resulte de prescindir de alguno de los vectores de S.

Propiedades de la dependencia e independencia.

Sea E espacio vectorial sobike

1. Un sistema de vectoresﬁel, ez,...,q)} es linealmente dependiente si y solo si

alguno de sus vectores depende linealmente de los demas.

2. Siun vectow depende linealmente de los vect&es,, ..., € y éstos dependen a

su vez dev,,Vv,,...,V,, entoncesv depende de éstos Ultimos.

3. Dos sistemas de vectore§$el, €,y q)} yT= {vl,vz,...,vp} son equivalentes,
0 sea Span (S) = Span (T), si y solo si todo vector de uno de los sistemas depende

linealmente de los vectores del otro y reciprocamente.

4. Si S es un sistema linealmente independiente de vectoressyun vector que no

depende de los vectores de S, entonces el sistbh@a}Stambién es linealmente

independiente.

Demostracion.

1. 0O) Supongamos que en el conjw{nq, g,...,q,} hay un vector, digamos €],
combinacion lineal de los demas. Entonces se tiene
e = e+..+0p6

0 equivalentemente
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(e +met..+opg=0

por tanto {g, e, ..., &} es linealmente dependiente, pues los coeficientes no son

todos nulos.

=) Reciprocamente, si {e &, .., g} es linealmente dependiente, la

combinacion lineal nula; e + o, &+ ... + 0,6 =0 se cumple con algin
coeficiente diferente de cero. Supongamos que el coeficiente no nubp.es
Entonces

-1
&= —(02&+ ... +0p&).

al
2. Supongamos que un vectardepende linealmente de los vect@es,,..., g vy

éstos dependen a su vez dev,,...,v,, entonces existen unos escalargsiy,

ey O, M1, Pa2sees, Mopy H21, M22yeees opseess By Hg2ooos Byp €N K tales que
p q .
W=ope+0&+... +0&=Y.06 Y 8= WV, paraj=1,2,..,p,
i=1 k=1

de donde
q P g
ZUikaj = zzaiUika =

k=1

P
W=0p e+ 06+ .. +aqep:2ai(

i=1
a (P
ZZ( O My jvk -
k1 \ i

3. Si Span(S) = Span(T), entonces todo vector de cualquiera de estos dos
subespacios, en particular los vectores que lo engendran, pertenecen también al
otro subespacio, o0 sea, dependen linealmente de los vectores que engendran a este
altimo, que es lo que se queria comprobar. Reciprocamente, si los vectores de S
dependen linealmente de los de T, como todo vector de Span(S) depende
linealmente de los vectores de S, segun la propiedad anterior resulta que los
vectores de Span(S) dependen linealmente de los vectores de T, es decir,
Span(S) [(Bpan(T). Como ademas, se sabe que los vectores de T dependen
linealmente de los de S, nos encontramos con que también se verifica que

Span(T) OSpan(S). Por lo tanto, Span(S) = Span(T), como habia que probar.
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4. Sea S = {u, uyp, ..., Up} linealmente independiente y seaun vector que no

depende dewiuy, ..., 4. Suponiendo que
av+hbu+hu+...+Bu,=0

hay que probar que todos los coeficientes son nulos. Si alguno fuera distinto de

cero, por ejemplo a, resultaria

b b b
v=|-—2lui+|-=2|u+...+—L]u
( aj 1 ( aj 2 ( aj p=vOSparq $

lo que es falso, ya que no depende linealmente dg u, ...,u,, y por tanto, a

ha de ser cero, y en consecuencia, se verifica que
b1U1+ bz U, + ... + QUp =0.

Ahora bien, comdus, Uy, ..., Uy } es linealmente independiente de esta Ultima
relacion se deduce que b b, = ... = i = 0, con lo que se concluye la

demostracion. n

Teorema (fundamental de la independencia lineal)Sea E un espacio vectorial que
estd engendrado por un cierto sistema SF & ..., &}, de un ndmero finito p de
vectores. Si G =4, Uz ,..., Uy} €S un sistema independiente, formado por h vectores,

entonces se verifica quesip.
Existen dos tipos de espacios vectoriales:

1) Espacios vectoriales en los que no es posible formar una familia que sea infinita y libre
como, por ejemplo, el formado por los vectores usuales (pues una familia libre no

puede contener mas de tres vector®s), Enxn, ...
2) Espacios vectoriales, como el de las funciones continuas Babdende es posible
formar familias que son a la vez libres e infinitas. Por ejempilo:
S ={1,%x% ..., X5x", .}
S, ={1, cos x, cos 2X, ... ,C0S nx, ...}.

S;={e", &, .., & ...
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24. ESPACIO VECTORIAL DE DIMENSION FINITA. BASES.
COORDENADAS. CAMBIO DE BASE.

Nos vamos a ocupar aqui de aquellos espacios vectoriales que estan generados por un
namero finito de vectores; esto es, tales que todos sus vectores son combinaciones
lineales de un numero finito de ellos. Estos espacios se llamardiméension finita

aunque, de momento y hasta que hayamos definido el concepto de dimensién, los

denominaremos dipo finito. En estos espacios vectoriales no pueden formarse familias

infinitas y libres.

Definicion. Un espacio vectorial E sobfi€ se dice que ede tipo finito si esta generado

por un namero finito de vectores.

En un espacio vectorial de tipo finito, tienen especial interés aquellos sistemas
generadores que son, ademas, independientes; a ellos se lasaéms@odo vector del

espacio se podra expresar de una unica manera como combinacion lineal de los vectores
de una base; a los coeficientes de esa combinacion se lextardanadagiel vector

dado.

2.4.1. Bases y coordenadas

Definicion. Un conjuntdinito de vectores de un espacio vectorial E sdbrse dice que
esbasede E si es una familia de E que es a la vez libre y total; es decir, es un conjunto

de vectores generadores de E linealmente independiente.

Observacion. Un conjuntinfinito de vectores se dice quelessede un espacio vectorial
E si y solo si es libre y genera todo E, es decir si es libre y cada vector del espacio E se

puede obtener como una combinacion lineal de un namero finito de vectores de la base.

Asi, por ejemplo, el conjunto {1, x?x...} es una base del espacio vectorial real de todos

los polinomios.

Estas definicioneso permiten afirmar para un espacio vectorial E la existencia de una

base salvo que el espacio vectorial sea de tipo finito.
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Ejemplos.

1. Tres vectores libres usuales,{e,, e3}, paralelos a las tres direcciones de un

triedro, constituyen una base del espacio usual de los vectores libres.

2. La familia libre {1, x, X } es un sistema de generadores del espacio de polinomios

de grado 2. Por tanto, es una base de este espacio vectorial.

3. En el espacio vectorial de las funciones continuas f(x), la familia libre infinita
{e*, & &> ..} no es una base, pues a partir de ella no se pueden obtener todas las

funciones continuas.

Teorema (Representacion Unica en una base). Sea B 5, &, ..., e} una base de un
espacio vectorial E sobfi& . Entonces, todo vectar(] E se puede expresar Unicamente

de una forma como combinacion lineal de los vectores de B.

Demostracién. Supongamos que el vector se puede expresar de dos formas:
X=X €+ X6t ... +X%6
X=X e+ X+ ... +X &
Restando ambas expresiones resulta:
0= (x-X}) & + (- X,) &+ ... + (% X;) &

Ahora bien, siendo la base una familia libre se llega a que:

X1=X;= Xom X5= oo = X X =
de donde
X = X; 0i=1,2,...,n
En consecuencia, x se expresa de manera unica. "

A los escalares 1xxz, ...,Xn Se les denomina coordenadde vector x en la base B.

Las coordenadas se representan mediarectbr coordenado que es la matriz columna

nx1 siguiente:
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X=Xa+xet+t..+t%6e - Co(X)=xg =

Observamos que para cada vestale E hay un Unico vector coordenado con respecto a

la base By para cada xle K" hay exactamente un x de E tal que(d = xg .

Representar vectores abstractos usando una base es una herramienta fundamental en las
aplicaciones. Todos los céalculos con vectores abstractos de E pueden equivalentemente
efectuarse con sus coordenadas E. Tambien podemos verificar la independencia

lineal y la generacion de vectores trabajando con las coordenadas.

Ejemplos.
1 0 0
. 1 0
1.- Probar que el conjunto de vectores= € = ey € = ,+ €s una base
0 0 1
deR".
ul
u2
Solucién. Veamos primero que genetfB. Dado el vectou= | . | de R", se
un
tiene
U=ther+ e+ ...+ 6,
luego u es combinacion lineal de los vectores,{e,, ..., &} y ademas los

coeficientes de la combinacion lineal son los elementos del vefimicos).

Veamos ahora que son linealmente independientes. Supongamos que

met+toet..tohen=0
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con lo cual es facil ver queaxy, Qy, ...,0, Son las soluciones de un sistema lineal

homogéneo, cuya matriz de coeficientes es la matriz identidad. Por tanto
a;=02=..=0,=0

Asi pues, el conjunto {eey, ...,e} es una base d& ". Esta base recibe el nombre

de base canonica dR ",

Teorema (Existencia de bases). Todo espacio vectorial E de tipo finito, distinto de {0},

tiene alguna base.

Demostracién. Supongamos que E = Spanm, Uy, ...,uUn }. Si los vectoress, Uy, ..., Un

son linealmente independientes, entonces son una base de E.

Si no son linealmente independientes habra al menos uno de ellos que sea combinacién
lineal de los restantes. Si suprimimos todos estos vectores, obtendremos un conjunto
linealmente independiente que sigue siendo total, pues los vectores suprimidos no
desempeinaban papel alguno en la obtencion de vectores de E. Es decir, se obtiene una

base de E. n

2.4.2. Dimension

Teorema de la dimension. Sea E un espacio vectorial y sean B,bjb..,h}y

D ={d1, d, ...,dn} dos bases de E. Entonces n=m.

Demostracion. Como B es un sistema generador de E y D es una familia independiente,
del teorema fundamental de la independencia se deduce gue mtercambiando los

papeles de B y D, se obtiene, andlogamente, qua.nEn consecuencia n=m. =

Este resultado pone de manifiesto que todas las bases de un espacio vectorial E de tipo
finito tiene el mismo namero de vectores. El nUmero de vectores de una base no es, por lo
tanto, una propiedad de ella sino del espacio vectorial. Asi, es natural dar la siguiente

definicion.

Definicion. Se llamadimensiénde un espacio vectorial E al nUmero de vectores de una

base de E. Se escribe dim E.



II. Espacios Vectoriales 59

Por convenio, se dice que la dimension del espacio vectorial {0} es 0.

Cuando la dimensién es finita se dice que el espacio vectorialdéneiesion finita. En

otro caso se dice dimension infinita.

Ejempla
Ya se ha visto que el espacio vectorial ré&dl, tiene una base formada por n
vectores; por tanto difk " = n.

Anéalogamente, la dimension del espacio vectorial comfil€jsobreC es n.

Ejemplo.

Comprobar que {1, x,% es una base del espacio vectoifal de los polinomios de
grado menor o igual que dos (en consecuenciafdim 3). Comprobar también que
la dimension del espacio vectori@l, de los polinomios de grado menor o igual que

n, es n+l.
Solucién. El espacio vectori@l, esta generado por {1, x*}xPor otro lado, si
a+bx+ck=0

identificando los coeficientes de las variables del mismo grado se obtiené&que
a=b=c=0, con lo que el conjunto de polinomios {1, %, es linealmente

independiente.
En consecuencia {1, x’)es una base d&, y por tanto dimP, = 3.

Generalizando el razonamiento anterior se obtiene que {Z, x,,x} es una base

de P, y por tanto dimP ,= n+1.
Propiedades de las Bases y de la Dimension:

Sea E un espacio vectorial de dimension finita n y supongamos qué;Se ..., Up }

es un sistema de vectores de E, entonces se verifica que:
1. SiS={uw, u ..., Y}es un sistema de generadores de E, entonceip

2. SiS={uw, u ..., }es un sistema independiente, entoncesdmzE.
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3. Si S ={uy, Uy ...,up}es un sistema de generadores de E y p = dimE, entonces S

es base de E.

4. Si S ={uy, uy, ...,up }es independiente y dimE = p, entonces entonces S es base.
de E.

Demostracion.

1. Sabemos que S, por ser un sistema de generadores, incluye una base de E vy, por
ello, la dimension de E, que es el numero de vectores de una de sus bases, no

puede ser mayor que el numero p de vectores de S, es decir, ha delseEp >

2. Sabemos que una base B de E es un sistema independiente. Por el teorema
fundamental de la independencia lineal, como S es independiente y B es un
sistema generador, el niumero de vectores de S (p) ha de ser menor o igual que el

de B (n), o sea, p ha de ser menor o igual que dim(E).

3. Como S ={uy, Uy, ...,Up }es un sistema de generadores de E sabemos que incluye
una base de E; que sera el propio sistema S, ya que en caso de tener que eliminar
alguno de sus vectores (si no fuera familia libre) obtendriamos una base de E con
menos vectores que p, y p = dimE, lo cual es un absurdo. Luego entonces S es
base de E

4. Supongamos que S no es base, es decir, que no genera el espacio vectorial E.
habra entonces un vectog.; independiente de Sy, por lo tanto S8 p+1}
sera un sistema independiente. De ser asi, y de acuerdo con la propiedad 2, como
S’ es independiente y tiene p+1 vectores, se verificara ques ghthE, que es

falso ya que p=dimE. Esta contradiccién prueba que S es base de E. "
Observaciones:

1. La dimension de un espacio vectorial es el nimero méximo de vectores de E

linealmente independientes.

2. La dimension de un espacio vectorial es el nimero minimo de vectores de un

sistema generador de E.
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Teorema (Teorema de la base incompleta). Sea E un espacio vectorial de dimemsion
Si{u1, Uz...,up} (p <n), es un conjunto linealmente independiente de vectores de E,

entonces se pueden encontrar n-p vectopes Wz, ..., U, de E, tales que

{u 1, u21---1 Lb! up+ll up+2: ey u1}
es una base de E.

Demostracion. Sin > p , como E£ Span {u, Ua,..., Uy }, existe un vectous1 de E que
no esta en Span{uus,..., Up }. Por ello, el conjunto {u, uy,..., Up, Up:1} €S linealmente
independiente. Después de repetir este razonamientq veces, obtendremos un

conjunto linealmente independiente con n vectores

{u 1 u21---! Lb! up+ll Up+2, Ny u’1}

que, por la propiedad 4 anterior, son una base de E. "

Corolario. Sea F un subespacio vectorial de un espacio vectorial E de dimension finita, y

{d4, da, ...,dp} una base de F. Entonces se puede encontrar una base de E que contenga al
conjunto {c, dy, ..., ch}.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema de la Base Incompleta con el conjunto inicial

{d 1 d2, Y q)} ]

Corolario. Sea E un espacio vectorial de dimension finita. Si F es un subespacio

vectorial de E, entonces dim F dim E.

Demostracion. Si F = {0} es obvio. En otro caso, es consecuencia inmediata del corolario

anterior, ya que cualquier base de F puede incluirse en una base de E. n

Ademas, se puede demostrar que, cuando E es un espacio vectorial de dimension finita,

siFOE y dimF=dim E, entonces F=E.



II. Espacios Vectoriales 62

2.5. CAMBIO DE BASE EN ESPACIO VECTORIAL DE DIMENSION FINITA.

Puesto que un espacio vectorial de dimension finita tiene infinitas bases, en este apartado
nos vamos a interesar por conocer cual es la relacion que existe entre las coordenadas de

un vector respecto a dos bases distintas.

Sea E un espacio vectorial sobi€ de dimension n. SeaB={e,e,...e} y

B'={€,€,...,&} dos bases de E, de forma que cada vector de la Base puede

expresar en la base B de la siguiente forma

€=a,6+a,et. .+ g §
€,=a,8+a,et ..+ g, §

e’n:a‘ln e1+a'2n e2+ i Q‘n g

con lo que
a; P A,
a a,,
C.@)=| 2], C@)=] 2|, ., Cole)=| 2
anl an2 ann

Si x esun vector cualquiera del espacio vectorial E, por ser B una base de E, existiran n

escalares ef = X;, Xg, ..., Yy talesquex =x; e+ o &+ ... + X% €.

Analogamente, por sd' una base de E, existirarescalares eiX x;, X, ..., X/, tales

— r I ] ]
que X= X, € +X,6+..+X €.

Veamos como estan relacionadas las coordenadasn®’, Cz:(x), y las coordenadas

dex en B, G(x), es decir, X;, X5, ... X, Y X, X2, ..., %
Teniendo en cuenta la relacion existente entre los vectores de B y de B’, resulta:
X=X;_e;_+x'2 é2+"'+ X’n % = X:'L(allel+a21ez+ Th Q‘1 31 )+X'2 (a1261+ a22e2+ Th Q‘Z % )

o , (@, e, ta,,e+ .+ a, 6 )=
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= (a Xt a X o+ g X B+ (X +a, X+ .+ 3 X B, +..

+(aan’1+ an2X2+ o Q‘n 58 )Bn'

De donde, teniendo en cuenta que las coordenadas de un vector en una base son unicas,

se deduce
Xl:ailX’l-I- a12)(2+ "'+ Q'n )'S
X2 :aZIX’l+ a'22)<2+ "'+ Q‘n *
Xn :aan'l+ a'n2)<2+ "'+ Q‘n ),S
es decir
Xy a; &, -
X a - S
C=| 2= 2 g ),
Xn anl an2 am
P
de donde,
| &, a,
p= & || &y &,
A1)\ Ay an
Ce(e) Ga(e) Ge(e)

A la matriz P, que tiene por columnas las coordenadas de los vectores deBa dase
base B, se la denominaatriz de paso de la bagea la baseB’, es una matriz regular de

orden n ya que los vectores, €,...,e forman la base B’ y, por la tanto, son

independientes.
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Ejempla

1 2

1 1 0 2
Sean B e1=(j,ez:( j} y B={e= (J ,e’zz(lj} dos bases del
espacio vectoriaR 2. Obtener las coordenadas en la base B del veaioe tiene

3
por coordenada%élj respecto de la base B'.

Solucion. B y B’ tienen sus vectores referidos a la base canénica:

SERG !

Expresemos los vectores de B’ en la base B. Asi:

(] 6] o6

de donde

0=a,+ a, a,=-1ya, =1:luege', =-e, +
120'1+20’2 = 1 y 2 ¢ ’ g 17 1 ez

29N O,

= 0,=3 vya,=-1; luegoe', = -
1:0(3+2a4} 3 =30, goe’, = & -

3
Por tanto, las coordenadas en B del vector cuyas coordenadas en [BLJsmn

obtendran haciendo:

)=o) = (3 2ol = )



II. Espacios Vectoriales 65

2.6. DIMENSION Y ECUACIONES DE UN SUBESPACIO VECTORIAL.

Sea E un espacio vectorial solife de dimensién ny sea B = {&, ...,e,} una base
de E.

Si se considera un subespacio vectorial U de E, entonces dado un elemento cualquiera

u L U, se expresara en la base B como
U=X@+X&+..+X%6e,

las coordenadas deam B se expresaran mediante el vector coordenado

Cg(u) =

Las coordenadas devan a estar ligadas por alguna o algunas relaciones lineales que van
a caracterizar al subespacio. Es decir, todo subespacio U va a venir caracterizado por una
serie de restricciones lineales homogéneas (han de serlo para asi garantizar la estabilidad

respecto a la suma'y al producto por un escalar) del tipo:

,donde £ ,

estas restricciones (no idénticamente nulas) sordasaciones cartesianas o implicitas

del subespacio.
La dimension del subespacio U sera:
dim U = n -r = dim E - nimero de restricciones (ecuaciones independientes).

Otro tipo de ecuaciones que caracterizan un subespacio smugsones paramétricas

donde aparecen las coordenadas de los vectores del subespacio expresadas en funcion de
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unos parametros. Hay tantos parametros libres como sea la dimension del subespacio U.
Es decir, son ecuaciones de la forma:

X1:C11)\1+ C12)\2+ et p,n—r)\
X2=021)\1+ (\22)\2+ ot En—r)\n—r

donde:Ay, Ay, ..., Anr OK son parametros libres (es decir, el rango de la matriz de
elementosices n-r).

Ejemplos.

- Si consideramos el espacio total E, la dim E = n; por tanto, no tiene ecuaciones
X; =A;

IR . : L LX =,

implicitas, siendo sus ecuaciones paramétricas” AL A, OK.

X =A

n n

- Sea ahora el subespacio nulo: dim {0} = O; luego, el subespacio {0} tiene n

X, =0
. A X, =0 , .
ecuaciones _implicitas , que también pueden considerarse como
X =0

ecuaciones parameétricas.

Ejemplo.

1/2)\ (-1/2\ (-1

1 0
Hallar las ecuaciones del subespacio U generad p%r : o
0 0 1

Solucion. Como los vectores anteriores pertenecen al espacio veRtbeiaionces

E = R*, luego dim E = dimR* = 4. Por otro lado, como los tres vectores son
linealmente independientes, constituyen una base del subespacio U, luego dim U = 3.

Por tanto, U tiene una Unica ecuacion cartesiana.
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X, 1/2 -1/2) (-1
X 1 0 0
SiuOUOR*=u=| ?|=a +B +y =
X, 0 1 0
X, 0 0 1
1.1

X, ==—a—-—=pB-

175 2[3 Y

X, =d ,o,B,yOR

Xy = B

X, = Y

que son las ecuaciones paramétricas de U. Eliminando los tres parametros se

obtienen la ecuacion cartesiana de U:; 2% + X3 + 2 X% = 0.

Otra forma de obtener la ecuacion de U es considerar que cualquier vector de

subespacio ha de ser combinacién lineal de los tres vectores que generan el

1

2

subespacio, por lo que siDUOR* yu= y si formamos la matriz que tiene

X X X X
o

4

por columnas las coordenadas de dichos vectores y lgs de

Y2 -¥Y2 -1 x
1 0 0 x
0 1 0 x

0 0 1 x

el rango de la matriz ha de ser tres. Entonces la ecuacién del subespacio la

obtendremos anulando el determinante de la matriz; esto es, haciendo

Y2 -Y2 -1 x
1 0 0
X _ o
0 1 0 x
0 0 1 x

de donde
2X1-Xo+X3+2x%=0

es la ecuacion cartesiana o implicita del subespacio U.
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Si despejamos
Xo=2X +X3+2X%
y tomamos como parametros
X1 =1, X=S, X%=Tr
resultan las ecuaciones parameétricas del subespacio

l=t

2t+s+2r
IS, R
=S

X X X X
w N
1

=T

donde t, s y r son los parametros. Luego hay tres parametros libres, que es la

dimensién del subespacio.

Ejemplo.
1/2\ (-1/2
: s 1 0
Hallar las ecuaciones del subespacio V generad p%r ,
0 0

Solucién. Como los vectores anteriores pertenecen al espacio veRtteiaionces
E=R"y dm E = dimR* = 4. Por otro lado, como los dos vectores son
linealmente independientes, constituyen una base del subespacio V, luego dim V = 2.

Por tanto, V tiene dos ecuaciones cartesianas.

X, 1/2 -1/2 xl:%a——;ﬁ
X 1
SiuOVOR*=u= X2 =al +B L= X, =0 ,o,BOR
3 —
X3 = B
X, 0 0 x,= 0

que son las ecuaciones paramétricas de V. Eliminando los dos parametros se

obtienen las ecuaciones cartesianas defL 0
X, =
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Otra forma de obtener las ecuaciones cartesianas de V es considerar que cualquier

vector de subespacio ha de ser combinacion lineal de los dos vectores que generan el

1

2

subespacio, por loque siOVOR* yu= y si formamos una matriz con las

X X X X
w

4

coordenadas de dichos vectores y con las éeérango de dicha matriz ha de ser dos:

Y2 -y2 x

1 0 X
rang =2

0 1 x

0 0 X

Por lo que todo menor de orden tres extraido de esta matriz ha de tener determinante

2%~ X+ X;= 0 : ,
nulo, de donde obtenemos: ) , que son las ecuaciones cartesianas
X, =
de V.
Si hacemos

Xo =2 X% + X3
y tomamos como parémetros
X1 =1, x=s, %=0

resultan las ecuaciones paramétricas del subespacio V:

x, =t
X, =2t+s

SR
X = S
X,=0

donde t y s son los parametros. Luego hay dos parametros libres, que es la

dimensién del subespacio.
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2.7. OPERACIONES CON SUBESPACIOS VECTORIALES

2.7.1. Interseccion de subespacios vectoriales

Proposicion. Sean F y G dos subespacios vectoriales de E (espacio vectorial sobre el

cuerpokK). Entonces la intersecciorf FG es otro subespacio vectorial de E.

Demostracion. Para demostrar qué & es subespacio vectorial veremos que es estable
para la suma y para el producto por un escalar, dado que la con@idioir\G se

cumple (pues OJ F y 0LJ G por ser espacios vectoriales).
DOxy U FNG, x+yU FNG~2.
Sean x,yL| FN G, entonces
xUFNG =  xUFyxUG

yUFNG = yUFyylUG

luego

x,y LJ F, 'y como F es subespacio,yxH F
ademas

x,y LJG, y como G es subespacio,yxt G
de donde

x+y U FNG
NOo UK U0 OxWUFNG oax UFNG?.

Seax FNG y sear L K, de donde

=oxOFNG

xF, y como F es subespacio vectoral ax [ F
xOFNG= . .
x[JG, y como G es subespacio vectotalox G

Luego H) G es subespacio vectorial. "
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Este resultado se puede generalizar a un nimero cualquiera de subespacios; es decir:
dados n subespacios vectoriales del espacio vectorial E, sean €skes.F, F, la

interseccion de ellos ;A F( ... F, es también subespacio vectorial de E.

Observacion. La interseccion de subespacios vectoriales nunca puede ser vacia, pues,

como se ha visto, el vector 0 siempre pertenede @ F

En el caso de quellFG = {0} se dice que F y G son subespacios vectoriales disjuntos

2.7.2. Suma de subespacios vectoriales.

Sean F y G dos subespacios vectoriales de E, espacio vectorialksoBog definicion,
se llama suma de los subespacios vectorialesy G a un subconjunto de E que

denotaremos por F+G, ytal que

F+G={z=x+y0OE / xUFDOyUG}
donde + esla suma de vectores definida en E.
Proposicion. F+G es un subespacio vectorial de E.

Demostracion. Veamos que se cumple la condicion necesaria y suficiente.

El vector 0 LI F+G, dado que puede escribirse como sum@+esienddd de F y0 de
G.

) Ozt UF+G  z + 1t F+G2.

Seaz =x +y, I/x0O FyU0O X, +x,0F

z+t = (X, +Xx,) + + /
§: (l 2) @1 y2) {yl+y2|:|G

seat =x, +vy, /x,0 Fy,O

=z+t0 +F G

NODoldK U O0zUF+G @UF+G?2.

Seaz =x + /IxO E 0
y y ?: oz=ox+ay donde « LJF Doy LIG

seao K
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—az L F+G. -

En general, todo vector de un subespacio suma F+G se podra descomponer de infinitas

formas como suma de vectores de los dos subespacios F y G que lo generan.
Observacionesa) FU G no tiene por qué ser un subespacio vectorial.
b) Ademas, en general la suma F+G es distinta a la uniérG-

Por ejemplo: En el espacio vectorial E de las matrices 2x2, consideremos los subespacios
F y G de matrices triangulares superiores e inferiores respectivamente. Entddc€s, F

es el conjunto de todas las matrices triangulares; sin embargo F+G = E. Luego es claro
que FU G es distinto de F+G = E.

c) Se cumple que R G OF+G, como facilmente puede deducirse.

Definicion. Sean F y G dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial E. Se dice

que los subespacios vectoriales F y G son subespacios suplemeetpeazo de E si:

E=F+G
FﬂG:{O}}

En este caso se dice que E es suma directa de los subespacios Fy G y se deltata E=F

Proposicion. Sean Fy G dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial E. Si
E=HIG , todo vector perteneciente de E se expresa de forma Unica como suma de un

vector de F y otro vector de G, es decir
z=x+y/ xUF O yUG siendo x e y Gnicos

Demostracion. Supongamos que dadd E admite dos representaciones de la forma
Z=x+V1=X+Y [ X, % UF O vyy UG
Por ser
X1+tYy1=X2+ Y2 = X1-X2=Y2-VY1

donde x-x; LIF,w-y; LUG; ypor seriguales
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Xi-%=Y2-y1 Ll FNG
Al ser E = FJG suma directa, [RG = {0}, luego

X1-X=Y2-y1=0

de donde

X1 =X

Yi=Y2
Por tanto, la representacion z=x+y es unica. "
Ejemplo.

Si E es el espacio vectorial de las matrices cuadradas deroeeonces E =[3T,
siendo S el subespacio de las matrices simétricas y T el formado por las matrices

antisimétricas.

Sin embargo, si S es el conjunto de matrices triangulares superiores de yideh

de triangulares inferiores, ESEIT ya queS T#{0} .

2.7.3. Dimension de la suma de subespacios

Es facil probar que dados dos subespacios vectoriales Fy G de E, espacio vectorial sobre

K de dimension finita, se cumple que
dim (F+G ) =dim F + dim G - dim ([RG)

En el caso de que F y G sean subespacios suplementdriés, ={0}, luego

dim (FNG) =0, conlo que
dim ( F+G) =dim F + dim G

Nota. La unién de bases respectivas de F y G es sistema de generadores de F+G.
Eliminando de ella los vectores que son linealmente dependientes de los demas se

obtiene una base de F+G.
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2.8. DEFINICION DE NORMAS. EJEMPLOS DE NORMAS.

Definicion. Sea E un espacio vectorial reaé llama norma sobre E, a una aplicacion
- - R
S

tal que a cada vectarde E le asigna un numero real no negativo, llamado norma de

que se denotdx||, y que verifica los siguientes axiomas:
@ x| =0, OxU E U x| =0~ x=0

(b) |Ax| =[Al|x|. DADR U OxOE, donde[A| representa el valor absoluto

deA.
©) |x+y| <|x|+|y|. Ox,yOE (desigualdad triangular

La tercera condicidon, (c) se denomirdesigualdad triangular porque es una
generalizacion del hecho de que la longitud de cualquier lado de un triangulo es menor o

igual que la suma de las longitudes de los otros dos lados.

Definicion. El par (E,|{|) se le denomin&spacio Vectorial Normado

En E =R", habitualmente se utilizan las siguientes normas:

Norma del valor absoluto || x|, = |x| + [x,| + ..+ | %] = Zn:| x|
i=1

n

Norma euclidea ||x||2 = (x12 + 0+ L+ >§)1/2 = z %

i=1

Norma del supremo I x|, = max{ [% .[% . . %}
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Ejemplo.
-5
Seax=| 3 |. Entonces
-2

[x) =19+ 13+ |2 =xu
Ix], = (57 + @F + (2F)" = 38"
[xI. = max{ |5 .]B .| 2}=

Puesto que las normas miden la magnitud de los vectores, proporcionan la herramienta

para describir precisamente lo que queremos decir, por ejemplo, al hablar de que una

sucesion de vectorastiende &0; queremos decir quéx; || tienden a 0.
Definicion. Si (E, | - |) es un espacio vectorial normado, puede definirse una aplicacion
d: EXE - R*

&.y) - dxy) =[x -y

Que verifica los axiomas correspondientes que haceéruda distancia definida sobre E,

que se denomindistancia inducida por la normf .

Si E =R", las distancias inducidas por las tres normas vistas son:

d (x,y)=] x=y, =2 | x=y|
i=1

d, (x,y)=| x= |, = \/Zn: (x-¥) distancia euclidea

i=1

d. (x,y)= | x=y. = maq{| x y | > A . Ix-wl}
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EJERCICIOS TEMA 2

1.- Se considera el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igualejue
variable reak, P, = { p(x)=a X'+3a,X"'+ .+ ax @ / allR }. Demostrar que

[P, es espacio vectorial real con las operaciones:

- -1
suma de polinomios: P() =3, X+ 3, X+ .+ ax @}

a(x)=h X"+ b X"+ ..+ Q x+h
P(X) + qK) = (@+bn) X"+ (@1+bn) X + ... + (a+by) X + (ay+bo) LIP,

producto de un polinomio por un escalar:

Ap(X) = Q\a) X"+ (any) X"+ L+ Qa) x +Aa ALR.

2.- Indicar cuales de los siguientes subconjunto® tison subespacios vectoriales:

a)u = IX+%+x=1 b)V= I xONy c)W= [a+b=0;.

AT ST S S
KX
o o T

3.- Sea VE__(K) el espacio vectorial de todas las matrices cuadradas de orden n sobre

nxn

el cuerpoK. Estudiar si los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales de V:

a) W{ADE, (K)/A=A"

nxn

b) U:{A OE (K)/A-T:T-A} , siendo T una matriz dada.

nxn

4.- En el espacio vectorial real de de todos los polinomios de grado menor o igual que 3,

en X,[P, se consideran los conjuntos U y V:
U={p(x) = a+bx+cxX /ab,ER} v={p(x) = a+bx+cx +df /p(LF I

¢Son Uy V subespacios vectoriales?.
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5- Sea VE£,,,(R) el espacio vectorial de todas las matrices cuadradas de orden 2 sobre

el cuerpoR . Estudiar si los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales de V:

a) W={ A OE,,(R) /|A| =0} b) UFA DE,,(R)/ A =A%} .
3 d
: . 9 _ &
6.- Determinar si el vectov = 4 pertenece al subespacio generado Yo ol

-2 3
2 2
u, = 3 u, = e
27 o yu;= >
-1 1

3

7 .- Escribir la matrizE :(1
0 0 0 2

B= yC= y
11 0 -1

8.- Escribir el polinomiov = x*+4x—3 como una combinacion lineal de los polinomios

1 11
j como combinacion lineal de las matricks (1 Oj’

g =x"-2x+5,6,=2X*-3x y &, =x +3.

9.- ¢(Para qué valores de dejan de formar base de&R® los vectores:

o 0 -
1-a|,| -1 1(:7.
o 2

10.- Sea VE£,,,(R) el espacio vectorial de todas las matrices cuadradas de orden 2 sobre

2
el cuerpo R. Hallar las coordenadas de la matriz:%4

B’:{G ﬂ(i _olj’(; _oj’(é 3}

3
jDV en la base
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11.- EnR® se consideran las bases{Bse,, e} yB'={v,,v,,v;} siendo:

v, =2¢
V,= —e,t2g.
Vi = _383

Hallar las coordenadas del vect® + e, —5¢, en la base B'.

12.- Dado el vectou, cuyas coordenada&s la base B{e, e, g, ¢ son , calcular

R O R P

sus coordenadas en la base=§,¢€, ¢, & , relacionada con la anterior por las

siguientes ecuaciones:

€=g+6

€ = &
&6 g
€= &-§

13.- EnR® se considera la base f&, e, e}
i) Demostrar que el conjunto $& +e,, g+ g+ § es linealmente independiente.

1
i) Sea x un vector cuyas coordenadas en la base B s@n.Completar S para formar una
2

base B’ en la que las coordenadas de x n
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14.- En el espacio vectorial real de todos los polinomios ede xyrado menor o igual

que 3,P, se considera el subespacio{E(:x):a+bx+c>5 +dX /]'0l p(x) dx= }) Hallar

una base de F y completarla hasta formar una baBg .de

15.- Sea VE£,,,(R) el espacio vectorial de todas las matrices cuadradas de orden 2 sobre

el cuerpo R y sea W el subespacio generado por
1 - 1 1
-4 2)\-1 5)

16.- En V=E,,(R) el espacio vectorial de todas las matrices cuadradas de orden 2 reales

2 - 1 -
, . Hallar la dimension 'y una base de W.
-5 7){-5 1

- 0
se considera el subconjunto -| @ /a,b0R ;.
b atb

i) Demostrar que N es un subespacio vectorial de V.

i) Hallar la dimension y una base de N.

17.- En el espacio vectorial real de de todos los polinomiosdengrado menor o igual

que 3,P,, hallar la dimension y una base de los siguientes subespacios:
a) SH{p(x) = a+bx+cx +di /p(0) = p(1) =)
b) U={p(x) = a+ bx+cx +dx /p(0) =p.
C) V:{ p(X) = a+bx+cX +dX /p'(x) = 00 )D]R} .

d) W={p(x) = a+ bx+cX +df /p(x) = p(-x)0 KR} .

18.- En el espacio vectorial W de las matrices simétricas reales de orden 2, se considera la

el 34 Y

B en los siguientes casos:

3 _
( 5 3} Hallar las coordenadas de la matriz A en la base
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19.- En el espacio vectorial real de de todos los polinomiosdengrado menor o igual

e=x"-1
que 2,P, se considera el subespacio M generado jgor= x+1 . Hallar una base
e, =X =7x-10

de P, que contenga una base de M.

1 2 3
. 4 6
20.- Demostrar que el subespacio generadoupet! A u, = ) y u;= 3 y el
3 -2 ~7
1 2
4 .
generado pow, = 4 y v, = son iguales.
11 14
2 1 0
21.- Dados los vectores=| -2 |,y =| 2|,z=| 6 |. Hallar la dimension, las ecuaciones
1 0 -1

cartesianas y las ecuaciones paramétricas del subespacio que generan.

22.- Indicar si las siguientes afirmaciones son verdadera o falsas:

Si E es un espacio vectorial de dimension 4 y F es un subespacio vectorial de E de

dimensién 3, entonces:
a) F tiene 3 ecuaciones paraméricas.
b) F tiene 3 ecuaciones cartesianas independientes.

c) F tiene 1 ecuacion paramétricas.
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d) F tiene 1 ecuacién cartesiana independiente.

23.- Hallar las ecuaciones implicitas y paramétricas del subespacio R*de

1\ (-1) (2
1/{01(|0
F=Spa '
1 1[0
1)(0)\2

24.- Se considera eR* el subespacio W cuyas ecuaciones en la bage,Rs,u,,u }

+X-X%X=0 .
son:{xl "% . Se elige como nueva base Bl —u,,U,~U,U,~U U } .

X +X%+ X%+ x=0
I) ¢, Cudles son las ecuaciones de W en la nueva base B'?.

i) El vector v =u, —u, ¢qué coordenadas tiene en la base B?¢y en la base B'?.
1 2

iii) ¢ Pertenece el vector v al subespacio W?.

25.- Se considera eéR? la base B{zul,uz,u3,u4} y los subespacios:

+ {{a,BORpy W= I X+ X,+%X;=0¢.

Q OMMNQ

@ o o o

X X X X
w

a) Hallar la dimensién, una base y las ecuaciones del subesfQsho.
b) Hallar la dimension, una base y las ecuaciones del subespaio.

c) Hallar los valores de,&, c y d para que la ecuacion de W en la base

B'={u;=u,-u, u,=u, u,=u,u,=au+ bu + a 7+ di } seax,=0.

26.- Se consideran los subespaciofRde
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a a
b b
U= c /b+c+d= y W= c latb=00 c=2
d d
Hallar la dimension y una base de:
i) U. i) W. i) UMNW. iv) U+W.

27.- Si U y W son dos subespacios de V, siendo dim(U)=4, dim(W)=5 y dim(V)=7.

Hallar la posible dimensién de(UW.

28.- Sea VE__(K) el espacio el espacio vectorial de todas las matrices cuadradas de

nxn
orden n sobre el cuerp&. Se considera U el subespacio de las matrices triangulares
superiores y W el subespacio de las matrices triangulares inferiores. Hallar U+W y
unw.

29.- En V=E, ;(R), el espacio vectorial de todas las matrices cuadradas de orden 3 reales

a b c
se considera el conjunto| 0 a+c 0|/a,b¢OR¢.
c b a

i) Comprobar que U es subespacio vectorial de V.
i) Hallar la dimension y la base de U.
i) Sea W el subespacio de las matrices simétricas de orden 3. Hallar el

subespacio U+W y el QW.

30.- En el espacio vectorial real de todos los polinomios en X de grado

menor o igual que 3,P, se consideran qﬂelzl,q=x,§ =X ,g =§} y

B={e =1,6 =x+ak =(x+4) ;e =(x+})(afijo). Se pide:



II. Espacios Vectoriales 84

a) Demostrar que B’ es base y hallar la matriz de paso de B a B'.

b) Hallar las ecuaciones implicitas de los subespacios:
U=Spar{ X +2% -x+1,2% +k +5% -% +x }1y
V= {AC + (A +p) x+ /A uOR]
en la base B.

c¢) Hallar una base de(WV y otra de U+V.

d) Hallar las ecuaciones implicitas de U y las de V en B’ para a=1.

31.- Sea VE_ (K) el espacio el espacio vectorial de todas las matrices cuadradas de

nxn

orden n sobre el cuerp®&. Sea U el subespacio de las matrices simétricas y W el

subespacio de las matrices antisimétricas. Hallar U+Wy\U

32.- Sean U y V dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial E de dimension finita

n, tales que E=U V. Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) U+V=E y U\Vv={0}.
b) OxOE OyOUO [(ZOV/ x=y+z siendoy Yy z Unico.
c) OxOE yOuld [2O0V/ x=y+z siendoy Yy z no unico.

d) Uy V son suplementarios.
e) dim(U+V)=dim(U)+dim(V).

) dim(U)+dim(V)=0.
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33.- Sea E un espacio vectorial de dimension fmitasean U y V dos subespacios de E
tales que dim(U)% y dim(V) >2. ¢Son U y V subespacios suplementarios? Razona la

respuesta.

34.- SeaCla,j ={ f{a,h - R /f continup, y seanx,,x,,....x, m puntos (fijos) de

m

[a,b. Se considera la aplicaciofff :C[a,} — R /| 1| 5 f(x ) 4 f(x, | +...4 f(x, ). ¢Es

esta aplicacion una norma? Indicar que axiomas fallan.

35.- Sea C[0,4]={f:]0.d- R/f continup. Se considera la aplicacion:
I, :c[0.d - R /|||, = max., | f(x) ¢Es esta aplicacion una norma? Indicar que

axiomas fallan.

36.- Indicar si las aplicaciones siguientes son normas:

3) [, B (R) — R /A, =det(A).

b) |4, : Ene (R) = R /A, =n-max{| | /i,j=1,2,...}
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 2

2.- a) Uno es sub. vec. b) Wo es sub. vec. c) Wi es sub. vec.
3.- Los dos conjuntos son subespacios vectoriales de V.

4.- Usi es subespacio vectorial y V no lo es.

5.- Ninguno de los dos conjuntos es subespacio vectorial de V.

6.-v= =1u,+3u,-2u,, luego si pertenece.

8- V=X’+4x-3=-3 + 2+ 4g

9.- Para a=0,a0=1 ya:—g dejan de formar base los vectores d@’

a 0 N0
1-a |, -1 1
o 2

-7

2 3 A
10.- C,. = )
-7 =21

30

2

11.-C, (4e +e,—-5¢)=| —1].
1
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13.-i)B'={e,+e, g+ g+ g- ¢-3 g b

14.- Base de F%x—l,xz——l,xe‘——l}. Base deﬂ’sz{l, x-1 ,xz——l,x3——1}.
2 3 4 2 3 4

1 - N©V1
15.- La dimensién de W es 2 y una base de \/{(ei 2}[ ) 5)}

-1 0)(0.0
16.- ii) La dimension de N es 2 y una base de N es : .
0, &%l 1
17.- a)Ladimensién d& es 2 y una base &es B, :{xg—x, X— x} :
b) La dimensién de Wes 3'y una base de U Bg :{x,xz,xg} :

c) La dimension de \es 1y una base de V Bg ={1} .

d) La dimension de Wes 2 y una base de W Bg, :{1, x2} .

2 3
18- e AE2 Tl a=c,[t ?]=| 1
' -5 5_1 _524__2

19.- M coincide corP, , luego cualquier base d& contiene una base de M, por ejemplo

{1, X, xz} :

21.- La dimension de subespacio es 2, su ecuacion cartesiaPa,esx,+6x, =0y sus

X, =S
ecuaciones paramétricas, = 2s- 6t, t,4IR.
X, =t
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22.- a)F; b) F, c)F, d) V.

23.- Ecuacion implicita de F:x,—x,+X,—X,=0 Yy ecuaciones paramétricas de

r,s,tR.

2X,—X;=0

24.- i) Ecuaciones de W en B{ ,
X, =0

1 1
. -1 0
i) CB(V): G (ul_uz): ol CB'(V) =G (Ul—UZ)I ol
0 0
iil) Si pertenece.
X=%=0
25.-a)V W : dim(V W )=1, B, ={u,} , ecuaciones d& NW:< x, =0
X +X%+%=0

b) V+W :dim(V +W)=4, B,.,{u,,u,,us,u,}, no tiene ecuaciones.

c) at+b+c=0d cualquiera.

1Y (0)( 0 1) (0
26.- i) dim(U)=3B, = O/t i) dim(W)=2,8, =1| _ 0
' U ol 1] o =28y = ' 2
o)lo)l1 0)l1

3 1) (0)(0) (0

-3 o||1|]|0]|o0

iii) dim(UNW)=1,B,,, = ,iv) dimU+wW)=48,,, =| _ || ZI.| 71,
) dim(UNW)=1,B,., 5 ) dim( )=4.By.w ollol'l 1l o
1 o)lo)lo)l1

27.- 2<dim(UNW)<4.
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28.- U+tW=V=E__(K) y UNW es el subespacio de las matrices diagonales.
1 0 0)(0 1 (0 O
29.-ii) Dim(U)=3 yB,=</0 1 0|/ 0 0 0} 0 1
0 0 1){0 1 01O
1 0 0)(0 0 1
jii) Dim(UNW)=2,By,,=4/0 1 0/, 0 1 O
0 0 1){1 0 O
Dim(U+W)=7,
01 0(10 01 00 00 00 00
Byw=4/0 0 0/,0 O O} 1 O , 0 8 , 0 4 00 00
010100O0(00O0 PO 00 01 00
1 a & 4
1 2
30~ a)P=|° a 3d|
0 0 1 3a
0 0 O0X %
b) Ecuacion implicita de U en la base®a, +2a- g = (; ecuaciones implicitas
, +a- :(
deVenIabaseB{ 74”4 .
a, =0
c) Base de l[J]V:{—2+ X+ 3x3} ; base de U+V cualquier base Be
d) Ecuacion implicita de U en la base B3d +8a +14a= ; ecuaciones
-a.+d +a =(
implicitas de V en la base :,ao %+a :
& +34 =0

31.- U+tw=V=E__(K) yUNW es el espacio nulo.

nxn

32- a)V. b)V. ¢F. d)V. eV. HF.



II. Espacios Vectoriales 90

33.- No pueden ser subespacios suplementarios, ya que si lo fueran la dimension del

subespacio suma de ambos seria mayor que n.
34.-No es una norma. Falla el axioma 2.
35.- Si es una norma.

36.-  a)|{,:E.(R) - R/||A|, =det(A). No es norma. Fallan los axiomas 1,2,3y 4

b) |4, : Eve (R) — R /[A], =n-max{| 3| /i, = 1,2,...,], si es norma.



Tema 3

ESPACIOS CON PRODUCTO ESCALAR

3.1. ESPACIOS EUCLIDEOS

Definicion. Sea E un espacio vectorial real. Se llama producto escalar a toda aplicacion

de ExEen R:

ExE — R

X,y) 2L <xy>
verificando:
P1.<xx> =0 VxeE A <xx>=0 < x=0 (Positividad).
P2 <xy>=<yx> VYxyeE (Simetria).

’3.<X,(a/y+,82)>= a<x,y >+ p<x,z> Vxy,zeE A YVa, e R

(Bilinealidad).
Al espacio vectorial real dotado de un producto escalar se le llama espacio euclideo.

Para denotar el producto escalar de dos vectores x e y, ademas de <x,y > se suele poner

también xly o (x|y).

Ejemplos.

1. El producto escalar usual entre los vectores libres del espacio, definido de forma
que dados dos vectores libres U y V, les asocia el producto de sus modulos por el

coseno del angulo que forman,

<i,v > = [ OV Ccos(ii, V)
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cumple los axiomas de producto escalar.

2. La aplicacionde R"x R" - R que a dos n-tuplas de R"

X Y1
X y
2 2 .
y asocia <Xy>=X1y1tXoy2t .. TXn Ya
X Yn

es un producto escalar, que se denomina producto escalar usual en R".

3. En el espacio vectorial de las funciones continuas definidas en un intervalo [a,b],
C[a,b], la aplicacion de C[a,b]xC[a,b] - R que asocia a cada par de funciones la

integral siguiente:

<f,g>= L" £(x) [E(x) dx

es también producto escalar.

3.2. PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR. DESIGUALDAD DE
SCHWARZ.

Sea E un espacio vectorial en el que se ha definido un producto escalar. Entonces:
l.VyeE: <0y>=<y,0>=0.

Demostracion.

Vx,yeE <xy>=<(xt0),y>=<xy>+<0y> = <0y>=0 VyeE.
2.81 VyeE <xy>=0 > x=0.

Demostracion.

Si VyeE<xyy>=0 > como xe€E, <xx>=0 =x=0.

3. Dx,yDE:‘ <x,y>| < \/<x,x> Bl/<y,y> (Desigualdad de Schwarz).
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Demostracion. Si x o'y son el vector 0, la desigualdad se cumple trivialmente. Se hara,
pues, la demostracion suponiendo que ambos son no nulos. Si se considera el vector z
<x,y>

deE, z =x - y, se tiene:
<y.y~>

_ [ <x,y> _<xy> |
0 <z,z> [x <y,y>y] X <y,y>y]

<X > <X > <x,y > <Xx >

= <X5X> "—y<xay> -’—y<y7X> + Y E oY <Y7y> 7
<y.,y~> <y,y~> <Yy,y> <y,y=>

_ <X,y > _ <X,y><x,y~>

= <x,x> - <y,x> = <x,x>- ———>
<y,y> <y,y>

Teniendo en cuentaque <y,x> = <Xx,y>, setiene

<x,y>2s<x,x>B<y,y> = |<X,y>|s\/<x,x>g/<y,y>

3.3. NORMA INDUCIDA POR UN PRODUCTO ESCALAR.

Proposicion. Sea E un espacio vectorial real dotado de un producto escalar. La
aplicacion de E en R que a cada elemento del espacio euclideo x le asocia el escalar
+,/<x,x> es una norma sobre E, que se denomina norma asociada al producto escalar

<X,y>,

Demostracion. Se comprueba facilmente que dicha aplicacion cumple los axiomas de

norma:

I |x|| 20 OxOE O ||x| =0 = x=0.

La primera parte es evidente por tomarse la raiz positiva siempre. Y en cuanto a la

segunda parte,

||x|| =0 o J<x,x>=0 o <x,x> =0 = x=0.

2.|Ax| =|A| |x| OxOE O OAOR

||/1x|| =J<AXx,Ax>= JAP<x,x> = |/1| ||x||
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3x+yl<lxl+]yl DxyDE
[x +y['= < (x+y),(x+y) > = <x,x> + <x,y> +<y,x> + <y,y> =
= <x,x>+2<xy>+ <yy>=|x [ +|y[ +2<xy>

y teniendo en cuenta la desigualdad de Schwarz se cumple que:

<xy> < |x[lv]

por lo que la expresion anterior queda:
[x+y " < IxIF + Iy 2=y l=dx]+ly] =
[x+yl < x| =¥

Ejemplos.
En R", la norma inducida por el producto escalar usual

<X,¥y>=X1y1 tTX2y2t+ ... T Xn ¥

es: ||x||=< x,x>‘/2= }zn:xf
i=1

que es la norma euclidea de R".
Se puede definir el angulo formado por dos vectores x e y no nulos de la forma siguiente:

Definicion. Sea E un espacio euclideo, y sean x e y dos vectores de E no nulos. Se llama

angulo formado por x ey al d&ngulo cuyo coseno es:

< X,y >
<1yl

Notar que por la desigualdad de Schwarz, este cociente siempre es un numero real

comprendido entre -1 y 1.
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En el caso de considerar el espacio vectorial de los vectores libres, esta definicion
coincide con la de dngulo geométrico. Asi, en un espacio vectorial cualquiera si x =Yy,
entonces el angulo correspondiente es 0 (rad); y si  <x,y>=0, el angulo formado
porxeyes m/2.

3.4. VECTORES ORTOGONALES, NORMADOS Y ORTONORMADOS.

Definicion. Sea E un espacio vectorial euclideo. Se dice que dos vectores x e y no nulos

de E son ortogonales si <x,y>=0 (se denota por x L y).

Definicion. Sea E un espacio vectorial euclideo. Se dice que un vector x de E es un

vector normalizado o unitario si || x ||=1.

Definicion. Sea E un espacio euclideo, y S = {uy, uy, ...,up} un sistema de vectores de
E que no incluye al vector 0. Se dice que S es un sistema ortogonal si todos sus vectores
son ortogonales dos a dos, es decir, si <u;, up>=0 V 1+ . Siademas todos los

vectores tienen norma 1, se dice que S es un sistema ortonormado u ortonormal.

Proposicion. Sea E un espacio euclideo, y sea S = {uy, uy, ...,up} un sistema de vectores
de E. Si S es un sistema ortogonal o, en particular, si es un sistema ortonormal, entonces

es un sistema libre.
Demostraciéon. Supdngase que existen @y, @, ..., &, escalares de R, tales que
) U1+CZQU2+...+Q’pllp:0
Si se multiplica escalarmente esta expresion por un vector u; de S, se obtiene
< u1+a2u2+...+apup,uj>=<0,uj>=0 =
= a<u,u>te<u,u>+.+ p<up,u>=q<uy,u;>=0 = ;=0
Pero esto es cierto para j € {1,2,...,p} ,luego
=== qp= 0

Es decir, uy, uy, ...,u, son linealmente independientes. [
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Ejemplos.

1. Los vectores {( 10..0),(01...0),...,(00..1 )T} son una familia

ortonormada de vectores de R" para el producto usual.

2. En el espacio de funciones definidas y continuas en el intervalo [-m, 7]

considerando el producto escalar

<f,g>= j”ﬂ f(x) E(x) [x

las funciones {1, sen(x), cos(x), sen(2x), cos(2x), ..., sen(px), cos(px)} forman un

sistema ortogonal.

Existen varios métodos para obtener bases ortogonales en un espacio de dimension finita

n; uno de ellos es el método de Gram-Schmidt, ¢l cual se expone a continuacion.

3.5.METODO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT

En este apartado se va a estudiar el método de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt que
permite obtener a partir de una familia de vectores linealmente independientes una

familia ortogonal.

Sea E un espacio vectorial de dimension finita n, y sea B = {ey, e;,....e,} una base de E;

a partir de ella se obtiene la base ortogonal B’ = {e', , €', ...., €', } de la forma siguiente:

e’ =e

e',=e+ e, donde Ae R / <e',, e, >=0,
e, =e3tae', + fe', donde o, € R / <e'y,e,>=0 A<e',,e'| >=0,

e’ =e,tye | +..+ye'| donde y,..,ye R/ <e' ,e,>=0 Vk=1,2,.,n-1

n

De esta forma se obtiene una base ortogonal. Si lo que se requiere es una base ortonomal

basta con tomar B* = {uy, uy,..., u, }, siendo
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\J
ei

u, = — para i=1,2,..n.
” e

Este método también se puede aplicar para obtener una familia ortonormada a partir de

una familia de vectores linealmente independiente cualquiera.

3.6. EXPRESION MATRICIAL DEL PRODUCTO ESCALAR. CAMBIO DE
BASE.

Sea E un espacio vectorial euclideo de dimension finita n y sea B = {ej ,e,....en} una
base de E. Sean dos vectores cualesquiera x ¢ y € E que se expresan en la base B en la

forma:

X=X, tx,e,T..tXx €, Y=y, ty,e,T..Ty e

Entonces, el producto escalar de x e y puede expresarse en la forma siguiente:

<X,y >=<(x,¢ tx,e, +..+x € ), (y e ty,e, +. .ty e)>=
=Xy, <e,e > *+Xy, <e,e, >+t .. +txy <e,e >+

1°>%n

+X,y, <e,,e, >*+Xx,y, <e,,e, >+..+X,y <e,,e >+

R0 TR P T A 2 A U UT TR +
+X y, <e,e€, >+Xx,y,<e,e,>+t. .+xy <e,e > =
<e.e > <eLe,> ... <e.e >||Y,
<e,,e, > <e,e,> ... <eoe >||y
A 2°™1 2572 2°%n 2 .
<X,y >=(X, X, X,) =x;,; Gy g
<e,e > <e,e,> .. <e,.e >/\y,

donde xp e yp son las coordenadas de x e y enlabase B ya GB=(<ei,ej >)uxn SE€ la

llama matriz del producto escalar en la base B. Teniendo en cuenta la propiedad de

simetria del producto escalar se cumple que <e;,e; >=<e e, > y consecuentemente la

matriz Gg €s una matriz simétrica.

Si se considera en el espacio vectorial E otra base B’ = {e', , e',,..., ', }, siendo P la

matriz de paso de la base B a la base B’, teniendo en cuenta la relacion existente entre las
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coordenadas de dos vectores X e y respecto a las bases By B’ (xg =P xp' ), y que el

producto escalar de dos vectores es un escalar que no depende de la base que se esté

considerando en E, se tiene:

<X,y >= X; E[}B B’B =(P B‘B-)T |:GB (P E’B') :X; P’ IzGB [P E’B' = X; EGB’ E’B'

Es decir, la matriz del producto escalar en la nueva base es:

G, =P'[G, [P

y sigue teniendo por elementos los productos escalares de los vectores e', de la base B’,

| ' ] ' ' '
<e',e'|, > <e'e,> .. <e'e >
] ] | ' ' ]
_ | <ee, > <ee,> .. <ee >
esto es: B =
\J ' \J ' 1 '
<e',e'|> <e',e,> .. <e' ,e' >
Observaciones.
1. Las matrices asociadas a un producto escalar en bases distintas verifican la

relacion G, =P"[G,[P. Dos matrices A y B verificando la relacién

B=P' [A[P, siendo P una matriz regular se dice que son matrices congruentes.

Por tanto, las matrices asociadas a un producto escalar en bases distintas son todas

congruentes.

El producto escalar es indispensable para manejar longitudes y angulos; por ello,
interesa conseguir que su expresion analitica, en coordenadas, sea lo mas simple
posible. Dicho de otro modo, interesa que la matriz sea cuanto mas sencilla mejor.
Esto se conseguira, por ejemplo, trabajando con bases ortogonales, en las cuales
la matriz del producto escalar asociada es diagonal. Si la base es ortonormada,

entonces, la matriz del producto escalar en ella es la matriz identidad I .

Las matrices G asociadas a un producto escalar son todas regulares, pues segin

se ha comentado en las observaciones anteriores, todas son congruentes con la

matriz identidad, es decir, pueden expresarse en la forma G=P" I, [P, entonces
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tomando determinantes en esta expresion, se deduce trivialmente que |G|#0, por

ser P una matriz regular.

4. Por la positividad del producto escalar sabemos que se cumple <x,x>> 0 Vx € E,
x+#0, lo que significa, teniendo en cuenta la expresion matricial que acabamos de

establecer, que:

x;, [G, x; >0 para todo vector x no nulo.

Las matrices simétricas G que cumplen esta relacion reciben el nombres de
definidas positivas. Se dispone del siguiente criterio de caracter practico, conocido
como Criterio de Sylvester, para averiguar si una matriz G=(g;j);; simétrica es

definida positiva: Sean A, los determinantes de la misma:
ST -5t
i " B

Entonces, se verifica que G es definida positiva & A, >0, A, >0,...,A >0. En
particular, g;; >0 y det G>0, yaque: g =4, y detG= A, . Obviamente,

también serdn positivos todos los elementos de la diagonal principal de G: gy, > 0,

..., an > 0, ya que representan los productos escalares <e,,e; >.

3.7. SUBESPACIO ORTOGONAL DE UN SUBESPACIO VECTORIAL.

Sea E un espacio vectorial euclideo.

Definicion. Se dice que dos subespacios Uy V de E son ortogonales si cualquier vector

de uno de ellos es ortogonal a todos los vectores del otro, es decir si:
VxeU A VyeV <x,y>=0 (Sedenota U L V).

Teorema. Dado un subespacio U de E el conjunto de todos los vectores de E que son

ortogonales a U, es decir, el conjunto:
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Ut=U*={x0E/<x,y >=0 OyOU}

es el mayor de los subespacios de E que son ortogonales a Uy se verifica que

U N U= {0}. Se dice que U™ es el subespacio ortogonal de U.
Demostracion.

1. El conjunto U™ es subespacio vectorial de E, ya que U™ # (), pues al menos el vector
nulo pertenece a €l y, como demostraremos a continuacion, es estable para la suma y para
el producto por un escalar. En efecto, V x,y € U,V a, € R ypara cualquier ze U

se verifica:
<(ax+pBy),z>=a<x,z>+f3<y,z>=a0+L0=0 = ax+Byec U"

2. La interseccion U N Ut = {0}, yaquesixe UNU* = <x,x>=0 = x=0 por la

positividad del producto escalar. ]

Ejemplos.

1. En el espacio de los vectores libres del espacio de dimension 3, los ejes X y Y son
ortogonales entre si, pero el subespacio ortogonal del eje X es todo el plano YZ,

es decir, el plano de ecuacion x=0.

2. En el espacio euclideo R* con el producto escalar usual, se considera el sub-
espacio U={(x 0 0)' /x € R}. El subespacio ortogonal de U es el subespacio
formado por todos los vectores de la forma U*={(0 y 0),(0 0 2z)'/y,ze R},

es decir, de ecuacion x=0.

3. En el espacio euclideo R* con el producto escalar usual, se considera el
subespacio U={(a a b b)'/a, becR}. El subespacio ortogonal de U es el
subespacio formado por todos los vectores de la forma U™={(a -a B8 -B)'/ «,

BeR).
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EJERCICIOS TEMA 3

1. En el espacio vectorial R’ referido a la base canénica {el,ez,e3} se define el producto

escalar por la matriz G, =

S = W
S N =
-_ O O

a) Demostrar que R’ es un espacio vectorial euclideo.

b) Calcular la norma del vector e, +e,.

c¢) Construir una base ortonormal del subespacio U ={(x y z)t OR’/y= O} .
d) Demostrar que los vectores

{x = (a b c)t /a=<x,e, >, b=<x,e, > c=<Xx,e, >} forman un subespacio

vectorial de R’ y dar una base del mismo.

2. En un espacio vectorial euclideo bidimensional, el producto escalar de dos vectores

x, =(x, x,)eyy=(y, ;) referidosa labase B :{el,ez} viene definido por:

<xy >=4xy, +xy, + X5, + XY,

a) Demostrar que esta expresion define un producto escalar.

b) Hallar la matriz. G que caracteriza al producto escalar en la base B, G;, y las

normas y los angulos que forman los vectores de dicha base B.

c¢) Obtener la matriz del producto escalar referida a la nueva base B',
G, siendo B' :{ul = (2 0)t ,u, = (0 3/2)t} , donde los vectores u, y u,

estan referidos a la base B.

d)Sean x=(1 1) ey=(1 2)' dos vectores referidos a B. Hallar

< X,y > segun sus expresiones en las bases By B'.

3. a) Demostrar que en el espacio vectorial de las funciones reales x(t) continuas en el

intervalo [-1,1], la expresion <x,y >= J._llt2 x(t) (t)dt define un producto escalar.
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b) Hallar el &ngulo formado por los vectores x(t) =1 e y(t)=t.
c) Obtener el valor de a para el que los vectores x(t)=t+a e y(t)=t—a sean
ortogonales.

d) Ortonormalizar el conjunto {1,t,t>}.

1
4. Sea G=|1
1

NS NI

1
2| la matriz que define el producto escalar en la base
3

B= {ul, u,, u3} de un espacio euclideo.

a) Calcular las normas de los vectores de la base B.
b) Calcular los cosenos de los angulos que forman entre si los vectores de la base

B.

5. Sea E un espacio vectorial euclideo tridimensional y sea B :{el,ez,e3} una base del

mismo tal que si u =e, +2e, se tiene:

<uwu>=14 e, y e, son ortogonales.
<ue >=4 cos(ez,eg,):L

J6
<e,e >=<e,e > <e,e, >=3

a) Obtener la expresion del producto escalar en la base B.

b) Ortonormalizar la base B utilizando el método de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt.

c¢) Calcular la matriz de paso de la base B a la base ortonormal B'.

d) Hallar la expresion del producto escalar en la base B'.

6. En el espacio vectorial euclideo R’ referido a la base canodnica se consideran los

subespacios:

S, :{u:(x y z)t OR*/x-y-z=0 D2x—2y+3z=0}

S, :{V:(x y Z)tDR3/x+y—z:0}
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Hallar una base ortonormada de R’ en la que, si es posible, uno de los vectores de la

misma sea perteneciente a S, y otro perteneciente a S, .

7. Sea E un espacio vectorial de dimension 3,y B ={e1,e2,e3} una base de E. Se define
un producto escalar por la expresion < e,,e, >= min {4 — 1,4 — j}.
a) Hallar la matriz asociada en la base B, G.

b) Construir una base ortogonal de E.
8. En un espacio vectorial E de dimension 3 y referido a una base B ={e],e2,e3} , S€

{1 @
define un producto escalar mediante la matriz G, =|1 2 0 |. Construir una base
Q{01

(o)

ortonormal de E respecto de dicho producto escalar.

9.Sea B :{el, e,, e3} una cierta base de un espacio euclideo. Se sabe que:

=1 fef=3 e=2
ang(e,.e, ) :g’ ang(e, ,e,) :%T , e, y e, son ortogonales

a) Hallar la matriz Gg del producto escalar en la base B.

b) Comprobar que efectivamente se cumplen los axiomas de producto escalar.

c) Hallar la matriz Gg- del producto escalar en la base B' = {e'1 ,e's, e'3} , siendo
e'1 = e1

P
e, =e te,

[ —
€3 _e1+e2+e3

10. a) Sea E un espacio vectorial real de dimension 3 y B una base de E. ;Alguna de estas

matrices puede estar asociada a un producto escalar?
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12 3 111
G =223 , G=[12 2|
3 3 3 12 3

b) En caso afirmativo, escribir la expresion matricial de dicho producto escalar.
Posteriormente, particularizandolo a los siguientes espacios vectoriales, calcular

el producto escalar indicado en cada caso:

i) E:P2<X), BE:{l,X,XZ}

<x’,1+2x >

i) E=R’, B, ={e,=(010),e,=(100)e, =(001)}

i) E[

< e, e Nge, >

a b

B R g]}
k)

11. En un espacio vectorial E de dimension 2, referido a una base B ={ey, e, }, se define

1 2
un producto escalar mediante la matriz G —[ 6} .

Sean S ={e;+e,, e;-e;} dos vectores de E

a) (Es S un conjunto ortogonal respecto al producto escalar anterior?. Justifica la

respuesta.

b) Empleando el método de Gram-Schmidt obtener a partir de S un conjunto ortonormal.

12. En el espacio vectorial real de los polinomios de grado < 2 con coeficientes reales,

3
IP,, se considera el producto escalar <p,q> = Zp(k) [q(k). Se pide:

k=1
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a) Obtener la matriz G de dicho producto escalar en la base B={1, t, t*}, asi como la
expresion matricial del mismo en dicha base.

b) Calcular el 4ngulo formado por los polinomios p(t) =t*+1 y q(t)=t*— 1.

13. Indicar razonadamente cudles de las siguientes matrices pueden estar asociadas a un

producto escalar:

{1 0 1 1 0 1 0 3 1 2 4

A—( j B=1 10 -2 c=|1 4 3 D=2 5 1
I 25

0 2 1 2 41 4 1 2

14. En el espacio vectorial R*con el producto escalar usual, se considera el subespacio
S= {(x y z)'/x +y—z=0}. Hallar su subespacio ortogonal, dando sus ecuaciones

implicitas y una base del mismo.

. . 4 .
15. En el espacio vectorial R ™ con el producto escalar usual, se consideran los vectores

a=(0 1 -1 4 yb=2 11 0).

a) Hallar el subespacio V ¢ R “ formado por todos los vectores que son ortogonales a

a ya b ytienen iguales sus dos Ultimas componentes.

b) Hallar el subespacio ortogonal a V.
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 3
1. b) e, +e,[=2; ) B, :{i(l 0 0,00 0 1)‘} ;) B={(0 0 1}
NG

1 16

4
2. a)GB:[l J; b) Jle,]| =2,

R T
2 5 2 N2 2 N\2 g

4a) fwf =1, =2, Jugf =3

e2||:1,a=%7; c) Gy = ; d) <x,y>=9

3

h|O W

J6

2 3
b) cos(u,,u,) 27, cos(u,,u,) :T’ cos(u,,u,) :T

1 1 1
2 W6 V2
2 2
c)P=| 0 - ——
) 30 42
0 0 3
7
1 00 »
d) <x,y>.=(x; X, X3),[0 1 0 Y,
0 0 1
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(11 o) ,L(— 1 0),(0 0 1)‘}

2

-

7.a) Gy =

— N W
— NN
—_—

;b B':{(l 0 0)‘,(—% 1 o)t,(o —% 1)}
8. B":{(l 0 0),(-1 1 0)‘,(0 0 ij}

1 0 1
9.a)G,=|0 9 0
1 0 4
11 2
©)G,=|1 10 11/.
2 11 16

10. a) G; no puede ser la matriz de un producto escalar ya que, aunque es cuadrada y
simétrica, no se cumple que todos sus menores principales son mayores que 0.
G; si puede ser la matriz de un producto escalar ya que es cuadrada, simétrica y se
cumple que todos sus menores principales son mayores que 0.
b) <xy>,=Cy(®)' (6, [Cy(y)
i) <x 14 2x>=5

i) <e,e +2 >=5

[0 o) (x 2],
Wty 1Pl2 ol

11. a) S no es un conjunto ortogonal.

b) Conjunto ortonormal: [ 11 M 16 » j
| i W) (Uas Vs
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3 6 14 3 6 14)(b,
12-2)G=| 6 14 36|, <p,q>=(a, a, a,) 6 14 36| b, |, siendo
14 36 98 14 36 98)\b,

p(t)=a,+at+a,t’ y q(t)=b,+bt+b,t>.
b) a = arccosi
V120473

13. A no puede ser la matriz de un producto escalar ya que no es cuadrada.
B si puede ser la matriz de un producto escalar ya que es cuadrada, simétrica y se
cumple que todos sus menores principales son mayores que 0.
C no puede ser la matriz de un producto escalar ya que no es simétrica.
D no puede ser la matriz de un producto escalar ya que aunque si es cuadrada y

simétrica, no cumple la condicion de que todos sus menores principales son

mayores que 0, ya que |D| =-63.

14.8"={(x y z)'/y=x,z=-x}.Base: {(1 1 -1)"}.

15.2) V={(A 31 A /e R
) VI={(x vy z ) Yx 3y +z+t=0}.



Tema 4

APLICACIONES LINEALES

4.1. DEFINICION DE APLICACION LINEAL. PROPIEDADES.

Definicion: Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K, de

dimensiones n y m respectivamente. Una aplicacion f de E en F que asigna a
cada vector x de E un vector f (x) de F
f:E-SF

X - f(x)
es una aplicacion o transformacion lineal si verifica las dos condiciones siguientes:
i) OUx,yUE fx+y)=1(x)+ /()
i) UxOE y OaOK f(ax)=af(x)
La condicion 1) indica que la aplicacion conserva la suma de vectores. Hay que
sefialar que la suma x+y y la suma f(x)*f(y) se realizan en los espacios vectoriales
E y F respectivamente, por tanto pueden ser operaciones “suma’ distintas. La
condicion ii) mantiene el producto por un escalar. Otra vez hay que sefalar que el

producto ox puede ser distinto del producto af(x) ya que estdn definidos en

espacios vectoriales distintos.

Nota:
Como consecuencia inmediata de las condiciones 1) y ii) se cumple:
fax+By)=af(x)+Bf(y) UOx,yUOE Oa,BOK (Caracterizacion que también
puede utilizarse para comprobar que una aplicacion es lineal).
Por extension, la propiedad puede generalizarse a combinaciones lineales de
cualquier nimero de sumandos. Esto es:

Ux,,x,,-,x, OE y OALA,,-- A UK,

f()\lxl +A,X, +---+)\nxn) = )\lf(xl) +)\2f(x2)+---+)\nf(xn)
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Definicion:

Una aplicacion lineal de un espacio vectorial en si mismo recibe el nombre de

endomorfismo.
f:E-E
X - f(x)
Ejemplos:
1. Se define la aplicacion :
R S R*
X
X; +X,
X=X, - f(x) :( j
X3
X

3

Probar que f'es aplicacion lineal.

Sean x = (X1 X, X3)t ey= (yl Yy, y3)t dos vectores de R’ comprobemos
las dos condiciones 1) y ii) anteriores.

1) Dado que

Xty :(Xl X, X3)t -Ir(yl Y, y3)t = (x] ty, X,tTy, X, erS)t

se tiene que:

f(x+y):(xl+y]+x2+y2 x3+y3)t=(xl+x2 )(3)t+(yl+y2 y3)t=
= fx)+f(y)

i) OxOR'yOoOK=ax=a(x, x, X3)t:(GX1 ox, O(X3)t, por
tanto,

f(ax) :(GX] +ax, O(x3)t :0((X1 +x, x3)t =af(x)

2. Se define la aplicacion :

R S R’
Xy
- f= T
X=X — -
: X, 1
X3

Veamos si fes una aplicacion lineal.
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Sean x=(x, x, x,)e y=(y, v, y,) dos vectores de R
Comprobemos las dos condiciones 1) y ii) anteriores.
1) Dado que

t t t
x+y=(x, % x)+(y v, v) =ty xty, x+y)
se tiene que, f(x+y)= (Xl Ty, X, Ty, X371y, "’1)t
Por otro lado,

_ t t
SO+ =(x+%, x+1) +(y +y, v tl) =
- (Xl TY, TX, Ty, X37TYy, +2)t

De donde f(x+y)# f(x)+ f(y), luego fno es lineal.

3. Sea A una matriz real de tamafio mxn. Probar que la siguiente aplicacion

es lineal.
R s X% R™
X -  f(x)=Ax

Sean xey dos vectores de” R" ya un niimero real. La comprobacién de las
dos condiciones de linealidad es directa, utilizando las propiedades de matrices
) fx+y)=A+y)=Ax+Ay = f(x)+ f(y)

i)  f(0x)=A(0x) =0Ax =0f(x)

Por tanto, f'es lineal.

4.  Sea E un espacio vectorial real y B ={u1, u,, - ,un} una base de E.
Probar que la aplicacion coordenada es lineal
f:E - R"
X - fO=C,(®)
Supongase que:
S| M
C,m=| 2|y =]’
X, Yn

Entonces,
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X+y=(x1u1+ x2u2+ ceet xnlln)+(y1u1+ y2“2+ et .ynull)=

=(X1 +Y1)u1 +(X2 +Y2)u2 +"'+(Xn +yn)un

con lo que,
X, ty, X Yi
Coxry)=| TV = 2 4 2 =040y
X, tY, X, Ya
es decir,

Sxty)=fx)+f(y)
Por otro lado,

ax =a (Xlu1 +x,u, +---+Xnun) =axu, tax,u, +---+0x u,

luego,
0X, A
(05,8 X,
Cp(ax)=| . (=a| . |=aCy(x)
ox, X,
y asi

f(ox) =af(x)
En consecuencia, f es una aplicacion lineal.

Esta propiedad se sigue verificando si se cambia R" por K" .

Aplicaciones lineales especiales:

1. Aplicacion Identidad [:E - E/UxUE,I(x)=x que es claramente una
aplicacion lineal. En esta aplicacion la imagen de cada vector es ¢l mismo.

2. Aplicacion nula: O:E — F/ UxUE, O(x) =0 que también es lineal .

La aplicacion nula transforma cualquier vector del espacio vectorial E en el vector

nulo del espacio F.

Son muchos los ejemplos de aplicaciones lineales definidas entre espacios
vectoriales. Asi la proyeccion y la simetria respecto a cualquier eje coordenado son

también aplicaciones lineales (en el espacio V, de los vectores libres).
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Propiedades de las aplicaciones lineales.

Sea funa aplicacion lineal definida entre los espacios vectoriales E y F. Entonces:

1) Si se denota por 0, el elemento neutro para la suma en E y por 0, el neutro
para la suma en F se tiene que f (OE) =0, puesto que

£(0,)=/(0%) =00(x) =0,
Sin embargo, puede haber mas elementos de E que tengan por imagen el 0.

Todos ellos constituiran un subespacio, que estudiaremos mads adelante y se

denomina nucleo de f.

2) Si el conjuntoS ={e1, e,, - ,ep} es linealmente dependiente, entonces el
conjunto /(S) ={ f(e,), f(e,), = .f(e,)} es también linealmente dependiente.
Demostracion: Si el conjunto S:{el, en W ,ep} es linealmente dependiente

entonces la combinacion lineal nula
ae, to.e, +---+oe, =0,
se cumple con algiin o, #0 (o, OK). Sea:
S, +aye, ++ae) = /(0,) =0, =0,/ (e,)+,f(e,) ++a,f(e,)

Esto es una relacion nula de los f(e;) con algin o, #0 (o, UK). Luego,

& ={s(e), f(e,), = .f(e,)} eslincalmente dependiente. n
3) Si f()={fe). f(e,). - .f(e,)} es lincalmente independiente,
entonces S :{el, EA S ,ep} es también linealmente independiente.

Demostracion: Es evidente por la propiedad anterior, ya que si S es ligado,

entonces f(S) también es ligado. ]
4) Si el conjunto S ={e1, e,, - ,ep} es linealmente independiente, entonces el
conjunto  f(S) = { fle), f(e,), - ,f(e, )} puede ser o no linealmente

independiente.
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Ejemplo. Sea la aplicacion lineal:

R o R*
X
X, tx,
X=[x,| - f(x)=
X3
X3
Consideremos el conjunto de vectores

B={(1 0 0), (0 1 0), (0 0 1)} de ® que es libre. Calculemos
/(B):
s@={(1 o), (1 0), (0 1)} queesun conjunto linealmente dependiente
en R*.

Si ahora se considera el conjunto U:{(l 0 O)t, (O 0 l)t} de R’ se tiene

que f(U) :{(1 0)t , (0 l)t} es un conjunto linealmente independiente en R”.

4.2. IMAGEN Y NUCLEO DE UNA APLICACION LINEAL

Definicion: Sea funa aplicacion lineal definida entre los espacios vectoriales E y

F(f:E - F). Se llama nucleo de fal subconjunto de E
Ker 1 ={XDE/f(x) :OF}

es decir, Ker f* es el conjunto de vectores de E, que tienen como imagen por f el

vector nulo de F.

El siguiente Teorema prueba que el nucleo de una aplicacion lineal es un

subespacio vectorial de E.

Teorema: Sea f:E — F una aplicacion lineal. Entonces Ker f/ es un subespacio

vectorial de E.

Demostracion: Hay que comprobar las tres condiciones de subespacio vectorial.

i) El vector 0, UKer f yaque f(0,)=0, y por tanto, Ker f # { D}
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ii) Ux,yUOKer f = x+yUKer f
Sean x,yUKer f:

FOHY) = FOOHS) = 040,20, = x+yOKer f

iii) UxUKer f O0a UK = axUKer f
Sean x[Ker f Ua UK, luego f(O(x)”: lO(f(x) = fO(OF =0, = axKer f

Queda asi demostrado que Ker f'es un subespacio vectorial de E. [

Definicion: Sea funa aplicacion lineal definida entre los espacios vectoriales E y

F. Se llama imagen de f al subconjunto de F:
Im f={ f(x)OF/x0E}

Es decir, Im f* es el subconjunto de F, formado por las imagenes, mediante f'de los
vectores de E.
El siguiente Teorema prueba que la imagen de una aplicacion lineal es un

subespacio vectorial de F.

Teorema: Sea f:E — F una aplicacion lineal. Entonces Im f es un subespacio

vectorial de F.

Demostracion: Hay que comprobar las tres condiciones de subespacio vectorial.

i) Puesto que f(0,)=0,, se tiene que Im f* contiene al vector nulo y por tanto,
Im f ¢{D}
ii) Oy,,y,0Im f =y, +y,Ulm f
Sean y,,y, OIm f . Entonces existen dos vectores X, y X, en E tales que:
Sx)=y, O f(xy)=y,
Como y,+y, = f(xl)+f(x2)f;ealf(x1 +X,) setiene que,y, +y, UIm f , ya que
es imagen por fdel vector x, +x,de E.
iii) Uy OIm fO0o 0K = ayOIm f
Sean y UIm f Ua UK, luego, existe un vector x en E tal que
ay = O(f(x)f lEcalf(O(x) =ayUIm f

Queda asi demostrado que Im f es un subespacio vectorial de F. [
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Observacion. La imagen de un subespacio vectorial S de E.
£S)={f(x)OF/x0Os}
es un subespacio vectorial de F.

El subespacio imagen mas importante es f(E), es decir la imagen de todo el espacio

vectorial E, que se denota, tal y como hemos visto como Im 1" .

Definicion: Se llama rango de una aplicacion lineal a la dimension del subespacio

Im f:
rang f = dim f(E)= dim Im f

Teorema: Sea f:E — F una aplicacion lineal. Si B ={e1, €,, "N e } €s una

>%n

base de E, entonces f(B):{f(el), f(ey), < ,f(en)} €s un conjunto

generador de f(E) (es decir, de Im f).

Demostracion: Sea x un vector arbitrario de E 'y B ={e1, e,, - ,en} una base
de E. Entonces, X=xe tx,e,+--tx e Yy
SO = f(x,, 3,0, +. 4 X,6,) =X,/ (€,) +x, /() - +x, £ (e,)
luego
Im f =Span{f(e,), f(e,), - , f(e,)}
y por tanto f(B) ={ f(e), f(e), - , f(e, )} es un conjunto generador de Im f.

|
Como consecuencia de este teorema se tiene que:

dimIm f<dimE =n
Observacion. Si B es una base de E entonces f(B) genera Im f, por lo que para
obtener una base de Im f  habrd que extraer los elementos linealmente

independientes de f{(B).

Ejemplo. Sea la aplicacion lineal:
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R S R’
X,
X TX,
X=X, - f(X):( J
X X -X,
3

siendo x = (x1 X, x3)t. Se pide:

(1) Hallar Ker f.

(i)  Encontrar dos vectores linealmente independientes de R’ con la misma
imagen.

(ii1))  Calcular Im f.

. t X1+X2:O
(1) x:(x1 X, x3) UKer f = = X, =X,=0
X, -X,=0

Asi pues Kerf:{(O 0 );3)t /X, DR} siendo{(O 0 l)t} una base del Ker f, y

por tanto dim Ker f=1.

(i1)) De la definicion de f se deduce que los vectores u:(l 1 l)ty

V=(1 1 2)tcumplen: f(u):f(v):(Z O)[

(ii1)) Sea f(x) un vector de Im £, siendo x = (X] X, X3)l , entonces

t

f(X):(X1+Xz Xl_xz)t:(xl Xl) +(Xz 'Xz)tle(l 1)t+X2(1 '1)t

Luego, Imf:Span{(l 1)t (1 -l)t}.
Puesto que {(1 l)t, (1 -l)t} es un conjunto linealmente independiente, es una

base de Im £, con lo que dim Im f= 2.

Obsérvese que se cumple la siguiente relacion de dimensiones:

dim R’ =dim Ker f +dim Im f

4.3. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS APLICACIONES LINEALES

Teorema: Sean E y F dos espacios vectoriales sobre K, siendo E de dimension

finita. S1 f:E — F es una aplicacion lineal entonces:

dim E = dim Ker ' + dim Im f
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Demostracion: Sea E un espacio vectorial de dimension n y {el, e,, - ,ep}

una base del Ker f, luego dim Ker /= p. Se probard que dimImf=n — p.

Por el Teorema de la Base Incompleta, (ya estudiado en el Tema 2), se puede

encontrar una base de E de la forma
{el, € . € €L, €., en}
Entonces, se tiene que
Imf =Span{f(e,), f(e,)). . f(e) f(ey). . f(e,)}

ycomo f(e;)=0, Ui=12,---, p,entonces
Im f =Span{ f(e,..). f(e,.). - f(e,)}
Veamos que { fle), fle,,), - f (en)} es un. conjunto  linealmente

independiente. Para ello se construye la combinacion lineal nula

By S ©y) + b0 f (€1 +++b, f(e,) =0, y porser flineal =

f, e . +tb e ,+---+be)=0,

pt1Tp+l p+27p+2

Luego el vector b,.e,., *+b, .e,.,+:-+be  esta en Ker fy por tanto es

combinacion lineal de los vectores de la base del Ker £, es decir

Dy T0,5€,, to-the =ae tae, +--+ae,

O equivalentemente

—ae; ~a,e, ~---—ae, +b e

p+l p+l+b ¢ +"'+bnen:0E

p+2-p+2

y como {e,, e,, w5e, e e o en} es una base de E,

p° p+1° p+2°

necesariamente todos los coeficientes anteriores son nulos. En particular
bp+1 :bp+2 :...:bll =0
Luego, { fle,n)s fle,.,), -, f(e, )} es un conjunto linealmente independiente

y, en consecuencia, una base de Im f. Claramente dimImjf=n-p

Por tanto:

dim Ker f+ dim Im f=p + (n—p) =n=dim E.

Observacion. Si Ker f ={0E} la demostraciéon del teorema no se empezaria

construyendo una base de Ker f por no existir, sino que se partiria de una base B

arbitraria de E y todo el razonamiento seria el mismo.
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Si Ker f=E, es decir f =0, entonces Im f :{OF} y se cumple trivialmente:

dimKer f+dimIm f=n+0=n |
4.4. CLASIFICACION DE LAS APLICACIONES LINEALES

Definicion: Sean E y F dos espacios vectoriales sobre K y f:E - F una
aplicacion lineal. Se dice que:

(1) fesinyectivasilx,y/ f(x)= f(y)=>x=y

(i1))  fessobreyectivasi UyUF = UxUE/ f(x)=y

(ii1))  f es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva.

Teorema (Caracterizacion de las aplicaciones inyectivas):

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre K y f:E — F una aplicacion lineal. La
condicion necesaria y suficiente para que f sea inyectiva es que Ker f ={0E} , esto
es: [ inyectiva < Ker f ={0E} :

Demostracion:

=|  Supodngase que f:E - F es una aplicacion lineal inyectiva.
Sea x[Ker f = f(x) =0, ademds porser flineal f(0,)=0, ,luego

fx)=f0,) = x=0, . Portanto, Kerf={0E}.

f inyectiva
O]  Sea Ker f I{OE} . Se va a demostrar que entonces fes inyectiva.
Sean x,yJE/ f(x)= f(y) o equivalentemente f(x)— f(y)=0, y por ser flineal,
f(x-y)=0,.Luego, x—-y[IKer [ :{OE} ,de donde x—y =0, y por tanto,

x =Y. Luego, fes inyectiva. ]

Observacion. Como consecuencia del teorema anterior, si E y F son dos espacios

vectoriales de dimension finita y f:E — F es una aplicacion lineal inyectiva,

entonces: dim E <dim F

De acuerdo con las propiedades vistas al comienzo del tema, las aplicaciones

lineales conservan la dependencia lineal. Sin embargo, en general, no conservan la
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independencia lineal. Ahora bien, vamos a ver a continuacién un resultado que
garantiza que las aplicaciones lineales inyectivas conservan también la

independencia lineal.

Teorema: Sea f:E - F una aplicacion inyectiva y {el, e,, - ,ep} un
conjunto de vectores de E linealmente independientes, entonces

{ f(e), f(e,), - fle, )} son también linealmente independientes en F.

Demostracion: Sea {el, e,, - ,ep} un conjunto de vectores de E linealmente

independientes. Consideremos la combinacion lineal nula:
af(e)+a,f(e)+--+a,f(e,)=0g.

que puede escribirse, por ser lineal, como: f(0 e, +0e, +---+0a e )=0,.

Luego: e, +a,e, +---+a e [Ker /' y por ser f inyectiva, Kerf:{OE}, de

donde a.e, +0,e,+--+0a e, =0,. Como los vectores {el, e,, - ,ep} son
linealmente independientes, entonces: o, =0, =:--=0 =0,
Por tanto: { f(e), f(e,), = fle, )} son linealmente independientes. ]

Teorema (Caracterizacion de las aplicaciones lineales sobreyectivas):

Sea f:E - F una aplicacion lineal. La condicion necesaria y suficiente para que f

sea sobreyectiva es que Im f=F, es decir:

fsobreyectiva < Im f=F.

Demostracion: =—| Supongamos quef:E - F es una aplicacion lineal
sobreyectiva, es decir, para cualquier vector y de F se puede encontrar un vector x
de E tal que f(x) =y. Luego, Im f=F.

0| Sea y LIF=Im f'entonces existe un vector x UE tal que f (x) =y . Luego, fes

sobreyectiva. ]

Observacion. Si f:E — F es una aplicacion lineal sobreyectiva, y E y F son dos

espacios vectoriales de dimension finita, se sigue, del teorema anterior, que
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dimE=>dimF.

Corolario: Sea f:E - F una aplicaciéon lineal. La condicién necesaria y

suficiente para que f sea biyectiva es que Ker f ={0E} e Im f=F, es decir:
fbiyectiva < Ker f ={0E} elmf=F.

Como consecuencia de este corolario, se deduce que, si E y F son dos espacios

vectoriales de dimension finita y f:E — Fes una aplicacion lineal biyectiva,

entonces: dim E=dim F.

Reciprocamente, si dim E=dim F , entonces la aplicacion lineal f: E - F cumple:
a) f esbiyectiva < esinyectiva (Ker f ={0E} ).

b) f esbiyectiva = es sobreyectiva (Im /= F)

Este resultado se cumple siempre que tengamos un endomorfismo, esto es, una

aplicacion lineal definida de un espacio vectorial E en si mismo, f:E - E yla
dimension de E sea finita, es decir, en este caso, se verifica:
a) f es biyectiva < es inyectiva (Ker f° :{OE} ).

b) /" es biyectiva < es sobreyectiva (Im /= E).
4.5. EXPRESION MATRICIAL DE UNA APLICACION LINEAL

Se ha visto en un ejemplo anterior que las matrices mXn definen aplicaciones
lineales entre los espacios vectoriales R" y R™. Este hecho, da una pista, sobre el
resultado que vamos a ver a continuacion con respecto a las aplicaciones lineales
definidas entre espacios vectoriales de dimension finita: todas admiten una
expresion matricial.

Sean E y F dos espacios vectoriales de dimension finita sobre el mismo cuerpo K.
Sea f:E — F una aplicacion lineal definida entre E y F. En este apartado se va a

calcular la imagen de un vector x de E en funcion de las coordenadas de dicho

vector respecto a una base de E. Como f (x) es un vector de F se considerard

también una base de F. Con la ayuda de estas bases se obtendran las coordenadas

de f (x) como el producto de una matriz por las coordenadas del vector x.



1V. Aplicaciones Lineales 122

Sean U={u,, u,, - ,u,} y V={v, v,, - ,v,} bases de E y F
respectivamente. Si x L1E entonces :

X

X,
X =xu, +x,u, +---+xu, luego, C,(x)=| .” | son las coordenadas de x en la

X

n

base U.
Consideremos su imagen, f(x)UF, que se expresarda como:

Yi

2

f(X)=y,v,+y,v, +---+y_v_, esdecir, C, (f(x)) = y son las coordenadas

Ym
de f(x) en la base V.
Por ser funa aplicacion lineal:
S = fxu Hxpuy +oetx u ) =X, f(u) +x, f(uy) +--+x, f(uy,)
Por tanto

Cy (/) =x,Cy (/) +x,C, (f (W) +:-+x,Cy (f(u,))

Es decir,
Y N 1 1 i
y X
lEleu@) o (f@y)) o Cy(f@)|| Y
! ! !
¥ T
Abreviadamente:

Cy (/) =My (/)T (x)
La matriz M, (/) se llama matriz de f respecto a las bases Uy V.
Notese que la primera columna de M, (f)esta formada por las coordenadas,

respecto a la base V, de la imagen, por f, del primer vector de la base U. La
segunda columna, estd formada por las coordenadas, respecto a la base V, de la
imagen, por f, del segundo vector de la base U. En general, la j-ésima columna esta

formada por las coordenadas, respecto a la base V, de la imagen, por £, del j-ésimo
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vector de la base U. Ademas, M, (f)es una matriz de orden m X n, siendo dim E

=ny dim F=m.

Del resultado anterior se deduce que todas las aplicaciones lineales entre espacios
vectoriales de dimension finita reales o complejos son equivalentes a la
multiplicacion matricial de los vectores coordenados. Esquematicamente:

E Dé—»F

xOEOO- y=7(x)0OF

x, U é - ¥y =AXy
siendo:
E y F dos espacios vectoriales de dimension finita sobre un mismo cuerpoK y Uy
V dos bases de E y F respectivamente;
X, : vector coordenado de x referido a la base U, es decir, x,;=C(X).

yy : vector coordenado de y referido a la base V , es decir, y, =C,(y).

A: matriz de f respecto a las bases U y V, es decir, M, (f).

4.6. RANGO DE UNA APLICACION LINEAL

Sea f:E — F una aplicacion lineal entre espacios vectoriales de dimension finita

sobre el mismo cuerpoK . Si se considera U ={u1, u,, - ,un} como una base

de E, ya se ha visto que f(U) :{f(ul), f(u,), - ,f(un)} genera el subespacio

imagen Im = f(E). Por tanto, para obtener una base de Im f hay que extraer de
dicho conjunto los vectores que sean linealmente independientes.

Teniendo en cuenta que las coordenadas, en una cierta base de F, de los vectores
f(u,), f(u,), --- ,f(u,) sonlas columnas de la matriz A (matriz de f respecto
de las bases consideradas en E y en F), y que el rango de dicha matriz es el nimero

de columnas (o de filas) linealmente independientes, es inmediata la siguiente

conclusion
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Rang /= dim Im f=rang A

es decir, el rango de una aplicacion lineal f'es igual al rango de su matriz asociada.

Ejemplos.
1. Sea la aplicacion:
fi B - P,
t)-p(0
b — () =2

(i) Hallar la matriz de f respecto a las bases U={1+t, t+t°, t2+1} de P,y
V={1+, 1-t}de P.

(ii) Empleando la expresion matricial de la aplicacion lineal obtener f(1+t+t%).

(i) La matriz de frespecto a las bases U y V es de la forma:

My, (N=(Cy (£1+0) €, (F+)) €, (F(E+D))
Calculemos C,, ( f (1+t)). Obsérvese que f(1+t)=1 y este vector se expresa en
funcion de la base V como:

1=0.5 (1 +t)+0.5(1 1)

0.5
luego, C, (f(1+1))=C, (1) = [o 5}

Por otra parte, f(t+t>) =1+t que en la base V se expresa como
I[+t=1(1+t)+0(1-1)

luego, C,, (£ (t+")) = C, (1+t) = (éj

Finalmente, f(t*+1)=t=0.5(1+t)—0.5(1 —1)

luego, C, (f(t2+l)) =C,(t)= [_gij

Por tanto la matriz de f respecto a las bases Uy V es:

05 1 o.sj

My ()= (0.5 0 -05

(ii) Sea 1+t+t>, que se expresa en la base U como:

1+t+t2=0.5(1+t)+0.5(t+t*)+0.5(t> +1)
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0.5
luego, C, (1+t+t2)= 0.5
0.5

Por lo tanto:
Cy (£ (+t+%)) = My, () [T, (14447 ) = 05 105 0'5 (!
v Vv v 05 0 -05)] 0

y como consecuencia f(1+t+t*)=t+1.

Seglin la notaciéon comentada anteriormente:

0.5
. 05 1 05
My, ()T, (1+t+87) = A = 05 0 05|75
' /o5

{éj:”cv(fﬂﬂﬂz))

2. Seala aplicacion lineal f:

f: Rz — Rz
Xy X
sk 7o)
28 X,

(i) Hallar la matriz de frespecto a las bases canonicas.

Se pide:

(ii) Calcular (z) ,donde z = (2 —3)t utilizando la matriz de f.

(i) Sea B={e1=(l O)t, e2=(0 l)t} la base candnica de R’ . Entonces:

M (1)=(Ca (f(e)) Cy(f(e)))
Como f(e)=(-1 0)'=Cy(f(e)  fley)=(0 -1) =Cy(f(ey)

-1 0
se tiene que, MBB(f)I( 0 J.

(if) Como C, (f(z)) =M, (f)[C;(2), entonces

C, (/@)= (_; _?j(_ij = (_ij = /(2).
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Obsérvese que, fijadas las bases, la matriz de una aplicacion lineal es Unica.
Ahora bien, una aplicacion lineal puede representarse por distintas matrices si
se usan bases diferentes, estando tales matrices relacionadas entre si, tal y como

veremos en el siguiente apartado.

4.7. RELACION ENTRE LAS MATRICES QUE CARACTERIZAN A UNA
MISMA APLICACION EN BASES DISTINTAS

Sea f una aplicacion lineal definida entre E y F, siendo estos espacios vectoriales

sobre K de dimension n y m respectivamente.

Sean U ={u1, u,, - ,un} y V :{Vl, V,, ,Vm} bases de E y F
respectivamente, y My, (/) la matriz de frespecto a las bases U y V.

Veamos como cambia esta matriz al cambiar las bases U y V , por las nuevas bases
U'y V', siendo éstas: U:{u'l, u'y Lo ,u'n} y V:{V'l, v, - ,V'm}.
Esquematicamente:

E (dimn) Diﬁ-» F (dim m)

Base U [ HYB -~ Base V

P R
Base U’ MWD» Base V’

La relacion que existe entre las coordenadas de un vector de un espacio vectorial
respecto a dos bases distintas ya se ha visto en el Tema 2 de Espacios Vectoriales.
Asi, si xUE y P es la matriz de paso (regular) de la base U de E a la base U' de
E, se tiene que: x, = P&,

Anélogamente, si y[JF y R es la matriz de paso (regular) de la base V de F a la
base V' deF, y, =RD,.

Por otro lado, la expresion matricial de f respecto de las bases Uy V, de Ey F

respectivamente, resulta: 'y, =M, (f) Xy
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Si a la matriz M (f)se le representa como A, la expresion anterior resulta:
yv = A Oy

Si se escribe la expresion matricial de f respecto de las bases U'y V' ,de Ey F
respectivamente, se tiene: y,. =M, (f) X

Si a la matriz M, (f) se le representa por A, la expresion anterior resulta:
Yo =A X,

Sustituyendo en y, =A, X, las expresiones obtenidas para yy y para Xy en las

que aparecen las matrices de paso P y R se obtiene:

RO, =A PX,

Premultiplicando por R™: yy =R\, [P X,
y como: Yy TA X
se llega a que A,=R'A, [P

o lo que es lo mismo:
= -1
M, () =RT My, () P
Esta es la relacion que verifican las matrices asociadas a una misma aplicacion
lineal /" cuando se cambian las bases en E'y en F.

Definicion: Dos matrices A, y A, ambas pertenecientes a E_, (K), se dicen

mxn
equivalentes si estdn asociadas a una misma aplicacion lineal de E en F (respecto
de bases adecuadas) o, lo que es lo mismo, si existen dos matrices regulares P y R,
cuadradas de 6rdenes n y mrespectivamente, tales que:

A, =R\ [P
Las matrices equivalentes A, y A, se caracterizan también por tener iguales

dimensiones m X n y rango.

En el caso particular en que E=F y se tenga un endomorfismo, se puede tomar
iguales las bases U y V, asi como las bases U' y V', por lo que las matrices de

paso P y R son idénticas. Esquematicamente:



1V. Aplicaciones Lineales 128

E (dimn) O i E(dimn)

Base U O %[‘F_tf -~ Base U

Base U' [ H[‘DJ'D» Base U’

Asi, la relacion entre las matrices del endomorfismo f'al cambiar de base en E es:
My (f) =P M, (/) P
o bien, llamando A, ala matrizM,,(f)y A,alamatrizM,(f):
A, =P'[A P
Esta es la relacion que verifican las matrices asociadas a un mismo endomorfismo f
cuando se cambia la base en E.

Definicion: Dos matrices cuadradas A, y A,, ambas pertenecientes a E_ (K), se

nxn
dicen semejantes si estan asociadas a un mismo endomorfismo (respecto de bases
adecuadas), lo que equivale a que exista una matriz regular P, cuadrada de orden
n, tal que

A, =P'A P,
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EJERCICIOS TEMA 4

1.- Estudiar si las siguientes aplicaciones son lineales:
a) f:R* S R/f(x, x,)=x] &

b) g:R3—>R3/g(xl, X,, X3):(0, X,, X3)

2.- Dada la aplicacion lineal f:R* — R’ que en las bases candnicas viene dada
por la expresion:

f(xl, Xy, X, x4) :(x], X,, —Xx +Xx, +x3).
Hallar la matriz A de f en estas bases. ;Es inyectiva?;Es sobreyectiva?. Si las

coordenadas del vector x respecto de la base

B’:{(l, L, 0, 0) (0, 1, 0, 0) (0, 0,1, 0) (L, L1, 1)}son

(2, I, 1, 1) hallar su transformado, es decir, f (x)

3.- Sea el endomorfismo f:

I V, U V,
X 2x+4y+2z
v=|y| O f(v)=| x+Ay+Az
Vi X+2y+z

a) Demostrar querang =2,V AeR.
b) Hallar Ker fe Im f parad=-2.

4.- En el espacio vectorial E={A:[X i]j/x,y,z,tDR}se define la
Z

transformacion 7' de E en si mismo:

T: E OO E
A O3 TA)=MA-AM

] 1 2
siendo M =
o 1)

a) (Es la transformacion 7 lineal?

b) Ecuacion matricial de la transformacion.
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c) Dimension y base del ntucleo de 7', Ker 7.
d) Dimension y base del subespacio imagen de T, Im 7.

e) Naturaleza de la transformacion.

5-Sean B={e, e, e, e}y B'={e|, e, e} lasbases canonicas de R* y
R® respectivamente y sea la aplicacion lineal f:R* — R’ que verifica:
Ker f = Span{el, 3e, +e3}
f (e +e, +e, +e,)=¢', —2e' —2e,
f(ez) =e', +e'
a) Hallar la matriz de f'en las bases candnicas.

b) Hallar el rango de /.

¢) Hallar (obtener una base) del subespacio vectorial F de R*de ecuaciones

paramétricas:
X=A+2U
y =—6U MHOR
z=-A—-3l
t=2N+2u

Sea el subespacio G de R’ dado por G ={(x y z)t OR’/z= 0} .

Demostrar que f(F) y G son subespacios suplementarios.

6.- Analizar si las siguientes aplicaciones son o no lineales

a) f: Py = Po/fip(t)=tp (1) +t p'(t) + p(t)
X 4x . -2x
b) f: RZ <X Rz/f( lj_( 1 2 ]

X, 31, |

7.- En el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que tres:

a) Demostrar que {1, (x+1), (x+1)7?, x3} es base.

b) Hallar las coordenadas de (X + 1)3 en esta base.
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c) Sea la aplicacion lineal f que a cada polinomio le hace corresponder su

derivada. Hallar la matriz de dicha aplicacion en la base usual

B :{1, X, X, x3} y también en la definida en el apartado a).

8.- Sea V el espacio vectorial de las funciones reales de variable real con las

operaciones usuales. Si f:R’ -V, es la aplicacion que a cada terna
(a, b, ¢)OR’ le asocia la funcién f(a, b, ¢)=asin’x+bcos’ x+c, hallar

una base de Ker /'y otra de Im f; analizando si f'es inyectiva y si es sobreyectiva.

9.- En el espacio E,, de vectores libres del espacio, se define una aplicacion que

transforma un vector en su simétrico respecto del plano horizontal Z=0. Se pide:
a) Ecuacion matricial de la transformacion lineal y naturaleza de la misma.
b) Dimension, base y ecuaciones cartesianas del subespacio imagen.

c) Idem para el nucleo de la aplicacion.

10.- En el espacio vectorial V de las matrices cuadradas de orden n sobre Rse

considera la aplicacion:

RV [BEL \Y4
A OO FA)=A+A

Demostrar que F es lineal y calcular su ntcleo e imagen.

11.- Sean P,y P, los espacios vectoriales de los polinomios de grado menor o igual
que 3 y 2 respectivamente. Se define una aplicacion:
Jy P - P,
p(x) — To(x)=] pdt
Se pide:
a) Hallar la matriz de la transformacion.
b) Hallar T(2x”>+4x) y el vector 6 vectores originales de x’—2x*+2x

respecto de la transformacion lineal 7.

12.- En el conjunto de vectores libres del espacio se define una transformacion

lineal T del modo siguiente:
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-T(v)y=v Uv U m=x,-x,-x,=0
- El vector (0, 1, 1) pertenece al nucleo.
Se pide:
a) Transformados de los vectores de la base usual.
b) Ecuacion matricial de la transformacion y naturaleza de la misma.

c) Dimension, bases y ecuaciones de los subespacios nucleo e imagen.

13.- Sea P, el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual que
2. Se considera la aplicacion lineal f: P, — P, dada por:

ft+1) =1
f2+1)=t+1
Ker f = Span{t2 -t- 1}
Se pide:
a) Hallar la expresion matricial de frespecto de la base B = {1, t, t2} .

b) Calcular la dimension, una base y ecuaciones de los subespacios Ker f'e
Im f.;Es f sobreyectiva ? Razona la respuesta.

¢) Hallar T), donde T = Span {tz +1,3t - 2}.

14.- Se considera el espacio vectorial V, de las matrices cuadradas de orden 2
sobre los niimeros reales y el espacio P, (x) de los polinomios de coeficientes

reales de grado menor o igual que tres. Se define la aplicacion:
[V, ~B(x) /0 BOV, fB)=( x)B( ij
X

Se pide:
a) Demostrar que es una aplicacion lineal.
b) Calcular la matriz A de fen las bases candnicas y dar bases de la imagen y
del nucleo.

c) Calcular el conjunto de matrices que se transforman en el polinomio

X +x2+2x.

15.- Sea P,(x) el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual
que 2y E, ,(R)el conjunto de matrices cuadradas reales de orden 2. Se define la
aplicacion lineal:



1V. Aplicaciones Lineales 133

T:P(x)0 L Ey»(R)
p(0) pi(1)

O T =
P& (0 (p'(l) p<0>j

Se pide:
a) Matriz de la aplicacion 7.
b) Ecuacion implicita del nticleo, asi como una base y su dimension.
¢) Ecuacién implicita del subespacio imagen, asi como una base y su
dimension.

d) (Son los subespacios nucleo e imagen suplementarios? Razona la respuesta.

16.- En el espacio vectorial E,sobre Rrelativo a la base B={e1, e, e3} se
define una transformacion 7' del siguiente modo:

-T(ey)=(1 1 1)

- El transformado del subespacio de ecuacionx, -x,+x, =0 es el vector

nulo.
Se pide:
a) Ecuacion matricial y naturaleza de la transformacion.
b) Dimension, base y ecuaciones de Im 7.
¢) Transformado (ecuaciones cartesianas) del subespacio S de ecuacion

X, -X,; = 0, razonando el resultado.

d) Expresion de la transformacion lineal en la base B' ={e‘1, e',, e‘3} siendo:

| R -

e,= ¢

| J—

£Y; = . ¥ Ne,
1 -
AV
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 4

1.- a) No
a) Si

1

2.- A=|0

0
1
1

- O O
oS O O

-1

No es inyectiva.

Es sobreyectiva.

fx)=(3, 4, 3)

4.-a)Si
\2 0 0 2 0)x
2 0 0 2
b) Yo |_ y
Y3 0 0 00}z
\ 00 -2 O/t

b) dimKer7=2, B Loy (ol
mKer 7'=2, By..r = ,
oo 1 0 0
3 0 -1 1 0
c) dimAntd=2, Bt ,
0 O 0 -1

d) Endomorfismo no inyectivo y no sobreyectivo.

0130
5-a) A=[0 0 0 1
01 30

b) Rang f =rang A =2

o) F=span{(1 0 -1 2), (2 6 3 2)}
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6.- a) Es lineal.
b) No es lineal.

7-b) (x+1)"=(1 3 3 1), =1-3(x+1)+3(x+1)" +x’

01 00 010 3

0020 0 0 2 -6
c) Ag= ;A=

0 003 P10 0 0 3

0000 000 O

8.- Bmz{(l 1 -1)‘} ; By ={sin’(x), cos’ ()}

f no es inyectiva. f no es sobreyectiva.

\2 1 0 0) (x
9-a)|y, |=|0 1 0|x]|x,]| ; endomorfismo biyectivo.
Vs 0 0 -1) (x

b) Im 7' = E, ; una base de Im T"sera cualquier base de E, (no hay ecuaciones

cartesianas o implicitas para Im 7).

c) KerT ={O} ; Sus ecuaciones cartesianas son x, =X, = x, = 0.

10.-Ker F = {BDMHM /Bantisimétrica}

Im F = {B UM, ., / Bsimétrica}

0 0 O
I 060
1-a)A=|o L g
2
0 0 l
3
b) T(2Xz+4x)=2xz+§x3 ; el vector original de x’-2x’+2x es

2-4x +3x7.
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12.- a) Tomando como base B*Z{(l 1 0) (1 0 1) (0 1 1)}

100 fff
A.=[0 10 A= - — =
Booo B2 2 2

11
2 2 2

b) No es sobreyectiva y por lo tanto (por ser endomorfismo) no es inyectiva

¢) dim Imf=2; Ecuacion: y,-y,-y, =0;

owrl 3 3)- (03 )

dim Ker /=1 ; Ecuaciones E{

Y, 0 0 0}x,
13.-2a) |y, |=|0 -1 1||x,
Y, 1T 0fx,

b) By, ={t-t-1} dim(Kerf)=1;

a=0a

Ecuaciones paramétricas: b =—-a /a R

c=a
) ) N a+b=0
Ecuaciones implicitas:
a+c=0
a=0
Blmf:{l,t} dim (Im /) =2 ; Ecuaciones paramétricas 16 =0 /a,0R
c=p

Ecuacion implicita: a = 0

fno es sobreyectiva.

& - {t+1,3-5t}
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14-b) A=

S O = O
S = O O
S —~ O O
- O O O

15.- a) Matriz respecto a las bases canonicas: A =

—_—0 O
O O N— . O
S D O

2 . . 0 , . a() - O
b) BKcer{ 22X +x } dim(Ker /) =1, ecuaciones implicitas:

a,+2a,=0
1 00 1 )
OB, = o 1l o dimImf = 2

. AN x-t=0
Ecuaciones implicitas: .
y-z=0

d) Es imposible que sean subespacios suplementarios porque pertenecen a

espacios vectoriales distintos.

16.-a) |y, |=|1 -1 1]|x, | ; T noesinyectiva ni sobreyectiva.
Y, 1 -1 1)\x,

Yi=Y,

b) B,.,=1(1 1 1); ; Ecuaciones =
RS {( )} {Y2ZY3

o) T(S)=span{(2 2 2)', (-1 -1 -1)}=Im7

Y, I 2 1)(x,
d)|y,|=|0 0 0] x,
y; 0 0 O)\x,
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Tema 5

DIAGONALIZACION POR TRANSFORMACIONES
DE SEMEJANZA

5.1. INTRODUCCION: EL PROBLEMA DE REDUCCION DE LOS
ENDOMORFISMOS

El estudio de autovalores y autovectores de matrices cuadradas y de endomorfismos es

de fundamental importancia en Matematica Aplicada.

Debido a que todo endomorfismo de un espacio vectorial de dimension finita se puede
representar por matrices cuadradas, y que dada una matriz cuadrada se puede interpretar
siempre como un endomorfismo sobre un espacio vectorial, fijada una base, podemos
restringirnos al estudio de autovalores y autovectores de matrices, y asi la teoria
relacionada con estos conceptos y desarrollada para matrices cuadradas, se puede
extender a los endomorfismos representados por aquéllas (en ocasiones no se va a hacer

aqui para evitar repeticiones innecesarias).

Se considera un endomorfismd de un espacio vectoridt, de dimension finita n.
Sea A la matriz cuadrada de orden n que representa esta transformacioén en una base

dada B. Si se cambia a la bas®. el endormorfismo vendra representado por otra
matriz A, semejante & , es decir,A, = P"AP, siendoP la matriz de paso a la nueva

baseB. .

De forma esquematica:
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E (dimn) O g E (dimn)

B, 0O TMeet D B,

P P
s, 0fg¥estTh. B,

Dado que cualquier espacio vectorial de dimensién n es isomorf&"§

consideraremos aqui Unicamente matrices A asociadas a endomorfisifibs- K".

En este tema se plantea el problema de encontrar, si es posible, una base en la que la
representacion del endomorfismo sea lo mas simple posible. En términos matriciales el
problema se traduce en encontrar la matriz mas sencilla posible que sea semejante a A,

asi como la matriz de paso correspondiente.

Es evidente que cuanto mas sencilla sea la estaudiiruna matriz, mas facil sera
obtener informacion acerca del endomorfismo al que representa. Entre las matrices mas
sencillas se encuentran las diagonales, las cuales nos ofrecen muchas facilidades de

célculo.

Definicion. Seaf un endomorfismo del espacio vectoriill'; f es diagonalizablesi

existe una base dg&" respecto de la cual la matriz dees diagonal.

o lo que es lo mismo,

Definicion. Se dice que una matrik JE __(K) esdiagonalizablesi es semejante a una

nxn

matriz diagonal D, es decir, si existe una matriz P inversible t& oA sea diagonal.

Hay que tener en cuenta que no se puede esperar diagonalizar todos los endomorfismos

(6 lo que es lo mismo, sus matrices correspondientes). Sin embargo, si es posible

! Esta afirmacion se basa en que existe una aplicacion lineal biyectiva (isomorfismo) eiitfe Gug es
la aplicacion coordenada (JE -~ C, (X)).
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triangularizar un endomorfismo cuando se trabaja en el cuerpo de los numeros

complejosC (como se vera mas adelante).

Se va tratar de resolver aqui el siguiente problema general: dado un endomorfismo, (6 la
matriz que lo representa) encontrar los vectores que tengan una imagen que les sea
proporcional, y estudiar luego el conjunto de vectores sujetos ¢ ligados a un factor de

proporcion dado (valor propio).
5.2. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES: CALCULO Y PROPIEDADES

Definicion. SeaAE_ (K) la matriz asociada al endomorfisnfa K" - K" en una

nxn

base dada d&".
Se dice que el vectorOK", x #0 (no nulo), es umutovector o vector propide A (6
del endomorfismof ) si existed K tal que
AX=LX s decir,f &)=2X
El escalard, asi asociado & (no puede haber mas que uno) se llautvaloro

valor propiode A ( 6 def ) asociado .

Asi pues, un escaldr es un autovalor de A (6 de si y solamente si el nacleo de

A-Al no se reduce al vector nulo d&", es decir, si el endomorfismd — Al

caracterizado por la matriA=Al no es inyectivo.

Asi, 0 es un autovalor dé& si y solamente sf no es inyectivo.

Definicion. SeaA E_ (K) la matriz asociada al endomorfisnfa K" - K" en una

base dada d&", y A un autovalor de A (6 di). El subespacio vectorial
V(A) =Ker (A-Al) ={xOK"/ A = Ax} ={xOK"/ (A-Al) X =0}

se llamasubespacio propiae A asociado a ; sus vectores no nulos son los vectores

propios asociados 4.
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Célculo de autovalores y autovectored.a ecuacionAx = A X que sirve para definir

los autovalores y autovectores se puede escribir c@moll) x =0, con lo que los

autovectores, si existen, son los vectores solucion del sistema lineal homogéneo
resultante. Sabemos que este sistema tiene soluciones distintas de la trivial nula si y so6lo

si la matrizA-Al es singular, lo cual ocurre si y solo si el determinanie—-dél es

igual a cero]A-A1|=0.

Asi podemos comenzar por encontrar los autovalores deA, es decir, aquellos Xalores

de K que hacer]A-A1|=0, y a continuacion, para cada autovalbrasi obtenido,
calcular los subespacios propigéA) , es decir resolver el sistemad¥a= A [X.

Vamos ahora a estudiar la naturaleza de la expr@%‘rér\ I| :

Definicién. Se llamapolinomio caracteristicale una matriz cuadrada A de orden n,

definida sobrekK, al polinomiop, (/1)=|A—/1 I| gue es un polinomio con coeficientes

en K y de grado n, en la variablé; su coeficiente de indice n es igual a'(-Bu
coeficiente de indice—1 se obtiene multiplicando la traza de A porT*y su término

independiente es igual al determinante de A ( como se vera a continuacion).

La ecuacionp, (A1) = 0 se llamaecuacion caracteristicde A.

Para obtener la formula general del polinomio caracteristico de A empezamos

considerando una matriz cuadrada de orden 2:

» SeaA = [a“ alzj, entonces su polinomio caracteristico es :
a21 a’22
i h _ail_/] a, |_ _ IR — 2 _ _
Pa)=[A -AI|= CF@u ) (@,-A)-3,8,=4°-(a +a)A+ aa- 3 &F
&  8p—A

= A2 =tr(A)A +[A|
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a, &, &
» Sila matriz fuerade orden 3 =|a,, a,, a,;|, entonces:
8 dp &y

R a, &
PAA)=|A-A=| a, a,-A 8, |=..=-[A°- w(AN*+ai-| A
a 3, ass_/]

> Si A fuera de orden n:

Pa(A)=|A = Al|=(-1)" [A” - tr(A)A”'l+---+(—1)”|A|] = (-1)" QA"+ (D)™ HAA "+ [A

Luego, AOK (R oC ) es autovalor dA JE_, (K) si y so6lo si es raiz del polinomio

nxn

caracteristico y esta &n.

Por el teorema Fundamental del Algebra,l&i es el cuerpoC de los numeros
complejos, entonces A posee exactamente n autovalores, siendo n el orden de la matriz.
Por otra parte, SK es el cuerp@® de los numeros reales, entonces la matriz A posee a

lo sumo n autovalores (en ambos casos considerando las multiplicidades de las

soluciones de la ecuacion caracteristica).

. 0 4 ) . - .,
E|emQ|O,SeaA:(l Oj_ Su polinomio caracteristico es, (1) =A% + 1, y su ecuacion

caracteristical® + 1 =0, que no se anula para ningun valor real. Luego, la matriz A
considerada como una matriz real, no tiene valores propios. Pero si se considera A como

una matriz sobre el cuerpo de los numeros complejos, sus autovalores/sen +i

Si la matriz A posee n autovalores,A,,--,4,, (no tienen por qué ser distintos),
entonces podemos escribir:
Pa)=(1J A-A)A-2,)- A=A ,)=
=)A= (A A A A DA e+ (D) (A, A, A )

Como esta formula debe coincidir con la vista anteriormente:
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Pa ()= (1 [ A" = tr(AA™ +-+ (=1)'| Al |

si se comparan los coeficientes 4 y los términos independientes, se obtienen dos
importantes propiedades que cumplen los autovalores de una matriz A :
tr(A)=A+A +--+ A

|A|:/11/1 s A,
Corolario. Una matriz cuadrada A es inversible si y séld si0 no es autovalor de A.

Ejemplo.Sea el endomorfismo :

f: R? 5 R?

(X £ (x)= 2X,
(o) o)

en la base canonica Hé.

Por tanto, la expresion matricial fle en la base candnica®lg, es:
yi}. (0 2%
Y,) (2.°0)(x,

. . - 0 2
Luego, la matriz asociada en la base canénida’des A :(2 Oj .

Los autovalores de A son las soluciones de la ecuacién caracteristica de la matriz A :
-2 2,
Pa(A)=|A-Al|=0= e 4 =A?-4=0=1,=2 0 A,=-2

Los subespacios propios asociados son respectivamente:

sl o a2 £ )}
el e (el (2 )
o - sl o non
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vl o a4 {3)
:{x (ijDRZ/(A —Azl)@j @}{X:(ZJDRZ/ (2 Q(U:@}:
={X=(ijDR2/2xl+2x2=O - 4:—&}:{“(_";}5@2/ xlD]R{}

Notemos que los autovalores de A verifican las dos propiedades siguientes:
tr(A)=0=A,+41,

Al=-4 =21,

Los autovalores de una matriz cuadrada pueden ser repetidos 6 no. Lo que da lugar a las

siguientes definiciones:

Definicion. Se llama multiplicidad algebraica, m de un autovalord,, a la
multiplicidad deA; como raiz de la ecuacion caracteristica, es decir, el nUmero de veces

que aparecd, como raiz de dicha ecuacion.

Definicion. Se llamamultiplicidad geométricay,, de un autovalori,, a la dimension

del subespacio propio asociado a él, es decir, a la/giy) .

Se cumple quet<  <m  , como Se vera mas adelante.
Puesto que las ecuaciones\dgl ) vienen dadas a partir del sistenfa:A 1)x=0, y
teniendo en cuenta que la dimensién de un subespaci&S ds:
dim S = n — ndmero de restricciones
se verifica que

dim V(:,) =n- rand A-il)
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Ejemplo. Sea la matrizA = . Facilmente se obtiene que el polinomio

O O o o N
O O O N o
o O d b O
o AN OO
) O O O O

caracteristico de A eq, (1) = (A - 7F A - 4.
Luego, los autovalores de A soh;=7 de multiplicidad algebraicaiw2, y A,=4 de

multiplicidad algebraican, =3, que son los elementos diagonales de A.

Ejemplo. Calcular los autovalores y autovectores de la matriz:

2 2 1
A=|1 3 1].
1 2 2

Solucién. Primeramente se calculan los autovalores de A, a partir de la ecuacion
caracteristica de A, es decir:

2-1 2 1
Pa) = |A-A=| 13-4 1 |==@A-1f@A-5=C
1 2 2-1

De donde los autovalores de A sdr=1 (raiz doble 6 con multiplicidad algebraica

m;=2) y A ,=5(raiz simple 0 F1).

En segundo lugar, para cada autovalor se calculan los vectores propios, es decir, los

subespacios propios:

V(A) =Ker (A-Al) ={xOR*/ Ak = A0} ={xOR*/ (A- A1) X =0}

> Asi, parad,=1 se tiene :

V(1) =Ker (A1) ={xOR*/(A-1) x =0}
de donde el sistema que resulta es:

1 2 1\x, 0 X +2X,+X;=0
(A=1)x=0=|1 2 1| %, |[=| 0|=4 X +2% +% =0 = X = 2% -
1 2 1)\x, 0 X;+2X,+X; =0

Esta es la ecuacion implicita del subesp¥id. Entonces:

dimV(1l)=n-rang(A-1)=3-1=:
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y el subespacio propio asociadb,ales:

—2X,- X,
V) =<xOR*/x=| x, [,0x,,x;0R},
X3
-2 -1
De donde una base de autovectores @) es | 1| y | 0. Asi,
1
w4 =dim V() =2.
» PararA =5 setiene:
V(5) =Ker (A-51) ={x OR*/ (A-5I) X =0}
de donde el sistema que resulta es:
-3 2 1\(x 0 3, +2X,+ X, =0 .
(A-5)x=0=| 1 -2 1| % |=|0|=1 " x- 2%+ %= 0 :{Xz:xl
1 2 -3/(x,) (0 X, + 2%, — 3%,= 0 e

Estas son las dos ecuaciones implicitas del subesgé&g)jo luego
dimV(5)=n-rang(A- 5I)=3 2=

y el subespacio propio asociadd g=5es:

Xl
V(B)={xOR®*/x=| x, [,0x,0R
Xl
1
De donde una base de autovectoresV@g) esta formada por el vecton |.
1

Luego, i, =dimV(5)=1.

Veamos a continuacién algunas propiedades relacionadas con los autovalores y

autovectores.

Proposicién. Un autovector de una matriz cuadrada esta asociado a un Unico autovalor.
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DemostracionSeax K" (x vector no nulo) un autovector deJE__ (K) asociado

nxn
al autovalorAUK , es decir, Ax=Ax. Supongamos qugllK es otro autovalor de,
asi Ax=ux . Restando ambas ecuaciones se obtieheu)x=0, y como x#0,
necesariamentel = i, es decir, el autovalor es Unico.

Proposicion. SeaAOE_ _(K) un matriz triangular (superior ¢ inferior). Entonces los

nxn

autovalores de A son los elementos diagonales de A.

&, &, - g,

Demostracion. Sea A una matriz triangular superioe: % S @ |

Para hallar sus autovalores se emplea su ecuacion caracteristica (al tratarse del

determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos diagonales:
|A —)II| =0=(a,-A)(@,=A)-(@,—-A4)

Siendo las soluciones de esta ecuacioh;=a,; A =a,; A = a,.

Proposicion. Los autovectores de una matriz cuadrada de orden n asociados a

autovalores distintos son linealmente independientes.

Consecuencia de esta proposicion es que los subespacios propios asociados a

autovalores distintos son disjuntos, es decir:

V(A)avia)={o.}, O\ #);, siendo),, A; autovalores distintos dé.

Proposicion. Las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico y los

mismos autovalores.

DemostracionSi existe P regular tal qug=P*AP, se cumple que:
ps(A)=[B= A1 =|PTAIP- A P'OR=| PO(AA 10P=| P|| AA || P=| Ad[E p A

Es decir, los polinomios caracteristicos de A y B son iguales. Dado que los autovalores

son las raices de la ecuacion caracteristica, queda demostrada la proposicion.
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En el parrafo siguiente, vamos a enunciar condiciones para que un endomorfismo 6 la
matriz que lo representa sean diagonalizables, ya que no todos lo son. Se va a ver que el

problema estéa relacionado con la multiplicidad algebraica de los autovalores multiples.

5.3. DIAGONALIZACION EN DIMENSION FINITA

Proposicion. Sea AE_ (K). Una condicidn necesaria de diagonalizacion de la

nxn

matriz A es que A posea exactamentautovalores.

DemostracionSi A es diagonalizable entonces es semejante a una matriz D diagonal.
Los autovalores de A y los de D son iguales por semejanza. Como la matriz D posee
exactamente n autovalores (los elementos diagonales), entonces la matriz A tendra

también n autovalores (los mismos autovalores que D).

El Teorema siguiente establece la condicion necesaria y suficiente de diagonalizacion.

Teorema. Una matriz cuadrada de orden n es diagonalizable si y solo si tiene n

autovectores linealmente independientes.

Demostracion<) Sean los autovectores de A linealmente independientes:

an Xn2 X
Observemos que si P es una matriz cualquiera de orden n cuyas columnas son los
autovectores de A linealmente independientgsx,,....x,, ¥ si D es una matriz

diagonal cualquiera cuyos elementos diagonaleskph,,--- , A, entonces

X1 Xy o Xy
_ Xop Xy 0 Xon | _ — 1
AP = A TR =A[X, X, . X%]=[Ax Ax, - Ax] (1)
an Xn2 Xnn

mientras que
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A, 0 - 0 AXy A Xy, o AX,
0 A .. 0 A X, AX o ALX
PD= ) 15821 2722 n“2n =|:A1X1 /]2X2 /]nxn:| (2)
0 0 . /]n /]1Xn1 /12Xn2 ‘e /]nxnn
de donde
AP =PD

Como P es una matriz inversible ya que sus columnas son los autovectores deA, que son

linealmente independientes, entoncEs=P AP, es decir, A es diagonalizable.

=) Reciprocamente, supongamos ahora que A es diagonalizable, entonces se puede

encontrar una matriz inversible P tal qie=P AP sea una matriz diagonal, 0

equivalentementeAP = PD. Empleando las expresiones (1) y (2), se obtiene:
[Axl AX2 AXn]:|:/]lX1 /]2X2 /]an] (3)
Igualando las columnas se tiene que:
AX, =A X, AXy=A Xy, AX, = A X, (4)
Dado que P es inversible, sus columnasx,,...,x, son necesariamente linealmente

independientes. Ademas, como estas columnas son no nulas, de (4) se obtiene que

A, A+ A, son autovalores y, , X,, ...,.X,, SUS autovectores asociados.

Observaciones.
1.- Este Teorema se puede enunciar en otros términos como sigue:

Una matrizA OE,,, (K) es diagonalizable si y solo si existe una bas&tdormada

por autovectores de A. Lo que equivale a decir dle es la suma directa de

subespacios propios de A.

2.- Para terminar, dados n autovectores cualesquiera,, ...,x,, los colocamos como

[RATTR]

columnas de P y situamos los autovalores asociadds,-- ,A, sobre la diagonal de
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A, 0 - 0
. A , .
D, es decirD = 2 . Segun (1), (2) y (3) se tiene qi¢ = PD. Hasta
0 0O --- A

n
aqui, este resultado no exige ninguna condicibn a los autovectores. Pero si los

autovectores son linealmente independientes, P es inversi#® =yPD conlleva a

D=P"AP.

3 -1 -2
Ejemplo. Diagonalizar, si es posible, lamatdz= |2 0 -2| (AUE,R))
2 -1 -1

Dicho de otra forma, encontrar una matriz inversible P y una matriz diagonal D tales
queD = PAP.
Solucién.Hace falta pasar por cuatro etapas para realizar lo que se describe en el

Teorema precedente.

Etapa 1. Encontrar los autovalores de a partir de la ecuacion caracteristic&n este

caso en la ecuacion caracteristica aparece un polinomio de grado 3 que se puede

factorizar:
31 -X =2
P.A)=|A-Al=| 2 -4 -2 |=-AQA-1¥=0
2 -1 -1-A

Los autovalores son,=1(multiplicidad algebraica 2) ¥ ,=0(simple).

Etapa 2. Encontrar los autovectores linealmente independiented ddacen falta tres

autovectores de A porque la matriz A es de orden tres.

Para cada autovalor se va a calcular el subespacio propio asociado, es decir:
V(A) =Ker (A-Al) ={xOR*/ Ak = A} ={xOR*/ (A- AI) X =0}
> Paral,=1: V(1) =Ker (A-1) :{XD]R3/(A—I) X = O} , de donde:

2 -1 -2\(x, 0 2%, =X, —2X,=0
(A-1)x=0< |2 -1 -2|| % |=|0|=12%-%—-2%= 0> %= 2x— 2%
2 -1 -2)(x, 0 2%, =X, —2X,=0

entonces, el subespacio propio asociadg=l es:
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X3

)| =2
1

Xl
V() ={xOR?*/x=| 2x, — 2X, ,Dxl,x3DR}
1
De donde una base de autovectore¥@dg es B, ,, =1| 2
0

» Para,=0: V(0) =Ker (A-0I)=Ker A={XDR3 | AX =0} , Y los autovalores

son las soluciones del sistenfsX = 0, es decir
3 -1 -2\(x, 0 33X, — X, = 2X;=0
2 0 2| x|=| 0|=4 2% —2)320:{
2 -1 -1){x, 0 2%, =X, — X;=0

X, =X,
3 =< X1
entonces, el subespacio propio asociadg=0 es:

Xl
V(0)=<x0OR*/x=| x, |,0x,OR
Xl

y una base de autovectores\d@) esB,,,, =

e

Ya se ha visto que los autovectores de una matriz cuadrada de orden n asociados a

autovalores distintos, son linealmente independientes. Luego, el conjunto de vectores

1 0 1
x=|2|,y=|-2|,z=| 1|} es linealmente independiente. Esto implica que existe una
0 1 1

base deR® formada por autovectores de A, luegalE, (R) es diagonalizable, es

decir, D = PAP.

Etapa 3. ConstruirP a partir de los autovectores de la etapaE?.orden de colocacion

de los autovectores no tiene importancia. Adoptamos el de la etapa 2 y los ponemos
como columnas de P, asi se tiene:
1 01
P=[x y z]=|2 -2 1
0 11



V. Diagonalizacién por transformaciones de semejanza 153

Etapa 4. ConstruirD a partir de los autovalores asociaddss esencial que el orden de

colocacién de los autovalores para formar la matriz D sea el mismo que el de los

autovectores dispuestos en columnas para formar P. El autovglbrse repite dos
veces, una vez por autovector asociadig=l:

100

D=0 1 O
0 0O

Es conveniente comprobar si P y D las hemos calculado bien. Para ello, basta con,

evitando calcular P™*, comprobar queAP = PD, lo que es equivalente 2 = PAP
cuando P es inversible. (jHay que asegurarse a pesar de todo que P es inversible!).

3 -1 -2)(1 0 1 12350

AP=|2 0 -2|2 -2 1= 2-=2
2 -1 -1){0 1 B 1
1 1 00 10
PD=| 2 - o = 2\2
0 Q 0 O 0 1

ObservacionesA partir de este ejercicio se puede deducir que:

1.- Dada la matriz diagonal D, la matriz P formada por autovectores no es unica.

100
Asi en este ejercicio, dada la matriz diagomat|0 1 0|, las dos opciones
0 0O
posibles de P serian:
1 01 0 11
P=[2 - 6 pP=|-2 2
0O 11 101

2.- Como A=0 es un autovalor de AY(0) =Kerf ;t{O} , luego el endomorfismo
f asociado a la matriA no es inyectivpy por tanto tampoco sobreyectivo.
3.- Para A,=1, la multiplicidad algebraica: m= 2, por tanto es igual a la

multiplicidad geométricap, =dim V(1) =2. Para/, =0, la multiplicidad algebraica:
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my=1, es igual a la multiplicidad geométriga,= dim V(0) =1. En general se tiene

el siguiente resultado:

Teorema. La multiplicidad geométricap, de un autovalor, nunca es mayor que la

multiplicidad algebraica de dicho autovalor, es dggcik m, .

Por dltimo se va a ver otra caracterizacion de las matrices diagonalizables en funcion de

la multiplicidad de las raices de la ecuacion caracteristica.

Teorema. Un matriz cuadrada A de orden n es diagonalizable si y sélo si la

multiplicidad algebraica de cada autovaltifl K de A coincide con la multiplicidad

geométrica de dicho autovalor, es decir, con la dimension del subespacio propio

correspondiente)m, =z, Oi.

Como corolario a este Teorema se establece una condicidon suficiente de

diagonalizacion:

Corolario. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Si A tiensmutovalores distintos,

entonces A es diagonalizable.

5.4. DIAGONALIZACION DE MATRICES SIMETRICAS REALES POR
SEMEJANZA ORTOGONAL

Las matrices simétricas reales aparecen en numerosos problemas en relacion con el
estudio de la dinamica de sistemas fisicos. Asi por ejemplo, cantidades como la energia
cinética y la potencial se representan a través de ellas. En fisica, un tensor de inercia
tiene asociada una matriz simétrica real, resultando importante su diagonalizacion

mediante una transformacién ortogonal.

Como vamos a ver a continuacién, las matrices simétricas reales son matrices que tienen

la propiedad de ser siempre diagonalizabdeemas, va a existir una base ortonormada

formada por autovectores.
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Autovalores y autovectores de matrices simétricas reales.

Teorema. Sea A una matriz simétrica real de orden n. Entonces A tiene n autovalores

reales (teniendo en cuenta la multiplicidad algebraica de cada uno).

Teorema. Sea A una matriz simétrica real de orden n. Entonces, los autovectores
asociados a autovalores distintos son ortogonales (respecto del producto escalar usual en
R").

El teorema anterior indica que los autovectores asociados a autovalores distintos son
ortogonales, sin embargo no indica nada respecto a los autovectores asociados a un
autovalor multiple. Por lo tanto, los autovectores asociados a un autovalor multiple no
necesariamente son ortogonales; si se quiere ortogonalizarlos, se empleard, por ejemplo,
el método de Gram-Schmidt. Por lo tanto, una base ortonormal de autovectores de la
matriz simétrica real A, para el espacio vectoRal se puede obtener uniendo bases

ortonormales de cada subespacio propio, obtenidas por el método de Gram-Schmidt.

Teorema. Una matriz A cuadrada (real) de orden n se dice que es diagonalizable

ortogonalmente si existe una matriz ortogonal (real) P (es deif,= P) y una

matriz diagonal D, tales que

D=PAP=P'AF

Para diagonalizar ortogonalmente una matriz cuadrada de orden n hace falta disponer
de n autovectores ortonormados y linealmente independientes. ¢Cuando es esto

posible? Si A es diagonalizable ortogonalmente entonces

A'=(PDP ) =(P) B P =PDP =/

De donde se tiene que A es una matriz simetrica

Inversamente, toda matriz simétrica es diagonalizable ortogonalmente. Esto es lo que

afirma el siguiente teorema:
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Teorema. Una matriz A cuadrada (real) de orden n_es diagonalizable ortogonalmente

si y solamente si A es una matriz simétrica.

Esto permite enunciar el siguiente Teorema:

Teorema. Si A es una matriz simétrica reahtonces existe una base ortonordwl

R" formada por n autovectores de A.

Esta base ortonormal formada por autovectores de A se obtiene uniendo bases
ortonormales de cada subespacio propio, que pueden hallarse en cada subespacio propio

empleando el método de Gram-Schmidt.

0 1 -1
Ejemplo.Diagonalizar ortogonalmente la matdz=| 1 0 1|.
~1 1 ¢6
Solucion. La ecuacion caracteristica de A es:
_/] 1 et
P (A)=|A-All=| 1 -2 =(1-AY(2+A1)=0
il lesA

Por tanto, los autovalores de A som;=1(con multiplicidad algebraica m2) vy

A continuacion para cada autovalor se va a calcular el subespacio propio asociado, es

decir:

V(A) =Ker (A-Al) ={x OR*/ AT = A} ={xOR*/ (A-Al) & =0}
> Parad,=1: V(1) =Ker (A-1) ={xOR*/(A-1) x=0}, es decir:

-1 1 -1\x, 0
1 -1 1| %|=0/< X=-X%+x=C
-1 1 -1x,) (0

Por tanto, el subespacio propio asociadb 4l es:

Xl
V(@) = xOR®/x =| X, + X5 |/ X, X,OR
X3
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1 0
Siendo una base de autovectores/dg: B, =qu, =| 1|, u,=|1
0 1

y 4 =dim V(,)=2=m, algo que estd asegurado ya que A es una matriz

simétrica real por tanto A siempre es diagonalizable.

=
IR
I
o o ©
)
—
N
|
<

X3 =Xy

Por tanto, el subespacio propio asociadb,a-2 es:

Xl
V(-2)={xOR®*/x=| x, |, x,OR

Xy

y una base de autovectores W¢-2) es By, =qU;= . En este caso,

R ==

4, =dimV(4,) =1=m,, como era de esperar.

Asi B={u,,u,,u;} esunabase de’formada por autovectores de A.

Para construir una matriz P_ortogon&l que P'AP sea una matriz diagonal, D, se

necesita una base ortonorniamada por autovectores de A. El subconjunto u,}

es_ortogonadl vectoru,, puesto que son autovectores asociados a autovalores distintos
de la matriz simétrica A. Sin embargo, a pesar de @ue/ u, son linealmente
independientes, no son ortogonales entre si. Entonces, ortogonalizamofgugald

mediante el método de Gram Schmidt:

0 1 A
V,=U,+Av, =| 1|+A|1|=|1+A |, talque<v,,v,>=0=
1 0 1
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=<V, ,V,>=1+2A=0= A=~

N
<
<
N
Il
= NIk NI

Asi, el subconjuntdv,,v,} es una base ortogordg autovectores del subespacio propio

V(1).
Por tanto{v,,v,,u,} es una base ortogonde autovectores de A.

Para obtener una base ortonormddautovectores de A se normaliza la base ortogonal

anterior, es decir:

1 1 E

72 NG N
weluol L] ety RPN,
Covl V2 S A (R Colul ] VB
0 2 1

NG e

Luego, B'={w,,w,,w;} es unabase ortonormade autovectores de A.

La matriz P_ortogonas:

L1t 1
7z 6 3
1 1 1
P=lw, w, w,[l=—= — -=
[ 1 2 3] \/E \/6 3
0o 2 1
NN
Se puede comprobar que
10 O
PPAP={0 1 O
0 0 -2

es la matriz diagonal D que es semejante a la matriz A.
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EJERCICIOS TEMA 5

1.- Calcular los autovalores y autovectores de las siguientes matrices:

3 2 3 2
2 a0 ) a3 )
02 1 -1 2 5
c)A(R)=|0 0 3 d)AR)=| 0 6 0
00 0 2 7 1

2.- Estudiar si las matrices del ejercicio anterior son diagonalizables.

3.- Para cada matriz del ejercicio 1, obtener una matriz diagonal D que sea semejante a

la matriz A, asi como la matriz regular P tales gueP*AP.

4.- Estudiar si las siguientes matrices son diagonalizables, y obtener, si es posible, una

matriz diagonal D que sea semejante a la matriz A, asi como la matriz regular P tales

que D=P"AP.
1 0 O 0 3 1
a) A=l 0 -1 b)A=| 2 -1 -1
1 al° A0 -2 -1 -1
-1 0 0O
a -1 0.0 : . . .
5.- SeaA = b d AN Discutir las condiciones que deben cumplir a, b, c,d, ey f
c e V¥l

para que la matriz A sea diagonalizable.

6.- Sea A= una matriz donder y mOR (m# 0). Obtener los autovalores

o o [
o r 3
N OO

y autovectores de A. ¢, En qué casos la matriz A es diagonalizable?.
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a -1d
7.-DadaA=|b 0 e|, hallar a, b, c, d, e, f sabiendo que los autovectores de A son:
c 1 f
0 1 -2
v, =| 1], v, =| 2], v,=| 0.
-1 0 1
2 -11
8.- SeaA=|0 1 3|. Demostrar (sin utilizar el polinomio caracteris}iogue
0 2 2
-5
v =| -9 | es un vector propio de A y encontrar el correspondiente valor propio.
6

10
9.- Supdngase qué =P-D-P*, siendo Dz[o 5). Demostrar que B=21+3Aes

diagonalizable y encontrar una matriz diagonal semejante a B.

10.- Indicar y demostrasi las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Las matrices semejantes tienen los mismos valores propios.

b) Si una matriz A tiene el 0 como valor propio entonces A es singular.

2 2 4
c) Siuna matriz A es semejante a B, sieftle| 0 3 4|, entoncegA|=6.
0 01
1 -1 0
11.- DadalamatrizA =| -1 2 -1|, se pide:
0 -1 1

a) Establecer razonadamente si es posible obtener una baRé fbemada por

vectores propios de A. ¢ Podemos conseguir que esta bastogeaal? Justifica la
respuesta.
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b) Calcular los valores y vectores propios de A, asi como ladstmgormal de

vectores propios de A.

12.- Dada una matriz lAEn«n(IR ) simétrica:
a) ¢Es A diagonalizable? Razona la respuesta.
b) ¢Qué puede decirse de los vectores propios de A? ¢Pueden formar una base

ortogonal? Razona la respuesta.

13.- Diagonalizar ortogonalmente si es posible la siguiente matriz:

1 a 0
A=la 1 0| a# C
0 0 1

14.-¢ Es posible diagonalizar ortogonalmente la siguiente matriz A_real? Justiicarlo
en caso de ser posible, hacerlo, indicando quién es la matriz D semejante a A y la matriz

P de semejanza ortogonal.

O 0O 0O w
S =
=
S )

(NOTA: los valores propios de gon & = 3 doble y A = 0 doble).
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 5

1-a) A=2+i, By, ={[_12+ ,J} A= By {(—124}}
RE R R EE I (]

1 1
c) A,=0 (Triple) , B, =10 d) 1,=6, B,y =11
0 1
2.- a) Diagonalizable.
b) Diagonalizable.
c) No es diagonalizable.
d) No es diagonalizable.
3.- a)Dz(2+I O.j ; P:( g . 5 j
0 2 -1+1 -1-=i
b)D:(S oj | Ft(l —1)
01 N1
10 O 110
4-a)D=|{0 1 0 . Pl 10
0 0 -1 0 1 1

b) No es diagonalizable.
5-a=0,f=0 O b,.c,d e

6.- Autovaloresde A: A=a ;A,=1 ;1,=2

Sia =1, entonces A no es diagonalizable. En cualquier otro caso, si lo es.

7.-a=2 b=1; -2 ;d-1;:= 2 ;= .

8.- Valor propio = -1.
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5 0
9.- La matriz diagonal semejante a Bl2s (0 77} .

10.- a) Verdadera (Ver Teoria).
b) Verdadera (Ver Teoria).

c) Verdadera (Ver Teoria).

11.- a) Si por ser A una matriz simétrica real (Ver Teoria para dar justificacion).

b) Valores propios de A: 0,1 y 3.

VAAIERIERG
Base ortonormal de vectores propios de <A =0 |, 1/\/5 N Zf6
Y2 || Y¥V3)| 1Ve
12.- Si, por ser A simétrica real (Ver Teoria).
1 1
0 — N
V2 W2 1, @ 0
13.-P =10 = D=|0 1+a O
\/5 \/5 0 0 1—a
1 0 0

14.- a) Sies posible diagonalizar ortogonalmente la
simétrica real.

3 0 €O 1 0 0 0
55 0300 P_01/J§—1/f2—f6/6
)Z10 000 PFlo e w2 Ve

0000 013 o %

makizpor seruna matriz
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Tema 6

TRIANGULARIZACION POR
TRANSFORMACIONES DE SEMEJANZA

6.1. INTRODUCCION

El siguiente Teorema permite caracterizar las matrices que son triangularizables por

semejanza.

Teorema. Sea AUE (K) (K=R oC). Para que A sea semejante en K a una

nxn
matriz triangular es condicion necesaria y suficiente que la ecuacion caracteristica de

A, p,(A) =0, posea n raices en K, iguales 6 distintas.

Esta propiedad se verifica cuando K =C. Luego, toda matriz cuadrada compleja es

semejante a una matriz triangular de numeros complejos, es decir, es triangularizable.

Existen distintas formas de triangularizar por semejanza una matriz A . Nosotros vamos
a estudiar en este tema la llamada forma canonica de Jordan de una matriz A, que se
representa por J, y es una matriz diagonal por bloques, cuyos bloques diagonales son

bloques elementales de Jordan.

Es decir, en este tema se resuelve el problema de reducir por semejanza una matriz
cuadrada A de orden n, con n autovalores (repetidos 6 no), a la forma canonica de
Jordan, mediante una matriz regular P, tal que:

J=P'[A[P
0 equivalentemente

A=POP"
Las columnas de P forman la llamada base de Jordan 6 base de K" formada por

cadenas de “autovectores generalizados” de A .
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Es conveniente observar que aun cuando los elementos de A sean reales, las matrices J

y P pueden ser complejas (es decir, si es necesario se considera K =C).

6.2. FORMA DE JORDAN DE MATRICES DE ORDEN DOS Y TRES

6.2.1. Forma de Jordan de matrices de orden 2.

Sea AOE, ,(K) (K=R o C), la matriz asociada al endomorfismo f:K* - K*" en

una cierta base.
. a ¢ . . ,
Si A= bod) su polinomio caracteristico es

a-A ¢

b d_x‘—(a-k)(d-k)-bc

pa(M) = ‘

conloque p,(A)=0 esunaecuacion de grado 2 en la variable A .

Habra dos casos diferentes, segiin que las dos soluciones de esta ecuacion sean iguales o

distintas:

Caso 1. Las dos raices de la ecuacion caracteristica, A y u, son distintas: AZu= la

matriz A es diagonalizable y su forma de Jordan es

[k Oj
J=D=
0 n

Siendo P la matriz de paso, cuyas columnas son los autovectores.

Caso II . Las dos raices de la ecuacion caracteristica, A y p, son iguales: A =. En

este caso se calcula V(A)=Ker (A-A0):

a) Si dim Ker (A—A)=2 se puede encontrar una base de autovectores de

A, yportanto A es diagonalizable, siendo su forma de Jordan:

A O
J=D=
o)

y la matriz de paso queda determinada por cualquier base de Ker (A—-A).
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b) Si, por el contrario, dimKer ( A—A[l)=1, entonces no se puede encontrar

una base de autovectores de A . En este caso, se observa el siguiente resultado:

Lema. Si A tiene dos autovalores iguales, A =1, entonces (A -A [][)2 =(0).

Sean V,(A)=Ker(A-Al)y

Vz()\)=Ker(A—)\I)2 :{X:(XIJDKz/(A—}\I)Z(XIj:(oj}EKz
X, X, 0

El lema anterior prueba que dimV,(A\)=2 y entonces V,(\) coincide con K*. Como
dim V,(A)=1, se puede encontrar un vector u, [1V,(A)—V,(A) y obtener otro vector u,

haciendo: u, =( A—Al)m,.

Los vectores u, y u, son linealmente independientes, u, JV,(A) y u, JV,(A), ya que
(A=AD 0, =(A-AD)’m, =(0)0, =0, y ninguno de ellos es el vector nulo. Como K*
es un espacio de dimension 2, {ul, uz} es una base de K*. En esta base se tiene:

(A-ADm, =0 < Al =\,
(A-ADO, =u, < A, = u, +Am,

con lo que, la matriz de la transformacion lineal f en esta nueva base es:
Al
0 A
Esta matriz no es una matriz diagonal, pero es casi diagonal, y es, en este caso, la forma

reducida de Jordan de la matriz A .

Proposicion. Dada una matriz AUE, ,(K), siempre puede encontrarse una matriz

JOE, ,(K) de una cualquiera de las formas siguientes:

A O A0 Al
, 0 /An0C
0 A 0 p 0 A
y una matriz P UE, ,(K) regular, tal que

J=P'AP ( -~ A=PODP")

La matriz J se denomina matriz de Jordan de A .
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0 2
Ejemplo. Obtener la forma reducida de Jordan de la matriz A = ( 5 4} .

Solucion. La ecuaciodn caracteristica de A es:

pa(A) = =@-M)(N)+4=1-4+4=(1-2)’=0

2 4-)

cuyos autovalores son A =2 (doble).

» Para A =2 se tiene:

S

V(2)=Ker (A - 21)={x=( jDRz/(A - 21)x=0} .
X

2

3o
= = X, =X,
-2 2)\x, 0
X, 1
Vi(2)=Ker (A - 2I)={[X j—xl[lj/x] DR}.

A partir del Lema anterior se sabe que V,(2)=Ker (A - 21)* =R?, es decir

de donde

dimV,(2)=2.

Se elige u, de modo que perteneciendo a V,(2) no esté en V,(2), es decir,

1
u, UV,(2)=V,(2), porejemplo u, = (Oj . Entonces

=(A -20m, =| 2 2 =[P lava
u=(a - 20, =) J=[ D jove

La matriz de Jordan es J 2(0 2) y la matriz de paso de la base candnica de

< -2 1
R alanuevabase{ul, uz} es P= 5 o)

Asi pues, se debe verificar J=P'[A[P 6 equivalentemente P =A[P,

siendo P regular:

-2 1)(2 1 0 2\ (-2 1
= , P regular
2ot 22 902 )
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6.2.2. Forma de Jordan de matrices de orden 3.

A continuacién se realizaran varios ejemplos que serviran para comprender mejor los
resultados necesarios para la obtencion de la forma de Jordan de matrices que

representan aplicaciones entre espacios vectoriales de cualquier dimension.

0 3 1
Ejemplo 1. Obtener la forma reducida de Jordan de la matriz A=| 2 -1 -1].
-2 -1 -1

Solucion.: A partir de la ecuacion caracteristica de A se obtienen los autovalores de A :
|A=AI|=-A"=2A* +4A +8 = ~(A =2)(A +2)* =0

de donde A =2(simple) y p=-2(doble).
A continuacion se calculan los subespacios propios asociados:

» Para A =2 se calcula V/(2)=Ker (A — 21), que es el subespacio vectorial

definido por las ecuaciones:

-2 3 1)[x 0 0.0 0)fx,
2x,=3x, = x;=0
2 3 -1||x%,|=|0|={2 3 -1|x,|=|0]=
—4x, —4x,=0
-2 -1 =3J\x, 0 0 -4 —4)(x,
X=X,
X; ==X,
de donde:
X, 1
Vi(2)=Ker (A - 2I)=<| x, |=%x,| | |/x,UR = dimV,(2)=1.
-X, -1
1
Entonces, u, =| 1| es un autovector asociadoa A =2.

-1
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» Para p=-2 se calcula V,(-2)=Ker (A +2I) que es el subespacio vectorial

definido por las ecuaciones:

2 3 1)x,) (0) (2 3 I)x) (0} (2 3 1)x) (0
2 1 -1{|x,|=|0|=|2 1 -1|x,[=|0]|=|0 2 2]/x,|=]0
-2 -1 1){x;) (0 0 0 O)\lx,) \O 0 0 O0){x;) \0
de donde
1
V,(=2)=<x,|-1|/x,0R}: = dimV,/(-2)=1.
1

Luego, dimV,(-2)=1< multiplicidad algebraica de Yy =-2. Esto implica que
A no es diagonalizable. La matriz mas sencilla posible semejante a la matriz A

es su forma reducida de Jordan.

Ademas, V,(2)+V,(=2) #R’, es decir, la suma de los subespacios propios no completa

todo el espacio vectorial R*, entonces se puede asegurar que no existe una base de
autovectores de A . Es necesario en este caso recurrir al procedimiento realizado en el

caso de raices iguales de matrices de orden 2.

Se calcula V,(-2)=Ker (A +2I), que es el subespacio vectorial cuyas ecuaciones

son:
9 3,81 (%, A0 8 8 0)x,) (0
2 1 =1[({x,|=|0]=| 8 8 0]x,|=|0]=x, =X,
-2 -1 AN, (0 -8 -8 0)lx,) (0
por tanto,
1 0
V,(-2)=Ker (A +21)" ={x,| =1 |+x,] 0 |/x,,x;OR
0 1

que es un subespacio vectorial de dimension 2. Como la suma V,(2)+V,(-2) completa

todo el espacio vectorial R’, se puede elegir una base de R’ tal que la matriz de Jordan

de A sea bastante sencilla en esta base. La forma de elegir esta base es la siguiente:
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0
Sea u, =| 0 | un vector de V,(—2) que no pertenece a V,(-2), y se toma:
1

0 2 3 1)(0 1
w,=(A+2Dm, =(A+2D|0|=| 2 1 -1|l0]|=|-1
1) (=2 -1 1)u 1

Se comprueba facilmente que {ul, u,, u3} es una base de R’ formada por

« autovectores generalizados », y en esta base la expresion del endomorfismo que tiene

a A como matriz es:

Su)=Am, = 2u,

S(uy)=Al, = —2u,
Suy)=A, = u, —2u,
B 0 0
De donde la matriz de Jordan de A es J=|0 -2 1|, y la matriz de paso es
O NN 2

1 1
P=| 1 -1 0|. Secumpleque J=P"'[A[P,esdecir, POD=AP (P regular):

-2 1 -1
Ejemplo 2. Obtener la forma reducida de Jordan de la matriz A=| -1 -1 0
0O 1 -3

Solucion. A partir de la ecuacion caracteristica de A se obtienen los autovalores de A :
|A=A]|=-A°=6A* =12V -8 =—(A +2)’ =0

de donde A = -2 (triple).

A continuacion se calcula el subespacio propio asociadoa A =2
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> Para A=-2 se calcula V,(-2)=Ker (A +2I) que es el subespacio vectorial

definido por las ecuaciones:

0 1 -1)x,
-1 1 0|x,[=]0]|= X, =X,=X,

01 -1){xy) (0

1
se obtiene que  V,(-2) =Ker(A+2)=<x,|1|/x, R
1

En este ejemplo dim V,(-2) =1<3 =multiplicidad algebraica de A =-2, lo que implica
que no existe una base de autovectores de A, entonces A no es diagonalizable. La

matriz mas sencilla posible semejante a la matriz A es su forma reducida de Jordan.

Se procede a calcular V,(-2) = Ker(A +21)°:

0 1 -1)(x, 0 sl 0 WX 0
-1 1 0]|x,[=]0(=]|-1 0 1{x,|=0]=x, =X,
0 1 -1){x, 0 =10 1){x, 0
1 0
V,(=2)=Ker (A +21)* ={x,| 0 |[+x,| 1|/x,x, OR
1 0

Pero dimV,(—2) =2 <3 =multiplicidad algebraica de A =-2. Luego, el subespacio
V,(-2) no completa todo el espacio vectorial R’. Por tanto, se va a calcular
V,(-2)=Ker (A +2I)*; y como se tiene que(A +2I) =(0), lo cual puede

comprobarse facilmente, se forma la cadena de subespacios:

V,(-2)0V,(-2)OV,(-2) =R’

1
y se elige un vector u, OV,(-2) =R’, tal que u, JV,(—2); por ejemplo, u, =| 0 |.
0

Setoma u, =(A+2l)u, y u, =(A+2l)u,. Entonces, se tiene:



VI. Triangularizacion por transformaciones de semejanza 173

0 1 -1)(1 0 0 1 -1\ 0) (-1
w=(A+2Du,=|-1 1 0||0|=|-1| ; u,=(A+2Du,=|-1 1 0 -1|=|-1
o1 -1)lo) Lo 01 -1l o) -1

Luego, B' ={u1, u,, u3} es una base de R’, formada por autovectores generalizados.

En esta base:

f(u)=Al, = -2y
f(uy)=Am, = u, —2u,
S(uy)) =AM, = u, —2u,
-2 1 .0
De donde la forma reducida de Jordan de A es J=| 0 -2 1], que es la matriz
QY )
-1 0 1
asociada al endomorfismo en la nueva base B',y P=| -1 -1 0| es la matriz de paso
+H\0 0

de la base canodnica a la base B'. Se comprueba facilmente que J =P [A[P.

-2 0
Ejemplo 3. Obtener la forma reducida de Jordan de la matriz A=| 0 -1 0].
-1 0 0

Solucion. A partir de la ecuacion caracteristica de A se obtienen los autovalores de A :
pa(A)= [A=A]|=-(A+1)’=0

luego, los autovalores de A son A =—1 (triple) .
A continuacion se calcula el subespacio propio asociadoa A =-1:

» Para A=-1 se calcula V,(-1)=Ker(A+I) que es el subespacio vectorial

definido por las ecuaciones:
-1 0 I)(x 0
0 0 0fx,|=|0]=x,=x,
-1 0 1)\x, 0
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1 0
se obtiene que V(=) =Ker(A+I)=1x,|0 |+x,| 1|/x,,x, R
1 0

En este ejemplo dim V,(-1) = 2 < 3 = multiplicidad algebraica de A =-1, lo que

implica que no existe una base de autovectores de A, luego A no es diagonalizable. La

matriz mas sencilla posible semejante a la matriz A es su forma reducida de Jordan.

Se calcula  V,(=1) =Ker(A +1)* :

2

-1 0 1Y(x,) (0) (0 0 0)x) (0
00 0||x,[=[0]|=]0 0 0fx,[=[0
-1 0 1)\x,) \o) Lo o o)lx;) lo

Se tiene la cadena de subespacios: V,(=D)0V,(~1) = R’, y se elige u, R’ =V,(-1),

1

(e

por ejemplo, u, =
0

Se toma ahora u, =(A +1Du,, luego
T1{0% 1
u,=| 0.0 O
-1 0 1
Como V,(=1) es un subespacio de dimension 2, se puede elegir an un vector

u, V,(-1) de manera que B':{ul, u,, u3} sea una base de R’. Por ejemplo,

0
u, =| 1|. En esta base B'":
0
fu)=Ahy = -u
Sf(uy)=AM, = L

fuy)=Al, = u, “u;
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-1
Entonces la forma reducida de Jordan deA es J=| 0
0

0

asociada al endomorfismo en la nueva base B',y P=| 1
0

0 0
-1 1|, que es la matriz
0 -1

-1 1
0 0| es la matriz de paso
-1 0

de la base candnica de R’ a la base B'. Se comprueba facilmente que J =P [A[P.

A continuacion se va a resumir el procedimiento utilizado en la obtencion de las

matrices de Jordan de los ejemplos anteriores:

Una vez calculados los autovalores, A, de A, se obtienen los nucleos de (A —Al),

donde A es la matriz dada. Se pueden dar dos casos:

1) Si estos nucleos completan todo el espacio vectorial, entonces se puede

encontrar una base de autovectores de A 'y la matriz A es diagonalizable.

2) Si por el contrario, los nticleos no completan todo el espacio vectorial, es porque

existen autovalores de A dobles (multiplicidad algebraica 2) o triples

(multiplicidad algebraica 3), cuya multiplicidad geométrica, p, es inferior a su

multiplicidad algebraica, m, y en este caso, es necesario construir la cadena de

los nucleos de (A —=AI)', j=1,2,3. Cuando se haya completado todo el espacio

vectorial, se procede a elegir una base adecuada tal y como se ha mostrado en

los ejemplos (para cada autovalor A hay que obtener un total de m autovectores

generalizados).

6.3. TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN

Definicion. Se denomina matriz elemental de Jordan 6 bloque de Jordan de orden k y

autovalor AC a toda matriz cuadrada, J, (A) de orden k, cuyos elementos son todos

nulos, excepto los de la diagonal principal, que valen A, y los situados inmediatamente

encima de la diagonal principal, que son todos unos. Por ejemplo:
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Al
L) =(A) Jz()\)=(0 )\j () =

A
0
0

1
A
0

> = O

Ji) =

S O o ¥

=Bl

S ¥ = O

> = O O

Definicion. Se llama matriz de Jordan, J, a cualquier matriz cuadrada formada por

yuxtaposicion de matrices elementales de Jordan la lo largo de la diagonal, de la forma:

3, @) |

------

Teorema de clasificacion de Jordan. Toda matriz cuadrada A (real o compleja) de
orden n, es semejante a una matriz de Jordan (compleja), determinada de manera unica

salvo por permutaciones de las matrices de Jordan elementales que la componen.

6.4. ALGORITMO PARA OBTENER LA FORMA DE JORDAN DE UNA
MATRIZ

El algoritmo que se utilizara para la obtencion de la forma de Jordan de una matriz

cuadrada A (real o compleja) de orden n, consta de los siguientes pasos:

1) Dada la matrizA, se comienza calculando los autovalores de A . Sean éstos

A LA, ,---A con multiplicidades algebraicas r,,1,,---r, respectivamente, tal que

m

r,+r,+---+r_=n.

2) Para cada autovalor A se calcula la cadena de subespacios :

Vi(A) =Ker(A =T\ OV, (A) = Ker(A=IA)* 00
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OV,(N\) =Ker(A=IA)* =V, (A) = Ker(A - N =...
formada por los nticleos de las potencias sucesivas de (A —Al); la cadena anterior se
estabiliza después de un cierto niumero de pasos p (el subespacio V, (A) se denomina
autoespacio maximo asociado a A). El valor de p puede conocerse porque

dim V_ (A\) =multiplicidad algebraica de 2.

3) Se toma el mayor nimero posible de vectores linealmente independientes de

V,(A)=V,,(A); sean éstos F, ={u1 yeees ur} )

Las iméagenes sucesivas a partir de (A —Al) de cada uno de los vectores de F, forman
una matriz elemental de Jordan J (\). En el subespacio generado porE y las potencias
sucesivas mediante (A —Al) de los elementos de F,, la forma de Jordan de A, respecto
a la base
— -1
B,(A) =(A-AD" (F)U:--U(A=AD(E)UF,,
esta formada por yuxtaposicion de r matrices elementales de Jordan de orden p

dispuestas sobre la diagonal principal.

V8- ET K E V.M 8 VW s VW

oA,
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4) A continuacion se elige el mayor numero posible de vectores de V,,(A)=V,,(A)

que sean linealmente independientes entre si y linealmente independientes con la

coleccion B (M), sean éstos F | ={ur+l, TR ut} .

Las imagenes sucesivas de cada uno de estos vectores mediante la matriz (A —AI) nos
dan un conjunto de vectores linealmente independientes, B, (A), con respecto a los

cuales la matriz de f es una yuxtaposicion en la diagonal principal de t—r matrices

elementales de Jordan de orden p—1.

5) Se contintia realizando el procedimiento descrito en 4) hasta llegar aV,(A), en

donde se eligen, si es posible, los vectores necesarios para que junto con todos los

vectores anteriormente elegidos se tenga una base B(A) del autoespacio maximo

V,(A).

6) Se repiten los pasos del 2) al 5) con cada uno de los autovalores A ;; la matriz de

Jordan de A es la yuxtaposicion de las matrices elementales de Jordan de A . El

cambio de base viene dado por todos los vectores anteriormente elegidos.

1 0 2 -6
) . 0 1 -1 3 )
Ejemplo 4. Obtener la matriz de Jordan de A = 00 1 3l y una matriz P
00 0 2

tal que AP=PJ .

Solucion. A partir de la ecuacion caracteristica de A se obtienen los autovalores de A :
pa(X)=|A=A|=A-1)’(A-2)=0

de donde los autovalores de A son A =1 (triple) y A,=2(simple) .

A continuacion se calculan los subespacios propios asociados a cada autovalor:
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> Para A =1 se calcula V(1) =Ker(A—1I) que es el subespacio vectorial definido

por las ecuaciones:

0 0 2 -6)\x 0 1 0
0 0 -1 3|x, 0 X, =0 0 1
= - = V(1) =Span ,
00 0 3fx, 0 x, =0 0 0
00 0 1)ix, 0 0 0

En este ejemplo dim V,(1) =2 <3 =multiplicidad algebraica de A ,=1. Esto implica que

no existe una base de autovectores de A, luego A no es diagonalizable. Entonces
vamos a calcular una base de “autovectores generalizados”, en la cual la matriz mas

sencilla posible semejante a la matriz A sea su forma reducida de Jordan.

A continuacién calculamos V, (1) = Ker(A —1)* :

00 2 -6Y(x,) (0 000 0 0)x) (0
00‘13"2_0@0000["2_0@X:0
00 0 3|[x4]| |0 0 0.0 3| x,] |0 i
00 0 x,) \0 00 0 1)lx,) (0

1 0 0

de donde V,() =Span O, 1, 0
0 0 1
0 0 0

Como (A-1)’ =(A-1)*, entonces V,(I) es el autoespacio méximo correspondiente a
A =1, por tanto se verifica que V,(1) 0 V,(2) =R*. Se elige
0
0
u; = DVz M -V 4y

1
0
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0 0 2 -6)\0 2
(A=) 0 0 -1 30 -1 av.()
u, = —u, = =
: oo 0 3|1 o[ '

0 0 O 0 0

1

: 0 .
Luego se elige u, = 0 de modo que pertenezca a V(1) y sea linealmente
0

independiente con el vector u,.

» Finalmente, para A,=2 se calcula V,(2) =Ker(A -2I), que es el subespacio

vectorial definido por las ecuaciones:

-1 0 2 -6)x, 0
-x, +2x; -6x, =0 x, =0
0 -1 -1 3|x, 0
= =3 X, X;+3x, =0, = <x,=0
0 0 -1 3|x, 0
—X;+3x, =0 X; =3x,
0 0 0 O0)\ix, 0
de donde
0
0
V,(2) =Span 3
1
0
. 0 . . . 4. o
Si se toma u, = ok se tiene una base del espacio vectorial R*: B —{ul,uz,u3,u4}.
1

Luego, la matriz de paso de la base canénica de R* a la nueva base B' es :

1 2 0 0 1 0 00

0 -1 00 ) 0 1 10
P= , ¥ laforma de Jordan de A es la matriz J = .

0 0 1 3 0 010

0 0 0 1 0 0 0 2
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Ejemplo 5. Obtener la matriz de Jordan de A = , Y una matriz P tal

S O O O =
S O O = DN
S O = N W
S DD OO
—_ = O O O

que AP=PJ .

Solucion. A partir de la ecuacion caracteristica de A se obtienen los autovalores de A :
pa(A)= |[A=N|=A-D'(A-2)=0

de donde los autovalores de 4 son A, =1 (multiplicidad algebraica=4) y A,=2(simple).

A continuacion se calculan los subespacios propios asociados a cada autovalor:

» Para A =1 se calcula V(1) =Ker(A —1I) que es el subespacio vectorial definido

por las ecuaciones:

0 2 3 0 0)x 0
2x, +3x, =0
0 02 0 0}x, 0
% 2x, =0 .
0 00 2 0fx,(=|0]= I o X, =Xy =X, =X, =
0 00 1 1|x,] |0 !
x,+ x5=0
0 0 0 0 O)\x, 0
1
0
< V(1) =Span<| 0
0
0

A continuacién se calcula V, (1) = Ker(A —1)*:
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(A-D’=

S O O O O

3x,

oS O O O O
S O O O b
S = N B~

+6x,=0
x, =0

x; =0

S = N O O

= V,(1) =Span

, de donde el sistema que resulta al operar es:

S OO O =
S O O = O

Luego se calcula V,(1) = Ker(A -1)’:

(A-T) =

S O O O O
S O O o O

Luego, V,(1) =Span

S O O o O

1

~

S = N BN

6

S O O O~

S O O~ O
S O = O O

4

2 |, de donde las ecuaciones resultantes son x, =x; =0 .
1

0

Ahora se calcula V,(1) = Ker(A -1)":

(A-D'=

Entonces, V,(1) =Span

O L PSS O

RSO o 2

0 14 14
0 4 4
0 2 2
0 1 1
0 0 O

S O O O =

, de donde las ecuaciones son x, = —X;.

S O O = O
S O = O O
- O O O
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Como V,(1)=V,(1), ya que (A-I’=(A-1)", entonces V,(1) es el

autoespacio maximo. Se toma :

av,-v;@ , u, =(A-Du, =

- O O O
S O N O O

u, =(A-Du, = u, =(A-Du, =

S O O B~ O
S O O O

> Para A,=2 se calcula V,(2)=Ker(A—-2I) que es el subespacio vectorial

definido por las ecuaciones:

-1 2 3 0 0)x 0 14
—Xx,+2x, +3x, =0
0 -1 0 0/ x, 0 4
- X,T2x,=0
0 0 -1 2 O0}x[=0]= = V,(2)=Spany| 2
-x,+2x,=0
0 0 0 0 1Ljx, 0 1
xs =0
0 0 0 0. -1)x 0 0
Por tanto,
¥ L 088 0 8 6 0 0 14
0+ NN 0 0 040 0 4
J={000 1 1 0 y P=(0 0 2 0 2
000 10 000 1 1
0 000 2 000 -1 0
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EJERCICIOS TEMA 6

Obtener la forma reducida de Jordan de las siguientes matrices, asi como la relacion

entre A y J (es decir, a través de la matriz de paso P):

I 01 0 2 2 4 9
1 0 0
-1 -1 4 0 0 0 -4 -10
l-A=|1 0 -I 2- A= 3- A=
-1 0 3 0 0O 1 4 5
1 -1 0
-1 0 4 -1 0 0 0 2
1 0100
-1 100
0 1 0 10
-1 100
4.- A= 5-A={0 0 1 0 1
-1 100
0 00 10
-1 100
0 0 0 01

6.- Siendo f un endomorfismo de R' con un solo autovalor A, obtener la forma
reducida de f y explicar como se puede construir la base en la cual el endomorfismo

estad asi representado, a partir de los siguientes datos de las dimensiones de los nucleos

de las sucesivas potencias de (A -Al):
a) n=3,n,=5n,=7,n,=9y n;=10
b) n,=3,n,=6,n,=9y n, =10
¢) n=2,n=4n,=6n,=8y n,=10

Considerar n, =dim Ker(A - Al)'.

7.- Hallar, en funcion de a , la matriz mas sencilla posible semejante a

4 6 -2
=-1 -1 1
0 0 a
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8.- Dada la matriz A =

S = N
S N =
~ o= O

a) Discutir en funcion del parametro k si la matriz A es diagonalizable.

b) Para el caso en que k=1 hallar la matriz mas sencilla posible semejante a A,

asi como la matriz P de semejanza.

9.- Sea f un endomorfismo de R, .y su polinomio caracteristico pa(x)=(\-x)".
Averiguar la forma de Jordan, J, de f y explicar como debe buscarse la base en la que

tiene dicha forma el endomorfismo, en los siguientes casos:

a) Si dim Vi(A\) = dim Ker (A - AI)=4,  dim Va(\) = dim Ker (A - A])> =5,
y dim V3(A)=dim Ker (A - A1)’ =6.
b) Si dim Vi(A)= dimKer (A - AI)=4 y dim V5(\) = dim Ker (A - A])* =6.

10.- Sea J= la forma de Jordan de una matriz A .

S O O O O O
S O O O O N =
S O O O = O
S O O O O O
S O WL O O O O
S L = O O O O
“h = O O o o O

a) Obtener los valores propios de A, indicando su multiplicidad algebraica y

geométrica.

b) Obtener la dimension de los subespacios Vi(), siendo Vi(A) =Ker (A-A D).

11.- Sea f un endomorfismo cuya matriz asociada en una base B es A . Sea



VI. Triangularizacion por transformaciones de semejanza 187

la matriz de Jordan asociada al mismo endomorfismo en

—
I
S O O O O O Wn
S O O O O wn =
S O O O W = O
SO O O W O O O
S O W — O O O
S O ©O O O o O
AN, O O O O O

labase B" = {ul,uz,us,u4,u5,u6,u7}.
a) Calcular el valor del determinante de A ;Es A regular?

b) (Es f un endomorfismo biyectivo? Razonar la respuesta.
c¢) Hallar los valores propios de A . Para cada uno de ellos, indicar:
1) multiplicidad algebraica
i1) multiplicidad geométrica y
o . . k
iii) dimV, (7») = dlmKer(A - M) , k=1,2...
iv) ¢Cuantas matrices elementales o bloques elementales de Jordan forman la
matriz J? ;A qué valores propios corresponden?

d) La base B™ estd compuesta por siete vectores. ;Cudles son vectores propios? (A qué

valores propios estan asociados?
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 6

o o —

o — o

— o o
Il

S o o

oS O O

- o O O

.
-10 0
5
0

0
1
0
0

S O — AN

S o a o

— N O O

o — O O
—_— e e

S o — O

S o — O

S O O O

S O O O

1 0000

0 00

0

1

1 0 00

1

0 00O

0 0

0

1

P=10

1 0 0 0

1

0

1

1

0 0 0

1

0 000
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1 0000 O0OUO0OO

A

A
0

000 0O0O0O O

1

1

0 000 0O

0 0 A

1 000 0O

0 0 0 A

000 O0XO0OUOOU OO
0 000 0 A
0000 0 0 A

1 0 0O

0
0

0

1

1

0000 0 O0 O0 A

000 0O0O0OO0OO0ONMDPO
0000 O0O0O0OTO0TO0 A

1 000 0O0O0OO0OO

A

A
0

0 000 O0O0UO

1

1

0 0 00 0O

0 0 A

000 A O0OOOOOO

0 0 0 0 A

0 0 0 O
1 0 0 O

1

0 000 0 A

000 0O0O0ONMAXOUOGO
0000 O0O0 0 A
000 0 O0O0O0U0 A

0

1

1

000 0O0O00 0 02

6.b)

000 0 0O0O0 OO

1

1

A

A
0

000 0 O0O0O

1

0.0 0 0 0 O

0 O

I 000 0O

QN0 &

000 0X O0O0OTU OO0
0 ONO QNNZ
0000 0 0 A

0 0 O

1

0
0

0

1

1

0000 O0O0 0 A
000 0O0O0O0O0 X

1

0000 O0OO0O0OO0TO0 A

S O

S a o

N O O

2:>D:{

}c)a

S O AN

—— O

— o O

}):[

S O A
S — O

C © O

7.-a)0(¢1,2:>D:{
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8.-

k #1,3 = A diagonalizable 300 I 1 1
a) k=1= Ano esdiagonalizable , bJ={0 1 1,P=|1 -1 0
k =3 = A no es diagonalizable 0 0 1 0 0 -2

A1 0 0 0 O

0O A1 0 00

9-a) I- 0 02000

0002 00

000 0 A O

000 0 0 A

Base = {uy, uy, u3, uy, us, ug}, donde: wup= (A - M) uz, W= (A - M) u; y

ug, Us Y Ug son vectores propios linealmente independientes de uy.

b) J=

oS O O o o >
S O O > o O

S O O o P
S O > = O O
oS > O O O O
> O O O o O

Base = {uy, uy, u3, uy, s, U6}, donde: wuz= (A - M) U, u= (A - M) u, y

us y Uug son vectores propios linealmente independientes de u; y uj.

10.—3_) k1=2,m1:4,u1=2; Ao=5, m,=3, u2=1.
b) dim V,(2)= 2, dim V5(2)=3, dim V3(2)= 4.
dim V(5)= 1, dim V3(5)= 2, dim V5(5)=3.

11.-

a)‘A‘ = ‘ J ‘ = 5°6”. El valor del determinante no es cero, por lo tanto es regular.

b) /' es un endomorfismo biyectivo, ya que la matriz asociada a ese endomorfismo es

regular. Otra respuesta posible seria: como no hay ningtn valor propio igual a cero, la

aplicacion sera biyectiva.
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o 0 A =5 ™= 5w =dimV(5) =2 dimV,(5) =4 dimVy(5)=5
hy =6 m, =2 W, =dimV(6)=1 dimV,(6)=2

1v) La matriz de Jordan esta formada por 3 matrices elementales:
J3(5) : matriz elemental de Jordan de orden tres asociada al valor propio 5.

J,(5) : matriz elemental de Jordan de orden dos asociada al valor propio 5.

J,(6) : matriz elemental de Jordan de orden tres asociada al valor propio 6.

d) Los vectores propios son los vectores de subespacios propios, es decir, de V, ()L) . Por

lo tanto, hay tres vectores propios: dos asociados al valor propio A; =5 y uno asociado
a A, =6. Los vectores propios generan columnas con el valor propio en la diagonal

principal y el resto ceros. Por lo tanto los vectores propios son:

u,u, asociadosa A, =5y wu, asociadoa A, =6.
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