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Introduccion

Sistemas de referencia

Los sistemas de referencia consisten en un origen O de la que parten los tres ejes x, y, z. Todas

las actuaciones de las aeronaves estan siempre referidas a un sistema de referencia concreto.

Algunos sistemas de referencia son mejores para representar ciertas actuaciones, mientras

que para otros casos es mejor emplear un sistema diferente. Por lo general los sistemas de

referencia que se emplean son los siguientes:

e Ejestierra (E).

Es la referencia inercial a la que se refiere el movimiento global de la aeronave. La tierra se
supone plana y no se consideran los gradientes gravitatorios. El origen Og es un punto de
la superficie terrestre. El eje zp apunta hacia abajo, hacia el centro de la tierra. El eje xg
apunta en una direccidn determinada (por ejemplo, hacia el Este). Finalmente, el eje yg
forma una base positiva con xg, zg.

e Ejes de horizonte local (H).

Los ejes de horizonte local xy, yy, Zy son paralelos a los ejes tierra xg, yg, Zg. Su origen Oy
coincide con un punto fijo respecto a la aeronave, normalmente el centro de gravedad CG.

e Ejesviento (W).

El origen Oy, se situa de nuevo en el centro de gravedad CG. El eje xy,, estd alineado en la
direccién de la velocidad aerodindmica. El eje zy, esta contenido en el plano de simetria de
la aeronave, y es perpendicular a xy;,. El eje y,, forma una base positiva con xy, zy,.

En estos ejes se definen los dngulos de balance u, cabeceo y y guiiiada y de la velocidad.

A El 4dngulo de balance de la velocidad u es el angulo formado por yy con la
interseccion del plano yy,, zy, con el plano horizontal xy, yy.

A El angulo de cabeceo de la velocidad y es el dngulo formado por Xy, con su
proyeccién en el plano horizontal xy, yy.

A El angulo de guifiada de la velocidad y es el angulo formado por la proyeccién de
Xy en el plano horizontal xy, yy con xy.

e Ejes cuerpo (B).

El origen Og se situa de nuevo en el centro de gravedad CG. El eje xg esta contenido en el
plano de simetria de la aeronave, apuntando hacia adelante en una direccién fija respecto
a la misma aeronave. El eje zg estd contenido en el plano de simetria de la aeronave,
apuntando hacia abajo en una direccidn fija respecto a la misma aeronave. Finalmente, el
eje yg forma una base positiva con el plano de simetria xg, zg.

En estos ejes se definen los momentos de balance L, cabeceo M y guifada N, y también
los dngulos de balance ¢, cabeceo 8 y guifiada 1 de la aeronave.
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A El 3angulo de balance de la aeronave ¢ es el angulo formado por yg con la
interseccion del plano yg, zg con el plano horizontal xy, yy.

A El angulo de cabeceo de la aeronave 6 es el angulo formado por xg con su
proyeccion en el plano horizontal xy, yy.

A El angulo de guifiada de la aeronave ¥ es el angulo formado por la proyeccién de
xg en el plano horizontal xy, yy con xy.

e Ejes de estabilidad (S).

Son un caso particular de los ejes cuerpo en que el eje x5 es la proyeccion de la velocidad
en el plano de simetria de la aeronave para una condicion de vuelo de referencia dada. Se
utilizan en problemas de pequefias perturbaciones.

1.2 Angulos de Euler

Considérese un vector dg expresado en el sistema de referencia S. Para obtener sus
componentes dr en otro sistema de referencia T basta con realizar tres giros.

El primero consiste en girar el sistema de referencia S un angulo 85 alrededor de su eje zg, con
lo que se obtiene el sistema de referencia intermedio 3. Las componentes del vector a
expresadas en este sistema quedan entonces:

cosf; sinf; 0
d; =|—sinf; cosf; O0|ds = dz=[L]ss"ds (1.1)
0 0 1

El segundo consiste en girar el sistema de referencia 3 un dngulo 8, alrededor de su eje y3,
con lo que se obtiene el sistema de referencia intermedio 2. Las componentes del vector d
expresadas en este sistema quedan entonces:

cosf, 0 —sinf,
C_iz = 0 1 0 C-l)g = C-iz = [L]23 . &3 (12)
sinf, 0 cos0,

Finalmente se gira el sistema de referencia intermedio 2 alrededor de su eje x,, con lo que se
obtiene el sistema de referencia deseado T. Las componentes del vector d expresadas en este
sistema quedan finalmente:

1 0 0
dr =0 cosB; sinb;|la, = dr=I[Llry-a, (1.3)
0 —sinf; cos6,

Las matrices de cambio de base son ortogonales, por lo que sus inversas son idénticas a sus
traspuestas, lo que facilita realizar el cambio de base contrario. Las ecuaciones (1.1), (1.2) y
(1.3) se pueden combinar obteniendo entonces la matriz de rotacién [L]rs:

dr = [Llrp - [Llzz - [L]zs - ds = dr = [Llys - ds
(1.4)

[Llrs = [L]7z - [L]23 - [L]3s
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Finalmente

cos 6, cos 0 cos 0, sin 65 —sin @,
[L]7s = |sin 6; sin 8, cos 6; — cos 6, sinB; sin 6, sinB, sinO; + cosB; cosf; sinb; cosB,| (1.5)
cos 0, sin B, cos 03 + sin B, sinf; cos B, sinf,sinf; —sinf, cosf; cos b, cosH,

Este giro es el que se ilustra en la Figura 1.1.

Vs

\_\ 9 V3 =2

“ 3
02~ 0,
S YT

Zy Zg = Z3
Figura 1.1: Angulos de Euler y cambio de sistema de referencia.

A los angulos 8, 8, y 053 se les denomina angulos de Euler. Para realizar el cambio de base del
sistema de ejes tierra al sistema de ejes viento estos dngulos son respectivamente el dngulo de
balance u, el angulo de cabeceo y y el dngulo de guifiada y de la velocidad que se definieron
en el apartado 1.1.

Por lo tanto, para cambiar de ejes tierra a ejes viento la matriz de rotacion [L]y g vy su inversa,
para cambiar de ejes viento a ejes tierra [L]gy, son respectivamente:

cosy cosy cosysiny —siny
[Llwg = |sinusiny cos y — cosusin y sinpu siny sin y + cos p cos y sinucosy| (1.6)
[cos usiny cos y + sinusiny cosyusinysin y — sinucos y COS |1 COS Y]

[COSY COS ¥ sinp siny cos y — cosusiny cospusiny cos y + sin p sin x7
cosysiny sin usiny sin y + cos L cos y cosusinysiny —sinucosy| (1.7)
—siny sinyu cosy COS L COS Y

[Llgw

Del mismo modo, para realizar el cambio de base del sistema de ejes tierra al sistema de ejes
cuerpo los angulos de Euler 84, 6, y 85 son respectivamente el angulo de balance ¢, el dngulo
de cabeceo 6 y el dngulo de guifiada Y de la aeronave que se definieron en el apartado 1.1.

Por lo tanto, para cambiar de ejes tierra a ejes cuerpo la matriz de rotacién [L]gg, y su inversa
para cambiar de ejes cuerpo a ejes tierra [L]gp, son respectivamente:

cos 6 cosy cos@siny —sinf
[Llgsr = |singsinB cosyp —cospsiny singsinfsiny + cos¢cosyp singcosf| (1.8)
lcos ¢ sinf cosy +singsiny cospsinfsiny —sing cosyp cos @ cosb

[cosfcosy singsinfcosy —cos¢psiny cos¢sinb cosy + sing siny
[L]lgg = |cos@siny singsinfsiny + cospcosy cos¢sinfsiny —singcosyp| (1.9)
—sinf sin¢ cos @ cos ¢ cos B
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1.3 Control aerodinamico de la aeronave

El control aerodindmico consiste en producir pequefias perturbaciones aerodindmicas
controladas. Al accionar los mandos se desestabiliza la aeronave y se hace cambiar su actitud.
Al cambio de actitud le sigue un cambio de las fuerzas aerodindamicas y de la trayectoria.

El control aerodinamico se ejerce principalmente mediante tres superficies de control.

e Los alerones (ailerons) controlan el balance ¢. Una deflexion de los alerones &,
positiva (el de la izquierda §,; hacia arriba, el de la derecha §,,- hacia abajo) genera un
momento de balance L negativo (la semi-ala izquierda baja, la semi-ala derecha sube).
La deflexidn de alerones no suele ser completamente asimétrica para reducir el efecto
de la guifiada adversa. Por ello se considera 8§, = (64; + 64r) /2.

e El timén de profundidad (elevator), controla el cabeceo 8. Una deflexion positiva del
timén de profundidad (hacia abajo) supone un momento de cabeceo M negativo
(morro hacia abajo).

e El timdén de direccidn (rudder) controla la guifiada 1. Una deflexidon del timén de
direccién ¢, positiva (hacia la izquierda) supone un momento de guifiada N negativo
(morro hacia la izquierda).

Figura 1.2: Deflexiones positivas de las superficies de control.

1.4 Control por empuje de la aeronave

El control por empuje consiste en producir pequefias perturbaciones de empuje controladas.
Al accionar los mandos se modifican las fuerzas longitudinales, para modificar o mantener una
velocidad o altitud determinadas.

La mayoria de las aeronaves dispone de motores que dan empuje en una direccién fija. Para
este tipo de aeronaves el Unico parametro a considerar es el parametro de empuje §,. Algunas
pocas aeronaves (principalmente militares) ofrecen ademas control vectorial del empuje. Esto
se consigue mediante toberas que permiten deflectar los gases de escape. En estos casos hay
que considerar dos parametros adicionales para obtener la direccidon Tip del empuje, con

lal, = 1.

-10 -
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Los tipos de propulsores se dividen principalmente en los siguientes.

e Motor a reaccién (air-breathing engine).
A Turborreactor o turbojet — Disefos anteriores y vuelo supersdénico.
A Turbofan — Se divide segun la relacidn de derivacion (bypass ratio).
¢ Baja relacion de derivacion — Disefios anteriores y superioridad aérea.
¢ Alta relacién de derivacién — Aviacion subsoénica alta.
e Motor de hélice.
A Turbopropulsor — Aviacién subsdnica baja.
& Motor alternativo — Aeronaves pequefias y lentas.

Otros tipos de propulsion alternativa son el ramjet, el scramjet, el motor cohete y el motor
eléctrico propulsado por hélice.

-11 -
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2 Ecuaciones del movimiento

2.1 Ejesy notacién

El sistema de referencia que se utilizara (a menos que se indique lo contrario) es el de ejes
cuerpo B. La velocidad aerodinamica (con respecto al aire) V, la velocidad con respecto a tierra

Vg, y la velocidad del viento 1}, expresadas en este sistema, son:

u Ug Uy
RCINES I B
w Wg Wy

La relacidn entre ellas viene dada por la ecuacién (2.2).

-

La aeronave, y por lo tanto el sistema de ejes cuerpo, tendrd por lo general una velocidad
angular @ que se expresa en este sistema como:

p
W= {q} (2.3)
r

o
Cualquier derivada temporal de un vector b expresado en el sistema de referencia de ejes
cuerpo debera entonces realizarse teniendo en cuenta que se trata de una base movil.

I ; p

a dap| . . (™ Zx

o Tar| FOXD= by .
B b, r b,

Las fuerzas (sin tener en cuenta el peso) y los momentos respecto al centro de gravedad,
expresados en ejes cuerpo, son:

= X — L
Z N

El tensor de inercia Iy se simplifica en parte debido a que se considera que la aeronave es
simétrica en el plano xg, zg. Esto hace que los productos de inercia I, e I,,, sean nulos.

L, 0 —I,
=10 I, 0 (2.6)
—IL, 0 I,

o
Al momento angular respecto al centro de gravedad h.; se le debe sumar el momento de

IR
masas giratorias de la aeronave hjy, tales como hélices, compresores o turbinas.

}_{CG = I_B : (l—)) + ]'_l)g (2.7)

-12 -
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2.2 Ecuaciones cinematicas de traslacion

Considérese la posicion de la aeronave (en concreto, de su centro de gravedad CG) con
respecto al sistema de referencia de tierra E expresada en este mismo sistema, 7:

XE

7z =Yk (2.8)
ZE

La derivada temporal de 7z en ejes tierra (no es necesario considerar base movil) es:

ay, - (%
q Ve =1{VE (2.9)

El doble subindice indica que 1755 es la velocidad respecto a tierra expresada en ejes tierra.
Esta velocidad también se puede obtener transformando la velocidad respecto a tierra

expresada en ejes cuerpo VE mediante la matriz de transformaciéon [L]zz obtenida en la
ecuacion (1.9).

I_/)EE = [L]EB : V)E (2.10)

En forma vectorial:

Xg cosfcosyp singsinfcosyp —cospsiny cos@sinfcosy + sin @ sinyP] (ug
{yE} = [cos Osiny singsinfsiny + cos¢cosy cos @ sinfsiny — sin ¢ cos I/Jl {UE] (2.11)

Zg —sinf sin ¢ cos 6 cos ¢ cosf WEg

— —
Donde la velocidad respecto a tierra Vy es la combinacidn de la velocidad aerodindmica V

(desconocida a priori) y la velocidad del viento VW:

uE u uw
{UE}= {v}-p{vw} (2.12)
WE w WW
La velocidad del viento suele ser conocida expresada en ejes tierra, VwE. Por esto, otra forma
de escribir la ecuacién (2.10) podria ser:

VEE = [L]EB : V + VWE (213)

2.3 Ecuaciones cinematicas de rotacion

El procedimiento para relacionar las derivadas temporales de los angulos de Euler ¢, 8 y i con
las componentes de la velocidad angular w es algo mdas complejo. El motivo es que los giros de
Euler se han realizado cada uno en una base diferente.

Si se realizan los tres giros que se vieron en el apartado 1.2 para pasar de la base E a la base B,
el primer giro es Y en torno al eje zg, el segundo es 6 en torno al eje y; y el tercero es ¢ en
torno al eje x,. Estos giros pueden escribirse como vectores en las diferentes bases en que se
realizan:

-13 -
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- 0 - 0 — d)
Yp =10 03 =16 ¢, =40 (2.14)
( 0 0
Las derivadas temporales de los angulos de Euler se escriben entonces facilmente en estas
mismas bases:
> 0 5 0 X d’
Y =10 03 =46 $2 =10 (2.15)
Y 0 0

Para expresar estas variaciones en la base B es necesario aplicar los giros correspondientes:

J;B = [L]p; - [L]23 : [L]3E : le

g =I[Llpy" [L]23 : 53 (2.16)

Resultando en:

. —sinf . 0 ) 1
J}B = {cosBsind)}l[) éB = { cos ¢ }9 (ZB = {0}(1) (2.17)

cos 0 cos ¢ —sing¢

Finalmente puede escribirse @ = 53 + 53 + l/jB, es decir:

p 1 0 —sin @ )
qr = [0 cos¢  cos@sin ¢] 6 (2.18)
. 0 —sing cos@cosl |y

La ecuacién (2.18) puede invertirse, con lo que se obtiene:

1 sin¢gtanf cosg¢tand
| I
gr=10 cos ¢ —sing q (2.19)
P lo sin ¢ cos ¢ J -
cosf cos @

2.4 Ecuaciones dinamicas

Las ecuaciones de conservacién del momento lineal y de conservacidon del momento angular
respecto al centro de gravedad se pueden escribir:

N dv . dh
YE=m-— YMee = d_gG (2.20)

Desarrollando estas ecuaciones, aplicando la formulacion de derivada en base movil de la
ecuacion (2.4), y realizando las sustituciones pertinentes, se obtiene:

-14 -
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X —mgsin = m(ug + qwg — rvg)
Y + mgcos@singp = m(vg + rug — pwg) p (2.21)

Z +mg cos 6 cosp = m(Wg + pvg — qug) )

L=Lp—L,7+ qr(lz - Iy) — Iy, - pq + qh; —Th;
M =1,q +1p(lx — I,) = L,(p? = 1?) + rh; —ph ¢ (2.22)
N=L7r—-L,p+ pq(ly — Ix) + L, qr+ ph;‘, — qhy

2.5 Modelo matematico

El modelo matematico de la aeronave se puede expresar entonces como un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

13

| o

- f()?, t) (2.23)

[}

t

.
Donde X es el vector de estado. Es un vector columna cuyas 15 componentes son:

)_()T = {xEvYE:ZE:u; v! w, uEl vE; WE;pp q; rﬁ .(l)) 9; ¢} (224)

Y f es un vector formado por las 15 ecuaciones descritas anteriormente ordenadas
adecuadamente (las ecuaciones (2.11), (2.12), (2.18) 6 (2.19), (2.21) y (2.22)), y cuya
dependencia explicita del tiempo es a través de los controles de la aeronave y la velocidad del
viento, asumiendo que sean funciones del tiempo conocidas.

2.6 Modelo linealizado

El vuelo de una aeronave evoluciona de forma bastante suave durante buena parte del mismo.
Esto permite analizar su cinematica y su dindmica en términos de variaciones con respecto a
una condicidn de vuelo estacionario de referencia.

Por lo general, las variables se consideran funciones desconocidas del tiempo. Una variable
cualquiera x, o bien una funcién f(x) que dependa de ella, se pueden escribir de la forma
of
X =x¢ + Ax fx) = f(xg) +=—| -Ax (2.25)
0xly,
Donde el subindice 0 hace referencia al estado estacionario y Ax es la perturbacion, que se
considera pequefia (de primer orden). Al trabajar con un modelo linealizado, todos los
términos de segundo orden o superior se despreciaran.

Se asumen las siguientes hipotesis para definir la condicidn de vuelo de referencia:

Aceleracion V nula (puesto que es estacionaria).
Simétrica, (resbalamiento £ nulo).
Rectilinea, (velocidad angular @ nula).

AW

Alas niveladas (balance ¢ nulo).

-15-



Alejandro Roger Ull Mecanica de vuelo Il

Las ecuaciones que definen el movimiento de traslacién estacionario quedan entonces:

Xg = Ugg COS By cos Y, Ugg = Ug + Uyo
yE = UgEg COS 90 sin l/)o Vo = Vg + Vwo (226)
Zy = —Upg Sin @, Wog = Wo + W0

Y la conservacion del momento lineal queda en:

Xy —mgsinf, =0
=0 (2.27)
Zy+mgcosfy =0

Las ecuaciones referentes al movimiento de rotaciéon estacionario, y la conservacion del
momento angular resultan en identidades automaticamente.

2.7 Linealizacion de las ecuaciones

Se toma como ejemplo la primera ecuacién de la conservacién del momento lineal, pero el
proceso de linealizacion se extiende de forma idéntica al resto de ecuaciones del sistema.

X —mgsin0 = m(ug + qwg — rvg) (2.28)

El proceso de linealizacidén consiste en expandir cada variable segun la ecuacidn (2.25):

X =X, +AX
sinf@ = sin 6y + cos b, - AO

qwg = (qo + Aq)(Wgo + Awg) = AqAwg = 0
TUE = (ro + Ar)(on + AUE) = ArAvE = 0

Como ya se indicé, se omiten los términos de segundo orden. Sustituyendo en la ecuacion
(2.28) se obtiene:

(XO + AX) - mg(sin 60 + cos 90 . AB) =m- AuE (2.30)

A esta ecuacion se le puede restar la primera expresién de la ecuacidn (2.27) para la condicion
estacionaria, quedando:

AX —mg -cosfy- A0 =m - Aug (2.31)

Procediendo de forma idéntica con las demas ecuaciones cinematicas y dinamicas se obtiene
el sistema linealizado. Para las variables cuyo valor de referencia sea nulo se omite el prefijo A
de la perturbacion.

Ecuaciones cinematicas de traslacion:

Axp = —ugysinfy - AG + cos Oy - Aug + wg sin 6 Aup = Au + Au,,
Ayg = uggcosfy - P + vg Avg = Av + Ay, (2.32)

AZp = —uggcos By - AO —sin O - Aug + wg cos Awg = Aw + Aw,,
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Ecuaciones cinematicas de rotacion:

p=¢ —Psinb, ¢ =p+rtané,
q=A>0 o bien A =q (2.33)
r =1 cos b, Y = r/cos b,

Ecuaciones de conservacion del momento lineal:

AX —mg - cos 8y - A8 = mAug
AY +mg - cosOy - ¢ = m(vVg + uger) (2.34)
AZ —mg -sinf, - A = m(Wg — ugeq)

Ecuaciones de conservacion del momento angular:
AL = I,p — L,7 + qh; —Th;,
AM = I,,q + rh} — ph; (2.35)
AN = 1,7 — I,p + ph;, — qhy

Las ecuaciones (2.32), (2.33), (2.34) y (2.35) se pueden simplificar si se asumen dos hipotesis
adicionales:

—

5. Velocidad del viento V}, nula.

o
6. Momento angular de masas giratorias en la aeronave h* nulo.

Las ecuaciones cinematicas de traslacidn quedan:

Axp = —ugysinfy - A8 + cos 8y - Au + wsin 8,
Ay =ugcosby- Y +v (2.36)
AZzp = —ugcosfy - A8 —sinf, - Au + w cos 6,

Las ecuaciones cinematicas de rotacidon no se ven modificadas:

p=¢ —sinb, ¢ =p+rtané,
q=A>0 o bien A =q (2.37)
r =1 cos b, Y =r/cos B,

Las ecuaciones dindmicas de conservacion del momento lineal (2.38) y angular (2.39) quedan:

AX . LAL+L,,AN
Au=?—gc0590-A9 p=ﬁ
x1z Xz (2.38)
V=—+gcosby- ¢ —uyr; qg=AaM/I, ;
m (2.39)
AZ . LAN+ I ,AL
. _ 84 . ) Foo X T Xzl
w m+g51n90 AG + uyq L —12, )
Bajo estas consideraciones, el sistema linealizado de ecuaciones se puede escribir:
dX N N
pre [A]X + [B]S (2.40)
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Donde X es el vector de estado, que ahora es un vector columna de 12 componentes:
XT = {Axg, Ayg, Azg, D, v,w,p,q,7,, 6, $} (2.41)
Y & es el vector de control, definido por los 4 parametros de control:

8T = {8,,84,6,,8,) (2.42)

2.8 Linealizacidn de las acciones aerodinamicas
De forma general, una carga aerodindmica cualquiera se puede escribir como:
L=Ly+AL (2.43)

Asumiendo un comportamiento lineal, la perturbacién AL dependerd de las variables de
estado y sus derivadas temporales de la forma:
daL

A+ —
o)

. 0dL
Au+ —

. dL
| Adl 44—
0 ol

0 ow

A+ (2.44)
0 ow

Los términos dL/dul,, dL/0u|,, etc., son las llamadas derivadas de estabilidad. Para abreviar,
las derivadas de estabilidad se escribiran como:

0X
ou

=X, (2.45)
0
Debido a la simetria del movimiento de referencia, es sencillo comprobar que las derivadas de
estabilidad de fuerzas y momentos asimétricos con respecto a las variables del movimiento
simétricas sean nulas. Por ejemplo ¥;, = 0.

En el lado opuesto, no estd tan claro que las derivadas de estabilidad de fuerzas y momentos
simétricos con respecto a las variables del movimiento asimétricas sean nulas también. Sin
embargo, en lo que al curso respecta y para simplificar, se asumira asi. Por ejemplo X,, = 0.

Se asumiran también las siguientes hipédtesis:

1. Las derivadas con respecto al ratio de cambio de las variables de movimiento se
considerardn nulas, salvo Zy;, y M,;,.
La derivada X, también se considerara nula.
La densidad de la atmdsfera se asume constante en el rango de altitudes considerado.

Entonces las fuerzas se pueden escribir como:

AX = X, Au+ X,,w + AX, AL =Lyv+ Lyp + Ly + AL, (2.46)
AY =Y, v+ Y,p + Y,r + AY, AM = My Au + My,w + My,w + Myq + AM,
AZ =Z,Au+Zyw+ Zyw + Z5q + AZ, AN = N,v + Npp + N7 + AN,

El subindice c hace referencia a las variables de control, por ejemplo:

AX, = X500, + X500¢ + X5p0, (2.47)
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Sustituyendo en el sistema linealizado se llega a la conclusién de que el movimiento de la

aeronave se puede separar en simétrico o longitudinal, y asimétrico o lateral.

Sistema longitudinal (2.48)

A

—
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2
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= | >
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§2 3
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. S .
s & 21\'5
2 N o
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2
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o
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. —I>
[
"
§ 2 =3
—_—

AZzp = —Ausin 6y + wcos 8y — uyAf cos 6,

Axg = Aucos 8y + wsinf, —uyAf sinf,

Sistema lateral (2.49)
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3 Sistema adimensional

3.1 \Variables adimensionales

La adimensionalizacién consiste en agrupar ciertas cantidades de forma que las dimensiones
del grupo sean nulas. Esto permite realizar estudios mas generales y con menos parametros
gue si se trabaja con las variables originales.

En este curso se empleardn los siguientes grupos adimensionales:

Cantidad Divisor Divisor Grupo
Dimensional (Caso General) (Caso Perturbacion) Adimensional
X,Y,Z,mg 1/2-pVZ2s 1/2-pVZ2s Cxs Cy» Cz Cy

M 1/2- pV?3Sc 1/2- pV3Sc Cm
LN 1/2-pV?Sh 1/2 - pV?Sh Ly Cn
u,v,w % Ug i, O, w
@, q 2V /¢ 2uy/¢ a,q
B.p,r 2V/b 2uo/b g.5,7
m pS-c/2 pS-c/2 u
I, pS-(c/2)3 pS-(c/2)3 I,
L I, Lz pS - (b/2)° pS - (b/2)? L1 I

Tabla 3.1: Adimensionalizacidn de variables.

3.2 Derivadas de estabilidad adimensionales

Las derivadas de estabilidad adimensionales también se escribirdn de forma abreviada,
siguiendo el convenio establecido para las derivadas de estabilidad dimensionales que se
adoptd en la ecuacién (2.45), es decir:

dcy

% . = Cxu (31)

Las derivadas de estabilidad de interés se separan también segun si pertenecen al movimiento
longitudinal o lateral:

Derivadas longitudinales Derivadas laterales
X Z M Y L N
u Cxu Czu Cmu Cyp Cip Cnp p
q Cxq Czq Cmq Cyr Cir Cnr 7
a Cxa Cza Cma Cyp Cip Cnp B
a Cxa Cza Cma Cyp Cip Cnps .8

Tabla 3.2: Derivadas de estabilidad adimensionales.
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Las derivadas dimensionales se pueden obtener a partir de las adimensionales. Se ilustra el
procedimiento encontrando las derivadas de Z. Las demas derivadas se pueden obtener de
forma muy similar. El punto de partida es la definicion de c,.

1
Z= 3 pV?Sc, (3.2)

e Obtencidn de Z;:

La derivada Z,, se puede encontrar aplicando la regla de derivacién del producto:

Z, = ~ps o +V26CZ 3.3
=-pS-|—=—-c —_— .
u Zp au z au o ( )

Para la velocidad debe tenerse en cuenta que:
(Voz = ug
VZ=u?+v2+w? = { V2 (3.4)
I = Zuo
k du o
Y para el coeficiente c;:
dc dc, 01l 1
a3 :_f_| =y — (3.5)
duly 01 dulg Ug
Sustituyendo los resultados de (3.4) y (3.5) en la ecuacion (3.3) se obtiene:
1
Zy, = EPS(ZuOCZO + UgCzy) (3.6)
De la condicién de vuelo de referencia se conoce:
Zy=—mgcosf, = 0= —CypoCosb, (3.7)
Finalmente:
1
Zy = —pSuyCyo cos By + EpSuoczu (3.8)
e Obtencidnde Z,,:
En este caso es necesario encontrar Z,,:
, 1 S ov? +V26CZ 1 a2 dc, 29
==-pS-|=—c —| ==pSuj -— .
w =P 1w ow|, ZPOGWO (3:9)
Definiendo la perturbacidn en angulo de ataque a (que ya es adimensional) como:
w w w
a=tana = —= (3.10)

u upg+Au oy
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dcy|  O0c; 0a| 1 (3.11)
aWO_aaaWO_Cza uO '
Y por lo tanto, sustituyendo en la ecuacion (3.9) se obtiene:
1
Zy, = EpSuocza (3.12)
e Obtencion de Z,:
Teniendo en cuenta que:
. qc dc dc, 04 c
qa=5- a—z ZG_AZO_ = Cza " 5— (3.13)
Up qly, 04 0ql, 2ug
Es facil encontrar Z:
7 1 S ‘6V2 N ,0c, 1 G2 dc, 1 . (3.14)
g =3PS |==c; ——| =35pSus-==| ==pSCupcyy .
2 dq dq o 2 aql, 4
e Obtencidon de Z;:
Teniendo en cuenta que:
W = aug ~
dc, dc,0a da c 1
(ZC_' -_— =—A—— = CZd ¢ —_— (3.15)
G = owly 0da daow o 2ug Ug
2u,
Es facil encontrar Z,;,:
2—15 ov? +Vzacz —152662 —15‘ 3.16
W_2p aWCZ aWO_ZpuO aW0_4pCCZ[Z ( )

Realizando este procedimiento con todas las demas derivadas de estabilidad longitudinales se

obtienen las relaciones siguientes:

X Z M
. 1 1 _
u pSuyCyoSin by + EpSuO Cxu  —PSugCyocosby + EpSuO Cru EpScuocmu
1 1 _
w Epsuocxa Epsuocza Epscuocma
1 1 S
q 1 PSCU(Cxq 1 PSCUCLq 1 PSC UGCmg
) 1 1 S
1% ZPSCCxa ZPSCCza ZPSC Cma

Tabla 3.3: Derivadas de estabilidad longitudinales.

Y de forma similar se pueden obtener las relaciones para las derivadas laterales:
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Y L N
1 1 1
v EpSuocy,; Epruoclﬁ Epruocn,;
1 1 1
p Zpruocyp ZprzuOClp Zprzuocnp
1 1 1
r Zpruocyr Zprzuoclr ZPSquOCnr

Tabla 3.4: Derivadas de estabilidad laterales.

3.3 Derivadas de control

La dependencia de las fuerzas y momentos con los parametros de control como la que se
muestra en la ecuacion (2.47) puede escribirse también en funcidén de parametros y derivadas
de control adimensionales. Nétese que los pardmetros que representan una deflexiéon, es
decir, un dngulo, no se adimensionalizan, ya que un dngulo carece de dimensiones.

e Derivadas de control longitudinales:

1
AX; = X5p0p = Epu%SCx,gp(?p

1
AZC = 25866 = Epu%gczae(ge (317)
. 1, :
AMC = M535e + M566€ + M5p5p = EpuOSC (Cm5e5€ + Cm5359 + Cmé'pSp)

Donde &, es el Unico parametro que es necesario adimensionalizar:

c

Se =832—u0

(3.18)

Ndtese que en el caso de que el empuje esté alineado con el centro de gravedad, entonces
Msy, = cmsp = 0. También cabe resaltar que sdlo es necesario contar con la velocidad de

deflexion del timéon de profundidad 5‘3 en el momento de cabeceo M, mientras que la

velocidad de cambio en el empuje Sp es completamente despreciable.

e Derivadas de control laterales:
L
AY, = Y56, = Epuoscy&*&"
) 1 .
AL; = Lsa8a + Lsgda + Lsy0, = = pufSh (ctsaba + Ci3a8a + ci5r5r ) (3.19)
. 1 2

AN = Nsg8q + Noy0, + Ny, 8, = = puish (cnsada + CnorSr + Crsrdy)

Donde 8, y 8, se adimensionalizan como:

5, =8,

5, =6, (3.20)

b b
2ug 2ug
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3.4 Sistema de ecuaciones linealizado adimensional

Recuérdese el sistema linealizado de ecuaciones diferenciales que se obtuvo en el apartado
2.8, representado por las ecuaciones (2.48) y (2.49). Si se introducen en el sistema las
expresiones para las derivadas de estabilidad dimensionales, en términos de las
adimensionales (Tabla 3.3 y Tabla 3.4), y también se introducen las expresiones para las
derivadas de control (ecuaciones (3.17) y (3.19)), se obtiene un sistema adimensional.

En el caso del movimiento longitudinal el sistema linealizado adimensional queda:

(2usDs — 2¢cpptan By — Cop )AL — Cxq - @ + Cp * A = Cy5p6p

(2¢10 = Ca) AT + [(245 = €26)Ds — Czala = [(2u45 + €2q)Ds — €10 tan 6,46 = ;5,6 (3.21)
—Cmu * A — (e Ds + cma)a + (I,Ds — ¢mg)8 = (CpseDs + Cmse)Se + CmspSyp .
Ds-AG =g

Donde pg es la masa adimensional, D, es el operador de derivada temporal adimensional, y
los pardmetros de control son funciones del tiempo adimensional £, para el caso del
movimiento longitudinal, o simétrico, s.

2m c d . 2Ug
te =—t (3.22)

= —_— D.=——
ks pSc S 2ugdt S ¢

En el caso del movimiento lateral el sistema linealizado adimensional queda:

(2uqDa = cyg)B = yp - B + Rlq — Cyr )P — Cyo - ¢ = Cy506;

—cg - B+ (I:Dg — c1p)p — (Do + 1r)? = (¢154Da + C150)8a + C1or6r

—cnp B — (IxzDa + cnp)P + (I,Dg — cnr)? = cnsaba + (CpgrDa + Cnsr)Or (3.23)
D,¢p =p +ttanb,

Dy =17/cos 6,

Donde y, es la masa adimensional, D, es el operador de derivada temporal adimensional, y
los pardmetros de control son funciones del tiempo adimensional f,, para el caso del
movimiento lateral, o asimétrico, a.

2m b d . 2u,

Ha =" 5h @ = Jugde a=7 (3:24)
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4 Derivadas de estabilidad

4.1 Movimiento longitudinal

Para realizar el estudio de las derivadas de estabilidad se utilizara el sistema de ejes de
estabilidad S. Recordando del apartado 1.1, se trata de un caso especial de los ejes cuerpo, en
que el eje x5 apunta en la direccion de la proyeccion de la velocidad en el plano de simetria de
la aeronave para la condicién de vuelo estacionario de referencia.

Las fuerzas que actuan sobre la aeronave se descomponen, como es habitual, en sustentacién
L (perpendicular a la velocidad V), resistencia aerodinamica D (paralela a la velocidad V),
empuje T y peso W, tal y como se muestra en la Figura 4.1.

Figura 4.1: Descomposicion de fuerzas.
En estos ejes la descomposicion de fuerzas resulta en:

X =Tcosar —Dcosa, + Lsina, (4.1)
4.1
Z =—Tsinar —Lcosa, — Dsina,
Dividiendo estas ecuaciones por el término pV2S/2, y asumiendo angulos ar y @, pequefios,
se obtiene su forma adimensional:
Cx =Cr—Cpt+cra,
(4.2)
Cz = —CrQr — €, — Cply
El angulo de empuje a; no se ve afectado por la perturbacidn, y si se considera muy pequefio
entonces el término crar se puede despreciar. Para calcular el momento de cabeceo M es
necesario contar con los puntos de aplicacidon de las fuerzas. La Figura 4.2 representa las
cuerdas medias del ala y la cola, y sus centros aerodindmicos AC.

V (Viento relativo) Tl S \.\

Figura 4.2: Aerodindmica longitudinal simplificada.
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La distancia entre diferentes elementos de interés en la Figura 4.2 se detallan en la Figura 4.3.

Figura 4.3: Distancia entre elementos de la aeronave.

Hay que tener en cuenta que la velocidad que percibe la cola se ve afectada en su direccién
debido a la estela del ala un angulo &, como muestra la Figura 4.4.

Figura 4.4: Contribucion al momento de cabeceo.

De la Figura 4.4 se pueden obtener las siguientes relaciones:
Cowb = Awp " Awp CLe = Q¢ * Q¢
Cmwb = Cmacwb + CLwp (B — Ryyp)
N S; pVZ ) (4.3)
CL=Cwb TNt CLt 5 Nt="77%
w S ’ pV2
Ay = Ayyp — € — it
El momento de cabeceo adimensional se puede escribir entonces como:

M _
Cm =7 = Cmacwp T CL (h = hnwp) = VicCre + cmr (4.4)
7,DVZSC_'
Donde se ha tenido en cuenta el momento propulsivo c¢,,r, y V4 es el coeficiente de volumen
del estabilizador horizontal (adimensional) que se aplica por el hecho de que c¢;; se
adimensionaliza con S; y no con S, y que incluye el brazo de palanca adimensional I, /¢:
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_ LS _ .S, _ S
VH=% o bien VH=;—;=VH—§t(h—hnwb) (4.5)

4.2 Derivadas de estabilidad longitudinales
e Derivadas respecto a a:

Para c,, derivando la ecuacidn (4.2) respecto a «, utilizando la regla del producto con el ultimo
término, se obtiene:

dc, dcy dcp Odc da,
_der 3 4.6
da Oda Oa + da & ta oa (4.6)

Teniendo en cuenta que da, /da = 1 entonces se obtiene:

dc, dcr Jdcp Oc
_9¢r _ 4.7
da da Oa + da & ta (4.7)

Particularizando para la condicién de referencia:

dc, dcp
—| =g =Cro—|— (4.8)
aa 0 xa LO aa 0
Procediendo de la misma manera para c, se obtiene:
dc,
—| =cq=—cCiq—c (4.9)
aal, za La — Cpo
En el caso del momento de cabeceo cy,q:
aCm aCmACWb = aCLt Cmr
—| =cpe=———+Cre(h—h —Vy—+-=" 4.10
oal, ™ oa ra( nwp) = Vi da  Oa (4.10)
Esta expresion se puede reescribir como:
Cma = CLa(h — hy) (4.11)
Donde h,, es el punto neutro de la aeronave:
1 aCmACwb = ath Cmr
h —h __( _7 +_) 4.12
nT b e\ da B 9a '~ oda (4.12)
La variacidon del momento de cabeceo con el
angulo de ataque es el principal indicador de la Cm
- L. X . X Equilibrio (Vuelo estacionario
estabilidad estdtica longitudinal. Si ¢y, <0 la de referencia)
aeronave tenderd a volver a original, y sera
estaticamente estable. Si ¢, = 0 entonces > «
serd neutra y si ¢pq > 0 la aeronave sera
inestable ante perturbaciones del angulo de Figura 4.5: Variacion del momento de
ataque. cabeceo con el dngulo de ataque (estable).
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e Derivadas respecto a u:
Hay tres posibles contribuciones diferentes asociadas a la velocidad:

A El nimero de Mach Ma.
A La presion dinamica Q.
& El momento del flujo de aire, efecto propulsivo en aviones de hélice.

La expresidn adimensional es entonces:

0 O0Ma 0 0Q 0 Jdcp 0

= — =t 4.13
dit 0t OMa 00U 0Q 01 dcy ( )
Respecto a la presion dinamica se tiene que:
1 u
Q==-pV? V?=w+wi+z2 d=— (4.14)
2 Up
Entonces es facil ver que:
a0 0Q 9V? ou 1
= == . — . =Zp - 2un.- — a2 .
aal, ‘avz ou oa|, 2P Mo Mo =AM (4.15)
Las derivadas respecto a u son entonces:
dcr dcp 5 |9¢h dcp
= — = - — + 1—— .
Cou = V% 5Ma " aMal, P 131, TN T ae (4.16)
dcy, dcy, dcy,
= —May |[—| —pu2|[—| — — .
Czu aO aMa o puo aQ o CTu aCT o (4 17)
dcm dcm dc,
= —Ma, |[—— 21— — )
Cmu aO aMa o puO aQ o CTu aCT o (4 18)

e Derivadas respecto a g:

En el caso de la velocidad angular de cabeceo g se separan las contribuciones de la cola y las
del conjunto ala-fuselaje.

Para la contribucién de la cola se debe tener en cuenta que el aumento de angulo de ataque
que percibe, debido a la velocidad angular, produce un incremento en la sustentacion vy el
momento de cabeceo. De la Figura 4.6 se deduce que:

l
ACLt = atAat = atE
Ug
St St qly
ACL = ?ACLt = Eatu—o (4.19)
l
Acm = _VHACLt = _atVH%

0
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Figura 4.6: Contribucidn de la cola.
Para derivar c,:

d(Acy) Sl

3 a < " > (CZ‘I)t = —2a,Vy (4.20)
Para derivar ¢,,;:
d(Acy,) l; l;
aq’" = —atVHu—O = (cmg), = —2a.Vy — (4.21)

Para la contribucién del ala se debe considerar que la velocidad de rotacién produce una
velocidad vertical variable a lo largo de la cuerda del ala, como muestra en la Figura 4.7.

Figura 4.7: Efecto del cabeceo en la velocidad vertical de la cuerda del ala.

Si se considera hy como la posicién del centro de gravedad CG que hace que c,, sea nulo,
entonces la variacién del angulo de ataque en ese punto debido a la rotacidn sera:

_ _ qcAh R
Awp, = qc(h — hg) = q¢Ah = @ = ———=—24Ah (4.22)
0
Y por lo tanto el incremento en la sustentacién es de:
Ac; = cpqa = —2¢1,GAR (4.23)
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Finalmente se puede obtener la contribucion del conjunto ala-fuselaje a la derivada c4:
(Czq)wb = —Cpq = 2¢14AR (4.24)
El momento de cabeceo se puede escribir como:
(Cmlwb = Cmacwp + cL(h — Rpyp) (4.25)
De manera que:

dCmacwb
(ema)yy = =55~ 26talh = ho) (h = hnup) (4.26)
Esta expresion puede reescribirse en términos de su valor maximo (menos negativo) Cp,q v la

posicion correspondiente del centro de gravedad h.

_ —\2
(¢mq),,, = Cmq = 2¢La(h —h) (4.27)
e Derivadas respecto a a:

Ante un cambio en el dngulo de ataque la distribucion de presion no se adapta
instantdneamente a la nueva distribuciéon de equilibrio. Por el contrario, hay que tener en
cuenta la aerodinamica transitoria, algo que se deja para la asignatura “Aeroelasticidad vy
vibraciones” y que no se ve en este curso.

Por otro lado, si que se puede considerar el retraso que se produce entre que se modifica la
estela, y ésta llega a la cola. Este retraso es de valor At = [, /u,. La variacidn de la deflexion de
estela se puede escribir como:

e =~ % YAt = O e L (4.28)
T T T Toa uy % '
Para c, se tiene:
A A e L A, =2ta (4.29)
Cre = aday = a0 —— = (L =<5 Ac .
Lt tBa¢ t% 5y % L= g B
Finalmente:
dc, dcy, dc; 2ug de
“aT%9& " aa  9a ¢ “VH 5 (4.30)
Para ¢, se tiene:
L0 I,
Acmt = _VH . ACLL' = _VHataau_O (4.31)
Finalmente:
dcy, dcy, 2uy l; 0¢
S == .~ = 2q,V, —— 4.32
ma =58 da ¢ U 9 (4.32)
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4.3 Derivadas de estabilidad laterales

Las acciones aerodindmicas del movimiento lateral son la fuerza lateral Y y los momentos de
guifiada N y balance L, definidas como:
L 1, 1,
Y = EpuOScy N = EpuOSbcn L= EpuOSbcl (4.33)
En la condicion de vuelo estacionario de referencia cy, ¢; y ¢, son nulos. Estos coeficientes son
funcién del angulo de resbalamiento S, definido por:

inf =1 - p~— (4.30)
sinf=-=—— = ~— 4.34
Vo Vu? +v2 +w? Ug

e Derivadas respecto a 3:

La contribucidn principal a ¢, g viene del estabilizador vertical (en inglés, fin). Considerandolo
como un perfil simétrico, el angulo de ataque que ve el estabilizador vertical es § — g, donde &
es la deflexion de estela lateral, y es dificil de estimar. Se obtiene por lo tanto:

S 0o\ S
(cy)f =—ar(B - a)?f = Cyp = —af (1 - @)f (4.35)

Donde af es la pendiente del coeficiente de sustentacidn del estabilizador vertical.

En cuanto a la derivada Cig, Una aeronave sera lateralmente estaticamente estable si esta
derivada es negativa. Los cuatro factores principales que contribuyen a la estabilidad lateral,
que se ilustran en la Figura 4.8 , son los siguientes:

1. Angulo de diedro del ala positivo:

El dangulo de diedro modifica el dngulo de ataque que ve cada semi-ala debido al resbalamiento
de forma asimétrica. Cuando es positivo (la punta del ala apunta hacia arriba) el momento de
cabeceo que se genera por la diferencia de sustentacidn de cada ala es negativo.

2. Flecha del ala positiva:

La flecha positiva (con las puntas apuntando hacia atras) hace que, ante un resbalamiento
positivo la magnitud de la velocidad perpendicular a cada semi-ala sea mayor en la derecha
que en laizquierda, lo que de nuevo genera un momento de balance negativo.

3. Estabilizador vertical:

El estabilizador vertical se comporta como un perfil simétrico. El angulo de resbalamiento
positivo genera una “sustentacion” (fuerza lateral) hacia la izquierda. Dado que el centro de
presiones del estabilizador vertical esta por encima del centro de gravedad, el momento de
balance que genera es negativo.

4. Posicion del ala elevada:

El flujo de aire que circula sobre el fuselaje modifica el angulo de ataque que ve cada semi-ala.
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| -"\\E;
|} - ]

AL <0

Figura 4.8: Factores principales que contribuyen a la estabilidad lateral.

Por ultimo, la derivada c,p representa la estabilidad direccional (es la derivada de la veleta).
Una aeronave es direccionalmente estable si esta derivada es positiva. El principal factor que
favorece esta situacion es el estabilizador vertical. En la Figura 4.8 puede comprobarse cdmo la
fuerza Y; sobre el estabilizador vertical tiende a alinear la aeronave con la corriente. La flecha
del ala positiva (hacia atras) también mejora la estabilidad direccional, pues aumenta la
resistencia de la semi-ala con mayor velocidad perpendicular a si misma.

e Derivadas respecto a p:

La derivada ¢, cuantifica la contribucion de la velocidad de balance a la fuerza lateral, y
habitualmente se puede despreciar. En caso contrario deberd tenerse en cuenta la
modificacién del angulo de ataque del estabilizador vertical debido a la velocidad de balance y
a la variacion de la deflexion lateral de estela con la velocidad de balance:

Mr=—gz+fk=—“@ﬁ—gg (4.36)
=" " Pap” TP\*Y T ap '
Entonces se tiene:
S S S z do
_ f _ f _ f f
ACy = ACyf ? = aanf ? = Cyp = —Ay ? (2 ? — a_pA) (4.37)

La derivada ¢y, representa el efecto cruzado de la velocidad angular de balance en el
momento de guifiada. Sdlo el estabilizador vertical y el ala contribuyen a esta derivada. El
efecto de la cola se encuentra considerando el momento de la fuerza lateral Y:

Sel z do
fi(z_f_

; ap) (4.38)

f
Acny = —hey =4 = (cnp)f =ar<

En el ala se producen dos efectos diferentes y con resultados contrarios. Por un lado, una
velocidad de balance positiva (con la semi-ala derecha bajando y la izquierda subiendo) induce
un aumento del dngulo de ataque en la semi-ala derecha, y una disminucién en la izquierda.
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La sustentacién, y por lo tanto la resistencia inducida, se ven afectadas de la misma manera. El
cambio en la resistencia origina un momento de guifiada positivo (estabilizador).

Pero por otro lado, para vuelo subsdnico (o si el flujo en el borde de ataque es subsénico), la
succion del borde de ataque se hace mayor en la semi-ala derecha. Esto origina una inclinacién
de la sustentacién hacia adelante, y hacia atrds en la semi-ala izquierda. Por lo tanto se
produce un momento de guifiada negativo.

Ambos efectos se ilustran en la Figura 4.9.

L : Fuerza hacia
Sustentacién perpendicular

Flujo relatl‘Y ° Aa, = by >0 al flujo relativo x\_xad/elante
AN / Uo ) ]
Xom_ Y>>0 e f Ysm Flujo relativo ,
~\p - ~p N =
T
; e
y<0
AN o
Flujo réi;tivo o~ Flujo relativo —
!
/ Fuerza hacia atras

Aal=g<0
Ug

Figura 4.9: Contribucién del ala a la derivada cy,.

Finalmente la derivada ¢y, es la llamada derivada de amortiguacion del balance. Sélo el ala
contribuye significativamente a esta derivada de la misma forma que ocurre con cy): la
variacion de angulo de ataque debido a la velocidad de balance produce una variacion de la
sustentacion. Esta tiende a contrarrestar la velocidad de balance, y por tanto C1p €s negativo.

e Derivadas respectoar:

Las derivadas ¢y, y ¢, presentan principalmente una contribucion del estabilizador vertical. La
velocidad angular de guifiada r induce un angulo de ataque en el estabilizador Aay que se
corrige también por la asimetria de la deflexidn de estela lateral:

Tl do (. lf 0do
A(Zf=u—0+1'—:7" 254‘6? (439)

ar
La variacion de fuerza lateral en el estabilizador vertical, y el momento que ésta produce en
torno al eje zg, son:

S lr do
A—f<21+

z
(Acy), = arf (25 a%) (Bc); =4 (Acy), (4.40)

Y por lo tanto las derivadas correspondientes son:

Sf lf do lf do
Acyr =ap—o|2,+52)>0 Acny = —apVy |25 +55) <0 (4.41)
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Donde V}, es el coeficiente de volumen del estabilizador vertical:

IrS
_TIr 4.42
V=3 (4.42)

Finalmente ¢, representa el efecto cruzado de la velocidad angular de guifiada en el momento
de balance. Una velocidad de guifiada positiva produce un aumento de la velocidad vista por la
semi-ala izquierda, y una disminucidn vista por la semi-ala derecha.

Au = —yr (4.43)

La sustentacién varia de la misma forma, por lo que se produce un momento de balance
positivo, como se muestra en la Figura 4.10.

Figura 4.10: Contribucion del ala a la derivada cy,..
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5 Estabilidad del movimiento no controlado

5.1 Modos longitudinales

Considerando el sistema linealizado adimensional para el movimiento longitudinal de la
ecuacion (3.21), si se anulan los parametros de control (los términos de la derecha), el sistema
describe el movimiento libre de la aeronave. Se puede escribir de forma matricial como:

[ZHSDS — 2¢pptan by — Cyy “Cxa Cro 0 1At 0
l 2CLO —Cau (2.“3 - Czd)Ds — Cza _[(Zﬂs + Czq)Ds — Cpotan 90] 0 I a (| _ 0 (5 1)
| ~Cmu _(Cmst + Cma) 0 ins ~ Cmq | A’\e 0 )
[ 0 0 D, -1 1\a 0
Se considerardn soluciones de tipo exponencial, es decir:
Al = Aii - e a=a-ells 5.2)
AB = AB - eMs G=4q-els

Donde se ha denotado la amplitud de la soluciéon de cada variable por una tilde (~). Los
autovalores A se obtienen de la ecuacion caracteristica del sistema, de la forma:

/14 + a3l3 + azlz + a1/1 + aO =0 (53)

En general los autovalores A seran complejos, igual que los coeficientes Afi, AG, & y §. Sin
embargo, dado que los coeficientes a3, a,, a; y ag de la ecuacion caracteristica son reales, si
una raiz de la ecuacién es compleja, su conjugado también sera raiz de la ecuacién. Por lo
tanto los autovalores se pueden escribir de la forma:

A=ntiw (5.4)

Los autovectores asociados a raices conjugadas seran también conjugados. En funcidn del
signo de n, el comportamiento dinamico sera estable, sin < 0, o inestable, sin > 0.

Por lo general interesa analizar los siguientes pardmetros:

e PeriodoT =21/ w.

e Tiempo en el que se la amplitud se hace el doble (inestable) o la mitad (estable) t,.
e Ciclos en que la amplitud se hace el doble (inestable) o la mitad (estable) N,.

e Incremento o decremento logaritmico, la relacion entre picos sucesivos 9.

Se definen la frecuencia circular no amortiguada w,, y la relacién de amortiguacién & como:
n
wp =02 + 12 {=—— (5.5)

Entonces los pardmetros anteriores se pueden escribir en funcidn de estos dos.

Para el tiempo doble o el tiempo mitad, segun si el modo es inestable o estable:

_In2 0693

t,=—~
Inl  I§lwy

(5.6)
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Para los ciclos doble o los ciclos mitad, segun si el modo es inestable o estable:

t, w In2 w w 1-¢2
NZ =T=t2—=—'—3011'_=011

y- > (5.7)
2r 2m |n| [n| €]

Y para el incremento o decremento logaritmico se tiene:

ents €] 0.693
d=In|———|=—-nT=2n ~ — (5.8)

en(Es+T) h-e N

Habitualmente, para aviones convencionales, aparecen en el modo longitudinal dos pares de
raices conjugadas, que se corresponden con dos modos de oscilacién: el modo de corto
periodo y el modo fugoide.

5.2 Modos longitudinales — Ejemplo numérico

El modo de corto periodo se caracteriza por tener una velocidad casi constante y una variacién
del angulo de ataque y del angulo de cabeceo considerable. El autovector tendra por tanto
unas componentes con orden de magnitud aproximadamente como el que sigue:

Amplitud Fase

A8 1 0°
AL 0.029 76°
a 1081 28.3°
g 0017 117°

Tabla 5.1: Autovector del modo de corto periodo.

El modo fugoide se caracteriza por mantener constante el angulo de ataque, mientras que la
velocidad y el angulo de cabeceo varian de forma considerable. El autovector tendra por tanto
unas componentes con orden de magnitud aproximadamente como el que sigue:

Amplitud Fase

A 1 0°
Al 0.623 117°
a 0.036 76°
q 0.0012 117°

Tabla 5.2: Autovector del modo fugoide.

5.3 Modos longitudinales — Aproximacion
Los modos se aproximan forzando los resultados anteriores en el sistema de ecuaciones (5.1).
e Modo de corto periodo:

Para este modo se toma como referencia el vuelo horizontal (es decir, 8, = 0) y se impone
Afi = 0 directamente. La ecuacién en X (la fila 1) se elimina al considerar el equilibrio
longitudinal de fuerzas (movimiento no acelerado).
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De la fila 4 se deduce D;A8 = §, que se puede reemplazar en la segunda fila, obteniendo
finalmente el sistema reducido:

(Z.US - Czt'x)Ds — Cza —(2/15 + CZQ) a 0
BN 59

_(Cmst + Cma) fst ~ Cmgq @ 0

Sustituyendo las soluciones de tipo exponencial (ecuacion (5.2)) se obtiene:

(Z.US - Czd)Ds — Czq _(Z.Us + Czq) R a 0
) . eMs = (5.10)
—(cmaDs + cma) Ist ~— Cmgq q 0
Aplicando los operadores de derivacidn D, se puede escribir:
(2.“5 - Czéc)/1 — Czq _(2.‘15 + Czq) . a 0
X cets] b = (5.11)
—(Ccma + Cma) [yAd = Cmq q 0

La ecuacién caracteristica del sistema, que se obtiene igualando el determinante de la matriz a
cero, es entonces un polinomio de segundo grado:

iy(Z/ls = ) — [Cmq(zl-‘s =) t+ iycza + Cmd(ztus + Czq)])L + [Czacmq - Cma(zlls + Czq)] =0 (5.12)
Esta ecuacidn se puede escribir de la siguiente forma:
A+ QREwIA+ w2 =0 (5.13)

Donde:

. = Czacmq - Cma(zrus + Czq)
" Iy (2#5 - Czér)

. (5.14)
f Cmq (Zﬂs - Czd) + chza + Cma (2/'{5 + Czq)
2\/fy [2#5 - Czd] ' [Czacmq - Cma(zrus + Czq)]
Si ademas se considera que ¢, <K 2y y también c,, < 2ug entonces:
CzaCmq — zﬂscma

W, = =
2uqly,

(5.15)

Zﬂs(cmq + Cméz) + iycza

2\[2.“511/ ) [Czacmq - Zﬂscma]

&=

e Modo fugoide:

Para el modo fugoide se impone directamente a y § nulos. En la practica esto quiere decir que
el momento de cabeceo M tiene una variacidn muy gradual en el tiempo. De nuevo se toma
como trayectoria de referencia el vuelo horizontal con 6y = 0.
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Se descartan la ecuacion del momento de cabeceo M (tercera fila) y la de la velocidad angular
de cabeceo § (cuarta fila). Utilizando sélo la primera y la segunda fila se obtiene el sistema

All 0
RN
AO 0

La ecuacién caracteristica se obtiene de la misma forma que para el modo de corto periodo:

reducido:

Zﬂst — Cxy Cro

2C10 = Coy _(Zﬂs + Czq)Ds

2.“5(2/15 + Czq)/lz - Cxu(z.us + Czq)/l +cp0(2cpo — ) =0 (5.17)
Esta ecuacion se puede escribir de la siguiente forma:
A+ QREwIA+ w2 =0 (5.18)

Donde:

. = \/CLO(ZCLO — Czu) N Vero(2er0 = ca)
=

25 (215 + c4q) 24
(5.19)
= _ Cxu 2#5(2[15 + Czq) N Cxu
4/'15 CLO (ZCLO - CZ‘U.) 2\/CL0 (ZCLO - Czu)
En el caso particular de que el empuje no varie con la velocidad y no haya efectos de
compresibilidad, puede deducirse que ¢y, = —2¢pg Y ¢z, = 0, y por lo tanto:
CLo 1cp
Wy = ¢ —-— 5.20

5.4 Modos laterales

De nuevo, considerando el sistema linealizado adimensional para el movimiento lateral de la
ecuacion (3.23), salvo la quinta ecuacidn, si se anulan los parametros de control (los términos
de la derecha), el sistema describe el movimiento libre de la aeronave. En forma matricial:

20qDg — Cyp —Cyp 2pq — Cyr —Cro ’3 0
_Clﬂ IxDa — Clp —(IxzDa + Clr) 0 ﬁ _ 0 (5 21)
[ —Cnp —(LezDg + cnp) 1D — cny 0 J T 0
0 1 tan 8, —p, | \® 0
Se consideran soluciones de tipo exponencial, es decir:
B . o AL A = AL
= . e a = . e a
B=p A p=pe (5.22)
P =7-elta ¢ =¢- eta
De nuevo la ecuacion caracteristica del sistema sera un polinomio de cuarto orden:
2.4 + a3l3 + azlz + a1/1 + ag = O (523)
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Habitualmente para un avidon convencional se encuentran dos raices reales negativas
(estables) y un par de raices complejas conjugadas, que se corresponden con tres modos de
oscilacién: las raices reales representan el modo espiral y el de convergencia en balance, y el
par de raices complejas representa el modo de oscilacion lateral, también llamado balanceo
holandés.

5.5 Modos laterales — Ejemplo numérico

Para un avién convencional de transporte de pasajeros (B747-100) el polinomio caracteristico
presenta los siguientes valores tipicos:

ag = 9.36733 - 1077 a; = 1.03288-1073

(5.24)
a, = 149776 - 1072 a; = 8.040425- 1072
Las raices del polinomio son:

Modo espiral: ~ 4; = —9.19103-10™*
Convergencia en balance: 1, = —7.11989 - 1072 (5.25)
Balanceo holandés: 13,1, = —4.1435-1073 +i-1.1972- 1071

Los tres modos tendrian entonces los siguientes valores numéricos:
e Modo espiral:

El modo espiral se caracteriza principalmente por tener 8, p y ¥ pequefios, por lo que las
fuerzas aerodindmicas serdn pequefias. Se puede considerar un modo débil con un tiempo
caracteristico largo (baja frecuencia).

Amplitud Fase

B 0.001188  180°
¢ 0176319  180°
v 1 0°
p  0.000162  0°
£ 0.000919  180°
r  1086.72 180°

Tabla 5.3: Autovector del modo espiral.

El desplazamiento lateral adimensional se ha obtenido de:

Y +p
VE = 1

(5.26)

El desplazamiento dimensional para un angulo 1 dado se obtendria, en el caso del B747-100,
con b = 60 m, y considerando ¥ = 20° = 0.35 rad, como:

b . 60
Yp =59 =5 035108672 = 11410.56 m (5.27)
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e Convergencia en balance:

Este modo es una rotacion pura alrededor del eje x. Cabe destacar que p es la principal
magnitud aerodinamica. Por ello la contribucion de la derivada ¢, resulta fundamental,
mientras que las derivadas respecto a 7 resultan despreciable en comparacién.

Amplitud Fase
0.019789 180°
1 0°
0.055953 180°
0.071200 180°
0.003984 0°
r 1.063815 0°

TSI

>

Tabla 5.4: Autovector de la convergencia en balance.

e Balanceo holandés:

Puede verse que los angulos 8, ¢ y ¥ son del mismo orden de magnitud, y que 7 es un orden
inferior. Ademas B y ¥ son practicamente iguales y opuestos. Por tanto la velocidad lateral
absoluta y; (en ejes tierra) es muy pequefia y la aeronave sigue una trayectoria casi rectilinea.

Amplitud Fase

B 0327081  -28.1°
¢ 1 0°

¥ 0306955  155.7°
p 0119788  92.0°

£ 0036770  -112.3°
0242012  -164.2°

Tabla 5.5: Autovector del balanceo holandés.
Para una oscilacion lateral de ¢ = 20° = 0.35 rad, la amplitud del desplazamiento lateral es:

b 60
Ve =5 ¢ 9 =5 -0.35-0.242012 = 254 m (5.28)

5.6 Modos laterales — Aproximacién
e Modo espiral:

De los valores tipicos en un aviéon convencional para los coeficientes de la ecuacidon
caracteristica se encuentra que el término a, es mucho menor que los demas. Esto permite
pensar que la primera raiz A; sera también pequefa (si se tuviera a; = 0 entonces 1; = 0).
Despreciando las potencias de orden superior 12, 13 y 1* se obtiene:

Qo

M x = —=-9.06914- 107 (5.29)
1
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e Convergencia en balance y balanceo holandés:

Se puede buscar la solucidon de una forma similar al caso longitudinal. Una primera hipdtesis
seria considerar que la convergencia en balance y el balanceo holandés son modos que
implican una separacion pequeia de la trayectoria rectilinea.

Suponiendo directamente que la trayectoria del centro de gravedad CG es rectilinea se
obtiene, por un lado, que:

Y=-p (5.30)

Por otro lado, la fuerza lateral debe ser nula, por lo que se puede dejar de lado esa ecuacién,
primera fila del sistema (5.21).

Si se supone también que el vuelo es horizontal, es decir 8, = 0, entonces combinando la
quinta ecuacidn del sistema (3.23) con la ecuacion (5.30) se tiene:

D,y =7 =—-D,B (5.31)
Entonces finalmente el sistema reducido queda:

fxth% + ¢ Dy — G ixDa —Cip {ﬁ} {0} ( )
= 5.32

szg - CnrDa + Cnﬁ ixzDa + Cnp ﬁ 0

La ecuacidn caracteristica es un polinomio de tercer grado. Haciendo la suposicién adicional de
que el producto de inercia I, es pequefio, esta ecuacion sera:

LE,23 = (Lecny + Tp15) 22 + (—cppCnp + Lxcng + cipCnr )2 + (C1pcnp — Cipnp) =0 (5.33)
Esta ecuacién puede rescribirse como:

LE23 — (Lecny + Trc1p) 22 + (—cprCnp + CipCnr )2 + C1pcny
ixl - Clp

+ Cnﬁ =0 (534)

Considérese la variacion de c,g desde 0 hasta co. Cuando ¢,p = 0 se tienen tres raices, los
ceros del numerador. Dos de esas raices A, y A, serdn complejas conjugadas. Por otro lado, si
Cpp = @ entonces las dos raices complejas tienden a tico, y la tercera es el cero del
denominador, asociada a la convergencia en balance:
Cl
p
A3 == (5.35)
Iy
Donde hay que recordar que ¢;, < 0. Esta raiz también se puede obtener de la primera
ecuacion del sistema (5.32), escribiendo la relacién entre § y p como:
.B Ix/1 —Cip

p Ixz + Cir ap

-41 -



Alejandro Roger Ull Mecanica de vuelo Il

Suponiendo que el angulo de deslizamiento § es pequefio se obtiene de nuevo el resultado
(5.35). Una aproximacion para obtener las raices complejas conjugadas consiste en suprimir la
velocidad de balance p. Esto da lugar a una oscilacién plana en guifiada y deslizamiento.
Entonces, considerando la segunda ecuacién del sistema (5.32) se tiene:

[A% = cppd + cpp = 0 (5.37)

5.7 Resolucion general

Resolviendo cualquiera de los dos sistemas completos, ya sea el longitudinal (5.1) o el lateral
(5.21), se obtienen 4 autovalores A; con sus correspondientes autovectores ;. Los autovalores
y los autovectores forman pares complejos conjugados.

Normalmente se normalizan los autovectores de forma que el mddulo de una de sus
componentes (por ejemplo Aii en el caso longitudinal) sea 1.

La solucién de cada variable serd una combinacién lineal de cada una de las soluciones
obtenidas:

4
ij = Z kivij . e’lif (538)
i=1

Donde cada amplitud k; representa el peso del autovalor A; en la solucién. Si se considera el
instante inicial las exponenciales son 1, por lo tanto, para las condiciones iniciales:

4
Ax](f = O) = A.X'Oj = Z kivij (539)
i=1

Entonces se puede escribir el sistema:

vl - = 5.40
14320 = { (5.40)
ky Axoq

Donde [v] es la matriz formada por los autovectores en columna. Este sistema se puede
resolver invirtiendo la matriz [v] para obtener los valores de las amplitudes k; aplicando las
condiciones iniciales. Estas amplitudes k; forman también pares de valores complejos
conjugados.

A partir de las amplitudes se puede obtener el valor de cada coeficiente AX;; = k;v;; de la
solucion de Ax;. Desarrollando los valores complejos de estos coeficientes en forma polar se
obtiene:

-42 -



Alejandro Roger Ull Mecanica de vuelo Il

4
AXj = ZAfU . e’llf =
i=1
4
= ZlAfijl el Py . p(itiw)t —
i=1
4
= zlAfijl . enit . pl(wit+ei) —
i=1
4
= Z|Afij| -e™it - (cos(w;t + ;) +1i-sin(wit + @) (5.41)
i=1

Tanto los autovalores A; como los coeficientes AX;; correspondientes forman pares de
numeros complejos conjugados. Esto hace que haya pares de senos y cosenos con el signo
opuesto en el argumento.

Dado que cos(—a) = cos(a) se duplican los términos con cos(a)l-f + (pij). Por otro lado,
como sin(—a) = —sin(a) se eliminan los términos con sin(a)l-f + <pij). Entonces se puede
escribir:

Ax; = 2 - [A%y;| - e™ - cos(wyt + @) + 2+ [A%y;] - €™t - cos(wst + p3;)  (5.42)
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6 Respuesta en lazo abierto

6.1 Introduccidn

Tanto para el movimiento longitudinal como para el lateral, los sistemas de ecuaciones
linealizados (3.21) y (3.23) se pueden escribir en forma genérica matricial como:

Ax=Bc (6.1)

Donde A es un operador matricial que actda sobre el vector de variables de estado x(t), y B es
otro operador matricial que actta sobre el vector de parametros de control c(t). Por lo
general X(t) y 8(t) son funciones del tiempo, pero no los operadores matriciales Ay B.

La respuesta a los controles en lazo abierto consiste en determinar el vector de estado x(t) a
partir de una entrada c(t) conocida y arbitraria (problema directo). También puede resultar
interesante obtener la entrada necesaria c(t) para tener una respuesta X(t) deseada
(problema inverso).

6.2 Movimiento longitudinal

Las matrices del sistema (6.1) para el caso longitudinal son:

2psDs — 2cpp tan By — Cxy ~Cxa Cro 0
A= 2CLO — Czu (Zﬂs - Czo'z)Ds — Cza _[(Z.US + Czq)Ds — Cpo tan 00] 0
—Cmu —(cmeaDs + Cma) 0 ins — Cmgq
0 0 D, 1
All 0 Cxép s (6-2)
a c 0 e
A 1 I [ wo=["
AAH CméeDs + Cmse Cmép Sp
q 0 0

6.3 Movimiento lateral

Las matrices del sistema (6.1) para el caso lateral son:

[Zﬂa —Cyp 20q — Cyr _CLO]
A i —cw iDg—cp  —(LhDatey) O |
—Cnp —(le2Dg + cnp)  I,Dg 0
l o 1 tan 6, —p,]
(6.3)

B 0 Cysr s

X(t) — IAJ B = ClSaDa + Cisa Cisr C(t) — [ a]
r Cnéa narD + Cnér 57«
o) 0 0
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6.4 Transformada de Laplace

Los problemas lineales, como el de pequefias perturbaciones, se pueden tratar mediante las
transformadas de Laplace. Para una funcién del tiempo arbitraria f(t) con f(0) =0 la
transformada de Laplace L(f(t)) = f(s) se define como:

fo = [ f@-ea (6.)
0
Una de sus propiedades es que la transformada de la derivada temporal f(t) es:
o = [ f@- e de =5~ FO) = 570s) (6.5)
0

Ademas los teoremas del valor inicial y el valor final establecen que:
lim £(¢) = lim sf(s) lim £(t) = limsf(s) (6.6)

t—0 S—00 t—oo s—0

La Tabla 6.1 muestra las transformadas de Laplace mas frecuentes:

f@® f(s) f@® f(s)
1 . a
t =3 sin(at) 12
n n! S
t oY cos(at) Tra
eat 1 t Sin(at) L
s—a (s% +a?)?
1 s? —a?
t- eat m t COS(at) m
tn . eat Ll eat. sin(bt) #
(s —a)™t (s —a)? + b?
a-f(t) a-f(t) e . cos(bt) %
t" - f(6) (D" ;S—nnf (s) sinh(at) #
e f(t) f(s—a) cosh(at) ﬁ
o(t) 1
s 1 T
6(t - T) e T \/E ;
1) z
s
—sT
1 -T) © o SF(s) - £(0)
. _
ft=T)-1(t=T) e=ST - L(f (D) f f(r)dr f(s)
0 s

Tabla 6.1: Transformadas de Laplace.
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En la practica la transformada inversa se obtiene mediante el uso de la Tabla 6.1. En algunos
casos es conveniente aplicar el método de las fracciones parciales. Con este método se
consigue descomponer una funcién transformada x(s) en elementos sencillos como los de la
Tabla 6.1, de forma que se pueda obtener entonces la funcion x(t) directamente. Por ejemplo,
si se considera la siguiente respuesta:

1
x(s) = 6.7
) s(s2 + 28wys + w?2) (67)
La respuesta se puede escribir a partir de las raices del denominador 4, y A, como:
(s) _ 63)
x(s) = .
s(s =4 —13)
A su vez esta expresidn se puede descomponer en fracciones parciales:
() = 2 (69
x(s) =— .
s s—A4 s—41,

Para obtener los valores de A, B y C basta con desarrollar la ecuacidn (6.9) en términos de s:

_ A B C

x(s):§+s—/11+s—12:
_A-(s—ll)(s—lz)+B-s(s—/lz)+C-s(s—/11)_
B s(s =21)(s —1z) B
AP+ (A )5+ A A) + B (52— 2p5) + C - (5% — Ags)
B s(s=21)(s —24z) B
_ s2(A+ B +C) +s(A(4 + 1) + By + CAy) + (A1 4;)
B s(s=2)(s—43)

Entonces, igualando con la ecuacién (6.8) para cada grado de s que haya en el numerador:

(6.10)

4 1
)
A+B+C=0 172
1
A4 +1,)+ B, +CA, =0 B=—— 6.11
(A4 2) 2 1 = ALy — A) ( )
Alllzzl
co— 1
A(A1 — 43)

Y ahora obtener la transformada inversa se puede hacer inmediatamente usando la Tabla 6.1.

Si una raiz aparece mds de una vez, sus potencias deberan utilizarse en el desarrollo. Si un
polinomio no se puede descomponer en raices reales, en el numerador debe aparecer un
polinomio de un grado menos que en el denominador.

s2+1 A N B N Cs+D
(s—1)(s—-1)(s2+s+1) s—-1 (s—1)2 s24+s+1

x(s) = (6.12)

Otra opcidn es trabajar con nimeros complejos y hacer el desarrollo normalmente.
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6.5 Funciones de transferencia

De forma esquematica la respuesta en lazo abierto se representa como en la Figura 6.1:

c(s) x(s)

— > G(s) —>

Figura 6.1: Sistema en lazo abierto.
Donde la relacion entre X(s) y €(s) es a través de la funcion de transferencia G(s) como:
X(s) = G(s) c(s) (6.13)

Las transformadas de A y B se obtienen remplazando los operadores de derivacién Dg o D,
por la variable s, como resultado de la ecuacién (6.5). La funcion de transferencia se puede
obtener entonces como:

G(s) = A~1(s) B(s) (6.14)

Una vez se obtiene la respuesta X(s) en el dominio de la variable compleja s se puede aplicar
la transformada inversa de Laplace para obtener la respuesta en el dominio temporal x(t).

6.6 Respuesta a la funcion escalén

La funcidn de escaldn unitario se define como:

0 t<0
1 t=0
La transformada de Laplace de esta funcion es:
_ 1
1(s) = 5 (6.16)

Ante una entrada escaldon del timén de profundidad (la primera componente del vector de
control longitudinal) la respuesta dinamica del sistema, llamada respuesta escalén, o
admitancia indicial a, viene dada por:

_ 1
a(s) = G4(s) 5 (6.17)

Donde el vector G,(s) hace referencia a la primera columna de la funcién de transferencia
G(s). Aplicando la transformada inversa de Laplace se obtendria la respuesta temporal a(t).

6.7 Respuesta a la funciéon impulso

La funcién impulso 6 (t) se define como:

1/e 0<t<e
fi(t) = { = 6(t) =limf;(t) (6.18)
0 t<0, t>c¢ &0
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La transformada de Laplace de esta funcion es:
5(s)=1 (6.19)

La llamada respuesta impulsiva h(s) coincide entonces con la primera columna de la funcién
de transferencia G4 (s) si se considera una entrada del timon de profundidad:

h(s) = G,(s) - 1 (6.20)
Por otro lado, resulta evidente que la funcién impulso es la derivada de la funcién escalén:

=686t e h(s)=s-a(s) (6.21)

6.8 Respuesta a una funcion sinusoidal
Una funcién sinusoidal tiene la forma:
f(t) = Acoswt = A - Re(el®?) (6.22)

En este caso es necesario considerar que la entrada ha estado actuando el tiempo suficiente
como para que los efectos transitorios hayan desaparecido y quede Unicamente la respuesta
estacionaria sinusoidal. Por ello no tiene sentido hablar en este caso de transformadas de
Laplace, sino que se fuerza que la solucién sea del tipo:

x(t) = xye't (6.23)

Introduciendo esta solucién en el sistema (6.1) para una entrada sinusoidal de amplitud
unitaria en el timén de profundidad, se obtiene:

X9 = Gy (iw) (6.24)

6.9 Respuesta a una funcion arbitraria

Una funcidn arbitraria f(t) puede discretizarse como una sucesion de entradas rectangulares
de altura f(t;) como se ve en la Figura 6.2.

f()

A

v

to t; t t; —> At +—

Figura 6.2: Discretizacion de una entrada arbitraria.
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Estas entradas rectangulares, en el limite cuando At tiende a 0, se pueden escribir a partir de
la funcién impulso:

f@® = f(t)-6(t—t;)-dt (6.25)

La respuesta en un instante t sera entonces la suma integral de las respuestas de cada uno de
estos impulsos entre 0 y t, es decir:

t t
x(t) = f h(t—1) - f(r)dr = f h(t) - f(t—1)dr (6.26)
0 0

Esta es la Ilamada integral de convolucidn. A partir de la respuesta impulsiva se puede obtener
la respuesta a una entrada cualquiera mediante la integral de convolucién anterior. Se puede
obtener esta misma expresion trabajando con entradas de tipo escaldn.
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7 Respuesta en lazo cerrado

7.1 Introduccidn

En comparacion con el sistema en lazo abierto esquematizado en la Figura 6.1, en el que la
relacion entre la entrada y la salida tiene una Unica direccién, para un sistema en lazo cerrado
como el de la Figura 7.1, se utiliza informacion de la salida para modificar la entrada.

v

F(s)

H(s)

Figura 7.1: Sistema en lazo cerrado.

Tipicamente, para un sistema de control de vuelo lineal y estacionario, el diagrama de bloques
es como el que se muestra en la Figura 7.2:

e

G'(s)
+
r e + X y
—0O— 1® G(5) D(s) —
+ X +
— +
c
»  E(s)
+
Z
H(s) f
+
n
Figura 7.2: Diagrama de bloques de un sistema de control de vuelo.

r Referencia o entrada px1 H Realimentacién pXq
zZ Realimentacion px1 ] Error mxp
e Error o actuacién pXx1 G Aerodindmica nxm
C Control mx1 G'  Rafagas nxl

g Réfagas Ix1 D Salida qxn
X Estado nx1 E Salida gXxXm
y Salida qgx1

n Ruido de sensor qgx1

Tabla 7.1: Vectores y matrices de transferencia.
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El sistema linealizado, formado por las ecuaciones (2.48) y (2.49), se puede escribir en el
dominio temporal de forma matricial como:

X=Ax+Bc+Tg (7.1)

Donde el término Ax representa la dinamica de la aeronave, el término Bc representa las
acciones de control y el término Tg representa los efectos de la atmdsfera no estacionaria.

Aplicando la transformada de Laplace, representada por una barra, se puede escribir:
X =G(s)c+G'(s)g (7.2)
Donde:
G(s)=(GI-A)"'B G(B)=GI-A)'T (7.3)
Desarrollando desde la salida y hacia atras el sistema de la Figura 7.2 se encuentra:
y=DX+Ec=
=D(Gc+ G'g) + Ec =
=DG'g+ (DG + E)C =
=DG'g+ (DG+E)Je =
=DG'g+ (DG+E)J(r—12Z) =

=DG'g+ (DG+E)Jr— (DG+E)JzZ=
=DG'g + (DG + E)Jr — (DG + E)JH(n + ¥) (7.4)

Despejando la salida y:
I+ (DG+E)JH)y=DG'g+ (DG+E)Jr— (DG+E)JHn (7.5)
A partir de esta ecuacidn se encuentran las funciones de transferenciader, ny g alasaliday:

Gy, = (1+FH)'DG’

_ _ _ _ G,r= (I+FH)™'F
=Gy, 8+G,, T+G,, N T 7.6
Y= Tg BT By . Gy, = — (I1+ FH)"'FH e)
F= (DG+E)]

7.2 Estabilidad de sistemas en lazo cerrado

Considérese de nuevo un sistema de lazo cerrado sencillo como el de la Figura 7.1, en el que se
considerard que todas las variables y funciones de transferencia son escalares. La funcién de
transferencia de la entrada r a la salida y es:

. F
Y14+ FH

(7.7)
A la funcién FH se le denomina ganancia en lazo abierto. Si para alguna s = iw esta funcién

vale —1, o en forma polar 12 — 180°, se tiene G,,- = oo, por lo que la salida puede oscilar
libremente sin ninguna entrada.
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En base a esto se establece el criterio de estabilidad de Nyquist. Si la ganancia en lazo abierto
es menor que 1 para una fase de —180°, o bien la fase es menor (menos negativa) que —180°
cuando la ganancia en lazo abierto es 1, el sistema sera estable.

A partir de este criterio se definen también el margen de ganancia GM y el margen de fase PM.
El primero es la diferencia entre 12 — 180° y la ganancia en lazo abierto para una fase de
—180°. El segundo es la diferencia entre los —180° y la fase para la que la ganancia es 1. En el
diagrama de Nichols quedan muy bien representados estos parametros.

10
ee]
= ™M
= «> )
g 1
= GM::
=
0.1
—360° —180° 0°
FH - Fase

Figura 7.3: Diagrama de Nichols.

Estos parametros de estabilidad se pueden ajustar mediante el uso de un controlador J(s)
como muestra la Figura 7.4:

v

J(s) F(s)

H(s)

Figura 7.4: Sistema en lazo cerrado con controlador.

Donde la funcién del controlador normalmente puede incluir un término integral k;, un
término proporcional k, y un término derivativo k5:

](S) = % + kz + k3S (78)

El término integral elimina el error estacionario mientras que el derivativo se anticipa al valor
futuro del error y reduce las oscilaciones. El término proporcional permite ajustar la ganancia
en lazo abierto. La funcion de transferencia Gy, y la ganancia en lazo abierto quedan ahora:

F]

G, = ——— 7.9
' 14 FJH (7.9)
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