MPSI 2 - FABERT TD : Fonctions usuelles

D

Fonctions usuelles

EXERCICE 1 w0

Tracer le graphe des fonctions suivantes le plus précisément possible (& la main). Une
étude de fonction n’est pas nécessaire.

(1) x> 22 —5+3.

@xH%Q—S

> Indication | [»_Correction|

EXERCICE 2 P[00

Trouver les limites en 400 des fonctions suivantes:

@ s o~ Vot2 @ v sinx

e s In( 1—|—w)
OR 1n(i)) ® (@)

. 1() @chos(xQ)e_””
@x xln(z) =5 @xl—)x/E(vx—i— — )

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 3 mOO

Donner I’ensemble de définition des fonctions suivantes et dire si elles sont prolongeables
par continuité.

_ 1 4
@:c : |5C| @me 3 22-22-3°

sin(x) 224 — 62% + 2% +3
. -
ORLS @ o | AT a

-8, siz=1,
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)z o],
@x+—> x— |z,
@lefG%v @x»—)w

sin x

3 +5x+6
x'—)Wa

> Indication | [»_Correction|

EXERCICE 4 mP [

Soient a,b € R. Dériver les fonctions suivantes sur leur domaine de dérivabilité que 'on
précisera

®x|—>|x2—9’
r si x#0
@“’”H{1 siz=0

a+btanx sin x
@xr—ﬂn(), @Z’Hm

a—btanx

@ g:z— In(ln(lnx)) ,

@ her s acosbx#—bsinbxeam
' a? + b2

)

Finir ensuite I’étude de chaque fonction. [ Tndication | [> Correction]

EXERCICE 5 MO

@ Montrer que toute fonction polynomiale de degré impair s’annule au moins une
fois sur R.

@ Expliquer dans quels cas, une fonction polynomiale de degré pair ne s’annule pas
sur R ou s’annule plusieurs fois sur R. On pourra montrer que la fonction admet
un minimum ou un maximum global sur R.

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 6 RP O

1
On définit f sur Rpar f(0)=1letsiz#0, f(z)==x ~|

Calculer la limite de f en oo, puis en 0 . Etudier en tout point la continuité de f.
> _Indication |

[»>_Correction|

EXERCICE 7 w00

Déterminer les nombres a, b et ¢ tels que les applications suivantes soient continues sur
R.

2+ +0, six < 2;

@ f(z) =< a, siz=2;
ba? +2x 45, sixz>2.

azx)? six <1
@ gl = {4 s
a sin (ix) siz>1
1 six <0
@h(x)z ae ™ +be* +cr(e® —e ™) si0<ax<l
2=z siz>1

> _Indication | [»>_Correction|

EXERCICE 8 MO0

Sur quel domaine suffit il d’étudier les fonctions f : x + cos(2z) — sin(z) et g : x —
sin § +sinz ?
Etudier ces fonctions.

> Indication | [»_Correction|

EXERCICE 9 MR Y

Soit & > 0. On dit qu’une fonction f de I dans R est lipschitzienne de rapport k (ou
k-lipschitzienne) si

V(w,y) e I* , |f(x) = fF)l <klz -yl
@ Montrer qu’une fonction lipschitzienne est continue.
@ Montrer que I’ensemble des fonctions lipschitziennes sur I est stable par addition.
@ Montrer que la composée de deux fonctions lipschitziennes est lipschitzienne.

@ Montrer que si f est lipschitzienne sur [a, b] et sur [b, ], elle l'est aussi sur [a, ¢].

> _Indication | [»_Correction|
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EXERCICE 10 MmO O

Calculer

En précisant 'intervalle de définition,

@ cos (arctan(z)) ,
’ sin (arctan(z)) ,

@ tan (arcsin(z)) ,

@ tan (arccos(z)).

@ sin <arcsin 3
@ tan (arctan (g)

> _Indication |

[»_Correction|

EXERCICE 11 mOO

Prouver que pour tout réel z € R, arctan(z) + 2arctan (\/1 + 22— x) =3

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 12 MO0

|> Indication | |> Correction|

Résoudre dans R, arcsin(x) 4 arcsin (\/ 1— :c2) =z
EXERCICE 13 mO0O

Résoudre dans R, arcsin(tan(z)) = = [> Tndication | [> Correction]

EXERCICE 14 MO0

Simplifier arctan(k 4+ 1) — arctan k pour tout k& € N, puis en déduire

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 15 HE”

On appelle suite de Fibonacci la suite (F,), y définie par:  Fyp =0, Fy =1 et
pour tout n €N, Fj 40 = F,, + F41.

@ Montrer que pour tout n € N, F2, , —F,F, o = (—1)" (identité de Cassini).

s 1
@ En déduire que pour tout n € N*, arctan — = arctan + arctan .
2n 2n+1 2n+2
n
@ En déduire 'existence et la valeur de lim arctan
n—-+o0o o 2k+1

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 16 M0

» Indication » Correction|

< arctan(z) < x.

Démontrer que Vz € [0, +oo], 5 <

1+

EXERCICE 17 HEO
@ Montrer que % = arctan% -+ arctan %

Montrer 1’égalité  2arccos 3 = arccos 1.
1 8

@ Calculer  arctan i 4 arctan £ + arctan %.

1 1
@ Montrer que 'arc 6 = 4arctan — — arctan —— est un arc remarquable.

Cette formule est appelé la formule de Machin (John Machin 1706).

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 18 mwPO

Montrer par récurrence que la fonction f = arctan est C*°(R) et que

s

vn e N*, f(z) = (n —1)!cos™(f(z)) sin (n (f(x) + 5)) .

> Indication | [» Correction|

EXERCICE 19 mOQO

Simplifier

arcsin .
1+ 22

> Indication | [» _Correction|
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EXERCICE 20 m»” O

72

Etablir que pour tout z € R4, on a shx > = et pour tout x € R,chz > 1+

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 21 mOO

n

n
Calculer C,, = Zch(kx) et S, = Zsh(kx), pour tous € R et n € N.
k=0

k=0
> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 22 mEO

chz+chy=acha

Résoudre le systeme d’inconnues x et y dans R donné par { shz +shy = asha

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 23 BB
@ Simplifier arctanshz + arccosthz pour tout « € R.

5
@ Résoudre I'équation thx = 3 d’inconnue x € R.

5 5 s
En dédui — — = —.
@ n déduire que arctan 12 + arccos 3 5

> _Indication | [»>_Correction|

EXERCICE 24 RPZ O

Résoudre les systemes suivants :

o{rzy el

20y =1

[»>_Indication | [»_Correction|

EXERCICE 25 MR

7.

Soit y €] — %; % [. On pose z = In (tan (% + %))
Montrer que thf = tan y, thx = siny et chx = . » Indication
2 2 cos Yy

» Correction|

EXERCICE 26 mP O

Montrer que

1
VreR tan(sha)| = — ) .
x , |arctan(shz)| = arccos <chx>

> _Indication |

[»_Correction|

EXERCICE 27 HEA”

Pour ne Net z

€ R%, calculer

> _Indication |

[»_Correction|

EXERCICE 28 mwmO

Pour n € N et z € R, simplifier P,(x) = Hch (—
k=1

> _Indication |

[»_Correction|

T
2

) en calculant P, (z) sh(

x
on

).



MPSI 2 - FABERT TD : Fonctions usuelles

( Indications )

INDICATION POUR L’EXERCICE 1

[ A retour & ’EXERCICE 1 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 2

[ A retour a ’EXERCICE 2 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 3

On doit regarder les points ol la fonction n’est pas définie, et vérifier si elle a une limite
finie & ces points.
Pour @ et @, il y a une infinité de points de changement de définition, a étudier.

[ A retour & 'EXERCICE 3 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 4

[ A\ retour & ’EXERCICE 4 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 5

On se rappelle du TVI, et qu’il faut 'utiliser sur une intervalle fermé !

[ A\ retour a ’EXERCICE 5 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 6

Attention, f a beaucoup de points de discontinuité & cause de la partie entiere.

[ N retour a ’EXERCICE 6 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 7

Les fonctions sont continues sur chaque morceau sur lesquels elles sont définies, comme
composées de fonctions usuelles. Il suffit de regarder les limites aux points de jonctions
de ces morceaux.

[ A retour a 'EXERCICE 7 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 8

[ A retour & 'EXERCICE 8 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 9

@ Stable par addition : Somme de 2 fonctions lipschitzienne est lischitzienne.
En général, il suffit d’utiliser la définition.

[ A retour & 'EXERCICE 9 ]
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INDICATION POUR L’EXERCICE 10

[ A retour & 'EXERCICE 10 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 11

Montrer une égalité est vraie pour tout € R, c’est montrer, en passant tout a gauche,
que la fonction obtenue est constante. On peut dériver pour montrer cela.

[ A retour & EXERCICE 11 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 12

On peut appliquer sin.
Attention sin ¢ = sin b n’implique pas que a = b.

[ N retour & ’EXERCICE 12 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 13

On peut appliquer sin.
Attention sin ¢ = sin b n’implique pas que a = b.

[ A retour & ’EXERCICE 13 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 14

On applique tan ce qui nous donne une formule qui permet de faire apparaitre une
somme téléscopique.

[ A retour & ’EXERCICE 14 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 15

@ Par récurrence

1 1
@ Calculer tan (arctan —— — arctan > .
Fyy, Fopqa

@ On fait apparaitre une somme téléscopique.

[ A retour a 'EXERCICE 15 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 16

Etudier les fonctions en passant tout a gauche dans chaque inégalité, une apres 'autre
!

[ A retour a 'EXERCICE 16 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 17

[ A retour a 'EXERCICE 17 }

INDICATION POUR L'EXERCICE 18

11 suffit de dériver la fonction z — (n — 1)!cos™(f(z))sin (n (f(z) + 3)) et retrouver
I’égalité en n + 1.

[ A\ retour a ’EXERCICE 18 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 19

On étudie la fonction qui correspond & ’expression proposée.

[ A retour & 'EXERCICE 19 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 20

On passe a gauche et on étudie les fonctions obtenues.

[ A retour & EXERCICE 20 ]
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INDICATION POUR L'EXERCICE 21 INDICATION POUR L'EXERCICE 28
o O+ ~ ko ot (g LB ke g L. Ressemble beaucoup a une somme déja calculé avec cos.
n remarque que Cp, +5, = Z evetC,—5, = Z e , deux sommes géomeétriques. Montrer la formule sh(2a) _ ch(a)sh(a).
k=0 k=0

[ A retour & ’EXERCICE 28 j

( A retour a 'EXERCICE 21 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 22

Additionner et soustraire les deux équations.

[ A retour a 'EXERCICE 22 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 23

[ A retour a 'EXERCICE 23 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 24

On utilise la définition de a¥ = ... .
Pour @, obtenir un systéme somme/produit en z et 2y puis le résoudre.

[ A retour a 'EXERCICE 24 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 25

( A retour a 'EXERCICE 25 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 26

On dérive, ot 'on peu, et on montre que les dérivées sont égales.

( A retour a 'EXERCICE 26 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 27

shz
ch(nz)ch((n+ 1)z)

Observer que th((n + 1)) — th(nz) =

[ A retour a 'EXERCICE 27 j
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( Corrections )

Correction de I’EXERCICE 1

[ A retour a VEXERCICE 1 j

Correction de I’EXERCICE 2

(Mo 2o 3)1 (@ o ()1 (6) 0 (1) 1/2

[ A retour a 'EXERCICE 2 ]

Correction de I’EXERCICE 3

@ Soit ¢ un nombre réel.

a < 0: Il existe r > 0 tel que Ja — 7, a + r[C] — 00, 0] et donc
lim f(z) =2 = f(a)
xF#a

et f est continue au point a.

a > 0: Il existe r > 0 tel que |Ja — 7, a + r[C]0, +00[ et donc
lim f(x) =0 = f(a)

r—a

z#a
et f est continue au point a.

@ a =0 : On étudie la limite de f en 0.

lim f(e) =2 = f(0) et lim f(x) =0 # f(0).

x<0 x>0
On en déduit que f n’admet pas de limite en 0 donc f n’est pas continue en

0 (on dit que f est est discontinue au point 0). Ainsi f est continue sur
R* mais pas sur R.

©)
®

@ Soit @ un nombre réel.

@ Sia # 1, alors f est continue en a, c’est le produit d’applications continues :

. o2t —6xd+ a2+ 3 2a* —6a® +a%2+3
lim f(z) = lim = =
ra Tra r—1

f(a).

a—1

Si @ =1, 1 est une racine du polyndéme 2X* — 6X2 + X2 + 3, on peut donc
mettre (X — 1) en facteur :
2zt — 62% + 22 + 3 = (z — 1)(223 — 42? — 32 — 3)
et donc
lim f(z) = 113}(2.’133 —42? =31 —3) = -8 = f(1).

z—1

z#£1 1

On en déduit que f est continue au point 1.

f est donc continue en tout point de R. f est continue sur R.

®

@ f est définie sur R, par définition de la partie entiere. Soient n un entier et a un
nombre réel dans [n,n + 1.

a €]n,n + 1] : Dans ce cas, il existe un nombre réel r > 0 tel que

la —r,a+r[Cln,n+1] et

(Vz €la—r,a+r[), f(z)=+vVz—n.

On en déduit que

lim f(z) = lim vz —n = +va—n= f(a).

Tz—a

z#a z#a

Pour tout entier n, f est continue en tout point a de Jn,n + 1[.

a =n: Dans ce cas, pour tout « €Ja —1,a+ 1[=]Jn —1,n+ 1], on a

E(z)=n—-1 si z€n—-1,n| et Ex)=n si z€n,n+1[
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Donc
lim f(z) = lim \/z — (n—1) =1 et lim f(z) = lim Vo —n=0.
z<n z<n T>n Tx>n

f n’admet pas de limite en a = n, f n’est pas continue en n. On peut
remarquer que :

lim f(2) = lim V& —n = 0= f(n)
z>n z>n
et donc f est continue a droite en n. On peut résumer :

e f est continue en tout point a € Z : f est continue sur R\Z.
e f est continue & droite en tout point de Z.

@

f est définie sur R\{—1} par une application rationnelle. f est donc continue sur
R\{—1}. D’autre part

—1 est une racine du polynome X3 + 5X + 6. Par division euclidienne on

obtient
2%+ 5246 = (v +1)(z* — 2 +6).

@ De méme : 2% + 1= (x + 1)(2® + 2 + 1).

On en déduit que

2

r*—2x+6

lim flz) = lim 27_‘_ =
o) ol +ax+1

On en déduit que I'on peut prolonger f par continuité sur R en définissant

I’application f par :

flz)=f(x)sizx#—-1 et f(-1)=8.

f est continue sur R.

( A\ retour & ’EXERCICE 3 j

Correction de I’EXERCICE 4

@ f n’est pas continue en 0, donc non dérivable en 0.
Pour z # 0, f'(z)=1.

@ tan z défini si x # 5 + km, Le logarithme défini si le quotient est positif, donc

(a+btanz)(a —btanz) > 0 <= a®> —b?*tan’z >0 = |tanz|< m.
2absec?
Pour tout x dans I’ensemble de définition, f'(x) = LCIQ
a? — b2tan“x
1 1 1 1
P t t / —  —_— s — =
@ our tout & > €, g() In(lnz) Inz = zlhzln(nz)

@ 11 faut que (a,b) # (0,0)

Pour tout € R, h'(x) = e cos(bx).

cosz(cosz + 2) + 4sin’ x
(cosx + 2)5

@ Pour tout z € R, f'(z) =

( A retour a 'EXERCICE 4 j

Correction de I’EXERCICE 5

2x |$| >3
Pour tout € R\ {£3}, f/(z) =" ’
(1) Pour tout z € R\ {3}, f'(x) {295, |lz] < 3.

f5(3) = =6, fj(3) = 6 = non dérivable en x = +£3.

@ Les limites en +0co0 permettent de donner l'existence d’une image de f négative et
d’une autre positive, disons en a et b respectviement.
On applique le TVI sur l'intervalle entre les points a et b et on obtient le résultat.

@ Supposons, sans perte de généralité, que le coefficient dominant du polynéme est
positif.
On montre par l'absurde, que la fonction doit avoir un minimum, sinon elle
tendrait vers +oo en un point de R, et ne serait pas continue.
Si ce minimum est strictement positif, alors f n’a aucune racine, sinon, le TVI
montre qu’elle a au moins 2 racines, en utilisant les intervalles fermés comme dans

( A retour a 'EXERCICE 5 j

Correction de I’EXERCICE 6

1 1
On a lim =z {J =0 |,car {J =0, pour tout > 1.
T

r—+o0 X




MPSI 2 - FABERT

TD : Fonctions usuelles

T—r—00 T X

. 1 1
On a lim =« {J =+o0 |, car {J = —1, pour tout x < —1 .

N
—

1 1 1 1
En0t, =—+1< {J < —,donc 1+4+z<z {J
x z x
. \;1J
lim x | —
z—0t xT
0.

Pour |z| > 1, comme déja expliqué pour les limites en 400, la fonction est continue car
la partie entiére est constante.
Etudions f sur [—1,1]. Sur tout intervalle de la forme, ]1/n,1/(n+ 1), avec n € Z*, la
partie entiére est encore constante, donc f est continue. Il reste a étudier les points de
jonction. Or, pour tout n > 1

|
—

D’apres le théoreme d’encadrement Méme raisonnement en

1 -1 1
lim ac\‘J: lim ac(n—l):n #1= lim an= lim x\‘J

z—1/nt x z—1/nt n z—1/n— z—1/n— x

Le méme calcul pour n < 1, montre que f n’est pas continue aux points 1/n, ou n € Z*.

[ A retour & ’EXERCICE 6 j

Correction de I’EXERCICE 7

@ Si a est un nombre réel différent de 2, alors f est continue en a : f étant définie
par une application polyndémiale. Pour que f soit continue sur R il faut et il suffit
que f soit continue au point ¢ = 2. On a

lim f(z) = lim (z + 2=9 et lim f(z)= liir%(ac2 +b)=4+0b.

T—2 T—2
r<2 <2 *>2 z>2

f est continue en 2 si et seulement si

lim f(z) =9 =lim f(z) =4+b=f(2) =a.

On en déduit que a = 9 et b = 5. Donc f est continue sur R si, et seulement si
a=9etb=05.

@ La fonction est clairement continue sur ]1;+oo[ et sur | — oo; 1[. Pour que f soit
continue, il faut et il suffit que f admette une limite a droite et & gauche en 1 et
que ces limites coincident. Mais on a

lim f(z) = asin(7/2) = a tandis que lim f(z) = a®

z—1t z—1-

2

La fonction f est donc continue en 1 si et seulement si a® = a c’est-a-dire si et

seulement si a =1 ou a = 0.

@ On fait la méme chose, mais on doit étudier cette fois la continuité a droite et a
gauche en 0 et en 1, la fonction g étant clairement continue sur | —oo; 0[, sur ]0; 1]
et sur ]1;+oo[. On a d’une part

lim g(z) =1et lim g(x)=a+p

z—0~ z—0t
D’autre part, on a

lim g(z) =ae ' +Be' +v(e' —e!) et lim g(z)=e'

r—1— r—1t

La fonction g est continue si et seulement si le triplet («, 3,7) vérifie le systéme

suivant :
a+p =1
elatelf+ (el —e )y = €

On résout ce systéme, par exemple en retirant e 'L; & L. On trouve le systéme
équivalent :

a+pf=1
(el —e_l)ﬁ—i— (el _6—1)7 S e

On peut simplifier par e! — e~! dans la seconde équation et on trouve

a+p=1
B+~y=1.

a=y
— b=1—x
Y=

L’ensemble des triplets pour lesquels la fonction g est continue est donc donné par
{(0,1,0) +~(1,-1,1) | vy € R}.

( A retour a 'EXERCICE 7 j

Correction de I’EXERCICE 8

f est 27 périodique a cause du sinus, et ni paire ni impaire. Il suffit de I’étudier sur
[—m, 7).
g est aussi 27 périodique & cause du sinus, . 11 suffit de I’étudier sur [—m, 7.

( A retour & ’EXERCICE 8 j

Correction de I’EXERCICE 9
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@ Soit f une fonction k-lipschitzienne. On a, pour tout a € R,
0<[f(z) = fla)] < klz —a] —= 0,

donc f(z) —— f(a), d’apres le théoréme d’encadrement .
r—ra

{ La fonction f est donc continue sur R. }

@ Soit f et g, deux fonctions lipschitziennes, de rapport respectifs ks et kg, sur I un
intervalle de R. On a, pour tout z,y € 1,

I(f+9)(z)—(f+9) ()] Inég\ihté
triangulaire

If(2) = f()+1g(x) —g(y)| < (kp+kg)lz—yl.

Donc { f + g est lischitzienne sur I ] .

(3) Soit 1,J deux intervalles de R. Soit f : I — J et g : J — R, deux fonctions
lipschitziennes, de rapport respectifs ky et k;. On a, pour tout z,y € I,

[(go f)(@) = (g0 W) =19(f(@) —g(f(@)] < kglf (@) = F)] < kphgla —y| -

Donc { g o f est lischitzienne sur I ’ .

@ Soit z,y € [a,c]. Notons k; et ko les deux rapport de lipschitziannité f sur [a,b]
et [b, ], respectivement. On a

[f(@) = fl)l <
Inégalité
triangulaire

[f(x) = FO) +[f(0) = F(y)l -

Ainsi une disjonction de cas sur la position de x et y dans les intervalles [a, b] et
[b, ¢], donne le résultat directement, puisque b est dans les deux intervalles.

( A retour a 'EXERCICE 9 ]

11

Correction de I’EXERCICE 10

18
@ ?W n’est pas un élément de l'intervalle [fg, g] On écrit

1 2 1 2 2
ﬁ = 4 — i, sin(ﬁ) _ Sin(—l) ot — &
5 5 5 5 5
Donc
arcsin (sin(w—ﬂ)) = arcsin (Sin(—Q—ﬂ-)> __2m
57 5')7 5

@Ona

(Vo € [-1,1]), arcsin(z) 4 arccos(z) = g

et on utilise le résultat du point précédent
187 187

arccos (sin( ?)> = g — arcsin (sin(T)) =

T 27

15
@ ?ﬂ- n’est pas un élément de l'intervalle [—g, g] On écrit

157 T

Donc
arcsin (Sin(w—w)) = arcsin (sin(z)) _
77 7 7
107 12 . ™ P
@ =5 n’est pas un élément de l'intervalle [—5, 5] On écrit
1 1
(;W = 37r+§ = 277—}—7r—|—§7 sin(%) = sin(w—}—z) = sin(—g) et
Donc 10
arcsin (sin(%)): arcsin(sin(—%)): —g.

(Vz € [-1,1]), sin (arcsin(x)): x.

=

)

W =

sin (arcsin(

5 T T 10
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(Vz € R), tan (arctan(ac)) =z.

an|arctan(—=) )= —=.
2 2
@ Pour tout # dans R, arctan(z) €] — g, g[ D’autre part on a la formule,

1

(vy € = 1+ tan?(y)’

D, cos’(y) =

N\ﬂ

7r
2’
Donc

1 1
1+ tan? (arctan(m)) 14 a2

(Vx € R), cos? (arctan(m)) =

D’autre part, comme arctan(z) €] — g, g[, alors cos (arctan(x)) est positif. d’ott
(sretante))= =
cos|arctan(z) |= ——.
1+ 22

. Pour tout x dans R,

T

sin (arctan(m)) = tan (arctan(x)) X COS (arctan(x)) = Nirwd

@ Cette expression n’est définie que si et seulement si z ¢ {—1,1} car arcsin(—1) =

—g et arcsin(1) = g Soit x €] — 1, 1[.

sin

tan ( arcsin(a:)) = E

arcsin(x)

V1—a?

COS

)
arcsin(a:))

@ Cette expression n’est définie que si et seulement si  # 0 car arccos(z) € [0, 7] et

arccos(0) = g

1 V1—22

tan (arccos(x))z tan (% - arcsin(m)): — (arCSin(x)) =

12

[ A retour a 'EXERCICE 10 )

Correction de ’EXERCICE 11

On dérive la fonction qui a pour expression le membre de gauche, et on obtient 0. 11
suffit alors a évaluer en 0, ce qui nous donne la valeur de cette fonction constante.

[ A retour a 'EXERCICE 11 )

Correction de ’EXERCICE 12

Tout d’abord, 1’équation n’a de sens que pour x € [—1,1].
On rappelle que cos(arcsin(®)) = v1 — ®2, quand cela a un sens.
Pour tout z € [—1, 1], et par une formule de duplication,

sin(arcsin(x)—l—arcsin(\/1—3&2)) ==z \/1—\/1—.’1722+\/1—$2 V1 —a?

= zlz| 4+ 1 —2?

1 sizel0,1],
)1 —a?

sizel-1,0].
On a alors  sin (arcsin(x) + arcsin (V1 — 2?) ) =sin(r/2) =1 <= z¢€][0,1].

De plus, pour tout « € [0,1], arcsin(z) + arcsin (\/1 — ac2) € [—m, 7], par définition de

arcsin.

Donc | Pour tout z € [0,1], arcsin(z) + arcsin (V1 — 22) = 2

[ A retour a 'EXERCICE 12 )

Correction de ’EXERCICE 13

Tout d’abord, I’équation a du sens, seulement si z € [—m/4, 7/4].
On a, pour tout = € [—m/4,7/4],
tan(z) = sin(z) <= sin(z) = sin(z) cos(x) car cos(z) >0
<= sin(z) =0ou cos(z) =1.
L’équation tan(z) =sin(z) sur [-n/4,7/4] admet une unique solution 0.
On vérifie que 0 fonctionne bien dans I’équation de départ, ce qui est le cas (Synthese).

[ A retour a 'EXERCICE 13 )

Correction de I’EXERCICE 14

Il faut juste vérifier que l’égalité des tangentes obtenues reste vraie en passant a arctan.
1

E arctan ———— =
2
= k2 +k+1

Z arctan(k 4+ 1) — arctan k = arctan(n + 1) T

k=0

—_— =
n—-+oo 2
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[ A retour & ’EXERCICE 14 ) Correction de I’EXERCICE 15

Pas de difficulté particuliere. Pour I’hérédité, pour n € N fixé.
Fv%+2 —FppiFngs = F3+2 = Fog1 (Fuyo + Foga)

= F’r%+2 —Fop1Fogo — F7%+1
i F? o= Fop1Foyo+ (-1)" = FF, o

= F’r%+2 - Fn+2 (Fn+1 + Fn) + (_1)n+1
= (1)

R 1
@ On a, apres calculs, tan | arctan o arctan

1 ) Fyp — Fopgo
2n F2n+2

- FopFopyo+1°
1

1
Donc, tan (arctan —— —arctan

= tan arctan
Fo, Fonyo >

2n—+1

FopnFonyo+1 F3 . .

= Fop,+ Fopio= SneZnd2 10— 2ol Fs,11, ce qui est vrai.

F2n+1 Cassini F2n+1
En passant a arctan, on montre le résultat.
" 1 1 1 1
@ Z arctan = arctan — arctan — + arctan — —— 0,
P Fopia 2n+2 Fy Fy n—too

par téléscopage. On aura montré auparavant que (F),),en diverge vers +oo.

( A retour a 'EXERCICE 15 )

Correction de ’EXERCICE 16

On pose f:xz— arctan(z) — 1f72 et g¢:x+— arctan(z) —x. Tout le monde est
x
définie, continue et dérivable sur R.
1 1422 — 222 x?
Pour tout R "(x) = — = >0
our tout z € R,  f'(x) T2 e e
, 1 x?
et ¢'(x) l=-———-<0.

T 1422 1+
Or f(0) =¢(0) =0, ce qui montre les inégalités par monotonie des fonctions f et g.

[ A retour & 'EXERCICE 16 )

Correction de ’EXERCICE 17

[ A retour a 'EXERCICE 17 )

13
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Correction de I’EXERCICE 18

9 1
c0s* = ——.
1+ tan
Récurrence sans difficulté particuliére, sauf la factorisation ou ’on utilise
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb, et le fait que cos(arctan) = arctan’ .

Pour l'initialisation, on utilise

( A retour a 'EXERCICE 18 ]

Correction de I’EXERCICE 19

Soit f : x — arcsin . Alors Dy = R.

f'(z) = (1 +2?)71 et £(0) =0, donc f = arctan.

x
V1422

On trouve, pour tout x € R,

[ A\ retour & ’EXERCICE 19 )

Correction de I’EXERCICE 20

2
Il suffit d’étudier les fonctions f:x+—shx —xz et g:x—chx —1+ %

[ A\ retour & ’EXERCICE 20 )

Correction de I’EXERCICE 21
ch(nz/2)sh((n + 1)x/2)

C. =
. n sh(z/2)
On obtient o sh(na/2)sh((n + 1)z/2)
n sh(z/2)

[ A retour a 'EXERCICE 21 ]

Correction de ’EXERCICE 22

En ajoutant et en soustrayant les deux équations on obtient €% + e¥ = ae®, e "+
e Y =ae . On pose X =¢e® et Y = €Y et on résout en faisant apparaitre un systeéme
coefficient racines.
Les solutions sont

a++vVa?—4 N
2 )

a+1n +In a+1

2 2 ’

a—\/a2—4> < a—+va?—4
— et o+ In —m—mm

[ A retour & EXERCICE 22 )

Correction de I’EXERCICE 23

na+\/a2—4>
5 .

14

[ A retour a 'EXERCICE 23 )

Correction de ’EXERCICE 24
@ r=1/2,y=12/5

[ A\ retour & ’EXERCICE 24 )

Correction de I’EXERCICE 25

[ A retour a ’EXERCICE 25 ]

Correction de I’EXERCICE 26

On fait une disjonction de cas pour z > 0 et z < 0. Par exemple, pour z > 0, les deux
dérivées son égales & ch™'. On montre I’égalité en évaluant en 1, -1 et 0.

[ A retour a 'EXERCICE 26 ]

Correction de I’EXERCICE 27

th((n+ 1))

La somme devient téléscopique et donne
sh(z)

Sy (x) =

[ A retour a 'EXERCICE 27 )

Correction de ’EXERCICE 28
sh(z)
on

Par récurrence, P,(z) =

[ A retour a 'EXERCICE 28 )




