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TRIGONOMETRIA

1. CicLo TRIGONOMETRICO

O ciclo trigonométrico é uma circunferéncia de raio unitario (r = 1) e que é percorrida no
sentido anti-horario.

E construido em um plano cartesiano, cujo eixo das abscissas é o eixo dos cossenos e cujo
eixo das ordenadas é o eixo dos senos.

\ ,f)' COS X

A sua grande aplicacao é definir as funcdes trigonométricas, entre as quais se incluem o
seno, cosseno e a tangente, dos angulos.

A origem do ciclo trigonométrico é o seu ponto mais a direita. E nessa posicéo que se en-
contra o angulo 8 = 0 rad. Para se marcar as posi¢coes dos demais angulos, devemos percor-
rer o ciclo no sentido anti-horario partindo da origem.

Se queremos marcar a posi¢do do dngulo 8 = 1 rad, devemos percorrer o comprimento
de uma unidade no ciclo.

A unidade de medida “rad” é chamada radiano. Nessa unidade de medida de angulos, bas-
tante utilizada em Trigonometria, a medida do arco em radianos corresponde exatamente ao
seu comprimento no ciclo trigonométrico.

E interessante observar que o perimetro total do ciclo trigonométrico é dado por:

L=2nR =2n.1 =21

Dessa forma, ao percorrermos uma volta completa, temos o angulo de 2. Com base nisso,
podemos também calcular a meia-volta que seria o angulo de 1 e um quarto de volta que cor-
responderia ao angulo de 1/2. Vamos marcar essas posi¢des no ciclo.
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Esses quatro angulos notdveis definem quatro regides no ciclo trigonométrico diferen-

tes, denominadas quadrantes. Os quatro quadrantes do ciclo trigonométrico estao explicita-

dos a sequir.

30

20

A sen x
_Tp‘ 2
10
| >
(0]
4 cos X
32

A conversao do angulo em graus para o angulo em radianos pode ser feita por uma regra

de trés. O angulo de 1t corresponde a 180°. Portanto, a conversao do angulo em graus para
radianos pode ser feita multiplicando por 1/180.

T

x = 6.

180°

Vamos a alguns angulos bastante conhecidos da Geometria Plana.

Graus

Radianos

30°

30 /180 =11/6

45°

45 1/180 =1/4

60°

60 /180 = 1/3

20°

90 /180 =T11/2
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E importante que ndo confunda essas duas unidades de medida. A medida em graus é
mais utilizada na Geometria Plana. O angulo de 360° é o dngulo cheio ou uma volta. A medida
em radianos é mais utilizada em Trigonometria. Nela, o angulo cheio de uma volta comple-
ta é 2mrad.
Ao marcar a posigao X de um angulo x qualquer, o cosseno do angulo sera a abscissa do
ponto X e 0 seno sera a ordenada. Representaremos graficamente:

Ao
Sen X | - X (cos X, sen x)
1 I X I »
L cos x 0, 2m
3m/2

1.1. Periobo

No ciclo trigopnométrico, o arco de 21t corresponde a uma volta completa. Por causa disso,
ao se adicionar ou subtrair 2 a um arco qualquer, a sua posi¢gao nao se altera, apenas o nu-
mero de voltas.

Por exemplo, consideremos a posigao correspondente ao arco /4. Nessa mesma posigao,
encontram-se os arcos 1/4, 91/4, 171/4 ... e os arcos -71/4, -151/4...

Em outras palavras, somando ou subtraindo 2m, ndo modificamos a posigao do arco.

Asen x
M2
-T1¥4, V4, OrY4...
- ‘W4 | COSX
i ' -~ oo2r ¥
32

Uma das primeiras conclusdes a que podemos chegar é que o seno e 0 cosseno sao fun-
cOes periodicas de periodo 2. Ou seja, seus valores se repetem a cada espaco de 2m. Pode-
mos escrever, portanto:

sen (2m+ x) =senx
cos (2m + x) = cos x
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1.2. IpenTiDADE FUNDAMENTAL DA TRIGONOMETRIA

Um célebre professor meu e hoje colega de trabalho sempre dizia: “Essa relagcao é o pai
nosso da Trigonometria”.
Um fato interessante sobre ela é que é valida para absolutamente todos os angulos.
sen?x +cos?x =1
Essa relagao é facilmente visualizavel. Basta notar que o triangulo APP’ é retangulo.
A
w2z

1 “senx
™ T4 iy
A >p;
coS X

312
A hipotenusa do triangulo APP’ é o préprio raio do ciclo trigpnométrico que é igual a 1.
Aplicando o Teorema de Pitagoras nesse tridngulo, teremos diretamente a Identidade Trigono-
métrica Fundamental.
0 mais interessante da ldentidade Fundamental da Trigonometria € que ela é valida para
absolutamente qualquer angulo. Isso significa que ela é valida para x, para 2x, paray, para x +y
enfim, para qualquer coisa que vocé coloque dentro da expressao.

senx + cos?x =1

sen?2x + cos?2x =1
sen’y + cos?y =1
sen’¢ + cos?p =1
Dessa maneira, tenha o seguinte em mente. Qualquer que seja o arco envolvido na expres-
sao, a soma do quadrado do seu seno com o quadrado do seu cosseno é igual a 1.

1.3. Seno e Cosseno be ANcuLos NoTAvElS

Na Geometria Plana, os angulos mais comuns sobre os quais se pede 0 seno e o0 cosseno
sao os angulos de 30°, 45° e 60°.

Esses valores podem ser calculados facilmente a partir de um tridngulo equilatero ou
um quadrado.

No caso do triangulo equilatero, podemos tragar o segmento que divide um dos lados ao
meio, teremos o seguinte:
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30°30°
. da
h
g/ 60°  60° ¢
- | | | 3
a2 a/2

A altura pode ser calculada pelo Teorema de Pitagoras.

a~ 2
2 _ (* 2
a —(2) +h
a2 a? 3a?
Cp2 — a2 (2 _ 2%
hc =a (2) =a Rl
3
.‘.h:a\/_
2

Voltemos as definicdes de seno e cosseno utilizadas na Geometria Plana:
+ Seno: razao entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa do tridangulo;
+ Cosseno: razao entre o cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa do triangulo.

cateto oposto  af2 1
sen 30° = — = = —
hipotenusa a 2
cateto adjacente h av3/2 3
cos 30° = - =—= -
hipotenusa a a 2
cateto oposto h av3/2 3
sen6)°=———=—= =—
hipotenusa a a 2
cateto adjacente a/2 1
cos 60° = =—=

hipotenusa a

Para o angulo de 45°, os valores de seno e cosseno podem ser calculados a partir do qua-
drado. Devido a simetria da figura geométrica, a diagonal do quadrado também é bissetriz do

angulo de 90°.
A B
a
450
C a D
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A diagonal pode também ser calculada pelo Teorema de Pitagoras.

d> =a?+a?=2a% . d=aV2

Entdo, agora podemos calcular o seno e o cosseno do angulo de 45° pelas definigdes.

cateto oposto a 1 2
sen 45° = — = =—=—
hipotenusa av2 2 2
cateto adjacente a 1 V2

cos 30° = - = =—=
hipotenusa av2 V2 2
E mais fécil guardar os senos e cossenos dos angulos de 30°, 45° e 60° memorizando a
seguinte tabela e a forma como ela é feita. Primeiramente, escrevemos os angulos na base
da tabela.

30° | 45° | 60°

Seno

Cosseno

Tangente

Agora, escrevemos 1-2-3 no seno e 3-2-1 no cosseno.

30° | 45° | 60°
Seno 1 2 3
Cosseno 3 2 1
Tangente
Agora, tiramos a raiz.
30° | 45° | 60°

Seno T 12 |3
Cosseno | /3 |2 | 1

Tangente
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Agora, dividimos tudo por dois.

60°

Seno

Ny

NSRS R
o[

Cosseno %

Tangente

Por fim, a tangente corresponde a razao entre seno e cosseno. Ela é definida como:

cateto oposto sen 6
tanf = - =
cateto adjacente  cos @
30° | 45° | 60°
Seno L ﬁ ﬁ
21 2| 2
Cosseno ﬁ ﬁ L
2 | 2| 2
Tangente é 1 | 3

1.4. ReversAo A0 PRIMEIRO QUADRANTE

Uma técnica muito importante na Trigonometria é trazer todos os angulos ao primeiro qua-
drante. Isso permite que as tabelas trigonométricas sejam fornecidas apenas com os angulos
até 90° ou 1/2 rad.

Nessa se¢do, nos mostraremos a Reversao ao Primeiro Quadrante e eu gostaria que vocé
prestasse mais atengao aos sinais do que aos valores numéricos obtidos.

Os sinais que obteremos nessa se¢ao sao muito mais importantes, pois permitirdo a vocé
decifrar uma quantidade muito maior de angulos que possam vir a ser fornecidos na prova.

Por exemplo, n6s sabemos os valores dos senos e cossenos dos angulos 1/6, /4 e
/3. Com base nisso, sera que podemos conhecer os valores de senos e cossenos de ou-
tros angulos?

Por exemplo, qual o cosseno de 2m/3?

O primeiro ponto a se notar é que 21/3 esta no segundo quadrante, pois é inferior a i, mas
superior a /2. Além disso podemos observar que a soma 1/3 + 21/3 = T, ou Seja, uma meia
volta. Sendo assim, temos graficamente:
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A
i _UJZ
2m'3 3
. ) ™3
m 0, 2m
- 311;’2

Com base nessa Figura, podemos observar que o angulo de 21/3 tem o seno positivo e de

mesmo maddulo, portanto, é igual ao seno do angulo 1/3. Por outro lado, o cosseno de 21/3 tem
sinal negativo. Dessa maneira, temos que:

Vejamos outro exemplo agora. E, se precisassemos calcule o seno de 51/4? Como fariamos?

O primeiro passo é localizar em que quadrante esta esse angulo. Notemos que ele é supe-
rior a I, mas € inferior a 3t/2. Portanto, esta no terceiro quadrante.

0 angulo de 5m/4 é igual a soma /4 + 1, ou seja, € 0 angulo de /4 mais meia volta.

Asen x
w2
w4 | COS X
7| |
0,2m *
sa |
32

Com base nessa Figura, o seno e o cosseno do angulo 51/4 sao negativos, portanto, pode-
MOS escrever:

cos (E) = —CO0S (g) = —E

4 2
sen (ST:E) = —Sen (g) = —?
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E, agora, o que fariamos se precisassemos calcular o cosseno de 51/6?

Novamente, devemos localizar esse angulo no ciclo trigonométrico. Podemos reparar que
51/6 = 21 - /6. Portanto, € exatamente igual a uma volta menos o angulo de /6. Portanto,
vamos localizar 51/6 no quarto quadrante. Vejamos:

Asen x
|2
. 116
16 cos X
T ]
| ' o2m ™
........................ 'S 51-#6
312

Com base nessa Figura, o cosseno de 511/6 € positivo e que o seno desse angulo é negati-
vo. Portanto, podemos escrever:

cos (S%I) = +cos (g) = +E

2
5w T 1
sen (?) = —sen (g) = _E
Por fim, outro problema com o qual podemos nos deparar diz respeito a obter senos e cos-
senos de angulos negativos.
Para o ciclo trigonométrico, nao ha qualquer problema com isso. Por exemplo, se quere-
mos o angulo -1t/4, basta percorrer o arco /4, porém, no sentido horario.
Nesse ponto, também gostaria de lembrar que a posi¢cao 3m/2 também corresponde ao
ponto 31/2 - 21t = -Tt/2.
Dessa forma, termos:

Asen x
w2
______________________ w4
w4 | COSX
T, | P
'. lozm >
..................... :_Tf4
T2, 3172
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Podemos resumir a Reversao ao Primeiro Quadrante no conjunto de técnicas:

22 guadrante 32 quadrante 4° quadrante

e sen (m-x)=senx ® sen (t+x) =-sen x ® sen (2m - x) = -sen X
® cos (1t - x) = cos x ® cos (1t + x) = -cos X ® sen (-x) = - sen x
® cos (2 - X) =cos X
® cos (-x) = cos x

1.5. OuTrAs FuncOes TRIGONOMETRICAS

Além do seno e do cosseno que sao as principais fungdes trigonométricas, outras, de vez
em quando, sao faladas.
A principal delas é a funcao tangente, que pode ser representada por tan ou tg.

Em um triangulo retangulo, a tangente de um angulo é igual a razao entre o cateto oposto
e o cateto adjacente.

cateto oposto sen 0

tanéd = _ =
cateto adjacente cos@

No ciclo trigonométrico, a tangente é obtida no eixo das tangentes, que é um eixo tangente
ao ciclo trigonométrico na origem.

Asen x
_____________________ T
/ N[ tan x

\ A p o, 2"
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E possivel demonstrar a identidade de que a tangente é a racdo do seno pelo cosseno apli-

cando semelhancga de triangulos ATO e APP’. Deixamos essa demonstracao como exercicio
para o leitor.

Um fato interessante a respeito de senos e cossenos € que o seno de um angulo é igual
ao cosseno de seu angulo complementar, e vice-versa. Em outras palavras, se dois angulos
somam 90° ou um quarto de volta (I/2), o seno de um é igual ao cosseno do outro.

Podemos visualizar isso em um triangulo retangulo.

b a
N
™,
™,
a(
VN
C
cateto oposto b
sena =——/—m———— = —
hipotenusa a
cateto adjacente b
senfi = =

hipotenusa a

» sena =cosf

Além da tangente, outras fun¢des de vez em quando sao definidas. Para vocé, sera o sufi-
ciente apenas saber as definigdes:

+ Cotangente: € o inverso da tangente;

« Secante: é o inverso do cosseno;

+ Cossecante: € o inverso do seno.

1
cotg x =
g tan x
1
secx =
COS X
1
cossecx =
sen x
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=| DirReTo Do CoNCURSO

001. (FGV/AL-RO/2018/ANALISTA LEGISLATIVO/MATEMATICA) Sabe-se que sen x - cos x
=0,6. Ovalordey=senx-cosxé

a) 0,18

b) 0,32

c) 0,36

d) 0,64

e) 0,72

O modo mais simples de resolver esse problema é elevando ao quadrado.
(senx —cosx) = 0,6
(sen x — cosx)? = (0,6)?

sen’x — 2sen x cos x + cos’x = 0,36

Utilizando a Relagao Trigonométrica Fundamental, temos que sen?x + cos?x =1
1 — 2sen xcos x = 0,36
~2senxcosx =1-0,36 = 0,64

0,64
. Sen xcos x =

= 0,32

Letra b.

002. (UFOP/2018/ASSISTENTE EM ADMINISTRAGAOQ) Trés angulos agudos tém suas medi-
das em progressao aritmética crescente.

Assinale a afirmativa correta sobre seus respectivos cossenos.

a) Eles formam uma progressao aritmética.

b) Eles formam uma progressao geométrica.

c) Eles formam uma sequéncia crescente.

d) Eles formam uma sequéncia decrescente.

=

Angulos agudos sdo aqueles menores que 90° ou /2. No inicio do ciclo trigonométrico, o
cosseno é decrescente. Vejamos.
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Portanto, os cossenos dos angulos formam uma sequéncia decrescente. Essa sequéncia nao
pode ser classificada como progress&o aritmética ou geométrica. E apenas uma sequéncia.
Letra d.

003. (FAUEL/PROADMUSEP/2017/TECNICO DE ENFERMAGEM) Uma escada de 40 m de
comprimento estd apoiada no alto de um edificio de uma altura h. Sabendo-se que o angulo
formado entre a escada e o plano horizontal é de 30°, a altura h do edificio é de: (sen 30° = 0,50;
cos 30° = 0,86 e tg 30° = 0,58)

-

g - -

1] 1]

| w | (1 1

l

a) 15m.
b) 20m.
c) 50m.
d) 80m.

=

O seno de um angulo é dado pela razao entre o cateto oposto e a hipotenusa.

sen 30° = T

h
05=—+h=0,540=20
’ 40 ’

Letra b.
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004. (IBADE/SEE-PB/2017/PROFESSOR DE MATEMATICA) A expressdo trigonométrica a
seguir vale:

2

sen(10°)
cos(80?)

) cos(60°)

) i - 210°
12 (45%) sen( )

a) 1.

b) 3/2.
c) -3/2.
d) 1/2.
e)-1/2.

=

Vamos nos lembrar da tabela de valores notaveis usando a técnica do 1-2-3, 3-2-1.

30° | 45° | 60°

Seno

Cosseno

Tangente

Agora, escrevemos 1-2-3 no seno e 3-2-1 no cosseno.

30° | 45° | 60°
Seno 1 2 3
Cosseno 3 2 1
Tangente
Agora, tiramos a raiz.
30° | 45° | 60°

Seno 1 V2 | B3
Cosseno | /3 | /2 | 1

Tangente
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Agora, dividimos tudo por dois.

30° | 45° | 60°
1

Seno — ﬁ ﬁ

2 2 2

1
Cosseno ﬁ ﬁ —

2 2 2

Tangente

Por fim, a tangente corresponde a razao entre seno e Cosseno.

30° | 45° | 60°
1
Seno — ﬁ ﬁ
2 2 2
1
Cosseno ﬁ ﬁ —
2 2 2
Tangente V3| 3
3

Além disso, precisamos nos lembrar que o seno de um angulo é igual ao cosseno do seu com-
plementar. Portanto, sen 10 = cos 80.
Também precisamos usar a reversao ao primeiro quadrante.

A sen x
90
180, " '. >
/ cos x
210 '
32

Como 210° esta no terceiro quadrante e corresponde ao angulo de 30° acrescido de meia-vol-
ta, o seu seno tera exatamente o sinal oposto ao seno de 30°.

_3

2172 [1p+sen(30)=1+ 1 =3
2 2 2

Letra b.
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005. (MS CONCURSOS/SAP-SP/2017/AGENTE DE SEGURANGA PENITENCIARIA) Seja
a expressao

sen’x cos? x

(1 + cosx) ' (1 —cosx)

definida em 0< x < /2. Ao simplifica-la, obteremos:
a)1

b) sen? x

c) cos? x

d) 0

=

Interessante que uma questao tao sofisticada tenha caido para o cargo de Agente de Seguran-
ca Penitenciaria. Isso mostra que, quando o assunto é provas de concursos publicos, devemos
realmente estar preparados para tudo.
Primeiramente, devemos usar o produto notavel da soma pela diferenca:
sen’x cos? x sen®x.cos? x
(1+ cosx) (1—cosx) - (1 = cos?x)

Agora, podemos usar a Relagao Trigonométrica Fundamental para escrever o quadrado do
seno em funcao do cosseno:

sen’x + cos’x =1~ sen’x =1 —cos?x
Portanto, podemos cortar:

sen?x.cos? x

(1 — cos?x)

— C052 X

Letra b.

006. (FCC/SEDU/ES/2016/PROFESSOR DE MATEMATICA) Na fungéo trigonométrica g(x) =
sen x, com x € R, g(13n/3) é igual a:

a) g(5m/2).

b) g(n/4).

c) g(2n/3).

d) g(r).

e) g(1/3).

=

Vamos retirar 2 voltas do angulo citado:

o(5) = o(5-4) =9 ()
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Mas também podemos aplicar a regressao ao primeiro quadrante, em que temos:

(== =o()
()56

Portanto, encontramos duas respostas possiveis.
Letrac e Letra e.

007. (IBFC/MGS/2016/AP0OIO0 OPERACIONAL) O valor da expressdo 3. sen? a + 3. cos? q,
para 0° < a < 360°, é igual a:

a)1,5

b) 3

c)2

d) 6

=

Questao bastante direta. Basta se lembrar que sen? + cos? = 1. Portanto, a expressao citada é
o triplo disso.
Letra b.

008. (IBFC/MGS/2015/SERVIGOS TECNICOS EM SEGURANGCA DO TRABALHO) Considere
que o angulo a esta no intervalo entre 90° e 180° e sena= 0,5, entdo o valor do cosa € igual a:
a)-0,5

b) - v3/2

c) v3/2

d) 1/3

=

O primeiro ponto a se notar é que o angulo em questao esta no segundo quadrante, portanto,
0 seu cosseno é negativo.
Além disso, podemos utilizar a Relagao Trigonométrica Fundamental.

sena +cos?a =1

12

(5) + cos?a =1

1 2

E+ cos“a=1

msz.cr=1—l=E
4 4

Agora, basta extrair a raiz quadrada, lembrando-nos que, como o angulo esta no segundo qua-
drado, o seu cosseno é negativo.

V3

L oS = ——

2
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009. (CESPE/SEDU-ES/2010/PROFESSOR DE MATEMATICA) Considerando que a e b se-
jam angulos expressos em graus, em que 0 < g, b < 90°, sen a = %e senb = %, julgue o se-
guinte item.
a+b=90°

=

Dois angulos sdao complementares quando o seno de um é igual ao cosseno do outro. Pode-
mos notar que:

sen?a + costa =1

3,2

=) +cos’a=1

(5) cos“a
ncosta=1 —16'(:05(1—4
h T 25 257 ~5

Observe que o cosseno de a é exatamente igual ao seno de b. Como a e b sdo angulos agudos,
entao, certamente, sdo complementares.
Certo.

2. GRAFICO DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Um assunto rotineiramente cobrado nas provas sobre Trigonometria é o grafico das fun-
¢Oes seno e cosseno, inclusive com suas possiveis variagoes.

Por variagdes, entendemos fungdes como 1 + sen (2x) que sdo bastante cobradas em
questdes de prova. Sugerimos que, para facilitar o seu entendimento, vocé recorra ao Wol-
phram Alpha (https://www.wolframalpha.com/) que é um aplicativo disponivel na internet mui-
to facil de usar e que é excelente para desenhar graficos de funcdes.

Por hora, vamos nos concentrar no grafico da fungao seno. Para tracgar o grafico dessa fun-
¢ao, comegaremos a da origem e vamos percorrendo no sentido anti-horario.

Asen x
w2
T e :
A ho, o
32

No espaco de 0 a 11/2, o seno cresce continuamente de 0 a 1 — basta observar os dois pri-
meiros pontos na figura.
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A seguir, no espago de 11/2 a 31/2, o seno decresce continuamente de 1 a-1 — observe os
quatro pontos seguintes.
Por fim, no espacgo de 31/2 a 2m, o seno cresce de -1 a 0, completando uma volta.
Com base nessas informacgoes, podemos desenhar a curva conhecida como senoide.

y
1.04

0.5

Na senoide comum, ou seja, aquela caracteristica da fungdo f(x) = sen x, podemos

notar alguns elementos:

« Amplitude (A): é a distancia entre os valores maximos e minimos atingidos pelo seno.
No caso, esses valores sao -1 e 1, portanto, a amplitude do seno é igual a 2;

+ Centro (C): corresponde ao valor médio da fungao, que é a média aritmética dos extre-
mos. No caso da fungao seno, o centro é igual a 0;

* Periodo (T): é o intervalo de valores para o qual a fungdo comeca a se repetir. Um peri-
odo é também chamado na Fisica de comprimento de onda, pois se refere ao intervalo
necessario para produzir uma figura completa da senoide, ou seja, para fazer todo o
ciclo de partir de 0 subir até 1, descer até -1 e voltar a 0 novamente. O periodo pode ser
medido também entre dois topos (parte mais alta da onda) ou entre dois vales (parte
mais baixa da onda);

+ Fase (): corresponde ao deslocamento lateral do grafico. No caso da senoide padrao,
a fase é nula.

Periodo y

.......................................‘I..0 ............................................

A

0.5

Amplitude l
£ T

Periodo
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Um conceito frequentemente cobrado em provas é a imagem da fung¢ao seno, que corres-
ponde ao conjunto de todos os valores de y que sao visualizados nesse grafico.
Na seta da amplitude, mostramos que a imagem da fung¢ao seno vai de -1 a 1 o que pode
ser representado como [-1, 1].
Na imagem, podemos visualizar diretamente o ponto médio, que corresponde a média arit-
mética dos extremos e a amplitude, que corresponde a diferenca dos extremos.
-1+1 O

2 2
A=1-(-1) =2

VM =

Podemos fazer o mesmo desenho para o cosseno.

32

Perceba que, no angulo de 0, partimos de cosseno igual a 1. O cosseno vai diminuindo até
atingir o valor de -1 em 1. Depois o cosseno volta a crescer até atingir o valor de 1 em 21

y

1.0

-0.5

-1.0

No cosseno, também podemos notar o valor médio em 0, a amplitude igual a 2 e o pe-
riodo de 2.

E interessante observar que o cosseno corresponde a deslocamento de —-1/2 do seno.
Em outras palavras, se pegarmos a senoide e deslocarmos para a esquerda de 11/2, teremos a
cossenoide. Vejamos:
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1.0
Sendo assim, ja podemos escrever as seguintes relagdes.

A
COSX = sen (X +E)

A
Sen x = COS(JC—E)

Outro fato importante a se considerar é que, como ja vimos na Reversao ao Primeiro Qua-
drante, a adi¢ao de meia-volta muda o sinal do seno e do cosseno. Portanto, quando falamos
na funcdo ¥ = —sen X, na verdade, podemos considerar um deslocamento para a direita (ou
para a esquerda) de meia volta.

y = —senx = sen (x + m)

y= —cosx =cos (x+m)

Compreendidos esses pontos, vamos aprender a tragar o grafico do seno e do cosseno
quando essas fungdes estiverem modificadas.

2.1. Funcoes Seno e Cosseno MoDIFICADAS

A fungdo seno pode ser escrita genericamente como:

y = Asen (wx + @) + B

Nessa expressao, teremos que:
« Amplitude: é o proprio valor de A,
+ Valor Médio: é o proprio valor de B;
* Periodo (T): é a razao;
2T

T ="
w

- Fase (¢):5 é o proprio valor do dngulo (.
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Vamos analisar os efeitos de cada um desses fatores individualmente para facilitar o seu

entendimento da matéria.

A amplitude provoca um crescimento longitudinal (de baixo para cima) do gréfico. Em vez
deirde-1a1,ele passaaserde-AaA.

Por exemplo, vejamos o gréfico da fungdo ¥ = 2 sen (x)

y
2
1 /\
2 ;2
21 -t 11t 21
/ — sin(x)
2 — 2sin (x)

Se a imagem do seno convencional é [-1, 1], a imagem da funcdo 2sen(x) sera duplica-
da[-2, 2].

Por outro lado, o valor médio provoca um deslocamento longitudinal — deslocamento e néo
crescimento. Vejamos o gréfico da fungdo y = 1 + sen (x).

y
2.0
1.5
1.0
0.
X .
—2/1'[ I s — sin(x)
— sin(x) + 1

Nesse caso, aimagem da fungdoy = 1 + sen(x) passou de [-1,1] a ser [0,2]. Perceba que ndo
houve nenhuma mudanca na amplitude que continua sendo igual a 2. Somente o valor médio
foi alterado.

Uma dica que posso dar que acredito que facilita a resolugao de questdes de prova é sem-
pre aplicar primeiro a amplitude, antes de aplicar o valor médio.

O fator ), por sua vez, provoca mudangas no periodo. Em outras palavras, a curva fica
mais estreita ou mais larga. Ela cresce ou decresce lateralmente.

Vejamos o grafico da fungdo y = sen (2x). Essa curva tera o periodo reduzido que pode
ser calculadocomo T = 2?” =T.
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A mudanga de periodo ndo causa nenhuma alteragao na imagem da fungao seno, que con-
tinua sendo [-1, 1].

Observe que o periodo desse grafico foi realmente ligeiramente acima de 3, tendo em vista
que o valor aproximado de ™ = 3,,14.

Por fim, a fase ¥ provoca um deslocamento lateral. Se a fase for negativa, o deslocamento
do grafico sera para a direita. Se a fase for positiva, o deslocamento sera para a esquerda.

Ja haviamos comentado que o cosseno é um simples deslocamento lateral da fungao
seno y = sen (x + E) Como a fase empregada é positiva, 0 deslocamento acontece para
a esquerda.

~
<

— sin(x)

— cos(x)

Podemos visualizar também o que acontece com o grafico da fungao ¥y = sen (x + L—E) :

O mais comum em questdes de prova é mesmo misturar tudo de uma vez numa uni-
ca questao.

Vejamos, por exemplo, o grafico da fungdo y =1+ 3 sen (2x + E) Como construir
esse grafico?

Primeiramente, vamos partir de uma senoide. Agora, vamos aplicar a amplitude. Se a ima-
gem do seno vai de [-1, 1], com a amplitude, ela passara a triplicar, ou seja, vai ser [-3, 3].
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/—21‘[ Tt n\_/Zn

1 l — sin(x)

— 3sin(x)

-3

Agora, vamos aplicar o deslocamento vertical devido ao valor médio (B = 1). Se a imagem
era [-3, 3], agora vai passar a ser [-2, 4]. Teremos o seguinte:

y

A
1 // X

T —— 3sin(x)+1

N W b

— 2sin(x)

21
Agora, vejamos o efeito do periodo. O novo periodo sera Y = Py = TI. Portanto, a onda
ficara mais estreita.

y
4
3
2
1
P P 5 4 T X 3sin()+1
— 3sin(x2) +1
/o sin (x2)

. T .
Por fim, vamos aplicar a fase, deslocando a onda de p para a esquerda. O deslocamento é
para a esquerda porque a fase é positiva.
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N

-1

-2

Nada impede também que tivéssemos feito diretamente. No grafico a seguir, podemos
visualizar o efeito de todos os fatores que foram colocados.

Periodo

Média Amplitude

2.2. ReconHecer FuncAo Seno e CosseND

Em muitas questdes de provas, vocé sera apresentado a um grafico e o examinador |he
pedira para determinar qual funcao é aquela que esta representada no grafico.

Para isso, além de reconhecer média e amplitude, é interessante reconhecer quando o gra-
fico esta mais proximo de um seno ou cosseno.

A principal dica para isso é que a funcdo seno é uma fungao impar, enquanto que a fungao
COSSseno é par.

Isso significa que a funcao cosseno é simétrica em relagao a origem. Ou seja, elementos

[ T 1
simétricos possuem a mesma imagem. Por exemplo, COS (— g) = COs (g) = 3.

2
No caso da funcao seno, elementos simétricos possuem imagens simétricas. Por
T T 3
exemplo, sen (%) = —sen (§) =~
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=| DirReTo Do CoNCURSO

010. (ORHION CONSULTORIA/PREFEITURA DE JAGUARIUNA-SP/2018/ASSISTENTE DE
GESTAO PUBLICA) Na &rea de fungdes matematicas, existem diversos tipos de funcdo. Cada
funcao tem suas propriedades e graficos. Observe o grafico a seguir:

Qual é o tipo de fungado que corresponde a imagem acima?
a) Funcao Exponencial.

b) Fungéo Polinomial.

c¢) Fungao Algébrica.

d) Funcao Seno.

=

Salta aos olhos a curva periddica, conhecida como senoide.
Letra d.

011. (FRAMINAS/COPASA/2012/AUXILIAR DE SERVICOS DE SANEAMENTO) Assinale a
alternativa CORRETA, que traz a defasagem angular entre as fungdes y=sen(x) e y=cos (x):

a) 0°

b) 45°

c) 90°

d) 180°

=

Devemos nos lembrar que a defasagem entre o seno e o cosseno é de 90°. Podemos inclusive
escrever que:

COSX = sen (x + g)

Letra v.

012. (IFB/2017/PROFESSOR DE MATEMATICA) As funcdes senoides por serem periddicas
sao muito utilizadas nos calculos de movimentos de marés, movimentos de péndulos, sinais
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de ondas sonoras e luminosas etc. A fungdo y = 3.sen (2x + g) + 1 representa o movimen-
to de maré de uma localidade na regiao norte do Brasil. Em relagdo a fungao dada, assinale as
afirmacgdes dadas a seguir como VERDADEIRAS com (V) ou FALSAS com (F).

( ) Euma fungéo periddica e seu periodo é 2.

( ) Suaimagem é o intervalo [-1,1].
() O dominio é o conjunto dos numeros reais.
( ) Euma fungéo periédica e seu periodo é 1.
() Seanula em infinitos valores para x.
Assinale a alternativa que contém a sequéncia CORRETA de cima para baixo.
a)FV,V,VF
b)FFV,V,V
c)V,EEVV
dFEV,EVV
e)V,EVFV

=

Compararemos essa expressido com a expressio de uma senoide genérica.

y = Asen (wx + @) + B

O periodo da fungao é dado por:

T=—=—=
w 2 "

Portanto, a afirmacao | esta falsa, mas IV esta correta.

Como ha uma amplitude, a imagem foi expandida de [-1,1] para [-3,3]. A seguir, adicionamos
um deslocamento longitudinal de 1, portanto, a imagem da funcao é [-2, 4]. Logo, a afirmacao
[l também esta falsa.

O dominio da fungao seno é realmente o conjunto dos nimeros reais. Afirmacgao Ill esta correta.
Como o seno é periddico, realmente vai se anular infinitas vezes. Logo, a afirmagéao esta V
esta correta.

Letra b.
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013. (FUMARC/SEE-MG/2018/PROFESSOR DE MATEMATICA) O gréfico abaixo representa
uma fungao trigonométrica.

A lei dessa funcgao pode ser dada por:
a) f(x) =2-sen (x)

b) f(x) = 1 + 2sen (x)

c) f(x) =-1-2sen (x)

d) f(x) =1 -2sen (x)

e)f(x) =-2-sen (x)

A funcéo fornecida tem imagem [-1, 3]. Dessa forma, ela apresenta um valor médio e uma am-
plitude. Calcularemos:

-1+3 2
Média = 5 =3= 1
3-(-1) 4
A=—— =37
0 periodo nao foi modificado, continua sendo de 2m, que é o periodo da senoide convencional.

2
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Devemos agora analisar se a fungao é seno ou cosseno. Para isso, podemos observar que ela é
uma fungao impar. Ou seja, é antissimétrica em relacao a origem, portanto, € uma fungao seno.
Perceba que ela esta centrada no zero. No entanto, logo apds o zero, a fungao é decrescente,
enquanto que o seno convencional seria crescente. Portanto, houve uma mudanca de sinal -
ou um deslocamento de fase de m.
Sendo assim, a fungao pedida é:

y=1-—2sen (x)
Letra d.

014. (CETRO/FUNDACAO CASA/2014/TECNICO EM INFORMATICA/REDE) Observe o gra-
fico abaixo.

Diante do exposto, assinale a alternativa que apresenta a fungao que melhor se adéqua a esta
representacao grafica.

a) f (x) = -3 + sen(x)

b) f (x) = -3sen(x)

c) f x =-cos(x)/3

d) f(x) = -3cos(x)

e) f (x) = cos(x) — 3

=

O grafico citado lembra bastante o cosseno, pois é par, porém perceba que esta negativo, tendo
em vista que o cosseno de zero deveria ser o valor maximo da fungao e esta o valor minimo.

A amplitude da funcéo é de [-3, 3] o que indica que a curva foi multiplicada por 3.
Letra d.
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015. (MS CONCURSOS/PREFEITURA DE ITAPEMA-SC/2016/AGENTE MUNICIPAL DE
TRANSITO) A temperatura de uma cidade variou, ao longo de um dia, segundo a fungéo f(x) =
a+b. sen(nx/12 + m),onde x representa o tempo, em horas (0 = x < 24). Sabendo que, nesse dia,
a temperatura maxima foi de 36°C e a temperatura minima foi de 20°C, entao o valor de b é:
a)8

b) 20

c) 28

d) 36

=

O valor de b corresponde a amplitude que é a semidiferenca dos valores extremos:

36-20 16

2 2

Letra a.

016. (FGV/SEE/PE/2016/PROFESSOR DE MATEMATICA) Uma funcéo trigonométrica cuja
expressao contém apenas seno e/ou cosseno além de alguma constante tem o seguinte gra-
fico no intervalo [, m:

a)y-1+sen(x)
b)y =1 -sen(x)
c)y = 1+ cos(x)
d) y = 1- cos(x)
e) y =sen(x) - cos(x)

=

Primeiro ponto é que essa fungao esta mais proxima de seno porque nao é simétrica em re-
lagdo a origem. O sinal é negativo, porque a fungdo comega de zero decrescendo, enquanto o
seno original comega crescente.

Além disso, o periodo e a amplitude foram mantidos. Houve apenas um deslocamento para
cima, pois a média do grafico esta em 1.

Sendo assim, a fungdo éy =1 — sen (x)

Letra b.
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3. Soma pe ARcos

A expressao chave aqui diz respeito a soma de arcos.
sen (a + b) = sen (a) cos(b) + sen(b) cos(a)

E uma expressao muito bonita. Até rima.

A soma de arcos é facil de decorar.

Seno a cosseno b.

Mais seno b cosseno a.

A demonstragcado dessa propriedade é sofisticada, por isso, esta fora do escopo des-

se material.
Temos também o cosseno da soma de arcos.

cos (a + b) = cos (a) cos(b) — sen(a) sen(b)

Também temos as expressodes para os arcos da diferenca. Para obté-las, basta lembrar que
o cosseno é uma fungdo par, ou seja, cos (-x) = cos (x) e que o seno é uma fungdo impar, ou
seja, sen (-x) = - sen ().

Sendo assim, nas expressdes do seno e cosseno, devemos apenas trocar o sinal onde
tem o seno.

sen (a — b) = sen (a) cos(b) — sen(b) cos(a)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(b) sen(a)
Podemos também obter a expressao da tangente da soma.

sen(a+b)  sen (a)cos(b) + sen(b) cos(a)
cos(a+b)  cos (a) cos(b) — sen(a) sen(b)

tan(a + b) =

Dividindo o numerador e o denominador pelo produto cos (a). cos (b), temos:

sen (a) cos(b) , sen(b)cos(a)
cos(a)cos (b) ~ cos(a)cos (b)  tan(a) + tan (b)
cos (a) cos(b)  sen(a)sen(b) 1 —tan(a)tan (b)
cos(a) cos (b) cos(a)cos (b)

tan(a + b) =

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)

tan(a + b) =

A tangente da diferenca é calculada mudando-se o sinal da tangente de b.

tan(a) — tan (b)
1 + tan(a) tan (b)

tan(a — b) =
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3.1. Soma pe Seno com CosSeNO

0 grafico mais complicado que uma questao de prova pode pedir envolve a soma de senos
com cossenos. Sdo expressdes da forma:

y=asenx+bcosx

0 modo mais facil de resolver esse tipo de questao é tomando o Teorema de Pitagoras
utilizando os parametros a e b como catetos de um triangulo retangulo.

c®=a*+b?* . c=+a?+ b?

Podemos calcular o seno e o cosseno do angulo hipotético ¢:

sen@=—-~b=c.sen@

alw oloc

COS @ =—.a=_C.CoSQ

Essa transformacgao é muito util, pois agora podemos escrever:
y=asenx+bcosx
Y = C.COS Sen x + ¢.5en ¢ cos x
Ly =c.sen(x + @)

Dessa forma, conseguimos transformar uma soma de seno e cosseno em uma simples
fungdo seno com uma fase.

Vejamos um exemplo. Qual o valor maximo da fungdo:y = sen x + cosx ?
Temos o seguinte:

y = l.senx + 1.cosx

Devemos tomar:

c=+12+12 =12
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Agora:
y =V2sen (x + ¢)
Como foi perguntado apenas o valor maximo da fungao, ja sabemos que o coeficiente de

amplitude é que determina. Sendo assim, o valor maximo é igual a V2,
Porém, para fins didaticos, podemos calcular a fase.

_b_ 1 _\E
sen(p—c— ,_2— 5
_a 1 _\/2
P TR 2

0 arco que possui 0 seno e o cosseno citados é /4. Portanto, poderiamos escrever que:

T
y = sen x + cos x =+/2sen (x+z)

Acredito que, caso esse assunto seja cobrado em alguma prova de nivel muito avanc¢ado,
ele se restringira a perguntar o valor maximo ou amplitude do grafico da fungé@o. No entanto,
vale a pena saber como calcular a fase, assim, vocé estara preparado para tudo o que pode vir
a aparecer em Trigonometria.

3.2. Arco DurLo

0 arco (2x) pode ter seu seno, cosseno e tangente calculados com a aplicagédo das férmu-
las do item anterior.

Usaremos o seno da soma. “Facil de decorar — seno a cosseno b mais seno b cosseno
a” até rima.

sen (a + b) = sen (a) cos(b) + sen(b) cos(a)

Basta fazera=b = x.

sen (x + x) = sen xcos x + sen xcos x

. sen (2x) = 2sen xcos x

Para o cosseno do arco duplo, teremos uma variedade maior de expressoes:

cos (a+ b) = cos (a) cos(b) — sen(a) sen(b)
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Fazendo a = b = x, teremos:

cos (x + x) = cos (x) cos(x) — sen(x) sen(x)

& cos (2x) = cos?(x) — sen?(x)

Utilizando a Relacao Trigonométrica Fundamental, teremos:
cos(2x) = cos?(x) — sen?(x) (1)

1 = cos?(x) + sen?(x) (1I)
Somando as duas expressoes (I + Il) acima, teremos:
1+ cos(2x) = 2 cos?(x)

= cos(2x) = 2cos?(x) — 1
Subtraindo as expressoes (Il - 1) teremos:
1 — cos(2x) = 2sen?(x)

~cos(2x) = 1 — 2sen?(x)

Sendo assim, temos uma expressao para o seno do arco duplo e trés expressdes para o
cosseno do arco duplo.

sen (2x) = 2sen xcos x
0s (2x) = cos?(x) — sen?(x)
cos(2x) = 2 cos?(x) — 1

cos(2x) = 1 — 2sen?(x)

3.3. Arco MeTADE

Para o arco metade, podemos pegar as duas ultimas expressoes do cosseno do arco duplo
e fazer uma mudanca de variaveis assumindo que y = 2x, portanto, x = y/2:

cos(y) = 2cos?(y/2) — 1
2 cos? (%) =1+ cos(y)

cos? (y) _ 1+ cos(y)

2. 2

cos(2) =  [LEEO50)
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Fazendo a mesma mudanca de variaveis para a quarta expressao, teremos:

cos(y) =1 —2sen?(y/2)

2sen? (g) =1 — cos(y)

Duas coisas importantes a se notar sobre essas expressoes. Primeiramente é que a unica
coisa que muda do cosseno para o seno do arco metade € um sinal dentro da raiz quadrada.

y) + 1 + cos(y)

oS (E + >

sen @) =+ —1 — c;s(y)

Outro ponto é que as expressoes foram obtidas com +, o que significa que o sinal nao é
calculado diretamente por essas expressodes.

Para obter o sinal, precisamos saber o0 quadrante em que esta localizado o arco-metade.

Por exemplo, considere o angulo X = 2_11:. Como ja vimos cos (2—”) = —1 teremos que o
cosseno do arco metade é: ’ ’

2n 1
cos(%)= i\jl-'-mzs(?)=i‘l1;§=i\/%72=iﬁ=i%

Para descobrir o sinal do cosseno desse angulo, devemos localizar o quadrante em
que esta /3.

A senx

w2
2m3 - .3

™ A o, 27

/ €os X

3
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0 angulo /3 é maior que zero e superior a 1i/2. Sendo assim, o angulo 1/3 esta no primeiro

quadrante.
Agora, vejamos o exemplo do angulo 81/3. Perceba que esse angulo é exatamente igual a
21/3 acrescido de uma volta (2m). Portanto, cos 8z - _1 . Dessa forma, podemos cal-

cular o cosseno do arco metade novamente pela expressao.

8w 1
41T l-I-COS(T) 1_f 1/2 1 1
cos(—):i =+ =+ [ — =+ |-=+—
3 2 2 2 4 2

Agora, precisamos notar que o angulo 4m/3 é superior a 1 e inferior a 3n/2, portanto, se
localiza no terceiro quadrante.

A sen x

|2

o A o, 28

/ COS X

4173

Note, ainda, que o arco 81/3 ocupa exatamente a posi¢ao do arco 2m/3. Porém as suas
metades ndo ocupam a mesma posigao.

Por fim, como o arco 41/3 esta no terceiro quadrante, temos que o0 seu cosseno é negativo.
Sendo assim:

47r_1
cosg— >

Dessa maneira, para calcular o cosseno ou seno do arco metade é essencial determinar o
quadrante em que estara localizado esse arco.
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3.4. TRANSFORMACAO DE SomA em ProbuTo

A transformacao de soma em produto € um assunto também bastante frequente.

_l_ —
senp +senq = 2 sen (p 5 q) cos (u)

2
senp —senq = 2 sen (B) cos (m)
2 2
_ p+q P—q
cosp +cosq = 2 cos (T) cos (T)
_ pt+q P—q
cosp —cosq = —2 sen (T) sen (T)

0 modo mais simples de se lembrar dessas expressdes é focar na soma de senos e na
soma de cossenos.

Note que essas expressdes sao muito semelhantes ao primeiro termo obtido para a soma
de arcos, s6 que multiplicado por 2. Vejamos:

sen(a + b) = senacosb + senb cosa
+q

senp +senq = 2 sen (PT) cos (pz;q)

cos(a+b) = cosacosbh — senasenb

_I_ —
cosp +cosq = 2 cos (p > q) cos (%)

Ja as expressoes para a diferenca de senos e diferenca de cossenos se parece com o se-
gundo termo obtido para a soma de arcos, s6 que multiplicada por 2.

sen(a + b) = senacosb + senb cosa

senp —senq = 2 sen (%) cos (*)

cos(a+ b) = cosacosbh— senasenb

_ p+q P—q
cosp —cosq = —2 sen > sen( > )

E bastante provavel que, se forem cobradas, essas expressées sejam cobradas literalmen-
te, ou seja, basta vocé aplica-las diretamente.

=| DirReTo Do CoNCURSO

017. (IFRS/2018/PROFESSOR DE MATEMATICA) Dada a fungéo f= R — R, tal que f(x)= sen(x)
+ cos(x), qual dos nimeros abaixo NAO faz parte do conjunto imagem?
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a) -1
b) 0
c) 1
d) v2
e) V3

=

A fungao escrita € uma soma de seno e cosseno.
y=senx +cosx = 1l.senx + 1l.cosx

Ela pode ser transformada somente em seno usando um tridangulo retangulo.

V2

1

=2sen (x +\@)

A fase nao influencia no conjunto imagem portanto, nem precisamos calcular. Como te-
mos somente o fator amplitude, teremos que a imagem sera [—/2, +v2]. Logo /3 esté fora
dessa imagem.

Letra e.

018. (QUADRIX/SEDUCE-G0/2018/PROFESSOR DE MATEMATICA) Assinale a alternativa
que apresenta o valor de sem (195°) + sem (75°).

a) v2

b) 1

c) v2/2

d) 1/2

e)v2 - 1

=

Basta utilizar a expressao da transformagao de soma em produto.

P—Q)

+
sen (p) + sen(q) = 2sen (;p 5 q) cos( >

195 + 75 195 — 75
sen (195) + sen(75) = ZSen( )cos ( )
sen (195) + sen(75) = Zsen( ) (T)

ﬁ 1 V2
sen (195) + sen(75) = 2sen(135) cos(60) = 75 =5

Letra c.
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019. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2018/QUIMICO DE PETROLEO JUNIOR) O maior valor
que a fungao real, y = f(x), de variavel real, definida por y = 3sen(x) + 4cos(x), pode assumir é:
a)1
b) 4
c)5
d)7
e) 7v2/2

=

Para calcular o maior valor da fungdo, podemos recorrer a técnica do triangulo retangulo, lem-
brando-nos de que o termo que acompanha o seno deve ser adjacente a fase.

3
Podemos calcular o valor de ¢ pelo Teorema de Pitagoras:

c2=3%244%2=94+16=25c=V25=5
Letra c.

020. (FUNCAB/POLITEC/MT/2013/PERITO CRIMINAL/FARMACIA) Calcule o valor de t
igualdade abaixo.

t = 2. (sen(15°) + cos(75°))

a) v6 - v2

b) V6 + V2

c)vV2++V3

d) v2-v3

e) V6

=

Aqui fica dificil utilizar as expressdes para a transformagao de soma em produto porque nao
conhecemos nenhuma expressao para somar seno com cosseno.
Porém, podemos converter um cosseno em seno usando os angulos complementares.

t = 2.(sen (15°) + sen(15°)) = 4sen 15°
O seno desse angulo, por sua vez, pode ser calculado a partir do arco de 30° usando o
arco metade.
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1 — cos30° 1-v3/2 [2—-V3 VJ2-+3
sen 15°= + f =+ > — ) = 5

Vale notar que o seno deve ser positivo, porque o angulo de 15° esta no primeiro quadrante.

t = 4sen 15° = 2 /2—@=J4.2—4.\/§=J8—4\/§

Note que ndao encontramos nenhuma das respostas, por enquanto, pois ainda precisamos ex-
trair essa raiz quadrada. Em provas de concursos, o que sugeriria € literalmente testar as al-
ternativas.

Thiago Cardoso

(V6—-v2) =6-2V6.V2+2=8-2VI2 =8—4/3

Ja encontramos o que procuravamos:

t = 4sen 15° = /8—4\/5:\/6—\/5

021. (FAFIPA/PREFEITURA DE PARANAGUA/PR/2016/ECONOMISTA) Calcule tg® (a+ B),
paratga=T1ecotB=-1/3.

a) -8

b) -2

c)-1/8

d)-1/2

=

A cotangente é o inverso da tangente, portanto temos:

Letra a.

1
-1/3

tan f =

Agora, vamos proceder o calculo da tangente da soma:

tan(a + B) = tana +tanp  1-3 -2 2 1
e+ P = T natans 1-L(=3) 143 1 2

Como a questao pediu a tangente ao cubo, basta aplicar essa poténcia.

tan®(a + ) = (—%)3 = —%

Letra c.
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022. (PREFEITURA DO RIO DE JANEIRO/2016/PROFESSOR DE MATEMATICA) Seja k um
nuamero real tal que sen70° = k. O valor de cos20° é igual a:

a)1-k?
b) 2 - k2
c) 1 - 2k?
d) 2 - 2k?

=

Aplicagao direta da expressao do cosseno do arco duplo em fungao do seno.

cos2x = 1 — 2sen’x
. cos20 =1—2sen?10 =1 — 2k?

Letra c.

023. (FUNCERN/IFRN/2015/ASSISTENTE EM ADMINISTRAGCAOQ) Considere x um arco tal
queTt/2<x<Tesenx=3/5.
Sobre os referidos dados, assinale a opgao correta.
a) COS X < Sen 2x < cos 2X
b) sen 2x < cos 2x < cos x
C) COS 2X < COS X < Sen X
d) Sé\ 2X < COS X < sen X
Como x é um arco do segundo quadrante, temos que 0 seu cosseno sera negativo. Aplicando
a Relacao Trigonométrica Fundamental, temos:
sen?x + cos?x =1

32
2 =1
(5) + cos*x =

9
cos?’x=1—--—=16/25

25
. _ 16 4
S COSX = — E——E

0 seno e o cosseno do arco duplo podem ser calculados pelas expressdes conhecidas.

4\ /3 24
sen 2x = 2senxcosx = 2. (—g)(g) = BT
cos2x =1—2sen’x =1 —2.(1) =1 —Ez 7
25 25 25
Dessa maneira, temos que sen 2X < COS X < COS 2X < sen X
Letra d.
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024. (IMA/PREFEITURA DE CANAVIEIRA P1/2015/PROFESSOR DE MATEMATICA) Quais
valores k pode assumir para tornar possivel a igualdade cos x =2 k + 13?
a){keR/k=-13ek=-2}

b){keR/-13<k=-2}

c){keR/ks-7ekz=-6}

d){keR/-7=<k<-6}

=

A imagem do cosseno se situa sempre entre [-1, 1]. Sendo assim, devemos ter:

-1<2k+13<1
-1-13<2k<1-13
-14 <2k < -12

—7<k<—66
Letra d.

025. (ESAF/AFRFB/2014) O cosseno de um angulo x, com 1/2 < x < T, é igual a -7/25. Desse
modo, a tangente de x/2 é igual a:

a)-4/3

b) 4/3

c)-3/2

d) 3/23

e) 1

=

Para calcular o sinal do arco metade, precisamos localiza-lo em termos de quadrantes. De an-
temao sabemos que:

Sendo assim, o arco metade esta localizado no primeiro quadrante. Portanto, tera o seno e o
cosseno ambos positivos. Agora, calculemos:

7 7
x l—cosx [1=(=38) [1+3E 32 16 4
Sen(—)=+ = = = = |—=-—
2 2 2 2 25.2 25 5

7 7

X + cos x TS ~ 5T
1 1+ (=5g 1-5g 18 9 3
CQS(—):-]— = = = = |— ==
2 2 2 2 25.2 25 5
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Por ﬁm, a tangente é simplesmente a razao entre 0 seno e 0 cosseno.

S k]

sen (

an () = ) a5 4
(-

)‘35_5

Nl

Letra b.

026. (ESAF/AFRFB/2012) Considerando-se a expressao trigonométrica x = 1 + cos 30°, um
dos possiveis produtos que a representam é igual a:

a) 2 cos? 15°

b) 4 cos? 15°

c) 2 sen? 30°

d) 2 cos? 30°

e) 4 sen? 15°

=

A expressao x nos lembra bastante da expressao do cosseno do arco metade que também

envolve a soma 1 + cosseno.
1+ cos30°
cos 15° = T

1 + cos30°
2

~ 14 cos30° = 2cos? 15°

cos?15° =

Letra a.

027. (IF-RS/2018/IF-RS/MATEMATICA) As afirmativas abaixo envolvem os conceitos da Tri-
gonometria no que se referem a relagao entre lados e angulos de um triangulo, relagdes trigo-
nomeétricas e a variagao dos arcos no ciclo trigonométrico.
| — Em um triangulo ABC sao conhecidas as medidas dos lados AC=45cm,AB=40cme
BC = 34 cm. Nessas condigdes o angulo C deve ser agudo.
Il - No tridngulo DEF o lado DF = 180 cm e o 4ngulo E = 135°. Se o0 angulo F = 30° entdo DE
€ aproximadamente 127cm.
[l - Arelagdo sec x - cos x = sen X. tan x ndo é uma identidade trigonométrica.
IV — Quando os arcos do ciclo trigopnométrico variam entre 270° até 360°, os valores da fun-
¢ao secante sao decrescentes.

Assinale a alternativa em que todas as afirmativas estdo CORRETAS:
a) Apenaslell.
b) Apenas | e IV.
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c) Apenas |, Il e IV.
d) Apenas I, lll e IV.
e)l, 1, llelV.

=

| — Correta. Observe como ficaria uma representagao do triangulo.
B

Utilizando a lei dos cossenos, temos:

40? = 342 4 452 — 234 - 45 - cos(x)

1600 = 342 + 452 — 2 - 34 - 45 - cos(x)
1600 = 1156 + 452 — 2 - 34 - 45 - cos(x)
1600 = 1156 + 2025 — 2+ 34 - 45 - cos(x)

1600 = 1156 + 2025 — 3060 - cos(x)

3060 - cos(x) = 1156 + 2025 — 1600

3060 - cos(x) = 1156 + 425
3060 - cos(x) = 1581

1581

~cos(x) = M =

0,51
Assim:
arcos(0,51) ~ 60°

O angulo sera agudo.
Il — Correta. Observe como ficaria uma representagao do triangulo.

E
34

127

180
e

Nao é preciso descobrir o valor do outro angulo. Basta aplicarmos a lei dos senos nos valores
ja existentes. Assim, temos:
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Lado A Lado B
sen(a) sen(p)

Com sen(a) e sem(B) representando os angulos opostos aos lados A e B, respectivamente.
Dessa forma, substituindo, obtemos:

180 B 127
sen(135%)  sen(309)

180 127
0,7071 0,5
254 = 254

[ll - Errada. Primeiramente, precisamos lembrar das seguintes relagdes:

1

sec(x) = pmron

_ sen(x)
"~ cos(x)
Substituindo esses dados na equacgao dada pela alternativa, temos:

sec(x) — cos(x) = sen(x) - tan(x)

_ _sen(x)
cos() cos(x) = sen(x) _cos(x)

_ sen(x)?

cos(x) ~ cos(x) = cos(x)

sen(x)? 1
cos(x) + cos(x) = cos(x)
Multiplicando todos os temos por cos(x), temos:
(%) cos(x) + cos(x)? = (m) cos(x)

sen(x)? + cos(x)? =1
A equacao encontrada que representa aidentidade trigonométrica fundamental da matematica.
IV - Correta. Primeiro, vamos lembrar a relagao da funcao secante.

1

sec(x) = m

Logo, trata-se de uma fungéo inversamente proporcional a fungdo cosseno. Isso significa que,
se a fungéo cosseno for crescente, a fungdo secante sera decrescente e vice-versa.
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Observe o circulo trigopnométrico com a fungao cosseno a seguir.

Dentro do intervalo 270° a 360°, temos:
+ Se a<b, entdo cos(a)< cos(b). Ou seja, os valores da fungdo cosseno sdo crescentes;
+ Portanto, nesse mesmo intervalo, os valores da funcao secante serdo decrescentes.
Portanto, as unicas alternativas corretas sdo: |, Il e IV.
Letra c.

4. EQuAcOes TRIGONOMETRICAS

As equacdes trigonométricas sdo da seguinte forma:
senx =p

cosx =q

O primeiro passo para resolver esse tipo de questao é encontrar uma solugéao qualquer da
equacgao. Por exemplo:

1
senx = =

L T 1

Javimos que sen 3 =7
0 que vai ser cobrado em provas é justamente o fato de que a equagao admitira outras
solucdes além dessa. Vamos marcar no ciclo trigopnométrico, lembrando-nos de que o seno se

encontra no eixo das ordenadas.

A senx
w2
B Lo D w6
m L |

A [o@. 21

' / COS X
3m2
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0 seno do angulo suplementar a /6, no caso 1 — /6 = 51/6, € também igual a 1/2. Ja vi-

mos isso em Regressao ao Primeiro Quadrante. Temos, portanto, uma solucao adicional.

Além disso, é preciso considerar que a cada volta no ciclo trigonométrico (2m), seja para
a esquerda, seja para a direita, 0 arco cai exatamente no mesmo ponto. Sendo assim, ainda
precisamos adicionar mais alguns arcos.

A sen x
|2
516, 1716, < - 142 - 6, 1316,
29m6.. /. 7\ 25m6..
A [0, 2
/ cos x
312

Matematicamente, a forma mais rigorosa de se escrever é:
S = [+ 2km,k EZ}U{S—R+2kn k ez]
G ' 6 ’

Pode ter parecido estranha a expressao obtida, mas fique tranquilo. Vamos desvenda-la. A
expressao 1/6 + 2km se refere ao arco /6 acrescido de multiplos de 2m, pois estes represen-
tam numeros inteiros de volta.

Temos, por exemplo, ... -231/6, -1111/6, 11/6, 1311/6, 2511/6, ...

0 mesmo é valido para a expressao 5m/6 + 2kt que se refere ao conjunto de solugdes: ...,
-191/6, -71/6, 511/6, 1311/6, 2511/6, ...

E mais provavel que as provas se restrinjam a pedir as solu¢des dentro da primeira volta do
ciclo trigonométrico. Porém, vale a pena ficar de olho e saber todas as solucdes de equacgao
trigonométrica.

4.1. INeQuACOES TRIGONOMETRICAS

Esse é um assunto que vejo como improvavel de ser cobrado. No entanto, para que vocé
nao perca nenhum detalhe da matéria, vamos aprender.
0 modo mais simples de resolver é realmente olhando para o ciclo trigonométrico. Por
exemplo, considere a inequagao:
1

cCOS X > —
2

Ja aprendemos a identificar no ciclo trigonométrico as duas solu¢cdes da equacgao.
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n 1 . ~ : ~
Sabemos que cos 3)= 3 Vale dizer que, no caso de equacdes e inequacdes envolvendo
0 cosseno, eu gosto de usar o outro arco como o de sinal negativo, como mostrado na figu-
ra a sequir.

A sen x
w2
™~ 13

AN 5
; / X

7 3
-T¥2
0 conjunto solugdo da inequagao esta marcado em vermelho.

S:{—g<x<g}

Além disso, devemos incluir as voltas. Basta somar o termo 2k7T.
§={-%+2kn <x < +2kn)
U3 3
= DireTo po ConcCuRSO

028. (MS CONCURSOS/PREFEITURA DE PIRAUBA/2017/ASSISTENTE SOCIAL) O conjunto
solucdo da equacdo cos(2x) = 1, onde 0<x<4T, possui:

a) 2 elementos

b) 3 elementos

c) 4 elementos

d) 5 elementos

=

Podemos fazer uma mudancga de variaveis para facilitar o entendimento do problema y = 2x.
Teremos a equagao:

cos(y) =1

O conjunto de validade dessa equacao é:

O<x<d4rm

Podemos fazer a substituigdo inversa y = 2x & x = y/2
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y
0<=<4
2 [

0<y<8m

Podemos verificar facilmente que s6 existe um ponto no ciclo trigonométrico que atende a

cos (x) = 1.
A senx
2
m )
'_ A " 00,2%
COS X
2

Como queremos 0 < y < 8m, os Unicos valores que nos interessam séo:
y = 2m,4m, 61

Dividindo por 2, teriamos os possiveis valores de x que sao portanto 3. Perceba que o enuncia-
do ndo deu a possibilidade de que x fosse igual a 0 ou a 4.
Letrab.

029. (FUNCERN/IFRN/20;7[}/PROFESSOR DE MATEMATICA) Considerando U= IR, a solucéo

. {Cossec X
para o sistema secx <0 e:

a) s

{x € RIm+ 2km < x = T + 2kmk ez}

b) 5

{x €IR| S+ 2km<x <m+ 2kn,kez}.
3w
c)s ={x € IRlm + 2kn < x < + 2kn,kez}.

d) s ={x € IR|Z + 2kn < x < m+ 2kmk e Z},

=

Essa inequagao nao é nem tao sofisticada, pois o sinal da cossecante e da secante sdo os
mesmos, respectivamente, do seno e do cosseno.

Além disso, vale lembrar que elas nao sao definidas quando o seno ou o cosseno se anulam.
Portanto, o sistema é equivalente a:

senx >0

cosx <0
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Essa regido se refere diretamente ao segundo quadrante do ciclo trigonométrico.

A sen x

w2

< “\

Portanto, a solugédo da inequacao é:
m
S = {,— <x < n}
2
Além disso, devemos considerar as voltas extras no ciclo trigonométrico. Portanto, teriamos.

T
S={E+2kn<x<n+2kﬂ,kEZ}

Letra b.

030. (IBFC/CAMARA MUNICIPAL DE ARARAQUARA/2016/ASSISTENTE DE TRADUGAOQ E
INTERPRETAGAO) A solugdo da inequacédo 2.sen(x) <-1,para0<x< 2T, é:

{ ER?T{( <111&'}
a) {x g <X 5

{ER5H< (77:}
b) FER G <*¥<7

3 3
) X r X

Primeiramente, transformaremos a inequagao na forma de seno:

1
senx < ——
2
. . i .
Agora, precisamos encontrar uma SO|UQaO. No Ccaso, sabemos que sen (E) = 5 ,
i 7T 1
portanto, Sen (TE + g) = sen (?) — _E
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Vamos marcar no ciclo trigonométrico.

A sen x
2
'rl'llll II|
';, AN 00, 2%
\ ./ COoS X
eS¢ I 11
172

Notamos que a regiao que satisfaz a desigualdade é:

S= 7m 11m

Letra a.

031. (IDECAN/COLEGIO PEDRO 11/2015/PROFESSOR DE MATEMATICA) Considere a ine-
quacao cosx + V3, senx >v2. Se x € [0,2m], a solugdo da inequacgao corresponde ao intervalo real:
a) | /42

b) 11/6; 71/6 [

c) /12, 7n/12

d)]10; /4

=

Uma questao bastante sofisticada. Primeiramente, devemos transformar a soma seno-cosse-
no em um unico seno com o auxilio de um tridngulo retangulo. E importante frisar que o termo
que acompanha sem x deve estar sempre adjacente ao angulo ¢.

V3

A hipotenusa desse triangulo é calculada pelo Teorema de Pitagoras.

?=12+(V3) =1+3=4uc=Vi=2
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Podemos entao calcular a fase.

1 V3
2,cosqo— 2

0 angulo que possui 0 seno e o0 cosseno citados é bastante conhecido.

sen @ =

_Tl'.. 300
';0—6( )

Sendo assim, a expressao de soma de seno e cosseno pode ser escrita como;
s
y = 2sen (x+g) >2

Chegamos, portanto, a uma inequacgao trigonométrica.

sen (x+g)>g

e ~ T ~_ 7z .
Para facilitar a solugdo, chamaremos x + o= 0 . Esse passo ndo é absolutamente necessa-
rio, mas facilitara o seu entendimento. Temos, entao, que:
V2
sen (6) > -

Ja sabemos resolver essa inequagao trigonométrica.

A senx
L
314 . \rl/z _____ .. T4
! !
'_ A 00, 2
- COS X
32
A solucao da inequacao é, portanto:
s 9 3
4 4
Substituindo a expressdo x + % =0:
T 9 < 3T
4 4
T <xt T < 3T
4 T,
moT <x< 3m ®w
4 6 "4 7%
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YTog SYST

Letra c.

032. (QUADRIX/SEDUCE-G0O/2018/PROFESSOR DE MATEMATICA) Assinale a alternativa
que apresenta o valor de sen(195°) + sen(75°).

a) v2

b) 1

c) v2/2

d) 1/2

e)v2-1

=

Basta utilizar a expressao da transformagao de soma em produto.

P—Q)

+
sen (p) + sen(q) = 2sen (p > q) cos( >

195 + 75) (195 - 75)
coS

sen (195) + sen(75) = 2sen ( 5 >

270 12
sen (195) + sen(75) = 2sen (T) coS (T)
21 2
sen (195) + sen(75) = 2sen(135) cos(60) = 2%_5 = g

Letra c.

033. (CEPERJ/SEDUC-RJ/2015/PROFESSOR DE MATEMATICA) Resolvendo corretamente
a equacdo trigonométrica 2sen(2x)= sen(x), x€[0,2r], determina-se o conjunto solucdo com
exatamente t elementos. O valor de t é igual a:

a)1

b) 2

c)3

d) 4

e)5

=

Aplicando a expressao conhecida para o seno do arco duplo, teremos:
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2.2senxcosx = senx
4sen xcosx = sen x

senx(4cosx—1)=20
Portanto, as solucdes da equagao envolvem duas possibilidades:

senx =0 . x ={0,m,2m}

1
oudcosx—1=0 - cosx = Z

Embora ndo saibamos o arco cujo cosseno vale %, sabemos que existem duas solu¢des no
intervalo [0, 2m]. Podemos marca-las no ciclo trigonométrico.

A sen x
|2
! |
I'. A .'I |
" ' ' COS X
2

Sendo assim existe um conjunto de 5 solugdes no intervalo [0, 2m].
Letra e.

Chegamos ao final de mais uma aula.
Nao se esquece de me seguir no Instagram:

www.instagram.com/thiagofernando.pe

Forte abrago!
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QUESTOES DE COMENTADAS EM AULA

001. (FGV/AL-RO/2018/ANALISTA LEGISLATIVO/MATEMATICA) Sabe-se que sen x - cos x
=0,6. Ovalordey=senx-cosxé

a) 0,18

b) 0,32

c) 0,36

d) 0,64

e) 0,72

Thiago Cardoso

002. (UFOP/2018/ASSISTENTE EM ADMINISTRAGAOQ) Trés angulos agudos tém suas medi-
das em progressao aritmética crescente.

Assinale a afirmativa correta sobre seus respectivos cossenos.

a) Eles formam uma progressao aritmética.

b) Eles formam uma progressao geométrica.

c) Eles formam uma sequéncia crescente.

d) Eles formam uma sequéncia decrescente.

003. (FAUEL/PROADMUSEP/2017/TECNICO DE ENFERMAGEM) Uma escada de 40 m de
comprimento esta apoiada no alto de um edificio de uma altura h. Sabendo-se que o angulo
formado entre a escada e o plano horizontal é de 30°, a altura h do edificio é de: (sen 30° = 0,50;
cos 30° = 0,86 e tg 30° = 0,58)

, m

1 1

1113

w | 3 13

5 |

a) 15m.
b) 20m.
c) 50m.
d) 80m.

004. (IBADE/SEE-PB/2017/PROFESSOR DE MATEMATICA) A expressdo trigonométrica a

seguir vale:
2.005(60 ) . sen(10°) | _ sen(210°)
tg(45°) |[cos(80°)
a) 1.
b) 3/2.
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c) -3/2.
d) 1/2.
e)-1/2.

005. (MS CONCURSOS/SAP-SP/2017/AGENTE DE SEGURANCA PENITENCIARIA) Seja
a expressao

sen®x cos? x

(1 + cosx) ' (1 —cosx)

definida em 0< x < /2. Ao simplifica-la, obteremos:
a)1

b) sen? x

c) cos? x

d) 0

006. (FCC/SEDU-ES/2016/PROFESSOR DE MATEMATICA) Na fungéo trigonométrica g(x) =
sen x, com x € R, g(131/3) é igual a:

a) g(51/2).

b) g(r/4).

c) g(2n/3).

d) g(m).

e) g(1/3).

007. (IBFC/MGS/2016/AP0OI0O OPERACIONAL) O valor da expressdo 3. sen?2 a + 3. cos? a,
para 0° < a < 360°, é igual a:

a)1,5

b) 3

c)2

d) 6

008. (IBFC/MGS/2015/SERVIGOS TECNICOS EM SEGURANGA DO TRABALHO) Considere
que o angulo a esta no intervalo entre 90° e 180° e sena= 0,5, entao o valor do cosa é igual a:
a)-0,5

b) - v3/2

c) v3/2

d) 1/3

009. (CESPE/SEDU-ES/2010/PROFESSOR DE MATEMATICA) Considerando que a e b se-
jam angulos expressos em graus, em que 0 < a,b < 90° sena = ge senb = g, julgue o se-
guinte item.
a+b=090°

O conteudo deste livro eletrénico é licenciado para ALEXSANDRO BEZERRA SILVEIRA - 38904497353, vedada, por quaisquer meios e a qualquer titulo,
a sua reproducao, copia, divulgacao ou distribuicdo, sujeitando-se aos infratores a responsabilizagao civil e criminal.

www.grancursosonline.com.br 58 de 81


https://www.grancursosonline.com.br
https://www.grancursosonline.com.br

@GRAN CURSOS MATEMATICA
ONLINE

Trigonometria

Thiago Cardoso

010. (ORHION CONSULTORIA/PREFEITURA DE JAGUARIUNA/SP/2018/ASSISTENTE DE
GESTAO PUBLICA) Na érea de funcdes matematicas, existem diversos tipos de funcéo. Cada
funcao tem suas propriedades e graficos. Observe o grafico a seguir:

0 =2}

Qual é o tipo de fungao que corresponde a imagem acima?
a) Funcao Exponencial.

b) Fungao Polinomial.

c¢) Fungao Algébrica.

d) Fungéo Seno.

011. (FRAMINAS/COPASA/2012/AUXILIAR DE SERVICOS DE SANEAMENTO) Assinale a
alternativa CORRETA, que traz a defasagem angular entre as fungdes y=sen(x) e y=cos (x):

a) 0°

b) 45°

c) 90°

d) 180°

012. (IFB/2017/PROFESSOR DE MATEMATICA) As funcdes senoides por serem periédicas
sao muito utilizadas nos calculos de movimentos de marés, movimentos de péndulos, sinais
de ondas sonoras e luminosas etc. A fungaoy = 3.sen (Zx + g) representa 0 movimento de
maré de uma localidade na regido norte do Brasil. Em relagdo a funcao dada, assinale as afir-
magdes dadas a seguir como VERDADEIRAS com (V) ou FALSAS com (F).

E uma fungéo periédica e seu periodo é 2.

Sua imagem ¢ o intervalo [-1,1].

O dominio é o conjunto dos numeros reais.

E uma funcao periddica e seu periodo é T.

Se anula em infinitos valores para x.

N N N N N
N N N N

Assinale a alternativa que contém a sequéncia CORRETA de cima para baixo.
a)FV,V,VF
b) FREV,V,V
c)V.EEV,V
dFEV,EVV
e)VVEVEV
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013. (FUMARC/SEE-MG/2018/PROFESSOR DE MATEMATICA) O gréfico abaixo representa
uma fungao trigonomeétrica.

A lei dessa funcao pode ser dada por:
a) f(x) = 2-sen (x)

b) f(x) =1 + 2sen (x)

c) f(x) =-1-2sen (x)

d) f(x) = 1-2sen (x)

e) f(x) =-2-sen (x)

014. (CETRO/FUNDAGAO CASA/2014/TECNICO EM INFORMATICA/REDE) Observe o gré-
fico abaixo.

Diante do exposto, assinale a alternativa que apresenta a fungao que melhor se adéqua a esta
representacao grafica.

a) f (x) = -3 + sen(x)

b) f (x) = -3sen(x)

c) f x =-cos(x)/3

d) f(x) = -3cos(x)

e) f (x) = cos(x) - 3
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015. (MS CONCURSOS/PREFEITURA DE ITAPEMA-SC/2016/AGENTE MUNICIPAL DE
TRANSITO) A temperatura de uma cidade variou, ao longo de um dia, segundo a func&o f(x) =
a+b. sen(nx/12 + m),onde x representa o tempo, em horas (0 = x < 24). Sabendo que, nesse dia,
a temperatura maxima foi de 36°C e a temperatura minima foi de 20°C, entao o valor de b é:
a)8

b) 20

c) 28

d) 36

016. (FGV/SEE-PE/2016/PROFESSOR DE MATEMATICA) Uma fungdo trigonométrica cuja
expressao contém apenas seno e/ou cosseno além de alguma constante tem o seguinte gra-
fico no intervalo [-T, m:

- -11/2 0 /2 m

a)y -1+ sen(x)
b)y =1 -sen(x)
c)y = 1+ cos(x)
d) y = 1- cos(x)
e) y =sen(x) - cos(x)

017. (IFRS/2018/PROFESSOR DE MATEMATICA) Dada a fungéo f= R — R, tal que f(x)= sen(x)
+ cos(x), qual dos nimeros abaixo NAO faz parte do conjunto imagem?

a) -1

b) 0

c) 1

d) v2

e) V3

018. (QUADRIX/SEDUCE-G0O/2018/PROFESSOR DE MATEMATICA) Assinale a alternativa
que apresenta o valor de sem (195°) + sem (75°).

a) v2

b) 1

c) v2/2

d) 1/2

e)v2-1
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019. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2018/QUIMICO DE PETROLEO JUNIOR) O maior valor
que a fungao real, y = f(x), de variavel real, definida por y = 3sen(x) + 4cos(x), pode assumir é:
a)1

b) 4

c)5

d)7

e) 7v2/2

020. (FUNCAB/POLITEC/MT/2013/PERITO CRIMINAL/FARMACIA) Calcule o valor de t
igualdade abaixo.

t = 2. (sen(15°) + cos(75°))

a)v6-v2

b) v6 +v2

) V2 + V3

d)v2-v3

e) V6

021. (FAFIPA/PREFEITURA DE PARANAGUA-PR/2016/ECONOMISTA) Calcule tg® (a+ B),
paratga=T1ecotB=-1/3.

a)-8

b) -2

c)-1/8

d)-1/2

022. (PREFEITURA DO RIO DE JANEIRO/2016/PROFESSOR DE MATEMATICA) Seja k um
namero real tal que sen70° = k. O valor de cos20° é igual a:

a)1-k?
b) 2 - k2
c) 1-2k?
d) 2 - 2k2

023. (FUNCERN/IFRN/2015/ASSISTENTE EM ADMINISTRAGAOQ) Considere x um arco tal
queTt/2<x<Tesenx=3/5.

Sobre os referidos dados, assinale a opgao correta.

a) COoS X < Sen 2x < Cos 2X

b) sen 2x < cos 2x < cos x

C) COS 2X < COS X < Sen X

d) sen 2x < cos x < sen x
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024. (IMA/PREFEITURA DE CANAVIEIRA P1/2015/PROFESSOR DE MATEMATICA) Quais
valores k pode assumir para tornar possivel a igualdade cos x =2 k + 13?
a){keR/k=-13ek=-2}
b){keR/-13<k=-2}
c){keR/ks-7ekz=-6}
d){keR/-7=<k<-6}

025. (ESAF/AFRFB/2014) O cosseno de um angulo x, com 1/2 < x < T, é igual a -7/25. Desse
modo, a tangente de x/2 é igual a:

a)-4/3

b) 4/3

c)-3/2

d) 3/23

e)1

026. (ESAF/AFRFB/2012) Considerando-se a expressao trigonométrica x = 1 + cos 30°, um
dos possiveis produtos que a representam é igual a:

a) 2 cos? 15°

b) 4 cos? 15°

c) 2 sen? 30°

d) 2 cos? 30°

e) 4 sen? 15°

027. (IF-RS/2018/IF-RS/MATEMATICA) As afirmativas abaixo envolvem os conceitos da Tri-
gonometria no que se referem a relagao entre lados e angulos de um triangulo, relagdes trigo-
nométricas e a variacao dos arcos no ciclo trigopnométrico.
| = Em um triangulo ABC sao conhecidas as medidas dos lados AC=45cm,AB=40cme
BC = 34 cm. Nessas condi¢des o angulo C deve ser agudo.
Il - No tridngulo DEF o lado DF = 180 cm e o angulo E = 135°. Se 0 angulo F = 30° ent3o DE
€ aproximadamente 127cm.
[l - A relagdo sec x - cos x = sen x. tan x ndo € uma identidade trigonométrica.
IV — Quando os arcos do ciclo trigopnométrico variam entre 270° até 360°, os valores da fun-
¢ao secante sao decrescentes.

Assinale a alternativa em que todas as afirmativas estdo CORRETAS:
a) Apenaslell.

b) Apenas e IV.

c) Apenas |, Il e IV.

d) Apenas I, lll e IV.

e)l I, 1lelV.
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028. (MS CONCURSOS/PREFEITURA DE PIRAUBA/2017/ASSISTENTE SOCIAL) O conjunto
solugdo da equagdo cos(2x) = 1, onde 0<x<4m, possui:
a) 2 elementos
b) 3 elementos
c) 4 elementos
d) 5 elementos

029. (FUNCERN/IFRN/2017/PROFESSOR DE MATEMATICA) Considerando U= IR, a solucéo

para o sistema {‘30336"3 x>0 g
secx <0

) s ={x € IRIn+ 2kn < x < ¥ + 2kmkeZ}.

b) s ={x € IRIZ + 2kn < x < m + 2kmkeZ}.

c) s ={x € IR|m + 2kn < x < 2 + 2kn,kez}_

d) s =[x €IR|Z + 2knm < x< m+ 2;m,kez}.

030. (IBFC/CAMARA MUNICIPAL DE ARARAQUARA/2016/ASSISTENTE DE TRADUGAO E
INTERPRETAGAO) A solugéo da inequacgéo 2.sen(x) <-1,para0 < x< 2 T, é:

a){ ER7H< <11:rr}
XERTESXYSTg

71
{xel?——<ﬁx< 6}

Oix ER,— < x <

41T SR}
3 3

dixER,—<x <
6 6

7 SR}
031. (IDECAN/COLEGIO PEDRO 11/2015/PROFESSOR DE MATEMATICA) Considere a ine-
quacao cosx + V3, senx >v2. Se x € [0,2m], a solugdo da inequacgao corresponde ao intervalo real:
a)l /4, /2 |
b) | v/6; 71/6 [
c) /12, 7/12
d)]10; /4]
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032. (QUADRIX/SEDUCE-G0/2018/PROFESSOR DE MATEMATICA) Assinale a alternativa
que apresenta o valor de sen(195°) + sen(75°).

a) v2

b) 1

c)v2/2

d)1/2

e)v2-1

033. (CEPERJ/SEDUC-RJ/2015/PROFESSOR DE MATEMATICA) Resolvendo corretamente
a equacdo trigonométrica 2sen(2x)= sen(x), x€[0,2r], determina-se o conjunto solugdo com
exatamente t elementos. O valor de t é igual a:

a)1

b) 2

c)3

d) 4

e)5
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QUESTOES DE CONCURSO

034. (FCC/SEDU-ES/2018/PROFESSOR DE MATEMATICA) O valor de sen 2m / 3 é igual ao
cosseno de:

a)2m/3

bym/3

c)7n/6

dmn/6

e)4mn/6

=

Para este problema, precisamos lembrar da propriedade dos angulos suplementares, que pos-
suem senos iguais:

sen(m — x) = sen (x)

Como é pedido o seno de (21/3), basta fazermos x = 1/3. Usando regra de trés:

sen (= 2) = sen (3)

sen(5) = sen (3)

Podemos, agora, utilizar a propriedade do cosseno de angulos complementares:

sen () = sen (3) = cos (5 - 5)

Fazendo as contas entre parénteses, temos:
(nr n) 3Im—2nr w
2 3/ 6 6

Assim, temos essa relagao:

. sen (23—n) = sen (g) = C0s (g)

Letra d.

035. (CESPE/SEFAZ-RS/2018/TECNICO TRIBUTARIO DA RECEITA FEDERAL) A largura da
faixa de areia de uma praia varia com o tempo devido ao movimento das marés. Em metros, a
largura C da faixa de areia, em fungéao do tempo t, em horas, é expressa por

C(t) =30 + 20sen mt/12, em que t = 0.

Nessa situagao, o periodo de C e a largura maxima da faixa de areia sao, respectivamen-
te, iguais a
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a)24he50m.
b)24he10m.
c)12he30m.
d) 12he 50 m.
e)12he20m.

=

Lembre-se de que a fungao seno varia no intervalo fechado de-1 a 1. Assim, o valor maximo da

fungdo C ocorrera quando a fungao seno for 1. Dessa forma, temos:
nt

C(t) = 30 20 - —
(t) + sen (12)

Conax () = 30 + 20 (1)

Cméx(t) = 50
Sabendo que o periodo de uma fungéo do tipo f(x)=a + b - sen(mx) é:

27
T = —
Im|
Como m=1/12, temos que o periodo da fungao no problema é:

271
T=—

2

_ 241

||
Como 1 € um numero positivo, podemos retirar do modulo sem fazer alteragdes:
241
T=—
w
=T = 24
Assim, o periodo vale 24 horas e a largura maxima C vale 50m.
Letra a.
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036. (CESPE/SE-DF/2017/PROFESSOR DE MATEMATICA)

h
v (em metros)

( 4,0) o \,0
o|Y—w— ,'\‘(cm metros)

A figura precedente, no sistema cartesiano de coordenadas ortogonais xOy, representa a tra-
jetéria de um movel em movimento circular uniforme no sentido anti-horario, com velocida-
de angular constante w, em radiano por segundo. A posi¢cao da proje¢cao, em metros, de um
ponto dessa trajetoria no eixo x chama-se elongagcao e descreve um movimento harmonico
simples. A maxima elongacdo (chamada de amplitude) equivale ao raio do circulo do mo-
vimento circular. A equagado que associa a elongacdo em fungao do tempo é expressa por
E(t) = Acos@(t) = Acos(@o + wt) em que Po e A s3o, respectivamente, a fase
e a amplitude da elongacao.

Tendo como referéncia essas informacdes e considerando um moével cuja equacgao da elonga-
¢do seja E(t) = 6 cos (/2 + mt), julgue o item seguinte.

A amplitude da referida elongacao é igual a 3 m.

=

Pela questao, temos que:
E(t) = A-cosp(t) = A-cos(py + wt)

Sabemos que A = amplitude da elongacao. Pela formula dada no enunciado, o termo que mul-
tiplica a fungdo cosseno é o 6. Portanto, a amplitude vale 6m, e ndo 3m.
Errado.

037. (FGV/SEDUC/SP/2013/PROFESSOR DE MATEMATICA) Certo satélite cientifico percor-
re uma 6rbita em que sua distancia (d ), em quilémetros, até a superficie da Terra é dada por:

d = ———-—-—12000 - 6400 ,
1+0,2-cosB

com 6 variando, em cada 6rbita, de 0° a 360°.
A maior distancia do satélite até a superficie da Terra é de
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a) 3600 km.
b) 4800 km.
c) 5600 km.
d) 7200 km.
e) 8600 km.

=

Precisamos encontrar o menor valor do denominador para maximizarmos o valor da fragao.
Analisando a equacao do denominador e sabendo que a fungao cosseno varia de -1 a 1 entre
0° e 360°, temos que cos = -1. Ao substituir esse valor, obtemos:

12000 6400 4 12000 6400
= — — e —
14+0,2-cos(0) 1+02-(-1)
d= 12000 6400
T1-02 '
d = 12000 6400
08

d = 15000 — 6400

.~ d = 8600km
Letra e.
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038. (FGV/SEDUC-AM/2014/PROFESSOR DE MATEMATICA) Considere a fungéo

2 - 7sen(x)
f)= 5
4 + sen(x)
Os valores minimo e maximo dessa fungao sao, respectivamente,
a)-5/4 e 2/5.
b)-1/2e2/5
c)-1/2e0
d)-1/e1/2
e)l0e

=

Observe o circulo trigopnométrico a seguir.

Note que a fungao seno, entre 0 e n/2, variade 0 a 1.
Note também que o seno = 0 torna o numerador positivo e 0 seno = -1 o torna negativo.
Sabendo que, em ambos os casos, o denominador se mantém positivo, temos que a fungao
sera maxima quando seno = 0 e sera minima quando seno = 1.
Calculando o valor da equagao para cada uma dessas situagdes, temos:

+ Valor minimo (sen(x)=1)

_ 2—7-sen(x) _2-7-1
f&) = 4 + sen(x) A 4+1
2-7
flx) =——
-5
.-.f(x)=?=—1
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+ Valor maximo (sen(x)=0)

_2—7"-sen(x) _2=70
FO = T senty ~ T =250
2
-'-f(x)=1=§

Dessa forma, a fungao f(x) varia de -1 a %.
Letra d.

039. (FGV/AL-RO/2018/ANALISTA LEGISLATIVO) O valor de
y = cos (36°). cos (72°) é:

a) 1/2.

b) 1/4.

c) 1/2 sen 18°.

d) 1/4 cos 18°.

e) 1/8.

=

Para este problema, precisamos lembrar da equacgao:

sen(2x) = 2+ sen(x) *cos(x) (I)
Para encontrarmos essa identidade dentro da equagao dada pelo problema, podemos multipli-
car ambos os lados por 2-sen(36°). Temos:

[2-sen(36°)] -y =[2-sen(36°)] - cos (36°) - cos(72°) (II)
Fazendo x = 36° na equacgao |, temos:
sen(72°) = 2-sen(36°) - cos(36°)

72°
sen;—) = sen(362) - cos(362) (III)
Substituindo a equacéo Il em II:
72°
2-sen(36°) 'y = M - cos(72°)

4 -sen(36°)y = sen(72°)-cos(72°) (IV)
Novamente, iremos aplicar a propriedade citada anteriormente. Fazendo x = 72° na equa-
¢ao |, temos:
sen(144°) = 2+ sen(72°) - cos(72°)

Sen(zﬂ — sen(72°) - cos(72°) (V)
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Substituindo a equagao Vem IV:

sen(144°)

2-sen(36°)y >

4-sen(36°) -y = sen(144°)
Através de mais uma manipulagdo matematica, podemos substituir 144° por 180 — 36° e obter
a seguinte expressao VI:

4-sen(36°) -y = sen(180° — 36°) (VI)
Agora, usando a seguinte propriedade:
sen(180° — b) = sen(b)

~ sen(180° — 362) = sen(362)

4-5@(@?—’)-3} = sen(362)

Assim, a expressao VI ficara:

Letra b.

040. (FGV/AL-RO/2018/ANALISTA LEGISLATIVO) Sabe-se que sen x - cos x = 0,6. O valor de
y=senx-cosxé

a) 0,18.

b) 0,32.

c) 0,36.

d) 0,64.

e) 0,72.

Pelo enunciado sabemos que:
sen(x) — cos(x) = 0,6
Elevando os dois lados da igualdade ao quadrado, obtemos:
(sen(x) — cos (x))? = 0,6°
sen?(x) — 2-sen(x) - cos(x) + cos?(x) = 0,6°

sen®(x) — 2-sen(x) - cos(x) + cos?(x) = 0,36
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Pela identidade trigonométrica fundamental, sabemos que:

sen®(x) + cos®(x) = 1

Logo:
1— 2-sen(x)-cos(x) = 0,36
~—2-sen(x) cos(x) =1-0,36 = —0,64
v 2+sen(x) - cos(x) = 0,64
sen(x) - cos(x) = 0,32
Letra b.

041. (CESPE/SE-DF/2014) Considere a fungédo F(t) = 0,8 sen(24pt), em que t = 0, e, a partir
dela, defina P(t) = 10 — 5 F(t + 1/48). Com base nessas informagdes, julgue o préximo item.
Considerando-se que t, < t, sejam nimeros positivos, consecutivos, tais que F(t,) = F(t,), é cor-
reto afirmar quet, - t, <1/12.

=

Primeiramente, lembre-se de que:
Sen(0) = Sen (2m) = Sen (km) = constante, com k € Z.
Isto &, a fungéo seno tem seu valor repetido a cada 2m. Para F(t,) = F(t,), temos que:
sen(24m-t,) = sen(24m-t,)
Como t2 = t1, podemos reescrever a equagao como:
sen(24m - t,) = sen(24m - t, + 2nk),comk =1

Note que a igualdade se mantém, ja que adicionamos apenas um multiplo de um ciclo a fungao
seno. Isto é, adicionamos apenas 21 vezes uma constante k positiva. Resolvendo:

241 - t, = 24m - t, + 2mk
24-t, = 24 -t, + 2k
12-t, = 12-t; + k

12-(t, —t)) = k

k
s (t,—t) = —,comk =1
Perceba que o k precisa ser no minimo 1 para garantir a afirmag&o de que t, seja consecutivo
det,. Isto é ndo é possivel termos (t, - t,) < 1/12, pois isto implicaria k < 1.

Errado.
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042. (CESPE/INMETRO/2010/TECNICO EM METROLOGIA) Considerando a equagéo trigo-
nométrica 2cosx — 3tgx = 0, o valor da expressao 4cos? x — 4senx € igual a:
a)-1.
b) 0.
c)1.
d) 2.
e) 3.

=

Lembre-se da igualdade trigonométrica:

sen(x)

tg(x) = cos(x)

Logo, podemos substituir a equagao:

2-cos(x) —3-tg(x)=0 - 2-cos(x) — 3_(sen(x))=0

cos(x)
Multiplicando os dois lados da equagao por cos(x), temos:

2-cos?(x) — 3-sen(x) =0 (I)
Lembre-se da identidade trigonométrica fundamental:

cos?(x) + sen?(x) =1

cos?(x) =1 — sen?(x) (II)
Substituindo Il em I:

2-(1— sen?(x)) — 3-sen(x) =0
2—2-sen®*(x) — 3:sen(x) =0

—2-sen®(x) — 3 sen(x)+2=0
Fazendo, agora, sen(x) = a:
—2a* - 3a+2=0
Para resolver a equacgao de 2° grau, podemos usar a técnica da soma e produto. Temos:

-b 3
S=—=—
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Logo, a'=-2 e @"=1/2. Como a fungéo seno varia de -1 a 1, entdo:

1
a = sen(x) = >
~x =302
Substituindo o valor de x na expressao pedida, temos:
4 - cos? (302) - 4 - sen(309)
Analisando a tabela, podemos obter os valores do seno e cosseno:

302 | 452 | 60°
1 VZ V3

SEN . vz o
V3 V2 1

TAN ? ! 3

Por fim, teremos:

Letra c.

043. (CESPE/SEDF/2014) Considere a fungao F(t) = 0,8 sen(24pt),em que t = 0, e, a partir dela,
defina P(t) = 10 — 5 F(t + 1/48). Com base nessas informagdes, julgue o préximo item.
Para algum t, = 0, tem-se que P(t ) < 5.

=

Primeiro, avaliaremos a fungéo f(t):

f(t+5) = 08-sen (24”'(H%))

Sabemos que a fungdo seno varia de —1 a 1. Logo, sen(24m-(t+1/48)) também sé varia de -1 a
1. Dessa forma, temos:

+ Valor minimo: f(t+1/48) =0,8 - (-1) =-0,8.

- Valor maximo: f(t + 1/48) =0,8 - (1) = 0,8.
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Substituindo os valores da fungédo F em P(t), temos:
+ Valor minimo: P(t)=10-5-(0,8) =10 -4=6.
+ Valor maximo: P(t)=10-5-(-0,8) =10+ 4 = 14.
Portanto, ndo existe P(t) < 5, para valores de t maiores ou iguais a 0.
Errado.

044. (CESPE/SE-DF/2014) Considere a fungao F(t) = 0,8 sen(24pt), em que t = 0, e, a partir
dela, defina P(t) = 10 — 5 F(t + 1/48). Com base nessas informagdes, julgue o préximo item.
Paratodo t = 0, tem-se que F(t) < 1.

=

Sabemos que a funcdo seno variade —1 a 1. Logo, sen(24-1't) também sé variade -1 a 1. Dessa
forma, temos:

Valor minimo: f(t) = 0,8 - (-1) =-0,8

Valor maximo: f(t) =0,8- (1) = 0,8

Logo, podemos afirmar que F(t) = 1.

Certo.

045. (CESPE/SE-DF/2014) Considere a fungdo F(t) = 0,8 sen(24pt), em que t = 0, e, a partir
dela, defina P(t) = 10 — 5 F(t + 1/48). Com base nessas informagdes, julgue o préximo item.
Nos pontos t em que F(t) € maximo, P(t) € minimo.

=

Sabemos que a fun¢@o seno varia de —1 a 1. Isso é, o valor maximo da fungédo seno é 1. Note
que F(t) € maximo, quando seno é maximo.

Um dos pontos em que a fungdo seno sera maxima é quando o angulo vale /2. Assim, pode-
mos descobrir um dos valores de t que satisfaz essa igualdade:

24 t z
Tt = —
2

245—l
T2

t_1
"7 48

Aplicando esse valor de t na fungao P(t), temos:

1 1 1
P(t) = 10—5-F(t+ﬁ) - P(t) = 10—5-F(E +@)

P(t) = 10- 5-F(j—8)

P(t) = 10- 5-F(2—14) %)
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Para encontrar o valor da fungéo F(1/24), basta substituir os dados na fungéo F:

F (%) = 0,8 sen (24”' (%))

F (2—14) = 0,8 - sen(m)

Pelo circulo trigonométrico, fica facil perceber que o sen(m)=0:

T

2

1

(r)=0
sem\m F ]l 0 / 0-2‘”

//

3

2
Logo:

F(l)—OB 0
24 ’

Substituindo Il em |, temos:

P(t) = 10-5-0

« P(t) = 10

Como a fungéo P(t) pode chegar ao valor minimo de 6, o qual ocorre quando f(t + 1/48) = 0,8,
a alternativa esta errada.
Errado.

046. (CESPE/SE-DF/2014) Considere a fungcéo F(t) = 0,8 sen(24pt), em que t = 0, e, a partir
dela, defina P(t) = 10 — 5 F(t + 1/48). Com base nessas informagcdes, julgue o préximo item.
No intervalo [0, 1], existem mais de 20 valores de t para os quais F(t) = 0.
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=

Primeiramente, lembre-se de que:
Sen(0) = Sen () = Sen (2m) = Sen (km) = 0,com k € Z.
A Unica forma da fungéao zerar é quando a fung¢ao seno = 0, logo:
sen(24m-t) =0
Para isso ocorrer, obrigatoriamente:
24n-t=k'm

k
t:ﬁ,comk € N.

Ou seja, t pode assumir os seguintes valores:

1 2 3 4 5 6 24
{O’ﬁ‘ﬂ’ﬂ’ﬁ’ﬁ’ﬂ’ ...,ﬁ},comt € [0,1]
Isso significa um total de 25 valores de t para os quais a fungao se anula. Isto é, um nimero
maior que 20.

Certo.
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GABARITO

1. b 17. e 33. e
2. d 18. ¢ 34. d
3. b 19. ¢ 35. a
4. b 20. a 36. E
5 b 21. ¢ 37. e
6. ce 22. ¢ 38. d
7. b 23. d 39. b
8. b 24. d 40. b
9. C 25. b 41. E
10. d 26. a 42. c
11. ¢ 27. ¢ 43. E
12. b 28. b 44. C
13. d 29. b 45. E
14. d 30. a 46. C
15. a 31. ¢

16. b 32. ¢
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