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Unidade 1- Derivadas

1.1- Introducéao

O desenvolvimento dos estudos matematicos acompanhou a
necessidade do homem de conhecer melhor o universo fisico que o cerca.
Particularmente, o Calculo teve sua aplicacdo estendida aos fenbmenos fisicos
mensuraveis.

O Calculo Diferencial surgiu no final do século XVII por estudos de Isaac
Newton e Gottfried Leibniz, tornando-se a base para o desenvolvimento de
varios campos da Matemética, além de possuir aplicagdo em quase todas as
areas do conhecimento cientifico.

Muitos fenG6menos fisicos envolvem grandezas que variam, por exemplo:
a posicédo e a velocidade de um foguete ou satélite, a inflagdo da moeda, o
crescimento do numero de bactérias em uma cultura, a populacédo de um pais,
a intensidade de terremotos, a voltagem de um sistema elétrico, e assim por
diante.

A nocdo de derivada aparece sob dois aspectos: um ligado a ideia
geométrica de tangente a uma curva e o outro relativo ao conceito de “taxa de
variagdo” de uma grandeza, por exemplo, a “velocidade instantdnea” em
Cinematica. Esses dois aspectos tém consequéncias, tanto na analise de
graficos e na variacao das funcdes, como no estudo da evolugcédo de grandezas
gue possuem regularidades expressas por leis matematicas de grande
precisao.

Dessa forma, observamos que a derivada é uma ferramenta matematica
usada para estudar taxas nas quais variam as grandezas fisicas. Assim &
importante estudar a estreita relagdo que existe entre taxas de variacao e retas
tangentes a graficos.

Muitos problemas importantes de Calculo envolvem a determinacao da
reta tangente a uma curva dada, em um determinado ponto dela. Conhece-se
da Geometria Plana que a reta tangente em um ponto de uma circunferéncia &
a reta que tem com essa circunferéncia um unico ponto comum. Essa definigdo
nao se aplica a uma curva em geral.

Exemplo:



-

De acordo com a figura acima, a reta tangente a curva no ponto P
intersecta a curva no ponto Q.

Muitos problemas do Calculo envolvem a determinacgéo da reta tangente
a uma curva dada, em um determinado ponto da mesma. O problema de
encontrar a reta tangente em um ponto P (x,y) da curva consiste no célculo da
inclinacdo da reta procurada; ou seja a tangente é determinada por sua

inclinacéo e pelo ponto de tangéncia.

Na figura acima, sejam P (X1, y1) € Q(X2, y2) dois pontos distintos de uma
curva e s a reta secante que passa por esses pontos. Considerando o triangulo
PMQ formado, tem-se que a inclinacdo da reta s (ou o coeficiente angular da
reta s) é determinada por

Y21 _ A_y
X, —x; Ax

m=tga =

Suponhamos que mantendo P fixo, Q se mova sobrea curva em direcéo
a P. A proporcdo que Q se aproxima de P a inclinacdo da reta secante s varia
cada vez menos, tendendo para um valor limite constante. Esse valor limite

mostra a inclinacéo da reta tangente a curva no ponto P dado por



. Ay . f(x) = f(xy)
m = lim — = lim ——————
Q-PAx Q-P Xy, —X

guando o limite existir. Fazendo x; = x; + Ax, pode-se reescrever a expressao

anterior na forma

o fOg+Ax) = f(xy)
m= lim
Ax—0 Ax

Desse modo, tendo o coeficiente angular e um ponto P de tangéncia
pode-se encontrar a equacéo da reta tangente nesse ponto P. O denominador
Ax é a variacdo de x enquanto o numerador Ay ¢é a variacdo de y. O quociente
Ay por Ax fornece a taxa de variacgéo.

Assim, estudaremos o conceito de derivada relacionado com o conceito
de limite e veremos que a derivada de uma funcéo € o limite de um quociente

de duas grandezas em que ambas tendem a zero.
Lembrete:

Considerando o ponto P como fixo e o ponto Q como movel, ao longo da
curva em direcéao a P, isto €, Q tendendo a P, equivale a dizer que Ax tende a
zero. Quando isso ocorre, a reta secante gira em torno do ponto P fixo. Se a
reta secante tiver uma posicao limite como sendo a da reta tangente ao grafico
f em P, a inclinagéo da reta tangente ao grafico em P serd o limite de mpqg

Y

quando Ax tende a zero, se esse limite existir. Se limyy_o mpy for+ou— o, a
medida que Ax tende a zero, a reta PQ aproxima-se da reta por P, que €&
paralela ao eixo y. Nesse caso, a reta tangente ao grafico em P é a reta X = Xj.

Isso nos leva a definicao:



[ Suponhamos que a fungdo f seja continua em x,. A reta tangente ao grifico
de f no ponto P(x,, f(x,) é

(i) a reta por P tendo inclinagdo m(x,), dada por

m(x|) - 'lm f(xl + AX) == f(xl)
Ax-0 Ax

s¢ o limite existir;
| (i) areta x = x, se

lim Jo, + Ax) - Jx) for +c ou —o

Ax .0t Ax k
¢
‘[ lim J + Ax) - Jx) for +e ou —e

Ax w0 Ax

— - )

Para simplificar a escrita vamos transformar:

o fOg+Ax) = f(xy)
m= lim
Ax—0 Ax

em

. fla+h) - f(@
m = lim
h—-0 h

Assim, a derivada de uma fungao f em um numero a, denotado por f'(a), é

f'(a) = limy,_,, w se o limite existe.

Se escrevermos X = a + h, entdo h = x — a, e h tende a zero se e

somente se se x aproximar-se de a. Dessa forma, a definicdo da derivada pode

ser enunciada como

f l(a) — limx_,a f(x)_f(a).

xX—a

Observacdao: A derivada de f em a € indicada por f ’(a)(leia: f linha de a).

Exemplos:

1) Encontre a derivada da funcéo f(x) = x2 — 8x + 9 em um numero a.

Solucao: Da definicao temos:

fla+h) —f(a)
h

f'(@= lim



[(a+ h)?—8(a+h)+9]— (a*—8a+9)

= lim
h-0 h
— L a*+2ah+h*-8a—8h+9-a%+8a-9
= Imp0 h
— i 2ah + h? — 8h — i h(2a+h —8)
= MMpso = = MMp 0

=lim(2a + h — 8)=2a—8
h—-0

2) Seja f(x) = x2. Calcule

i) £ (1).
i) 7 (x).
iii) f°(= 3)
Solucéo:
i) Da definicdo temos: f '(a) = limxaa%
f@ = ,lcilrif(xg)c - 1(1) - alcif}x;__; N i‘ﬂ% = gD

= lim(1+1)=2
x-1

ii) Da definicdo temos: f '(a) = limh_)(,M

h
. flx+h)—f(x) . flx+h)*—x? . (x+h)?—x?
f'(x) = llmh_mT = llm,HOT = limy,_,q . =
limh—>0 % = lirnh—)O thh+ L = limh_>0 h (Z;H— ") = limh_)o(Zx + h) = 2X

Portanto, f(x) = x2 — f’(x) = 2x.

Observacao: f’(x) = 2x € uma férmula que nos da a derivada de f(x) = x?,

em todo X real.

iii) De f(x) = x* — f’(x) = 2x , temos que f (- 3) = 2. (- 3) = —6.

3) Ache a derivada de f se f (x) = 3x2 + 12.

Solucéo: Da definicdo temos:

12 . f(x+h) _f(x)
£ = lim, o eI

[3(x+h)2+12]-(3 x* + 12)
h

= lim,_,,



[3(x* + 2xh + h*) + 12] — (3x* + 12)

= Jim h

_ 3x*+ 6xh+3h*+12-3x* — 12

= h

= limpo 222 = Jimyo M550 = Jim,,_ (63 + 3h)= 6x

4) Seja f(x) = vx . Calcule f'(2).

Solugao: Da definigdo temos: f '(a) = limxﬁa%
bon F)-£(2) L JE—2 . JE V2
f'(2) = lim,_, — = lim,_,, 5 = lim,_,, T

— 1 1 _ 1
T M2 BT ez 22

5) Calcule a equacdo da tangente & curva y = X no ponto x = 3.

Solucéo: Como % = 2x, entdo Z—i’|x=3 = 2.3 = 6. Portanto, a reta tangente tem
coeficiente angular a = 6. A equacado daretadada pory =ax+b ouy =6x+ b,
sendo b o coeficiente linear da reta, que ainda devera ser calculado
conhecendo um ponto da reta. Como a reta corta a parabola y = x2 no ponto de
abscissa 3, esse ponto possui ordenada y = 32 = 9. Substituindo o ponto de
tangéncia (3,9) na equacao da reta vamos obter o coeficiente linear:

y=6x+b—>9=63+b—->b=9-18=-9. Aequacdo daretaéy =6x—9.

104 5

v=6x-9




Para essa mesma fungéo, o calculo do coeficiente angular nos pontos
dy dy
x=—3 e x =0 resultaem —|,_3=2. (-3)=-6 e —|x=0 = 2.0 = 0. Dessa

forma a reta tangente em x= — 3 é decrescente (retay = — 6x — 9) e a reta

tangente em x = 0 é horizontal (coeficiente angular nulo).

Notacoes:

Existem varias formas para indicar a derivada de uma funcéo y= f(x),
num ponto Xo:

1) f'(x0)

df

2) a'{}{n]‘

dly
3)

Na notacdo 3 nao fica explicito o ponto em que a derivada esta sendo
calculada. Quando for necessario pode-se indicar por:

y ly

— |, = (w

dx ™ oy ax o
dy

O simbolo —~ como notacdo para a derivada foi introduzido pelo
matematico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716). No século XVII
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Leibniz e Isaac Newton (1642 — 1727), trabalhando independentemente,
introduziram quase ao mesmo tempo o conceito de derivada. Provavelmente
Leibniz considerava dx e dy como pequenas variagdes nas varidveis xey e a
derivada de y em relacdo a x como a razédo de dy por dx quando dy e dx
tornam-se pequenos. O conceito de limite n&o era conhecido por Leibniz.

A notacdo f'para a derivada de uma funcdo f, foi introduzida por
Joseph Lagrange no século XVIII, é a notacdo preferida sempre que sao
necessarias a precisao e absoluta clareza. Na notacdo de Lagrange, o valor da
derivada em x = x; € indicado por f’(x;).

~ . . p d
Com a notacdo de Leibniz escreveriamos d—y

x]x=x1' O simbolo para
derivada Z—z nao deve ser considerado como uma razdo. Na verdade ;—x pode
ser considerado como um operador (um simbolo para a operagéo de calculo da
derivada) e quando escrevemos Z—z , isto significa ;—x(y), ou seja, a derivada de

y em relacéo a x.

1.2- A Derivada Como Funcéo

Ja vimos anteriormente que a derivada de uma funcao f em um nimero
fixo a é:

f'(a) = lim

fla+h)—f(a)
h

Agora vamos variar o niumero a e substitui-lo por uma variavel x:

e = [ EH S

Dado um numero x para o qual esse limite existe, atribuimos a x o
ndamero f'(x). Dessa forma podemos considerar f' como uma nova funcao,
denominada de derivada de f. Sabemos que o valor de f' em x, f'(x), pode
ser interpretado geometricamente como a inclinacdo da reta tangente ao
grafico de f no ponto (x, f'(x)).

11



Desde que a funcédo f' é derivada da funcdo original f, € chamada
“‘derivada” de f', temos as seguintes defini¢des:

DEFINICAO 1:

Dada uma funcao f , a funcéo f’ definida por

Ay
Ax

w é chamado a derivada de f.

f'(x) = limy,_, = limy,_,

Na definicao fica subentendido que o dominio da funcéo derivada f' € o
conjunto de todos os numeros x no dominio de f para os quais o limite do
qguociente de diferenca existe. No calculo desse limite, deve-se tratar x como
uma constante enquanto se faz h tender a zero.

Exemplos:

1) Calcule f'(x) para a funcao f(x) = x3.

Solucéo: Da definigéo temos:

. x+h)—f(x . x+h)3—x3 . x3+ 3x%h +3xh?*+h3—x3
f'(x) = limyq w =lim,,_,, % = limy_,q - =

h (3x2 + 3xh + h?)
h

lim,,_,, = limy_(3x% + 3xh + h?) =3x2

1

2) Calcule f'(x) para a funcao f(x) =

3x-2"
(x+h)—f(x) ; : ( )—[3(x+h)-2]

’ o fx+h)=f(x) _ . 3(xth)—2 3x-2 - 1 3x—2)—[3(x+h)-2] _
fr(x) = limy h = limy, h limy h[3(x+h)-2](3x-2)
I Gr-2)-[3x+3h-2] _ . 3x-2-3x-3h42 . -3h _

Mpso ) 3@em-21Gr—2) -0y sn@r—2) -0y inGr-2)

-3 -3 -3

limy, (3x+3h-2)(3x-2)  (3x-2)(3x-2) (3x-2)?

DEFINICAO 2:

Uma funcdo € dita diferenciavel em um numero x se f € definida pelo
menos em algum intervalo aberto contendo x e f'(x) existe e é finita. A funcéo
f é diferenciavel em x se e somente se ambas as derivadas laterais f'.(x) e
f'-(x) existem e possuem 0 mesmo valor finito.

Uma funcdo f é diferenciavel no intervalo aberto (a,b) [ou (a, ©) ou
(=, a) ou (—oo, )] se for diferenciavel em cada nimero no intervalo. Se uma

funcdo é diferenciavel para cada nimero em seu dominio, é chamada uma

funcéo diferenciavel.
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Geometricamente, dizer que uma funcdo f é diferenciavel em um
namero x é dizer que o gréafico de f tem uma tangente com coeficiente angular
f'(x) no ponto (x, f'(x)). Se um grafico tem uma reta tangente em um ponto,
nao pode ter uma descontinuidade no ponto.

Exemplos:

1) Onde a funcéo f (x) = |x| é diferenciavel?
Solucéo:

Se x > 0, entdo |x| = x e podemos escolher h suficientemente pequeno
tal que x + h > 0 e ainda |x + h| = x + h. Consequentemente , para x > 0, temos:

lx+hl—|x]| y (x+h)—x

Fe=in= MR AR TR
e f é diferenciavel para qualquer x > O.

Analogamente, para x < 0 temos |Xx| = — x e podemos escolher h
suficientemente pequeno tal que x + h < 0, e assim |[x + h] = — ( x + h).
Portanto, para x < 0,

, _x+hl—|x]  —-(x+h)—(—x) . —-h
L
e assim f é diferenciavel para qualquer x < 0.

Para x = 0 temos de verificar

f'(0) = limy_,q M = limhqow (se ele existe)

Vamos computar os limites esquerdo e direito:

|O+h|_|0|—l' lhl—l' h—l' 1=1
it h e A Ul St SR
e
I |0+h|—|0|_1. lhl—l' _h—l' =1
o h S A = A =D =

Como esses limites sao diferentes, f(0) ndao existe. Assim, f é
diferenciavel para todo x, exceto em 0 (zero).

13



figura 1:y = f(x) = |X|

figura 2: y =f‘ (x)

1 sex>0

1 sex<0 (figura 2).

Uma férmula para f é dada por f'(x) = {

O fato de que f’(0) ndo existe esta refletido geometricamente no fato de
gue a curva y = |x| ndo tem reta tangente em (0,0) (figura 1).

1.2.1- Diferenciabilidade e Continuidade

Toda funcao derivavel é continua, no entanto, mesmo func¢des continuas
em todo o seu dominio podem néo ser derivaveis em alguns dos pontos de seu
dominio. Ha casos de funcdes continuas em toda reta real e que ndo sdo
derivaveis em nenhum ponto do seu dominio.

Teorema 1: Se a funcdo f é derivavel em a, entdo f é continua
em a.

Demonstracao:

f & dertwiwel em o = fi(a) = lim flatk)—fia) x=a+h limn F(x) —fla) .

h—0 h r—=a X«
= tm [F(x)-f(a)) = tm w(x—aj g (R TE@ (x-a)=f@)-0=0 =
r—a r—=a r-a r—a F r—a

= lm F{(x) = Im [f(x)-fla)+f(a)) = tm (f(x)-f(a))+ bm Fia) = 0+F(a) = fla) =
x—

r—a X —a r—a a

= [ & contihua em a
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Observacgdes:

i) Como consequéncia do teorema anterior, temos que: f ndo é continua em a
= f ndo é derivavel em a.

ii) A reciproca do teorema 1 ndo é verdadeira, isto é, uma funcdo pode ser
continua em a e nao ser derivavel em a.

iif) Dizemos que a fungéo f = f(x) & diferenciavel se f é derivavel em todo a ¢
Dom f.

iv) Se a funcgéo f é diferenciavel em a, entdo f é continua em a.
v) Se a funcao f é ndo é continua em a, entdo f ndo é diferenciavel em a.
vi) Se a funcéo f & ndo é continua, entéo f n&o é diferenciavel.

vii) Apenas sabendo que f é continua em a, nada podemos afirmar sobre a
diferenciabilidade de f em a.

Exemplos:

1) Estude a continuidade e a diferenciabilidade das seguintes funcoes.

2 —x%sex < —1
a)f(x)={ x?’sex> —1

Solugao:

# CONTINUIDADE :
e sea<—1, f(x)=2—x2 . paratode x < —1.

fim F(x) = fim (2-x°) =2-a’ =fla), Va<-1 = f & contiua em todo a<—1

r—a X =

® se g r— ] f(x}=x2,paratodox::-—l.

]

im £(x) = lm (x°) = a® =f(a) , ¥a>-1 = [ & contbma em todo a > -1
¥—n X —n

e a=-1, f(xj=2—x2 ,paratodox=—1 & f(xj=x2 , paratodo x » -1

im  flx)= bm (2-x%)=2-(-1)%=1

-1 x—-17 = lm f(x)=1=f(-1J=2-1%=1=
im f(x)= hm (x%)=(-D%=1 r—-1
r—=-1t r=-1t

= f{ & contihua em -1

Conclusiio: { & continua em todo @ € [E=Domf = f é uma funcio continua
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+ DIFERENCIAEILIDADE :

o a2 a<—1, f(;'c)=2—;'c2 . paratodo x «—1.

3 2 2 2 2
=t BT E@ [2-a+m?)-[2-a )=]j.m (2-a% -2an-#7)-[2-4%) _
h—0 i h—0 i h—0 A
. —2ahk-Rkt o y
=lm —— " = lim (-2a-k)=-2a,%a<-1 = f ¢ diferencidvel em todo @< -1
h—0 h h—=0
® e a>—1, f(x)=x2 , paratodo x = —1.

! _ 2_ .2 2 2._ .2 2
£'a) = tm fla+i)-fia) - i (a+i)" —a = (a® +2ak+h"1-a = Z2akth _
h—=0 A h—0 A h—=0 E: h—0 &

= lim (2a+h)=2a , ¥Tadl-1 = f & diferencidvel em todo a > -1
h—0
e 52 a=1, f(x)=2—x2 , paratodox=-1 e f(x)=x2 . paratodox =—1.
2 2
£ (o) = TCLEWZEED [2—(—1+;s) )—[2—(—1) )=
- R0~ k R0 k
VS S ) I Py 4.2
g 120D -2 -1k ;s)[z(u]:h.m 21h=k® _ i (28] = 2
R0 *‘? psn”  k R0
=
2 2 2 2
£ oy = g FCLRTECD o LR —[2—(—1) ]= GG T ULt O
+ hoot k. h—sot k hsot &
Caq 2
= ]_]m M: ]Jm (—2+[33:]=—2
h—0t h h—0t

= D =f (-1) = AF (-1) = f NAOZ diferencidvel em —1
- +

Conclusdo: f & diferencidvel em todo a=—1
£ WAD ¢ diferencidvel em —1 € Domf =IR

f NAQ é uma func¢fio diferenciavel

¥

y=2—x2
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2 <
0 10 ={ S0 S

Solugao:

¢ CONTINUIDADE ;

o e a<l, f(x)=x2,paratodox-::l.

fim £(x) = lim x° = @° = f(a), ¥a<l = f & contua em todo a<1

r—=a X —a

o e axl f(x)=x2—3,paratodox>1.

lim F(x) = lim (x°-3) =a° -3 =f(a), Ya>l = f & contiwa em todo a >

¥ —a ¥ —+a
o se a=1, f(x)=x2,paratodox51 E f(x)=x2 -3, paratodox > 1.

im F(x) = lm (x%)=1%=1

r—17 x=1" = lm f{x)= Im f(x) = Blm f(x
m £(x) = Im (x*-3=1%-3=-2 1" xo 17 =1
r=17T x—l

= f NAQD é continua em 1

Conclusio: f & continua em todo x 21
f MNAO & continua em 1 € Domf=IF

f NAO & uma funcio continua
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+ DIFERENCIAEBILIDADE :

® e a<l, f(x)=x2 , paratodox < 1.

Ela) = L@@ (a+i)? —a® _ - (a +2ah+h®)-a’

h—=10 k h—0 k h—0 i
2
i 2EATRT oy (2a+k)=2a,¥a<l = f ¢ diferenciavel em todo a <1
h—0 i h—0

® el f(x)=x2 -2, paratodox = 1.

R CLT e 10 (@+i? -3)-[a?-3) _ . (a? ~2ah-h? -3)-(a? -3)

h—=0 h h—=0 h h—0 h
2
+
-l 28Ty (2a+h)=2a,¥a>l = f & diferencidvel em todo a >1
h—0 E: h—0

e e a=1, f(x)=x2 . paratodox =1 & f(x)=x2 -3, paratodox = 1.
f MAO ¢ continua em 1 = [ NAOD & diferencigwel em 1

FPodemos tambdm conclir gue £ NAO & diferencidvel em 1| utilizanda a definicin de derivada

143
l|' —_ —_
oy = g FERED o ae?on
- h—s0~ k h—s0” h
- (P -21h-4")-1 _ i 21 h+ht i (244) = 2
hos0” L R0~ h hs0”
=
_ 2 _a1_42 2,51 2 _ a2
= e LLERTED s 3)-1 L (P2 lhrrtoz-it
+ h—0t & h—nt A h—0t ki
2_ {
gy 2ErRPo4 [2+h_iJ=_m = 3t (1
hot h h—ot h +

— 2f' ) = 2’ (1) = £ WAO ¢ diferencidwel om 1
+

Conclusiio: [ é diferenciavel em todo a=1
£ MAO & diferencidvel em 1 & Domf=IR
f NAO & uma funcido diferenciavel
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xX>’—x+2sex<1

c)f(x)z{ 2Vxsex >1

Solugao:

+ CONTINUIDADE :
o e a<—1, f(x)=2—x2 . paratodox <—1.

fim £(x) = lim (2-x°) = 2-a° = f{a), Ya<-1 = f ¢ contiua em todo @<-1

X —a ¥ —»a
o seax—1, f(x)=x2 . paratodo x> —1.

fim f(x) = lm (x2) = a°

¥ —a r—=a

=fla), va>-1 = f & contihua em todo a > -1

e seg=—1, f(x)=2—x2,paratodoxg—l E f(x)=x2,paratodox>—1.

im f(x)= hm (2-x%)=2-(-1)%=1

il el = bm fx=1=f-1=2-12=1=
im f(x) = hm (x%)=(-1)¢=1 r—-1
x—=-1F r— -1t

= f ¢& continua em -1

Conclusio: f ¢ contihua em todo a € [E=Domf = f é uma funcio continua

+ DIFERENCIABILIDADE :
e a<—1, f(x)=2—x2 , paratodo x <—1.

£'a) =t BEFAITE@ (2‘(“*‘?3'2)‘(2—@2):11.111 [2-a? —2an-#?)-[2-4%] _

h—0 k =0 h =0 h
_ ;2
i 22ETRT Ly (-2a-h)=-2a,%¥a<l-1 = f ¢ diferenciave em todo a< -1
h—0 & h—10
® e a1, f(x)=x2,paratodox>—1.
; Y- e 2 2., enly_ 2 +ul
f(a):]jmf(a i) f(a):h.m(a B -a :h.m(a 2ak+h)-a :h.m2a}z.5z _
h—10 i h—0 ki =0 ki h—0 &

= lim (2a+k)=2a, Fa<-1 = [ & diferencidvel em todo a>-1
h—=10

o e a=1, f(x)=2—x2 , paratodox =-1 e f(x)=x2,paratodox>—1.

G S G VN [2—(—1+;g)3]—[2—(—1)2)

!
£ (-1) = lim =
- h—s0" *‘? h—s0" *‘?

2 2 2 2
:]jmz(l)21;2;9)[2(1))211.11121;3;2:h.m[z_h)zz
hs0” ke hs0” A hs0”

=
; O E(-1+-f(-1) (—1+;z)2—[2—(—1)2] R GRS I EY S |
£ (-1 = fim — v gy = lim =
+ n—ot h I b n—0t h
o e gl
= L (-2+h)=-2
h—0t h h—0t

= (D=t (-1) = BE (-1 = £ MAO¢ diferencidvel em —1
- +

Conclusdo: f ¢ diferenciavel em todo a= -1
f WAO ¢ diferenciavel em —1 € Domf =IR
f NAO é& uma funcdo diferenciavel

19



y=xiox+2

1 x
2) Considere a funcdo f definida pela equacao

_(5—2x sex<3
f(x)_{4x—13 sex =3

Solucéo:

Desde que lim,_; f(x) = -1 = f(3), segue que f é continua em 3. No
entanto, se formarmos o quociente de diferenca

f(3+ Ax)—f(3) fB+ Ax)+1
Ax B Ax

e calcularmos seus limites quando Axtende a zero, a direita e a esquerda,
obteremos

f(3+Ax) - f(3) . [4B+Ax)—-13]+1 . AAx
m = lim =1

li = lim —=4
Ax—0+ Ax Ax—0* Ax Ax—0t Ax

o fB+Ax)-f(3) ) [5—2(3+Ax)]+1 - —2Ax
lim = lim = lim =-2
Ax—0~ Ax Ax—0~ Ax Ax-0-  Ax

Desde que os limites a direita e a esquerda do quociente de diferenca nao
sdo iguais, segue que o limite do quociente de diferenca néo existe; ou seja, a
derivada f ’ (3) ndo existe, A ndo — existéncia da derivada de f em 3 pode ser
antecipada do grafico na figura 1, desde que esse grafico ndo tem reta
tangente em ( 3, — 1) . Geralmente, definimos a derivada a direita de uma
funcéo f por

/ 1 f(x+ Ax)—f (%)
o) = A;lcl—lg+ Ax '

Similarmente, a derivada a esquerda de f é definida por
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' — i fOHAD-f(X)
0 = i S

}::5—2,( }’=4x—l3

Figura 1

Assim, para a fungdo na Figura 1, ', (3) =4 e f'_(3) =—-2 ; entdo
f'(3) néao existe. De modo geral, a derivada f'(x) existe e tem o valor A se e
somente se ambas as derivadas f’+(x) e f' (x) existem e possuem o valor
comum A.

' ~ . _x? sex <1
3) Seja a funcao f definida por f(x) = {Zx —1sex>1

Calcule as derivadas f', (1) e f'_(1) e determine f'(1), se existir.

y=2-1

Figura 2
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Solugao:

Aqui,
, ) f(l + Ax) — f( ] [2(1+ Ax)—1] -1 ] 2Ax
f)= A}Cl_r}&+ Ax - A}cl—r>%+ Ax N A}cl—r}?ﬁ Ax 2
Também,

f(l+ Ax)— (1) _ (1+Ax)? -1
Ax = Axmo- Ax

fl Q)= A;lcl—{%— = A}CI_I;%_(Z + Ax) =2

Desde que f' (1) = f'_(1) = 2 , concluimos que f'(1) existe e € igual a
2. Esse exemplo mostra que uma fungéao definida em intervalos pode ter uma
derivada na vizinhancga do numero entre os intervalos.

1.2.2- Continuidade de uma Funcéo Diferenciavel
Teorema 1. Se uma funcdo f € diferenciavel em um numero x, entdo ela é
continua em Xx.
Prova:

Considere que f é diferenciavel em x. Mostraremos que f é continua em
x demonstrando que limy,_o f(x + Ax) = f(x). Desde que o limite de um

produto € o produto dos limites, temos

o fxe+Ax) — f(x)
lim Ax
Ax—0 Ax

lim [f(x +Ax) — f(x)] =

Il. fx+Ax) — f(x)
= [ lim

Ax—0 Ax

[AI;TO Ax] =f'(x).0=0
Todavia, desde gue o limite de uma soma € a soma dos limites, temos
lim f(x + Ax) = lim [f(x + Ax) — f(x) + f(x)]

Ax—0 Ax—0

= Gt A0 = @+ fim fG) =0+ 7 () = £ ()

Embora, como mostra o Teorema 1, uma funcdo diferenciavel seja
automaticamente continua, existem funcfes continuas que ndo sejam
diferencidveis. O exemplo mais simples é a funcéo definida por f(x) = |x|.
Podemos observar que f € continua para o numero 0, mas nao é diferenciavel

em 0 desde que f'.(0)=1 e f' (0)=-1. Assim, essa fungdo é
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evidentemente continua em todo seu dominio, em particular, em x = O;

entretanto, ndo é derivavel na origem.

x sex=0

cujo grafico é
—x sex <0 109

Temos f(x) = |x| = {

1 sex>0

Observamos que f'(x) = {—1 sex <0

e que nado existe f ’(0) . Por

outro lado, f € continua para todo x>0 ou x<0. Além disso, como 0 pertence ao
dominio da funcao e lim,_,|x| = 0 = f(0), temos que f é continua também em
x=0.

Exemplos:

1) Considere a funcao

W+l  sex<0
flx)=41 ce D<x<e
In x Se X z2e

Mostre que f é continua em todo ponto de seu dominio. Decida em qual
subconjunto de seu dominio, f é derivavel. Dé a expresséo e o grafico de f'.

Solucéo:
Temos:

¥+ se w40
flx)=<1 se D<x<e
In Se ¥ ke

cujo gréfico é o seguinte:
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Em primeiro lugar, observemos que Dom f=R.

Em segundo lugar, a funcdo é claramente continua em cada um dos trés
intervalos abertos onde foi definida por uma diferente expresséo. De fato,

2
= + 7 . ~ .
e parax<0, Fix) =x 1e uma fungéo continua
e para O<x<e, f(x)=1 é continua
e para x>e, f(X)=In x é continua
Falta verificar o que acontece nos pontos x=0 e x=e.

e Xx=0

limf{x) =1 im fix) = lim{x*+0=1 limf)=lim{n="1
Temos f(O):]_ g *=0 pOiS w30 X0 e =04 x—aly

limfix) =1="f{0)
Logo *=* e, portanto, f € continua em x=0.

e Xx=€
Temos:
f(e)=In e=1
e

imf) =1
A—i pOIS

lim F(x) = lim (=1 lim f{) = lim (In ) =1

N A—rE_ e *—e4 N—bEy

imfix)=1=1f(g)
Logo *—* e, portanto, f é continua em x=e.
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Assim, a funcgéo f é continua em todos os pontos de seu dominio.

Finalmente, a funcéo é derivavel em cada um dos trés intervalos abertos onde
foi definida por uma diferente expresséao. De fato,

fla) = +1, « - N
e para x<0, € uma funcgéo derivavel com f'(x)=2x
e para O<x<e, f(x)=1 é derivavel com f'(x)=0

Fig =1

ot

e parax>e, f(x)=In x é derivavel com

Precisamos verificar separadamente o que acontece em x=0 e em x=e, 0OU seja,
nos pontos de "emenda”. Em cada caso, precisamos investigar a existéncia ou

M Fi A -
lim — = lim
néo de =0 ﬁ;{ Ax—l ﬁ){
e Xx=0

Calculando os limites laterais, temos:

_ 2 _
YIS N (. e il U T
=0 Ay dx—0_ Ay fx—=0_
T O ok ) O bl
fx—s 0y Favy de— 0y Aoy

A
lim —=10
Assim, 70 & ou seja, existe a derivada da funcéo em x=0 e f'(0)=0

e X=€

Calculando os limites laterais, temos:

. fle+m)-fley . 1-lne . 1-1
lim = [im = lim — =0
=0 _ ﬁ,{ ax—0_ &){ ax—0_ &){
In B+ M
o fle+ s -fle) I(e+A><) Ine _ 1 e+
lim = lim_ = lim —.In =
w0 Fary Pt k-0 0T Ao
= lirn In 'l+— = lim [In[1+— M] =1-Ine=1
Py ax—0% = 2
Propriedades dos

[ogaritrmos

lifri1+ Ujd = &

u—0
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A
- - - - ||m_ -
Dessa maneira, concluimos que ndo existe o limite 724X para x=e, pois

lirm E# lirm E
o0 S ﬂx—;l].,.ﬂ'.}{.

Ou seja, f ndo é derivavel em x=e.

A expressao da derivada de f € ent&o:

(23 se ¥ <0

0 se w =[]
f'ix) =<0 se 0<x<e

1 Se ¥ re

X
ou seja

2% sew L0
f'ix) =40 se D<x e

1 Se ¥ re

%
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2) Invente uma funcéo definida por partes - trés ou quatro - como no Exercicio
1, que seja continua no dominio.

a) Construa seu grafico.

b) Garanta a continuidade de sua fungao.

c¢) Decida em qual subconjunto do dominio, sua funcéo é derivavel.
d) Dé a expressao e o grafico da derivada.

Solucéo:

Ha uma infinidade de exemplos que podem ser criados. Uma possibilidade é a
seguinte:

(x+1)* se ¥ < -1
gl =4’ +1 se-14x <0
1 e ¥ >0

O grafico de g € o seguinte:

O dominio da funcdo é R. Graficamente podemos "desconfiar" do que esta
acontecendo, para depois formalizar nossas observacoes.

b) A funcdo é claramente continua em cada um dos intervalos em que foi
definida por uma diferente expresséo. O problema acontece com os pontos de
"emenda:

o« Xx=-1
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Temos: g(-1)=0
sendo que

lim alx)=lim (x+7% =0

=1 s —1_

e

lim alx)=lim(x*+70=0

=14 -1y
lim g} =0=g{-1) o
0 que garante que *=- , OU seja, g é continua em x=-1.
o x=0

Temos: g(0)=1
sendo que

lim alx) = lim {(x* +1) =1

a—=l_ i—l_
e

i gix) = lim{1) =1

a0y a—=ly

limais) =1=g{0] . ] ]
0 que garante que *=! , OU seja, g é continua em x=0. Desse

modo, g € continua em todo o seu dominio

c) Com relacéo a derivabilidade de g, jA& devemos ter uma certa "desconfianca”
simplesmente pelo exame do gréfico.

Em primeiro lugar, a funcéo €é claramente derivavel em cada um dos intervalos
em que foi definida por uma diferente expressao.

Assim,

para x<-1: g'(x)=2.(x+1)

para -1<x<0: g'(x)=3x*

para x>0: g'(x)=0

O problema acontece com os pontos de "emenda™:

o« Xx=-1
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lim
Precisamos investigar a existéncia de *" £ . Para tanto, vamos
calcular os limites laterais:

_ _ _ _ _If_ 2
e R e G O S R S e S ) S,
A0 _ Ju'_"\.){: A =0 _ Jlu'_"\.){: =0 _ m{:

enquanto que

e G BT o ) ot () ) SO V-
mcl—m v ml—r}-g, N - ml—r;rl;l, -
3 2z
= jip DX TIAC I (29 - 3Ax +3)=3
=0 o =+
lirm Q(_ + ]I—QII—{]]I
Como os limites laterais sdo diferentes, ndo existe " Five . Logo,
g néo é derivavel em x=-1.
e x=0
i 910+ 250 - gi0)
Precisamos investigar a existéncia de " Tive . Para tanto, vamos
calcular os limites laterais:
- 2 _im3
jm KO+ &)-Q0) o AC (O g
do—0_ Ao dog— 00 _ P = 0_
enquanto que
_ _ 3
i g0+ &) - g(0) _ i 1707+
f— [y Ao i =0 4 Fivs
Como os limites laterais sdo iguais, existe " Tiv . Logo, g é
derivavel em x=0 e g'(0)=0
d) A derivada de g € entéo:
2+ se < -1
g =43¢ se - 1< %<0
0 e ¥ 20

O grafico de g' é o seguinte:
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3) Invente uma outra funcéo definida por partes - trés ou quatro - como no
Exercicio 1, que seja derivavel no dominio.

a) Construa seu gréafico.

b) Garanta a continuidade de sua funcéo.
¢) Garanta a derivabilidade de sua funcao.
d) Dé a expresséo e o grafico da derivada.

Solucéo:

Ha uma infinidade de exemplos que podem ser criados. Uma possibilidade € a
seguinte:

I"

coa;{—% se ¥ { -2

3 il

- Sg —dmixs-——
fi) =14 " 7

w4+ e —%{}{;{D

e" sex 20
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coa}{—% sg ¥ C -2

3 1

= e —Jwixs-——
fix) =42 i 7

w4+ se —%<;~{<D

e e x 20

a)O grafico da funcdo proposta é o seguinte:

Observamos que o dominio de f € o conjunto R.

b) Se a funcéo € derivavel em seu dominio entdo ela é continua. Assim, se ja
soubermos que a derivada existe em todos os pontos, concluimos que a funcao
€ continua em todo o seu dominio. Entretanto, para mostrar diretamente que se
trata de uma funcao continua, observamos inicialmente que ela € continua em
cada um dos intervalos em que foi definida por uma diferente expresséo. Além
disso, precisamos examinar a questao nos pontos de "emenda":

¥=—2r

f(-2m) = =

Ry s

Temos que

e que
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i —dm_ i1 x_

- . 1 3
lim fixl= lim {cosy —-—)==
(%) ( 4]' y

e

: .3, 3
i fix)= | —1=—
x—ltri-lx_,_ [}{]I x—}lfglﬁ_( /_’1) il

fm f(x) = 2 = f{~2x)
IOgO x——Ix il

ou seja, f é continua em * = ~27

1
W= —-
o 2
f[—l]i
Temos que ! 4:
e que
. .3 3
om = Im 777
Z- -
e

. L 2 3
I|m1 flx)= In’q (% +>~<+’Ij—Z

N —— N ——

I+ I+
: 3 1
lim f{x)==="f-=
M7 [ 2]
logo 2
1
_"_}{=—_
ou seja, f € continua em 2.
e x=0

Temos que f(0)=1:
e que

lim fix) = lim(x* +x+1 =1

=l A0

e



imfix)=lime* =1

=y a0y

limn (3 = 1= £(0)
Iogo =

ou seja, f é continua em x=0.

Assim, f & continua em todo o seu dominio

c) Com relacao a derivabilidade de f, ja devemos ter uma certa "desconfianca”
simplesmente pelo exame do gréafico. Em primeiro lugar, a funcéo é claramente
derivavel em cada um dos intervalos em que foi definida por uma diferente
expressao.

Assim,

WL =2 fx)=-5enx

para
1. 4
—Z2mixd = fx)=0
para 2
—1<;~{<D: fx) =2u+1
para
para: X x 0 fix) =e"

O problema € com os pontos de "emenda”:

¥=-2x

-

Precisamos investigar a existéncia de " Five . Para tanto,
vamos calcular os limites laterais:

1 3
f(ome Aw)—f(-zmy  COSEER+ M) - -
i = lim =
= 0_ o f =0 _ FiN's
_ i COSE20)COS(AX)+ sen(-2m)sen(n) -1 cosidx)-1_,
A fi il e 1
cos(-27) = 1 lim 225471 - g
sen(-2m =0 b=y
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3 3
i f[—2ﬂ+ﬂ}:)—f[—2ﬂ)_ im 44 _q
=0 S =0, Ao
im fl-2a+ 200 - -2x) 0
Como os limites laterais s&o iguais, existe " £ . Logo, f
é derivavel em % = —2mg (27 =0
1
W= ——
R 2
1 1
| [ I
A &
Precisamos investigar a existéncia de " £ . Para tanto,
vamos calcular os limites laterais:
f[—%+m]—f[—%] 3_3
i = lim 44 =0
do— 0 _ B =0 Ay
e
2
f—1+ﬁ}( —f—i —1+;_‘-¢( + —1+@( +’]—§
. 2 2 . 2 2 4
lirn = lim =
=0y Ao a0y vy
1—m<+|[a~.}<f—1+m<+1 (A F
= |im lirn 0
fc— 0y vy de—sly M
()1
lirm =
Como os limites laterais s&o iguais, existe “*~* . Logo, f
x =1 f'[—il -0
é derivavel em Ze 8 .
o« Xx=0
im FLO+ Ao) = F(0)
s Five . Para tanto, vamos

Precisamos investigar a existéncia de
calcular os limites laterais:
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Como os limites laterais sao iguais, existe

derivavel em x=0 e f'(0)=1.

d) A derivada de f é ent&o:

[~ cenx se ¥ < -2x
] Se ¥ =-2¢
1
0 S i —=
i 7
1
] 5e ¥ =——
Z
1
M+ Se —§<}{<D
1 sex =0
a* se x>0

gue pode ser escrita da seguinte maneira:

(- senx se % < -2x

a Se —Qwixi—%
2+ Se —%«ixi[}
e’ Se ¥ >0

O gréfico de f' é o seguinte:
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4) Descubra condi¢cbes sobre os parametros a, b, ¢, m e n para que
f(x) = i’ +h+c 58 % <1
T + 1 se x >

a) seja continua em x=1;
b) seja derivavel em x=1.
c) Dé um exemplo numérico de uma funcéo derivavel desse tipo.

Solucéo:
Temos:

ax? + by +c se w <1
flx)=

M + 1 se x>

a) Pela maneira como foi definida a funcéo, f(1)=at+b+c e, para que f seja
continua em x=1, é necessario que a+b+c=m+n. Essa condi¢cdo garante que

lim fx) = lim fix) = (1)
=1y e , isto &, f é continua em x=1.
b) Para que f seja derivavel em x=1, é preciso, em primeiro lugar, que a funcéo

seja continua nesse ponto, isto é, a+b+c=m+n.

Para que exista reta tangente ao gréafico de f no ponto (1,a+b+c)=(1,m+n), é
preciso que as derivadas laterais para x=1 coincidam. Isso significa que

2a+b=m.
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Dessa forma, f serd derivavel em x=1 quando os parametros a, b, ¢, m, n
satisfizerem as condigdes:

a+h+c=m+n
{Ea +h=m
c) Para construir um exemplo de uma funcdo desse tipo, basta escolher os
parametros de modo que as condicdbes acima estejam satisfeitas.
Evidentemente, ha uma infinidade de escolhas possiveis. Por exemplo,
a=1, b=2, c=-3;

m=4 e n=-4.

Evidentemente, a reta vermelha é tangente a parabola azul no ponto de
abscissa x=1.
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1.3- Histériado Célculo

O surgimento do célculo diferencial e integral foi palco de uma grande
controvérsia sobre a paternidade da descoberta. A discussédo envolveu dois
grandes génios: Isaac Newton (1642 - 1727) e Gottfried Leibniz (1642 -1716).

Atualmente considera-se que os dois matematicos descobriram o calculo
de forma independente e, assim, o crédito é dado a ambos. No entanto, a
época o0 debate de quem merecia o reconhecimento foi acalorado, com
defensores aguerridos de ambos os lados.

E importante observar também que uma descoberta matematica
importante ndo aparece do nada. E o resultado do trabalho de muitas pessoas
ao longo de séculos. Newton reconheceu este fato por meio de sua famosa
frase "Se vi mais longe foi por estar de pé sobre ombros de gigantes”.

Newton e Leibniz tiveram abordagens diferentes do Calculo e tomaram
caminhos distintos em suas descobertas. Newton tentava resolver problemas
na Fisica e seguiu um caminho mais pratico voltado a solucdo destes

problemas. Leibiniz era um fildsofo e tomou um caminho mais abstrato.
. . . ~ dy . ~
Foi Leibniz que criou a notacao ——paraa derivada de y em relacao a x.
Ele imaginava um "triangulo infinitesimal” formado pelo incremento Ax e o
. ~ d . ..
incremento correspondente Ay . A razéo % se aproxima do coeficiente angular

da tangente quando Ax — 0 . Leibiniz via esse limite como a divisdo de duas
guantidades "infinitesimais".

Newton descobriu os fundamentos do Calculo Diferencial e Integral
muitos anos antes de Leibniz, mas publicou seus trabalhos mais tarde. Newton
chamou o calculo de "métodos de fluxdes". Usando diferenciacdo, Newton
produziu métodos que resolviam problemas do calculo da éarea, tangentes,
comprimento de curvas e maximos e minimos de funcoées.

Newton também percebeu o fato crucial de que a integracdo de uma
funcdo é a operacao inversa da diferenciacdo, o que hoje € chamado Teorema
Fundamental do Célculo.

Para realizar um estudo completo sobre a origem, desenvolvimento e
consequéncias do Caélculo seria necessaria uma pesquisa muito extensa, no

entanto, a nossa intencdo é fornecer uma apresentagdo geral que contenha
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alguns fatos importantes que permeiam o0s acontecimentos histéricos
relacionados com a construcao desta importante ferramenta da Matematica: o
Célculo. Além disso, € relevante deixar claro que essa construgéo € o resultado
de diversas contribuigdes de muitos estudiosos, como ocorre, de maneira geral,
com o conhecimento humano.

As contribuicdes dos mateméaticos para o nascimento do Calculo s&o
inimeras. Muitos deles, mesmo que de forma imprecisa ou ndo rigorosa, ja
utiizavam conceitos do Célculo para resolver varios problemas - por
exemplo, Cavalieri, Barrow, Fermat e Kepler. Nesse tempo ainda n&o havia
uma sistematizacédo, no sentido de uma construcdo logicamente estruturada.

A unido das partes conhecidas e utilizadas até entdo, aliada ao
desenvolvimento e aperfeicoamento das técnicas, aconteceu
com Newton e Leibniz, como ja foi dito anteriormente, que deram origem aos
fundamentos mais importantes do Calculo: as Derivadas e as Integrais.

O Caélculo pode ser dividido em duas partes: uma relacionada as
derivadas, ou Calculo Diferencial, e outra parte relacionada as integrais,
ou Calculo Integral.

O Calculo Integral: alguns fatos histéricos

Os primeiros problemas que apareceram na Historia relacionados com
as integrais sado os problemas de quadratura. Um dos problemas mais antigos
enfrentados pelos gregos foi o da medicdo de superficies a fim de encontrar
suas areas. Quando os antigos gedmetras comecaram a estudar as areas de
figuras planas, eles as relacionavam com a area do quadrado, por ser essa a
figura plana mais simples. Assim, buscavam encontrar um quadrado que
tivesse area igual a da figura em questdo. A palavra quadratura € um termo
antigo que se tornou sinbnimo do processo de determinar areas.

As quadraturas que fascinavam os gebmetras eram as de figuras
curvilineas, como o circulo, ou figuras limitadas por arcos de outras curvas.
As lanulas - regides que se assemelham com a lua no seu guarto-crescente -
foram estudadas por Hipdcrates de Chios, 440 a.C., que realizou as primeiras
guadraturas da Historia. Antifon, por volta de 430 a.C., procurou encontrar a
guadratura do circulo através de uma sequéncia infinita de poligonos regulares
inscritos: primeiro um quadrado, depois um octégono, em seguida um

hexadecagono, e assim por diante. Havia, entretanto, um problema: essa
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sequéncia nunca poderia ser concluida. Apesar disso, essa foi uma ideia genial
qgue deu origem ao método da exaustao.

Nesse contexto, uma das questdes mais importantes, e que se constituiu
numa das maiores contribuicdes gregas para o Calculo, surgiu por volta do ano
225 a.C. Trata-se de um teorema de Arquimedes para a quadratura da
parabola. Arquimedes descobriu que a area da regido limitada por uma
parabola cortada por uma corda qualquer, € igual a 4/3 da &rea do triangulo
gue tem a mesma altura e que tem a corda como base.

Arquimedes gerou também uma soma com infinitos termos, mas ele
conseguiu provar rigorosamente o seu resultado, evitando, com o método da
exaustdo, a dificuldade com a quantidade infinita de parcelas. Esse € o primeiro
exemplo conhecido de soma infinita que foi resolvido. Outra contribuicdo de
Arquimedes foi a utilizagcdo do método da exaustdo para encontrar a area do
circulo, obtendo uma das primeiras aproximagdes para 0 numero .

Outras ‘"integracbes" foram realizadas por Arquimedes a fim de
encontrar o volume da esfera e a area da superficie esférica, o volume do cone
e a area da superficie conica, a area da regido limitada por uma elipse, o
volume de um paraboloide de revolucdo e o volume de um hiperboloide de
revolucdo. Em seus calculos, Arquimedes encontrava somas com um numero
infinito de parcelas. O argumento utilizado era a duplareductio ad
absurdum para "escapar" da situacdo incbmoda. Basicamente, se ndo podia
ser nem maior, nem menor, tinha que ser igual.

A contribuicdo seguinte para o Calculo Integral apareceu somente ao
final do século XVI quando a Mecéanica levou varios matematicos a examinar
problemas relacionados com o centro de gravidade. Em 1606, em Roma, Luca
Valerio publicou De quadratura parabolae onde utilizou 0 mesmo método grego
para resolver problemas de calculo de areas desse tipo.

Kepler, em seu trabalho sobre o movimento dos planetas, teve que
encontrar as areas de varios setores de uma regido eliptica. O método de
Kepler consistia em pensar na superficie como a soma de linhas - método este
gue, na pratica, apresentava muita imprecisdo. Analogamente, para calcular
volumes de sdlidos, pensava na soma de fatias planas. Assim, calculou os
volumes de muitos soélidos formados pela revolugdo de uma regido

bidimensional ao redor de um eixo. Para o célculo de cada um desses volumes,

40


javascript:;
javascript:;
javascript:;
javascript:;
javascript:;
javascript:;

Kepler subdividia o solido em varias fatias, chamadas infinitésimos, e a soma
desses infinitésimos se aproximava do volume desejado.

Os préximos matematicos que tiveram grande contribuicdo para o
nascimento do Célculo Integral foram Fermat e Cavalieri. Em sua obra mais
conhecida, Geometria indivisibilibus continuorum nova, Cavalieri desenvolveu a
ideia de Kepler sobre quantidades infinitamente pequenas. Aparentemente,
Cavalieri pensou na &rea como uma soma infinita de componentes ou

segmentos "indivisiveis". Ele mostrou, usando os seus métodos, o que hoje em

a an+1
I *" (=
0 n+1.

dia escrevemos:

Todo o processo geométrico desenvolvido por Cavalieri foi entéo
aritmetizado por Wallis. Em 1655, em seu trabalho Arithmetica infinitorum,
Wallis desenvolveu principios de inducdo e interpolacdo que o levaram a
encontrar diversos resultados importantes, entre eles, a antecipacédo de parte
do trabalho de Euler dobre a fungdo gamma.

Fermat desenvolveu uma técnica para achar a area sob cada uma das,

_ n
entdo chamadas, "parabolas maiores": curvas do tipo ¥ =hot , onde k=0 g

constante e n=2,3,4, etc. Empregou entdo uma série geométrica para fazer o

mesmo para cada uma das curvas do tipo ¥ =loc” ,onde K =0 e n=-2,-3-4etc.
Por volta de 1640, a formula geral da integral das parabolas maiores era
conhecida por Fermat, Blaise Pascal, Descartes, Torricelli e outros.

O problema do movimento estava sendo estudado desde a época
de Galileu. Tanto Torricelli como Barrow consideraram o problema do
movimento com velocidades variadas. A derivada da distancia era a velocidade
e a operacao inversa, partindo da velocidade, levava a distancia. A partir desse
problema envolvendo movimento, a ideia de operacdo inversa da derivada
desenvolveu-se naturalmente e a ideia de que a integral e a derivada eram
processos inversos era familiar a Barrow. Embora Barrow nunca tenha
enunciado formalmente o Teorema Fundamental do Calculo, estava
trabalhando em direcdo a esse resultado; foi Newton, entretanto, quem,
continuando na mesma dire¢do, formulou o teorema.

Newton continuou os trabalhos de Barrow e Galileu sobre o estudo do

movimento dos corpos e desenvolveu o Calculo aproximadamente dez anos
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antes de Leibniz. Ele desenvolveu os métodos das fluxions - derivagédo -
e fluents - integracéo - e utilizou-os na construgdo da mecéanica classica. Para
Newton, a integracdo consistia em achar fluents para um dado fluxion
considerando, dessa maneira, a integragdo como inversa da derivacdo. Com
efeito, Newton sabia que a derivada da velocidade, por exemplo, era a
aceleracéo e a integral da aceleragao era a velocidade.

Newton representava as integrais por um acento grave acima da letra
em questdo, por exemplo, a integral dey era representada por y. Leibniz,

diferentemente de Newton, usava a integracdo como uma soma, de uma

maneira bastante parecida a de Cavalieri. Dai vem o simbolo I um's' longo -
para representar summa. Segundo ele, "represento a area de uma figura pela
soma das areas de todos os retangulos infinitesimais definidos pelas

ordenadas e pelas diferencas entre as abscissas... e, portanto, eu represento
I WX,

Ambos desenvolveram o Célculo Integral separadamente, entretanto

em meu calculo a area da figura por

Newton via o Calculo como geométrico, enquanto Leibniz o via mais como
analitico.

Leibiniz acreditava que a notacdo era de fundamental importancia e, de
fato, a sua notacdo foi mais eficaz do que a de Newton e acabou por se
consolidar, sendo utilizada até hoje, mantendo exatamente a mesma forma.
Newton escrevia para si proprio e ndo foi feliz em encontrar uma notacéo
consistente.

Os trabalhos de Leibniz sobre o Calculo Integral foram publicados em
1684 e em 1686 sob o nome Calculus Summatorius . O nome Calculo Integral
foi criado por Johann Bernoulli e publicado pela primeira vez por seu irmao
mais velho Jacques Bernoulli em 1690.

Principalmente como consequéncia do Teorema Fundamental do
Célculo de Newton, as integrais foram simplesmente vistas como derivadas
"reversas”. Na mesma época da publicacdo das tabelas de integrais de
Newton, Johann Bernoulli descobriu processos sistematicos para integrar todas

as funcbes racionais, que é chamado método das fracbes parciais. Essas

ideias foram resumidas por Leonard Euler, na sua obra sobre integrais.
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ApoOs o estabelecimento do Calculo, Euler daria continuidade ao estudo
de fungbes - ainda  prematuro na época - juntamente
com Cauchy, Gauss e Riemann. Foi Euler, entretanto, quem reuniu todo o
conhecimento até entdo desenvolvido e criou os fundamentos da Analise.

Atualmente o Calculo Integral € amplamente utilizado em vérias areas do
conhecimento humano e aplicado para a solucdo de problemas nao s6 de
Matematica, mas de Fisica, Astronomia, Economia, Engenharia, Medicina,

Quimica, por exemplo.

Unidade 2- Regras de Diferenciacao

O processo de calculo da derivada de uma funcao a partir da definicao
apresentada anteriormente, em geral € lento, por isso, enunciaremos e
provaremos alguns teoremas que nos possibilitam encontrar derivadas com
mais facilidade. Sera apresentada a prova de cada teorema e sera enunciada a

férmula de derivacao correspondente, bem como alguns exemplos.

2.1- Derivadas de Func¢des Polinomiais

2.1.1- Regra da Constante

Se c for uma constante e se f (x) = ¢ para todo x, entdo f'(x) = 0.

Prova

f(x+Ax)—f(x)
Ax

= lim £-¢
- Ax—0 Ax

f,(x) = limyy0

A derivada de uma funcdo constante € a fung¢éo nula, ou seja, a
derivada de uma constante é zero. Simbolicamente, se ¢ € uma constante,
entdo

4

dx (C) =0

D,(c) =0 ou
Exemplo: f (x) =4, entdo f' (x) =0.

2.1.2- Regra da Poténcia

Se n for um inteiro positivo e se : f (x) = x™, entdo f' (x) = nx™ L.
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Prova

' . fx+Ax)—f(x)
f1(x) = limpy o =—"——
(x+ Ax)™— x™

= lim
Ax—0 Ax

Aplicando o teorema binomial a (x + Ax)™, temos

f'(x) =lim

[xn+nxn_1Ax+wxn—2(Ax)Z+...+nx(Ax)n—1+(Ax)n]_xn
Ax—0 -

Ax

= lim [nxn_le+%xn_2 (Ax)%+-+nx(Ax)™ 1 +(Ax)n]

Ax—0 Ax

Dividindo o numerador e o denominador por Ax, obtemos
f'(x) =lim

-1
Ax—0 [nxn_1 +n(nz—,)x"_zAx+~~~+nx(Ax)"_2 +(Ax)n_1]

Todos os termos, exceto o primeiro, tem Ax como fator; assim sendo
todos os termos, exceto o primeiro, tendem a zero quando Ax tende a zero.
Assim f'(x) = nx™ 1,

A derivada de uma poténcia inteira positiva de x € o expoente de x vezes

X elevado a poténcia inferior seguinte. Simbolicamente, se n € um inteiro
positivo fixado, entéo

D,(x™) = nx""1 ou d% (x") = nx"1

Exemplos:

a) f(x)=x8%,entdo f' (x) =8x".

b) f(x)=x
i) Se x # 0, pela Regra da Poténcia f'(x) =1.x° =1.1=1
i) Da definicdo temos:

f@) = limyo P9 = tim, o =2 = lim, g1 =1

Portanto, para todo x, D, (x) = 1.

2.1.3- Regra da Homogeneidade

Se f é derivavel e k € uma constante, entdo k.f é derivavel e (KT) = K"
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Prova:

Calculemos:
i (f)0+ 23 = (k)0 _ i k(o + ) —kof{x) _ im k.(fl[}f; +&)<]|—f|[}{)) _
im0 Ao ax—=0 A FeE

Como o limite da fracdo existe, pois € a derivada da funcado f, que é

(ke F) () = K ()

derivavel por hipétese, entdo a funcéo k.f é derivavel e , COMO

queriamos provar.
A derivada de uma constante vezes uma funcao € a constante vezes a
derivada da fung&o. Simbolicamente, se ¢ € uma constante e u € uma funcgéo

diferenciavel de x, entao

du

D,(c.u)=c.D,(u). ou :—x(c. u) = c.—

Exemplos:
a) Calcule a derivada da funcédo f (x) = 5x*.
Solucgéo
f'(x) = D,(5x*) = 5.D,(x*) = 5.(4x3) = 20x3
b) Encontre f'(x) se f (x) = §x7.
Solugéo

f'@) = DyCx7) =2.D,(x") =2.(7x) = Tx°

2.1.4- Regra da Soma

Se f e g sdo derivaveis, entdo f + g é derivavel e (f+g) =f + g'.

Prova
Calculemos o lim o+ 2G40 lim ~ roe b)g(xt -7+ =
m, ofte B0/ (@) g (x+0~g()
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Uma vez que cada uma das func¢des € derivavel, ambas as fracbes tém
limite: a primeira f'(x) e a segunda g'(x). Logo o limite existe, ou seja, a derivada
da funcdo soma existe e € igual a soma das derivadas, isto é:
(F+gl O =T0)+d00  como queriamos provar.

Logo, a derivada da soma de duas funcdes € a soma de suas derivadas
se elas existirem. Esse resultado pode ser aplicado a um namero qualquer
finito de fungBes. Assim, a derivada da soma de um numero finito de funcdes é
igual & soma de suas derivadas, se elas existirem.

Exemplos:

a) Encontre a derivada da funcdo f (x) = 3x° + 11x8,
Solugéo:

Temos
f'(x) =D,(3x>+ 11x8)

= D, (3x) + D, (11x®) Regra da soma

= 3D,(x%) + 11D, (x®) Regra da homogeneidade

= 3.(5x*) + 11(8x7) Regra da poténcia

= 15x* + 88x’

b) Encontre f '(x) se f (x) = 7x* — 2x3 + 8x + 5.
Solucéo:
f'(x) =D, (7x* — 2x3+8x +5)

= D, (7x*) — D, (2x3) + D, (8x) + D,(5)

= 28x3 — 6x2+8

2.1.5- Regra do Produto

Se f e g sdo derivaveis, entéo f.g é derivavel e (fg)y-f.g+fg .

Prova

Calculemos:
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lim = -
Ao =0 v D=0 o
_iim foe + Ao .gloe + 200 — T+ A gb) + T+ 2900 - FRO.a0x) _
ax—0 &}{
= fim |Foc+ ) Q{wm—gixj+Q(K),f(x+ﬁxj—f(xj
ax—0 ﬁ:}{ ﬁ}(

onde subtraimos e somamos ' *+£X).90X) ho humerador da fragdo, a fim de
obter as duas fra¢des que no limite fornecem as derivadas, respectivamente de
g e f. Essas derivadas existem por hipétese. Além disso, quando Ax tende a

flx + Ax)

zero, tende a f(x). Logo

() ) =100 D) + 000 = P90+ XG0 | como querfamos provar.

A derivacdo do produto de duas funcdes é a primeira funcdo vezes a
derivada da segunda funcdo mais a segunda funcdo vezes a derivada da
primeira funcdo. Simbolicamente, se u e v sdo funcdes diferenciaveis de x,
entéo

du

d d
D,(u.v)=uD,(v)+ D,(u).vou a(u. v) = u£+ v—.

Ou

H(x) = f(x)g'(x) + gL ()
D, /9] = f) D,g(x) +-9() - Dof(X)

Exemplos:

a) Calcule a derivada da funcéo f (x) = (x? + x)(x%? — 1).
Solucéo:
Sendo f'(x) = (x> +x)(x*—1)'+ (x> -1 (x*+x)’
=@?+x)2x)+ (x2—-1D(2x+1)
=2x3 + 2x% + 2x3 —2x+ x%* -1
=4x3+ 3x2-2x—-1

47



b) Encontre h’ (x) se h(x) = (2x3 — 4x2)(3x> + x?)
Solucgéo:
h'(x) = (2x3 —4x?)(15x* + 2x) + (3x° + x?)(6x% — 8x) =
= (30x7 — 60x° + 4x* — 8x3) + (18x7 — 24x° + 6x* — 8x3)

= 48x7 — 84x° + 10x* — 16x3
Observacao: Se a multiplicacdo for efetuada antes da derivacdo, o
resultado serd o mesmo. Fazendo isso, temos

h(x) = 6x8 — 12x7 + 2x° — 4x*

h'(x) = 48x7 — 84x° + 10x* — 16x3

2.1.6- Regra do Quociente

Se f e g forem fungdes e se & for a func¢do definida por

Sx)

hx) =
¥ =
entdo se f'(x) e g’ (x) existirem,

he() = 20/~ fX)9'()
[9(0)]?

onde g(x) # 0

Prova

K(x) = lim h(x + Ax) — h(x)
Ax—0 Ax

fix + Ax)  f(x)
g(x + Ax)  g(x)

= |lim

. Ax—0 Ax
_ i S+ A% g(x) — fx) - glx + Ax)
Ax=0 Ax - g(x) - g(x + Ax)

Se somarmos e subtrairmos f(x).g(x) ao denominador, entédo
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W(x) = fim JEF 8% 909 = 109 400 = f()- g(x + Ax) + /() - gx)

Ax—0 Ax - g(x) - g(x + Ax)
S+ Ax) — f(x) glx + Ax) — g(x)
| [t [y e an-
= [lim
Ax-—0 g(x) - g(x + Ax)
_ Ax=0 Ax—0 Ax Ax—=0 Ax
lim g(x)- lim g(x + ﬁx)
Ax=0Q Ax=0

Como g € derivavel, em x, entdo g sera continua em x; assim temos
que limy,,og(x+ Ax) = g(x). Além disso, lim,,_,g9(x)=gx) e
lim,,_o f(x) = f(x) . Com esses resultados e as definicdes de f'(x) e g’'(x)
obtemos

H(x) = g(x) " f(x) — f(x) - g'(x)
g(x) - g(x)
_ 9)f'(x) — f(x)g'(x)
[9(x)}?

[f (x)] _ gtxw,f(x) - fODAE)
(%) Cleor

A derivada do quociente de duas funcbes é a fracdo tendo
denominador o quadrado do denominador original e como numerador o
denominador vezes a derivada do numerador menos 0 humerador vezes a
derivada do denominador, se essas derivadas existirem.

Simbolicamente: f(x) = u(x) - fl(x) == (")-"((?(;)u)(zx).m(x)

Exemplos:

2x34+4
x2—4x+1

a) Ache D, (

)

2x3+4 \  (x? —4dx+1)(6x%) — 2x° +4)(2x — 4)
x( —4x+1>_ (x2 — 4x + 1)?
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6x* —24x3 4+ 6x% —4x* +8x3 —8x + 16
(x?2 —4x+ 1)2

3 2x* —16x3 + 6x%> —8x + 16
B (x2 — 4x + 1)2

x%-5x
2x-3

b) Sendo f(x) = , calacule f'(x).

o (x).v(x) — u(x).v'(x)

e w@)?
, «_ (@2x—=5).(2x —3) — (x* — 5x).2
fx) = (2x —3)?
, _4x2—6x—10x+15—2x2+10x
[ = 4x2 —12x+9
oy 2x*—6x+15
f1e0 = 4x* —12x+ 9

2.1.7- Regra da Poténcia com Expoente Negativo

Se f(x} = x~", onde —n é um inteiro negativo e x # 0, entdo
S (x)

Prova

I

—nx—n-1

Se — n for um inteiro negativo, entdo n serd um inteiro positivo.

= 1
Escrevemos entéo f(x) = -

, x"-0—1-nx""?
—nx""1
2n

X

— _px" 1o 2n

_nx—ﬂ-l
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Exemplos:

d 3
a) Ache — (F)

Solucéo:
d (3 d
L2V 2 3xms
dx (xs) dx( ™)
= 3(—5x79)
_ 15
=5

b) Diferencief(x) = ES

Sendo f(x) = % f(x) =x72

d 2
—_— -2 = — _2_1=— _3=——
FI6%) (x7%) 2x 2x =

f'x) =
2.2- Derivadas das Func¢des Trigonométricas

2.2.1- Derivada da Funcéo Seno

Para mostrar que a funcdo seno possui uma derivada, aplica-se a
identidade trigonométrica sen (a + b) = sena.cosb + cosa.senb, bem como
alguns teoremas.

Seja f a funcao seno, assim f(x) = sen x. Da definicdo de derivada,

fr(x) — lim f(x + Ax) - f(x)

Ax-0 Ax
T sen(x + Ax) — sen x
Ax -0 Ax

A identidade trigonométrica para sen (x + Ax)é usada para obter
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f(x) = lim sen x cos(Ax) + cos x sen{Ax) — sen x
Ax—0 : Ax
= lim €0 x[cos(Ax) — 1] + lim cos x sen(Ax)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax |
.1 —cos(Ax . : . |
= — lim —u( lim senx) + ( Iim cos x) lim Ssen(Ax)
Ax—0 Ax. Ax—0 Ax—0 ax-0  Ax
0

Dos teoremas:

lim 1 — Zos(Ax) _0
Ax—0 X an
e
lim sen(Ax) 1
Ax—0 Ax
(1)
Substituindo (1) e (1) em ():
fi(x)=—0-senx + cos x - 1

=C08 X

Concluindo : D,(senx) = cosx

Exemplo:

Ache f'(x) se f(x)= x2 senx

Solucédo: Para encontrarmos essa derivada vamos aplicar a Regra do Produto.

f'(x) = x*. D, (senx) + D,(x?).senx = x*. cosx + 2x.senx

2.2.2- Derivada da Funcéo Cosseno

Para descobrirmos a derivada da funcdo seno, podemos aplicar a

identidade trigonométrica cos (a + b) = cosa.cosb — sena.senb. Se g for a
funcdo cosseno, entao
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g(x) = cos x

g.r(x) — lim g(‘x + AX) - g(X)

Ax—=0 Ax

cos(x + Ax) — cos x
Ax—=0 Ax

cos x cos(Ax) — sen x sen(Ax) — cos x

' — I
g'(x) A,IETO Ax
— lim cos x[cos(Ax) — 1] _ lim sen x sen(Ax)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
.1 —cos(A ) ) .
= — lim —S{—f—)(hm cos x)—(llm senx) lim M
Ax—0 . Ax Ax—0 Ax—0 Ax—0 ﬁx

Substituindo em cos (a + b) = cosa.cosb — sena. senb, encontramos:

g’ (x)

-0 -cosx —senx -1
—sen x

Concluindo : D,(cosx) = —senx

Exemplo:

dy _ sen x
Ache 5. se y=

1-2.cosx

Aplicando a Regra do quociente, encontramos:
dy (1 — 2cosx)D,(senx) — senx - Dl — 2cos
dx (1 — 2 cos x)?

(1 — 2 cos x)(cos x) — sen x(2 sen x)
(1 — 2 cos x)?

cos X — 2(cos?> x + sen? x)
(1 — 2 cos x)?

cosx — 2
(1 - 2 cos x)?

2.2.3- Derivada das Func¢des Tangente, Cotangente, Secante e Cossecante

As derivadas das fungbes tangente, cotangente, secante e cossecante
sdo determinadas através das identidades trigonométricas abrangendo o seno
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e 0 cosseno, bem como suas derivadas e teoremas sobre derivacdo. Para a
derivada da tangente utilizamos as identidades:
senx

tgx = , Secx =
CoSsXx Ccosx

e sen’x+cos’x=1

Teorema: D,(tgx) = sec’x

Prova:

s€n x
Dx(tg x) - Dx(COS .X')

cos x * D(sen x) — sen x -"D,(cos X)
cos? x

(cos x)(cos x) — (sen x)(—sen x)
cos? x

cos? x. + sen? x
cos? x

_ 1 -
cos? x

= sect x

Teorema: D,(cotgx) = —cossec?x
Prova:

Serdao utilizadas as identidades:

(1154 1
cotgx = e cossecx =
senx senx
D, (cotgx) = —cossec’x
Dy (cotgx) = D, (o)
= cotgx) =
X g *rsenx

senx.D,(cosx) — cosx.D,(senx)

sen’x

senx.(—senx) — cosx. (cosx)

sen’x
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_ (—sen’x) — (cos®x)
B sen’x

—(sen?x + cos?x) -1 )
= > = -— = —cossec’x
sen’x sen’x

Teorema: D,(secx) = secx.tgx

Prova:

D (sec x) = D,,( : )
cos x

cos x - D (1) — 1 - D (cos x)
cos? x

cosx-0—1-(—senx)

cos? x
_senx
cos? x
1 sen x

COs X COS X

=sec xtg x
Teorema: D,(cossecx) = —cossecx. cotgx
Prova:
D.( )= by ! )
cossecx) =
* *\senx
senx.D,(1) — 1. D,(senx)
B sen’x
senx.0 — 1.cosx)
B sen’x
—Ccosx —1 cosx
= >— = ) = —cossecx.cotgx
sen‘x senx senx
Exemplo:

d
Calcule = (tgx.secx)

Solucgéo:
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d .4 a :
dx(tgxsecx) tg x dx(secx)+dx(tgx) sec x

= tg x(sec x tg x) + sec? x(sec x)

= sec x tg? x + sec’ x

LEMBRETES
d
a) = (senx) = cosx
b) % (cosx) = —senx
d 2
C)E (tgx) = sec’x
d) % (cotgx) = —cossec’*x
e) % (secx) = secx.tgx

d
f) = (cossecx) = —cossecx.cotgx

2.3- Regra da Cadeia Para Derivacdo de Funcdo Composta

Para encontrar a derivada de uma funcdo composta empregamos um
dos mais importantes teoremas do Calculo conhecido como Regra da Cadeia.

A regra da cadeia é uma regra de derivacdo que nos permite calcular a
derivada de uma composicdo (ou um encadeamento) de funcdes, tais como

f(g(x)) ou f(g(h(x))), conhecendo-se as derivadas f'(x), g’(x) e h’(x).

Se a funcao g for derivavel em x e a funcao f for derivavel em g(x), entdo a
fungdo composta fog sera derivavel em x, e (fog)'(x) = f'(g(x)). g’ (x).

Se a notacao de Leibniz for usada para a derivada , a regra da cadeia

podera ser enunciada do seguinte modo:
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Se y for uma funcad de u, definida por y = f(u) e Z—Z exiztir, e se u for

uma funcéo de x, definida por u = g(x) e Z_Z existir, entdo y sera uma funcao

d ., p
dexe é existira e sera dada por

dy . dy du

dx du dx

Outra maneira de escrever a regra da cadeia é fazer a substituicao

u = g(x). Entéo

(feg)x)=flw) (fegf(x)=D.fw)  fgx)N)=fW) gx) =D

Com essas substituicdes torna-se

Dx[f(u)] = f’(u)Dxu

u

gue podera ser usada para enunciar férmulas importantes de derivagdo, como

as formulas envolvendo as derivadas das funcdes trigonométricas.

D,(sen u) = cos u D,u D (cosu) = —senu D.u
D(tg u) = sec? u D,u D, (cotg u) = — cosec’* u D.u
D.(secu) = secutguDu - D, (cosec u) = —cosec u cotg u Du

Prova da Regra da Cadeia

Sejam y=h(u) e u=g(x) duas funcbes derivaveis, com
consideremos a fung¢éo composta y=f(x)=h[g(x)]. Entdo f & derivavel e
f'(x)=h'(g(x)).g'(x), para todo x pertencente ao Dom g.

Por hipotese, existem:

A tese a ser demonstrada é que existe
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fle + o) =fix) . Af
I = im —
= ﬁ}{ ﬂx—}lili-,}{

e que f'(x)=h'(g(x)).g'(x), para todo x pertencente ao Dom g.
Demonstracéo:
Precisamos mostrar que existe o seguinte limite:

irm, 2 B0 7T GO £0) = REGX)
D Ay D PNy ax—+0 A

Sendo u=g(x), colocamos 2H = 90+ £x¢) = gix)

Entdo, £U depende de £¥ e, quando 2% = U temos &4 =0

Temos assim, 90+ £} = g0x) + Al =+ Al

e podemos escrever:
h(g(x))=h(u) e MOD*+ &) =hu +Au)

oA hiu+ A =hiu)
lim — = lim
ASSim, =0 Ay ax—0 av

Suponhamos que Au=0 Entéo,

i E _ i hiu+A0)-hiu) _ lim hiu + A0 =hiu) LAl
=0 gy ax—0 iy Ax—0 o
_ i DU+ AL —h{u) gix +Ax) - gix)

D Al Fay s *)

Quando £% = U temos &4 —= U | e utilizando a hipétese, temos:

_Af
lim — =
=0 A% 1'(g(X)).g'(X), 0 que completa a prova no caso em que AU =0

Entretanto, essa prova ndo € geral porque para valores arbitrariamente
pequenos de £X poderia acontecer que o acréscimo fosse zero, o que invalida
a ultima passagem de (*).

Exemplificando:

Quando temos uma fungdo composta y = (x3 + x — 1)1, ela pode ser
decomposta em func¢des elementares, tais como:
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y=u u=x*+x-1

Na notagéo de Leibniz, a regra da cadeia nos diz que

dy dy du

dx  du dx
Assim, teremos :

dy dy du

dx  du dx

= 10u’.(3x%2+ 1)
=10(x3+x—1)°(3x%2+ 1)
Passando da notacédo de Leibniz para a notacéo de Lagrange, temos:

y=fw,u=gXx)

e entao:
dy dy du
dx  du’ dx
= f'(w).g'(x)

=f'(g(x).g'(x)

Revisando: Derivacdo em Cadeia

Sey=fu),u=g(x), entdo

dy dy du
dx  du dx

Em outras palavras, sendo y = f( g(x)), tem-se:

y =[flg))] = (g(x)).g'x)

Exemplos:

a) Encontre f'(t) se f(t) = tg(3t? + 2t).
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Solugao: Aplicando a regra da cadeia

F/(t) = sec?(3t2 + 2¢) - D,(3t% + 21)
= sec?(3t + 2t) - (61 + 2)
= 2(3t + 1) sec(32 + 21)

b) Encontre z—z se y = sen(cosx)

Solugéo: Aplicando a regra da cadeia

d ~
Y = cos(cos x)[D,(cos x)]
dx ]

= C0s(Cos X)

—

 —sen x|

= —sen x [cos(cos x)]

c) Encontre f'(x) se f(x) = (3x%+ 2)*(x? —5x)>.
Solucéo:

Considerando f como o produto de duas fungfes g e h, em que g(x) =
(3x2+2)? e h(x) = (x?—5x)3 pode-se utilizar

J'(x) = gl (x) + h(x)g'(x)

Encontramos h’(x) e g’(x) pela regra da cadeia

F(x) = (3x? + 2*[3(x* — 5x)*(2x — 5)] + (x* — 5x)’[2(3x* + 2)(6x)]
= 3(3x% 4+ 2)(x* — 5x)*[(3x* + 2)2x — 5) + 4x(x* — 5x)]
= 3(3x* + 2)(x* — 5x)°[6x° — 15x* + 4x — 10 + 4x® — 20x7]
= 3(3x? + 2)(x? — 5x)*(10x> — 35x* + 4x — 10)

d)Calcule D, (sec*.2x?)

Solucgéo:
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Usando a regra da cadeia duas vezes

D (sec* 2x?) = 4 sec® 2x?*[ D (sec 2x?)]
=4 sec’ 2x?[(sec 2x? tg 2x?) D (2x?)]
= (4 sec* 2x? tg 2x?)(4x)
= ]16x sec* 2x? tg 2x?

e) CalcularZ—z ,sendoy = ((x2+ 1)1+ 1)8
Solucéo:
Escrevemos y = u8, u=v%+1e v= x?+1.

Dessa forma estamos compondo (encadeando) trés funcdes. Aplicando
a Regra da Cadeia, teremos:

dy dy du
dr  du dx
dy du dv
Cdu dv da

— 8u’ - 100° - 21
= 160(v'° + 1)7(2? + 1)°z
= 160z((z%2 + 1)* + 1)"(z2 + 1)

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1-Calcule a derivada de cada uma das func¢des abaixo.
a)flx) = 2senx +5cos x

b}lQ(K)=%+ﬁ
h

cihfx) = -Bx*+ 23¢ -5 +4x -8
d)ifx) =x* senx

e) 09 = (x? - 4e”

Y1) =$-[1D+J§—e )
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SOLUCAO:

a)

flx) = 25enx + SCosx

Se: gi(x)=sen X, temos g1'(X)=cos X.

Por outro lado, se h;(x)=2sen X, temos h;'(x)=2cos Xx.

Também, se g,(X)=cos X, temos g,'(x)=-sen X.

E, se hy(x)=5cos x, temos hy'(x)=—5sen X.

Agora, como a funcéo f € a soma das fungdes h; e h,, temos: f'(x)=h;'(X)+h2'(x)

ou seja, f'(x)=2cos x-5sen x.

b)

abd = 1+ o
4

Como g é a soma das funcdes
1

d; (K]=m

temos:

hix) = -Bx* + 2%* - 5x* +4x - 8

A funcdo h € um polinbmio do quarto grau e, logo é a soma de varias parcelas
do tipo: k.x", em que n € um nGmero natural.

Como a derivada de f(x)=x" é f'(x)=n.x""*,

e a derivada de g(x)=k.x" é g'(x)=k. n.x"*,

podemos calcular a derivada de h, obtendo:
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hixi=-64x +23x* -52x+4-0=-24x" +Bx? —10x+ 4
d)
il%) = %* senx

A funcdo i é o produto de duas funcdes: f(x)=x?, cuja derivada é f(x)=2x, e
g(x)=sen X, cuja derivada é g'(x)=cos x.

Assim sendo, a derivada da funcédo i €:

(x) =23 5enx +x cosx = x[25eN % +X COSX)

e)
i) = b -4er

A funcdo j é o produto de duas funcdes: f(x)=x>-4, cuja derivada é: f(x)=2x, e
g(x)=e*, cuja derivada é g'(x)=e*.

Logo,

[x) = 2xe* + [x* - d)e* = e[ +x? - 4)

f)

) = 2 (10 + 4 —e%)

| L

A funcéo | é o produto de duas funcdes:

Fx)=-—=

3 3
X | cuja derivada é x , € ghx) =10 +./x _ex, cuja derivada &

X 2"'.;'{}?

d

I'{3%) = —%.(’10+ﬁ—e*)+§.[ LI
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— 2
2- Sejam 00 = P+dg g =X +4 Encontre a equacio da reta tangente ao
gréfico de p(x)=f(x).g(x) quando x=1.

SOLUCAO:

Sabemos que, a equagao da reta tangente ao grafico da funcéo p, no ponto de
abscissa x=1, é dada por: ¥ ~P{I} =P {(1M0x=1).

Como P01 =0 gix) = [ + 4]l +4)

Temos que:

flx) = f+d glx) = +4

Mas, sendo , temos:

p'(x) = 1 % +4)+(ﬁ+4).2>{:
Logol 2".}{
e, portanto,
1 o 25
(M =25+52=-2+10=-22
U > >

Como p(1)=f(1).g(1)=25, temos:

25
-2 == 10x-1
¥ 5 (e =1)

_ DX _ 25 55
22
25
=—{x+1).
Y 2( )

1

: Y= o
3- Seja P um ponto da curva *no primeiro quadrante. Mostre que o
triangulo determinado pelo eixo X, a tangente em P e pela reta que liga P a
origem € isésceles e calcule a sua area.

SOLUCAO:

A situacéo é a seguinte:
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O terceiro vértice € a interseccao da reta tangente, no ponto P, a curva X
com o eixo das abscissas.

1
¥ = (x) = P=[u—]
A equacéo da reta tangente ao grafico de ¥, no ponto S
dada por:

1 . 1
flx)=— fiix)=-—
Como * | temos ¥ logo:

1 1
y-—=-—{x-p
P

'-_,I,l' = __}{+g
p* P
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Assim, o terceiro vértice do triangulo é M=(2p,0).

Para mostrar que o triangulo OMP é is6sceles, basta mostrar que dois de seus
lados tém medidas iguais. Com efeito, temos:

MO = mediMO) =2p

3
OP =med{OP) = }p2+i2= i :1=1ﬁ."p“+’1
P b P , pois p>0
“=pl=p

p>0, ja que o ponto P esta na hipérbole no 1° quadrante. Logo, qu_

2
MP=med(hﬁ]=\l(p—2p}2 +[1—D] = e +i2 LY
P PP , pois p>0.

Logo, OP=MP e o triangulo é isésceles, como queriamos mostrar.

6

I'_':"I = _
4- Determine todos os pontos da curva X em que a tangente é paralela a
reta 2y+3x+1=0.

y = F(x) =2

SOLUCAOQ: S&o dadas: a funcéo % e reta 2y+3x+1=0.
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Sabemos que duas retas paralelas possuem o mesmo coeficiente angular.
Assim, as retas tangentes procuradas tém o mesmo coeficiente angular que a
reta 2y+3x+1=0, que pode ser escrita na forma:

y--3x-1
2 2
3
m=—-—
Logo, seu coeficiente angular é 2
O coeficiente angular da reta tangente ao grafico de ¥ num ponto

genérico é dado pela derivada da fungéo f na abscissa x, ou seja

f'(x)=6_[__j]=—i

1
'-_,III' —
A fim de que a reta tangente procurada seja paralela a reta 2 26
necessario que:

oU seja, X=2 ou xX=-2.

6

II_IIIII = __
Logo os pontos procurados da curva ¥ sdo: (2,f(2)) e (-2,f(-2)), ou seja (2,3)
e (-2,-3). Graficamente, temos:
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onde as retas encontradas tém equacao:

3
-3=-_(x-Z
y 2'{ J1
Y = —E}( +5
ou seja, 2 gue é areta tangente a curva no ponto (2,3).

y+3=-2x+2)
e 2 )

y=—§x—6

ou seja, 2 gue é areta tangente a curva no ponto (-2,-3).

B

'.-Illf =
5- Ache as equacdes das retas tangente e normal a curva ¥ +2 no ponto
1,2).

SOLUCAO:

) Y =f(x) =
E dada a funcéo X+ 2

O coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto (1,2) € dado por
f'(1).
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Como
Logo, a equacdo da reta tangente procurada é:
y=2=F{1{x-1

2
e
y 3( )

ou seja,

33

A reta normal ao grafico de uma funcdo, em um ponto, é perpendicular a
reta tangente, passando por esse ponto. Logo, o coeficiente angular da normal
€ 0 oposto do inverso do coeficiente angular da tangente.

Assim, a equacao da reta normal ao grafico de f, no ponto (1,2), é:
3
-Z2=={x-1
Yy 2[ )

ou seja,

'3,f=§}<+1
2 2

Graficamente, temos:

reta normal & curva
ho pato (1,2

1 reta tangente & curva
no ponto 1,2
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2.4 — Derivacao Implicita

Seja considerada uma equagao nas variaveis x e y. Pode-se dizer que
uma funcéo y = f(x) é dada implicitamente por essa equacao se, para todo x
no dominio de f , o ponto (x, f(x)) for solucdo dessa equacao.

Em outras palavras, seja F (X,y) = 0 uma equagao nas variaveis x e y. A
funcdo y = f(xX) é definida implicitamente pela equacdo F(xy), quando
F(x,f(x))=0. Ou seja, quando y = f(x) satifaz a equacao F (x,y) = 0.

Exemplos:

i) Seja a equacédo F(x,y) =0, emque F(x,y) =x¥+y—-1;afuncdloy=1—-x3¢é
definida implicitamente pela equagéo F(x,y) =0, pois:
FOXf(x)) =x+(1-x3)-1=0

i) Seja a equacdo F(xy) = 0, em que F(xy) = y* + x — 1; a funcdo
y = f(x) = Y1 — x é definida implicitamente pela equagéo F (x,y) = 0, pois:
F(x,f(x)) = (V1 —x)4+x— 1=0

Pode-se calcular a derivada de uma funcao definida implicitamente sem
necessidade de explicita-la. Para isso, usa-se a Regra da Cadeia. Suponha
gue F(x,y) = 0 define implicitamente uma funcdo derivavel y = f(x). Através de
alguns exemplos vamos mostrar que podemos calcular y’ sem conhecery.

Exemplos:

1) Seja y = f(x) uma funcdo derivavel definida implicitamente pela equacao

X2+y2=1,

i) Calcule y’

i) Verifiqgue que a funcéo f(x) = v 1 — x* é definida implicitamente por x2 + y2=1
e calcule f’.

Solucéo:

i) Como y = f(x), temos x2 + ((f(x))2 = 1. Derivando em relacéo a x ambos 0s

lados da igualdade e usando a Regra da Cadeia, obtemos:
0+ ((F@)7) =1 =>2x +2f @' (@) = 0 => x + F(IF' () = 0.

Entéo, f'(x) = _%: —i_Logo, y' = _i_
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i) E imediato que a fungéo f(x) = v 1 — x? é definida implicitamente pela

equacdo x2+y2=1e f'(x) = — =—

X
1—x2 y'

2)Dada (x + y)? — (x —y)? = x* + y*,ache Z—z.
Solucéo:

Derivando implicitamente em relagéo a x, teremos:

dy (dy\ oy, sy
2{x+y)(]+a)—2{xwy)(1 a‘x)_4x + 4y I

4y

dy. dy _ 4 3 3
23_(+2y+(2x+2y).g—2x+2y+(2xf2yla—4x + 4y T

%{«h —.4}13):4.1:3 — 4y
dy _x*—y
dx  x—1y°

3) Ache uma equacéao da reta tangente a curva x3 + y3 = 9, no ponto (1,2).
Solucéo:

Vamos derivar implicitamente em relacao a x.

d
x4+ 32 Y 0
dx
dy x2
dx y?
_ dy 1 .
Logo, no ponto (1, 2), o Uma equacgdo da reta tangente é, entdo,

y=2=—dx=1)
XxX+4y-9=0

4) Dadaxcosy+ycosx=1, achej—z .

Derivando implicitamente em relacdo a x, obteremos
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l1+cosy + Jc(—s;eny)ﬁ + %(cosx) + y(—senx) =0

dx = d
Ay

dx (cosx — xseny) = ysenx — cos y

dy _ ysenx — cosy
dx COS X — xXseny

5) Dada a equacao x2 + y2 =9, ache

a) Z—z por derivacao implicita;

b) as duas func¢bes definidas pela equacéo;

c) a derivada de cada funcao obtida no item b por derivagéo explicita.

d) Comprove que o resultado obtido no item a estd de acordo com o0s

resultados obtidos no item c.

Solucéo:

a) Vamos derivar implicitamente.

X

d
d_y__x
dx

b) Resolvendo a equacdo dada emy
Iy=\g'9—x2 e y= — 9—x2

Sejam f; e f, as duas funcdes para as quais

ﬁ{x)=\/9_u:’c_2 € folx)= —/9 — x?

c) Como f,(x) = (9—=x2)72 e f,(x) = —(9 —x2)'/2 , pela Regra da Cadeia
obtemos
) =30 -x)"V(-2x) ()= —30—xF) "(—2x)
9 —x? 9 —x?
d) Paray = f;(x) emque, f;(x) =9 — x?, segue do item (c) que
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O que esta de acordo com o item a. Para y = f,(x), em que f,(x) = —V9 — x2,
temos do item (c)

) = =

0 que também esta de acordo com o resultado obtido no item a.

6) a) Se x2 + y2 = 25, encontre Z—i’ .

b) Encontre uma equacao tangente ao circulo x2 + y2 = 25 no ponto (3,4).

Solucéo 1:

a) Diferencie ambos os lados da equacédo x2 + y2 = 25,
d d
2 2) —
(2 +y?) = —-(25)

d d
(42 — (v2) —
—@)+ (=0
Lembrando que y é uma funcéo de x e usando a Regra da Cadeia, temos

dy

d d dy
(v = — (v?) 2L = oy 22
50 dy(y)dx 2y o

dy
dx_

Assim, 2x + 2y

~ d
Agora, vamos resolver essa equacdo para ﬁ.
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dy  x
dx vy

b) No ponto (3,4) temos x =3 e y = 4, logo:

dy 3

dx 4
Uma equacéo da reta tangente ao circulo em (3,4) €, portanto:
y—4=—2(x—3) ou 3x+4y = 25.
Solucgéao 2:
Resolvendo a equagéo x? + y2 = 25, obtemos y = i\/ﬂ . O ponto (3,4)

esta sobre o semicirculo superior y = /25 — x?%, e assim vamos considerar a

funcéo f(x) = /25 — x%. Diferenciando f usando a Regra da Cadeia, temos:
Fllay =325 — x4 i (25 — x7%)
- dy

= 5428 — V=2

— R p—— x
VA5 = x7
Logo:
S 3 _ 3
I ===

E, como na solucdo 1, uma equacéao da reta tangente € 3x + 4y = 25.
Oservacoes:

1) O exemplo anterior ilustra que, mesmo quando é possivel resolver uma
equacao explicitamente para y em termos de X, pode ser facil usar a

diferenciacao implicita.

2) A expressao Z—Z = —§ da a derivada em termos de x e y. Isso esta correto
independentemente de qual funcéo y ficara determinada pela equacdo dada.

Por exemplo, para y = f(x) = 25 — x?, temos:
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dy  x X

dr ¥ a J25 = 1
Enquanto para y = g(x) = —/25 — x?, temos:
dy X _ R -
x ¥ —/25 —x% 25 — x2

2.5- Derivadas das Func¢fes Trigonométricas Inversas
2.5.1- Derivada da funcéao inversa do seno

Pode-se usar a diferenciacdo implicita para encontrar as derivadas das
funcBes trigopnomeétricas inversas (arcsen, arccos, arctg, etc.).

Lembre-se de que y = sen~lx significa seny = x e —

NEE]
e

1

<y<
y=arcsen(x) <& x=sen(y) e ye[—%

: )
X = sen{y) B v = arcsen(x)
A / \ A
NP

ra =

-1

=

MV
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¥ = arcsen(x)

Diferenciando seny = x implicitamente em relacdo a x obtemos:

d d 1
cosy—y =1 ou 2 - .
dx dx cosy

Agora com y=0, uma vez que — = < <Z  logo:
y 2

N

cosy =41 —sen?y =+1—x2

Portanto:

dy 1 1
dx cosy 1 — 2

L ou (arcsen) (x) =

d -1
—séen “x) =
dx ( ) 1-x? 1-x

2.5.2- Derivada da funcao inversa do cosseno

A funcéo inversa do cosseno, denotada por arccos, € definida como:
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y=arccos(x) < x=cos(y) e yel[0mn]

f
X = cos(¥) v = arccos(y)

YA 1
/)
1 \

1

N

¥ = cos(x) ¥ = arccos(x)
MY

' . (ﬂ
-
s i
s |
# 1
# i
s |

Dam =[-1,1]
Fm=[0,m]
s f(x) = arccos(x) = f’(x) = _ -t
1- xz
Logo, pela Regra da Cadela, temos :
o f(x) = arccos(ulx)) = f:(x) = = Ui
d
1-[u(x)]
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» {(x) = arccos(x) = f’(x) S —

4
1-x
Demonstracéo:
Pela definigfio, temos que
¥ =arccos({x) & x=cos(y), ¥ £ [0,“]13 ]
Entio
dy 1 _ 1 sen(y) = ﬁln'l—cnsz(y) ., e [D,TIZ] 1 B -1
dx ﬁ —sen(y) —\J‘l—cosz(y) \j‘l_xz
dy

2.5.3- Derivada da funcéao inversa da tangente

A formula para a derivada da funcéo arco tangente é deduzida de forma
similar. Se y = tg~'x, entdo tgy = x. Diferenciando essa Ultima equacéo
implicitamente em relacéo a X, temos:

dy
sec’y—=1
ydx
dy _ 1 _ 1 _ 1
dx sec’ly 1+tg?y 1+ x?
Logo:
2 (tg1x) = — "(x) = —
= (tg~'x) = " ou (arctan)’(x) = et
- - LI
y=arctan(x) < x=tan(y) e ye[ 2,2]
I
X = tan(y) = y=arctan(y)
XA A
=
i y x

\4
v
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¥ = tan (x) ¥ = arctan (x)

A A
| 1
| 1
| 1 T
I O 1 O ]
2: :2 ==_4_J:{ ______
| 1 -
| 1 2
I 1
I 1
Dom = —£,£ Dom = IR
202
fm=IR fm: —E,E
2 2
lim tan(x) = —m lim arctan{x) = -1
x—)—£+ x—>—c0 2
lim tan{x) = +m lim arctan(x) = T

2.5.4- Derivada da funcéo inversa da cotangente

A funcdo inversa da cotangente, denotada por arccotg ou
arccot, é definida como:

y=arccot(x) & x=cot(y) & pyel{0,m)
A

x = cot(y) /\
TSN

2 v = arccot(y)
¥

79



¥ = cot (x) ¥ = arccotix)

/Y I 3
I
|
] | T '
|
. TN
l 2y
T | TT X
R
|
|
|
|
Dom =(0,m) Dam = IR
Im =1R m=1(0,m)
lim cot{x) = +m lim arccot{x) = T
x—0t x—>—c0
lim cot{x) = —m lim arccoti{x) =0
x> x—>+0o
s -1
e f(x) = arccot(x) = [f'(x)= ;
1+x
Logo, pela Regra da Cadeia, temos:
s -1
e fix) = arccotiuix)) = [ (x)= — uix)
1+ [u(x)]
Pela definicfio |, temos que
¥ =arccot{x) < x=|:ot(y),yEI:D,’]I)
Entiio
a1 1 1 moelvedyy
dx ﬂ - csc? () cscz(y) 1+|:0t2(y]| 1+ x°
dy

2.5.5- Derivada da funcéo inversa da secante

A funcéo inversa da secante, denotada por arcsec, € definida como:
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03] (3

arcsec(x) < x=sec(y) & Y&

}.’:

|

> X = arcsec(y)

YA

w

L
-

N>

|
-

L et
I
1
I
I

T T e
1
- d

arcsec (x)

3{:

}r:

_hﬁ
I
|
|
|
— —
- 2 Bl
— ! 1
|+| .|_.
|
|
|
|
|
y )
Il N -
vJ../ 1
" |
N “w ﬂfflll
_/Ll 1
S i
a E 1
- o = [~
1 “
| .
| b
] Y
|
.
xl
—
IIIIII _.uu_lﬁéli—llllll
& — *

Dom =(-ow,-1] U [1,+c0)

Jv 5
lim arcsecix)

X —»—00

[0,—

Fm=(-ce,-1] U [1,+m)

secix) = +m

=X
2

lim arcsecix)

X —>+co
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o f(x) = arcsec(x) = f(x)=

_
|x|«x." xi- 1

Logo, pela Regra da Cadela, temos:

o F(x) = arcsecfulx)) = f:(xl" =

w(x)

1
|u(x)|»w' [u(:::j]2 -1

o Fx) = arcsec(x) = f:(x) =

_
|x|«x." xi-1

Demonstracao :

Pela definicio , temos que

y=arcsec(x) & x=zec(y), v £ [D,%}u[ﬂ,’ﬂ:}

Entiio ,

tan( 1) = o seczﬂ_}rj-l se yE[D,;—?]
LA

tann( ) = —af SEEEI:}?)—]. e }rE[E ]
dy _ 1 _ 1 2
x ﬂ sec ) tan ()
dy
x=sec(y) > 0 e yE[D,g]
( 1
CERN S D%} x=sec(p) <0 se yE[E,H]
_ sec{y) secz(_y)—l 2
- 1

s yE[E,“ﬂ:]
—zeciy) secz(y}—l 2
x se r:0
p e x 20 |x|:{-xsex<ﬂ
_ oy x0 -1

1
— oz x < 0 |x|ﬂ,|'x2—1
- ‘\,IIXE -1

2.5.6- Derivada da funcdo inversa da cossecante

A funcdo inversa da

cossecante, denotada por
arccossec , é definida como :

arccsc ou
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y=arccse(x) < x=csc(y) e ye[—i,
2

x = esc(y)
A

¥=csc(x) ¥ = arccsc (x)
YT h
3
Bl > L-
R “x 1 “x
B3
.= T (e _
Dam—[ ?,0] w [0,?] Dom =(-w,-1] U [1,+e)
=(—c0.— =|-x x
fm=(-w,-1] U [1,+®) Im [ 2,0]u[0,2]
lim csc(x) = —m lim arccscix) = 0
x—=0" x—>—m
lim cse(x) = +m lim arccscix) = 0
x—=0T x—>+co
s -1
o f(x) = arcese(x) = [f(x) = ——
| 2
x|fw' xr =1
Logo, pela Regra da Cadela, temos:
o fix) = arccsciuix)) = fa(x) = uix)

-1
|uxy |4 [u(:::)]2 -1

5 -1
o f(x) = arccse(x) = [ (xX)= ——
|x|«x." xi-1

Demonstracgéo :
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Pela definigio, temos que

¥y =arcesc (x) < x=cosc(y),

re[-5o)ele 3]

cot(p) =+ cscz(y) -1 se ye [D, g]

r=ese(p) <0 se ye{—;—?,ﬂ]
x=ese(py > 0 se ye[ﬂ,g]

Entio |
[cot(y):—qj cscz(y)—l se ye{—;—?,ﬂ
dy 1 _ 1 _ -
dx  dx  —cse(plcet(y)  csc(y)cet(y)
dy
- )
se ye|[-=,0
—csc(y)JcscE(y)—l 2
! ie yE[U,E]
cec{y) cscE(y)—l 2
-1 x se xz0
-1 se x>0
x o 2 -1

|x|\/x2 -1

Tabela: Derivadas das Fun¢des Trigonométricas Inversas

1 d 1
—(sen™1x) = —— —(cossec™x) = ———
dx 1_x2 dx x1/x2—1

d 1 1
—(cos™x) = ——= —(sec™1x) = ———
dx 1 _ x2 dx X\/ﬁ

d 1 d 1
_ -1 — _ -1 — _
dx (tg™"x) 1+ x? dx (cotg™x) 1+ x?

Exemplos: Calcular as derivadas das funcdes abaixo.

1) f(x) = a arcsen (2) ++va?—x?

1

£(x) = |:a arcsen[g}:|1+ [[az _ xz]ﬂ )

-z
a
= ! |:lx:| + ! [—2;:) =
l—x—z ¢ 2 @t - x? i
aE

(sl

bl




2) f(x) = arccot [xz] + arctan E]

, 21T A1 -1 [27 1 ol
tix) = | arccot + | atctan| — = = | = +—2 R
x 2 2 x x 2
1+ — 1+ —
x 2
ST RO N Y ) PO G 0
22 X2 L2 2 L2z
1+ — 1+ — - 1+ — 1+ —
x 2? x* 22
= _12 2 —1-x_2+ 12 l]_: 22 5 LE-'- 21 g l:
1+2_ 1+X_2 + 2% x 24 4 44 2
x 2 x? 22
_ 2 N 1 _ 2 2 _ 4
xf+22 22442 xie 2 28452 4+ x?
2

3) f(x) = arccos [zi_l]

+1

Fex) < 3): 1 ) -1 [3x-1] (3x+1)-(3x-1)[32+1] _
{ - ]2 3x+1 [31{_1}2 (3x+1)°
Ax+ 3x+1
_ 3(3x+1)-(3x-1)3 _ -1 3((3x+1)-(3x-1)) _
3x-1 (3x+1)? C(3x-1Y (Bxe1)3x+1)?
_{Bxﬂ] TG
_ -1 3(3x+1-3x+1) -1 6 _
J(amf (3z-1%  (3x+1)? JBxe1) - (32-17 (3x+1)°
(3x+1)? (3x+17

B — (3x+1)2 6 - |3x+1| 6

JBx+12-(3x-102 (Bx+1) [(oxt+6x+1)-(oxt-6x+1) (3x+1)?

_ —]3x+1] 5 _ -|3x+1] s -3

J12x 1:3x+l) 24 3x |3x+l| |3x+1|w3x

4) f(x) = arcsec(x?) + arccsc (\/xz +4 )
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1

e 2]+ s 577 | -

T

£(x)

[

e =T

T

_ 1 .2 -1 { 2 )5]_

= I+ =+ 4 =
|x|3w'x6—1 ql|x2+4'||[x2+4J—l I:

1
2 - )
= ek + ! l[,-c2+4] Z x2+4]=
|x|3w{x6—1 \J[x2+4'«4'rx2+32
3|:Jr|2 -1 x

= + .
|x|3w{x6—1 ﬂ[x2+4'w{x2+3u{x2+4
-

_ 3
_|x|\|'x6—1 +(x2+4) x4+ 3

2.6— Derivadas Superiores

Se f for uma funcao diferenciavel, entdo sua derivada f' é também uma
funcao, logo f' poderia ter sua prépria derivada, denotadas por (f')’ = f''. Essa
nova fungédo f” € chamada de derivada segunda de f, pois € a derivada da
derivada de f. Usando a notacdo de Leibniz, escrevemos a derivada segunda
de y = f(x) como:

d (d}/) _d%y
dx

dx T dx?

Outra notacéo é " (x) = D*f(x).

A ideia de “segunda derivada” vem naturalmente em conexdao com o
movimento de uma particula P ao longo de uma reta orientada.

Seja s = f(t) a funcdo que determina a localizacdo de P no tempo t,
chamada de equacédo do movimento da particula. A velocidade da particula P é

definida como a taxa de variacdo da coordenada s de P em relagéo ao tempo.

. da
Assim, v = £,
dt
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Na Fisica, a variacdo instantanea de velocidade em relacdo ao tempo é
denominada aceleragéo de P, logo:
dv d d(ﬁ]

7
d*s  ds

Cdn? dr?

o

Td di di\dr

No entanto, a aceleracdo € a derivada da velocidade ou a segunda
derivada da coordenada s em relacdo ao tempo.
Exemplo 1:
Seja s =2t + 3t2, para t > 0, a equagcdo do movimento de uma particula P, com
S em metros e t em segundos. Determine a velocidade e a aceleragcdo da

particula quando t = 5 segundos.

Solugéo:

A velocidade da particula t segundos ap0s sua partida é dado por
s d

v ()= = (2 + 37 ) =2+ 6¢
YO="=a )

v=2+06t

Parat=5s, a velocidade de P é dada por

v=2+06¢
v=24+6.5
v=32m/s

A aceleracdo da particula t segundos ap0s sua partida é dada pela taxa
de variacao da velocidade (ou segunda derivada de s), isto é:
a=s"(r) :d—v:£(2+6f) =0+6=6
dt  di
a=6m/s’
Nota 1:
Uma outra interpretacdo da segunda derivada de uma funcéo (na area
de Economia) é apresentada a seguir:
Suponha que o indice de precos ao consumidor (IPC) de uma economia

entre os anos a e b é descrito pela fungdo | (t) (a <t <b).
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Assim, a primeira derivada de |, I'(t), fornece a variagcdo da taxa de
inflacdo em qualquer instante de tempo t. Dessa forma, quando um economista
alega que a “inflacdo esta diminuindo”, ele esta querendo dizer que a taxa de
inflacdo esta decrescendo. Matematicamente, iSso € equivalente a observar
que a segunda derivada I”’(t) € negativa no instante t considerado.

Podemos observar que I'(t) poderia ser positiva em um instante quando
I”(t) fosse negativa (ver exemplo a seguir). Desse modo, nao se pode concluir,
do exposto, que os precos dos bens e dos servicos estejam prestes a baixar.
Exemplo 2:

O IPC da economia é descrito pela funcédo I(t) = —0,2t3 + 3t + 100, 0st<9,
em que t = 0 corresponde ao inicio de 1988. Calcule I'(6) e 1"(6) e use esses
resultados para mostrar que apesar do IPC estar subindo no inicio de 1994, “a
inflacdo estava moderada naquele periodo”.
Solucéo:
Determinamos I'(t) e I”’(t).

I (t)=-0,28+32+100

I'(t) =- 0,612 + 6t

I"()=-1,2t+6

Assim,
I(6) =-0,6 (6)2+6 (6) = 14,4
I"(6)=-1,2(6) + 6="-1,2

Os calculos mostram que no inicio de 1994 (t=6), o IPC aumentava a
uma razdo de 14,4 pontos por ano, enquanto a taxa de inflacdo estava

moderada naquela época, como mostra o grafico abaixo.

A1(t) =k

203 ¢ y,f“"“

180 @ / .

160 ! ?\%’\ :

| y=1(t)

140 &

120 !

100 .!_H____’,,.r'
- — — — >
£ ? 6 8 t(anos)
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Nota 2:

Derivadas de ordem n: De modo geral, se f é uma funcao diferenciavel
em algum intervalo aberto, entdo a derivada f’ (derivada primeira) € novamente
uma funcdo definida nesste intervalo aberto, e podemos perguntar se f' é
diferenciavel no intervalo. Se o for, entdo sua derivada (f')’ é escrita, de forma
mais simplificada, f'' (Ié-se f duas linhas). Denominamos f" de derivada de
segunda ordem, ou simplesmente, de derivada segunda da fungao f.

N&o existe nada que prove ao se tomar, sucessivamente, derivadas de
uma funcao tantas vezes quantas forem necessérias, que as funcdes derivadas
permanecem diferencidveis em cada etapa. Desse modo, se f é uma funcéo e
se f ,f' ., f" sao diferenciaveis num intervalo aberto, nés podemos formar a

n

derivada de terceira ordem, ou derivada terceira, f"' = (f")’; se f'"' também
diferenciavel no intervalo, podemos obter a derivada de quarta ordem, ou
derivada quarta, f""" = (f""")’, assim por diante. Se f pode ser sucessivamente
diferenciavel n vezes, assim, dizemos que f €& n vezes diferenciavel e
escrevemos sua derivada de n-ésima ordem, ou derivada n-ésima como f(n).
Se f é escrita na formay = f(x), entdo as notacbes para suas

derivadas sao:

Exemplo 3:
Determine as derivadas de todas as ordens da funcéo polinomial
f (x) =3x5>—2x*+5x2% + 2x — 8.
Solucéo:
f'(x) = 15x* — 8x3 + 10x + 2
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7' () :di_f*(x) _60x 24x2 410
X

JM(x)= 4 £"(x) =180x* —48x

dx’

_fm(x) = i_f"”(x.} =360x—48
dx

1) = if““(x} =360
dx

AGE %f‘”m =0

Sendo uma funcédo constante, todas as derivadas subsequentes serao
nulas, isto é , f(n)(x) = 0 paran = 6.

Exemplo 4:
Se f(x) = xcosx, encontre e interprete " (x).
Solucéo:
Usando a Regra do Produto, temos
o d

(3} = 1 — {cos x} + cos x — (1)
j (1} ds ’ edx

= —¥SPN X + COS X

Para achar f'"'(x) diferenciamos f’(x):

L —»_f,{,_ Cveen ¥y o )
fix) = ; {—xsenx + COS X
dx

d 3T d )+ d {cos x}
= —x e fn . senx-——{—x — O X
T (senx) T Sen » dx dx |

= —XCOSXY —SChYy —50NX

== —X COSX — 2S8enx
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Figura 1

Os gréficos de f, f' e f'' estdo mostrados na Figura 1.

Podemos interpretar f'(x) como a inclinacdo da curva y = f'(x) no
ponto (x,f'(x)). Em outras palavras, é a taxa de variacao da inclinacdo da
curva original y = f(x).

Da figura 1, pode-se observar que "' (x) = 0 sempre que y = f'(x) tem
uma tangente horizontal. Também, f'(x) é positiva quando y = f'(x) tem
inclinacdo positiva, e negativa quando y = f'(x) tem inclinacdo negativa. Logo,

os graficos servem como uma verificagdo sobre nossos calculos.

Exemplo 5:

Determine o valor da segunda derivada f no ponto x.
a)f(x)=2x*—x2+5x=1

b) f(£) = (3t — 2)%x =2

Solucgdo:
a) fix) =2x3-x2+5
f'(x) = 6x2 - 2x
f"(x)=12x-2 parax=1, temos:
P1)=12) =2:=10

b) f(t) =(3t-2)3 fazendo U =3t- 2, temos U’ = 3, entao:
f(t) = (U)3
f'(t) = 3(U)2U' = 3(U)2.3 =9U2
f"(t) = 18U.U" = 18U3 = 54U =54(3t- 2) para x = 2, temos:
f"(2) =54(3.2-2) =216
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Exemplo 6:

Uma certa espécie de tartaruga esta ameacada de extingdo em virtude de
comerciantes estarem vendendo ovos com afrodisiaco. Depois que varias
medidas de preservacdo forem implementadas espera-se que a populacdo de
tartarugas crescga de acordo com a regra: N(t) = 2t3 + 3t-4t +1000 (0 <t < 10),
em que N(t) denota o tamanho da populagéo ao fim do ano t. Calcule N"'(2) e
N"'(8), interpretando os resultados.

Solucgao: Determinemos N'(t) e N"'(¢t).

N{t) =2t + 3t2- 4t + 1000

N'(t)=612+6t-4

N'(t)=12t+6

Parat =2, temos:

N"(2)=12.2+6=30

Para t =8, temos:

N"(8) =128 +6=102

Logo, N"(2) =30 e N''(8)=102. Os calculos revelam que ao final do

segundo ano a taxa de crescimento da populacdo de tartaugas aumentara na
razdo de 30 tartarugas/ano/ano. Ao final do oitavo ano a taxa estara

aumentando a uma razdo de 102 tartarugas/ano/ano. Assim, as medidas de

preservacao terdo um grande éxito.

Exemplo 7:

Ache todas as derivadas da funcéo f definida por f(x) = 8x* + 5x* — x2 + 7.

Solucéo:
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fi(x) = 32x3 + 15x% — 2x
f7(x) = 96x% + 30x — 2
f7(x)y =192x + 30
f™(x) =192
fPx)=0
SPx)=0 n25

Observacao:

A notacdo de Leibniz para a derivada primeira é%. Para a derivada segunda

2
de ¥ em relagdo a x, a notacdo de Leibniz é d’y porque ela representa

dx?’
d

— [c%( y):l. O simbolo ?; x{ € uma notagdo para a derivada enésima de y

dx
em relagdo a x.
Outros simbolos para a derivada enésima de f sdo

Sl D)

Exemplo 8: Calcule % (2senx + 3cosx — x3).

Solucéo:
%(2 sen X + 3cosx — x¥) = 2cosx — 3 sen x — 3x?
2
o (2senx + 3cosx — x¥) = —2senx — 3 cosx — 6x
3
e 2senx + 3cosx — x¥) = -2cosx + 3senx —6
Observacao:

Como f’(x) d4 a taxa de variagao instantinea de f{x) em relagdo a x, f*(x), que
€ a derivada de f’(x), d4 a taxa de variagao instantdnea de f'(x) em relagio a
x. Além disso, se (x, y) for um ponto qualquer sobre 0 grifico de y = f(x), entdo
d s, . 2
d—; dard a inclinacdo da reta tangente ao grafico no ponto (x, ). Assim, gx{
seré a taxa de variagdo instantdnea da inclinagdo da reta tangente em relagao
a x no ponto (x, y).
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Exemplo 9:

Seja m(x) a inclinacdo da reta tangente a curva y = x> — 2x2 + x no ponto (x,y).

Ache a taxa de variagao instantanea de m(x) em relagpao a x no ponto (2,2).

Solucéo:

dy
X
2

m(x)=d
=3x?—dx + 1

A taxa de variagdo instantdnea de m(x) em relagdo a x € dada por m’(x) ou,

equivalentemente, por

No ponto (2,2) , % = 8.

Exemplo 10:

’y
dx?’

—6x — 4

Dada 4x* + 9y* = 36, ache ':Ty por derivacéo implicita.

2

Solucéo: Derivando implicitamente em relacéo a X, obtemos:

Para encontrar

i

x2

8x + lSyj—i=0

dy —4x
dx 9y

, calculamos a derivada de um quaociente tendo em

mente que y é uma fungéo de x. Assim,
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| »
2y - (—4x)(9 E)

=

dx? 81 y2

ay ~ .
nessa equacao, obtemos:

Substituindo o valor de —

—dx
2y — 36y + (36x)
dx? 81y?

_ —36y% — 16x?
B 81y3
=45y + 4x?)
- 81y°

Como qualquer valor de x e Yy satisfazendo essa equacdo deve também

satisfazer a equacao original, podemos substituir 9y* + 4x? por 36 e obter

d%y _ —4(36)
dx*  81y?
__16
9y?

2.7- Derivadas de Funcdes Exponenciais e Logaritmicas

2.7.1- Derivada da Funcéao Exponencial

Se y=a*, (@a>0e a#1)entio
y'=a'lna(@>0ca#l).
Caso particular:

Se y = e* entdo

/

Y = e“-Ine- x = e*,

onde e é o nimero neperiano = 2,71828...

Demonstragéo:
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Considerando:
flx)= a¥

Da definicédo de derivada:

Ay C flx+Ax) — Filx)
— = lim -
Ax Ax—0 Ax
&}. . Q.r—;"..r — % . Q.r.ai'..r — % . a% ::Qi'..r _ l:l
— = lim = lim — = lim —————
Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
. et —1
lim a*. lim
Ax—0 Ax—=0  Ax

Sabendo que:

a* —1
=Ina

lim
Ax—0 X

Portanto:

E— a*.Ina
Ax '

Esta provado que
f'{x)= a*.Ina

C.q.d.!!
Generalizando:
Quando a* = e*, temos:
f(x)=e’lne=¢e".1=¢"

2.7.2- Derivada da Funcéo Logaritmica

Se y=log _ x(a>0, a#1), entdo

,
y* == loge (a>0,a=1)
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Caso particular:

I 1
Sey=Inxentioy' = —-:lne = —

X X

Demonstracéo:

Considerando:

flx) = log, x

Ay o log(x + Ax) —log,x
— = lim

Ax  Ax—0 Ax

Aplicando a propriedade da diferenca de logaritmos:

¥+ Ax
i log, X _ oy l] x+£".x_]. 1] -’l+£-.x:l
sy Ax T oAy BaT o T T ay C8el X
4
.'i'._!.‘ — 1 I ]_ n .-f'.x’)i'..r
Ax frop O8a X x

O limite Fundamental:

. L1 .
lim (1 + k. wu=e®

Azx—0

Portanto, temos:

Ay 1

&—:r =log ex = log,e

Invertendo o logaritmo, obtemos:

Ay 11
Ax  x'log.a
Ay 1

Ax  x.Ina

Esta provado que:

1
x.lna

filix) =

C.qg.d!!
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Generalizando:

fix) = Inx

Ay o Inlx+Ax)—Inx
— = lim

Ax  Ax—0 Ax

Segue 0 mesmo raciocinio anterior, resultando:

ﬂl._‘;‘_'l] .
Ax  x ne—x

Logo:

P =1

X

2.7.3- Derivada da Funcéao Exponencial Composta

Se y=u",onde u=u(x)ev=yv(x)sio fungdes de x,

derivdveis num intervalol e 4 (x) >0,V xe 1 entdo
i

Y=v-u~'-uw+u-Inu- v.

Exemplos: Calcule a derivada das seguintes funcdes.
a)y= 32x7+3x-1

Solucéo:

Fazendo u = 2x* + 3x — 1, temos y= ;_l“. Portanto,

y = ¥ . In3.u

= 32+ k-1 103 4y 4 3).
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Solucgéo:

1 u
Temos y = (§> ,onde u = Vx. Assim,

(-1~>“ In l -
2 2

(9 d&?

x+1

c)y = ex1
Solucéo:
x +1
Fazendo y = e com u = , temos:
> |
})I —_— ell i ltl
— yx+1/x—1, (x = 1} ull = (1)1
o - 2
(x — 1)~
— e_\'+1/x—l . —2 .
2
(x = 1)
d)y= ex-nx
Solugéo:

Neste caso fazemos
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y=¢e" ondeu = x - Inx.

Entdo,

!

y =e" - u

- e.\'-ln . (X In x)i
. 1
= e"'"”‘[x +—+Inx- 1}
X

=" "%(1 + In x).
e)y = log,(3x> +7x—1)
Temos y = log, u, onde u = 3x* + 7x — 1. Portanto,

!’
’

_u
T

. Bx+7
x4+ 7x -1

- log, e.

Dy=mn ()

Solucéo:
Temos y = In u, onde u = T Logo,
,ou
- S
u
(‘x + 1)eX _ e.’( . 1
(x +1)° i
e’ ¥=-1

x+1
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9)f(x) = e —x

Solucgéo:

d d d
fiix))=—le—x)=—(&") ——ilx)=¢e" — ]
dx dx dx
h) f(x) = In(senx)
Solucgéo:
d . 1 d i SRR
—- In{sen x} = — {genx) == COS X = Cotg
dx senx dx sen X R

i) f(x) = Vinx
Solucéo:
Dessa vez o logaritmo € a funcao de dentro; logo, a Regra da Cadeia da

| ; R

: N |
Sy = { ) _-'E-""?' - 1 ; — e 4 armme I e
A = ol ) = S = S e

x+1

NF@) =1n —

Solucgéo 1:
dd x+ 1 1 d x + i
—In = - S
dx  vx—2  x+ 1 ode Jx-2
'\s"f,}; - 2
VI 2 Vx 201 - e DG -2
x+ 1 x — 7
_waw%(_eri)w x =5
x+ Dlx—2) 20x + 1Hx — 2)
Solugéo 2:
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Se primeiro simplificarmos a fun¢cdo dada usando as leis do logaritmo,
entdo a diferenciagao ficara mais facil:

dd x + 1 e _ .
= g ) = g — 2
EiX' I WEJ{ - 2 (ﬁx [ ri{x ) 2 }}{{ )}

i _i' 1

x + 1 2 xy — 72

(Essa resposta pode ser deixada assim, mas se usassemos um
denominador comum obteriamos a mesma resposta da solugéo 1).

Kyy=In(x3+1)
Solucéo:

dy _dydu_1du _ 1 _ze)_ 3x°
dx dudc udc xP+1 x? +1

) h(x) = ==

eX+e™x

Solucéo:

Usando a regra do quociente, seguida da Regra da Cadeia, teremos:

x —x d x x d x —x
h'(x):ez +e )EQ’ }f .’ae +e )2@‘4—3_‘)3‘—3*(3”_6—*)
C +e™) e +e)

e +1—e** +1 (eo =])

(e"r +.¢3_"r)Z

2
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2.8 — Derivadas das Func¢des Hiperbdlicas
2.8.1 — Fungdes Exponenciais Reais

A funcé@o exponencial € uma das mais importantes da Matemética. Esta
funcdo é definida por ;R ~ R através de f(t) = exp(t) = e .

No plano R2, podemos obter a reflexdo do gréfico desta funcdo em

relacdo ao eixo OY, que nos da outra funcao exponencial g:R — R definida por
g(t) = exp(-t) = e' . Os gréficos dessas funcdes podem ser vistos abaixo.
Observamos que tais fun¢des sdo positivas. f(t)=e' (cor vermelha) é crescente e

g(t)=e™ (cor azul) é decrescente.

[ U A, I = T o

3 -2 -1 D0 T 2 a3t
Com essas funcdes, definimos outras funcdes da Matematica bastante

utilizadas nas ciéncias em geral, inclusive na prépria Matematica.

2.8.2 — Seno Hiperbdlico e Cosseno Hiperbdlico
As funcbes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico, sdo definidas,

respectivamente, por:

t ot ; —t
c-° ; ] cosh(t) = cre —;E

A funcéo cosh é positiva, enquanto que senh € positiva para parametros

sinh(t) =

positivos reais, negativos para parametros negativos reais e se anula em t=0.

Com essas duas fungdes cosh (cor vermelha) e senh (cor azul), também
podemos definir outras fun¢des da Matematica.
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2.8.3 — Tangente, Cotangente, Secante e Cossecante Hiperbdlicas
As funcdes tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbdlicas,

séo respectivamente definidas por

_ senh(t)
tgh(t) = m
h
cotgh(t) = :(e):lhgg
sech(t) = cos:l(t)
cossech(t) = seni(t)

guando os denominadores sao diferentes de zero.

2.8.4 — Relacdo Fundamental da Trigonometria Hiperbdlica

Ao tomar a diferenca dos quadrados das funcdes cosh e senh, obtemos

cosh?(t)-senh2(t)=[Y2(e'+e")]2-[V2(e'+e")]2.

Efetuando as operacfes temos que cosh?(t) - senh?(t) = 1, que € uma
relacéo notavel na Trigonometria hiperbdlica.

A construcdo da trigonometria circular é realizada sobre uma
circunferéncia de raio unitario, dada por x2 + y2 = 1.

Tomando x = cos(t) e y= sen(t), observamos a relacao fundamental da
trigonometria circular: cos?(t) + sen3(t) = 1, onde t € o angulo (tomado em
radianos).

Na construcdo da trigonometria hiperbdlica, usamos uma curva
denominada hipérbole, representada por x2 - y2 = 1. Tomando x = cosh(t) e
y=senh(t), observamos a relacdo fundamental da trigonometria hiperbdlica:
cosh?(t) - senh?(t) = 1, onde t é um parametro real que pode ser interpretado

geometricamente.
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Praticamente todas as propriedades da trigonometria circular podem ser
transladadas para a trigonometria hiperbdlica, com o cuidado de observar

muitas vezes a troca do sinal de "+" pelo sinal de "-".

Trigonometria circular Trigonometria hiperbdlica
X2+y2=1 X2-y2=1
Ccos?(t) + sen?(t) =1 cosh?(t) - senh?(t) =1
tg(t) = sen(t)/cos(t) tgh(t) = senh(t)/cosh(t)
cot(t) = cos(t)/sen(t) | coth(t) = cosh(t)/senh(t)
sec(t) = 1/cos(t) sech(t) = 1/cosh(t)
csc(t) = 1/sen(t) csch(t) = 1/senh(t)
sen(2t)=2sen(t)cos(t) K senh(2t)=2senh(t)cosh(t)
cos(2t)=cos?(t)-sen?(t) lcosh(2t)=cosh?(t)+senh?(t)
tg(2t)=2tg(t)/(1-tg2(t)) @ tgh(2t)=2tgh(t)/(1+tgh(t))

Para as derivadas, temos a tabela:

Trigonometria circular Trigonometria hiperbdlica
Funcdo | Derivada | Funcéo Derivada
sen(t) cos(t) senh(t) cosh(t)
cos(t) -sen(t) cosh(t) senh(t)
tg(t) sec?(t) tgh(t) sech?(t)

2.8.4 — Funcdes Inversas da Trigonometria Hiperbdlica

E possivel definir a funcédo inversa de cosh, que sera identificada por
arccosh, assim como de todas as outras func¢des trigopnométricas hiperbdlicas.
Se cosh(u)=t, obteremos o valor de u em funcdo de t, denotando-o por
gualquer uma das duas formas abaixo:

u = arccosh(t) = cosh™(t)
Pela definicdo dada na parte inicial desta pagina, segue que:
t = cosh(u) = 2(e" + e)
Logo:
2t =e" + 1/e".

Tomando e'=x, obteremos 2t=x+1/X, ou seja, x2-2tx+1=0. Resolvendo
esta equacao do segundo grau em x e usando a notacdo R[z] para a raiz
quadrada de z>0, obteremos:

e' =x =t + R[tz-1]
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Aplicando o logaritmo natural a ambos os membros dessa igualdade,
obtemos:
u = log(t+R[tz-1])
Assim, a funcdo inversa de cosh é a fungéo definida por:
arccosh(t) = cosh™(t) = log(t + R[t2-1])
2.8.5 — Demonstracgdes: Derivadas de Func¢des Hiperbdlicas

. [senh(x]]J = cosh(x)

[senh(x)] = [EI‘E_"] =%[Ex_e-x] _

2

. [cosh(xj]:l = senhix)

[cosh(xj]:l = [Ex+ E_x] =

2

. [tanh(x}],= sechz(x)
[senh(x)]'_ [senh(x]],cnsh(x}—senh(xj [cnsh(x)], _

[tanh(x)]

cosh(x) cnshz(x)
_coshix)-cosh(x) —senh(x)-serh(x) cnshz(xj—senhz(x) _ 1 _ 7
= 5 = > = > =sech™(x)
cosh™(x) cosh™(x) cosh™(x)
. [coth(x)],= —cschz(xj
» | cosh(x) ,_ [cosh(x)],senh(x)—cnsh(xj [senh(x)], _
[coth(x)] = |:senh(x)} = senh2(x:] =
_ senh(x) - senh(x) — coshix) - coshix) __ cnsh2(x)—senh2(x) __ 1 _ —cschz(x)
senhz(x) senhz(x} senhE(x)

. [sech(x)], = —sech{x) tanh(x)
1 7 ’ -2

[sech(x):|1= Losh(x]} = {[cosh(ﬂ]_l} _ _[.;oshij,]‘E-[mSh(x)]J= —[coshijj -zenh(x) =

_ senhi(x) - _ 1 . senh(x) = —sechix) tanh(x)
cnshz(;r) coshix) coshix)

. [csch(x}]:l = —csch(x) coth(x)
: 1 J [ljjsenh(xj—l-[senh(x)]:l O-senh(x)—1-coshix)
h = = = =
[ezchi)] [Senh(x)} senh? () senh? ()
_ —coshix) __ 1 coshizx) _
sanhz(x) senh(x) senh(x)

—cschix) coth{x)
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se w8 wma funedo diferencidvel, entdo, pela regra da cadeia :
. [senh[:u(x)]], = cosh{x) '(x) . [cosh[u(x}]], = zenh{x) 2'(x)
. [tanh(u(x]l]]a = sech2(xj 2’(x) . [coth(u(xjﬂj =- csch2(x) w'ix)

. [sech[:u(x}]]:l = —sech(x) tanh () {2} . [csch[:u(x}]]:l = —csch(x) coth(x) &'z}

Exercicios Resolvidos

1) Encontre a derivada das seguintes funcoes :

14 senh(3x)

f =
(2) £ 14 cosh(3x)

£ = {1 + senh(37) } _ [1+ sean(32) ] (1 + cosh(3x)) — 1+ senin(3x) ) [1 + cosh(3x)]

1+ cosh(3x) [] N cosh(Ex)]z

_ [CI + cosh(3x) [Bx:r] [1 + cosh[Bx]] — [1 + senh(BxJ] [CI + senh(3x) [32{]1]

[1 + cosh(3xj)2
[cosh[Bx] -3] [1 + cosh(Bx]] — [1 + senh[3x)] [senh(Bx] -3]

[] + cosh(Bx]]z

3 [coshlz3x:l + cosh2(3x:l — senh(3x) — senhEI:Bx:l] B 3 [cush(3x) —senh(3x) + 1]

[1 + cosh(3x) ]2 [1 + CﬂSh-(3x)]2

(h) fix)= tanh” [xz] — sech? [xz]

f’(x)=[t *(2?) - sech?(x 2]} = 4 tanh” (x ]|:taxﬂ1[x2]i|1—356ch2[x2][sech[xz]]lz

= 4 tanh [ 2% ] sech?[£%) [xz] — 3sech?[x ][—sech[xz] tanh[xz]] [x2}1=
= 4 tanh | ) sech? [ x2) 25 + 3 sech?(x% ) sech| 2 ] tanh[x%] 2x =
= Sxtanh®| 22 ) sech®| ) + 6xsech’ [ x2) tanh[x° ) =

)
= 2.x tanh[x?) sech?(x?) [4 tanh?(x2) + 359[:11[.1:2]]

2.9 - Taxas Relacionadas

107



Problemas envolvendo taxas de variagdo de varidveis relacionadas séo
chamados de problemas de taxas relacionadas.
Exemplos:

1) Uma escada com 25 unidades de comprimento esta apoiada numa parede

vertical. Se o pé da escada for puxado
T horizontalmente, afastando-se da
parede a 3 EE;:::'. unidades de comprimento por
LE-1-]
segundo, qual v e a velocidade com que a escada
- s
esta FLT deslizando, quando seu pé esta a
15 unidades e de comprimento da parede?
ke x —
FIGURA 1

Solugdo Seja f o tempo decorrido desde que a escada comegou a deslizar
pela parede, y a distdncia do chdo ao topo da escada em ¢ s e x a distdncia do
pé da escada até a parede em ¢ s. Veja a Figura 1.

Como o pé¢ da escada esta sendo puxado horizontalmente, afastando-se da pa-

rede a 3 unidades de comprimento por segundo, % = 3. Queremos encontrar

% quando x = 15. Pelo teorema de Pitdgoras,
VP = 625 — x2 M

Como x e y sdo fungGes de ¢, derivamos ambos os lados de (1) em relagdo a ¢
e obtemos

dy dx
2y3;_ —QxE
dy  xdx
dt —  ydt

108



Quando x = 15, segue de (1) que y = 20. Como % = 3, obtemos de (2)

dy] __
dt j,-20

i
S

Logo, o topo da escada estd deslizando pela parede a uma taxa de 2+ unidades
de comprimento por segundo, quando o pé estd a 15 unidades de comprimento
da parede. O sinal menos significa que y é decrescente, quando 7 cresce.

Em problemas com taxas relacionadas, as varidveis tém uma relagao especifica
para os valores de ¢, onde ¢ é a medida do tempo. Essa relagdo ¢ usualmente
expressa na forma de uma equagio, como a equagio (1) no Exemplo 1. Os valo-
res das varidveis e as taxas de variacdo das varidveis em relagéo a f sdo fregliente-
mente dados num determinado instante. No Exemplo 1, no instante em que

x =15 entdioy = 20 e % = 3 e queremos encontrar %

Antes de apresentar mais explicagdes, damos outro exemplo para demonstrar
o cdlculo envolvido.

2) Dada x cos y = 5, em que x e y sédo funcbes de terceira variavel t. Se

dx

d 1
= — 4, ache 22, sabendo que y = -.
dt dt 3

Solugdo Derivando ambos os lados da equagdo, obtemos

1

dx dy
c0s YY) — — (xseny) — =0
(cos ) = ( ») =
dy cos y  dx
dt X sen y dt

Da equagdo dada, quando y = {n, x = 10. De (3), com y %n. x = 10,
dx

e— = —

dt

F]

dy] 3
= = (—4)
dt |3 1023)

i/

Os passos a seguir representam um procedimento possivel para

resolver problemas envolvendo taxas relacionadas.
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1. Faca uma figura, se isso for possivel.

2. Defina as varidveis. Em geral defina primeiro ¢, pois as outras varidveis usual-
mente dependem de f.

3. Escreva todos os fatos numéricos conhecidos sobre as variaveis e suas deriva-
das em relacdo a t. f

4. Obtenha uma equacgdo envolvendo as varidveis que dependem de f.
5. Derive em relagdo a £ ambos os membros da equagdo encontrada na etapa 4.

6. Substitua os valores de quantidades conhecidas na equacao da etapa 5 e resol-
va em termos da quantidade desejada. '

3) Um tanque tem a forma de um cone invertido com 16 m de altura e uma
base com 4m de raio. A agua “flui” no tanque a uma taxa de 2 m*®min. Com que
velocidade o nivel da agua estara se elevando quando sua profundidade for de

5m?

FIGURA 2
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Solugédo Seja ¢ o tempo medido em minutos decorridos desde que a dgua
comegou a fluir dentro do tanque; 4 a altura em metros do nivel de dgua em
¢ min; r a medida em metros do raio da superficie da 4gua em ¢ min; e ¥ a medi-
da, em metros cibicos, do volume de dgua no tanque em ¢ min.

Em qualquer instante, o volume de dgua no tanque pode ser expresso em ter-
mos do volume do cone. Veja a Figura 2.

V =1nrlh 4)
V, re h sdo todas fungdes de t. Como a agua esta fluindo no tanque a uma taxa

de 2 m*/min, BV - 2. Queremos encontar % guando & = 5. Para expres-

dt
sar r em termos de A, temos, dos tridngulos semelhantes,
r 4 ;
—=— r=zh
h™ 16 ¢

Substituinde esse valor de r em (4), obtemos
V =3in(gh)’(h) < V= Fgnh’

Por derivagao de ambos os lados dessa equagdo em relagdo a f,

dV N | , dh
dt 16 di
Substituindo % por 2 e resolvendo em %’, obtemos
dh 32
dt  ah?
Logo,

dh 32
dt |,_s 25

Assim sendo, o nivel de dgua esta subindo a uma taxa de

235;; m/min quando

a profundidade da dgua é de 5 m.
4) Dois carros estdo se encaminhando em direcdo a um cruzamento, seguindo
a direcao leste a uma velocidade de 90 km/h e o outro seguindo a direcéo sul,
a 60 km/h. Qual a taxa segundo a qual eles se aproximam um do outro no
instante em que o primeiro carro esta a 0,2 km do cruzamento e o segundo a

0,15 km?

=3
a
xg
/\ |
R T
i km
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EXEMPLO 4 Dois carros estdo se encaminhando em diregdo a um cruzamen-
to, um seguindo a dire¢do leste a uma velocidade de 90 km/h e o outro seguin-
do a dire¢do sul, a 60 km/h. Qual a taxa segundo a qual eles se aproximam um
do outro no instante em que o primeiro carro estd a 0,2 km do cruzamento €
o segundo a 0,15 km?

m  Solugéo Consulte a Figura 3, onde o ponto P € o cruzamento das duas es-
tradas. Seja ¢ h o tempo decorrido desde que os carros comegaram a se aproxi-
mar de P, x km a distdncia do primeiro carro em 1 h, y km a do segundo carro
em t h e z km a distdncia entre os dois carros em ¢ h. Como o primeiro carro
aproxima-se de P a uma taxa de 90 km/h e x estd decrescendo enquanto { estd

crescendo, % = —90. Da mesma forma, % = —60. Queremos determinar
% quando x = 0,2 e ¥y = 0,15. Do teorema de Pitagoras,
22 = x? 4+ y? (5)

Derivando ambos os membros dessa equagdo em relagdo a t, obtemos

dz dx dy

2zI=2xI+2yE
WL |
dz a7V
oD s s (6)
dt z

Quando x = 0,2ey = 0,15, segue de (5) que z = 0,25. Em (6), seja % = =90,
dy
dt

_e'z_] (0,20(—90) + (0,15)(—60)
dr Jz=oas 0,25

= =60, x = 0,2, y = 0,15 e z = 0,25, entdo obtemos

= -—108

Logo, no instante em questdo os carros estdo se aproximando um do outro a
uma taxa de 108 km/h.

5) Suponha que, em certo mercado, x milhares de caixas de laranja sejam
fornecidos diariamente sendo p o0 preco por caixa e a equacao de oferta
px — 20p —3x + 105 = 0 . Se o fornecimento diario estiver decrescendo a uma
taxa de 250 caixas por dia, com que taxa estardo variando o fornecimento
diério for de 5000 caixas?

Solucdo Seja t o tempo decorrido medido em dias, desde que o suprimento
didrio de laranjas comegou a decrescer. Entdo, p e x sdo ambas fungdes de 1.

Como o fornecimento diario estd decrescendo a uma taxa de 250 caixas por dia,
dx 250 dx 1 dp

a2 = 000" isto &, 7 __4.h. Queremos encontrar ar quando x = 5.
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Da equagio de oferta dada, derivamos implicitamente em relagdo a f e obtemos

dx d d dx
pzﬂ-x-&%-md—f— 35 =0
dp  3—p dx
dt x—20 dt -
Quando x = §, segue da equacgédo de oferta que p = 6. Como ax -i,
temos da equac¢do precedente dt 4
dp 3—-6 1
EL& T 5-20 (_1)
1
- 720

Assim, o prego de uma caixa de laranja estara decrescendo a uma taxa de § 0,05
por dia, quando o fornecimento diario for de 5.000 caixas.

6) Um avido voa a 152,4 m/s paralelamente ao solo, a uma altitude de 1220 m
no sentido oeste, tomando como referéncia um holofote fixado no solo que o
focaliza e que se encontra a esquerda da projecéo vertical do avido em relacéo
ao solo. Sabendo-se que a luz do holofote devera permanecer iluminando o
avido, qual devera ser a velocidade angular (de giro) do holofote, no instante
em que a distancia horizontal entre ele e a projecdo vertical do avido for 610

m?

1.220

'\‘9
L xm
FIGURA 4
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Solugéo Observe a Figura 4. O holofote est4 no ponto L e num determina-

! do instante o avido estd no ponto P. Seja x a distincia (em metros) medida ho-
rizontalmente entre o holofote e a projecédo vertical do avido em relagdo ao so-
lo, € 8 0 dngulo de elevagdo (em radianos) do feixe luminoso emitido pelo holo-
fote em relagdo ao solo, neste mesmo instante.

Temos % = —152,4 e queremos encontrar % quando x = 610.
1.220

tg 6 =

Derivando membro a membro em relagdo a ¢, obtemos

de 1.220 dx
1g @Y _ _ L2V ax
sec? 0 dt x? dt
Substituindo @ _ 152,4 na relagdo acima e dividindo por sec? 8, iremos
obter
dd _ 185.928 D

dt  x?sec?@

Quando x = 610, tg & = 2. Como sec? 6 = 1 + tg? 6, sec? § = 5. Substi-
tuindo esses valores em (7) temos, quando x = 610,

de _ 185.928

dt 610% - S

b
T

Concluimos, entdo, que no instante dado a medida do dngulo est4d aumentan-
do a uma taxa de ;5rad/s e essa ¢ a velocidade com que o holofote esta girando.

Adverténcia: Um erro comum nesses tipos de problemas € substituir a
informacdo0 numérica para as grandezas que variam com o0 tempo

precocemente. Isso deve ser feito somente apds a diferenciacao.

2.10 - Aproximacg®es Lineares e Diferenciais

A seguir teremos uma aplicacdo da derivada que consiste em estimar o
valor de uma funcéo f(x) proximo a um ponto x, usando a reta tangente ao
gréfico de f passando por x,.

Se a fungéo f é derivavel em X, entdo a reta tangente ao gréafico de f
passando por (x,, f (xo)) € aretay = L(x) = f(xg) + f'(xo)(x —xp) .

A aproximacdo linear consiste em estimar o valor de f(x), para x

proximo x,. de usando o valor de y = L(x) . Observe figura 1 a seguir:
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f(zo+h)

f(zo)

Figura 1: Aproximagéo Linear de f

Como a funcéo f é derivavel em x, entédo

flzo +h) — f(zo)

- h = (o)
Se
R=R(h) = f(zo + h}i — f(zo) i)
entao
f(zo+ h) — f(z0) = (F'(zo) + R(R)) h = f'(zo)h + R(h)h

(1)

E como a funcdo f é derivavel em x,

lim R(h) = lim f(o+ h}i — f(x0)

h—0 h—0

— f(zg) = f'(20) — f'(29) =0

Abandonando o termo R(H)h na equacéo (I), obtemos

f(zo+h) — f(z0) ~ f'(zo)h
ou, escrevendo
Af=flzog+h)— f(zg) e Az =(xo+h)—20="h
Af = f'(zo)Az

Observacéo:
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Para calcular por aproximacao linear o valor de f(x, + Ax ), usamos a
aproximacao f(x, + Ax) = f(xo) + f'(x0) Ax . Quanto menor Ax, melhor sera a
aproximagao.

Exemplos:

a) Calcule o valor aproximado de v102. Se f(x) = /x, entdo sabemos que

f(x) = — . Tomando x, = 100 e Ax = 2, teremos

F(100 + Az) & £(100) + f'(100) Az

1
vi2 = 4100 -2 —10.1
2+/100

O valor correto até a 4” casa decimal & 10,0995, o que mostra que a apro-

ximacdo esta correta até a 3“ casa decimal.

b) Use aproximagcéo linear para estimar o valor de /65.

Como /64 = 4, faremos a aproximacdo linear em torno de =, = 4.

fe) = Y5 = f(x) = 527

Assim,

1
f(65) ~ f(64) + f(64) -1 = V64 + b4—2“3_4+ﬁ_4021

c) Se y=x*+x+1, use a aproximacdo linear para determinar a variacdo de y
guando x passa de 3 para 3,05.
Temos Af = f'(z¢)Az. Usando a derivada f'(z) = 322 + 1 e fazendo

o = 3 e Ar = 0,05,0btemos:

Af = (3-32+1)-0,06=14

As ideias referentes as aproximacoes lineares sdo algumas vezes formuladas
na terminologia e notacdo de diferenciais. Se y = f(x), em que fé uma funcgéo
diferenciavel, entdo a diferencial dx € uma variavel independente; isto é, a dx pode ser
atribuido um valor qualquer. A diferencial dy é entdo definida em termos de dx pela

equacgdo dy = f'(x)dx.
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Dessa forma dy € uma variavel dependente; ela depende dos valores de x e
dx. Se a dx for atribuido um valor especifico e x for algum numero especifico no
dominio de f, entdo o valor numérico de dy esta determinado.

O significado geométrico de diferenciais pode ser observado na figura 2 abaixo.
Seja P(x, f(x)) e Q(x + Ax, f(x + Ax)) pontos sobre o grafico de f e fagamos dx = Ax.
A variacao correspondente emy é Ay = f(x + Ax) — f(x).

A inclinagdo da reta PR é a derivada f'(x). Assim, a distancia diretade Sa R é
f'(x)dx = dy. Consequentemente, dy representa a distancia que a reta tangente sobe
ou desce (a variacdo na linearizacdo), enquanto € Ay representa a distancia que a
curva y = f(x) sobe ou desce quando x varia por uma quantidade dx.

Figura 2

Exemplos:
d) Compare os valoresde Ay e dy se y = f(x) = x> + x* — 2x + 1 e x variar
i) de 2 para 2,05.

Solucéo:

o= rte s Fre b7

/ﬁ;{ I Ay

s I

Figura 3
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Temos que
f2)=23 +22—-2(2)+1=9
f(2,05) = (2,05)3 + (2,05)2 — 2(2,05) + 1 = 9,717625
Ay = £(2,05) — f(2) = 0,717625
Em geral, dy = f'(x)dx = (3x? + 2x — 2)dx
Quando x =2 e dx = Ax = 0,05, temos
dy = [3(2)? +2(2) — 2]0,05 = 0,7

Solucgéo:
i) de 2 para 2,01.

f(2,01) = (2,01)® + (2,012 — 2(2,01) + 1 = 9,140701

Ay = £(2,01) — £(2) = 0,140701

Quando dx = Ax = 0,01, temos

dy = [3(2)? +2(2) — 2]0,01 = 0,14

Observe que no exemplo anterior a aproximagdao Ay = dy torna-se melhor a
medida que Ax fica menor. Além disso, € muito mais facil computar dy do que
aproximacdo Ay. Para funcdes mais complicadas pode ser impossivel
computar exatamente m aproximacdo Ay. Em tais casos a aproximacgdo por

diferenciais é especialmente proveitosa.

e) Encontre a linearizagdo da funcao f(x) =+vx+3 em Xxo = 1 e use-a para

aproximar 0s numeros +/3,98 e ./4,05. Essas aproximacbes estédo
superestimadas ou subestimadas?

Solucéo

A derivadade f(x) =vx+3= (x+ 3)% é f'(x)= %(x + 3)_71 = 2\/;? e assim

1
2 "

L(x) = f(1) + f(D)(x - 1):2+i(x_1):%+ z

temos f(1) =2e f'(1) =

. ~ . , 7
A aproximagdo linear correspondente é Vx + 3 ~ 7 + f :

Em particular, temos /3,98 = Z + % = 1,995 e /4,05 = Z + % = 2,0125
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Figura 4

A aproximacdo linear estd ilustrada na figura 4. Observa-se que,
realmente, a aproximacdo pela reta tangente € uma boa aproximacao para a
fungcdo dada quando x estd proximo de 1. Nota-se também que essas
aproximacdes sdo superestimadas, pois a reta tangente esta acima da curva.

Na notacado de diferenciais, a aproximacao linear pode ser escrita como

f(xo +dx) = f(x,) + dy. Para a funcao f(x) = vx + 3, temos:
dx

dy=f(x)dx=2m.
~ 0,05
Se xo=1 e dx=Ax=0,05 entao dy = T 0,0125 e /4,05 =

f(1,05) = f(1) + dy = 2,0125 exatamente como encontrado nos calculos
anteriores.
f) O raio de uma esfera tem 21 cm, com um erro de medida possivel de no
maximo 0,05 cm. Qual é o erro maximo cometido ao usar esse valor de raio
para computar o volume da esfera?
Solucéo:

Se o raio da esfera for r , entdo seu volume é V = %nr?’. Se o0 erro na

medida do valor de r for denotado por dr = Ar, entdo o erro correspondente no
célculo do valor de V é AV, que pode ser aproximado pela diferencial dV =
4nr?dr. Quando r = 21 e dr = 0,05, temos dV = 4m(21)2.0,05 =~ 277. O erro
maximo no volume calculado é de cerca de 277 cms.

Embora o erro possivel possa parecer muito grande, uma ideia melhor

dele é dada pelo erro relativo, que € computado dividindo-se o erro pelo volume
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d . . . A
= 37r. Assim, o erro relativo no volume é cerca de trés

vezes 0 erro relativo no raio. Nesse exemplo, o erro relativo no raio é

. d 0,05 .
aproximadamente 7r=7z 0,0024 e produz um erro relativo de cerca de

0,007 no volume. Os erros também podem ser expressos COmMO erros
percentuais de 0,24% no raio e 0,7% no volume. Esse exemplo ilustra o uso de
diferenciais na estimativa de erros que ocorrem em razdo de medidas

aproximadas.

Unidade 3- Aplicagbes da Diferenciacao

3.1- Reta Tangente

A interpretacdo geométrica da derivada de uma fungéo é a inclinacdo da
reta tangente ao grafico da funcdo em um ponto. Esse fato possibilita-nos
aplicar derivadas como recurso auxiliar no esbogo de gréafico. Por exemplo,
podemos usar a derivada para determinar os pontos onde a reta tangente é
horizontal; esses sdo 0s pontos em que a derivada € zero. A derivada também
pode ser usada para encontrarmos 0s intervalos nos quais a funcao esta acima
ou abaixo da reta tangente.

A reta tangente a y = f(x) em (a, f(a)) € a reta que passa em (a, f(a)), cuja
inclinacéo é igual a f(a), a derivada de fem a.

Logo, se usarmos a formula da equacdo de uma reta, vista em
geometria analitica, poderemos escrever uma equacdo da reta tangente a

curva y = f(x) no ponto (a, f(a)): y — f(a) = f(a)(x — a).

Exemplo:
a) Encontre uma equacéo da reta tangente a parabola y = x?> — 8x + 9 no ponto
(3, - 6).

Solucéo:

Temos que a derivada de f(x) = x¥*— 8x + 9 em a é f(a) = 2a — 8. Logo, a
inclinacdo da reta tangente em (3, — 6) é f(3) = 2(3) — 8 = —2. Assim, uma
equacéo da reta tangente, como ilustrado na figura 1,abaixo, é:

y—(-6) =(-2)(x - 3) ouy = -2x
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¥4 .

Figura 1
3.2- Velocidades

Suponha um objeto movendo-se sobre uma linha reta

equacao s = f(t), em que s € o deslocamento do objeto a partir da origem no
instante t. A funcao f que descreve o movimento € chamada de funcéo posicao

do objeto. No intervalo de tempot=a e t=a + h a variagdo na posicao sera de

-y

de acordo com a

f(a + h) — f(a),ver figura 2. A velocidade média nesse intervalo é

deslocamento  f(a+ h) — f(a)

velocidade média =
tempo h

I=a 4'=U+h

o & s >

0

fla+ h)— fia)

| fla) %

l——— fia + h)

Figura 2

que é igual a inclinagéo da reta tangente PQ (mpg), como ilustrado na figura 3.
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SA
Qla + h, fla + h))
/ "‘T. =
Pla, fla)) ,/
"
n
=y A
",/ \\._ __//
] a a+h {
__ fia+h)— fia)
Mipg = h

Figura 3
Suponha que a velocidade média seja calculada em intervalos cada vez
menores [a,ath]. Em outras palavras, fazemos h tender a 0. Definimos
velocidade (ou velocidade instantanea) v(a) no instante t=a como sendo o limite

dessas velocidades médias:

fla+h)—f(a)
h

v(a) = }lilré
O limite acima representa a derivada da funcdo posicdo do objeto no
ponto a, ou seja: v(a) = f'(a).
De forma analoga a velocidade, e definindo a funcdo velocidade, temos
gue a aceleracdo do objeto é dada pela derivada da funcédo velocidade,
logo:a(a) = v'(a).

Exemplos:

a) Suponha que um corpo em movimento retilineo tenha funcdo horéaria
definida por s(t) = 12t — 2t2 e no instante t =0 ele inicia 0 movimento. Considere
0 espaco medido em metros e o tempo em segundos. Determine

i) a velocidade média do corpo no intervalo [1,3].

i) a velocidade do corpo no instante t = 1.

iii) a aceleracdo média do corpo no intervalo [1,3].
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iv) a aceleracao do corpo no instante t = 1.

Solucgéo:
. As s(t+At)—s(t) s(3)—-s(1) 18—-10 8
I)vm=A—t= At T 31 2 =E=4m/s

iyv(t)=s'(t) =12—-4t ~v(1) =12—4=8m/s

_Av _ v(+A)-v(t) _ v(3)-v(1) _ 0-8 _ _
“I)am_At_ At To3-1 2 4m/s

iv)a(t) =s"(t) = —4 =~ a(l) = —4m/s?

b) Uma particula em movimento retilineo tem a funcdo horaria dada por
s(t) = 2t3 — 21t2 + 60t + 3. Considere o espagco medido em metros e o tempo
em segundos. Determine

i) em que instante a particula para, isto é, tem velocidade nula?

il) a aceleracéo da particula no instante t = 4,5s.

Solucéo:

)v(t) =s'(t) =6t2—42t+ 60 > v(t) = 6(t2 =7+ 10) = 6(t — 2)(t — 5).

v(t) =0 6(t—2)(t—5)=0<t=2sout=>5s. Assim a particula tem

velocidade nula nos instantes t =2s e t =5s.

ii)a(t) =s"(t) =12t — 42 -~ a(4,5) = 12(4,5) — 42 = 12m/s>.

3.3 - Valores Maximo e Minimo

Algumas das aplicacdes mais importantes do calculo diferencial sdo os
problemas de otimizacdo, em que devemos encontrar a melhor maneira de
fazer alguma coisa. A seguir estdo citados alguns problemas de otimizacéao:

e Qual é a forma de uma lata que minimiza o custo manufatura?

e Qual é a aceleracdo maxima de um 6nibus espacial?

e Qual é o raio de uma traqueia contraida que expele mais rapidamente o
ar durante uma tosse?

e Sob que angulo os vasos sanguineos devem ramificar de forma a
minimizar a energia despendida pelo coracdo no bombeamento do
sangue?

Esses problemas podem ser reduzidos ao encontrar os valores maximos
ou minimos de uma funcao.
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Definicdo 1: Sejam f uma funcdo, AC D; e p € A. Dizemos que f(p) é o valor
maximo de f em A ou que p um ponto maximo de f em A se f(x) < f(p) para todo
x em A. Se f(x) = f(p) para todo x em A, dizemos entdo que f(p) é o valor
minimo de f em A ou que p € um ponto minimo de f em A.

=y

Fpy) valor miximo de fem A
Fpo) valor minimo de fem A

Um problema frequente refere-se a uma fungdo dada num certo
intervalo, em que queremos encontrar 0 maior ou o menor valor da funcéo.
Esses intervalos podem ser fechados, abertos ou fechados num extremo e
abertos no outro. O maior valor da funcdo no intervalo é chamado de valor
maximo absoluto e o menor valor da funcéo no intervalo é chamado de valor
minimo absoluto.

Um extremo absoluto de uma funcdo num intervalo € o valor maximo
absoluto ou um valor minimo absoluto da funcdo no intervalo. Uma funcao

pode ou ndo ter um extremo absoluto num intervalo dado.

Definicdo 2: Sejam f uma funcéo e p € Ds. Dizemos que f(p) € o valor maximo
global (ou maximo absoluto) de f ou que p é um ponto de maximo global de f
se, para todo x em Dy, f(x) < f(p). Se, para todo x em Dy, f(x) = f(p), diremos
entdo que f(p) é o valor minimo global (ou minimo absoluto) de f ou que p é um

ponto de minimo global de f.

Definicdo 3: Sejam f uma funcéo e p € Ds. Dizemos que p € ponto de maximo
local (ou maximo relativo) de f se existir r > 0 tal que f(x) < f(p) para todo x em

Ip—7,p+7r[ n Ds. Assim, dizemos que p € ponto de minimo local (ou minimo

relativo) de f se existir r > 0 tal que f(x) 2 f(p) para todo xem |p —r,p +r[ N Ds.
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=¥

P1» P3 € pg so pontos de miximo local, f (pg) € 0 valor mdximo global de f
P2 P4 € Pg sEo pontos de minimo local: f (p4) é 0 valor minimo global de f

Uma boa maneira de se determinar os pontos de maximo e de minimo
de uma funcédo f é estuda-la com relacdo a crescimento e decrescimento.
Sejam a < ¢ < b; se f for crescente em ]a, c[ e decrescente em ]c, b[, entdo c
serd um ponto de maximo local de f; se f for decrescente em ]a, c[ e crescente
em |c, b[ entdo ¢ sera um ponto de minimo local de f.

Exemplos:

1) Seja f(x) = x3 — 3x2 + 3.

a)Estude f com relacdo a maximos e minimos.

b) Determine os valore maximo e minimo de f em [- 2,3]. Em que pontos esses
valores sédo atingidos?

Solucéo:

a) f(x) = 3x* — 6x

ponto de miximo local: 0

/ \ / ponto de minimo local: 2

6 2

Como log, ;x> —3x2+4+3) =400 e logy,_o(x®—3x%+3)=—on,

segue que f ndo assume nem valor maximo global, nem valor minimo global.

b)

fx)
17 A N/

3
. 195 ~2 0 2 3

3

W O =




f(—2) = —17 é o valor minimo de f
em [—2, 3].

F0) = f(3) = 3 & o valor maximo de f
em [—2, 3].

2) Determine dois numeros positivos cuja
soma seja 4 e tal que a soma do cubo do menor com o quadrado do maior seja
minima.
Solugéo:
Indiguemos por x o numero menor (0 < x < 2); assim 0 maior é 4 — X.
Seja S(X) = x¥+ (4 — x)?, 0 < x < 2. Devemos determinar x que torna minimo o
valor de S. Temos S’(x) = 3x* + 2x — 8.
¥ =

s
3

32+ 2 —8=0¢ ¢ o

i 9
3
N
0 1
3
. 4 ;.
Assim, x = 3 torna minimo o valor de S.
~ ., ~_ 4 8
Concluséo: Os nimeros procurados sao S€3-

3) Pede-se construir um cilindro circular reto de area total S dada e cujo volume
seja maximo.

Solucéo:

Precisamos determinar r (raio da base) e h (altura). Temos:

Area da Base = ir2 e Area Lateral = 2 nrh. Assim, S = 2 rr2 +2 nrh.,
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Dai,

S—21r? ~ A ~
h= 2:: 0<r< /zin . Podemos, entdo, exprimir o volume V em funcéo de r

V(T) — r? S—2mr?

o2mr

o<r< /% S é constante.

ou

S S . -
V(r) = % —r3,0<r< /E . Devemos determinar r que torna V maximo.

S S S
V’(r)=§—37rr2;§—3nr2=0<—>r= + P

Obs.: Acondicdo 0 <r < \/:in € para deixar r > 0 e h>0.

L } : :
0 /8 5
an 2w
v . e . \ ,
L T T
0 5 5
& 2n

S L, .
Dessa forma, r = /E torna V maximo.

~ S S ~ . .
Conclusédo: r = /5 e h=2 /5 sdo, respectivamente, o0 raio e a altura do

cilindro de volume maximo.

4) Se f(x) = x3, entédo f(x) = f(0), pois x* = 0 para todo x. Portanto, f(0) =0 é o
valor minimo absoluto (e local) de f. Isso corresponde ao fato de que a origem
€ 0 ponto mais baixo sobre a pardbola y = x2 (ver Figura 1). Porém, ndo ha um
ponto mais alto sobre a parabola e, dessa forma, a funcdo ndo tem um valor

maximo.
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--------

Figura 1 (valor minimo 0, nenhum méximo)

5) Do grafico da funcao f(x) = x3, mostrado na figura 2, vemos que essa funcao
nao tem um valor maximo absoluto nem um valor minimo absoluto. De fato, ela

nao possui nenhum valor extremo local.

1
-|-|'\.J\.'\.|J\.—|v|v}
e

Figura 2 (nenhum minimo, nenhum maximo)
6) O gréfico da funcdo f(x) = 3x* — 16 x3 + 18 X2 ; —1 < x < 4 estad mostrado na
figura 3. Observa-se que f(1) = 5 € um maximo local, enquanto omaximo
absoluto é f(-1) = 37. Esse maximo absoluto ndo é um maximo local, pois
ocorre em um extremo do intervalo. Nota-se, também, f(0) = 0 € um minimo
local, e f(3) = — 27 é tanto um minimo local como um minimo absoluto. Pode-se

ver que em X = 4, f ndo tem um maximo local nem um maximo absoluto.
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(1,37 v 3xt - 16xT+ I8x°
2

Figura 3
7) Consideremos a funcao definida por f(x) = — x2 . Um esboc¢o do gréfico de f
em (- 3,2] esta na figura 4. A funcdo f tem um valor maximo absoluto de 0 em
nesse intervalo. Nao ha valor minimo absoluto de f em em (- 3,2], pois

lim,_,_3+ f(x) = —9, mas f(x) € sempre maior que — 9 no intervalo dado.

————— — mf N\
W
¥

e I
——

Figura 4

8) Suponha que f seja a funcdo definida por f(x) = 2x. Um esboco do gréafico de
f em [1,4) esta na figura 5. A funcéo f tem um valor minimo absoluto de 2 nesse

intervalo. Ndo ha valor maximo absoluto de em [1,4), pois lim,_,- f(x) =8,

mas f(x) € sempre menor do que 8 no intervalo dado.
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Figura 5

As figuras 6 e 7 mostram o esboco de parte do grafico de uma funcéo,

tendo um valor maximo relativo em c.

Nl ——

I
|
|
|
I
|
|
I
|
I
I
|
a

T

[
|
|
|
!
|
i
!
a
Figura 6 Figura 7

As figuras 8 e 9 mostram o esboco de parte do grafico de uma funcéao,

tendo um valor minimo relativo em c.
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Figura 8 Figura 9
Observacao:
Se a funcgéo tiver um maximo relativo em ¢ ou um minimo relativo, entéo
dizemos que f tem um extremo relativo em c.
O teorema a seguir sera usado para localizar os valores possiveis de ¢
para os quais existe um extremo relativo.

Teorema:

Se f(x) foi definida para todos os valores de x no intervalo aberto (a, b) ¢ se
JStiver um extremo relativo em ¢, onde @ < ¢ < b, entdo f’(c) = 0, se f () existir.

A interpretacdo geométrica desse teorema € que se tiver extremo
relativo em c, e se f(c) existir, entdo o grafico de f precisara ter uma reta
tangente horizontal no ponto onde x = c.

Demonstracdo: A demonstracdo sera dada para o caso em que f tem um valor
minimo relativo em c.

Se f7 (x) existir, entdo

710 = im 19 =1O

Eand 4

Como f tem um valor minimo relativo em c, existe um § > 0 tal que
se 0 < |x — ¢| < 6, entdo fix) - fix) =

Se x tende a ¢ pela direita, x — ¢ > 0; logo

S - o) o

se 0 < x — ¢ < &, entdo =20
X —-c
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Se o limite existir

jim 70 =1@ _

x—+c*t X—=2cC
()

Assim, se x tende a c pela esquerda, x — ¢ <0 e, portanto,

f0) = 19

se —8d < x — ¢ < 0, entdo

X = C
Da mesma forma, se o limite existir,
. X)— J\C
im T8 =S _
X=rc~ X —C (”)

Como f (c) existe, os limites nas desigualdades (I) e (ll) tém que ser iguais a
f(c). Assim, de (1),

f(c)=0
e de (I,
fle) <0
Como ambas as desigualdades sao verdadeiras, concluimos que
fle)=0

que era o que queriamos provar.

Se f for uma funcdo derivavel em um intervalo aberto |a,b[, entdo os
Unicos valores possiveis para x para os quais f pode ter um extremo relativo
sdo aqueles em que f (x) = 0; no entanto, f(x) pode ser igual a zero para um
valor especifico de x, sem que f possua um extremo relativo neste ponto. Em
doutra palavras, para funcées derivaveis em um intervalo ]a, b[, a anulagéo da
derivada em um ponto ¢ é condicdo necessaria mas nao suficiente para que c
seja um extremo relativo, e essa afirmacdo serd comprovada no exemplo a
seqguir.

Exemplo:

Consideremos a funcao f definida por f(x) = (x — 1 )3.
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Um esbogo do grafico dessa fungao esta na figura 10. f(x)=3.(x — 1 )3, e
assim f(1) = 0. Mas, f(x) <0 se x <1 e f(x) >0 se x> 1. Assim, f ndo tem um

extremo relativo em 1.

Figura 10

Uma fungéo pode ter um extremo relativo num numero e f pode néo
existir para esse numero. Isso é mostrado no exemplo a seguir.
Exemplo:

Seja f uma funcéo definida por

=13

Um esboco do grafico dessa funcdo esta na figura 11. A funcéo f tem

x—1 sex<3
—x sel3<x

um valor maximo relativo em 3. A derivada a esquerda em 3 é dada por
f' — (3) = 2, enquanto que a derivada a direita de 3 é dada por f’' + (3) = —1.
Concluimos, entao, que f(3) ndo existe.

d

Figura 11
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E possivel que uma funcéo f possa ser definida num nimero ¢, em que
f(c) ndo exista e ainda f pode ter um extremo relativo nesse numero. Tal

funcao sera ilustrada no exemplo a seguir.

Exemplo: Seja a funcao f definida por f(x) = x§ :

O dominio de f é o conjunto de todos 0s niumeros reais.
¥ I 0
f(x:l = W se x #

Além disso, f(0) ndo existe. A figura 12 mostra um esbogo do grafico de
f. A funcdo ndo tem extremos relativos. Em suma, se uma funcdo f esta
definida em um numero ¢, uma condicdo necessaria a existéncia de um
extremo relativo para que f é que f (c) = 0 ou f (c) ndo exista. Porém, essa

condicao nao é suficiente.

Y

ENEE RN ETE NN

2 2

Figura 12

Definicao:

Se ¢ for um nimero no dominio da fungéo fe se f'(c) = 0 ou f"(c¢) ndo existir,
entdo ¢ serda chamado de mimero critico de f.

Dessa definicdo e da discussao anterior, uma condicdo necessaria (mas
nao suficiente) a existéncia de um extremo relativo em ¢ é que c seja um

ndmero critico.

4 1
Exemplo: Ache os nimeros criticos da funcao f definida por f(x) = x3 + 4xs.

Solucéo:
fd{x) = %x”3 + %x—ZIS
=$x"283(x + 1)
_Ax+ 1)
o 3x23
Quando x = —1, f'(x) = 0 e quando x = 0, f'(x) ndo existe. Ambos —1 e

0 estdo no dominio de f; logo, os pontos criticos de fsdo —1 e 0.
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Lembrete:

Um ponto ¢ no dominio de uma funcdo f é chamado ponto critico se ocorre

um dos dois seguintes casos:
(a) f ndo é derivavel em = = ¢

(b) f é derivavel em ce f'(¢) = 0.
Exemplo:
Encontre os valores de maximo e minimo da funcéo f:[4,2] —R definida

por f(x)=x3 + 2x2 — 4x — 2.

Solucgéo:

A funcao é derivavel no intervalo aberto (— 4,2). A derivada da funcéo é
f(x) = 3x2 + 4x — 4. Os unicos pontos criticos de f sdo os valores em que f(x) =
0=>3x+4x+4=0 =>x=-2 ou x=§.

Os valores de f nos pontos criticos séo f(-2) =6 e f (§ S

27"
Os valores de f nos pontos inicial e final do intervalo séo f(— 4) = - 18 e
f(2) = 6.
Comparando esses numeros, concluimos que o minimo absoluto da
funcao no intervalo é f(— 4) = — 18 e 0 maximo absoluto da funcéo é f(— 2) = f(2)

= 6. Ver figura 13 abaixo.

f(—2)=6 A gy =46
i f(z) =2°
—6 —4 —IZ’ 2 1 G -

I3 =g

—10 A

—15

—4) =—18

Figura 13
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3.4 - O Teorema do Valor Médio

Um dos resultados mais importantes do Célculo Diferencial € o
denominado Teorema do Valor Médio. Ele sera usado para provar resultados
gue permitem analisar aspectos do comportamento global de uma funcao
(como intervalos de crescimento e decrescimento, concavidade, etc.) a partir
de sua funcéo derivada.

A demonstracdo do Teorema do Valor Médio é baseada num caso
particular, conhecido como Teorema de Rolle.

Seja f uma funcdo continua no intervalo fechado [a,b], derivavel no
intervalo aberto (a,b) e tal que f(a) = 0 e f(b) = 0. O matematico francés Michel
Rolle (1652 — 1719) provou que se uma fungéo satisfaz essas condigdes, existe
pelo menos um namero c entre a e b para o qual f (c) = 0.

As ilustracbes a seguir propiciardo um entendimento do significado
geomeétrico disso. A figura 1 mostra um esboco do grafico de uma funcao f que
satisfaz as condicbes do que foi exposto no paragrafo anterior. Intuitivamente
podemos ver que existe pelo menos um ponto sobre a curva entre 0s pontos
(a,0) e (b,0), onde a reta tangente é paralela ao eixo X; ou seja, a inclinacdo da
reta tangente é zero. Tal situacao é ilustrada na Figura 1, no ponto P, sendo a

abscissa de P o valor c e f(c) = 0.

Lt~

0 Va b
Figura 1

A funcdo cujo grafico esta eshocado na Figura 1 ndo € derivavel apenas
no intervalo aberto (a,b); isso ocorre também nos extremos do intervalo.
Entretanto, a condicdo de que f seja derivavel nos extremos ndo € necessaria
para que o grafico tenha uma reta tangente horizontal em algum ponto no

intervalo (fato ilustrado na figura 2).
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A funcéo ilustrada na figura 2 ndo é derivavel em a e b, no entanto existe

uma reta tangente no ponto onde x =c e c estaentre a e b.

>«

A hee————

—=>X
blx\
|

Figura 2
Porém, € necessario que a funcdo seja continua nos extremos do
intervalo para garantir a existéncia dessa tangente. A Figura 3 mostra um
esboco do grafico de uma funcdo que é continua no intervalo [a,b), mas
descontinua em b; a funcao € derivavel no intervalo aberto (a,b), e os valores
funcionais sdo zero em ambos os pontos, a e b. Nao existe, contudo, nenhum

ponto no qual o grafico possua uma reta tangente horizontal.

I
|
|
|
|
|
|
1'
&> x
b

o [La

Figura 3
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Teorema de Rolle

Seja fuma funcdo, tal que

- - (i) ela seja continua no intervalo fechado [a, b];
(ii) ela seja derivdavel no intervalo aberto (a, b);

(iii) f(a) = O e f(b) = 0.
Entdo existe um nimero ¢ no intervalo aberto (e, ), tal que

S'e) = 0.

Prova:

Caso I: f(x) = 0 para todo x em [a, b].
Entao, f'(x) = 0 para todo x em (a, b); logo, qualquer nimero entre a e ¢
pode ser tomado como c.

Caso 2: f(x) ndo se anula para todos os valores de x no intervalo aberto (a, b).

Como fé continua no intervalo fechado [a, ], do teorema do valor extremo, f
tem um valor maximo e um valor minimo absolutos em [a, b]. De (iii), f(@) = 0
e f(b) = 0. Além disso, f(x) ndo € zero para todo x em (a, b). Logo, f terd
um valor maximo absoluto positivo em algum ¢, de (a, &), ou um valor mini-
mo absoluto negativo em algum c, de (@, b), ou ambos. Assim, para ¢ = c,
ou ¢ = ¢,, conforme o caso, existe um extremo absoluto num ponto interior
ao intervalo [a, b]. Logo, 0 extremo absoluto f(c) é também um extremo relati-
vo, e como por hipdtese existe f7(c), segue que f'(c) = 0.
Isso prova o teorema. n

Pode existir mais de um nimero no intervalo aberto (a, b), para o qual a de-
rivada de fseja zero. Isso € ilustrado geometricamente na Figura 4, onde a reta
tangente ¢ horizontal no ponto onde x = ¢, e também no ponto onde
X = ¢,; assim, ambos f'(¢,) = 0 e f'(c;) = 0.

O inverso do teorema de Rolle ndo é verdadeiro. Isto é, nio podemos con-
cluir que se uma fungéo f for tal que f’(c) = 0, como a < ¢ < b, entéo serdo
verdadeiras as condi¢des (i), (i) e (iii).

Figura 4

Exemplo:
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Dada f(x) = 4x3® — 9x

comprove que as condigdes (i), (ii) e (iii) das hip6téses do teorema de Rolle estdo
satisfeitas em cada um dos seguintes intervalos: [-, 0], [0, 3] e [-%, 3]
Ache entdo um valor de ¢ em cada um desses intervalos para os quais f'(c) = 0.
Solucéo:
f(x)=12x*-9

Como f"(x) existe para todos os valores de x, f € derivavel em ( — o, + o). As-
sim, as condigGes (i) e (ii) do teorema de Rolle sdo vélidas em qualquer interva-
lo. Para determinar em quais intervales a condig¢éo (iii) se verifica, encontra-
mos os valores de x para os quais f(x) = 0. Se f(x) = 0,

4x(x2 =P =0

Coma = -3 eb = 0o teorema de Rolle ¢ valido em [—+, 0]. Analoga-
mente, o teorema de Rolle é valido em [0, $] e [— 3, 3].
Para encontrar os valores adequados de c, equacionamos S'(x) = 0, obtendo

12x2-9=0
t= 13 x=3fA
Portanto, no intervalo [--3, 0], uma escolha adequada para c ¢ -1J/3. No

- intervalo [0, 3], tomamos ¢ = /3, enquanto que no intervalo [—3-, 5] temos
duas possibilidades para ¢: —3/3 ou /3.

Teorema do Valor Médio

Seja f uma fungdo, tal que

(i) seja continua no intervalo fechado [a, b};
(ii) seja derivdvel no intervalo aberto (a, b).

Entio, existirdA um nimero ¢ no intervalo aberto (a, b), tal que

Interpretacdo Geométrica do Teorema do Valor Médio

Num esboco do grafico da funcao f, M € a inclinacdo do

—-a
segmento de reta que liga os pontos A(a,f(a)) e B(b,f(b)). O Teorema do Valor

Médio afirma que existe um ponto sobre a curva entre A e B, onde a reta
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tangente € paralela a reta secante por A e B; isto €, existe um nimero ¢ em

(a,b), tal que

f{b) = fla)

fe} =

b—a

"
-

|
I
|
|
|
|
N
c

G
Figura 5

Se tomarmos o eixo x coincidente com a reta secante 4B, podemos observar
que o teorema do valor médio é uma generaliza¢do do teorema de Rolle, o qual
sera usado em sua demonstragio.

Prova do Teorema do Valor Médio

Uma equacédo da reta que passa por A e B na Figura 5 é

f(b) — f(a)

y—fl@) === (x — a)
N (S T

Seja, agora, F(x) a medida da distancia vertical entre o ponto (x,f(x)) do
grafico da funcéo f e o ponto correspondente sobre a reta secante por A e B;

entao,

f(b) - f(a)

F(x) = f(x) - (x —a)— fl@)

(1)
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Vamos mostrar que a fungéo F satisfaz as trés condi¢cbes da hipotese do
Teorema de Rolle.

A funcéo F é continua no intervalo fechado [a,b], pois € a soma de f com
uma funcao polinomial linear, ambas as quais sdo continuas no intervalo. Logo,
a condicéo (i) esta satisfeita por F. A condicao (ii) esta satisfeita por F, pois f &
derivavel em (a,b). De (I), segue que F(a) = 0 e F(b) = 0. Portanto, também a
condicao (iii) do Teorema de Rolle esta satisfeita por F.

Da conclusédo do Teorema de Rolle, temos que existe um ¢ no intervalo

aberto (a,b), tal que F’(c) = 0. Mas
, , b) — fla)
Fe = f 1077

Assim,

fb) — fla)
b—a

Fi(9) = f10) -

Logo, existe um numero ¢ em (a,b), tal que
_pn JB) = fla)

f) — fla)
b—a

[
f(c) =
como queriamos demonstrar.

Exemplo:
Dada f(x) = x3 — 5x2 — 3%, comprove que as hip6teses do Teorema do Valor
Médio estdo satisfeitas para a = 1 e b = 3. Entdo, encontre todos 0s nimeros ¢

no intervalo aberto (1,3), tais que

3—1

Solucgéo:
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Como f é uma funcdo polinomial, ela sera continua e derivavel para todos os
valores de x. Logo, as hipéteses do Teorema do Valor Médio estao satisfeitas
paratodo a e b.

f1(x) = 3x? — 10x - 3
fy==7 e f(3)= 27

Logo
Q) -/ _ =27-(=7)
3—1 2
= — 10
Equacionando f(c) = — 10, obtemos

3¢2 =10 -3 = —10

3P —-10c+7=0

(3¢ —Ne=1=0

c=1 ¢ =1
Como 1 néo esta no intervalo aberto (1,3), o Unico valor possivel para c € % .
Exemplo:

Dada f(x) = x§ , faca um esboco do grafico de f. Mostre que ndo existe

nenhum numero c no intervalo aberto (- 2, 2), tal que

f@)-f(=2)
2-(-2)

Que condicbes dentre as hipéteses do Teorema do Valor Médio ndo esta

f'le) =

satisfeita para fquandoa=-2eb =2?
Solucéo:

Segue esboco do grafico de f.
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2 -1
f'(x) = §X 3
Assim,

, 2
f(C)=3C—U3

JQR)=f(=2) 4P 418
2—(-2 4

=0

~ . , 2
Nao existe um numero c para o qual —=0.
3c3

A fungdo f é continua no intervalo fechado [ -2, 2]; contudo, f ndo é de-
rivavel no intervalo aberto (—2, 2), pois f* (0) ndo existe. Logo, a condicédo (ii)
das hipodteses do teorema do valor médio ndo estd satisfeita para f, quando
a= —2eb =2

Exemplo:
Seja a funcdo f(z) = 23—z + 1. Temos que f(—1) = f(1) = 1. Pek
Teorema de Rolle, ha pelo menos um valor de = € (—1,1) tal que f'(x) = 0.
De fato, como f(z) =z —z+1 = f'(r) = 32® — 1, entdo

- 1 V3

fiiz)=—- = 32" —1=0 — =z :§ Moo s o e

/3 3

3 . .
Tanto 5 quanto — 3 estdo contidos no intervalo (—1,1).

“[&
Oy I
)

Y
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3.5 - Como as Derivadas Afetam a Forma do Grafico

Muitas das aplicacdes do calculo estdo sujeitas a hossa capacidade para
deduzir fatos sobre uma funcao f a partir de informacdes a respeito de suas
derivadas.

Como f’(x) representa a inclinagéo da curva y = f(x) no ponto (X, f(x)),
ela nos da a direcdo segundo a qual a curva segue em cada ponto. Dessa
forma, é possivel esperar que a informacado sobre f’(x)nos dé informacdes
sobre f(x).

O que f’ nos diz sobre f ?

Figura 1

Para observar como a derivada de f pode nos dizer o intervalo em que
uma funcéo é crescente ou decrescente, veja a Figura 1. Entre A e B e entre C
e D as retas tangentes tém inclinacédo positiva, logo f’(x) > 0. Entre B e C, as
retas tangentes tém inclinacdo negativa, portanto f’(x) < 0. Desse modo,
parece que f cresce quando f’(x) é positiva e decresce quando f'(x) é
negativa. Para demonstrar que isso € sempre valido vamos utilizar o Teorema
do Valor Médio.

Teste Crescente/Decrescente ou Teste C/D

() Se f’(x) > 0 sobre um intervalo, entéo f € crescente nele.
(i) Se f’(x) < 0 sobre um intervalo, entdo f é decrescente nele.
Prova:

i) Sejam X; e X, dois nUmeros quaisquer no intervalo com x; < X,. De
acordo com a definicho de uma fungdo crescente temos para mostrar que
f(x) < fxz).

Como estamos considerando que f’(x) >0, sabemos que fé
diferenciavel em [x1, X2 ]. Logo pelo Teorema do Valor Médio, existe um nimero
c entre x; e xz tal que f(x,) — f(x) = f'(c)(xy— x1) (1)
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Agora f’(c) > 0 por hipétese e (x, — x;) > 0, (x;) < (x3). Assim o lado inteiro
da equacao ( | ) é positivo, e f(x;) — f(x;) >0 ou f(x;) < f(x;). Isso mostra
que f é cescente.

A parte (ii) & provada de forma semelhante.

Exemplo 1:

Encontre o intervalo em que a funcéo f(x) = 3x* — 4x3 — 12x2 + 5 é crescente e 0
intervalo no qual ela é decrescente.

Solugéo:

F(x)=12x3 =12x2 — 24x = 12xX(x2 — x—2) =12x (x =2 )(x + 1).

Para usar o Teste C/D devemos conhecer em que intervalos f'(x) >0 e
f'(x) < 0. Isso depende dos sinais dos fatores def (x). Dividimos a reta real em
intervalos cujos extremos s&o 0S numeros criticos —1, 0 e 2 e dispomos esses
dados em uma tabela. Um sinal de adicdo indica que a expressao dada €
positiva, e um sinal de subtracdo indica que € negativa. A Ultima coluna da
tabela fornece a conclusédo baseada no Teste C/D. Por exemplo, f’(x) < 0 para
0 < x < 2, logo fé decrescente em (0,2). (E também verdade dizer que f é
decrescente no intervalo fechado [0,2]).

Intervalo 12x X—2 Xx+1 f'(x) f
x<1 — — — - Decrescente em (— «, — 1)
—-1<x<0 - - + + Crescente em (— 1, 0)
O<x<2 + - + - Decrescente em (0,2)
X>2 + + + + Crescente em (2, +«)

O grafico a seguir confirma as informacdes contidas na tabela.

20

R
Figura 2

Observacdao: Se f possui um maximo ou minimo local em c, entdo ¢ deve

ser um numero critico de f, mas nem todo numero critico da origem a um

maximo ou minimo. Consequentemente, precisamos de um teste que nos diga

se f possui ou ndo um maximo ou minimo local em um ndmero critico.

Observando a figura 2 vemos que f(0) = 5é um valor maximo local de f, pois f
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cresce em (-1, 0) e decresce em (0, 2). Com relacdo as derivadas, f'(x) > 0
para -1 <x<0e f'(x) <0 para 0 < x < 2. Assim, o sinal de f’'(x) muda de
positivo para negativo em 0. Essa observacao é a base do teste a seguir.

Teste da Derivada Primeira

Suponha que ¢ seja um nimero critico de uma funcéo continua f.

(i) Se o sinal de f’'mudar de positivo para negativo em ¢, entdo ftem um
maximo local em c.

(i) Se o sinal de f’'mudar de negativo para positivo em c, entdo ftem um
minimo local em c.

(i) Se f ndo mudar de sinal em c (isto €, se em ambos os lados de ¢ o sinal
de f’ for positivo ou negativo), entdo f ndo tem um maximo ou minimo locais
emc.

O Teste da Derivada Primeira € uma consequéncia do Teste C/D. Na
parte (i), por exemplo, uma vez que o sinal de f’(x)muda de positivo para
negativo em c, f é crescente a esquerda de c e decrescente a direita. Segue-
se que f tem um maximo local em c.

Lembretes para o Teste da Derivada Primeira:

YA
& A
f>0 o flin <o
# 5 5
S FE@<on s
B xf ’
e L .
: ¢ ] : 0 - S
fay Maximo local {by Minimo local
v
Fig <
;{ {,i} =0 - .‘J/,"_.,v'f
'ff_“,_,,...i_ il e £ ’{'X_-} < U
y: : - . FAY
i X1 L
5 i Jo>0 | )
i
; ! {
H PR
Oi < X b In X
(¢} Nem maximo, nem minimo (d) Nem miximo. nem minimo
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Exemplo 2:

Encontre os valores de maximo e minimo locais da fung&o f do Exemplo 1.
Solucéo:

Da tabela, na solugcédo do Exemplo 1, observa-se que o sinal de f’(x) muda de
negativo para positivo em — 1, logo f(—1) =0 é um valor minimo local pelo
Teste da Derivada Primeira. Analogamente, o sinal de f muda de negativo
para positivo em 2, portanto f(2) = —27 é também um valor minimo local.
Como notado anteriormente, f(0) = 5 € um valor maximo local, pois o sinal de
f’(x) muda de positivo para negativo em O.

Exemplo 3:

Dada a fungdo f(x) = x®> —6x?+9x + 1 ache os extremos de f, aplicando o
teste da derivada primeira. Determine os valores de x nos quais ocorrem
extremos relativos, bem como os intervalos nos quais f é crescente e aqueles
em que f é decrescente. Faca um esboco do gréfico.

Solugéo:
f(x)=3x>—12x + 9
S'(x) existe para todos os valores de x. Equacione f'(x) = 0.
3x2? —12x+9=0
3x—3)(x—1)=0

Dessa forma, os numeros criticos de f sdo 1 e 3. Para se determinar se f possui
um extremo relativo nesses numeros, aplica-se o Teste da Derivada Primeira.

Os resultados estao resumidos na tabela abaixo.

& Conclusdo
x < 1 +  fé crescente
x =1 5 0  ftem um valor méximo relativo
1<x<3 —  fé decrescente
x =3 1 0  ftem um valor minimo relativo
I<x +  fé crescente

Segundo a tabela, 5 “'um valor maximo relativo de f ocorrendoemx=1,e 1 é
um valor minimo relativo de f, ocorrendo em x = 3.

Esboco do gréfico na Figura 3.
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‘Jo >x
Figura 3
Exemplo 4:
_(x*—4,sex <3
Dada f(x) = { 8—x,sex >3

Ache os extremos relativos de f, aplicando o Teste da Derivada Primeira.
Determine os valores de x nos quais ocorrem extremos relativos, bem como os
intervalos em que f é crescente e aqueles onde f € decrescente. Faca um
esboco do grafico.

Solucéo:

Se x<3, fl(x) =2x.Se x> 3, f'(x)= —1. Como f' (3)=6¢€ f’+(3) = -1,
f'(3)ndo existe. Logo, 3 € um nimero critico de f. Como f'(x) =0se x = 0,
segue que 0 é um namero critico de f . Alicando o Teste da Derivada Primeira,

os resultados estdo resumidos na tabela abaixo,

J) Jx) Conclusdo
x<0 - S & decrescente
x=10 -4 0 J tem um valor minimo relativo
0<x<3 + S é crescente
X = 5 ndo existe J tem um valor mdximo relativo
I<yx - J ¢é decrescente

Esboco do grafico na Figura 4.

\
¢

L

MAth "

N

T

Figura 4
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3.5.1 — Tracado do Grafico de uma Funcéao
O roteiro apresentado abaixo redune o que se deve conhecer de cada
funcdo para a qual queremos tracgar o grafico:
(i) dominio e continuidade da fungéo;
(ii) assintotas verticais e horizontais;
(iii) derivabilidade e intervalos de crescimento e decrescimento;
(iv) valores de maximo e minimo locais;
(v) concavidade e pontos de inflex&o;
(vi) esboco do gréfico.

E importante observar que nem todo item é relevante para toda funcao.
Por exemplo, uma funcdo pode nédo ter assintotas. Por outro lado, para o
esboco final do grafico pode ser interessante também determinar os pontos de
interse¢do do grafico da fungédo com os eixos coordenados.

No caso de haver assintotas verticais e horizontais, para melhor
compreensao do grafico da funcéo, é interessante desenhar as retas assintotas
no grafico. Devemos lembrar que uma funcdo continua f tem assintota vertical

naretax =ase

lim f(zr) ==occ ou lim f(z)= *oc

e que uma funcédo continua f tem assintota horizontal naretay = b se

lim f(zr)=b ou lLim f(x)=0"b

L—+ 00 LT—— 00

Exemplo 1:

Esboce o gréfico da funcao f(x) = —

x24+1 "

i) Dominio e continuidade de f

A funcéo f esta definida e é continua para todo x € [£.

il) Assintotas verticais e horizontais.
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1 T 1

lim % = lim —— =0 e lim o] = lim =0.

T——oo T2 4 ] r——oc T 4 é z—oo 12 + T—oo L

B =

Logo, ¥ = 0 & uma assintota horizontal.

iii) Derivabilidade e intervalos de crescimento e decrescimento.
A derivada da funcéo é

T (2P +1) —2(22) 1-2?
24+1)

f'(z) =

(x2+1)2 (224 1)2°

Como ( x2 + 1 )2 > 0 para todo x € [, podemos considerar apenas os sinais de
(1-x?).

intervalo |1 — x? | sinal de f’ f
: g e | == = decrescente
—1 = <] —- — crescente
r>1 == = decrescente
Portanto,

f & decrescente em (—oo,—1)U(l.00) e f écrescenteem (—1.1).

iv) Valores de maximo e de minimo locais
Os pontos criticos de f sdo:
Fe) =0 =% _0m1-2?o0o 1 1
Tr) = — = —Ir = r=—10UT= .
(22 4+ 1)2
Observando os sinais de f’, pelo Teste da Derivada Primeira resulta que f tem
minimo local em x = -1 e f tem maximo local em x = 1.
v) Concavidade e pontos de inflexao

Derivando novamente a funcao:

e = ( 1_1"22); ~22(2® +1) ~ (1 - 2%).2.(a* +1) 22

(2 +1) (x2+1)4
241 (22 +1) —2(1 —5%)
N (z2 +1)4
_ 2z(z? 4+ 1)(z% - 3)
B (24 1)4
2z(z% — 3)
- (zZ+1)%
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Como (x2 + 1)3 é sempre positivo, podemos considerar apenas o sinal de

2x(x2 — 3). As raizes de x2 — 3 sd0 x = ++/3. O estudo de sinais esta no quadro

a sequir:
intervalo 27 | 2 — 3 | sinal de f” | concavidade
T < —/3 — — — para baixo
—V3<r<0]|— — + para cima
0<z<+3 |+ — — para baixo
r >3 + + + para cima

Com relacédo aos pontos de inflexdo, ha trés mudancas de concavidade

no dominio da fungdo. Os pontos x = —V3, x=0 e x = ++/3 séo todos pontos
de inflexdo do grafico de f.

vi) Esbogo do grafico

Usando as informacdes dos itens anteriores, o grafico sera esbocado na
Figura 1 abaixo. A intersecdo com 0 eixo y € 0 ponto (O,f(O)) = (0,0). Os
pontos de maximo e de minimo locais serédo assinalados em azul e os pontos

de inflexao, em vermelho.

Figura 1

Exemplo 2:

Esboce o gréafico da fungéo f(x) = Rk
i) Dominio e continuidade de f

A funcéo f ndo esté definida para x2 —1 =0 =>x = £ 1, portanto o dominio é
D(f) =R\ {£1} = (—c0,-1) U (=1,1) U (1,00) .

Essa separacdo do dominio em trés intervalos é interessante porque teremos
gue investigar o comportamento da fungdo quando x se aproxima dos extremos

desses intervalos.
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i) Assintotas verticais e horizontais.

X T 2 : r ;
Iim — = lim =0 e lim — = lim —=5=0.

z—o0 72 — 1 Eopbl l — T—o0 72 — T—00 T —

Logo, y = 0 é uma assintota horizontal.

Comolimp,, ;22 —1=0,masz2—1>0sezx<—-1lezx?2—1<0se

—1 <z < 1entio

lim = _—no e lim
r—3—1- :1‘2 == i —s—1+ :1“2 —1

=0 .

. 2 2 .
Comolimy, 122 —1=0 masz2—1>0sezxz>1ezx2—1<0se

—1 <z < 1entio

! T . T
111 = —00 e 111 = 0 .

r—1- 22 —1 o1+ T2 —

Portanto, o grafico de f tem assintotas verticais em x = -1 e em x = 1 e

assintota horizontal em y = 0. A informacéo sobre os limites infinitos e limites

no infinito permite fazer o esboco prévio da Figura 2.

|-

Figura 2

iii) Derivabilidade e intervalos de crescimento e decrescimento.

A derivada da funcéo é

3 e i T o 9 _f 2
_f"(_;r):( X ):(J: 1) —x(2r) _ —(1+2%)

r2—1 (22 —-1)2 (22 —1)2

Como (22—1)? > 0 para todo z # +1e —(142?) < 0 para todo x, temos

que f'(z) < 0 em todo seu dominio. A funcdo é sempre decrescente.
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iv) Valores de maximo e de minimo locais

. . ) o 1+ z
A funcdo f & derivavel em todo seu dominio e a derivada f'(x) = —(2—1)2
T J—
nunca se anula, logo ndo ha maximos ou minimos locais.
v) Concavidade e pontos de inflex&do
Derivando f'
) — —(1+2%)Y _ —22(z? -1+ (2? +1).2.(2* ~1).2¢
(2 —1)?

(2 —1)4
—2x(z?2 —1) (22 -1 -2(z2 + 1))
(z2 — 1)
2x(x? — 1)(z% 4+ 3)
(_12 - ”-1

Como (x2 + 3) e (x2 — 1)* sdo sempre positivos (para x # * 1), entdo podemos
considerar apenas os sinais de 2x (X2 — 1). O estudo de sinais estdo no

guadro a seguir.

intervalo |2z | z? — 1| sinal de f” | concavidade
r<—1 - o - para baixo
—l<xr<0| — — + para cima
O<zx<1 |+ - - para baixo
T =1 + + + para cima

Com relacdo aos pontos de inflexdo, ha varias mudancas de
concavidade, mas x = -1 e em x = 1 ndo estdo no dominio da funcao. O ponto
x = 0 esta no dominio de f e a concavidade muda em x = 0, logo f tem ponto de

inflexdo em x = 0.

vi) Esboco do grafico
Usando as informacBes obtidas nos itens anteriores, esbo¢camos o
grafico na Figura 3 a seguir. A intersecdo com 0 eixo y € 0 ponto (O,f(O)) =

(0,0) que é também ponto de inflexdo da funcéo.
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Figura 3

Exemplo 3:

Esboce o grafico da funcéo f(x) = x3 + x3..
i) Dominio e continuidade de f

A funcdo f esta definida e é continua em .

i) Assintotas verticais e horizontais

f & continua entdo ndo possui assintotas verticais. Para encontrar os

limites no infinito, observamos que f(z) = 73 427 = :c%(l + ). Logo,

lim 23 = 0o e lim (1 +2z) =00 = lim $%(1+:€.]:oo.

T—400 T—+00 T—400

: 1 . . 1

lim 23 =—oce lim (14+2)=—-0c0= lim z3(1+2z)=00.
T——00 T——00 T——00

Portanto, o grafico de f ndo possui assintotas horizontais.

iii) Derivabilidade e intervalos de crescimento e decrescimento.

4\ 4 1 4 ..
Temos que (1‘5) = 227, logo 27 é derivavel para todo = € R. Mas

3
! 1 1 .
( ) = 32~ %, 0 que mostra que x7 ndo é derivavel em = = 0. Portanto

I
f(

ol
s

x) ndo é derivavel em = =0 e para = # 0:
4 1 1 1
f:(i‘) = EI‘% -+ EI_% = .—I% (__]: 4+ I) .

. . 1 1
Para o estudo de sinais de f’ observe que 23 > 0se z > 0 e 23 < 0 se

4r41
T

x < 0. Quanto aos sinais de 4—!—%, temos que -—'l—l—% = . O numerador

muda de sinal em = = —% e o denominador em =z = 0.
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O estudo de sinais de f'(x) esta representado no quadro a seguir:

5 1 , )
intervalo | x3 |42+ 1| = |sinal de f' f
T < —ﬁ — — — — decrescente
—i <r<0]| — + — + crescente
r >0 + + + + crescente
Vemos que f é decrescente em (—oc, —i) e crescente em (—% 0)U(0, o).
iv) Valores de méaximo e de minimo locais
1 1 1 1
f;(TJZOZ?v*,—IE 44+ —-)1=0=2=00uzxr=—-.
3 T 4
Mas f nao é derivavel em = = 0, logo f' se anula apenas em = = —ﬁ.

O teste da derivada primeira (ver quadro anterior quanto aos sinais de f')

mostra que f tem minimo local em z = —1

5 € nao tem nem maximo nem

minimo local no ponto critico x = 0.

v) Concavidade e pontos de inflexao

Derivando f'

fix) = (%IZIF (-—1—0— %)) ! %J -3 (4—}— %) 3 %1‘1! (_%)
& b 3 1 2 2.5 2.1
9 9 3 9 9
2 __af, 1
- gri-g)
Como 273 > 0 para todo = # 0 entdo o sinal de " & o sinal de 2 — %

Quanto aos sinais de 2 — % = %
intervalo |2z — 1| z |sinal de f” | concavidade
r <0 — — + para cima
D<z<i — + — para baixo
T >t + + + para cima

Portanto, a funcdo tem concavidade para cima em (—o00,0) U (3,00) e

concavidade para baixo em (O%}

Ha uma mudanca de concavidade em = = 1 e em 2 = 0 que sdo, portanto,
os pontos de inflexdo.
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vi) Esboco do gréfico
Usando as informagfes obtidas nos itens anteriores, esbo¢camos o

gréfico na Figura 4 a seguir. O grafico de f corta o eixo y no ponto (0,0) e corta

1
o eixo x em f(x)=x3(1+x)=0 »x=00oux= —1. Representamos no

gréfico o ponto de minimo em azul e os pontos de inflexdo em vermelho.

Figura 4

Exemplo 4:

Esboce o grafico da funcéo f(x) = sen 2x + 2 cos X :

i) Dominio e continuidade de f
A funcdo f esta definida e é continua em [E. E interessante observar também

gue a funcao é periddica com periodo igual a 2.

il) Assintotas verticais e horizontais

A funcdo nao possui assintotas verticais ou horizontais. Nao existem os limites
lim sen2r+2cosxr e lim sen2xr + 2cosz .

L—r — I— O
A funcéo repete indefinidamente o padréo que possui entre 0 e 2.

iii) Derivabilidade e intervalos de crescimento e decrescimento.

A funcéo é derivavel em todo ponto
f'(z) = (sen2zx+2cosz) = 2cos2xr — 2senz
= 21— 2sen’?z) —2senz = —2(2senz — 1)(senz + 1) ,
em gque usamos a relacéo trigopnométrica cos 2x = 1 — 2 sen2x.

Para o estudo de sinais, dada a periodicidade da funcdo, vamos nos restringir
ao intervalo (0, 2n).
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B =

fi(z)=0= senz+1=00u 2senz—1 =0= senz = —1 ou senz = -

Mas senr = —1:}:62%”-!—23:??, keZe sen;t?:%:>;1f:'—g+2k?r.
k€ Zou r=%+2ﬁc¢r,kez.

Portanto, os pontos criticos sdo os pontos = = % T = % exr= “2—7

senr + 1 > 0 paratodo r € R e 2senx — 1 sera positiva para

s
2

Figura 5
Reunindo as informagdes sobre os sinais de f(x) = — 2(senx + 1)(2senx — 1)

intervalo | —2(senz + 1) |2senx — 1 |sinal de f* i §

IR8 L — — + crescente
S BER % — - — decrescente
56{7 < T < 37* = = -+ crescente
% S e g — — - crescente

iv) Valores de maximo e de minimo locais

Pelo teste da derivada primeira, olhando o quadro acima, concluimos que
ar

aT

r = % € maximo local, z = 5 & minimo local e = =F ndo & maximo
nem minimo local.

v) Concavidade e pontos de inflexdo

Derivando f’, obtemos:
f"(z) = (2cos2x — 2senx)’ = —4sen2r—2cosr = —2cosx(4senx+1) |

Para o estudo dos sinais, observe que cosz = 0 em (U._ %) U (7, 27.’) e

cost < 0em (Z,20).

157



Com relacao ao fator 4 senx + 1, existem dois valores 6; e 6, no intervalo
(O, 2m) cujo seno é —i (ver Figura 5).
Segue que 4 senx + 1 >0 => senx > —i ocorre para x € (0,01) U (62, 2m)

edsenx+1<0 =>senx< —i para x € (61,62). Logo

intervalo | —2cosz |4senx + 1| sinal de f” | concavidade
O<z <3 — + — para baixo
5 <z<b + -+ + para cima
0 <x< % — — — para baixo
T <z <by - - + para cima
< x <2 — + — para baixo
Ha mudanca de concavidade nos pontos = = 5, x =, r = 3T ez =6,

2
que sdo os pontos de inflexdo.

vi) Esboco do gréfico
Basta fazer o esboco no intervalo [0,2m] e usar o fato de que a funcao
f(x) = sen2x + 2cosx € periodica de periodo 21, ou seja, basta fazer a
translacéo do grafico de um valor 21, a direita e a esquerda, indefinidamente.
Temos que f(0) = f(2r) = 2 f (%) = ¥ = 26, f () = N »
~26¢ 1 (3) =1 (%) =0
Segue o0 esboco do grafico. Os pontos de maximo e minimo locais no
intervalo (0, 2n) estdo marcados em azul e os pontos de inflexdo no mesmo

intervalo estdo marcados em vermelho.

ALG: 2
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3.6 - Formas Indeterminadas e a Regra de L’ Hopital
3.6.1- Introducéo

&)
74 g(0)

valores de lim,_,, f(x) e de lim,._,, g(x).

Alguns limites do tipo lim a0 bem determinados a partir dos

Por exemplo, com as propriedades de limites que estudamos, sabemos
queL,Me[E-{0}e

lim f(z) =L e limg(r)=M, entdo lim f(z) = L

I—a I—a Ir—a g(l?::l A‘f )

Alguns limites de quocientes de fungbes cujos limites sdo iguais a 0
(zero) ou +oo também sdo determinados. Por exemplo, M e R — {0}

im f(r) =0 e limg(x)=M entdio lim f(z)

r—a T—3a T—+a Q{ T]

== .

E se f(x) é limitada,

lim g(r) = £00 = lim /() =0.

T—a r—a Q(TJ
No entanto, alguns limites de quocientes de funcdes ndo podem ser
determinados apenas com o conhecimento do limite de cada funcéo.
Exemplos:
Sejam f(x) = x?%, g(x) = x* e h(x) = 2x* entdo:
}cil% fx) = }Cilré g(x) = }Ci_r)% h(x) =0
Mas, observe 0s seguintes limites de quocientes dessas funcoes:

im 28— jim X
x—>og(x) oxt

. g x*
L—»Of(x) L—»oxz 0
y f(x) x? _1
im—— = lim —

x-0 h(x) 022 2

Dizemos que o limite li.m..r_m% para fungdes f(x) e g(x) tais que

lim, ., f(z) =lim,_,, g(z) = 0 é uma forma indeterminada do tipo %
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Portanto, se limxﬁa% € uma forma indeterminada do tipo % nao ha

como dizer o valor de limx%a% somente sabendo-se que lim,_, f(x) =

lim,_, g(x) = 0. O limite lim [0 pode ser um valor real qualquer ou pode

X2 g(x)
nao existir. Existem outras formas indeterminadas além de %
: OC
{ 50 ]
0", 1, oo—o0, —, 000 e o0

3.6.2- Regra de L’ Hopital

A Regra de L’'Hépital recebeu este nome em homenagem ao Matematico
francés Guillaume Francois Antoine L’Hbépital (1661-1704), o Marqués de
L’Hopital.

O Marqués era de familia nobre e, ap0s abandonar uma carreira militar
por problemas de visdo, dedicou-se a Matematica, tendo sido autor de
trabalhos interessantes em Calculo e a publicacdo de algumas obras
importantes.

Essa regra ndo foi descoberta por ele, mas apareceu pela primeira vez
em sua obra Analyse des Infiniment Petits pour l'Intelligence des Lignes
Courbes (Calculo infinitesimal para o entendimento das linhas curvas),
publicada em 1696, que teve grande importancia histérica por ter sido a
primeira apresentacéo sistematica do Calculo Diferencial.

L’Hopital deu crédito ao matematico Johann Bernoulli pelos resultados
matematicos no livro e, ndo desejando ele mesmo receber crédito pelas
descobertas, publicou a primeira edicdo anonimamente.

A Regra de L’'Hopital € um método para solucdo de formas

. . . 0 . ~ z . .
indeterminadas dos tipos e g por meio de transformacdes algébricas simples.
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Sejam f e g funcBes derivaveis em um intervalo aberto [, exceto possivel-

mente em um ponto a € I. Se lim, ,, f(z) =0, lim,,,g(z) =0, ¢'(z) # 0

parax €I\ {a} e limm_mgi,rEl

@) existe ou &€ o0, entdo

@) _ . @)

hm —= .
r—a g(;r) T—a _g’(:,[!)

O mesmo vale se a for substituido por a™

, @, 00 e —OC, OU Seja, O mesmo
vale para limites laterais e limites no infinito. No caso de limites no infinito
o intervalo I deve ser do tipo (b,o0) para z — oo e do tipo (—oo,b) para

T — —00).
Para provar A Regra de L'Hépital, precisaremos do seguinte resultado, que
estende o Teorema do valor médio.
Sejam f e g fungGes continuas em um intervalo [a, b] e derivaveis em (a, b).

Se ¢'(x) # 0 para todo z € (a,b) entdo existe ¢ € (a, b) tal que

f(b) — f(a) _ f'(c)
g(b) —gla)  g'(c)

O Teorema estende o Teorema do valor médio porque se f segue as condicées
do teorema acima e fizermos g(x) = x, entdo g'(x) = 1 e a conclusio do teo-

rema & exatamente a conclusdo do Teorema do valor médio.

Demonstracao:

Para demonstrar o teorema, inicialmente observe que se g(b) = g(a), entdo,
pelo teorema de Rolle, deve haver ¢ € (a,b) tal que g'(¢) = 0, o que contraria
as hipéteses do teorema. Portanto, g(b) # g(a).

Seja agora h a fungdo definida em [a, b] por

h(z) = (f(b) — fla)) 9(z) — (9(b) — g(a)) f(z) .

Claramente h é continua em [a, b] e derivavel em (a,b) (pois f e g o sdo) e

W(z) = (f(b) — f(a)) ¢'(z) — (9(b) — g(a)) f'(x). Mas

h(a) = (f(b) — f(a)) g(a) — (9(b) — g(a)) f(a) = F(b)g(a) — f(a)g(b) e
h(b) = (f(b) — f(a)) g(b) — (g(b) — g(a)) F(b) = f(b)g(a) — f(a)g(b)
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Logo, h(a) = h(b). Aplicando o teorema de Rolle a fungdo h concluimos que

existe ¢ € (a, b) tal que h'(c) = 0. Portanto,

h'(e) = (f(b) — f(a))d'(c) — (g(b) — g(a)) f'(c) =0

Levando em conta que ¢'(¢) # 0 por hipétese e que g(b) — g(a) # 0, resulta

que
f(b) = fla) _ f'(e)
g9(b) —g(a) (o)
o que conclui a demonstrag3o.

Demonstracdo da Regra de L'Hopital
Inicialmente, faremos a demonstracdo para limites laterais a direita z — a™*.
A demonstracdo para limites laterais a esquerda & anéloga e, tendo demonstrado

os dois limites laterais, fica demonstrado o caso = — a.

!
Suponha entdo que lim, .+ f(z) =0 e lim, .+ g(z) =0 e que lim f(z)
z—at QI(I)

exista. Provaremos que

oo F@ o i)

r—ot Q(I) a Tz—at g’{m) .

Considere as funcgdes F' e GG definida em [ por

F(:r)z{ flx)sexr#a . G(.I):{g(:r) ser#a

Oser=a Oser=a

Seja z € I, com = > a. Como f e g sdo derivaveis em [ \ {a}, entdo F' e
G sido derivaveis no intervalo (a, z] e, portanto, continuas em (a,z]. Mas F e
G também sdo continuas em a, pois

lim F(z)= lim f(z)=0=F(a) e Ilim G(z)= IET_ g(z) =0=G(a)

z—at T—at T—+at

Assim, F' e G s3o continuas em [a, ], derivaveis em (a, x) e vale que G'(z) #£ 0
em (a.b) (pois o mesmo vale para g, por hipétese). Portanto, atendem as

condi¢Ges do valor médio de Cauchy e existe um ¢, € (a,r) tal que

F(z) — F(a) _ F'(c)
G(z) —Gla) G'le)

Mas F(a) = G(a) =0, F'(c;) = f'(c.) e G'(¢,) = ¢'(e,) para ¢, € (a, ).
Portanto,

flz) _ flle:)
g(z)  g'(ez)

(1)
Fazendo agora o limite quando x —» a* na equacédo ( | ), como c, € (a,x),

temos que ¢, — a*, o que resulta em
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f(z) f'(¢z)

fim =~ - = lim M: Hm -~ = hm f(z)
r—rat g('T) r—at Q’(Em) cr—at Q!(CI) T—sat g’(I)

o que conclui a prova para o limite lateral a direita + — a*. A prova para o
limite lateral 3 esquerda & analoga e podemos assim considerar provado o caso
dos limitesz —a*, r —2a er — a.

Provaremos agora a Regra de L'Hépital para limites no infinito 2 — +oc.
Faremos para o caso © — oc. A prova do caso r — —oc é analoga.
Sejam f e g fungdes derivaveis em intervalo (b, oc) tais que lim,_,.. f(z) =

0, lim, .. g(x) =0 e g'(x) # 0 para todo = € (b,o0) e suponha que exista
f'(z)

T—$00 g"(:r)

. Provaremos que

f@) _ o F@

r—+oo g(x) T yna g"(:{.')

Fazendotziparam}b,temosO(f{%parab(:{?(ooet—>0+

se r — oo. A ideia da demonstracdo & usar a mudanca de variavel t = é para
reduzir ao caso ja provado da Regra de L'Hépital.

Sejam as fungdes F,G: (0, %) — R definidas por
1 i
Fo=1(3) ¢ c0=0(3) -

lim F(t) = lim f(z)=0 e lim G(¢)= lim g(z)=0.

0+ T—a0 i—s0F T—oa

Entdo

Pela regra da cadeia, f e G sdo derivaveis em (0, ) e

F’(t):—tiz (%) e G’(t}:-tizgf (%) :

Aplicando a parte que ja provamos da Regra de L'Hépital, temos que

P(t) _ . F(t)

S enen”
Portanto,
x . fd . Fp . Fl
i 28—t 28— o 20— 1 £
= lim 7_%}” (I:) = lim I (%) = lim f:(I) ,
=0t —5g' (7)) =0t g (3) = g(2)
o que completa a demonstracdo do teorema. &
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Exemplo 1:
sen r

Usando a Regra de L'Hépital, calcule lim
z—+0 T

Solugdo: Como lim,_,senx =0 e lim,_,,x = 0, entdo o limite € uma forma
. . 0
indeterminada p

Usando a Regra de L'Hépital:

I
. senr . (sent) . COST
Iim— =lim~— = lim —cos0D=1.
r—sD r—s0 (I)’ r—0
Exemplo 2:
2
i r—2
Calcule Iim o

a1 212 4+ 1 — 3
Solucéo:
Como limy_ 1 22+ 2 —2 =0 e lim, ;222 + = — 3 = 0, o limite pedido &
do tipo % Aplicando a regra de L'Hépital:

24 r—2 . (224z-2) . 2r+1
lim ————— ————— = lim =
r—1 2:[12+;1‘—3 r—1 (21‘2+I—3} r—14r 4+ 1

3
5

Este altimo limite poderia também ter sido calculado diretamente fatorando

numerador e denominador e cancelando o termo comum.

Exemplo 3:

T — Senc
Calcule lim —.
r—+ 1?3

Solucéo:
Como lim,_,o(z — senz) = 0 e lim, ,q2®> = 0, o limite & uma forma
indeterminada do tipo % Aplicando a Regra de L'Hépital:

. r—senx . (r—senz) . 1-—cosz
Im———=lm—— =lim———
z—0 3 z—0 (.’F‘j) R 32

Mas lim; ,o(1 — cosz) = 0 e lim, ,o32% = 0, logo caimos em outra forma

indeterminada %. Aplicando a Regra de L'Hépital uma segunda vez, resulta

r
. 1l—cosz . (1—coszx) . senzr 1
Iim———— =lim—— =lim =—,
o—0 312 0 (31-2) =0  Gx G
senr

=11

em que usamos o limite lim
x—l T
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Exemplo 4:

. 3sinzr —sin 2T
Calcule o lim . :
=20 T —sing

Solucéo:

QO limite é uma forma indeterminada do tipo g. Para resolvé-lo aplicamos a
Regra de L'Hépital trés vezes:

. 3sinr —sin2zr . Jdecosr— 2cos2r
lm — = lim——M——
z—0  r—sinr z—0 1 —cosx
. —3sinx +4sin2r
= lim -
x—+0 smmT
. —3cosz+8coslx
= lim
x—+0 CcosT
—3+8
= =5
1
Exemplo 5:
Calcule o limite lim zsen—.
|z|—oa &
Solucéo:
1 seni . 1 N
Como rsen— = —~= evale que lim sen— =0 e lim — =0,
x = |z|—oe 4 A |z|—oc T

estamos diante de uma indeterminacio do tipo %

Aplicando a Regra de L'Hépital:

1 1 1
. sen — . — =5 COS — . 1 ; 1
lim == lim —%——% = lim cos— =cos lim —=cos0=1
|z|—+o0 = |z] o0 —2 |z|—+ea 3 x| =00 T

Qutra possibilidade seria fazer a substituicdo t = % antes de aplicar a Regra de

L'Hépital, lembrando que se || — oo entdo t — 0.

; 1 . il . sent
lim rsen— =lim—sent = lim =il
|00 T t—0 1 t—0
Exemplo 6:
. senpzr
Calcule lim ———, em que p,q € R\ {0}.
x—0 Sen qr
Solucéo:
Como limy_p senpr = 0 e lim;_o sengr = 0, o limite € uma forma

indeterminada do tipo %. Aplicando a Regra de L'Hépital:

!
. senpr . (senpz) . pecospr P
lm——=lm—-=lim—=-—.
=0 sengr =0 (sengr) =0gcosqr g
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3.6.3- Indeterminagdes da forma 2

Selim,,, f(z) = o0 elim,, g(z) = +00, dizemos que o limite lim fE»F;
r—a y H b

€ uma forma indeterminada do tipo .

Ha uma versdo da Regra de L'Hépital que vale para indeterminagdes do
fipo: &

Sejam f e g funcdes derivaveis em um intervalo aberto I, exceto pos-
sivelmente em um ponto a € I. Se lim, ., |f(z)| = oo, lim,_,, [g(z)| = oo,

g(xz)#0parazxzell{a}elim,,, f,g g existe entdo

. fl@) o f(z)
_1«:1—1}{11 g(z) o -}:]._Ig g'(z)

O mesmo vale para os limites laterais, para limites no infinito e no caso em que

lim, ., 5 i

Exemplo:

Caleule Ti 22 L 35— 1
alcule lim
E—HOSI‘Q—QT—FQ

Solucéo:

Trata-se de uma forma indeterminada >>. Aplicando a Regra de L'Hopital:

. 222 + 3z — 1 _ dr + 3
im —— = lim
z—00 312 — 22 +2 1500 61 — 2

4 2
n - = —.
6 3

3.6.4- Outras Formas Indeterminadas

Podemos utilizar a Regra de L'Hépital para resolver outras indeterminagées

se transformando-as em indeterminacdes da forma % e .

Se lim, ., f(z) = 0 e lim,_., g(z) = oo entdo lim,_., f(z) - g(x) & uma
indeterminagdo da forma 0 - co. Fazendo

lim £(z) - 9(z) = lim 17 — 1 900

e @ T T

reduzimos aos casos % e >, 0 que for mais conveniente para a solucio do
exercicio.

Exemplo 1:
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Calcule o limite lim x tan —.
T—00 €T

Solucgéo:
Pela continuidade da func¢do tangente, lim, .. ta.né — tanlimm_m.f —
tan 0 = 0. Portanto, lim,._, ., rtan% é uma forma indeterminada do tipo 0-0c.

Uma solugdo é a seguinte:

. 1 . tan<
lim ztan— = lim
IT—r00 4 00 =
p ¢
1 ...21
- 1 g sec =
= i 3
1'2
, 1
= lim sec® = =sec’0=1.
r—3co T

Em que transformamos o limite dado em uma forma indeterminada % e apli-
camos a Regra de L'Hépital.

Se lim,_,, f(z) = o e lim,_, g(x) = o0 entdo lim,_., f(x) — g(x) é uma
indeterminacio da forma oo — co. Fazendo

1

N

lim f(z) — g(z) = lim £&2__J@
Tr—ra Tr—ra P r—
f(z)g(x)

reduzimos ao caso g

Exemplo 2:

.. . 1 1
Calcule o limite lim [ —— — —
z—0+ \ senz T

Solucéo:

= o0 e lim,_,g+ } = o0, temos uma forma indetermi-

z 1
Como lim, o+ ——

nada do tipo oo — cco. Mas

) i 1 . T — senczx
lim — | = lim—————

z—0T senax T r—0+t I Sencx

que é uma forma indeterminada %. Aplicando a Regra de L'Hépital:

. r—senzx . 1 —cosxz
Im ——— = lim
r—0t T Senc r—0t SeNT + rcosT
) sen
—. i
r—0+ COST + COST — rsenc
. sen x 0
= lim — =00,

r—0+ 2C08ST — TSen 2

Observe que aplicamos a Regra de L'Hépital duas vezes no desenvolvimento

acima.
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3.6.5- Aproximacgdes por Polinémios

A Série de Taylor de uma fun¢éo fornece uma aproximacdo da funcéo
por meio de polindmios.

A expressédo de uma funcdo como soma infinita de monémios é utilizada
por matematicos desde muito antes da invencdo do Calculo. Existem
evidéncias de que o matematico indiano Madhava de Sangramagrama (1350 —
1425) descobriu a série que representa senx para resolver problemas de
Astronomia.

No século XVII, o matematico escocés James Gregory (1638 — 1675),
formulou a expansdo em série das funcdes senx, COSX, arcsenx € arccoskx,
publicando essa descoberta em 1667.

Embora Gregory tivesse obtido algumas séries particulares, foi o
matematico inglés Brook Taylor (1685 — 1731) o primeiro a apresentar uma
formula geral para a construcao de séries de poténcias de fungdes, publicando
0 método em seu trabalho Methodus Incrementorum Directa et Inversa de
1715.

Na férmula de Taylor lidamos com a n — ésima derivada de f, denotada
. Seja f uma funcéo definida em um intervalo aberto I. Dizemos que f é n
vezes derivavel no ponto a € | se f & (n — 1) vezes derivavel em uma vizinhanca
de a e f" Y & derivavel em a. Denota-se por f© a prépria funcéo f, ou seja, f é

sua derivada de ordem zero.

3.6.6- Polinédmios de Taylor

Seja f: I — R definida no intervalo aberto I e n vezes derivavel em a € 1.

O polinémio de Taylor de ordem n de [ em a é o polinémio

p(z) =cp+a(r—a)+e(r—a+a(z—a)P+---+cp(z—a)”

tal que as derivadas de ordem k& < n de p(x) em r = a coincidem com as

derivadas de mesma ordem de f(z)em =z =a

Podemos determinar facilmente os coeficientes do Polinbmio de Taylor

em funcéo das derivadas de f:
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Como
f(x)=co+ec(r—a)+e(zr—a)l+e(z—a)P+ - +cp(z—a),

substituindo x por a, temos

fla)=cqp .
Derivando f, obtemos:
f'(x) = e1 4+ 2e2(x — a) + 3cs(z — a)® +4es(z —a)* + - - +nea(z — )",

0 que mostra que

e = f'(a) = f’l(f) .

Se n > 1, podemos derivar novamente a série para obter
/() =26, +3-2(x —a) +4-3(x—a)2 +++--+n(n— e, (z —a)" 2,
O que mostra que

/"(a)
20

(@) =2c:=> 3 =
Derivando mais uma vez e substituindo = = a:

(@)

f"(a) =3-2c3 = c3 = 2l

Derivando sucessivamente, obtemos o valor dos coeficientes:

£®)(a)
kKl

cp = para k <n .

Q Teorema de Taylor, que veremos nesta segcdo, mostra que uma funcio f
n vezes derivavel em r = a, o polinémio de Taylor p(x) & uma boa aproximagio
de f(zx) préximo a a. Mas o isso quer dizer exatamente?

Seja r(z) = f(z) — p(z), a diferenca entre a funcio e seu polindmio de
Taylor em a. Entdo r: I — R é n vezes diferencidvel em a e, como f(z) e

p(z) tém as mesmas derivadas de ordem £ para k < n resulta

cee = -r{"'){a.) =51

..1
=
)
I
=
=
=
)
p—
I
&
.
—_
=
5
I

A préxima proposicdo mostra que isto equivale a lim,_., (;_(—z)}n ==,

Seja r: I — R uma fungido n vezes derivavel em a € I. Entdo r*)(a) =

para 0 < k < n se, e somente se

lim —T(I} ==

r—a (r —a)”
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A proposicio mostra que a diferenca de uma fun¢io n vezes derivavel em a
e seu polinémio de Taylor de ordem n em a n3o sé vai a zero como, por assim
dizer, vai a zero "mais rapido" que (z —a)".

Finalmente, podemos formular o Teorema de Taylor:

Teorema de Taylor

Seja f: I — R uma fungdo n vezes derivavel em a € I. A funcdo
r: I — R definida por

f(a) fw()

5 (T —

f(z) = fla) + f'(a)(z —a) + a)’ +---+ (x—a)" +7(z)

satisfaz lim, ., ﬁ =l
Reciprocamente, se p(x) & um polinémio de grau < n tal que r(z) =

riT

f(z) — p(x) satisfaz lim,_., e = () entdo p(r) é o polinédmio de Taylor de

ordem n de f em a.

Demonstragao:

Como vimos, a fungdo r(x) definida pela diferenca de f(z) e o polinémio

de Taylor p(z) satisfaz r*)(a) = 0 para 0 < k < n. Logo, pela proposicdo 17,
r(x)

]‘11111.“—)‘0. l:.I!—G.\.I” —

Reciprocamente, se r(x) = f(x) —p(x) & tal que lim, ., % = 0, ent3o,
pela proposicdo 17, as derivadas de ordem k, 0 < k < n de r(r) se anulam em
x = a. Portanto, p*)(z) = f*)(z) em = = a para 0 < k < n, ou seja, p(x) é

o polindmio de Taylor de ordem n de f em a.

Exemplo:

Encontre os polinémios de Taylor da funcdo f(z) = em = = 0.
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Solucgéo:

As derivadas de f(x) sdo:

fl)y=((1-2") =-11-2)(-1) =(1—-2)2.
z)=((1-2)2) " ==200-2)3(-1)=2(1—2)%.
r)=(20-2)?) =-2-31-2)"*(-1)=2-3(1—2)™*.

. 1
E facil ver que a k—ésima derivada de f(z) = T, ParRe #1e
—r

(k) B k!
FHE) = m .

Resulta que o k—ésimo coeficiente do polinémio de Taylorem . =0 &

_I%0) _ o _
T TR TR

O k—ésimo polindmio de Taylor em = =0 & o polinémio
pr)=1+z+2°+2°+-- +2~.

Oserve que p(x) é a soma dos k + 1 primeiros termos da progressio geo-
métrica (PG) de termo inicial 1 e razdo . Se 0 < 2 < 1, entdo a soma dos

termos da PG infinita &

1

l+z4+22+23+--= .
1—=z

Estimativa da Funcao Resto

A fun¢do r(z) = f(x) — p(z), que é a diferenga entre a fungdo f(x) e seu
polinédmio de Taylor de ordem n em um ponto x = a, & comumente chamada
de resto da série de Taylor. O Teorema 18 fornece uma informacio sobre o
limite de v(z) quando = — a, mas ndo permite estimar o valor de r(x) para
uma dada funcio f, ordem n e ponto x = a.

Sob hipéteses um pouco mais fortes do que as do Teorema de Taylor, pode-

mos usar o Teorema do valor médio para obter uma informacio sobre o valor

de r(zx).

Férmula de Taylor com Resto de Lagrange
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Seja f: I — R funcdo n + 1 vezes derivavel em a € [. Dado b € [
supondo que f seja n + 1 vezes derivavel no intervalo aberto e continua n«

intervalo fechado entre a e b, entdo existe ¢ entre a e b tal que

" a ) i)
£8) = 7@) + F@)e-a) + T2 p—ap -+ D gy
f['n+1]{’c] n+l
+7{n—|—1)! (b—a)" .
O termo Fr (g
Rn(b) = m(b —a)"*!

é chamada forma de Lagrange para o resto de Taylor. H3 outras formas para
o resto, como a forma de Cauchy e a forma integral do resto, que ndo serdo

discutidas aqui.

Demonstracao da Férmula de Taylor
Suponha que b>0 (o caso b < a é analogo). Seja a funcéo g:[a,b]— R

definida por

9@ = f(B) = ) = F' )b —x) — = L (h — x)m —

n!

(n+1)!(b_x)wrl » €M

que M € IR é escolhida de forma que g(a) = 0.

Temos que g(x) é continua em [a.b] e derivavel em (a,b). Além disso,
g(a) = 0 (pela escolha de M) e, substituindo x = b na formula acima, vemos que
g(b) = 0. Logo, podemos aplicar o Teorema de Rolle e concluir que existe um ¢

€ (a,b) tal que g’(x) = 0. Mas a derivada de g(x) é

() =~1'@) - (F"@)b-2) - @) - (5520- 22 - F@6- )

s (ma)_r}n_ f(n}(:{"} (b—;l?}n_l) +£(b—$}11

n! (n—1)! n!

M — e )(g)

n!

(b—z)"

Como g'(x)=0 entdo M = f ™™ (c). Substituindo x por a e lembrando que

g(a) =0, resulta em
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7 (a)
nl T mr )

f(b) = f(a)+ f'(a)(b—a)+---+

que é a férmula que queriamos demonstrar.

Série de Taylor

Seja f: I — R uma fungio infinitas vezes derivavel em [ esejaa € I. A

série infinita

flz) = fla)+ f'(a)(z —a) +

é chamada série de Taylor da funcdo f no ponto a.

A série de Taylor para x=0 também é chamada Série de Maclaurin.

Exemplo: Obtenha a série de Maclaurin da funcéo f(x) = sen x.

Solucéo:

Obtendo as derivadas de sen r e avaliando em r = 0, obtemos:

f(z) = senzx f(0)=0
f(z) = cosx F0)y=1
f'(z) = —senx f(0)=0
f"(z) = —cosz 7(0) = -1
fU(z) = senzx f40)=0
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Derivando sucessivamente, vemos que os valores da derivada se repetem em
ciclos de periodo 4, de tal forma que (™ (0) = 0 para n & par e f™(0) alterna
os valores 1 e —1 para n impar. Portanto, a série de Maclaurin da funcio

flr) = senz é

; . f‘r!{o).‘? f‘.’ﬂ'({]) % f{-l}(o) |

f(0) + f(0)z + o & g A e
.1‘3 :{‘5 _‘_]‘_'? e $2n+l

B D Dy R

n=0

A figura a seguir mostra como os polinédmios de Taylor se aproximam cada vez

mais da curva y = senz préximo a origem. No grafico temos f(z) = senx

o3 \ 3 5
(em preto), -pf{;r) =z— T (em azul), ps(z) = 2 — % 3—1— ﬁ (em %amarelgn),
pr(2) =2~ i —wp (emyvermelho) e pole) = o — -t —a et

(em laranja).

flz) = senx

Y

=1
oo 4

3.7 - Problemas de Otimizacao

Os métodos estudados neste modulo para calcular valores extremos tém
aplicacdes préaticas em muitas areas do dia a dia. Uma empresa quer minimizar
0S custos e maximizar os lucros. Um viajante quer minimizar o tempo de
transporte. Neste item vamos resolver problemas tais como maximizar as
areas, os volumes, os lucros, etc. e minimizar as distancias, o tempo, 0s
custos, etc.
Passos na Solucéo de Problemas de Otimizacéao
1. Compreendendo o problema - A primeira etapa consiste em ler
cuidadosamente o problema até que ele seja claramente compreendido.
Pergunte a si mesmo: O que é desconhecido? Quais sdo as quantidades

dadas? Quais sao as condi¢des dadas?
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2. ldentificamos as variaveis do problema, isto é, quais grandezas representam
a situacdo descrita no problema. O desenho de gréaficos e diagramas pode ser
atil para isso.

3. Identificamos os intervalos de valores possiveis para as varidveis. S80 0s
valores para os quais o problema tem sentido fisico.

4. Descrevemos as relacfes entres estas variaveis por meio de uma ou mais
equacbes. Em geral, uma destas equacfes dara a grandeza que queremos
otimizar, isto € encontrar seu maximo ou minimo. Se ha mais de uma variavel
no problema, substituindo uma ou mais equac¢des naquela principal permitira
descrever a grandeza que queremos otimizar em funcao de uma sé variavel.

5. Usando a primeira e segunda derivada da funcéo que queremos otimizar,
encontramos seus pontos criticos e determinamos aquele(s) que resolve(m) o
problema. Neste ponto € importante estar atento para o fato de que alguns dos
pontos criticos da funcdo podem estar fora do intervalo de valores possiveis

para a variavel (item 3) e devem ser desprezados.

Exemplo 1:

Uma caixa retangular aberta deve ser fabricada com uma folha de
papeldao de 15 x 30 cm, recortando quadrados nos quatro cantos e depois
dobrando a folha nas linhas determinadas pelos cortes. Existe alguma medida
do corte que produza uma caixa com volume maximo?

Seja x o lado do quadrado que é cortado nos cantos da caixa.

30
Solucgéo:

A caixa terd como base um retdngulo de lados 30 — 2r e 15 — 2x e altura
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Seu volume é dado por

V(z) = 2(30 — 22)(15 — 2z) = 42® — 902° + 450z ,

observando que devemos ter 0 < o < % para que seja possivel fazer o corte do
retangulo.

Derivando, temos:
V'(z) = 1222 — 180z + 450 e V"(z) =24z — 180 .

Os pontos criticos de V(z) sdo V/(z) = 0= 1222 — 180z + 450 =0 = = =
%‘r‘ﬁ Sdo dois pontos criticos: 1 = Lj‘ﬂ ~118e 25 = “%5‘5 ~32 0
primeiro valor deve ser desprezado por estar fora do intervalo (0, 1.—25).

Usando o teste da derivada segunda no ponto critico x5, temos
V(zy) =242, — 180 = —103,9 < 0,

0 que mostra que o ponto é de maximo.
Portanto, obteremos uma caixa de volume maximo para um corte quadrado

de lado x5 = 1“’_2—"‘/3 ~ 3,2,
Exemplo 2:
Encontre dois numeros ndo negativos cuja soma é 30 e tal que o produto de
um dos numeros e o quadrado do outro € maximo.
Solucéo:

Sejam x e y os nimeros. Entdo z+y = 30 e queremos maximizar P = zy°.

Devemos ter 0 < x,y < 30 para que os nimeros sejam nao negativos.

Escrevendo y = 30 — z, obtemos P(z) = 2(30 — z)? = 23 — 6022 + 900z.
As derivadas de P(x) sao

P(z) =32 —1202+900 e P"(z)=6x—120.
Os pontos criticos sdo
P(z)=0=32" —1200 +900=0=2z=10 ou z=30.

Como a solucdo x = 30 deve ser desprezada, resta = 10. Usando o teste da
derivada segunda, P"(10) = 6-10 — 120 = —60 < 0, mostra que P = zy® é
maximo para = = 10.

Exemplo 3:

Um reservatério de agua tem o formato de um cilindro sem a tampa superior e
tem uma superficie total de 36rt m2. Encontre os valores da altura h e raio da
base r que maximizam a capacidade do reservatorio.
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Solucgéo:

O volume de um cilindro & dado pelo produto da area da base pela altura.

Logo, V = nr2h. A superficie lateral do cilindro &€ S = 2nrh e a area da base

é mr?, logo
i 2
36 — re

2r

2nrh + 7 =36r = h =

o que resulta em

Derivando V(r), obtemos:

Vi(r) = %{12 —r?) e V'(r)=-3nr.

Os pontos criticos de V' sdo

3T .
V’(T)=0=>?{12—?'2):U=>-r:0 ou T=2V3 ou r=-2V3.

Como somente valores positivos de r fazem sentido para o problema, nosso
anico candidato a solucido é r = 24/3. Como V”(r) < 0 para r > 0, o teste da

derivada segunda mostra que o volume é maximo para r = 2+/3.

Exemplo 4:

Encontre o ponto (x,y) do gréafico da funcdo f(x) = +x mais proximo do ponto

(2,0).
{I/

Solucéo:
\d

A distancia d entre o ponto (x,y) do grafico de y = y/r e o ponto (2,0) é

d=+v(z—22+y2=(z—224+2=V22 -3 +4,

em que substituimos y = /x na equacdo. Devemos ter = > 0 para que o ponto

(z,y) esteja no grafico de y = /.
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Derivando a funcdo d = d(z), obtemos:
| 27 — 3 7
d'(zr) = ! e d'(r)= : - .
2 4(x? —3r+4)2

Ha apenas um ponto critico:

o | Lo

d(r)=0=2r—-3=0=12=

e, como 72 — 3r +4 > 0 para todo » € R, entdo d"(z) > 0 para todo z € R

e o teste da derivada segunda mostra que = = % é ponto de minimo.

Exemplo 5:

Uma fazenda produz laranjas e ocupa uma certa area com 50 laranjeiras. Cada
laranjeira produz 600 laranjas por ano. Verificou-se que para cada nova
laranjeira plantada nesta area a producéo por arvore diminui de 10 laranjas.
Quantas laranjas devem ser plantadas no pomar de forma a maximizar a
producéo?

Solucéo:

Para z novas arvores plantadas, o numero total de arvores passa a ser
50+ x, mas a producdo individual passa a ser de 600 — 10z laranjas por arvore,
totalizando uma producéo de P(x) = (50 + )(600 — 10x) = 30000 + 100z —
1022 laranjas por ano na fazenda.

Devemos ter x > 0 (ndo se pode plantar um namero negativo de arvores) e,

como a producio ndo pode ser negativa, devemos ter 600—10x > 0 = z < 60.

Derivando P(x), obtemos:

P'(z)=100—-20x e P"(z)=-20.

Portanto, ha um ponto critico em 100 — 20z = 0 = x = 5. Este ponto sera

de maximo, pois P"(x) < 0 para todo z € R.

Portanto, deve-se plantar 5 novas arvores para maximizar a producio.

Exemplo 6:

Um fabricante de caixas de papeldo deseja fazer caixas abertas a partir de
pedacos de papeldo de 12 cm? cortando quadrados iguais dos quatro cantos e
dobrando os lados para cima. Queremos encontrar o comprimento do lado do
guadrado a ser cortado para obter uma caixa com o maior volume possivel. A
Figura 1 representa um dado pedaco de papelao e a figura 2 representa a

caixa. Se x cm for o comprimento do lado do quadrado a ser cortado e V(x) cm3
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for o volume da caixa, entdo V(x) = 144x — 48x2 + 4x3 e 0 dominio de V sera o
intervalo fechado [0,6]. Como V é continua em [0,6], segue do teorema do valor
extremo que V tem um maximo absoluto nesse intervalo. Sabemos também
gue esse valor maximo absoluto precisa ocorrer num numero critico de V ou

num extremo do intervalo.

'xcm xcm|
- L
X cm X .
& 4
¥ § e
g &
g 7
x cm .tcm__\L Q»F
" lxem xem [ ( J‘-
L{iz - ) -:m—>l | k—02 - 29 cm—f
12 em ] FIGURA 2
FIGURA 1
Solucgéo:

Para encontrar os numeros criticos de V determinamos V'(x) e entdo

encontramos os valores de x para os quais V’(x) = 0 ou V’(x) nao existe.
V'(x) = 144 — 96x + 12x2
V'’ (x) existe para todos os valores de x. Se V’'(x) = 0,
12(x? — 8x + 12) = 0

x=26 x=2

Os nameros criticos de V sédo 2 e 6, ambos pertencentes ao intervalo fechado
[0.6]. O valor maximo absoluto de V em [0,6] precisa ocorrer num numero
critico ou num extremo do intervalo. Como V(0) = 0 e V(6) = 0, enquanto V(2) =
128, o valor maximo absoluto de V em [0,6] é 128, ocorrendo quando x = 2.

Logo, o maior volume possivel € de 128 cm?, obtido quando o comprimento do

lado do quadrado a ser cortado é de 2 cm.

Exemplo 7:
Os pontos A e B estdo em lados opostos de um rio reto com 3 km de largura. O
ponto C estd na mesma margem que B, mas 2 km rio abaixo. Uma companhia

telefénica deseja estender um cabo de A até C. Se o custo por quildmetro do

179



cabo é de 25% maior sob a agua do que em terra, como deve ser estendido o

cabo, de forma que o custo seja menor para a companhia?

(2=1}
——x km—s  é=km-s

Solucgéo:

Seja P um ponto na mesma margem que B e C e entre B e C, de tal forma que
0 cabo sera estendido de A para P e deste para C. Seja x km a distancia de B
até P. Logo, (2 — x) quildmetros sera a distancia de P até C e x € [0,2]. Seja k 0
custo por quildbmetro em terra e 5k/4 o custo por quildbmetro sob a agua (k €
uma constante). Se C(x) for o custo total da ligacdo de A até P e de P até C,

entao
C(x) = %k\}Sz + x* + k(2 — x)

Como C é continua em [0,2], o teorema do valor extremo pode ser aplicado,
assim, C tem ambos os valores, maximo e minimo, absolutos, em [0,2].
Queremos encontrar o valor minimo absoluto.
S5kx
Cx)=—= — k
4./9 + x?

C’(x) existe para todos os valores de x. Equacionando C’(x) = O e resolvendo

em X, teremos

Skx

e
5x = 4.9 + x?
25x2 = 16(9 + x?)
9x2=16-9
x* =16
x= +4
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O numero — 4 é uma raiz estranha da equacdo anterior e 4 ndo est4d no
intervalo [0,2]. Logo, ndo existem numeros criticos de C em [0,2]. O valor
minimo absoluto de C em [0,2] deve, portanto, ocorrer num dos extremos do

intervalo. Calculando C(0) e C(2), obtemos

COy =2k e C@Q)=3kJ13

Como < k /13 < Z k, o valor minimo absoluto de C em [0, 2] é + k /13,
ocorrendo quando x = 2. Logo, para minimizar o custo do cabo, devemos es-
tendé-lo diretamente de 4 até C sob a dgua.

Exemplo 8:

Um campo retangular & margem de um rio deve ser cercado, com excecao do
lado ao longo do rio. Se o custo do material for de R$12,00 por metro linear no
lado paralelo ao rio e de R$8,00 por metro linear nos dois extremos, ache o
campo de maior area possivel que possa ser cercado com R$3600,00 de

o o g g g
XmI ‘xm

Seja x m 0 comprimento de cada extremo do campo, y m o comprimento do

material.

Solucéo:

lado paralelo ao rio e A m? a area do campo. Logo, A = xy.(l)

Como o custo do material em cada extremo € de R$8,00 por metro linear e 0
comprimento de cada extremo é de x m, o custo total da cerca para cada
extremo serd de R$8 x. Analogamente, 0 custo total da cerca para o terceiro
lado € de R$12 y. Entéo,

8x + 8x + 12y = 3.600
(1)
Para expressar A em termos de uma Unica variavel, resolvemos a equacao
anterior obtendo y em termos x e substituindo em A = xy, obtendo A como uma

funcdo de x, e

A(x) = x(300 — %x)

(1)
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De (ll), sey =0, x =225 e se x= 0, y = 300. Como x e y devem ser nao-
negativos, o valor de x que ira tornar A um maximo absoluto esta no intervalo
fechado [0,225]. Como A é continua no intervalo fechado [0,225],do teorema do
valor extremo, A tera um valor maximo absoluto nesse intervalo. De (ll1),

Alx) = 300x — §x?

A'lx) = 300 — 3x (V)

Como A’(x) existe para todo x, os numeros criticos de A sdo encontrados ao
equacionarmos A’(x)=0, o que da x = 112,5.

O anico namero critico de A é 112,5, que esta no intervalo fechado [0,225].
Assim. O valor maximo absoluto de A deve ocorrer em 0, 112,5 ou 225. Como
A(0) = 0 e A(225) = 0, enquanto A(112,5) = 16 875, o valor maximo absoluto de
A em [0,225] € 16,875, ocorrendo quando x = 112,5 e y= 150 (obtido de (ll),
substituindo x por 112,5).

Assim sendo, a maior area possivel que podera ser cercada com R$3600,00 de
material sera 16 875 m?, e isso acontece quando o lado paralelo ao rio tiver 150

m e 0s extremos tiverem 112,5 m cada um.

Exemplo 9:
Ache as dimensdes do cilindro circular reto de maior volume que possa ser

inscrito num cone circular reto com raio de 5 cm e 12 cm de altura.

12cm

Solucéo:
Seja r cm o raio do cilindro, h cm sua altura e V. cm3 o seu volume. A figura
acima ilustra o cilindro inscrito no cone e a figura abaixo mostra uma seccao

plana através do eixo do cone.
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(12 —h) cm

12 ¢cm

r cm

hem

-

2 Cm

Ser=0e h =12, temos um cilindro degenerado que é o eixo do cone. Se r=5 e
h=0, também temos um cilindro degenerado, que é o didmetro da base do
cone. O numero r esta no intervalo fechado [0,5] e h esta no intervalo fechado
[0,12].

A férmula a seguir expressa V em termos de r e h: V = nr2h.

Para expressar V em termos de uma unica variavel, precisa-se de uma outra

equacao envolvendo e r h. Dos triangulos acima, usando semelhanca de

triangulos,
12—h 12
r 5
h :M

5
Substituindo esse valor de h em V = nir2h, iremos obter V como uma funcéo de r

€ escrevemos

V(r) = &nr(5r* —r*)  com r em [0, 5]

Como V é continua no intervalo fechado [0,5], segue do Teorema do Valor
Extremo que V tem um valor maximo absoluto nesse intervalo. Os valores de r
e h que acarretam esse valor maximo absoluto para V sdo os numeros que

devem ser encontrados.
Vi(r) = 2n(10r — 3r?)

Para encontrar os numeros criticos de V, equacionamos V’(r) = 0 e resolvemos

emr:
r(10 — 37)

10
r=290 r =5

0

I
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Como V'(r) existe para todos os valores de r, os unicos numeros criticos de V

saoOe ? ambos no intervalo fechado [0,5]. O valor maximo absoluto de V em

. 10 o .
[0,5] deve ocorrer em um dos numeros O, 5 ou 5. Substituindo na expresséo

V(r), obtemos

Vo)=0 V) =% V(5 =0

Z - - 400 10
Logo, o valor maximo absoluto de V & T’T ocorrendo quando r = 5 Quando,
10 . . . . .
r==, decorre que h = 4. Assim sendo, o maior volume do cilindro inscrito no

. 400m . 10
cone dado e 5 cm? e teremos esse valor quando o raio for de S ctmea altura

for de 4 cm.

Exemplo 10:
Achar a altura do cilindro circular reto de volume V maximo que pode ser

inscrito em uma esfera de raio R. Ver figura abaixo.

Solucéo:

Seja r o raio da base e 2h a altura do cilindro.

V=211 h e ¥+ k=R
Entao.
dv 5> d dl e . dl -
= 2;:{;“ an + 2rh) e 2r+ 2]7—? =( . Da ultima relagao, ar__r .
dr dr dr dr h
Logo:
AV \
=~
=2 ———+ 2rh
dr 1
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N gl p el
Como v~ +h™ =R

R

= 2h 4+ =R =h= —
A3

Quando V for maximo,

e .3
d—IZL’E —’—+_"‘rf? —0 = r° =20
dr h

A altura do cilindro sera

3.8 - AplicacGes em Economia
Exemplo 1:
A funcdo custo mensal de fabricacio de um produto € dada por

C(x) =x?3—2x2+ 10x+1 e a fungdo de demanda mensal (p), do mesmo
produto, € dada por p(x) = 10 — x. Qual é o preco de x que deve ser cobrado
para maximizar o lucro?
Solucéo:
O lucro total € dado por
Lucro(L) = Receita( R) — Custo(C') e a receita serd
Receita=p-x,assimR= p-x= (I() - .\') -x =10x - x?. Logo,

3
LeR-Cel0x-z*-|%
E

S Sl T | e 1J

3
B e S S

ou ainda.
1"‘_3

L(x)=——+x"-1.
(X) ==
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Calculando a derivada primeira da funcdo lucro, em relagdo a.x,
temos _

L) = —~x* $2xe L"(x)= -2x41.
Agora, para calcular os pontos cr_l’licos‘; de L é s6 igualar 'L'{ xX)
a zero, ou seja, 'L‘{.r) =0e vem—x’+2x=0. Resolvendo esta
equacio pela férmula de Bhéskara, temos as raizes v =0 e x =2
.Logo, x=0e x =2 si0 os pontos criticos de L.
Vamos determinar agora os extremos relativos de L .
Parax =0, len'los'.'L"(()) ==2:0+1=1>0, logo, € um ponto de
minimo relativo de L .
Parax =2, temos L"(2)=-2-2+1=-3<0, logo, € um ponto de
médximo relativo de L .
Portanto, o preco que deve ser cobrado para maximizar o lucro €
x=2.

Exemplo 2:

A empresa “Sempre Alerta” produz um determinado produto, com um custo
mensal dado pela fungdo C(x) = §x3 — 2x? + 10x + 20. Cada unidade desse

produto é vendida por R$31,00. Determinar a quantidade que deve ser
produzida e vendida para dar o lucro mensal maximo.

Solucéo:

Seja x a quantidade a ser produzida e vendida para dar o lucro mensal

maximo. O lucro mensal é dado por:

Lucro(L) = Re ceita( R) — Custo(C),

Assim

L=R-C-= 3}.1'—r—1.r3 L v - I{).\'+20‘]
3 )

=31x-— % ¥ 2% < 10e~20
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ou ainda,

L(x)= —%.xj +2x* 4 21x — 20,
3
Calculando a derivada primeira da funcao lucro, em relacido a x,
temos _
L'(x)=-x" +4x+21 e'L“(.\'} ==-2x+4.
Agora, para calcular os pontos criticos de L é 6 igualar L'(x)
a 7ero, ou seja, 'L‘{_\') =0e vem—-x" +4x+21=0. Resolvendo
esta equacdo pela férmula de Bhdskara, temos as raizes x = -3 e
x=T,
Logo, x=-=3e x =7 sdo os pontos criticos de L.
Vamos determinar agora os extremos relativos de L.
Parax = -3, lemosL“(—B] =(-2)(-3)+4=10>0, logo, é um
ponto de minimo relativo de L.
Parax=7, temos L"(7)=-2-7+4=-10<0, logo, € um ponto
de méximo relativo de L .
Portanto, a quantidade a ser produzida e vendida para dar o maximo

lucro mensal éx =7.

3.9 - O Método de Newton

O método de Newton serve para encontrar solucbes aproximadas de
equacdes da forma f(x) 0, em que f(X) representa uma funcéo diferenciavel.
Trata-se de um método iterativo que consiste em definir recursivamente uma
sucessao de aproximacfes (X,) convergindo, sob condi¢cbes bastante gerais,
para uma solucdo da equacao f(x) = 0. A sucesséo (xn) fica determinada por
um palpite ou aproximacdao inicial Xo. Para cada aproximacao x, de uma raiz z
de f(x)=0, o termo seguinte Xx,:1 Serd uma aproximacao ainda melhor da mesma
raiz z. Em geral os erros | X, — z| convergem muito rapidamente para zero. A
convergéncia, habitualmente referida como quadratica, é caracterizada por
cada erro | Xn+1 — 2| ter uma ordem de grandeza comparavel com o quadrado
do erro anterior | x, — z[2. A ideia do método consiste em obter a aproximacao

Xn+1 @ partir da aproximacgao anterior resolvendo a equacao de primeira ordem

f(xn)
f’(xn).

flx) + f'(xn)(x— x, =0, cuja solucdo explicita € x,,, = x,, —
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Observe que f(x,) + f'(x,)(x — x, = 0 ndo é mais do que o polindmio
de Taylor de primeiro grau da funcéo f(x) no ponto x, Logo, numa vizinhanga
de xn tem-se f(x) = f(x,) + f(x)(x—x, ), S€x = x,,.

Geometricamente Xn+1 corresponde a intersegdo com o0 eixo das
abscissas da reta tangente ao grafico de f(x) em (x,, f( x,)).

Exemplo 1:
Comegando com x; = 2, encontre a terceira aproximagao Xz para a raiz da
equacao x2 —2x—-5=0.
Solucao: Vamos aplicar o Método de Newton com
f(x)=x3 -2x—-5 e f(x) = 3x* - 2.

O préprio Newton usou essa equagao para ilustrar seu método, e escolheu x; = 2 ap6s
alguns experimentos, pois f(1) = — 6, f(2) = — 1 e f(3} = 16. A Equagio 2 fica
P~ 2x, -5

R W
Com#n == 1, temos
o x3—2x;,— 5
S P
20— 2(2) ~ 3
AT ez
Entdo com n = 2, obtemos
- X3 2y, — 5§
X3 = Xy w———msx% _—
gy - B Z22D 75 e
3207 -2

Resulta que essa terceira aproximagfio x; = 2.0946 & precisa até quatro casas decimais.

Exemplo 2

Obter o método de Newton para obter a raiz positiva s equacdo x2=9,
comecando pela primeira aproximacao de 4.

Solucédo: Escrevemos a equacao como x2 — 9 = 0 e expressamos

flx)=x*—-9
Slx}=2x

Substituindo os valores , obtemos:

Sx,)
Xpi1 = Xy — =
; f(x,)
x,2—9
Xopq =X, —
Lt 2x,
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Comegamos com Xx; = 4.

Xp=x - =P Xy = xy = 229
R 2x, T 2x,
16 — 9 : (3;125)* — 9
=4 - —— = 3,125 — ==
.8 3,125, 2(3,125)
= 3,125 = 3,0025
X -9 x: -9
Xy = X3 — ——— X = Xy — ————
2x, 2x,
(3,0025 — 9 (3,0000)* — 9
= 3,0025 — = 3,0000 —
2(3,0025) 2(3,0000)
= 3,0000 = 3,0000

Certamente, todas as aproximagdes sucessivas serao 3,0000. Assim, a raiz posi-
tiva da equagdo x? — 9 = 0 sera 3,0000, até a quarta casa decimal.

Observe que se x, for uma solugdo de f(x) = 0, f(x,) = 0. Assim,

_ J(x,)
Xn+1 = Xy *m
=x,—0

:x"

Consequentemente, todas as aproximag¢des sao iguais a xn. Note que
essa situacdo ocorre nesse exemplo, em que todas as aproximacdes apos e
incluindo x4 ttm o mesmo valor com quatro casas decimais. Observe também
gue Xn+1 = X, implica f(xn)=0. Assim sendo, podemos concluir que se duas
aproximacdes sucessivas forem iguais, temos entdo uma aproximagdo para
um zero de f.

Se, no entanto, a escolha inicial de x; hao for suficientemente préxima do

zero desejado, é possivel que se obtenha aproximacdes para outro zero.
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Assim, quando da aplicacdo do Método de Newton, deve-se inicialmente
fazer um rapido esboco do gréfico da funcdo para obter sua aproximacédo
inicial. O gréafico deve ser consultado para assegurar que se estd obtendo
aproximagdes sucessivas do zero desejado.

Quando o Método de Newton for utilizado para resolver uma equacao da

forma f(x) = 0, deve-se fazer o seguinte:

1. Escolha adequadamente a primeira aproximacdo x,. Um esbogo rapido do
gréafico de f ird ajudd-lo a obter uma escolha razoavel.

2. Com o valor de x, na férmula (1), obtenha uma segunda aproximagéo x,.
Entio, use x, em (1) a fim de obter uma terceira aproximagao x;, € assim
por diante, até que x,,, = X, com a precisdo desejada.

Exemplo 3:
Use o Método de Newton para encontrar a raiz real da equacéo x2 —2x—2 =0
com quatro casas decimais.
Solucgéo:
Seja f(x) = x3 — 2x — 2; assim f” (x) = 3x? — 2.
Ent&o, temos:
x> —2x, — 2
3x,2 — 2

Xnp+1 — Xp —

-

Para obter um esbogo do grafico de f, colocamos os pontos (—2, —6), (-1, — 1),
0, —2), (1, —3), e (2, 2). Hé extremos relativos de f quando f’'(x) = 0, isto
¢, quandox = +4+.6.
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Pode-se observar que como o grafico da figura intersecta o eixo X num

Gnico ponto, existe somente uma raiz real da equacdo dada.

Como f(1) = —3 e f(2) = 2, essa raiz estd entre 1 e 2. Uma escolha ade-
quada para nossa primeira aproximacgdo ¢ x, = 1,5. A Tabela 1 mostra as
aproximacdes sucessivas calculadas de (3) com esse x;. Queremos que a raiz se-
ja precisa até a quarta casa decimal; assim sendo, usamos cinco casas decimais
nos nossos calculos. Como x; € x; sdo iguais (até cinco casas decimais), arre-
dondamos esse numero para quatro casas decimais, obtendo 1,7693 como sen-
do a raiz procurada.

Tabela 1
X2 = 2x, = 2

n Xn X, — 2x, — 2 3x2 — 2 = T _" > Xpi

1 1,50000 —1,62500 4,75000 —-0,34211 1,84211

2 1,84211 0,56674 8,18011 0,06928 1,77283

3 1,77283 0,02621 7,42878 0,00353 1,76930

4 1,76930 0,00006 7,39127 0,00001 1,76929

5 1,76929 —0,00002 7,39116 0,00000 1,76529
Exemplo 4:

Use o Método de Newton para encontrar, com trés casas decimais, a
. ~ . . 1
coordenada x do ponto de intersecao no primeiro quadrante dareta y = sxea

curvay = sen x.
Solucéo:

A figura a seguir mostra a reta e a curva.

y =senx

. 1
Queremos encontrar o valor positivo de x para o qual senx = 3%

3senx =x =>3senx —x =0
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Seja
flx)=3senx — x

f(x)=3cosx—1

Da férmula
S(x,)
_ 3sen x, — x,
L 3cosx,— 1

Pelo grafico, parece que uma escolha razoavel para x; é 2. Calculam-se
as aproximacgdes sucessivas usando a férmula, elas se encontam na tabela 2
abaixo. Os célculos foram feitos com quatro casas decimais. Observando que

X4 € Xs S80 iguais a 2,2789. Dessa forma, o valor positivo de x para o qual

1 . . ,
senx = X, com tres casas decimais é 2,279.

Tabela 2

Isenx, — x
n X, Isenx, — X, Jcosx, — 1 Tsx::Tn Xni1
1 2,0000 0,7279 —2,2484 -0,3237 2,3237
2 2,3237 -0,1346 -3,0513 0,0441 2,2796
3 2,2796 —-0,0022 —2,9528 0,0007 2,2789
4 2,2789 —0,0001 -~2,9512 0,0000 2,2789
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Tabela de Dervadas

Ee/lkelR 0
- ! T
w+ v ' + v
ku.c/ keR feu!
. |'_ F
Ut u v+ uv
[ w v—uy
v y?
u* c/ack au'u>*
e u'e®
[
Inw *
T
a*.c/ aeR™ u'a*Ina
: f — T4 I o'
(%] T I - — —
]';-:'é:-n u, ¢/ ac km) {l} Ina u
sen u u' cos u
COS U —u' senu
tou u sect y
. 7 B
cOtg u —U CcOsec™ u
I
ser u u secutgu
cosec u —u' cosec ucotg u
arcsen u I
W |.—‘-'LL"
- [
arccos u s
v I —u®
4["
arcte 1 :
al LE U m
11,]:..
arccote u —ry
(=] L
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— (entro
o _ Césntf/[éco
Conhsosr
J

AVALIACAO C,
Esta avaliacdo corresponde a 50% da nota do terceiro médulo.

Nome do (a) cursista:

12, Questao:

Determine a derivada do polindmio x* — 12x3+ 2x? + x - 1.

23, Questao:

Calcule a derivada do produto das funcdes f (x) = x* + 2x + 1 e g (x) = 2x - 1.
32. Questao:

Encontre a derivada do quociente de f (x) = x> + 2x + 1 por g (X) = 2x — 1.

42, Questao:

Calcule a derivada de e*. In x.

52, Questao:

Derive h (x) = (2x + 1)° .
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N CO)Z/Z&GE’Z

—
K/'—“o Centro
( % 0 Césn/:f/éco

AVALIACAO C,
Esta avaliacdo corresponde a 50% da nota do terceiro médulo.

Nome do (a) cursista:

12, Questao:
Calcule a derivada da funcéo f(x) = x* .sen (5x) .
23, Questao:

Calcule a derivada da fungéo f(x) = (1;

—x )5 )
32, Questao:

Um Agricultor tem 2400 m de rede para cercar um campo retangular que esta
na margem de um rio. Ele ndo precisa de cerca ao longo do rio. Quais sao as

dimensdes do campo que tem maior area?

42, Questao:
Uma lata cilindrica é feita para receber 1 litro de 6leo. Quais as dimensdes da

lata, de modo a minimizar o metal gasto na sua fabricacao.

52, Questao:

Seja f uma funcdo de dominio R, com derivada finita em todos os pontos do
seu dominio. Na figura a seguir encontra-se parte do grafico de f, funcéo

derivada de f. Sabe-se ainda que f (0) = 2. Qual pode ser o valor de f (3)?

A)1 B)2 C)5 D)7

.

¥l i
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