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1 Introducao

Com o objetivo de garantir a sua admissdo em qualquer universidade, este manual foi
elaborado de forma completa, abrangendo todos os conteudos avaliados nos exames de
admissdo. O manual é estruturado em capitulos, incluindo um dedicado a matriz do
exame de Matematica. Cada capitulo traz uma explicagdo tedrica e uma série de
exercicios resolvidos para expandir o seu nivel de compreensao. Ao final de cada
capitulo, sado propostos exercicios para avaliar o seu nivel de assimilacdo. Recomenda-
se concluir esses exercicios antes de avancgar para o proximo capitulo. Embora este
manual cubra toda a matéria dos exames, € aconselhavel complementar com conteudos
adicionais.

Esta segunda edicdo € uma melhoria da primeira, eliminando conteudos irrelevantes
para tornar o livro mais assertivo e direto ao ponto. Foram feitas melhorias em diversos
topicos para aumentar a qualidade do material, além do acréscimo de novos conteudos
cobrados recentemente nos exames dos ultimos anos. Como o livro ainda esta em
atualizagdo para alguns capitulos e os exames estdo proximos, inclui um anexo de outro
autor, com topicos complementares relevantes para os estudantes. Estude todo o
conteudo deste livro, pois € de grande importancia para a sua preparagao.
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2 CONJUNTOS NUMERICOS

2.1 Numeros Naturais

Chama-se conjunto dos numeros naturais simbolo N Formado pelos numeros

0;1;2;3...

T 5 =N
Note que N* =N-{0}={1,2,3,4,5, ...}

N={0;1;2:3,...}
Subconjunto de conjunto N

N ={1,23,.}

2.2 Numeros Inteiros Relativos
Chama-se conjunto dos numeros inteiros relativos (Z). Conjunto

Note que N C Z e além disso:

Subconjuntos dos Inteiros relativos (Z)
ZouZ, = {0,1,2,3...} Conjunto dos inteiros nao negativos por isso N= 7~

Z-ouZ = { — 3,—2,—1,0} Conjunto dos inteiros nao positivos

zZ = {..—3,-2,~1} Conjunto dos inteiros negativos
Z = {...,—3,—2,—1,1,2,3...} Conjunto dos inteiros ndo nulos

Z: = 1,2,3...} Conjunto dos inteiros positivos
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2.3 Numeros Racionais

Chama-se conjunto dos numeros racionais ( Q) o conjunto dos pares ordenados ou

(fraccoes) onde

z .5 3 1 1 3 5
232 2"2-1"2072 172 272 3
—F 3 s F—FwFreF ot >0
1 t 1 | ts3
-2,13 0,1 0666.. 198 29

NotequeNCZ C Q@

O conjunto de numeros racionais inclui os numeros inteiros acrescentados agora com
numeros decimais os que possuem dizima finita ou infinita periddica.

Subconjuntos dos numeros racionais:
Q" ouQ, Conjuntos dos racionais positivos (ndo negativos)
O ouQ Conjuntos dos racionais negativos

(nao positivos)

O’ Conjuntos dos racionais nio nulos

2.4 Numeros Irracionais

Chama-se conjunto dos numeros irracionais aqueles cuja representagao decimal é
uma dizima infinita nao periédica, ou seja, possuem uma sequéncia decimal infinita

que nunca se repete em um padrao fixo.

Ex.: de nimeros irracionaI\/E: 1,4142136...; 7 =3,1415926..
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Diferente dos numeros racionais, que podem ser expressos como fragoes e tém
dizimas periddicas ou terminacdes finitas, os irracionais nao podem ser representados
como fragao de dois numeros inteiros.

O numero de Euler (e = 2,7182818...) € um numero irracional, pois suas casas
decimais seguem infinitamente sem um padréao repetitivo. Ele nao termina em 8 nem
possui um ciclo que se repete nos digitos, o que o caracteriza como uma dizima infinita
nao periodica.

Exemplo de outros numeros irracionais: {\/f,\/ll, 5e,m+1, ‘/Z—g}

Nao existe um simbolo oficial para os niumeros irracionais,
mas podemos adotar () para facilitar as nossas operagdes
com este conjunto de niumeros.

2.5 Numeros Reais

Chama-se conjunto dos numeros reais ( R) o conjunto de todos niumeros decimais
exactas ou periddicas (racionais) e conjunto de niumeros decimais nao exactas e nao

periddicas (chamados irracionais)

Assim, todos os numeros listados anteriormente sdo nimeros reais, desde os naturais,
inteiros, racionais e nUmeros irracionais.

Subconjuntos dos numeros reais

R’ ouR , Conjunto dos numeros reais positivos
R ouR_Conjunto dos numeros reais negativos

R Conjunto dos niumeros reais ndo nulos
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2.6 Operagoes de Relagao

As operagoes de relagao entre nimeros e conjuntos ajudam a descrever a ligagao
entre um elemento (nimero) e um conjunto ou entre diferentes conjuntos.

2.6.1. Relacdes entre um elemento e um conjunto

Para relacionar um niumero com um conjunto, usamos os simbolos pertence (€) e nao
pertence (¢). Por exemplo, podemos afirmar que 34 pertence ao conjunto dos numeros
inteiros usando a notacdo: 34 € Z

NOTA: Z representa o conjunto dos inteiros. Caso o numero nao faga parte do conjunto,
utilizamos o simbolo ndo pertence (&).

Exemplo Adicional: -4 ¢ Ne+3 €1

2.6.2. Relacdes entre conjuntos

As relagdes entre conjuntos utilizam os simbolos contém (2), ndo contém (¢), esta
contido (<) e nao esta contido (¢). Por exemplo, o conjunto dos numeros naturais
(representado por N) esta contido no conjunto dos numeros inteiros (Z), ja que todos os
numeros naturais também sao inteiros. Escrevemos essa relagdo como: NcZ

Exemplo Adicional: Z c R& Q, » N
Essas operagdes de relagcdo ajudam a estruturar e a organizar matematicamente a

inclusdo e a pertenga de elementos e conjuntos, tornando claro como os numeros se
relacionam entre si em diferentes grupos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

01) Faz a relagao entre cada elemento para cada conjunto use os simbolos €
ou ¢
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a)23,1__N f)3,5_  Z-

b) —2,45__Q g) —9876 __Q;
c)m____R h)-5__ R}

dv3i___1 )Vie_____ Q]
e)g 7 j)51,23 I

02) Faz a relagao entre os conjuntos

a)R____N lz___ 7
b)z_____Q g)Q Qs
c)Q______R h)R; _ N
dR_ I i) 2 Q:
eeN___ 7 izt R

03) Mostre que \/gé um numero irracional.

RESOLUGAO

01. Faz a relacao entre cada elemento para cada conjunto use os simbolos € ou ¢

Resolucao:
a)23,1¢ N f)3,5 ¢ Z~
b) —2,45 € Q g) —9876 € Q,
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c)m € R h) -5 ¢ R{§

d)V31 €1 i) V16 € Q¢
e)g ¢ Z j)51,23 ¢ I

02.Faz a relagao entre os conjuntos

Resolugio:
a)R oN f)Z o Z~
b)Z cQ g)Q c Qg
c)Q Cc R h)R{ o N
dR oI i)Z~ ¢ Q,
e) NcZ

Z"cR
03.Mostre que \/gé um numero irracional.
Resolucao:

o a .z = 2 . = , q a i~
\/ge raiz do polinémio. p(x) =x"—35 Pelo teorema, suas possiveis raizes racionais sao

—5,—1,1 ou 5, Vamos verificar:
p()=2-5=-420 p(-1)=(-1) -5=-120; p(5)=52-5=20%0 p(-5)=(-5) -5=20%0

Logo, esse polindmio nao admite raizes racionais. Como \/gé raiz, deve ser irracional
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3 TEOREMA DE CONJUNTOS

Definigbes:

Conjunto representa uma colec¢ao de objectos

Elemento € um dos componentes de um conjunto

Pertinéncia é a caracteristica associada a um elemento que faz parte de um
conjunto

Geralmente indicamos um conjunto com uma letra maiuscula A, B, C, D... e um

elemento com uma letra minuscula a,b,c,d.x, y.
E —p pertence

3.1 Representacao De Conjuntos @ —» naopertence

v - para todo e qualquer

A representagao de conjuntos pode ser feita de trés maneiras:
A — B — AestacontidoemB

e Por Extensao A & B ~» Anioesta contidoem B
B > A > BcontemA

Ex. 4={2,4,6,8,10} Conjuntos dos niimeros pares positivos

B={age,,o,u} Conjuntos das vogais
e Por compreensao
Quando é enunciada uma propriedade caracteristica dos seus elementos

Ex. 4={ os meus CDs de hinos} B={xeR:x ¢éprimo}

e Diagrama de Euler-Venn
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Nota que o diagrama de venn pode representado por quadrilateros ou circulos

3.2 Conjunto Unitario

Chama-se conjunto unitario aquele que possui um unico elemento.

Ex1: A = {m}

Ex2: Conjunto das solugdes da equagao 5x-1=19 {4}

3.3 Conjunto Vazio
Chama-se conjunto vazio aquele que nao possui elemento algum o simbolo

usual para conjunto vazio é 0.

Exemplos:

1){x:x¢x}=®
2){x:x>0ex<0}=0

3.4 Subconjunto

Um conjunto B e subconjunto de conjunto A se todo
elemento do conjunto A pertencer também a B

Ex: A = {2,3} é subconjunto de B = {1, 2,3,4, 5}

3.5 Conjunto Universo

Chama-se conjunto universo o conjunto dos quais
todos conjuntos em estudo sao subconjuntos simbolo

U
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3.6 Igualdade Conjuntos

Dois conjuntos A e B sao iguais quando todo elemento de A pertence a B e,
reciprocamente, todo elemento de B pertence A

Ex:

1. {a,b,c,d}={d, c, b, a}
2. {1,3,5,7,9, ...} = {x: x é inteiro positivo e impar}
3. {x:2x+1= 5} = {2}

Observa:

¢ Que na definicao de igualdade entre conjuntos nao intervém a nogao de ordem
entre os elementos no entanto:
{a,b,c,d}={d,c,b,a}={b, a, c, d}

e Nota que a repeticdo de um elemento na descrigdo de um conjunto é algo
totalmente inutil por exemplo:

e {a,b,c,d}={a,d,c,b,b,a,c,d, d}={b, a, c, d} para evitar de confundir basta
usar a definigao.

3.7. Complementar de um conjunto

Chama-se complementar de A em relagao a um dado conjunto B ao conjunto de
todos elementos de B que nao pertencem a A.

Em outras palavras, é o conjunto dos elementos que n&do estdo no conjunto que
estamos considerando.

Seja A um conjunto dentro de um conjunto universal U. O complemento de A é
geralmente representado por:

A, Aou A
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Exemplo

Se o conjunto universal U ={1,2,3,4,5,6} e A = {2,4, 6}, entdo o complemento de 4,
seria o conjunto A dos elementos que estdo em U, mas ndo estdo em A:

4=1{13,5)

Exemplos:

EX.:A:{paqaw}

Leis de Morgan
ANB=AUB
AUB=ANB

3.7 Diferenca De Conjuntos

Dados dois conjuntos A e B chama-se diferenga entre A e B o conjunto
formados pelos elementos de A que nao pertencem a B

Em outras palavras a diferenga entre os conjuntos A e B (representada como A-B ou
A\B) é o conjunto de todos os elementos que pertencem a A e que nao pertencem a B.

Exemplo

SejaAd={1,2,3,4,5}e B = {3,4,6}

A\ B sera o conjunto de elementos que estdo em A, mas nao estdo em B:
A\ B =1{1,2,5}

Ja a diferenga B \ A seria o conjunto dos elementos que estdo em B, mas nao estao
em A:
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B\ A={6)

3.8 Diferenca Simétrica

AAB Dados dois conjuntos de A e B chama-se diferenca
simétrica de A e B a condicgao:

Em outras palavras, A diferenga simétrica entre dois conjuntos A e B, denotada por

AAB, é o conjunto dos elementos que estdo em um dos conjuntos ou no outro, mas

nao em ambos ao mesmo tempo. A diferenca simétrica exclui os elementos que sao
comuns aos dois conjuntos.

Definicao Matematica

A diferenga simétrica entre A e B pode ser definida como:
AAB=(A-B)U(B—-A)

Isso significa que AAB € a unido dos elementos que estdo apenas em A e dos

elementos que estdo apenas em B.

Exemplo:

Sejad={1,2,3,4}eB = {3,4,5,6}

Primeiro, encontramos A — B = {1, 2}.

Em seguida, encontramos B — A = {5, 6}.

Agora, a diferenga simétrica

AAB é a unido desses dois conjuntos:
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AAB={1,2}U{5,6} ={1,2,5,6}

3.9 Reuniao De Conjuntos

Seja dois conjuntos A e B chama-se reunidao de A com B ao conjunto de todos

elementos de conjunto A e do conjunto B

Propriedades de reunido

A B | AuUA=A(idempotente)

A U@ = A(elemento neutro)

A UB=BUA (comutativa

(A U B) UC=A u( Auv C)(associativa)

3.10 Intersecgao De Conjuntos
Chama-se intersec¢ao de A com B ao conjunto de elementos que pertencem

simultaneamente ao conjunto A e ao conjunto B

Propriedades de intersecgao

ANA=A (idempotente)

ANU=A (elemento neutro)
ANB=BNA (comutativa)
AN(BNC)=(ANB)NC (associativa)

3.11Cardinal de um conjunto
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Cardinal de um conjunto finito A € o numero de elementos deste conjunto.

Representa-se #A e |é-se cardinal do conjunto A

Ex: A={a,e,i,o,u}=>#A=

PRODUTO CARTESIANO

5

O produto cartesiano de dois conjuntos A e B é o conjunto de todos pares ordenados
que se podem formar, indicando primeiro um elemento de A e depois de B, e

representa-se por AxB

Exemplos

1°Se 4={1,2,3} eB={12} temos:

AxB={(11), (1,2), (2.1), (2.2), (3.1), (3.2)}

€

BxA={(11), (1,2), (1,3), (2.1), (2.2), (2.3)}

e as presentagoes no plano cartesiano sao as seguintes:

A AxB
y A BxA
y
5 (1,3) (2,3)
5 (1,2) (2,2) (3,2) " (1,2) (2,2)
. 1,1) 2,1) 3.1 : (1,1) (2,1)
1 2 3 == 1 2 =

Chama-se conjuntos disjuntos a dois conjuntos cuja
interseccao de é um conjuntos vazio.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

01

Num prédio, foi efectuada uma pesquisa sobre os frequentadores das lanchonetes A, B
e C e constatou-se que 30, 40 e 20 individuos frequentavam A, B e C, respectivamente;
12 frequentavam A e B; 9 frequentavam B e C; 6 frequentavam A e C; 4 frequentavam
A, B e C; 5 ndo frequentavam nenhuma lanchonete. O numero de moradores do prédio
é:

A. 90 B. 80 C.72 D. 92 E. 62

02

Sejam m e n o numero de elementos de M ={-3,-2,4,6} e N ={2,3}, respectivamente.
Considere a relagcado dada pela lei m > n. Os pares ordenados que constituem a relagao
sao:

a) (-3;2),(-2:3).(4:2),(6:3) b) (-3;3),(-2,3).(6:2),(6;3) ©) (42),(4:3).(6:2),(6;3)
d)(-3:2),(4:3),(6:2),(6:3) ©)(42),(4:3).(-3:2),(6;3)

03

A intersecgéo do conjunto de todos os numeros naturais multiplos de 10 com o
conjunto de todos os numeros naturais multiplos de 15 é o conjunto de todos os
numeros naturais multiplos de:

a) 2 b) 30 c)5 d) 30 e) 150

04

As figuras abaixo representam diagramas de Venn de dois conjuntos arbitrarios A e B.

Assinale a alternativa que representa o diagrama de Venn no qual 4 N B esta
sombreado

GATILHO DE MATEMATICA | 2° Edigéo m



Resolugao

01 Para resolver esse problema de forma mais facil, podemos usar um | .y
diagrama de Venn. Comegamos preenchendo as intersecgoes,
comecgando pela maior intersegao (as pessoas que frequentam todas
as lanchonetes) e, em seguida, preenchendo as intersegdes
menores. E importante garantir que, ao final, a soma dos nimeros em
cada circulo correspondente a uma lanchonete seja exatamente igual
ao numero total de frequentadores daquela lanchonete.

Depois de completar o diagrama, somamos todos 0s numeros
visiveis para encontrar o total de frequentadores. Por fim,
adicionamos aqueles que nao frequentam nenhuma lanchonete para
obter o numero total de moradores do prédio.

16+8+25+2+4+5+9+5=72

02 | Na realidade o que nos é pedido neste exercicio € um conjunto de pares ordenados em que o
primeiro elemento do par pertenga a m e que seja maior que o segundo, sendo que este pertenca
a n. Assim, os pares ordenados sao:

{(4:2).(43).(6:2).(6:3)}

03 | seja: A= { conjunto de todos os nimeros naturais multiplos de 10}

A= {10; 20;30;40;50;60;70;80;90;100;1 10;120...}

Seja: B = {conjunto de todos os niimeros naturais multiplos de 15}
B =(15;30;45;60; 75;90;105;120;135;150...)

Fazendo a interseccdo ANB = {30; 60;90; 120;150...}

Entretanto, podemos ver que a interseccao dos dois conjuntos é um conjunto de todos os
numeros naturais multiplos de: 30

04 | O conjunto complementar de B, onde U e o conjunto universal que contem os objectos.
Desta forma, a area achatando em cada alternativa e representada por:

A)ANB BJANB  O)A D)[AnB] E) AUB
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4 INTERVALOS REAIS

Alguns subconjuntos de

podem ser representados de maneira mais

simplificada. Sao os chamados intervalos reais.

Intervalo aberto nas duas extremidades

I I

2 b

Que sera ]a,b[ ou ainda(a,b)ou através

de conjunto{XERZa<x<b}

Intervalo aberto em a e fechado em b.

a b

Que seré Ja,b] ou ainda (a,b] ou

através de conjuntos {xe R:a <x<b}

Intervalo fechado em a

e

d

A

Y

Que sera [a,+oo[ ou ainda|a,+)ou

através de conjuntos {xe R:x>a}

Intervalo fechado nas duas extremidades

B I

a b

Que sera [a,b] ou através de conjuntos

{xeR:anSb}

Intervalo fechado em a e abertoem b

B I

a b

Que sera[a,b[ ou ainda [a,b)ou através

de conjunto{xeR:a<x<b}

Intervalo aberto em a

Que sera [a,+]ou ainda (a,+x)ou

através de conjuntos {x e R:x>a}
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Intervalo fechado em b

1.

e

Que sera |-o,b] ou ainda (-»,bjou através de conjuntos {xeR:x<b|

Intervalo aberto em b

)

- o

b

Que sera |—o,a] ouainda (—o,b) ou através de conjuntos {x e R:x <b}
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EXERCICIOS RESOLVIDOS
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01.Dados conjuntos numéricos em A={xec R:1<x <3} e B={xeR:x<1 oux>2}Determine
ayAuB b)ANB c)A—B

1

- 1

- I

- 1

- I

I , W I

| A L I

1 | | X I

I ‘ ' I
| |

: I I 1

1 a

1 B ‘ N/ | - |

- : | X |
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02.Se 4={xeZ',x’ <5}e B={xeR,x<2}entdo o nimero de elementos da relagao

R={(a,b)eAxB,b<a2} é:

| |
1 |
I ]
1 se A= {x eR ,x*< 5} eB= {x eR x< 2} , entdo o numero de elementos da relagdo 1
1 |
: RZ{(a, b)e AxB, b<a2} é: :
: a) 3 b) 4 c)5 d)6 e) 10 :
I Do enunciado temos: I
: e x pode assumir os valores —2,—1,1 e A={—2, -1, 1, 2} :
: e x pode assumir os valores :
! 0el—B={0,1} :
1 |
I |
| |
| |
1 |
| |
| |
| |

AxB={(-2,0)-(-2.1)-(~1,0)-(~1L1)-(1,0)-(1,1)-(2,0)-(2.1)}
R={(-2,0):(-2.1)-(~1,0)(1.0)-(2.0)- (2.1}

A relagdo R possui 6 elementos
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Determine 4AUB e ANnB

F T e T M
: Resolugao [
I
! I
: Como o conjunto A={xeR/—2Sx<2} A=[-2;2[o conjunto :
! I
| B={xe~ /-4<x<-l} A=]-4,-1] Representando temos: !
1
| A |
i & Q :
1 A (RN (NN SN NN S N SN I
1 | | | | | | | | | I
I 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 |
1 O o
: 8 ’
| !
I
| Entretendo AUB=[-2;2[n]4,~1]=[-2,-1]. 4UB=[-22[U]4,-1]=]4,2] :
! I
! I
] A ]
1 @ 0 "
I | | ! | | | | 1
I I | [ l | I | I
' 5 4 3 249 0 1 2 3 ]
1 o e
: B ’
e o o o o .

EXERCICIOS PROPOSTOS

18
1. Dados os conjuntos: 4 ={x e R:x=3n| eB:{xeR—{O}:—zn} Tem-se que AN B é
X

igual ao conjunto:
a) [3,18] b) { } c) {xeR:3<x<18}  d){3,6,9,18)
2. Dados A=]-2,4]B=[1,4] e C=(0,2] correcto afirmar que & UC é:
a) (-2.2]  b)[-2.2] c)(-2.2) d)(0,2] e)(-2.4]

3. O numero X nao pertence ao intervalo aberto de extremos -1 e 2. Sabe-se que x <0 ou
x >3 Pode-se concluir que:
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a) x<-loux<3 b) x>2oux<0 €) x>2oux<-1 d)x>3 e)
Nenhuma das alternativas anteriores

4. Dados conjuntos numéricos em 4=]-14,11], B={x:3<x<17} e o universo U =]-18,18]o

conjunto complementar da reunidao de A com B.

a) AUB=]-18,14]U[17,18]  b) AUB=]-18,-14]UJi7,18]  d) AUB=]-18,18]
¢) AUB=[~18,18] ¢) AUB=0

5. Sejam os conjuntos: A={xeR:0<x<2} 4={xeR:-3<x<1}Nestas condigbes, o

conjunto (4UB)—(A4NB) é:

a) [-3.0]ulL2]  B)[-3,0[U[L2] €) -0, —3[ U[2, 0] d) 10.1]

6. Sejam os conjuntos: A={xeR:—4<x<3}e B={xeR:-2<x<5} 4-B éigual a:
a) {reR:-4<x<-2}  b){xeR:-4<x<-2}  c¢) {xeR:3<x<5}

d){xeR:3<x£5} e){xeR:—2£x<5}

7.Um conjunto A contém os cinco primeiros numeros naturais, os cinco primeiros numeros
pares e os cinco primeiros numeros impares. Entdao, o numero de elementos do conjunto
A é:

a) 10 b) 11 c) 12 d) 15

8. Dados os conjuntos A={1, 3,4, 7, 8}, B={2,4,6,8}eC={2 3,5,7, 8}, o conjunto
#(AUB)UBtém:

a) 5 Elementos b) 6 Elementos c) 4 Elementos  d) Nao tem elementos

9. Numa escola de Linguas Estrangeiras, estudam 300 alunos. O numero de estudantes
matriculados apenas em Espanhol corresponde a metade dos que estudam Inglés, e a quantidade
dos que cursam apenas Inglés é igual a dos que estudam Espanhol. O numero de alunos que

cursa Inglés e Espanhol é

a) 40 b) 50 c) 60 d) 80
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10. Quantos sao os elementos do conjunto{x eR:10r<x< 7r+30}?
a) 2 b) 1 c)3 d) Infinito e) o conjunto é vazio

11.A parte colorida no diagrama que melhor representa o conjunto D= A—(AUB) é:

a)a@s b);x@s O a B d)A@B

12. Sendo A = {x € N,x é divisor de 18} e C = {x € N, x é multiplo de 3}, entdao
(B—A)nCé:

a) {6,9,18} b){6,18} c) {6,9} d) {6} e) 0

13. Dados: A ={1,3,4,5,7,8},B ={1,3,5,6,9},C = {5,6,7,8,9} temos que An (BN C)
resulta:

a) {5,6,9} b) {5} c) {1,3} d) {1,3,4,7,8} e) {7,8}
14. Dados os conjuntos A={1,3,4,7,8}, B={2,4,6,8}eC={2,3,5,7,8}, oconjunto
#(AUB)UBtém:

a) 5 Elementos b) 6 Elementos c) 4 Elementos  d) Nao tem elementos

15.Chama-se conjunto dos numeros racionais o conjunto:

a) {x|xeR} b) {%|an,combeZeb¢O} c) {%|aeN,combeNeb¢O}
d) {xeR|x=\/;eaeQ} e)%|an,combeZ
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16. Assinale a afirmacao verdadeira:

a) (vV5+1)(V5—1)éirracional e 0,999... é racional.
b) (vV5+1)(V5 - 1)é racional e 0,999... é racional.

c) (vV5+1)(V5—1)é racional e 0,999... é irracional.
d) (v5+1)(v5—1)éirracional e 0,999... é irracional.
e) (vV5+1)(v/5—1)é0,999... ndo sdo nimeros reais.

17. No diagrama, a parte hachurada representa:

a) (ENF)NG
b) (ENG) E
c) Gn(EUF) F
d (ENF)U(FNG)
e) (EUF)UG G

5 NUMEROS COMPLEXOS

Conjunto dos numeros complexos Com a criagdo da unidade \\
imaginaria i, surgiu um novo conjunto numeérico C, o conjunto dos
numeros complexos, que engloba o conjunto R dos numeros
reais. Assim, por meio de um diagrama Euler-Venn,
. J
o )

O surgimento desse novo conjunto numérico foi de grande utilidade para a superagao de alguns
obstaculos na matematica e, por conseguinte, nas aplicagdes directamente ligadas a ela.

Definicdo: Chamamos de numero complexo na forma algébrica, todo numero na forma a + b,
em que a e b sdo numeros reais e i é unidade imaginaria-.

Da mesma forma que, quando nos referimos a um numero natural, usamos a letra N para
representa-lo, a letra z sera usada para representarmos um numero complexo.

Assim, no numero complexo z = a + bi, dizemos que:
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e aéaparterealdez [ Representamos: a = Re(z) ]
e b é a parte imaginaria de z. [ Representamos: b = Im(z) ]

Exemplo: z = 5 + 9i

Em particular, temos:

1°) Se Im (z) = 0, dizemos que z é um numero real.

Exemplos: —5=-5+0i;+/2 =+/2 +0i

2°) Se Re (z) =0 e Im (2) # 0, dizemos que z € um imaginario puro.

Exemplos: 2i=0+2i;+/3xi=0+~/3xi

5.1 Igualdade De Numeros Complexos

Dois numeros complexos, na forma algébrica, sdo iguais quando suas partes reais e imaginarias
forem respectivamente iguais. Assim, sendo z; = a; + bqi € z, = a, + b,i, com

al,bl,a2 e b2 reais, dizemos:

z, =z, a,=a,eb =b,

Exemplo

Calcular a e b de modo que:

(2a—b)+3i=-2+(-a+b)i

Resolugao

2a-b=-2

Devemos ter:
3=—a+b

Resolvendo o sistema, temos:
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2a—-b=-2
-a+b=3
a=1

Substituindo a =1 na equagdo —a+h=3, temos: —-1+b=3=5b=4

Assim: a=1le b=4

5.2 Operagoes Com Numeros Complexos
A. Adicao

Dados os complexos z, =a+bi e z, =c+di, com a, b, c e d reais, asoma z, +z, sera um
complexo tal que:

z, +z, =(a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+d)1

Exemplo:

Sendo z, =-3+4i e z, =21, calcular z, —z,.

Resolugédo:z +z, =(-3+4i)+(2-i)=(-3+2)+(4—-i)iAssim: z, +z, =—1+3i
B. Subtracao

Dados os complexos z, =a+bie z, =c +di,com a, b, c e d reais, a diferenca z -z, sera
um complexo, tal que:

z,—z, = (a+bi)— (c+di = (a—c) + (b—d)i

Exemplo:

Sendo z;, =5+ 3ie z,= 3+ 2i, calcular z, —z,.
Resolugéoz —z,= (5 + 3i) — (3 + 2i) = (5 - 3) + (3 - 2)iAssim: z —z,=2+i

C. Multiplicagao
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Dados os complexos z,=a+ bie z, =c +di,com a, b, c e d reais, o produto z xz, sera
um complexo, tal que:

z,xz,= (a + bi) x (c + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i

De fato, usando a propriedade distributi va, temos:

(a + bi) - (c + di) = ac + adi + bci — bdi®
v *

Como i2= -1, temos:

(a + bi) x (c + di) = ac + adi + bci — bd Agrupando a parte real e a parte imaginaria, temos:
z,xz,= (ac — bd) + (ad + bc)i

Exemplo:

Sendo z, =3 + 2i e z2 = 2 + 4i, calcule z xz,.

Resolugao

XZ

,= (3 + 2i) x (2 + 4i)

XZ

,=3-2+3-4i+2i-2+2i-4izxz,=6+12i + 4i + 8i2

XZ

=6 +12i +4i - 8 dai que z,xz,=— 2 + 16i

Observacao — As propriedades da adigao, subtracgcao e multiplicagao validas para os nu
meros reais continuam validas para os numeros complexos.

D. CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

Chamamos de conjugado do niumero complexo z = a + bi, com a e b reais, o numero
complexo z = g —bi.

Exemplos
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1°) 2, =2-3i = z, =2+ 3i 2%z, =-1-4i=>z, =1+4i 3° z, =-3i = z, =3i

4°) z,=2= z,=2

Propriedade

O produto de um numero complexo pelo seu conjugado é sempre um numero real.
ZxZeR

Demonstracao

Sendoz=a+bie z =a-bi(acR), temos:

zxz = (a+ bi) x (a - bi)

zxz =a% o + gbi - b2

zxz =a+ b?

Como a e b sdo reais, ZxZ c R

E. Divisao

Dados dois numeros complexos, z, e z,, com z, # 0, efectuar a divisdo de z; por zz2 é
encontrar um terceiro numero complexo zz tal que z1 = z2 X z3, ou seja:

Z
Zy

Exemplo
Efectuar a divisdo de z1=2 - 3i por z2=1 + 2i.

Resolugao

” - Zl -
Devemos encontrar um numero complexo z; = a + bi tal que z;, = —. Assim,
Z

2-3i
1+2i

=a + bi
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2 — 3i = (a + bi) x (1+2i)2 — 3i = a + 2ai + bi + 2bi?2 — 3i = a + 2ai + bi— 2b

2 - 3i = (a— 2b) + (2a + b)i

{a—szZ

561 :—42(1:—ﬂ
5

Substituindo em a — 2b = 2, temos:

SV P Sy
2 5 5

Assim:

a =—ieb=—Z Entao: 23 =—i—zi
5 5 1+2i 5 5

Regra pratica

Dados os complexos z1 =a + bi e z2 =c + di, a, b, c e d reais e z; # 0, para efectuarmos a

o - . s Z
divisao de z1 por z2, basta multiplicarmos o numerador e o denominador da fraccao —-

Pelo conjugado do denominador (z, ).

Assim, temos:

a=>bi (a+bi)(c—di)
c+di  (c+di)(c—di)

a+bi ac — adi + bci — bdi*

a+bi _ac+bd

2,

bc—ad .

Dessa forma:

c+di & —cdi+dic—d*’ c+di
a+bi  (ac+bd)+(bc—ad)i

c+di A +d?

)+(

)1
c*+d? c*+d?
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Exemplo

Efectuar a divisao de z1 =2 - 3i por z =1 + 2i.
Resolugao

2-3i _(2-3i)(1-2i)

1+2i  (1+2i)(1-2i)
2-3i 2-4i-3i+6i

1+2i  1-4f
2-3i  —4-7i
1+2i  1+4
2-3i 4 7
1421 5 5

Poténcias de i

Calculemos algumas poténcias de i com expoente natural:

i0 = 1
i'=i
i2=-1
B=i2xi=(-1)-i=-i

i4=i2xi2=(=1)x (1) =1
Bzitxiz1xi=i

=i xi2=1 x(-1) = -1
7=t xi®=1x (i) =i

Notamos que, a partir de i*, as poténcias de i vdo repetindo os quatro primeiros

resultados; assim, de um modo mais geral, com n €N, podemos afirmar que:
j4n = (i4)n =1"=1

i+l =i xil=1xi=i
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n+2=i-i2=1x(-1)=-1

M+ 3= xid=1x(-i)=-i

Esta conclusao sugere-nos o seguinte:
Exemplos:

1°) Calcular i3%°

Resolugao

359 [4 =¥ =i3=

39 89

2°) Calcular i'3°
Resolugao
130 [4 = i130=i2 = -1

10 32

3°) Resolva a equagao: x—2x+10=0
Resolugao

A(-2)2-4.1.10=-36
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JA =36 = \36.(-1) =6/-1=6.

x_ziJZ_ 2+6i
2.1 2
+3i

x=1
s ={1-3i,1+3i}

4°)Se Z=4 + 2i e W = 3 - 5i, entao, calcular:

aZ+W b.Z-W

Resolugao

Z+W=(4+2i)+(3-5()=4+2i+3-5i=7-3i
Z-W=(4+2i)—(3-5)=4+2i-3+5i=1+7i

Z - W = (4 + 2i) (3 - 5i) = 12 — 20i + 6i — 10i.=

12 - 14i + 10 = 22 - 14i

Resposta

a. 7-3i;b.1+7i;c.22-14i.

O numero complexo 1 —i é raiz da equagao x-+ kx +t =0 (k, t €[ 1) se, e somente se:

ak=t=-2
b.k=t=2
ck=-2et=2
Resolugao
Se (1 —i) é raiz, temos:
(1-i)+k(1-i)+t=0
1-2i-1+k-ki+t=0

(k + t) + (=2 — K)i = 0 + 0i

k+t=0 t=2
Logo: =

2-k=0  k=-2
Resposta C

dk=2et=-2

ek+t=1
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O numero complexo z, tal que 5z + z = 12 + 16i, é igual a:

a.—2+2i d. 2 + 4i

b.2 - 3i e.3+i

c.1+2i
Resolugao
Fazendo z = a + bi e z = a — bi, temos:
5z + - =12 + 16i =5(a + bi) + a — bi = 12 + 16i
5a + 5bi + a— bi =12 + 16i
6a + 4bi =12 + 16i

ba=12=a=2
4b=16=b=4

Logo: z =2 + 4i

Resposta D

Determine o inverso do numero complexo z = 3 — 2i.

Resolugao

. , . 1 .
O inverso de z sera z', tal que z x z'=1, ou seja, z'= —. Assim:

L 1xG+2) _ 3+2 _3+2i
3-2i (3-2i)(3+2i) 9-4i° 9+4

z
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Assim, z ! = i+£i
13 13

Respostaz' = % +—i

+3i . . . e
seja um imaginario puro.

07. Determinar m € R para que z =
2+mi

Resolugao

L 2+3i  (2+3i)(2—mi)
2+mi  (2+mi)(2—mi)
2430 4-2mi+6i-3mi’
2+mi 4—m'i’
2+3i  ()4+3m (6—2m) .
z= - = —+ —1
2+mi 4+m 4+m

z

Para que z seja imaginario puro, devemos ter:
Re (z)=0
Assim:

4+3m
4+m’
Resposta

4
m=——
3

=0:>4+3m:0:>m=—§

08. Calcular: i'* — 3i? + 226

Resolugao
14 |4 9 |4 26 |4
2 3 12 2 6

2-3x . +212=143i-2=-3+3]

l
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Resposta -3 + 3i
09. Calcular i*" - 2.

Resolugao

l-4n (i4)n ln

i -1 -1

j4n-2 =

Resposta

-1

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. O valor do numero real x para que o conjugado do numero complexo (x + 3i)(1 + xi) seja

igual a 2 - 4i é:
a)—2 b) v-1 c) —— d) 2 e)3

2. Considere o numero complexo z = (1 + i).(3 - i). Assinale a opg¢ao na qual consta o menor

inteiro positivo n, tal que z" seja um numero real positivo.

a)6 b) 12 c) 18 d) V24 e) 30

7

a
—| e:

8.Sendoa = 2 + 4ieb = 1- 3i,0valorde 5

a) 3 b) V2 c) \5 d) 242 e)1+ 2

. . o 24+2i
11. Sendo a um numero real e sabendo que a parte imaginaria do complexo — € zero,

a+i

entdo a vale:
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a) -1 b) -2 c)—4 d) 2 e) Nenhuma das opgdes

12. Seja aequagdo x3 - x> + mx + n = 0 com m e n reais. Se 0 niumero complexo 1 - i é

uma das raizes dessa equacgao, entao:

aym-n=2 b)m+n=0 c¢)m-n=0 dm+n=2 e)mn=1

13. Para que a equagédo 2x? + px + q = 0, com p e q reais, admita o nimero complexo z = 3 — 2i

como raiz, o valor de q devera ser:

a) 10 b) 12 c) 13 d) 28 e) Nenhuma

14. Sabendo-se que o complexo z = a + bi satisfaz a expresséo z + 2z = 2i- 11,
Entdo z? ¢ igual a:

a)16-91 Db)17-24i c)25-24i d)25+24i e)7-24i

25. Seja o numero complexo z = 1 + i. O argumento principal de z2 é:

a) 30° d)90°v  b)45° e) 120° c) 60°

16. O complexo 1 —i é raiz da equagdo x* — 2x® — 2x? + 8x — 8 = 0. As outras raizes s&o:

a)—2,2ei b)2,3e1+i c)-2,2e1+i d)0,2e1+i e)—i,iel+i

17. Uma das raizes da equacéo x? — 2x + ¢ = 0, onde ¢ € um numero real, € o nimero complexo

z, =1+ 2i. E valido afirmar-se que:
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a)c=0 b)c=1 c)c=3 dc=5vV e)c=7

18. Uma equacao do 2° grau que tem por raizes os nimeros complexos 2 +i'0°% e 2 — {425 é:

a)x?+4x+5=0 Db)x2+4x-5=0 c)x?+5x+4=0 d)x?-4x-5=0

6 LOGICA MATEMATICA

A Légica Matematica trata do estudo das sentengas declarativas também conhecidas
como proposigoes e tem por objetivo elaborar procedimentos que permitam obter um

raciocinio correto na investigagcado da verdade, distinguindo os argumentos validos
daqueles que nao o séao.

6.1 Elementos da légica
6.1.1. Designacao

E qualquer simbolo que represente um objeto matematico fixo, isto é, constante, que ndo possa
ter mais do que um valor.

Exemplo: —1 e V5 - s&o designacdes

6.1.2. Expressao Designatoria
E qualquer expressdo envolvendo uma ou mais variaveis (pertencentes a universos
previamente fixados) que se transforme numa designacao de cada vez que as variaveis sejam

concretizadas com valores nesses universos.

Exemplos: x e x> —x — sd0 expressdes designatorias

NB: Veja que ao substituir o x por um valor como 3, as
expressdes dadas passam a ser designacgoes:

3e32-3queénaverdade 3e6
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6.1.3. Proposicao

E qualquer frase exprimindo uma ideia que se possa classificar como verdadeira ou como falsa.
Por exemplo, "1 = 2" e "3 € {-5,4, 7}" sdo proposic¢oes falsas, enquanto "1 =3 —-2"e "3 €
{-5, 3,4, 7}" séo proposi¢cdes verdadeiras.

Aplicando esta definigdo a linguagem natural, teremos também, por exemplo, "O Pedro é irmé&o
da Sofia" € uma proposicao, desde que se refira a um Pedro e a uma Sofia especificos.

Toda preposicdo apresenta trés caracteristicas obrigatorias:

1. Sendo oragéo tem sujeito e predicado
2. E declarativa (ndo e exclamativa nem interrogativa)

3. Tem um somente um dos dois valor légico ou € verdadeiro ou falso

Sao preposicoes

= &> 7(oito e maior que sete)
= &= 7(oito e diferente que sete)
= 5eZ(cinco e um numero inteiro)

6.1.4. Expressao Proposicional Ou Condigcao

E qualquer frase envolvendo uma ou mais variaveis que se transforme em proposicdo de cada
vez que se concretizem as variaveis. Por exemplo, “2x = x” para x a variar em R, é uma
condi¢cdo. Quando x = 0, transforma-se em uma proposigao verdadeira “2 x 0 = 0”

Exemplo: x> —4 = 0 — é uma expressdo proposicional

6.2 Principios da logica matematica
A l6gica matematica se assenta em dois principios fundamentais:
6.2.1. Principio da nao contradigao:

e Uma proposi¢cao ndo pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo.
e Duas proposicdes contrarias ndo podem ser ambas verdadeiras.
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6.2.1. Principio do terceiro excluido:

e Toda proposicao ou é verdadeira ou falsa, excluindo-se a terceira possibilidade.

6.3 Classificacao das proposigoes

As proposigdes classificam se em simples ou anatémicas e compostas ou moleculares
Proposigdo simples — E um pensamento singular sem integrar qualquer outra proposico.
Exemplos:

e Hwang Jorge é professor
e V7+1>2

Proposicdo composta — E formada pela combinacéo de duas ou mais proposi¢ées simples.
Exemplos:

e Hwang Jorge é professor e Jaime é mecanico
e V7I+1>20ul++72>2

Para se formar as proposi¢gées compostas usa se conectivos para ligar duas ou mais
proposi¢des simples.

6.4 Conectivos e valor logico

Conectivos sao termos usados para formar novas proposi¢des a partir de outras existentes. (

"e", "ou", "nao", "se... entdo... ", "se e somente se ...)"
Designagao Leitura Simbolo ‘
Conjungao e A
Disjungao ou \'
Implicagao Se... entao -
Equivaléncia Se e somente se ©

Valores logicos das proposicoes: Verdade (V) e Falsidade (F).

Valor logico Simbolo

Verdadeiro Vv
Falso F
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6.5 Tabelas verdade

Conjungéo(/\)

A conjungao é verdadeira se p e g sao ambas

verdadeiras se pelo menos uma delas for falsa, entao \Y
é falsa. Lé-se E vV

F

F

mM< 1<
MTTTnNn<

Disjungéo(v)

A Disjuncao é verdadeira se pelo menos uma
das proposicoes p ou g é verdadeira

Lé-se OU

<<
nmM< 1<
M < <

Implicagao ( —)

E falso semente quando p é verdadeirae o q
falso. Se lé:

Se p entao q

<<
M<N<
< <7<

Equivaléncia (<)

E verdadeira se ambas tiverem o mesmo valor légico,

isto é, quando o p e g sdo ambas verdadeiras ou ambas - E
falsas. Lé-se: se e somente se. ATEMATICA | 2° Edicao




mTmn< <
nmT< 1<
<TMNn<L

6.6 NEGAGAO DE UMA PROPORGAO (~)

A proporgao ~ P tem semre um valor oposto de P, isto &,

~ P é verdade quando P for falsa.

~ P falsa quando P for verdadeira.

rNota )
As condi¢des contem e pertence nao
tem negacao

. W,

6.7 Quantificadores

Quantificadores séo simbolos que séo capazes de quantificar elementos. Sdo empregados tanto
no estudo da algebra quanto no estudo da l6gica matematica.
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Os quantificadores possuem a funcédo de nos informar a respeito de determinada quantidade de
elementos em uma situacdo. Esses quantificadores podem ser classificados em dois tipos
“Quantificador Universal” ou “Quantificador Existencial”.

Te recordas das expressdes proposicionais que vimos no ponto 6.1.47

Quando escrevemos x + 6 = 9, ndo podemos classificar tal enunciado aberto como
proposic¢ao verdadeira ( v ) ou falsa ( f ), ao menos que sejam atribuidos valores a
variavel x.

Uma situagao bem diferente acontece quando afirmamos que:
“Para todo valor x, temos x +6 = 9",

Esta sentencga € uma proposicéo evidentemente falsa, porém tornou possivel

classifica-la como proposicao falsa. Por outro lado, se afirmamos:

“Existe um valor x, tal que x+6 = 9”.

neste caso a sentenca é verdadeira.

Por tanto, os quantificadores tem o poder de ajudar-nos a atribuir o valor Iégico em
diferentes expressdes proposicionais.

6.6.1. Quantificador Universal

O quantificador universal € utilizado quando queremos nos referir a todos os elementos de um
conjunto. Por exemplo, se afirmamos que “Todo numero natural € positivo”, podemos reescrever
essa afirmagao de outra forma, veja:

vne N,n>0
6.6.2. Quantificador Existencial

O quantificador existencial diferencia-se do universal porque nao se refere a todos os elementos
de um conjunto. Ele faz referéncia a pelo menos um elemento pertencente ao conjunto. Por
exemplo, “Existe um numero inteiro cujo seu dobro é menor que dois”.

Ax€ Z: 2x <2
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Quantificador Simbolo Leitura

Universal v e Todo
e Qualquer Que Seja
e ParaCada

Existential 3 e Existeum
e Existe Pelo Menos Um
e Algum

Veja os exemplos e suas leituras:

Ixe€Z:x2=9 Existe um numero inteiro que o seu quadrado € igual a nove

VxXEN:x+2>0 Todo numero natural a sua soma com dois € maior que zero

6.8 Negacao de proposigcoes

Recapitulando, a negagédo de uma proposi¢ao p qualquer € uma outra proposi¢céo cujo valor
l6gico é contrario a anterior.

Use a seguinte tabela para a negagao de proposi¢cées em geral.

> <

< =

> <

< >

= *

v 3

E| v

Exemplos:
O Hwang Jorge é inteligente O Hwang Jorge ndo é inteligente
5+4<2 5+4>2
3#4 3=4
VxXeEN:x+2>0 IxeEN:x+2<0

Ix€eZ:x*=9 VX€EZ:x*+9
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Descrigao Proposicao Negagao

Negacao de uma proposi¢ao conjuntiva ~(PA Q) ~P V~Q
Negacao de uma proposic¢ao disjuntiva ~(PVQ) ~P A ~Q
Negagao de uma proposigao condicional ~ (P—Q) PA~Q
Negagao de uma proposigao ~(P <Q) PV ~Q
incondicional

~(PAQ)A(~QV~P)=(PV ~Q)

6.9 Simplificacao de Expressoes Proposicionais

Propriedades das operagoes légicas

Comutatividade PAG=qADp pVg=qVp

Associatividade (pAgQ) AT = (pvq)Vvr=
pA(gAT) pV(gvr)

Distributividade pA(gVvr)= pV(gAr)=
(pAg)V(pAT) (pvg)A(pVr)

Identidade pAt=p pVe=p

Negacao pV-p=t pA-pP=c

Dupla negacao =(-p)=p

Idempoténcia PAD=Dp pVp=p

De Morgan -(pAgq) = -(pVvyq) =
—pV g —pA g

Limite universal pVt=t pPAc=c

Absorgao pvV((pAg) =p pAN(pVq)=p

Negacoes —t=c —c=t
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a)~(~p—>~9
~(p v ~q)
i i

b)~Pvev(~pArg
(~pA~q)V (~pArqg)
~pA(~qV q)
PR

d~C-paqg
pV~q

&)~ (~pVv~q)
[),u’\(j

B(pvgA~p
@ A~p) Vv (qA~p)

cVv(qgAr~p)
(g A~p)
gpPp—->9A(-p—>9

(-»-p q) APV q)
q\ (--1) Ap)
qve
q
hpa(p=>Qap—>~q
pA(=pVNg)A(-p “{q)
pA(~p Y (gAa~ql)
PpA(pVe
}] \’*1_)

[

DPAQ—->(Cr—>~q
~pAq)V(irV~q)

= Vel N Vg

~p V~q Vr

Kp—>@vq
o ]_) }) -(]
~p Vg

Dpeg

(p —=2q) Alq —=>p)

(~pVg) A(~q VNV p)

(~pVg) An~q) V((~p Vq) Ap)

(~pA~q) NV (GAr~q) V((~pAp)V (q Ap))

((P A~ (/) vV e) Vie V ((/ A P//
(~pA~q) V(gAap)

ApA~pP=p
(B A~P) =P
~PA~p)VP
¢ il b
tvp
7
b)~p—>pep
pvp<p

1) '{___"1)

EXERCICIOS RESOLVIDOS

01). Considere p = ¢ uma proposigao falsa. Qual é o valor légico das

proposigoes iniciais.
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a) Ambas sao falsas b) Ambas sao verdadeiras

c) p é verdadeiraeqéfalsal1e0 d) p é falsa e q é verdadeira

Resolugao:

p — q E falso semente quando pé verdadeira e o q falso.

Entretanto a opcao correcta é c) p é verdadeirae g é falsa1e 0

===

02) A negacgio da sentenga Vx,x+q = b €:

a)ﬂx,x+a¢b b) dx,x+a=>b C)Hx,x—a;tb d)‘v’x,x+a¢b e) Vx,x+a=b

a) VxeR,|x|<1 b) VxeR|x<1 ¢€)IxeR|x<l d)VxeR|x=1 e)
Nenhuma das alternativas
Fo——— T T T T T TTTE T
: Resolugao: [
I
! I
: Aplicando as propriedades de negagao temos: Vx e R, x| >1€ IxeR,|x[<1 :
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7 ARITMETICA

Fracgcoes
e Fraccao mista
Notacao
Chama-se numero misto a
a — numerador: notacao do tipo
indica quantas partes do todo foram tom
-= ‘ a
b — denominador: k Y (com b+0)
indica total de partes iguais que o inteirc
Sl 14 1S
7.1 Tipos de fracgdes Ex: b =4 =017
e Fraccao prépria e Fracao aparente
Quando o numerador e
Sao aquelas em que o numerador e multiplo do denominador
menor que o denominador 3 4 16
Ex. =5 = —
37278

B L4 1
Xt T T <
2.9 32 e Fraccéao aparente
Sao aquelas que se escrevem
deferentes mas representa a

mesma a mesma quantidade

e Fracgéo impropria

Sao aquelas em que o numerador e
maior ou igual que o denominador ) 4 6
Ex: -=—-=—=—
23 3 6 9

2

W | o0
W |

Ex:

M >

7.2 MDC

Para calcular o mdc de dois numeros pelo processo de decomposi¢ao em
factores primos deve-se:

» Decompor os numeros dados em factores primos;
» Calcular o produto dos factores primos comuns com menor expoente.

Exemplo:

Calcular o m d c (18,27)
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182 27
9 18=2x3x3=2x3?

3 mdc(18,27)=3% =9
3 ; 3 27=3x3x3=3

7.3 Proporgoes

c

p ambas formam uma sentencga

a
Se uma razao 3 for igual a uma razao

denominada proporgao.

Definicao

Proporcao é uma igualdade entre duas razdes. Dizemos que os numeros a,b,c,d com
estdo em proporcéo, na ordem dada, se, e semente, arazdo entreaeb

for igual a razao entre c ed

2 15 1
Ex.: s =E_) E uma proporgéo, pois as razdes s&o iguais, isto €, valem 3

Indicamos as proporgdes assim:

_ C
b d
chamados meios da proporgéo.

ou a:b=c:d Onde a e d sdo chamados extremos da proporcéo e b e ¢ sdo

Propriedade fundamental das proporgcées

Em qualquer proporg¢ao, o produto dos extremos é igual ao produto dos
meios.

EXTREMOS  MEIOS
—— ——

2 1
Demonstrando: g=4—5—> 245 =6-15=90

Meu amigo este é um tépico muito importante porque nos exames de
admissao caiem exercicios que atrapalham muita gente. Vamos perceber
totalmente sobre as razées, proporgbes e Percentagens.

7.4 Razao
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Chama-se razdao de um numero a € um numero b o quociente de %,(com b=0)que

também se indica «a +~blé-se "razao entre a e b" ou "razao de a para b" ou
simplesmente "a esta para b"

Onde a denomina-se antecedente e b
consequente

e Razbes inversa duas razdes sao inversas quando o produto entre delas
valem1

X
Fracédo irredutivel — é aquela que nao é possivel simplificar. Isto se x e y sao
y

primos entre si, [ mdc(x, y)=1]

7.5 Regra De Tres
Grandezas Directamente proporcionais

Duas grandezas sao directamente proporcionais quando, aumentando uma
delas, a outra aumenta na mesma razao da primeira.

Exemplo:
Um veiculo que percorre:

> 80km em 1 hora.
> 160km em 2 horas.
> 240km em 3 horas.

Enquanto o tempo aumenta, a distancia percorrida também aumenta. Dizemos
entao, que o tempo e a distancia sao grandezas directamente proporcionais

Grandezas inversamente proporcionais

Duas grandezas sao inversamente proporcionais quando, aumentando uma
delas, a outra diminui na mesma razao da primeira.

Exemplo:
Um veiculo faz um percurso em:

> 1 hora com velocidade de 120km/h.

GATILHO DE MATEMATICA | 2° Edig&o m



> 2 horas com velocidade de 60km/h.
> 3 horas com velocidade de 40km/h.

Enquanto o tempo aumenta, a velocidade diminui. Dizemos, entao, que o
tempo e a velocidade sao grandezas inversamente proporcionais.

7.6 Percentagem

Uma percentagem representa uma comparagao entre um numero e o numero 100, o
simbolo de percentagem € % |é-se “por cento”.

Uma fracgdo em que o denominador é 100 chama-se percentagem, qualquer
fraccdo de denominador 100 pode ser substituida por um dado numero em
percentagem.

Exemplo:
2232%320,75:£:75%
100 4 100

Qualquer dado expresso em percentagem pode ser substituido por um
numero decimal.

85%=18750=85+100=0,85 7,4% =7,4+100= 0,074

7.7 Aumentos E Descontos Percentuais

Muitos problemas praticos envolvem aumentos ou descontos usando percentagem.
Isso ocorre especialmente em Matematica Financeira.

Reparo que algumas pessoas acabam trabalhando com muitos calculos em cima de
uma conta simples que envolve percentagem. E um bom exemplo disto a obtengao
do valor final do acumulo (ou desacumulo) de um valor acrescido (ou decrescido) de
um percentual deste mesmo valor.

Aumento e percentual

Aumentando-se X% de um valor "A’
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X — A

Simplesmente se faz: = x 100%

Exemplo 2, Aumente 30% o valor 200.
Resolugao

Sendo 30% de 200 o mesmo que 0,30-200 = 60, o resultado final € a soma
200 + 60 =260.

Repare que 200 + 0,30-200 = 200-(1+0,30)=200-1,30. Portanto, aumentar 30%
o valor 200, basta multiplicar "200° por "1,30".

Exemplo: 1 No caso da cidade que teve sua populagao aumentada de 1000
para 1100 habitantes, o aumento percentual é:

1100-1000
1000

x100% =10%

Redugdes percentuais
Para reduzir x % a usamos a férmula:

A—x

Reducgao percentual = x100%

Uma loja reduziu o prego de um produto de Mt 100,00 para Mt 90,00. A reducao
neste
exemplo foi de 10%.

100-90

x100%=10%

EXERCICIOS RESOLVIDOS

03) Calcule 3% de 60%.
a) 18% b) 12% c) 6% d) 1,8% e) 1,2%
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Resolucao:

Neste caso, temos uma questao sobre percentagem de percentagem. Para calcular
uma percentagem de outra percentagem, basta multiplicar a primeira pela segunda.
taxa percentual. Para isso, multiplicamos por 100.

i
I
I
I
I
I
I
I
: 3% de 60% é a mesma coisa que 3/100 de 60/100. Devemos transformar 0,018 para
I
:
: 0,018 x 100 = 1,8%. Portanto, 3% de 60% é igual a 1,8%.

I

I

1

04) Uma loja de CD's realizara uma liquidagao e, para isso, o gerente pediu para
Ana multiplicar todos os pregos dos CD's por 0,68. Nessa liquidagao, a loja esta
oferecendo um desconto de:

a) 68% b) 6,8% c) 0,68% d) 3,2% e)
32%

: Resolugao:
I

: Ao multiplicar os pregos por 0,68 = 68% a loja oferece um desconto 100% — 68% =

05) Num colégio 38% dos alunos sao meninos e as meninas sao 155. Qual o
total de alunos desse colégio?
a) 105 b) 145 c) 210 d) 250

Resolugao

formado de meninas.

100% — 38% = 62% Dos alunos sao meninas. O enunciado diz que a quantidade de
meninas é de 155.

Entao, 62% do total de alunos equivale a 155 meninas.

de alunos, o equivalente a 100%. Representaremos pela letra y

155 meninas = 62% 1 2
meninas 0 226_@6@;:15500@)/:250
yalunos =100% vy 100

Portanto, o total de alunos da escola é de 250.

————————————————————————————1

a) 5 b) -10 c) 12 d) 18 e) 23

Na escola, 38% dos alunos sao meninos. Isso quer dizer que o percentual restante é

Desse modo, por uma regra de trés simples podemos determinar a quantidade total
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Ty =%34(7+x):3(17+x):>28+4x=51+3x:>4x—3x—51—28:>x=23

Da fracgao-
17+x

Exercicios Propostos

01. Uma loja instrui seus vendedores para calcular o preco de uma mercadoria, nas
compras com cartdo de crédito, dividindo o preco a vista por 0,80. Dessa forma,
pode-se concluir que o valor da compra com cartdo de crédito, em relagdo ao preco
a vista, apresenta:

a) Um desconto de 20% d) um aumento de 25% b) Um aumento de 20% e) um
aumento de 80% c) Um desconto de 25% Opcéao
correcta: d)

02. Um comerciante deu um desconto de 20% sobre o preco de venda de uma
mercadoria e, mesmo assim, conseguiu um lucro de 20% sobre o pre¢co que pagou
pela mesma. Se o desconto ndo fosse dado, seu lucro, em percentagem, seria:

a) 40% b) 45% c) 50% d) 55% e) 60% Opgéao
correcta:c)
03. Numa festa, a raz&o entre o numero de mogas e o de rapazes & g A

percentagem de rapazes na festa é:

a) 44% b) 45% c) 40% d) 48% e) 46% Opcao
correcta: d)

04. Seja W = "V Se x sofre um aumento de 25% e y sofre um aumento de 40%, a
V4

alteracao que sofre z para que W nao se altere é:

a) Aumentar de 65% d) Diminuir de 75% b) Diminuir de 65%
e) Z nao deve sofrer nenhuma alteragéo c) Aumentar de 75% Opcéao
correcta: c)

05. Para todo numero real x, tal que 0 < x <1, pode-se considerar 2—x como uma

boa aproximacgao para o valor de . Nessas condigdes, a razao positiva entre o

2+x
erro cometido ao se fazer essa aproximacgao e o valor correcto da expressao, nessa
ordem, é:
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Opcéo correcta:

06. Duas grandezas a e b foram divididas, respectivamente, em partes directamente
proporcionais a 3 € 4 na razdo 1,2. O valor de 3a + 2b é:

a)6,0 b) 8,2 c) 8,4 d) 14,4 e) 20,4 Opcao correcta:
e)

07. As medidas dos lados de um triangulo sdo numeros pares consecutivos, e a
medida do menor lado é um tergco da soma das medidas dos outros dois lados. O
perimetro desse triangulo é

a)8 b) 10 c) 12 d) 20 e) 24 Opcao
correcta: e)

08. A idade de um pai esta para a idade de seu filho assim como 3 esta para 1. Qual
€ a idade de cada um, sabendo que a diferenca entre elas é de 24 anos?

a)10e34 Db)12e 36 c)15e 39 d)6e30 e)18e42 Opcéo
correcta: b)

09. Com 210 sacos de farinha, de 60 kg cada um, podem-se fazer 180 sacos de
paes com 40 kg cada um. Quantos quilogramas de farinha serdo necessarios para
produzir 120 sacos de paes, pesando 80 kg cada um?

a) 9450 b) 9600 c) 16800 d) 20800 e) 21600 Opcao
correcta: c)

10. As idades de duas pessoas ha 8 anos estavam na razao de 8 para 11; agora
estdo na razao de4 para 5. qual € a idade da mais velha actualmente?

a) 15 b) 20 c) 25 d) 30 e) 35 Opgéao
correcta: d)

11. Uma engrenagem de 36 dentes movimenta outra de 48 dentes. Quantas voltas
da a maior, enquanto a menor da 100 voltas?

a) 133. b) 86. c) 75. d) 65. Opcao correcta: c)

12. Sabe-se que 4 maquinas operando 4 horas por dia, durante 4 dias, produzem 4
toneladas de certo produto. Quantas toneladas do mesmo produto seriam
produzidas por 6 maquinas daquele tipo, operando 6 horas por dia, durante 6 dias?
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a) 8. b) 15. c) 10,5. d) 13,5. Opcéao
correcta: d)

13. 15000 Candidatos inscreveram-se na UEM e foram aprovados 9600. Qual a
percentagem de reprovagao?

a) 24. b) 30. c) 32. d) 36. e) Nenhuma. Opcéao
correcta: d)

15. Num grupo de 400 pessoas, 70% sao do sexo masculino. Se nesse grupo 10%
dos homens sao casados e 20% das mulheres sdo casadas. Entdo, o numero de
pessoas casadas é:

a) 50. b) 46. c) 52. d) 48. e) 54. Opcéao
correcta: c)
16. Se % de um trabalho foram feitos em 10 dias por 24 operarios que trabalhavam

em 7 horas por dia; entdo, quantos dias serdo necessarios para terminar o trabalho,
sabendo que 4 operarios foram dispensados e que o restante agora trabalha 6
horas por dia?

a) 18. b) 19. c) 20. d) 21. e) 22. Opcao
correcta:d)

8 POTENCIACAO

(vexpoente
32=9
base') [poténcia

Sejam a (um numero real) e n (um namero natural). Chama-se poténcia de
numero a de

expoente n ao produto de n factores iguais ao numero a e designa-se por

GATILHO DE MATEMATICA | 22 Edigéo m



a” =axaxaxaxa..,

'
n— factores

Exemplos:

e 23=2x2x%x2=8
1\4 1 1 1 1 1
(= (DD DD =
3 3 3 3 3 81
Para melhor desempenho o estudante € obrigado a decorar essas poténcias. Para
nao sofrer nos calculos.

Poténcia de 3 Poténcia de 4

Poténcia de 2

12=1 112 =121 13=1 14 =1
22 =4 122 = 144 23=8 2% =16
32=9 132 =169 33 =27 3% =81
4% =16 14% = 196 43 = 64 4* = 256
52 =25 152 = 225 53 =125 5% = 625
6> = 36 16% = 256 63 =216

7% = 49 172 = 289 73 = 343

82 = 64 182 = 324 83 =512

92 = 81 192 = 361 93 =729

102 = 100 20% = 400 103 = 1000

8.1 Propriedades De Poténcias

Potencias de expoente negativa Poténcia de expoente fracionario
—n m
a’= i ¢ _ b— - nf m
n’ b m an a n — a
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Multiplicagdo de poténcias com a Multiplicagdo de poténcias com mesmo

n m n+m n
mesmabase d d =d expoente a'-b" = (Clb)

Divisao de poténcias com a mesma Divisdo de poténcias com mesmo expoente

a a" (aY
base a_m =d b (Zj
Poténcia de expoente nulo Poténcia de expoente nulo
a’ =1,(coma#0) 0" =0,(comn #0)
Expoente par e impar Poténcia de uma poténcia
(-a)" =a", se n for par (an )m sy

(—a)n =—a", se n for impar

8.2 Notacao Cientifica

Notacao cientifica também conhecida como poténcia da base 10, uma matéria
bastante facil observa a tabela.

10° =1 A notacao cientifica serve para
expressar numeros muito grandes ou
10' =10 107 =01 muito pequenos. O segredo & multiplicar
’ um numero pequeno por uma poténcia
10* =100 107 =0,01 de 10.
10° =1000 107 =0,001
10* =10000 10™ =0,001

10° =100000 10° =0,0001

10° = 1000000 107 = 0,00001 Dizemos que um numero esta em

notacgéao cientifica quando ele esta
107 =10000000 107" =0,000001 escrito na forma a.10b, onde a é um
numero real maior ou igual a 1 e menor
que 10 e b € um numero inteiro.

Numero grande desloca-se a virgula para a esquerda até o primeiro algarismo
significativo. A ordem de grandeza sera o numero de posi¢oes deslocadas.

Ex:
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200.000.00 =2-10°
560.000=5,6-10
602.000.000.000.000 = 6,02-10"

Numeros pequenos desloca-se a virgula para a direita, e a cada casa avangada
diminui-se uma ordem de grandeza (a ordem de grandeza sera simétrico do
numero de posi¢oes deslocadas, sera portanto negativo).

Ex:

0,00125=1,25-1073
0,000 000 001 =1-10"°
0,000 000 000 000 016 = 1,6 - 10714

Mudando a posigao da virgula e ajustando o expoente

Como em um numero escrito em notagao cientifica a virgula sempre deve ser
posicionada a direita do primeiro algarismo diferente de zero, se nao for este o
caso o procedimento a ser realizado é o seguinte:

e Se deslocarmos a virgula n posigoes para a direita, devemos subtrair n
unidades do expoente.

e Ao deslocarmos a virgula n posi¢cdes para a esquerda, devemos somar n
unidades ao expoente.

Ex:
12,5-10" =1,25-10° =1,25

640-10° =6,40-10°
0,0078-10° =7,8-10?

Comparagao de numeros em notagao cientifica

Independentemente da mantissa, o numero que possuir a maior ordem de
grandeza sera o numero maior:

Ex

1,5-10° >3,2-10
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1,5-10"é maior que 3,2-10, mesmo sendo a sua mantissa 1,5 menor que a

mantissa 3,2, pois a sua ordem de grandeza 4 é maior que a ordem de
grandeza 2.

8,7-10° <5,3,-107

8,7-107°é menor que 5,3,-107, ainda que a sua mantissa 8,7 seja maior que a
mantissa 5,3, isto porque a sua ordem de grandeza -3 € menor que a ordem de
grandeza -2.

Quando dois numeros possuem a mesma ordem de grandeza o maior sera o
que possuir a maior mantissa:

3,25:10° <3,45-10°

Como ambos os nimeros possuem a mesma ordem de grandeza, 3,25-10°é o
menor deles, pois é o que possui a menor mantissa.

4,5456-10° > 4,23-10°

Visto que os dois numeros tém a mesma ordem de grandeza, 4,5456-10°é o
maior dos dois, pois é o que tem a maior mantissa.

6,24-10" =6,24-10’

Os numeros acima sao iguais, ja que suas mantissas e as suas ordens de
grandeza sao iguais.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

-3

-10 1
01) O valor de é: GJ ><27‘3+(O,2)4x25‘2+[64 9]
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-
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
:
1 Demonstragao veja as propriedades e sua aplicagdao
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Resolugao

(;j x 27’3+(0,2)_4x 25° +(4;J

-3

-4

1

:310x39+( ><541+4:310+(_9)+1+4:3+1+4:8
5

3" = Para | — =3"=||a"=—1|
3 a"l

37 = Para 27° = (33 )73 = (a” )m

1y Para 257 =(52) "’”-25*“—14 w_d
(gj:” ara25? =(52)” = (o) _@:[a 7«)

o) {0

Resolugao

1 1
1e 2 1)2 1 I
5 -2? =escrevendo 5 nabase 2, temos 2 2 = |a" =| —

1 3 13 2
2,92 — 7E+5 — 2 — n mo_ ntm
=272.2 2 2 2=|a" xa a

Resolugao:

343.20 B(3F+27)

=3"+2?
3 B

A regra mais util na soma de poténcias é evidenciar o termo que se repete, isso
facilita simplificagoes.



21 12
04) A metade do numero ié'

a)2* +2% b) 2" +4° c) 22 4+ 2% d) 2% +4° e) 272 428
Resolucao: metade de num nimero n ég

21 12 21 12 21 22 12 21 24
2at 28 27<T> S22 e 0 0% altemativaa

22003 . 91001 22002 . 91001
é:

05) O valor da soma 41001 .32003 t 41001 .32003

numerador (1010)

a)l b) 2 c)l d)2 c) 2
3 3
[ e
: Resolugao:
I
1
I 92003 gloot 52002 gloot 92003 .(32 )1001 2002 .(32 )1001
: 41001 -32003 + 41001 .32003 - (22 )1001 .32003 + (22 )1001 .32003
]
: B 22003 .32002 22002 .32002 B 22003—2002 22002—2002
: - 22002 .32003 + 22002 .32003 - 3200372002 + 3200372002
I
| p 1 0
a _ 220 2+1 3
| =| Aregrausada|— =a""||, logo: -+ ="—"—===1
I a’ 3 3 3 3
T
06) A 107410 +10° . ont
expressio é equivalente a:
P 107 +10° +10 ° 4
)1+10" b) 107 ) 107" d) 10" ) 101
a — c) 10” e
A T e
I 04102 410  10°(1+10°+10%) v
107 +107 +10 10
I Resoluggo: = =——=10"""=10""Observe: esta
! O 0 10" +10” 10* (1+10° +10%)  10*
I
-: resolucao o exercicio parece dificil, mas evidenciando o menor expoente de
1
I
1



07) O namero 0,0004 usando notagao cientifica pode ser escrito na forma

Resolugao

0,0004=4-10""

I

I

I

. ~ .. I

Logo avista pode notar que a nuca opgao que tem 4 casas decimais é e) ou melhor 1
I

I

I

I

9 RADICIAGAO

Definigao

Chama-se raiz enésima de a todo numero positivo b, tal que Em geral:

9.1 Classificagao de radicais

Se n for par Expoente racional % = |b| ,iStO é, (o]
resultado im

Se n for pare a &

solucio em R a\n — L

p . Base
V=a = n3o tem

= Indice da raiz sempre sera positivo

m Expoente do negativo nao tem
*% radicando

*....ed Radicando

solucdo em R

Se n for impar e a expressao tera solugiao emR

Radicais homogéneos

Sao aqueles radicais que tém o mesmo indice

GATILHO DE MATEMATICA | 2* Edigdo



a) 410, Y81, Y78 e Y97 ;b) Ifx— ,e X +y

e Radicais semelhantes

Sao aqueles radicais que tem o0 mesmo indice e 0 mesmo radicando

9.2 Operagoes entre radicais
e Adicdo e subtraccdo de radicais

S6 podemos adicionar radicais semelhantes, isto é, radicais que possuam o
mesmo indice e mesmo radicando.

' fa +bifa =(c+b)a |

e Multiplicagao de radicais

S6 podemos multiplicar radicais homogéneos, radicais que possuam o mesmo
indice par tal mantem-se os indices e multiplicasse o radicando

Se os radicais nao possuirem o mesmo indice diferentes devemos reduzi-los ao
mesmo indice dessa forma efetuarmos a multiplicagéo ou a divisdo mmc dos indices

e Divisao de radicais

S6 podemos multiplicar radicais homogéneos, radicais que possuam o mesmo
indice par tal mantem-se os indices e multiplicasse o radicando

ﬂ/:_ﬂ/i—nﬁ {r‘r\m]'\—ﬁn\
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¢ Radical duplo

Radical duplo chama-se radical duplo a férmula facil de calcula exercicios
como +/3++/8 na forma mais simples

U TN M R R S RN R R RN RN R N N RN R N M R R

! i
\/aiﬁz\/“+ci\/“ C,c= a’-b |
2 2 :

Atencao: a diferenga precisa ser além de positiva quadrado perfeito, s6 assim é
possivel transformar um radical duplo numa soma o diferenc¢a de radicais
simples

n
n aﬂl :(n’a)m :a;l

Vn € N,n um numero par € a € R

»Passagem a factor do radicando um coeficiente do radical

I’lalﬂ :("

) =la
9.3 Racionalizacao De Denominador

Racionalizacdo de denominadores consiste em se obter uma fragao equivalente
com denominador racional, para substituir uma outra com

denominador irracional em outras palavras, esse procedimento consiste em
transformar um denominador irracional em um numero racional, porém sem alterar o
valor numérico de uma fragao.

Factor racionalizante

Fator racionalizante de uma expressao irracional @ uma outra expressao,
também irracional, em que o produto entre elas resulta em uma expressao sem
radical, ou seja, que a torne uma expressao racional
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Factor racionalizante

{a" E o fator racionalizante de {/a""

Ja-\b E o fator racionalizante de a +b

Ja ++b E o fator racionalizante de va —+/b

Ja+b E o fator racionalizante de a —b

Ja +b ¢ E o fator racionalizante de/a ++/b +/c
o> —3fab +3[p* E o tator racionalizante de /a +/b

Para resolver exercicios de radicas temos que aplicar as seguintes propriedades de
poténcias.

m

Numa primeira fase é necessario saber que /4" =", € que

'Q/a””k ='§/a’”><a" ='(/?x'{/7, eq/?:ﬁ: \/\/z: e depois iremos aplicar
a

m n m+n

a*a -a
propriedades de bases iguais e expoentes diferentes a’” -
a~a-—.=a
a

3 m
Exemplo: Simplifique a Expressao \/ZX\/Zaplicando Ja’ =qr teremos
11
agx ag a5+§ "

achando mmc nos expoentes e aplicando a _
é 1+E n a
axa* a* a

15-10 5

1 1

m—n

teremos:
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Nela
i

Exemplo

2 1

3 J 13 5 i 5

ax 2 i 2 2 4 5. 1 1

a _ Cg _Na'_a”_a’ _ ~3/4
aEXa4 5

1
a 4 a” a? a”

3 1 3 5
ax g a*a* a* 5.1 4 1
3

usando outra via T N —=q' 2=g2=¢q

a?xa4 a’ av

x—27

i3

o X(i/;+33\/¥+32)

=3 (i 3)

(x—27)(3\/;+33 x+9)
Yx' -3

(x—27)(3\/;+33 x+9)
> =3\/¥+33x+9
x—

x—9 XJ}+3
\/;—3 \/;+3

(x—9)v/x +3)
(x/;—3xx/;+3)

(x-9)Vx+3)
Ix -3

J_)(x—i_\/gw =/x+3

01) O namero 0,2 -4/0,001-400000 - /0,008 &:

Resolugao:

4/0,2-0,008 - \/0,001-400000 | regra usada — &/a x /b = &/axb

[— f— r A |




02) (UEM) A expressio (J§ —3)2 (14+6J§) é igual a:

a) 8 b) 9 ¢) 256 d) 4 e) 16
Resolugao:
(V5-3) (14+645)= (V5 -3) =[(\/§)2 —6\/§+32}(14+6\/§)
lembrando que para(\/g—S)2 —|(a=b) =a*-2ab+b’
[(\/5)2 —6»\/§+32}(14+6\/§):(5—6\/§+9)(14+6«/§):(14—6\/5)(14+6»\/§
para(14—6\/§)(14+6\/§)usamos — | a*-b’=(a—-b)(a+D)
4 (65) =196 36519618016
03) Efectuando\/ZJ”/_ 2-3 obtém-se
2+4+/3
r ——————————— FrrTr T, B . N N N N N BN BN BN N M
Resoluciao
\/2i\/— \/2+§ seja: 2+\/§:y; e|2— \/_Zx
\/74‘\/: certo vamos escrever na forrna \/_+£

“Good!” agora mmc dos denominadores \/; . \/; logo:

24\3+2-3 242433 4 4

21

o+ B)e-6)  Jo-F) A

AN |
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a)o,045 b) 0,125

4333..=4+0,333. =4+ 2 (mmc)

0.00243 = 243-10‘5;(243 =3 )agora pode tirar foto o “ledo esta morto” substituindo

13

c) 0,315 d) 0.085

0.75-— 75+25 3

10025 4

3 3643397
9 9+3

1

e)o,25

= ?a notacao cientifica de

1 3

—+3.10" 1 3 0
3 3 e+ Ly 10
16+ +3/3°-10° 164 e 10 {(2)
2 1 - 1 - -
temos: —+—3 15 > >
32
1.3 1.3 17
5 5 5 ’
AV 450 Sl
07) O numero | (747 ® +| 310 | ——.|- | éigual a
’ (1) (57 [ﬁ @ ’
2 2 4 10 4
a)— b) - — c) — d —— e) - -
)21 ) 21 )21 ) 21 ) 21
1 Resolucéo: :
|
] ]
1 1y S5 |
! (7ﬁ)3+ 30| . L_\/I = (Lj +3 10 (L_sz I
- 7 N3 N7 7 N3 !
L [
I - [
! 1 . 11 1 1 1 1 1 1 1 1
I +32 || —=——F|= +—=|| —=—-—F|= +—= || —=—-—F I
RIS 7 N3 Y77 ) N3 7 N3) [N7PT N3 7 B |
1 |
P! L.(L_LJ{L+LHL_LJ_ LJZ_LL 1 1. 3-7__4 !
Vg7 BIWT B 7 B W7 B 7 3) 7 3 21 21 |
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1/3_51/x_3-7y2 6XZ/3_5-7)C3'7)/2 6x1/3_5-1/x_3-7y2
7’9x4y5 \/3_2(/_\/75 (/3_5 N
olF

~
<
S}
(98]
<
'~
=
-
.\1
<
<
&
<

09) Racionalizando o denominador da expressao \/——temos:
2+B3+45

S+\V2+43 0 23+342-430

7 12

g s BB
5 5

a) Nao é possivel b)

Resolugao:

Observa: que esta expressao é do tipo \/;+\/g+\/EE o fator racionalizante é

\/5+\/_ \/_ou melhor, para \/— \/_ J-ofatorraC|onaI|zantee \/_+\/_ \/_

Resolvendo temos:

L 1 2485
V243435 V243445 V24345
24345
(V245 +5)(2 5 5)
do denomindor(\/i+\/§+\/§)(\/§+\/§—\/§) temos: 2\/6
V244345
246

(V24 B=V5)6 (24 i5 30 _ 234452430 _ 245 +32 30

aplicando a propriedade distributiva

o fator racionalizante \/g
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Resolugao:

N&o quero perder tempo. Qual o fator racionalizante para expressiao deste tipo? Es
ai

I ]
I I
I I
I I
I I
I I
I I
’ :
E \/;-l-\/g—\/; E o fator racionalizante de \/5+ b+\/z E
i Entao vamos resolver: i
I I
L 0 w0 (Jardbedan) i
{ NN [(Jasb)—a+b] (Vb +arD) !

I
i ) 10(\/;+x/3+\/a+b) 10(\/Z+\/Z+\/a+b) /ab_S(\/a_+\/l;+\/a+b) i
L - I
I I
! ]

(Va+vb) ~(Va+b) Nab b ab

10 EQUAGCOES DO PRIMEIRO GRAU
(EQUAGCOES LINEARES)

Analisando a equacédo ax+b=0,coma ebe R[], temos as seguintes
hipdteses:

e Para a#0, aequacgaoax+b=0admite uma tnica solugao, pois é do
primeiro grau.

e Para a=0¢b#0,aequagao ax+b=0 nao tem solugcao, pois a sentenca é
sempre falsa.

e Paraa=0¢bh=0,aequagao ax+b=0admite todos os numeros reais como
solucao, pois a sentenga 0-x+0=0¢é sempre verdadeira. Neste caso

Uma equacéo linear do tipo: ax + b = cx + d resolve se passando para o
primeiro termo todos termos com variavel e para o segundo membro todos sem

a variavel.

Exemplo:2x -3 =1+x
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2x-3=1+x
2x—x=1+3
x=4

Exemplo 2: a soma de um numero desconhecido e 2 € igual a 5, qual € esse
numero?

X+2=5

Exemplo3: a soma da quantidade de copos disponiveis para festa e 100, é igual
ao dobro do numero de copos menos 300

x+ 1000 = 2x—300
x—2x=-300-1000

—x=-1300->x=1300

11 EQUACOES QUADRATICAS

Uma equacao do 2° grau pode ser resolvida segundo a féormula resolvente ou
Bhaskara.

Primeiro deve se achar o A= b%? — 4ac

Neste caso, A é chamado de discriminante, pois discrimina quantas solugdes
tera a equacao.

e Se A>0, aequacao tera duas raizes diferente.
e Se A<0, aequagao nao tera raizes reais
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e Se A=0 aequacgao tera uma unica raiz.

_bt+/A Por vezes analisando os coeficientes podemos resolver
N2 2 .
;A=b"—4ac mentalmente através de soma e produto.

x1,2

2a

Exemplo: Ache as raizes da equagéo 2x* —10x + 12 =0
Nesta equagéo 2x* —10x + 12 = 0 temos: a =2,b = —10,¢c = 12
Discriminante: A=b* —4-a-c=(-10)>—-4-2-12 =100 — 96 = 4

—b+VA _ —(-10)+V4 _ 10+2
2a 22 4

. 12 8
Raizes: x,, = > X{=—AXy,=- > xX1=3Ax,=2
1,2 1 4 2 4 1 2

Soma e produto

A soma e produto das raizes de equagao do 2° graus na forma € dada
por:

Soma: S:x1+x2:—é x2 —Sx—I—P Produto P:xI-xZ:£
a a

O método da tentativa

O método da tentativa consiste em obter as raizes
de uma equacéo do 2° grau utilizando estas propriedades de soma e produto, sem o
uso da férmula resolvente (Baskara).

11.1 Soma e produto duma expressao polinomial

Em um polindmio da forma: Ax"+Bx"'+Cx"” +...a soma de suas raizes sdao dadas
pelo quociente -B/A. E o produto é dada pelo quociente C/A

A soma de raizes:|S=—— O produto das raizes:|P =
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Exemplo1:

Determine pelo método de tentativas de soma e produto as raizes da equacao:
—x2+7x-10=0

Resolucgao:
, , -b -7
A soma das ralzeseS=7=_—1:7

O produto das raizes ¢ P =< === = 10

Agora quais sdo 0os numeros que somados resultam em 7 e multiplicando obtém-
se 10?

Resposta: numeros que somam d&o 7 e multiplicados dao 10, sdo 2 e 5. Entéo as
raizes sdo: x; =2ex; =5

Exemplo2:
Resolva a equagéo: x> —6x+8 =0

Resolucgao:

E facil verificar que o valor da soma das raizes desta equagao é 6 e o produto das
raizes deve ser igual a 8. Agora s6 temos que pensar em numeros cujo produto
da 8 e a soma resulta em 6.

Esses numeros sao claramente, 2 e 4, entdo sao solu¢des da equagao:

X1=2 e X2=4.

Podemos usar a técnica da soma e produto também para resolver varios problemas
gue envolvem a soma e produto das raizes, tais como:

EX1: Calcule x; - x, + 3(x; + x3)sabendo que x1 e x2 sdo raizes da equagéo
2x% —22x + 12

a. 57 b.9 c. 27 d. 42
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EX2:  calcule xi aF xi sabendo de x1 e x2 s&o raizes da equacéo x> — 8x + 24
1 2

a. b.

Wl
W[
_Cl)
Q

Resolucgao:

EX1: Naequagio 2x% — 22x + 12

Temos: p:xl.x2 S=xTX,
Soma

_ b _=(=22) _

= 11
Sa 2

Produto:

Depois so6 substituir na expressao,

x-6+306+ x,)
6+3.11=6+33=39

EX2: Naequagio x* — 8x + 24 11

Conseguimos ver facilmente que a soma é 8 e o
produto é 24. S6 temos que substituir isso no I B T
arranjo ao lado depois do mmc. a’l) &

11.2. Equagoes parameétricas
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Exemplo: Determine k do modo que a equagéo paramétrica x* — 4x + k = 0 tenha
uma unica solugéo.

Resolugao: como ja sabemos que uma equacgao quadratica sé tera uma unica
solugao ou solugao dupla se o A= 0, entdo temos:

A=0
b’ —4ac=0

(-4)2-4.1.k=0

16 —4k =0
—4k = —-16
k—16—4
=7 =

Por tanto, a equacéo dada so6 tera uma e unica solugéo se o valor de k for 4.
Outras condi¢coes paramétricas

Além das condi¢des de delta abordadas anteriormente, podemos encontrar diversas
outras condigdes dependendo do problema. A tabela abaixo apresenta algumas dicas
para o estudante resolver certas situacdes paramétricas.

= Para que a soma das raizes sejam iguais a um numero dado (n) —b
—_— n

a
» Para que o produto das raizes seja iguais a um numero dado (n) c _ n
= Para que uma das raizes seja igual a zero x=0
= Para que as raizes sejam reais do mesmo sinal A>0eP >0
= Para que as raizes sejam reias e de sinais contrarios A< 0eP <0
. Para que as raizes sejam nulos A=0eP =0
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11.3Equacgoes quadraticas incompletas

Equacdes quadraticas incompletas sdo aquelas que nao possuem pelo menos
um dos coeficientes, exceto o coeficiente a. Podem nao conter o valor de b e/ou
Cc

Exemplos: x> —=5=0; 3x> —7x=0; 9x? =

11.3.1. Equacéo quadratica incompleta do tipo: ax? =0

u 2 _ 0 Com isso da para concluir que este EX: 9x2=0
X tipo de equacao tera como solugao
, 0 sempre x = 0. o2 = 0
X —— 9
2 Porque 0 dividido por qualquer
X = i\/ﬁ numero dara sempre zero, e raiz de x*=0
Zero é zero.
= O x=0

11.3.2. Equacgao quadratica incompleta do tipo: ax?+c=0

2
ax +c=0
a xz =0-c Este tipo de equagéo tera como
5 solugao sempre a raiz quadratica de
axy =—¢ —c/a
2 —cC _
X =— Porém s0 tera solugéo se a e c tiverem
a sinais contrarios.
—c
x=%x[—
a
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EX1: 2x*2-18=0
2x2=0+18

2x%2 =18

18

x2=7

x*=9

x =19

x =23

EX2:

—4x2+16=0
Pela formula:
—C
x== |—
a
Temos:
B —-16
S
x =2

11.3.3. Equacgao quadratica incompleta do tipo: ax? + bx =0

ax2+bx=0
x(ax+5)=0

x=0vx=—

a

EX1: 2x2—6x=0

x(2x—6)=0
x=0v2x-6=0

x=0v2x=6

=0 _6
X = vx—z

x=0vx=3

Esse tipo de equacao tera sempre
solucao igual o zero e outra igual a

—b/a
EX2: —4x%2-8x=0
Pela formula:
—b
x=0vx=—
a
Temos:
_ _ —(=8)
x=0Vx= ")

x=0vx=2
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

01) O trinébmio do segundo grau, y :(2m+l)x2 +4mx+m em que m é um numero

real, @ sempre positivo, se e somente se:

a)m>l b)0<m<l c)m<l d) —l<m<0
2 2 2 2

e e e e e ) =
: Resolugao: :
1 |
: a) O discriminante (deve ser negativo (se o delta é negativo a equagao nao tem :
: raizes. :
: b) b) O a (coeficiente de x*>) deve ser maior que zero. Isso sera mais bem visto em :
I funcoes :
: .
1 |
| |
| 1 :
! 2m+1>0:>2m>—1:>m>—5 "
I I
| Assim, sendo temos: {5’ —4ac <0=> (4m)’ —4(2m+1)-m<0= (4m) —4(2m+1)-m<0 j
I I
I m<0 :
: = 16m> —8m* —4m <0 =>8m* —4m < 0= 4m(2m—1)< 0= 1o
I m<—

I
: i
| |
l J

02) Se a e b sao raizes diferentes da equagédo x> —5x—1=0 entdo a grandeza
a'+b'éiguala:

I-Resolug;éo:

Como ai temos raizes elevados ao expoente negativo e lembrando que " = L
a

entdo, ' +p ' = 1+% (achando mmc) l+% = a+£’ observa que no numerador temos
a a a-
a soma de raizes e no denominado o produto entao:
b -5
S === 5
e T
a p=S=""-i -
a 1

03) Para que valores de k, a equagao x> —ix+9 =0 tem uma raiz dupla?
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a=

A=0&A=b"~4ac=A=(-k) -4-1.9 ,
¥ —ke+9=01b=—k
=k =36= k=136 = k=16 =9

04) Considere a equagao x”> —kix+k =1. Se uma das raizes for nula desta
equacao qual sera a outra

x’—kx+k=1 x*—kx+k—1=0 Para uma das raizes da equagio quadratica ( ax’ +bx+c)
sejanula o ¢ =0 (o termo independente) k1 —1=0= k=1

05) Se uma raiz da equagao x’ + ax +1=0¢€ quatro vezes maior do que outra,
entdo o parametro .da equacao é igual a:

a)+1 b) 0 ) +4 d) +2 e)+2,5

Resolugao:

Para este tipo de exercicios calculamos em primeiro lugar a soma de raizes
S=x+x,= _b_ _% — —gem seguida calculamos o produto p—x .x, == % ~1
a a

Veja que na questdo, uma raiz é quatro vezes maior que a outra, X, = 4x2e
2 1 1 N
xx,=1=4x,-x,=1=24x," =1=>x,==% 7 =X, :J_rzentao temos que:

1
X, =%f— 1 5
X +x,=—a=4x,+x,=—a=5x, =—a=a=-5x, 2 =>3a=-5 J_rE =>a=*—=%2,5

-
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
: a=-5x,
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12 ALGEBRA

Uma expressao diz se algébrica se sobre a variavel (letra) incide a operagao adigao

subtracg¢ao, multiplicagcao divisao e extracg¢ao da raiz.

12.1. Classificacao das expressoes

Uma expressao algébrica sera um monomio quando apresentar apenas 1 termo
algébrico.

Ex.: 2xy ; %xyz

Constituicao dum mondémio cada monémio é constituido por um coeficiente (ou
parte numérica), um termo ou mais (a parte literal ou variavel) e o grau (expoente
maximo da variavel ou duma das variaveis)

Grau de um mondémio racional inteiro
O grau de um termo algébrico ou mondmio racional € a soma dos expoentes das
variaveis desse monémio.

Ex.:36%¢* € do 5° gau ja que a soma dos expoentes de b e ¢ € 2+3=5
Ex.: 5mn3p® é do 10° gau ja que a soma dos expoentes de m, n, p é 1+3+9=10

Grau relativos de um monoémio racional inteiro

O grau relativo de um termo algébrico ou mondémio racional € os expoentes de uma
determinada variavel desse monoémio

Ex.: O mondémio 35%¢* € do 2° gau em relagao a b e do 3° gau em relagao a c.

L 3.6 ~ ~
Ex.: O mondémio Smn’p” do 1° gau em relagdo a m e do 3° gau em relagédo a n do 6°
gau em relacéo a p.

12.2. POLINOMIOS

Uma expressao diz se algébrica sera um polinémio quando apresentar 2 ou mais

termos algébricos
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¢ Quando um polinémio apresentar apenas dois 2 termos ele sera um binémio

2
Ex: x~ +3x

e Quando um polinémio apresentar apenas 3 termos ele sera um trinémio.
Ex.: x2 —5x +2

FORMULA GERAL DE UM POLINOMIO

n n-1 n-2
ax"+ax" +ax""+..+a, la,#0

Grau de um polinédmio racional inteiro

Grau de um polinémio racional inteiro € o maior dos graus dos seus termos nao nulos

Ex: polindomio 2)63)/2 —7x4y+3x5y3 —xsy(’ € do 11° graus ja que o termo (monomio)
de maior dos graus é 11, o —xsy(’

Grau de um polinémio racional inteiro em relagdao de uma variavel

E o grau do mondmio de maior grau do polinémio

;. 3.2 4 5.3 5.6, o ~ .,
Ex.: O mondmio 2x°y" =7x"y+3x’y" —x’y’é do 5° graus em relagéo a variavel x e
do 6° em relacdo a variavel y

Polindmio racional inteiro homogéneo

Um polinébmio racional inteiro € homogéneo quando todos os seus termos algébricos € do
mesmo grau.

3.4 2.5 6 7. S . L . o .
Ex: 2x'y" —x")" +x y—Xx' é polindmio racional inteiro homogéneo do 7° graus pois
todos os termos algébricos sdo do 7° graus.

Polinémio racional inteira ordenado

Um polindmio racional inteiro esta ordenado em relagdo a uma variavel quando todos
expoentes dessa variavel estdo ordenados de forma crescente ou decrescente.

. 3.2 2 4 5 6 . . . .
Ex: O polindmio 2x"y” —x"y" +xy” =y~ é polindmio racional inteiro ordenado
decrescentemente em relacéo x pois os expoentes de x decrescem de 3 até 0.
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Polinémio racional inteiro completa

Um polinédmio racional inteiro € completo em relagdo a uma variavel quando todos
expoentes dessa variavel estdo presentes nesse polinébmio.

Polinémio nulo

Um polinébmio sera nulo quando todos coeficientes s&o iguais a zero.

Polinémios idénticos

Polindbmios idénticos dois polindmios séo idénticos se e sO se sdo iguais os coeficientes
dos termos do mesmo grau

12.30peragdes com polinémios
Adicao e subtracgao

Adiciona-se ou subtrai-se os termos do mesmo grau

e Obs: observe que, se ndo houver termos semelhante para operar, ele apenas
sera repetido.

Exemplo:

Dados os polindmios A(x) = x3 + 4xy + y> —2 e B(x) = 2x* — 2xy + 4y* + x
Determine:

= i) A(x) + B(x)

* ji)A(x) — B(x)
Resolucgao:
A(x) + B(x) = (&3 + 4xy + y* — 2) + (2x% — 2xy + 4y* + x)
A(x) + B(x) = x3 +4xy + y* — 2+2x% — 2xy + 4y* + x
Ax) +B(x) =x3+2xy+5y* -2 +x
A(x) —B(x) = (x> + 4xy + y* — 2) — (2x* — 2xy + 4y* + x)

A(x) + B(x) = x3 +4xy + y* — 2-2x% + 2xy — 4y* — x
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Ax)+B(x) =x3+6xy—3y* -2 —x

Multiplicagao

A multiplicagao devera ser feita multiplicando-se primeiro os coeficientes, depois a parte
literal obedecendo as regras de potenciagéo e a regra da distributividade e, por fim,
adicionando-se os termos semelhantes.

Exemplo: Dados polinémios: A(x) = 3x?2 e B(x) = x* —3x
A(x) - B(x) = 3x%- (x* — 3x)

A(x) - B(x) = 3x* —9x3

Divisao
Método da chave:

Divide-se como se estivesse a dividir um numero por outro.

e 1° Organiza-se os termos dos polindmios em ordem decrescente dos graus
dos seus termos.

e 2° Coloca-se, no quociente, um termo que o seu produto com o divisor anula
o termo com maior grau no dividendo.

e O processo termina quando o grau do resto parcial for menor do que o grau
do divisor.

Ex.:

X—-6x2—x+12 |[x=2

—x2+ 2x2 x2—4x -9
-2 —x+12
+ 4x%— 8X
—-9OX +12
+9xX - 18
-6

Teorema d’alembert

Um polinémio P(x)é divisivel por (x—a)se e somente se [p(«) = 0| ou seja, se a for a

raiz do polinémio-.
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P(x)| x-a
0 Q(x)

—s |P(@)=0

12.4Divisibilidade de polinémios

Um polinémio B/, é divisivel por (x—a)sé e s6 se B(a)=0. Neste caso, diz-se que a é
a raiz do polinédmio. Se um polinémio f é divisivel por X—de por x—b,coma=#b,
entao f é divisivel pelo produto ((x—a)(x-»)

12.5Método De Briot-Ruffini
Regra de Ruffini

e O coeficiente do primeiro termo do quociente é igual ao coeficiente do
primeiro termo do dividendo;

e Cada um dos restantes coeficientes do quociente obtém-se multiplicando o
coeficiente anterior do quociente por a e adicionando o coeficiente
correspondente de P(a);

e O resto € a soma do ultimo termo do dividendo com o produto do ultimo
termo do quociente por a.

Plx) =3x° = Tx? 4+ 6x45 D|x) =—x+2

2|3 -7 6 5 ¥ =2
\3 -1 4 r, @— Resto
Coeficientes do quociente — a- Q(x)

polinémio a - Q(x)
|

(-1)-Olx)=3x*-x+4
Grau do polinémio Q(x) é uma unidade o
menor que o grau do polinémio P(x) Q(x) =-3x"+x—-4

resto > R=13

12.6 Teorema do resto
O Resto da diviséo do polinémio P(x)pelo binémio x-a,é igual ao valor do polinémio

P(x)para x=a,0u seja, o resto R vai ser igual ao P(a)

R=P(a)
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Teorema do resto (divisor de 1° grau d =ax+b)

P(x)| ax + b _ _
QM) P(x)=(ax+ b)-Q(x) + R
R b
Raiz do divisor X, =—;
P(—2)=0-Q(x)+R 5
e
a

Teorema da decomposi¢ao de um polinémio

O teorema da decomposig¢ao de um polinémio, o qual garante que qualquer
polinédmio pode ser decomposto em factores de primeiros graus

De maneira geral, todo polinémio:

P(x)=ax"+a, x"" +..+a,x +ax+a,

Pode se escrito na forma fatorada P(x)=q,(x—¢,)(x—a,)..(x—,) Em que

a,,a,,.0,sao as raizes de P(x), dai podemos anunciar o seguinte teorema:

Toda equacgao polinomial P(x) =0 de graus 5,, >0tem exatamente n raizes reais ou

EXERCICIOS RESOLVIDOS

GATILHO DE MATEMATICA | 2° Edig&o m



e

01) Um polinémio P(x)=x"+ax’ +bx+c satisfaz as seguintes condigdes:
P(1)=0; P(-x)+P(x)=0 qualquer que seja x real. Qual o valor de P(2)?
a) 2 b) 3 c) 4 d) 5

a~}
o
v
~
Il
]
—_—
—
~
Il
S
|
><Lo-)
+
IS
S
o
|
S
+
o
+
><L)-)
+
Q
=
o
+
g
+
o
g
S
o
+
[\
o
Il
[w)
8
o
+
o
—
S
Il
L

02) Os valores dos numeros reais m e n, para os quais o polinémio
P(x)=x"+mx’ +6x+2n seja divisivel por x> — x -2, sdo, respectivamente:

a)%9e-8 b)7 e -10 c)10 e -7 d)-9e8
Resolugao:

1° Passo. Vamos achar os zeros de x* — x—2

X -x=2e(x-2)(x+)=>x =2Ax,=-1

Pelo teorema de divisibilidade

Para X, =2 temos: P(2)=0=2"+m-2*+6-2+2n=0=8+4m+12+2n=0

ParaX, =—Itemos: P(~1)=0= (1) +m-(~1)’ +6(-1)+2n=0=—1+m—6+2n=0Veja
que ai temos duas equagoes e duas incoégnitas
{8+4m+12+2n=0 {4m+2n=—20 {4(7—2n)+2n=—20 {28—8n+2n=—20

= = =

~14+m—-6+2n=0 m+2n="7 m=7-2n m=T7-2n
—48
—6n=-20-28 —6n =-48 n=— n=2_8 n=2_8 n=2_8
= = = -6 = = =
m=17-2n m=7-2n _7_9 m=7-2-8 m=7-16 m=-9
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03) O polinémio P é tal que P(x)+xP(2—x)=x’+3 para todo x real. Determine P
(0), P(2)

P(x)+0-P(2-0)=0’+3=P(0)=3

04) Dados os polinémios P(x)=x’,Q(x)=x"+x" ¢ R(x)=5x"+3x*, determine os

numeros “a” e “b” reais tais que R (x)=a-P(x)+b-0(x)

b_
5xt +3x2 =a(x2)+b(x4+x2):>5x4+3x2 = ax’ +bx* + bx?
a+5=3=a=-2

05) O resto da divisao de um polinémio P (x) por (x+1) é 7 e o resto da

divisao de P (x) por(x+1)(x—2)é 3. Determine o resto da diviséo de P (x) por

(x+1)(x—2).

0
—
=
~—
Il
(&
—
=
~—
—
=
+
—_—
~—
+
~J
0
—
L
SN—
Il
(.
—
L
~
o
+
~
s~
—
L
~—
Il
J

P(2)=R(2)=3
—2a+2b=3 17
=3b=17T=b=—
2a+b=3 3
2a+1—7=3»:>2a=w:>a=—i Logo: R(x)=—ﬂx+1—7
3 3 3 3 3
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Exercicios Propostos
1. Se P (x) é um polinédmio do segundo grau com coeficientes reais, tais que

entdo:P(0)=1eP(x—1)—P(x)=-8x+2

a)P(x):2x2+4x-|—1 b) P(x):4x2+2x+l c) P(x):4x2—2 c)P(x)=—2x2+4x+1 e)
P(x):4x2—2x-|—1

2 O polinémio A(x) representa a area de um quadrado de lado «+1 e 0
polinémio V(x) representa o volume de um cubo de aresta «+1. O grau de

A(x)+V(x)é:
a) 3 b) 6 c)5 d) 4 e)1

3. O volume de um paralelepipedo é dado por V(x)=x’—6x+11x—6 e sua
altura é 3. A soma das outras dimensoes desse paralelepipedo é:

a)3 b) 2 c)6 d) 4 e)7

4. Se o volume de um paralelepipedo é dado por V(x) =X +mx’ +nx+ p e suas
arestas sao 1, 2 e 3, entdao o quociente (area da base) de V(x) porx—3 é:

a) x> +3x-2 b) x> +3x+2 C)x* —3x—2d)x*—3x+2

4. O volume de um paralelepipedo é dado por V(x)=x’—6x+11x—6 e sua
altura é 3. A soma das outras dimensoes desse paralelepipedo é:

a)3 b) 2 c) 6 d) 4 e) 7

5.A soma dos coeficientes do polinémio do 3° grau que se anula para x=1e
que, ao ser dividido por, x+1,x—2 ¢ x+2apresenta
restos iguais a 6, é:

a) 2 b) 0 c) 4 d) 6 e)3

6. O resto da divisdo do polinémio x'2 + 16 por x + /2 é igual a:
a) 1632 b) 832 c) 32 d) 16 e)8

7. Seja 2x?"*1 + 3x?" + 3n e N .Dividindo esse polinémio por x+1, obtém-se o
resto:
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a)0 b) 4 c) -2 d) 5 e)3

8. Se P(x)=x"—2mx’ +(-m+6)x+2m+n & divisivel por x-1 e por x+1, entdo m +

n é igual a:
a)7 b) -7 c)6 d) -6 e)0

9.A divisdo de P (x) por x* +tem quociente x—2 e resto igual a 1. O polinémio
P(x)é:

a)x’ +x—1 b)x* +x+1x”> +x C)x?—2x"+x-2 d) x> —2x" +x—1
10.Numa divisao de polinédmios em que o dividendo é de grau n e o quociente
édegraun-4,comne€INen =24, ograu do resto pode ser, no maximo, igual
a:

a)3 b)n-4 c)4 dn-5 c)
5

11.0 resto da divisdo de P(x)=x"—x+lporD(x)=x"+x+1 é:
a)o b) x + 2 c)x-2 d) -x+2 e)-x-2

12.0 quociente da divisdo de x’ + px+¢ porx’ +x+1 é igual a:

a) —x+1 b)x-1 c)x’—1 d) x*+1 e)x+1

13.Se na divisdao de12x* +5x° + 5x+12, por 3x* +2x—1, 0 quociente é Q(x), entao
Q(3) é igual a:

a) 33 b) 34 c) 35 d) 36

14.0 polinémio P(x)=2x'-ax’ +bx+2é divisivel por2x* + 5x—2. Entdo a + b ¢ igual

a) -7 b) -3 c)0 d) 7 e) =10

15.0 resto da divisdo de x* +x’ + x’ax+b por x*+1¢é 3. O valorde a+bé:
a)s b) 4 c)2 d) -4 e) -2

16.0 resto da divisdao de x* —2x* +2x”> +5x+1 por x—26é:
a)1 b) 20 c)0 d) 19 e)2
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17. O grafico da funcao polinomial y = P (x) é:

A

Nestas condi¢oes, qual o resto da divisao de
P(x) por (x+2)(x—1)?

v

—

18.Se _ N b 2x-1

x> -1 x—l_x -1

, Para todo x, x # +t1entao a — b vale:

a)4 b) -2 c)3 d)o e) -1

12.7. Classificacao das expressoes algébricas

Expressoes algébricas classificam-se em racional e irracional
INTEIRA

RACIONAL
{FRACCIONARIA

PAR
IRRACIONAL
IMPAR

EXPRESSOES RACIONAL

Uma expressao algébrica sera racional inteira quando apresentar apenas termos

algébricos racionais inteiras

3.2
Ex.:2ab, -6xX’y’ 4m’m’p’ —Jngp

Dica: é so verficar se nao existe nenhuma incognita ou parte literal dentro de uma
radical e no denominador
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Expressao algébrica sera racional fraccionaria

Uma expressao algébrica sera racional fracionaria quando apresentar pelo menos 1
termos algébricos racional fracionaria. (incégnita se encontra em denominador)

M (x) =0 M(x)=0AN(x)%0 Onde M (x)AN(x) sdo polinémios.

N(x)

2 2_4
1
Ex.: _ab; _3y; On:f; — By
c X nq

EXPRESSAO ALGEBRICA IRRACIONAL

Uma expressao algébrica sera irracional quando a variavel figura na radical ou

quando a variavel tem expoente fraccionario

2

1
Ex: zx?; Jx; (yx)§

IDENTIDADES NOTAVEIS

Sao ditas notaveis por serem as identidades mais usadas. E muito importante
memoriza-las e estar sempre atento para a possibilidade de usa-las, mesmo que

as aparéncias escondam isso.

¢ Quadrado da soma de dois o Diferenca de quadrados de
termos dois termos
(a+b)2=az+2ab+b2 az—bz—(a—b)(a+b)
¢ Quadrado da diferenca de 2 e Cubo da soma de dois termos;
termos.
s (a—b) =a’ -3a’b+3ab’ - b’
(a —b) =a*—2ab+b*
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e Cubo da diferenga de dois e Diferenca de cubos de dois

termos; termos;

(a +b)3 =a® +3a’b+3ab® + b’ a b :(0—3)(02 +ab—b3)

e Soma de cubos de dois e Cubo da soma e diferenga com
termos; um

<a3 +1)=(a+1)(a2 —a+l)

@+ =(a+b)(a ~2ab+1?) (a=1)=(a=1)(a +a+1)

Identidade fracionarias

1+1_bia 1 1 2n+1 1 1 1 1 1 1

— XX —= —_—t—= —_— = + = —

a b ab n n+l n(n+1) n n+l n(n+1) n+l1 n(n+1) n
1 | n-1 Quadrado da soma de trés termos Distributiva

n+l_n(n+l) - n(n+1)
(a+b+c)2 =a’+b* +c* +2ab+2ac+2bc a-(b+c):ab+ac

Identidade de Diophantos

Sempre que dois niumeros inteiros,m e n, forem, cada um, a soma de dois
quadrados,

| Entdo seu produto mn também sera a soma de dois quadrados.

26=213=(I"+1")-(2°+3*)=(1-3+1-2) +(1-2-1-3) =5"+1" =26
16=2-8=(1" +1’)-(2*+2° ) = etc.
116=4-29=2-58=(1" +1’)-(7* +3*) =etc.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

p +2p

(p +1)(p _1)+(p +1) obtém-se

01) Simplificando a expressao
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2 +2 2
p(p+1) p+1 (p+1)(p—1) p+1 (p+1)(p-2)
- T T e |
Resolugao: :
[
p’+2p __ pP+2p  _ p+2p _pi+2p_p(p+2) _p+2 :
(p+1)(p-1)+(p+1) (p2—12)(p+1) p’—l+p+l p’+p p(p+l) p+l :
______________________________________________________ i
B ) > —54° +6a a -9
02) A expressao equivalente 3 T
a -8 a +2a+4
a)a+3 b) a—2 c)a+3 d) a e) a
a—2 a+3 a a+?2 a+?2
[ = e
: Resolugao:
I
| @ —54>+6a a9 @’ —5a’ +6a a’+2a+4
1 - = —
: a’ —8 a’+2a+4 a’ —8 a’—9
: a(a2—5a+4)xa2+2a+4_ a(a—Z)(a—3) a’+2a+4
I
[
I

03) Os valores A, B, C da expressao - ==

respectivamente:
a)—2, 2,1

Resolugao:

8 A B

b)

a2 — 132 _(a—2)(a2+2Cl+4)x(a_3)(a+3):

_15 2515

C 8
=

c) —2,1-1

8 A B

x—=2

x —4x x

d)—1,

+—

-1,2

C
x+2

_(x—2)(x+2)~A+B~x-C-x~(x—2)

X —4x x

8=Ax*—4A+Bx*+2Bx+Cx* —2Cx={2B-2C=0

=
2B-2C=

{B+C=2

x—2 x+2 ¥ —4x

C=2-B
= =
0 |2(2-B)-2C=0

x(x—2)(x+2)

A+B+C=0

—44=8=A=-
C=2-B
=
2B-2(2-B)=0

=
2B-2C=0 2B-2C=0

{A+B+C:0 {—2+B+C:O
=
2

C=2-B=C=2-1=1
2B-4+2B=0=B=1
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04) Usando as identidades notaveis e calculando inteligentemente, mostre que
(a+b+c)2 —(a—b+c)2 =4b(a+c)

seja:x=a+bey=a—b

(x+c)2—(y+c)2 =x2+2xc+02—()/2+2yc+cz)—>xz+2xc+cz—y2—2yc—c2

(x+c)2—(y+c)2 —> 4ba +4bc =4b(a+c)

|
|
|
—>a’+2ab+b? +2(a+b)c—a2 +2ab-b* +2(a—b)c—>a2 +2ac+2bc—a* +4ab+2ac—2bc |
|
|

06) Calcule

a) 5003

13 EQUACOES DO 3° GRAU

Uma equacao pode ser escrita na forma ,onde a, b, ce dsao

numeros reais conhecidos, com

Na forma mais comum, para resolver uma equagao do terceiro grau, aplica-se a
regra de Ruffini.
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Exemplo: Determine as raizes da equagdo x3 — 6x*> + 11x — 6 = 0
Passo 1: Encontrar a primeira solugao valida

Para encontrar a primeira solucéo valida temos que sempre tentar os divisores do
termo independente e seus simétricos. Neste caso concreto o 6.

Divisores de 6 = {1,2,3}, todos valores por testar {1,-1,2,-2,3,-3},
x=1:12-6.12+11.1-6=0

Como o resultado deu zero, entdo x = 1 € a primeira solugdo valida.
Passo 2: Aplicar o método de Ruffini

VVamos organizar o polinomio no dispositivo de ruffini colocando a primeira solugéo
valida x=1.

x3 — 6x2 + 11x — 6

Assim, o resto é 0 e o polindmio reduzido é: x> — 5x + 6 =0
Passo 3: Resolver a equagao reduzida
x2 - 5x +6=0
Pelo método da soma e produto:
b —( c_ 6

p - -5 . . ,
Asomaes=7=T)=5 e produtoep=;—I:6,aSS|mosnumerosque

somados resultam em 5 e multiplicados resultam em 6 sdo 2 e 3. Portanto: x =2 A
x=3

Conclusao

As raizes da equagao original: x3 — 6x* + 11x — 6 = 0 sdo {1,2,3}

Casos particulares
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13.1. Equacgoes cubicas sem uma constante
e d=0, ax®*+bx*+cx=0
Evidencia-se o termo o termo de menor expoente neste caso o ¢

ax’ +bx’ +cx =0
:>x(ax2 +bx+c)=0

=x=0Arax’+bx+c=0
Exemplo:
x3—7x*+12x=0
x(x2-7x+12)=0
x=0 A x*-7x+12=0
x=0A(x—-3)(x—-4)=0

x=0Ax=3Ax=4

14 EQUACOES DO 4° ,6°,8°... GRAUS

Para resolver qualquer equacgao do tipo |ax2" +bx" +c= O| aplica-se a troca de

variaveis. Que consiste em Substituir por y ou (outra variavel) obtendo-se y

resolvendo a equacgao do 2°. grau. Em seguida desfaz-se a troca, determinando-se a
incognita inicial.

Exemplo 1:
x*—13x2+36=0
(x®*)2 -13(x*)+36=0

Seja x* = y teremos:
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(»?-13(») +36=0
y?—-13y+36=0

Usando a técnica de soma e produto, temos soma 13 e produto 36, os numeros
que somados resultam em 13 e multiplicados resultam em 36 séo 4 e 9. Por tanto:

yi=4ey, =9

Agora temos que recuperar 0 n0sso X, pela expressao que colocamos no seja.

Sol: {-3,-2,2,3}

Exemplo 2:
x8—18x*+32=0
(x*)?-18(x*)+32=0
Seja: x* =t teremos: (?>—-18(t)+32=0

t?—18t+32=0
t—-2)(t—-16)=0
t,=2At,=16
Voltando para o seja: x* =t teremos:

xt=1t
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x =+t
x =45t A x =13t
x=1V2 A x=1V16
x=+V2 Ax=+2

Solugges: {—-V2,-2,2,2}

14.1 Equacao “tipo produto”
Lembrando que |A ‘B=0=>A4=00uB= O| pode-se resolver uma equacgao de grau maior

que dois se for possivel transforma-la num produto de factores do 1°. e 2°. graus

Exemplo 1:
(x2-4)(3x2-6x) =0

x2—-4=0V3x:2—-6x=0
x2=4vx(3x—-6)=0

x=+V4v3x=6

—t2vi=o=2
x =+ x—3—

Solugdes: {—v2,v2,2}

Exemplo 2: Soma das solugdes inteiras da equagao (x2 +1)(x2 —25)(x2 —5x+6) =0

a) 1 b) 3 c)5 d) 7 e) 11

Resolugao:

2 +1)(x*?-25)x>—-5x+6)=0
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x2+1=0VvV x*—-25Vv x2—-5x+6=0

* Para x? + 1 = 0 como teremos: x = +V/—1 n&o tem solugio
* Para x? — 25 = 0 teremos: x = +V25 = 45
» Para x? —5x + 6 = 0 teremos soma 5 e produto 6, assimx=2ex =3

O total de solugdes obtidas é {-5,2,3,5}

A soma de todas essas solugdes inteirasé -5+2+3+5=5

15.1 Equacgao “tipo quociente ”

Chama-se equagao do tipo quociente ou simplesmente equacéo fracionaria se a
incognita se encontra em denominador.

A 0 A =0 Bx)£0

B(x)

As raizes da equacao deste tipo sdao as do numerador por nao ser definida
quanto B(x)=0

Exemplo:

2x2—8x_
7x—4

O denominador ndo deve ser igual zero, por tanto: 2x> —8x=0 A 7x—4 + 0
2x2—8x=0A7x—4+0

x2x—8)=0A7x+4
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x=0Vv2x—-8=0Ax=

x=0vx=4=0Ax=

S RIS

Exercicios propostos

1. Para qual valor de "a" na equagao (x—2)(2ax—3)+(x—2)(-ax+1)=0 tem duas

raizes reais e iguais?
a) -1 b) 0 c) 1 d)2 e)3

a _ _Ll —5 com a e b nimeros inteiros positivos.

1—x

2. Considere a equagao

2
Das afirmacdes:

l.Sea=1 eb=2 entdo x=0 € uma solugdo da equacao.
Il. Se x é solugcédo da equacéo, entdo x » l,x #-lex=1
2

. x = %néo pode ser solugdo da equacdo. E (sdo) verdadeira (s)

a) Apenas Il b) Apenas | e Il. c)Apenas lelll. d)Apenasll e lll.

3. Sendo 15 e 7, respetivamente, a soma e o produto das raizes da equagao
3x’+bx—c=0Ovalordeb—c

a)—68 b) —45 c) —24 d) 16

4. Se a equagdo 3x* —6x+(2k—1)=0 tem duas raizes reais e diferentes, entao:
a) k<2 b) k=0 c) k>2 d) keR

5. A fungdo quadratica :(m2 —4)x2 —(m+2)x—1 esta definida quando:
a)m = 4 b) m#4 c)m # +2 dym=+2

6. Parabola da equagéo )y = ax’ +bx+c passa pelo ponto (1,0). Entdoa+b +cé

igual a:
a)0 b) 2 c)3 d)5 e) Nenhuma das alternativas
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16 EQUACOES IRRACIONAIS

Equacao irracional € uma equagao em que a incégnita aparece sob um ou mais

radicais qualquer equacao irracional pode ser reduzida a uma equagao algébrica

Resolucgao:
Para resolver uma equacéo irracional, devemos transforma-la eliminando os
radicais. Para isso, elevamos ambos os membros da equagao a expoentes

convenientes.
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16.1. Equacoes do tipo
JA+B=0

Como se resolve?

= Passa-se 0 2° termo (o B) para o 2° membro (depois do simbolo igual);
= Eleva-se ao quadrado ambos os membros;
= Resolver a equagao obtida e verificar as solugdes.
Exemplo: Ache as raizes de: V4x + 24 —2x =0
Calculando:
Vadx+24—-2x=0
Passo 1: Isolar a raiz quadrada

Vax + 24 = 2x

Passo 2: Elevar ambos os lados ao quadrado

(Vax+24)" = (20)?
4x + 24 = 4x?
4x* —4x—24=0
Passo 3: Resolver a equacéao

4x2 —4x—-24=0

—b + Vb?% — 4ac
x:
2a

(-t J(4?-44.(29
= 2.4

_4i\/400_4i20
- 8 - 8

X

x=3ex=-2
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Passo 6: Verificar as solugdes

Como a equacao original envolve uma raiz quadrada, precisamos verificar se essas
solugdes satisfazem a equacgéo inicial.

Neste caso 0 x = 3 € a unica solugéo valida.

Ja que o dominio exige que: 4x+24 >0 A2x >0 nestecasox >0

16.2. Equacoes do tipo

Ja+JB =0

Como se resolve:

Passa-se o 2° termo para o 2° membro e eleva-se ao quadrado ambos os membros.
Resolver a equacao obtida e verificar as solugdes. Tal como foi feito no exemplo
anterior.

16.3. Equacoes do tipo
JA+JB=D

Como se resolve

Eleva-se ao quadrado ambos os membros. Resolver a equagao obtida e verificar as
solucdes. (caso notavel)

Exemplo 1: A equacéo v5—x-v5+x =-2x tem raiz(es):

rimeiro vamos achar o dominio de existéncia: x € |-5,0[ (veja na unidade de

Q T

ominio de expressdes irracional como calcular dominio)

:
i
i \/S—_x-\/S—i-_xz—2x:> (5—x)(5+x)=—2x
|
I
I
I

= (GG 1)) =(20) = (5-x)(5+x)=4x 2252 =42’

=532 =25= x =15 logo: [x=—5 | x=+/5¢]-5,0[

____________________________________________ I 5




Exemplo 2: Os inteiros positivos x e y satisfazem a equacgao

\/x + %\/; - \/x —%\/; =1.Qual das alternativas apresenta um possivel valor de
y?

a)5 b) 6 c)7 d) 8 e)9
I— ————————————————————————————————————————————————————— 1
1 Resolucéo: :
1 [
1 [
| 2 1
| N s it NN N |
I
I 2 _ 2 2 . |
: lembrando que —|(a—b)" =a’ —2ab +b* | vem: I
I
I
: c>x+%\/;—2\/x+%\/;~\/x—%\/;+x—%\/;=l<:>2x—1=2«[x2—%y :
I
1 [
: Nota: Ai temos uma nova equacéo irracional, vamos elevar os dois lados da igualdade :
: ao quadrado novamente. :
U o o o o S N SN BN BN BN BN BN BN BN BN BEN BN BN BN BEN BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN N S
e 'i
I 2 . .
! c>(2x—1)2=(2./x2—%y) &4y’ —4x+1=4x" -y y=4x—-1 A Unica alternativa que E
I' contém um numero da forma 4x — 1 é a alternativa C. veja que: I
: I
1 |
: Sex=0:>y=4~0—1=—1 Sex=2:>y:4-2—1= :
! Sex=1=y=4-1-1=3 Sex=0=y=4-3-1=11 !
U o o o o o o e e S S S B S B B o B o S B S S S B S B S B B B S B S B o o B |
Conclusao:

Para calcular as raizes de qualquer equacao irracional basta primeiro calcular o
dominio em seguida resolver a equagao seguindo os passos do respetivo caso e
verificar a solugao obtida se pertence ao dominio.

17 EQUAGAO EXPONENCIAL

Chama-se expressoes exponenciais aquelas em que a variavel figura no

esponte
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a*=b,VxXeERa>0

Para resolver uma equagéo exponencial temos de igual sempre as bases e cortar,

para trabalharmos com os expoentes.

As Regras das expressdes exponenciais seguem as mesmas regras da
potenciagdo que vimos anteriormente neste livro. Vamos rever alguns.

X+ X X X X x —x 1
a y=a Xay (aXb) =a *b a”:a a =
a a
X 7 Xy n m 1 O
(a)=a vam = an eqt=— ea =1
ax
Exemplo 1: Exemplo 2:
42+x — 24x+2 3 6x—10 9 o1
(22)2+x — 24x+2 (Z) - (1_6)
24+2x — 24-x+2 3 6x;_10 3 2.x—1
Como ja temos bases igual, agora <4) [<4) l
trabalhamos apenas com os expoentes
3 6x;10 3 2x—2
4+2x =4x+2 <Z) =<Z)
2x—4x=2—-4 6x — 10
— =2x—-2
—2x=-2
6x—10=4x—-4
x=1
6x—4x=-4+10
Sol {1}
2x =6
x=3

17.1 Inequagoes Exponenciais

Inequagodes que envolvem termos em que a incognita aparece no expoente sdao

chamadas de inequagdes exponenciais
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Para resolver uma inequacéo exponencial procedemos do mesmo modo como na
equagao exponencial, porém, devemos sempre observar os seguintes aspetos:

= Base maior que 1: mantemos o mesmo sinal de desigualdade
b < b* , se b > 1temos: ax < cx
= Base entre 0 e 1: mudamos para o contrario o sinal de desigualdade

b < b**, se 0 < b < 1temos: ax = cx

Exemplo 1: Exemplo 2:
2x+2 <16 1 x+2 1
- < —
<2) — 16
2x+2 < 24
1 x+2 1 4
Aqui cortamos as bases e o sinal ndo altera (E) = (E)
x+2<4 Aqui cortamos as bases e o sinal deve alterar
de < para =, pois /2 estaentre 0 e 1
x<4-2
x+2=>4
x<2 x>4_2
x € ]—00; 2] x>2
X € [4; +oo]
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18 LOGARITMOS

Definigcao:

Sendo a e b numeros reais positivos, chama-se logaritmo de b na base a, o
expoente em que a deve ser elevado de modo que a poténcia obtida de base a seja

igual a b isto é

b>0
log,b=x=>a" =b<=<a>0na=l

Exemplos:
* log, 16 = 4 porque 2* = 16

* log;27 =3 porque 33 = 27
* logy 81 =2 porque 9% = 81

Cologaritmo

O inverso de um numero é igual ao oposto do 1
logaritmo dessa mesma base chama-se cologaritmo log, b —log, b = colog,b

Exemplo: log; (%) = —log; 9 =-2

Antilogaritmo

E o numero que corresponde a um logaritmo € o log b =x—= antilog x =5
. , . , a a
inverso do calculo de um logaritmo de um numero

Logaritmo natural

O logaritmo natural de um numero a, a >0 é o logaritmo

2 2 Inb=1log b
desse numero a, na e
base e. Representamos o logaritmo natural por In. Assim:
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18.1Propriedades de logaritmos

1
log,1=0; log,a=1; d*"=b log 4/b=log b’ :l-loga p=log.b
n n

log, (bxc)=log, b+log,c log,(b+c)=log, b—log,c log,b=log,c=>b=c

log, 0" =nlog, b log, b= log.b
log, a

log, b 1
loganbzldogabzw logabzl & _
" n 0g, a logba

EXERCICIOS RESOLVIDOS

X x+y

e =8¢ o =243 entéo x-y é igual

log, b-log, a=1

01)Sendo x e y numeros reais tais que
a:
a) —4 by 12
) < c)4 d) 6 e)12

Resolugao

X x+y
2x+y 35y

=243

=3 =3V =3 = 2x+2y-5y=5=>2x-3y=5
x—y:3 X:3+y —_———

= = =
2x-3y=5 " |2(3+y)-3y=5 [6+2y-3y=5
————————————————— x=3+l=>x=4

= = = = Jogo:x-y=4-1=4
6-y=5 -y=5-6 -y=-1 y=1

X

02) O numero real x que satisfaz a sentenca 3 = a

i
I

i

I

i

I

i

I

i

I

l

I x4y 2 x+y
| 9 ()
i

I

i

I

i

I

i

I

i

I

i

I
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a) Negativo. b) Par c) Primo d) nao inteiro e)
Irracional.

| Resolugio I
| |
I 9x 32x ‘ I
3 = o3 = 3 =P oy 1= x4 x-2x=—-4=-x=-4=x=4sol: b) Par
Y 3 :

a)5 b)4 c)2 d)-3 e) -1 07)
P e e S Ss s 1
1 Resolucio :
I
] I
: 2" = 4y+1 2x:22y+2 X = 2y+2 ______________ I
| Tt = = = ]
127 =3" 3 =3 3y=x-9  [3y-x+9=0 |3y—(2y+2)+9=0 !
I
" S (R x=2-(-7)+2= x=-12 :
I = == {x—y=—124+7==-5 1
L 3y-2y-2+9=0 y=24+9=0 y=-7 :

2x2+12 . 5x2+12 > O, 0001 . (102—x )5 . 10x2+12 > 10—4 . 1010—5x = 10x2+12 > 1010—5x—4

:>x2+12210—5x—4:>x2+12—6—5x20:>x2—5x+620:>(x—2)(x—3)20

5) O niimero 023ei ual
a
log, 27 g
1 1 2 2

a) — b) — c) = d) = e) -

)9 ) 3 ) ) )

Resolugao :

I

log, 3 = log, 33 = log, 3 = 1 :zlog . 3° — lambrando que{log , b" :ﬁloga b
log,27 log.3 3 72 “ n




Exercicios propostos

X -2x

01) O conjunto solugao da inequacao (0,04) 2 >0,008

a) S:{xeR\x<3} b) S:{xeR\ x>-1 0ux<3} c) S:{xeR\ x>10ux<3}
d) S={xeR\x>—1x<3} e) Sz{xeR\ -1 <x<3}

. b
1. Se log,”—log,” = 9, 0 quociente — vale
a

a)10 b)25 c) 32 d) 64 e) 125 Opcao correcta: d)

32
2.Se log2=ae log3=>b, escrevendo log(E]em funcao de a e b obtemos:
a)2a+b b)2a-b c)2ab d)2ab e)5a-3b Opcao correcta: e)
3. Se logE =2loga+3logh—logc—logd, entdo E éigual a

213 213
ab d)abd

C c

a)a’ +b*—c—d b) a’b’ —cd ¢) e) a’b’cd Opgao correcta: c)

4.Selog,,4=A4 e log, 6 =B entdo o valor de log, 5 é:

A+B _ A-B
2 )

a)\JA.B b) d)1-4Ad)1-Ac)1-B  Opegao correcta: d)

log, 1+10g0,01

1
log, (64).10& J8

5. O valor da expressa é igual a:
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4 1 4 3 2

—b)—c¢)—d)=e)— Opcao correcta: c
a)15)3c)9)5e)3 pc )
6. O valor da expressio 3°#9(s3) &

a)-1b)0c)3d)Se)8 Opcao correcta: e)

7. O numero real a ¢ o menor dentre os valores de x que satisfazem a equacao

2a+4
2-log2(1+\/2x)=3 Entio, logz[ at j é igual a:
1 1 3 ~
a) 2 b) 5 c)1d) > e) 2 Opcao correcta: b)

8. O produto log, 3 log, 4-log,5-...-log,, 63-log., 64 € igual a:
a) log, 64 b) log,63 c)2d)4e)6

9). Se x € um numero real,x >2 e log, (x—2)—log, x =1,entao o valor de x é:

a) 4—2\/5 b) 4—\/5 c) 2+2\/§ d) 4+2\/§ e) 2+4\/§ Opcao correcta: d)

10). Se m e n sdo numeros inteiros tais que log, m—log, n =4 e 800 <m <890, entdo

o valor de n é:

a)l0b)8c)6d)de)?2 Opcao correcta: a)

12. Tendo em vista as aproximagdeslog ,2<0.30 e log,,3>0.48,entdo o maior

namero inteiro n satisfazendo10” <12**é igual a:

a) 424 b) 437 ¢) 443 d) 451 e) 460 Opcao correcta: d)

log, x+log, y=4

13. Resolva o sistema{
x-y=28
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Correcgao: x=32 ) y=

9b
14. O valor de x que satisfaz a equacao2logx+logb—log3 = log(—4jpertenceao
X

intervalo:
a) {Oﬂ b) Bl} c)[1,2]d)[2,3] ) [3.4] Opcgiéo correcta: ¢)

(—3 +5 )0 —log, 27

15.0 valor da expressao

a) 1 b) -2 c) -4 d) 2 e) 4 Opcao correcta:

d)

16. Se x e y sao numeros reais positivos tais que y = 16" entdo x é igual a:
4
a)4yb) 2y c) iy d) g e) [y Opgao correcta: c)

7.Considere p=log.2,g=1og -4 € r=1o J2 . E correcto afirmar que:
p=10g; 2, g=log ; g

3

a)p<qg<rbh)r<q<pco)q<r<pd)p<r<gq. Opcao correcta: e)

18. Para valores reais de x,3"'<2" se e s se:

a)x<0bh)0<x<1c)x<1d)x<-1¢)2<x<3 Opcao correcta: a)

19.Sabe-se quelog 10=1,6610e que log 160=3,6610,m #1. Assim, o valor
correcto de m corresponde a:

a)d b)2 c)3 d)9 e) 5 Opcao
correcta: a)
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20. Sao dados os numeros reais positivos a, b e x tais quea =1 e b #1.Sabe-se
que log, x=2 e log, x =4.Calcule log , a/x.

Resultado final log , avx :%

21 Se f(x)=logx,ent50f(ij+f(x)é igual a:

a) 10 b) f(x2)c) -f(x) d) 1 e) 0 Opcio correcta:
e) 22.A solugéo real para a equagao " :é, coma>0,a#1eb>0, édada por:

a
a) log,(b) b) log, (b+1) ¢) log, (b)+1d) log, (b)+2 e) log, (b)—2

Opcao correcta: e)

23.Sendo V={xc[R / 81'logx’-3"logx’=0}, tem-se:

avellisalpvell Lialovelllas d)\V e 1aas
2 372 372 3

Opcao correcta: b)

24. A intensidade de um terramoto na escala Richter é definida por I=

%loglo [EE),em que E é a energia liberada pelo terramoto, em quilowatt-hora

(kwh), e E, =10~ kwh.

o

A cada aumento de uma unidade no valor de |, o valor de E fica multiplicado
por:

3 1
a) 10 b) ? )10 d)10? Opcao correcta: d)
2" —16.1 = ~
25. Se o par (x,,),) é solucado do sistema de equacdes 0.logy=0 entao
3.2"-10.log y =19
X ..
— éigual a:
Y
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a) 3\1/(1)_0 b) IO;E c) 3«/@ d) 5\/§ e) % Opcgao correcta: a)

19 INEQUAGOES

19.1Inequacgao Produto
Inequacao-produto é toda inequacao na qual ha um produto de termos. Note que o

produto deve ser comparado a zero, para que seja possivel avaliar os sinais dos
fatores. Uma das formas de avaliar o sinal € o uso da tabela de sinais ou o grafico

S (x)-2(x)>0
Pela tabela:

x-2)x+3)>0
Temos que achar os valores que anulam cada parte:

= x—2=0-x=2
* x+3=0->x=-3

Vamos na tabela avaliar os sinais

|=o0; =3[ | -3 1-3;2[ 2 12; +oof
x—2 - - 0 n
x+3 - 0 + +
(x—2)(x +3) + - +

Solugdo: como o sinal é > a solugéo é retirada onde temos sinal positivo (+)
Solugdo: x € ]—o0; =3[ U ]2; +0o[
Pelo grafico:

2x+2)(x—4)>0

GATILHO DE MATEMATICA | 27 Edigéo m



Temos que achar os valores que anulam cada parte:

" 2x+2=0->x=-1
" x—4=0-x=4

Vamos desenhar o grafico e vamos achar a parte onde o grafico se encontra acima
do eixo das abcissas ja que o sinal é >

Neste grafico a parte pintada a azul € a parte do
grafico positiva que corresponde a parte maior que
Zero.

N A
X € |—o0; —1[ U |4; + oo

19.2Inequagodes Quociente

Inequacao-quociente € toda inequacao na qual ha um quociente de termos. Note
que o quociente deve ser comparado a zero, para que seja possivel avaliar os sinais
dos fatores. Por ser quociente, os termos do denominador ndo podem assumir o

f(x)
g(x)

valor de zero. A inequacgao é da forma:

>0  -Onde: f(x)eg(x) sao

polinbmios

Observando a tabela ao lado podemos concluir que:

Toda inequacao do “tipo quociente” pode ser transformada numa inequagao
equivalente do “tipo produto”

= Lembrando que a “regra de sinais” para a multiplicagcao e para a divisao
é a mesma

M>O<::>f(x)-g(x)>()

ZO@f(x)-g(x)ZO eg(x);éO
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20 <es f(x)-g(x)<0

<0< f(x)-g(x)<0eg(x)=0

49 )\
(UEM 2013) O conjunto das solugoes da desigualdade ( al (2 x))mo >( é:
x*=3x+2

:: Resolugio:

: Na desigualdade o segundo membro ja é nulo, e o primeiro é uma fracgao
unica. Agora vamos factorizar e achar os zeros do denominador e
I numerador.

49_0
— Y

X (2-x)" X (2-x)" —x)' =0=x-2,

X
— >0 resolvendo temos := (2
(x2—3x+2) [(X—l)(x—z)] e 0m it

x—-2=0=>x=2

Depois elaboramos a tabela de sinais.

|
|
|
|
|
|
|
|
I x Jo0 0 0 Jo;1] 1 JL2[ 2 ]2;+09
|
| x* - 0 + 1 + 2% +
|
I (2-x)" + 25! + 1 + 0 -
|
I (x—1)" + 1 + 0 + 1 +
|
: (x-2)" - 2100 - 1 - 0 -
: x4°(2—x)51
2 — 0 + ND + ND _
| (x2—3x+2)
|
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EM 2013) Ai 4
(U 013) |nequagao(2x+4)(3_x)

> Otem solucgao:

a){xeR:x<—2v1<x<3} b){xeR:x>3v—2£x<1} c)
{xeR:x£—2v1<x<3} d){xeR:x<—2v1<x£3} e){xeR:x<—2v1£x<3}

Resolugao

Como sempre, para resolver uma inequag¢ao devemos garantir que o segundo
membro seja zero. Como a inequagao nos é dada uma inequagao nula no
segundo membro, vamos para o passo seguinte, determinar os zeros do
denominador e numerador.

Assim,
f(x)=x-1=>x-1=0=>x=1

g(x)=2x+4:2x+4=0:x:—2

h(x)=3-x=3-x=0=>-x=-3=x=3

Em seguida elabora-se a tabela de variagao de sinais de modo a encontrar a
solugcao da inequacgao.

x Jeos2[ | -2 21 1 3] 3 | J3+oo]
x-1 - -3 - 0 + 2 +
2x+4 — 0 + 6 + 10 +
=3 + 5 + 2 + 0 -
x—1
A * ND - 0 + | ND | -

Entretanto, x e |-o0;2[ U[L3]
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20 MODULO DE UM NUMERO REAL

Dado um numero real qualquer, o médulo desse nimero é uma operagao que o

torna positivo (excepto o zero).

Geometricamente

4| 3

v

-
N
w
-~

4 8 -2z -

O maodulo possui um significado geométrico que € a distancia desse numero até o
zero na recta real

De maneira geral temos [ \
BS: Note que a sentenga
acima indica que o mddulo

xsex>0 .
| x| - de um numero qualquer
—xsex<0 serd igual
ao proprio numero, se este
Aplicado directamente temos: numero ndo for negativo e
sera igual ao seu simétrico,
I-3| = { —3se —32>0 Q&onﬁmero fornegativo./
" |-(-3)se —3<0
Analisando essas condigdes a unica que faz sentido € —3 < 0 logo |-3| = —(—3) =
3
|—4| =4 |—e|l =e 37| =37
[+7| =7 |—122| = 122 |—In2| = In2

Propriedades de moédulos

1 Vx = |x| x|_ o
4 vy
N T
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3 |x+y|£|x|+|y| 6 ‘x‘Sa@—anﬁa

|x—y|2|x|—|y| ‘x‘Za@xS—aouxZa

Para calcular analiticamente o modulo | x - y|, podemos fazer:

[x=¥l=x—youlx-y|=y—-x

tendo em ateng¢ao que o modulo de um ntimero real é sempre um valor ndo negativo.
Exemplos
l. |-S+4|=-4-(-5)=-4+5=

|
|
13-5|=5-3=2

)
3. |8-4|=8-4=4

NB: E sempre importante verificar se o valor que esta dentro do modulo é positivo ou
negativo, caso seja negativo devemos multiplicar toda expresséao pelo sinal negativo.
No sentido de tornar o valor positivo. Porque o0 modulo de um numero deve ser
sempre positivo ou nulo.

Exemplos

1.|]1++v2| =1++v2 - porque 1 ++V2 é um numero positivo
2.|1 =+5] = -1++5 - porque 1 —+v2 é um nimero negativo
3.[vV2-2| =—-V2+2 - porque V2 — 2 é um numero negativo

Exemplo: (UEM) O valor de 4 — ‘1_\/§‘é:

a) 4=1-+2 b) 4=1+2¢) 4=J2-1 d) /2 e)Nenhuma das
alternativas

Resolugao
A4=1-2|
Por definicao de médulos temos:

A 1-+2,5¢ 1-2 >0 .
A_‘l— 2‘_ —(l—ﬁ),sel—\/f<0 Vejaquesel—ﬁ<0:>A=—(1—J§)

entdo podemos concluir que 4-=—1+.2




Vamos continuar o nosso estudo com o manual de Manuel Mambuque Zimundo, licenciado
em Ensino de Matematica com habilitagdes em Ensino de Fisica. Ele nos apresenta uma
abordagem valiosa que merece ser considerada e aplicada em nosso aprendizado.
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1.5. FUNCAOMODULO
Definicao: Uma fun¢do de IR em IR recebe o nome de fungdo moédulo ou modular quando a cada
elemento x associa o elemento | X | , isto ¢, f(x) = | X | . De acordo com a definigdo do modulo de

xX; sex=>0

namero real pode-se escrever f(x) = {
p (x) —-x; sex<0

. A fun¢do modular ¢ uma fungao definida por

sentenga ou por trogos ou por ramos ou por parti¢des.

Nos itens a seguir vamos representar graficamente uma fun¢do modular apresentando passos de
esboco e pela leitura do grafico apresentar o estudo nos seguintes pontos: Dominio, Contradomi-
nio, Zeros, Variacio da monotonia e Variacio do sinal. Para construir o grafico da fun¢do mo-
dular requer conhecer dois métodos: Pela definicio e pela Simetria. Porem neste manual vai apre-

sentar a construgdo dos graficos modulares pela simetria.

Para construir o grafico da fungdo pela simetria, veja a figura a seguir, onde os segmentos A;B; e

A, B, sdo simétricos em relacdo aos eixos das abcissas (0x) e ordenadas (0y).

4 B1

& B2 ‘

2

3

1 A

o 1 2 3 4 =]

= AZ

1 #‘2 \
-z

= £ 5 4 4 2 4 0 |l Tl
=i 52 t
A1B; e A;B;sdo simétrico em relacdo ao eixo ox | A;B; e A,B, sdo simétrico em rela¢iio ao eixo oy




1.5.1. FUNCAO MODULO DO TIPO: y = | f(x) |
Exemplo 1: f(x) = | X |

12 Passo: Tragar o grafico da funcdo y = x; 32 Passo: Constroi o grafico de f(x) = | X | ;
x [-1 [0 |1 ¥
y |[1 [0 |1 5
1
! §
3 =2 -18 1 1 2 ;}:
) L] i
'd‘ y=x 2
o -1
ot w"
i ] i A z 3 X
’J
"" -1
il 2 r ~
Estudo do grafico da funcio f(x) = | X |
o 3

1. Dominio(Df): x]—o0, +o0[ ou x€IR;
2. Contradominio(D’f): y [0, too[ ouy € [ R;{ ;

22 Passo: Achar uma simetria em relacao ao .
3. Zeros da funcio (y = 0): x = 0;
eixo dos ox para os pontos de ordenadas nega-

4. Ordenada na origem(x = 0): y = 0;
tiva, isto é: (—1; —1) = (—1; 1);
5.Variacdo da monotonia:

¥
X ]—0; 0] 105 +oof
2 s
Sy f(x) __—>
| : ’./ \
1 2 e i 2 ix
Jrgs 6. Variacao do sinal:
e
l’ X X
F —Z
'I
f(x)




Exemplo 2: f(x) = | X-2 |

12 Passo: Tracgar o grafico da fungdo y =x —2; 32 Passo: Constrdi o grafico de f(x) = | X—2 |

x |0 2

y |=2 10
L

i1y
2
y=x-2 ,¢ S
X ot 29"
1 2 1 @ L2 aX ’
1 ,"
-zp“
‘,"'_3 Estudo do grafico da funcio f(x) = | X—2 |

1. Dominio(Df): x]—o0, +o0[ ou x€IR;

LA LY. +.
22 Passo: Achar uma simetria em relagdo ao 2. Contradominio(D’f): y [0, +oo[ ou'y € IRy

eixo dos ox para os pontos de ordenadas nega- 3. Zeros da funcio (y = 0): x = 2;

tiva, isto é: (0; =2) = (0; 2); 4. Ordenada na origem(x = 0): y = 2;
! 5.Variacdo da monotonia:
i X | J-o2] 125 +oo]
. pax-d f(x) — __—>
3 2 (1] 1 "‘g' K
o o 6. Variagdo do sinal:
_'zjl" X
s )




Exemplo 3: f(x) = | x> - 2x |
12 Passo: Tracar o grafico da fungdo y = x* - 2x;
(Para tragar grafico da funcdo quadratica é necessario
conhecer: Sentido da parabola, zeros da func¢ao se
existirem, ordenada na origem coordenadas do vér-
tice)

(i) Sentido da parabola: Parabola virada para cima;

(ii) Zeros da fun¢io: y=0: x> —2x =0

x(x—=2)=0
x=0Vx-2=0
xi=0Vx2=2

(iii) Ordenada na origem: x = 0: y = 0° — 20 = 0;

(iv) Coordenadas do vértice V (Xv, yv):

e yy=f( xe )= f(1) = 12= 201 =1
Logo temos, V (Xy, yv) = V(1,-1);

22 Passo: Achar uma simetria em relacdo ao eixo
dos ox para os pontos de ordenadas negativa, isto é:
(I, =) = (15 1);

r
1
O /
1 []
' i
' '
1] ¥
=T e T
[} [
) ]
L3
i e /
* i r
\‘ I [
' ’
——
Bt i 3%
1y 1 N
\\I‘p
—1 -

3¢ Passo: Constréi o grafico de f(x) = | x*—2x|;

1

I

I

!

]

1

I

o fpm———

Estudo do grafico da funcao f(x) = | x? - 2x |
1. Dominio(Df): x]—o0, +oo[ ou xE€IR;
2. Contradominio(D’f): y [0, +oo[ ouy € IRJ;

3. Zeros da funcdo (y=0):x=0ex = 2;
4. Ordenada na origem(x = 0): y = 0;

5.Variacao da monotonia:

105 11 | 115 2]

7N

X |]=o0s 0]

) | N\

125 +oo[

~~

6. Variacao do sinal:

X Jmoos O | 0 | JO52] | 2| ]25+oo]
f(x) + + +




Exemplo 4: f(x) = | x> - 2x -3 |
12 Passo: Tragar o grafico da fungdo: y =x* —2x —3; 22 Passo: Achar uma simetria em relacdo ao eixo dos

(i) Sentido da parabola: Pardbola virada para cima;  ox para os pontos de ordenadas negativa, isto é:

(ii) Zeros da fun¢do: y=0: x> —2x -3 =0 0;-3)=(0;3)e(l; =4) = (1;4)
a=1;b=-2;¢c=-3 . )
_ —b+vbZ-—4ac__ —(-2) £./(-2)2 —4e1e(-3) _ L I :“ , ;
X12 = = = Y i
2a 201 -‘.. E
_2:VIE_2+4 e RV LT 5
= 2 == = X1 2 V x2 2 34— ? —4—
x1i=—1 Vx2=3 %8 i
(iii) Ordenada na origem: x =0: y = 0? — 20 -3 =-3; 3 k. 5
IR i

(iv) Coordenadas do vértice V (Xv, yv):

X1+ X -1+3 2
.XV:1—2:—:_:1;

ey =f(x )= f(1) = 17— 261 —3 = - 4;
Logo temos, V (xv, yv) = V(1, — 4);

s

18R §iR Estudo do grafico da fungdo f(x) = |x*-2x-3 |
% g 1. Dominio(Df): x]—o0, +00[ ou x€EIR;
2. Contradominio(D’f): y [0, +oo] ouy € IR(’)";

3. Zeros da funcdo (y=0):x=—1ex=3;
4. Ordenada na origem(x = 0): y = 3;

5.Variacao da monotonia:
X |]=oos =11 =15 1[| 15 3[ | 135 +oof

0 | N || N\

6. Variacao do sinal:

X Jroos =1 | =1 | =153[ | 3 | |35+
f(x) + + +




1.5.2. FUNCAO MODULO DO TIPO: y =f(| x| )

Exemplo 1: f(x) = | x| — 3

12 Passo: Tracar o grafico da fungdoy =x—3; 22 Passo: Constroi o grafico de f(x) = | X | — 3, através de

x| 0 |3 uma simetria em relacdo ao eixo das ordenadas(oy).
y|-310
¥
4
2
1 /' /
L #° Yoox
0 1 3 1

Estudo do grafico da funcao f(x) =f(x) = | X | -3
1. Dominio(Df): x]—o0, +oo[ ou x€IR;

2. Contradominio(D’f): y [—3, +oo[;

3. Zeros da funcdo (y=0): x=—-3ex = 3;

4. Ordenada na origem(x = 0): y = —3;

5.Variacao da monotonia:

X

]—o0;5 0]

]0;5 +oo]

f(x)

\

/

6. Variacao do sinal:

X

J-o05 =3 [

123 +oof

f(x)

+

ﬁ 1-3; 31

a

+




Exemplo 2: f(x) = — |x |2+ 2| x|
12 Passo: Tracar o grafico da fungio y = — x> + 2x;

(i) Sentido da parabola: Parabola virada para baixo;

(ii) Zeros da funcdo: y=0: — x> +2x =0
-x(x+2)=0
Xx=0Vx+2=0
x1=0Vxo=-2

(iii) Ordenada na origem: x = 0: y =— 0%+ 2+0 = 0;

(iv) Coordenadas do vértice V (xv, yv):

cyy=f(xy)=f(—1)=(=1)>+2:1=1;
Logo temos, V (Xv, yv) = V(-1, 1);

Ya
2
1 """"'li.h-~
P G
¢ ' Y
* 1 LY
, S —.
41 ik 1 X
] [}
! 1
1 L |
] [}
r 1
[l [}
r [
r -2 1
] 1
N [

22 Passo: Constrdi o grafico de f(x) = — | X | 2+ 2 | X | ,
através de uma simetria em relagdo ao eixo das ordena-

das(oy).

Estudo do grifico da funcio f(x) = — | X | 24
2 | X |
1. Dominio(Df): x]—o0, +oo[ ou xE€IR;
2. Contradominio(D’f): y |—oo, 1];

3. Zeros da fun¢do (y=0): x=—2ex =2;
4. Ordenada na origem(x = 0): y = 0;

5.Variacao da monotonia:
1-1; 0

N

X |[]=oos —1]

fx) |

105 1]

~~

J1;5 +oof

N

6. Variacao do sinal:

X | Jroos =21 | =2 | ]=2;0[ | 0| JOs2[ | 2 | ]2 +oo]
f(x) + + +




1.5.3. FUNCAO MODULO DO TIPO: y = | f(|x|)]|

Exemplo: f(x)= | | x| - 3]

12 Passo: Tragar o grafico da fun¢ao y =x — 3;

x |0 3
y |-3 10
¥
/
&
"‘
&
2 1 L] e k! x
“
’&
I"
L
‘f
"
L4
“
‘!""
L
‘_I

22 Passo: Constroi o grafico de f(x) = | X | - 3, atra-
vés de uma simetria em relagdo ao eixo das orde-
nadas(oy);

1 "
‘\ +
) o
S &
¥
S8
3\‘ 2 1 o 1 7 43 [
' &
£y L
- td
LS 1 *
- -
. .
. #
. o
-2 +
'~ I
. a
Y
‘1‘ 3
[]
,
’
*
’f
¢ A
4

32 Passo: Constréi o grafico de f(x)=| | x| —3],
através de uma simetria em relacao ao eixo das ab-
cissas (ox) para os pontos de ordenadas negativas,
isto é: (0; =3) — (0; 3);

¥

EL ]

42 Passo: Constroi o grafico de f(x) = | | X | -3 | ;

Estudo do grafico da func¢io f(x) = | | X | -3 |

1. Dominio(Df): x]—o0, +oo[ ou x€IR;

2. Contradominio(D’f): y [0, +oo[ ou y € IR ;

3. Zeros da fungdo (y=0): x=-3ex=3;

4. Ordenada na origem(x = 0): y = 3;

5.Variacao da monotonia:

X

]—o0; =3[

1-3;0[

105 3]

135 +oo[

f(x)

~N

-~

N

~~

6. Variacao do sinal:

X

f(x)

J-05 =3[ [ -3] 1-3;3[ | 3| 105+]
+ + +




NOTA SOBRE FUNCOES MODULARES:

= Para fun¢des modulares do tipo y = | f(x) | , a fungdo esta dentro do modulo por essa razao a

fungdo ¢ reflectida para parte positiva, através de uma simetria em relagdo ao eixo das abcissas
(ox).
= Para fun¢des modulares do tipo y = f{ | X | ), 86 a variavel x que esta dentro do modulo, por essa

razao a fungao ¢ reflectida, através de uma simetria em relacao ao eixo das ordenadas (oy).

= Para fungdes modulares do tipo y = | f( | X | ) | , a fungdo e a varidvel x, estdo dentro do moddulo,
por essa razao a funcao sofreu duas simetrias simultaneamente, primeira a fungdo ¢ reflectida,
através de uma simetria em relagdo ao eixo das ordenadas (oy) e a segunda a fungdo ¢ reflectida

para parte positiva, através de uma simetria em relacdo ao eixo das abcissas (0x).

1.6. EQUACOES MODULARES

Equacdes modulares sdo equagdes nas quais a varidvel encontra-se dentro do simbolo do médulo. A sua
resolucao pode ser feita utilizando defini¢ado do modulo, as propriedades do modulo e principio de equi-

valéncia (Elevagao de ambos membros da equacao ao quadrado). As equagdes modulares podem ser,

|fo|=a, | fo| =20, | fo| = | 20| e a| x| 2 +b] x| +c=0.

1.6.1. EQUACOES MODULARES DO TIPO: | f(x) | =a, onde a = 0 (O valor de a nao deve
se negativo, se assim for a equacio nao tera solugdes)

|[fx) = a
Procedimento: fx) =a VvV Iix)=— a
Exemplo1: |x+3|=4

Resolucio Verificacio

|x+3]|=4 |x+3|=4
X+3=4Vx+3=—-4 mParax=1 m Parax= -7
X=4-3Vx=-4-3 |1+3]|=4 |-7+3]|=4
x=1Vvx=—7 |4|:4 |4|:4

4=4 4=4

(Verdade) (Verdade)

Sol:{—7; 1}



Exemplo 2: |3x-4|=2

Resolucio Verificacio
|3x —4|=2 |3x —4|=2
3x-4=2V 3x-4=-2 mParax=1 m Parax=-7
3x=2+4V 3x=—-2+4 |3x—4|=2
3X=6V 3x=2 |3X_4|_2 (Verdade)
x=%v x=2 (Verdade)
3 3
Xx=2V x=2 Solugdo: { 5; 2}

Exemplos: | 3x-4 | =2

Resolucio: Pelo Principio de equivaléncia
(Elevacao de ambos membros da equacio ao quadrado)

|3x —4|=2
(3x - 4)? =22
9x>-24x+16=4
9x2—-24x+12=0
a=9;b=—24;c=12
—b+Vb? —4ac _ —(=24) +/(=24)% — 49+12

24 ++/144 24+12
Xl’z = = =
2a 29 18 18
24 +12 24 - 12
18 18
36 12
18 18

2
X1 =2 \/Xzzg

Solucio: {g; 2)

Exemplo 4: |x+8|=— 12

Esta equacdo ndo existe pelo menos um nimero real que a satisfaz, mas ao resolver a equagao caro

leitor iras encontrar os nimeros x = - 20 e x = 4, De seguida faga verificacao e claramente nao

satisfaz a igualdade, visto que, 0 modulo de um numero real ndao € negativo.



1.6.2. EQUACOES MODULARES DO TIPO: | f(x) | = g(x), onde g(x) > 0

Procedimento:

| f(x) | = g(x)
fx) =g(x) vV fx)= — g(x)

Exemplo 1: |x+5|=2x—1

Condicio de existéncia Resolucio
2x 120 |x+5|=2x-1
x> 1 Xx+5=2x-1Vx+5=—02x-1)
X X—2x=-1-5Vx+5=—2x+1
<1 —X=—-6Vx+2x=1-75
2
. x=6V3x=-4
(Quer dizer que o va-
_ 4
lor de x deve ser su- X=6Vx=—3
. . , 1
perior ou 1guala5)
Exemplo 2: |3x—2|=3—2x
ndici xisténci Resolucio
3-2x=0 |3x-2|=3-2x
-2x 23 3x-2=3-2xV3x—-2=— (3-2x)
—2x =>-3 (1)
3x +2x=3+2V3x-2=-3+2x
2x <3 -
3 5x=5V3x—-2x=-3+2
X<- -
2 5
x==V x=-1
5

Verificacio
|X+5|=2x—1

— 4
IPal‘aX—6 .Paraxz_g

|6+5|=2:6-1 4 4
|11]=11 =3 5]=2p -1
11 11
11=11 3-"3
(Verdade) (Falso)

Solucio: {6}

Verificacio

m Parax=1 m Parax=-1
3e1-2|=3-2:1 |3:-1)-2]=3-
|3-2]=3-2 2:(=1)

1]=1 |-3-2|=3+2
1=1 |-5]=5
5=5

(Verdade)

(Verdade)

Solugao: {—1; 1}



1.6.3. EQUACOES MODULARES DO TIPO: |f(x) |=|g(x)]|

Procedimento:

| ) [=] g |

fx)=gx Vv fx)= — gKx)

Exemplo1: [3x-5|=|x+1|
Resolucio
|3x — 5|=|x+1]
3x-5=x+1V3x— 5=(x+1)
3x—x=1+5V3x-5=-x-1

2x=6V3x+x=—1+5

x=2vax=4
2

4
X:3 V X=-
4

x=3Vvx=1

Exemplo 2: |7-2x|=|5x+19

Resolucio
|7—2x|=]5x+19]|
7—=2x=5x+19Vv7=2x=—(5x+19)
—2x—5x=19—-7v7—-2x=—-5x-19
—T7x=12V=2x+5x=—-19-7
XZ—%V3X:—26

mParax=3

Verificacdo

|9-5]=]4]

|4]=14]

4=4

(Verdade)

12
IParax=—7

|7-2-2)|=| 5= +19] 17-2D]=

|7+ 1=1-%
@ o

33-5]|=]3+1]

m ParaSex =1

5|=]1+1]
|3-5]=12]
|-2]=2
2=2
(Verdade)

Solucao: {1; 3}

Verificacido

|7 —2x|=]5x+ 19|

2+ 19|

(7

| 4-9+24-|_| 60 +133

73 73

7 7

(Verdade)

7

26
lParax=—?

7+ 2] |-

3) M (1)

)+ 19]

+19]

3

| 21+52|:|_130+57|

73 73

3 3

(Verdade)

Solucio: {— —

3

12
— 7}



1.7. INEQUACOESMODULARES

Inequagdes modulares sdo inequagdes nas quais a variavel encontra-se dentro do simbolo do modulo.

A sua resolucao pode ser feita utilizando definigao do médulo, as propriedades do modulo e principio
de equivaléncia (Elevacao de ambos membros da equacdo ao quadrado). Existem diferentes tipos de
inequagdes modulares a saber: f(x) |<a, [f(x)|<a, |f(x)|>a, [fx)]|>a, |fx) | <g®), |fx) | < gx),
T[> e, [f]zegx, [f@]< @], [fo|<]e®], [f©]>]gx],
[ fx) | =|g® |, a|x|2+b|x|+e<0, a|x|?+b|x]|+ec<0, a|x|2+Db|x|+c>0 ¢

a|x|2+b|x|+c20.

1.7.1. INEQUACOES MODULARES DO TIPO:
L |[fx)|<a 2.|f®)]| <a 3.[f(x)|>a 4.|fx)| = a
L [f®|<asfx)<anf(x)>—a

Interseccao (N)

2. [f)|<aesfx) <anf(x)> —a

Procedimento:

3. [fx)|>a e fx)>avix)<—a
Reuniio (V)

4. [fx)|zaefx)>avix) < —a

Exemplo 1: |2x+3|£4
Resolucio
|2x+3 | <4
2x+3<4A2x+3>—-4
2x <4-3AN2x=>-4-3
2x<1A2x=>-7
x< A2x=>-7

1 7
X<-AX>=—-=
2 2

TRORRRIN.

X

1
2

1

~ 7
Solucgio: x€ [— 23



Exemplo2: |4 —2x|>6
Resolucio
|4-2x|>6
4 —-2x>6V4—-2x<-—06
—2x>6-4V—-2x<—6-4
—2x>2/(=1)V=2x<-10/+(—-1)
2x <=2V 2x>10

2 10
X<—=V2x>—
2 2

x<—1V x>5

/NN

-1 5 X

Solucio: X€ |— oo; —1[U]S5; + oo
Exemplo 3: | 6x -5 | <=2
Para inequagdes do género ndo se resolvem necessaria, porque ¢ absurdo, visto que, ndo existem nenhum

numero real que satisfaz essa desigualdade, isto ¢, Solugdo: x € @.

Exemplo 4: | 3x+4 | =>-10
Ao resolver esta inequacao, ird encontrar intervalo muito estranho como solucao, entretanto para qualquer
numero real a desigualdade ¢ satisfeita, desse modo, a solucao desta inequagao € todo o conjunto dos niime-

ros reais, isto é, Solu¢ao: x€IR.

1.7.2. INEQUACOES MODULARES DO TIPO:
1| f(x) | < gx) 2. fx)| <g 3. [ f(x) | > g(x) 4.|f(x)| = g(x), com g(x) >0

L. | f(x) | < g(x)=f(x) < g(x) A f(x) > - g(x)
2. [ () | < g f(x) < g(x) A f(x)> - g(x)

Intersecc¢ao (M)

Procedimento:

3. | f(x) | > g(x) ©f(x) > g(x) V f(x) < - g(x)

Reuniao (V)

4. [ 1) | = gx) &f(x) = gx) V £(x) < - g(x)




Exemplo1: |x+2 [<2x+1
Condicao de Existéncia

2x+1=0

Exemplo2: |[3x —4|<—2x—1

Condicoes de existéncia

-2x—-12>20
—2x>1
—2x = 1/(-1)

2x<-1

X< —

N |-

Resolucio
| x+2 | < 2x+1

X+2<2x+1Ax+2>—(2x+1)
X—2x<1-2Ax+2>-2x—1
—x<—-1/(=DAx+2x >—=1-2
x>1A3x> -3

3
X>1 A x> -3

x> 1 AMx>—1

(vamos representar as trés (3) condi¢oes e buscamos in-

terseccao dos trés (3), que é a solucio dessa inequacio)

-1 _1 1 X
2

Solugdo: x€]1, + oo

Resolucao
|3x—4|£—2x—1

3x—4 <-2x—1A3x—-4> 2x+1
3x+2x<—1+4A3x-2x>1+4

S5x<3Ax=5

x < ANl x=5

vl w

(vamos representar as trés (3) condicdes e buscamos in-

terseccao dos trés (3), que a solugao)

5

N =
vl W

Solucio: x € { }



Exenplo 3: |3x+2|2x+5

Condicoes de existéncia

Xx+5=20

xX=>—-5

Resolucao
|3x+2]|=x+5
3Xx+22x+5V3x+2<—(x+5)
3x—x>5-2Vv3x+2<—x-5
2x >3V3x+x<—-5-2

3
XZEV4XS—7

X > A

N | W

x< —

N

(vamos representar as trés (3) condicdes e buscamos in-

terseccao dos trés (3), que a solugao)

f/K/Wﬁ.-. e e

.

Ll

3
2

Solugdo: X € |- 5, — ] U [§;+oo[

1.7.3. INEQUACOES MODULARES DO TIPO:

L] |<|g®) |

2./ <|eg® | 3./ |>]g® | 4.[f®)]| =]|gx |

L [f) | <] ekx) | & f(x) < gx) Af(x) > - g(x) -
Interseccao (N)
2. [f0) ]| < | gx) | & (%) < g(x) A f(x) =- g(%)
Procedimento:
B. [ f(x) | > ] gx) | < f(x) > g(x) V f(x) < - g(x)
Reuniio (V)
4. [fx) | =] g | & f(x) = g(x) V f(x) < - g(x)




Exenplo 1: |2x+5|£ |x+1|
Resolucao
|2x+5|< |x+1]
2X+5<x+1A2x+5=>—-(x+1)
2x—x<1-5A2x+5=>—-x-1
X< —-4A2x+x=>2—-1-5
XxX<-4A3x=>-6

XS—4/\XZ—§

x< —4 A x>—=2

[[II1]77 AN

4 -2

Solugao: x € @

Exenplo 2: |3x—11]>|x — 7|
Resolucao
|3x—11]> |x - 7]
3x—11>x—7V3x—-11<—(x - 7)
3x—x> — 7+11V3x—11<—x +7

2x>4V3x+x <7+11

x>§v4x<18

18
X>2VX<T

9
Xx>2 V X <-
2
2 2 X
2

Solucio: x € |2, ;[



EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Escreva em forma de mdédulo, as seguintes expressoes:
(a)d(2x;3) =6 (b)d(x; -3) =4 (c)di5; x) =2 (d) 3d(x; 9)=12

2. Traduz simbolicamente as seguintes afirmacoes:

(a) Conjunto de valores de x que se encontram a 4 unidades de 2;
(b) Conjunto de valores de x que se encontram a 2 unidades de -4;
(c) A distancia entre os pontos de abcissa —x e 4;

(d) A distancia entre os pontos da recta numérica cujas abcissas sao x e -5.

3. Sabendo que Vx? = | X | , a que é igual as expressoes seguintes?

(a) Vatb? (c) Vx*(x + 3)? (e) V100a*c?
(b) Vx*(x—2)* (d) yp?q®rt2 (f) v 16p°q*q?

4. Constroi e faca o estudo do grafico de cada funcio:

() f(x)= |x+3] ) fx)=| |x|-2] () fx)=x*-6|x| +5
(b) fx)= | x| -1 (d) fx) = | x> 4] (d) fx)=—x>—| x| +2

5. Dado o grafico ao lado, faga o estudo dos seguintes
graficos das fungdes: Dominio, Contradominio, Ze-

ros, Variacao da monotonia e Variacao do sinal;

6. Resolver em IR as seguintes equacoes:

(a) |[x+5|=9 (i) |x>—4x+5] =2 (@ |2x-3] —x=2x+1
) |- 1| =2 (|1-3x| =5 (1) |42x-6,8| =3,5-1,2x
(©) |-x+50] =50 (k)|£"+§ :_g (s) |2x-3| = |x+7]|

d |x+7| =14 M [3x-6] =x-2 ® |x-1]=]3x+2]

(e) |2x-1] =3 (m) |2+x| =6-2x W [x-1]=3]x+2]

(f) |3x>+2x+8]| =-10 m) [x-3] =-2x-1 W) |x*-x-5] = |x-2]
(2) [1,2-24x]| =58 (0) [x*~2x-2| =2x-8 x) |3x+2| =|x-1]

(h) [x*-3x-1] =3 (P |x+2]| =3x-4 (2) |4x-1|-|2x+3]| =0



7. Que valores, k pode tomar de modo que a equacgio | 3x =2 | =4-k:

(a) a equagao tenha solugao (b) a equagdo nao tenha solugao

8. Resolver em IR as seguintes equacoes:

(@]x+1]| <13 ()| —x+50| >50 ()| 2—x|=3x+5
(b)|3-x]| >12 (f)]3x —10x*| <—8 G| x=2|<|7x— 4|
(c)|x+2]|<3 (2)|1,2-24x]| >5.8 k) [3+2x | = [3x—2]|

(d) | x*+3x+2| >=10 (h)|7x — 4] <5 —x M]10=5x|< |3x+12]



CALCULO
COMBINATORIO

PROBABILIDADE

OBJECTIVOS:
No fim do ano, deveras ser capaz de:

= Efectuar o calculo de factorial de um numero natural;

= Simplificar as expressdes que envolvem factorial;

= Resolver as equacdes que envolvem factorial;

= Distinguir Arranjos, Permutag¢des e Combinagoes;

= Aplicar as formulas de Arranjos, Permutacdes e Combinagdes para resolver problemas
reais da vida:

= Desenvolver as linhas do tridngulo de Pascal,

= Determinar a soma dos elementos das linhas do tridngulo de Pascal;

= Aplicar a formula de Newton para efectuar o desenvolvimento do binémio (x +y)",
sendo n natural;

= Reconhecer regularidades em fenomenos aleatorios;

= (Calcular frequéncias absolutas e relativas de um acontecimento, como calculo de
probabilidade;

= (alcular a probabilidade de um acontecimento pela lei de Laplace;

= Aplicar probabilidades para resolugdo de problemas praticos da vida;




2.1. DEFINICAO
CALCULO COMBINATORIO OU ANALISE COMBINATORIA ¢é um ramo da matemdtica que se de-
dica ao estudo das técnicas de contagem de elementos e contagem dos subconjuntos de um dado conjunto.

Essas técnicas sao: Arranjos, Permutacées ¢ Combinacdes.

2.2. FACTORIAL DE UM NUMERO NATURAL
Factorial de um nimero natural ¢ o produto de factores inteiros e sucessivos desde um certo nimero natural

n, até a unidade representa-se abreviadamente pelo simbolo n! que 1é-se factorial de n ou n factorial.

Em geral: | n! =ne(n—1)*(n — 2)*(n — 3)*(n — 4)*(n — 5)°(n — 6)*(n — 7)e...32¢1

Exemplos: Desenvolver o factorial dos niimeros a seguir e achar seu valor correspondente

(a) 3! =321 =6: (d) 12! = 121110987 2625¢4232¢1 = 479001600;
(b) 7! = 7+65e4+32201 = 5040; (€) 41 + 51 = 43020 1+ 504030201 =24 + 120 = 144;
6l 6e5e4e302e1 720 (@) (51)o(41) = (544039201 )e(4e3+201) = 120424 = 2880;

Alguns Casos especiais (Por Convencao)

00=1e 1!=1

Podemos calcular factorial de qualquer nimero natural utilizando a maquina calculadora cientifica, através
das teclas SHIFIT e X!. Vamos calcular factorial de alguns niumeros:

2.3. SIMPLIFICACAO DE EXPRESSOES QUE ENVOLVEM FACTORIAL

Observe atentamente:

® 6! =6°5! = 654! = 6°5°4°3! = 6°5°4°3°2! = 6°5°432°1;
en+2)!=m+2)e(n+1)!=(m+2)s(n+Den=(m+2)(n+ 1en(n—1)e... 3°2¢1;
em-3)!=m-3)(n—4)!=(m-3)(n-4)s(n—-5)! =(m—3) (n-4)*(n—>5) ... 3°21;

Para simplificar expressao com factorial, fixa-se o n, procuremos factores anteriores e depois de n e devemos
ter conta a sequencia seguir: ...n+4,n+3,n+2,n+1,n,n—1,n—-2,n -3, n —4,... assim sendo vamos

simplificar as seguintes expressdes:



(2)=

Ora vejamos:

* 91 = QeRe7e6e5!, substituindo na expressao temos:

91 9¢8e76s87 )
= 3024;

al

7!+ 6!

(b)—;

Ora vejamos:

o 7! ="T65! e 6! = 65!, substituindo na expressao e colocar em evidencia o factor comum 5!, temos:

70+ 6] 7¢6e5!+ 605! 5796 +6)
st 5!

8!— 4!
(C)7! +5!

Ora vejamos:

42 + 6 = 48;

o8! = 8e70605°4!, 7! ="Te6e54! 5! = 54!, substituindo na expressao e colocar em evidencia o factor co-

mum 4!, temos:

8l— 4!  8e7e6e504] — 4]  4f(8e706e5— 1) 1680 —1 1679

70450 7e6e5e4! + 504l _A(706e5+5) 210+5 215’
n! (n-2)!
@ 555 O
en!=nen-1)! *n!=n*(n-1)*(n-2)!
n! _ ne 01N M _ 1 __1
RN nen-1)e(n~21 ne(n-1) nZ-n’
(n+1)! n!
O s o © e e
e(n+1)!=(n+1)en! en!=n(n—1)(n-2)!e(m-1)=m-1)s(n-2)!
(M +1)! (M+Dep’  (m+Den! _n+1 n! _ nem-1e(n~2!  _ ne(-1e(n-2)! _
nl+m+1)! nl+m+De nl(1+n+1) n+2’ (m-2)+m-1)! @-2)!+@-1)s(n=2)! (n-2)le(1+n-1)




2.4. EQUACOES QUE ENVOLVEM FACTORIAL
Sao equacgdes que envolvem factorial, ou seja, a variavel esta sujeita a factorial. Para resolver estas equacgdes,

simplifica-se de modo a eliminar factorial e de seguida encontra — se o valor de n, para isso basta isolar o n.

Como mostram exemplos a seguir:

(a) =

(n—1)e !
!

n-1=4

n=4+1

n=>5

S5€IN
Solucio: {5}

(n - 2)'

=4

(n—1)!

(©) =3 =56
(n = 1)e(n — 2)s(n="3)! _ 56
(=31

(n—1)e(n — 2)=56
n’-2n-n+2=56

n’—3n-54=0
a=l;b=-3;c=-54
—btVb%2-4ac —(-3)x+/(—3)2—4ele(-54)
ni2= = =
2a 201

_ 3++225 3415

2 2

3-15 3+15
= n

2 Vo 2

-1 18

nlz_ T —

2

n=—6V m=9

—6¢IN,e 9€IN
Solucio: {9}

(b) =9
_kai__=9
(n - 1)s(n=7)!
1 p—
n—l_
n-1=-
n==+1
9
10
n:_
9
—¢IN
Solucio: {}
n+1)
(d)GTiIi"lz

(0 + Dene(n=1)! 12
i; B

1)!

(n+ 1)en=12
n+n-12=0
a=1;b=1;c=-12

-btVbP—4ac _ -1t

12—4e1e(—12)

n =
1,2 2a

 —1++49  -147

2 2
-1-7 —1+7
np = V n=
2
-8 6
n T e— n g
1 2V 2=7
n=—4V n=3

—4 ¢&IN,e 3€IN
Solugao: {3}

201



2.5. ARRANJOS SEM REPITICAO
Definicdo: Chama-se, arranjos sem repeticdo de n elementos agrupados (tomados) p a p, ao numero de

grupos que se pode formar com p dos n elementos dados, diferindo uns dos outros pela natureza, quer pela

ordem, dos seus elementos. A sua notagdo pode ser: A}, "Ap e An, p.

sA}=>n=4ep=2 *A};=>n=7ep=4 Al=>n=8ep=8 A{>n=6ep=1

Formula geral dos arranjos sem repeticao

n _ n!
Ap (n - p)!

com0<p<n, p,n€IN

(Esta é a formula para o cdlculo de arranjos simples em expressoes factoriais)
Observacio:
Na definicao de arranjos sem repeticao falamos de grupos que se diferem pela natureza e grupos que se dife-
rem pela ordem dos seus elementos. Para exemplificarmos os grupos (123), (132), (321) e (231) diferem
apenas pela ordem (todos os elementos s3o 0os mesmos), visto que, o sentido ou a leitura do grupo ¢ diferente
quando ha troca da posi¢do dos elementos, enquanto os grupos (123), (124), (325) e (789) diferem pela natu-
reza (pelo menos um dos elementos ndo o mesmo). Estas duas caracteristicas sdo fundamentais para chamar-

mos um agrupamento de arranjos sem repeticao.

2.5.1. Calculo de arranjos sem repeticiao

()AS= 6! _6!_6-5%:30;

¢ _712)! 4!71 ;i 5e4e3e21 (DA = o i!4)' :z_i: 9.8/.;6. 0
DA ==~ - 2520 0
_ 81 8l _ 876387 _ ... s__ 5 55 54434061 = 120:
(c)A% —m—;—7—336, (e)Az= Goo o1 o420l =120;

Podemos calcular os arranjos sem repeti¢ao de n elementos agrupados p a p, utilizando a maquina calculadora
cientifica, através das teclas SHIFIT e nPr. Vamos calcular os arranjos sem repeti¢ao dos exemplos anterio-

Ies:




2.5.2. Resoluc¢ao de problemas da vida real, aplicando arranjos sem repeti¢cao
Problema 1:Com os algarismos do conjunto A = {1, 2, 3,4, 5}. Quantos niimeros de 3 algarismos diferen-

tes podemos escrever?

Resolucio:

Todas vezes que resolvermos questoes de problemas, precisamos esquematizar a esséncia daquilo que enten-
demos, isso facilitara como resolvé-los. Neste problema podemos analisar assim, escolher alguns niimeros
possiveis, (123), (345), (324), (231), (542), (254), (543), ..., nestes grupos de niimeros podemos verificar a
existéncia de duas caracteristicas fundamentais de arranjos:

- Os grupos (123), (345), (324) e (542) diferem pela natureza, visto que, pelo menos um dos elementos é
diferente;

- os grupos (123) e (231), (345) e (543), (542) e (254), ..., diferem pela ordem, visto que, a interpretacdo
do grupo é diferente mesmo haja troca da posigdo dos elementos;

Depois de analisar e esquematizar, podemos concluir que, trata-se de arranjos de 5 elementos agrupados 3 a
3, logo: A3 = 60;

Resposta: Sao 60 nimeros de 3 algarismos diferentes que podemos escrever com conjunto A.

Problema 2: Numa prova de velocidade participaram 8 corredores. Quantos sdo os resultados possiveis

para 3 lugares?

Resolucio:

Para melhor interpretagdo, a sequéncia do grupo (EJM) representa respectivamente por, Eliézer — 1°lugar,
Jonas — 2°lugar e Marta — 3°lugar. Entretanto, verifica — se a existéncia de duas caracteristicas fundamentais
de arranjos, como podemos indicar:

- 0os grupos (EJM), (IME), (TDA), (ASM), ..., diferem pela natureza, visto que, pelo menos um dos ele-
mentos é diferente;

- 0s grupos (EJM) e (MJE), (TDA) e (DTA), (ASM) e (MSA) ..., diferem pela ordem, visto que, a inter-

pretacdo do grupo é diferente mesmo haja troca da posicio dos elementos;

Depois de analisar e esquematizar, podemos concluir que, trata-se de arranjos de 8 elementos agrupados 3 a
3, logo: A8 =336;

Resposta: S3o 336 resultados possiveis para os trés lugares;



Problema 3: Um eleitor deve eleger 7 candidatos, um presidente, um secretario, um tesoureiro € um assistente
para autarquia local. De quantas maneiras diferentes pode se fazer a escolha da comissao?

Resolucio:

Sejam os candidatos: Manuel, Rui, Amara, Julia, Beth, Elton e Yuran, os nomes escolhidos tém letras iniciais
diferentes, vejamos alguns resultados possiveis para os 4 lugares: (AMRB), (RBEJ), (BRAM), (YEJB),
(JEBY), (MBRA), (EAMY), ... etc.

Para melhor interpretagdo, a sequéncia do grupo (AMRIJ) representa respectivamente por, Amara — Presidente,
Manuel — Secretario, Rui - Tesoureiro ¢ Beth — Assistente. Entretanto, verifica — se a existéncia de duas
caracteristicas fundamentais de arranjos, como podemos indicar:

- 0s grupos (AMRB), (RBEJ), (EAMY), ..., diferem pela natureza, visto que, pelo menos um dos elementos
é diferente:

- os grupos (AMRB) e (BRAM), (YEJB) e (JEBY), ..., diferem pela ordem, visto que, a interpretacdo do

grupo é diferente mesmo haja troca da posicao dos elementos;

Depois de analisar e esquematizar, podemos concluir que, trata-se de arranjos de 7 elementos agrupados 4 a
4, logo: A7 = 840.

Resposta: Sao 840 maneiras diferentes que se pode se fazer a escolha da comissao.

2.6. PERMUTACOES DE n ELEMENTOS
Definicdo: Permutagdes de n elementos sdo arranjos de n elementos agrupados n a n, simbolicamente
escreve — se P,

*P,=>n=4 P, = n=7 ePg>n=8 P, =>n=1

Formula geral dos das Permutacées

_An — n! _nl _n! __ ) — !
P, = n_(n-n)!_&_T_“! ou simplesmente P,=n!

(Esta é a formula para o cdalculo de permutagcoes em expressoes factoriais)

2.6.1. Calculo das Permutacoes

(a) P4 =41 =4¢302¢] =24:

(b) Ps —P3 =5! — 31 = 5¢4e3e2¢] — 321 =120-6=114;
(c) 3P = 3962524302¢] = 3720 =2160;

PyeP, _ 71e2]  7e6e5e4e3e2e1e2¢1 _ 10080 _ 5040

(d) =

P, —P, 7!—2 7e6e5e4e3e2e1— 201 5038 2519




2.6.2. Resoluc¢ao de problemas da vida real, aplicando Permutacoes
Problema 1: De quantas maneiras diferentes 5 pessoas podem sentar num banco?

Resolucio:
Representemos as 5 pessoas pelas letras ABCDE, assim temos algumas possibilidades: (ABCDE), (BACDE),

(EDACB), (BDCEA), ... vé-se que, ha troca de posi¢des de 5 elementos, entdo trata-se de permutacdes de 5
elementos.

Ps=15!=120;
Resposta: S3ao 120 maneiras diferentes que 5 pessoas podem sentar num banco;

Problema 2: De quantas maneiras diferentes 4 pessoas podem posicionar para uma sessao fotografica?

Resolugio: Representemos as 5 pessoas pelas letras ABCD, assim temos algumas possibilidades: (ABCD),
(BACD), (EDCB), (DCEA), ...vé-se que, ha troca de posigdes de 4 elementos, entdo trata-se de permutagdes
de 4 elementos.

Ps=4!=24;
Resposta: S3ao 24 maneiras diferentes que 4 pessoas podem posicionar para uma sessdo fotografica;

Problema 3: Com a palavra MAPUTO. Resolve as questdes que se seguem:

(a) Quantos anagramas' podemos escrever?

Resolucio:
Alguns anagramas possiveis (AMPUTO), (TOMAPU), (AMUOTP), (PMUATO), (MUOATP), ..., vé-se
que, ha troca de posigdes de 6 elementos, entdo trata-se de permutacdes de 6 elementos;

Ps = 6! =720;
Resposta: Podemos escrever 720 anagramas com a palavra MAPUTO;

(b) Quantos anagramas podemos escrever, que comecam com a letra M?

Resolucio:
Alguns anagramas possiveis (MPUTOA), (MTOAPU), (MAUOTP), (MPUATO), (MUOATP), ..., vé-se
que, ha troca de posigdes de 5 elementos, entdo trata-se de permutacdes de 5 elementos.

Ps=5!=120;
Resposta: Podemos escrever 120 anagramas com a palavra MAPUTO, que come¢am com a letra M;

! Anagramas sdo palavras formadas pela transposi¢do (troca ou mudanga) das letras de uma palavra, com ou sem sentido:



(c) Quantos anagramas podemos escrever, que comecam com a letra P e terminam com O?

Resolucio:
Alguns anagramas possiveis (PUTAMO), (PMTAUOQO), (PMAUTO), (PMUATO), ..., vé-se que, ha troca de
posigoes de 4 elementos, entdo trata-se de permutacdes de 4 elementos;

Ps=4!=24;
Resposta: Podemos escrever 24 anagramas com a palavra MAPUTO, que come¢am com a letra P e terminam

com O;

(d) Quantos anagramas podemos escrever, com M e A juntos?

Resolucio:
Alguns anagramas possiveis (PUTOMA), (AMTOPU), (MAOUTP), (PUMATO), (UOAMTP) ..., vé-se
que:
- Na ordem de MA, ha permutacdes de 5 elementos, entao:Ps = 5! = 120;
- Na ordem de MA, também ha permutagdes de 5 elementos, entao:Ps = 5! = 120;
Somando temos 240 anagramas;
ou
- MA ou AM ha troca de duas letras, trata — se de permutagdes de 2 elementos: P2 = 2! =2;
- MA ou AM juntou ficando uma letra s6, neste caso, ha permutagdes de 5 elementos, entdo: Ps = 5! = 120;

P>=2!=2
Ps=5!=120
Resposta: Podemos escrever 240 anagramas com a palavra MAPUTO, com M e A juntos;

PyePs=2!e5! = 20120 = 240

2.7. COMBINACOES
Definicido: Chama-se, combinagoes de n elementos agrupados (tomados) p a p, ao numero de grupos que se

pode formar com p dos n elementos dados, diferindo uns dos outros pela natureza, dos seus elementos. A sua

notacio pode ser:

n
Cg, nCp, Cn,pe (p)
+C;=>n=7ep=4 *C®=>n=10ep=3 C=>n=12ep=6 *C3=>n=5ep=1

Formula geral das combinacdes

n_ n!
P (n-p)lep!

(Esta é a formula para o calculo de combinagcdes em expressoes factoriais)

C com0<p<n, p,n€eIN




Observacio:

Na defini¢ao de combinagoes falamos de grupos que se diferem pela natureza e ndo grupos que se diferem
pela ordem dos seus elementos. Para exemplificarmos imaginemos os seguintes nomes Eliézer, Domingos,
Jonas, Marta e Isaque, queremos escolher 3 pessoas para organizar uma festa, afirmar que Jonas, Eliézer e
Isaque irdo organizar a festa, equivale afirmar, Eliézer, Isaque, Jonas, tanto Isaque, Eliézer e Jonas irdo orga-
nizar a festa, isto quer dizer que, a diferenca pela ordem nao faz sentido quando se trata das combinagdes, 0s
elementos so pode diferirem pela natureza pelo menos um dos elementos ndo ¢ o0 mesmo, ¢ a caracteristicas
sdo fundamentais para chamarmos um agrupamento de combinagdes.

2.7.1. Calculo das combinacoes

6 _ 6 6 6504 30 .
() Cz = (6—2)1e2! 4le2! Afe2e1 2 15

9 _ 9! _ 9 _9sY 9_ .
b CZ = 7! _ 70 76381 _ 42 -91- (A= (9—1le1!l  8le1!l 8W1 1 %
(b) Cs = (7—5)le5!  21e51 201057 2
(c) C8 = 8l 8 _ 8e7e6587 336 _ 56: (e)CS = . _ 5 1,

T (8-3)1e3!  5le3]  5fe3e201 6 (5-5)le5!  0ls5¥ 1

Podemos calcular as combinacdes de n elementos agrupados p a p, utilizando a méaquina calculadora cienti-
fica, através das teclas nCr. Vamos calcular as combinagdes dos exemplos anteriores:

2.7.2. Propriedades das combinacées

12 Propriedades 22 Propriedades
CS =Cp_ p>Vn,peIN CE = Cg -1t Cg - %Vn,pEIN
ou ou
ny , n n n n—1
(p) B (n — p): Vn,pElN (p) = (p — 1) + (p _ 1) ’ Vn,pEIN
Verificagao: Verificacio:

(2)2(654) (g)z(pgl)Jr(n_l)

p—1

(@- B-65)GD
(Verdade) (Z) ==(§) * (i)

(Verdade)



2.7.3. Resolucio de problemas da vida real, aplicando Combinacdes

Problema 1: De um de 30 alunos de uma turma da escola comunitaria santos inocentes, porem vai ser feita
uma lista de 3 alunos para representar a turma no workshop de negdcios em Dubai. Quantas listas sdo pos-

siveis de criar?

Resolucio:

Sejam alguns nomes dos alunos (Rosa, Francisco, Miguel, Geovana, Andreia, Tomé¢, Jos¢, Victor, ...). Su-
pondo os alunos escolhidos: (RTJ), (VMG), (GMV), (TRF), (AVR), (JTR), (RAV), ..., etc;

- Os grupos (RTJ), (VMG), (TRF) e (AVR), diferem pela natureza, visto que, pelo menos um elemento no ¢é
o mesmo. Mas os grupos (AVR) e (RAV), sdo os mesmos elementos, ou seja dizer que Andreia, Victor e
Rosa irdo representar a turma ¢ o mesmo dizer que Rosa, Andreia e Victor irdo representar a turma, a troca
de posi¢do ndo muda o sentido do grupo. Depois de analisar e esquematizar podemos concluir que, trata-se
de combinagdes de 30 elementos agrupados 3 a 3, logo: C3° = 4060;

Resposta: Sao 4060 listas que podem se fazer a escolha;

Problema 2:Uma turma da 122 classe quer eleger entre 10 alunos uma comissdo de 4 alunos para organizar

excursao na praia de Njalane. Quantas maneiras diferentes podem ser feita a escolha da comissao?

Resolucio:

Sejam nomes dos alunos (Rosa, Francisco, Miguel, Geovana, Andreia, Tomé, José, Victor, Quitéria, Sonia).
Supondo os alunos escolhidos: (RTJV), (VMFG), (GMV), (TVRF), (AQVR), JVTR), (RAVQ), ..., etc;

- Os grupos (RTJV), (VMFG), (TGMV), (VTRF) e (AVRQ), diferem pela natureza, visto que, pelo menos
um elemento no € o mesmo. Mas os grupos (AQVR) e (RAVQ), sdo os mesmos elementos, ou seja dizer que
Andreia, Quitéria, Victor e Rosa irdo representar a turma ¢ o mesmo dizer que Rosa, Andreia, Victor e Qui-
téria, irdo representar a turma, a troca de posi¢do ndo muda o sentido do grupo. Depois de analisar e esque-
matizar podemos concluir que, trata-se de combinagdes de 10 elementos agrupados 4 a 4, logo: C1° = 210;

Resposta: Sao 210 maneiras diferente que pode se fazer a escolha da comissao;



2.8. TRIANGULO DE PASCAL

Coloquemos os niimeros Cy em sucessivas linhas formando um triangulo equilatero:

1# linha: n=0 1 (o

2% linha: n=1 1 1 cy ¢

32 linha:n=2 1 2 1 C(Z) Cf C%

42 linha:n =3 1 3 3 1 ¢ ¢ ¢ 3

52 linha: n =4 1 4 6 4 1 ck ¢t ¢t cr ci

6% linha: n =5 1 5 10 10 5 1 Cs ¢ ¢ ¢ ¢ c

Observacoes importantes sobre triAingulo de Pascal

1%: Em cada linha do triangulo, o primeiro elemento vale 1, pois qualquer que seja a linha o primeiro elemento
¢ Co = 1, Ypens

2% Em cada linha do triangulo, o ultimo elemento vale 1, pois qualquer que seja a linha o ultimo elemento ¢
Ch =1, Ve

3% A partir da 3%linha do tridngulo cada elemento (com excep¢ao do primeiro e ultimo elemento) é a soma

dos elementos da linha anterior, imediatamente acima dele ou seja: Cp =Cp_; + CpZ 1, Vn,peINs

4% Em cada linha do tridngulo, os elementos equidistantes dos extremos sdo iguais, ou seja: Cp =

n .
Cn - pavn,pelN 9

2.8.1. SOMA DOS ELEMENTOS DA LINHA DO TRIANGULO DE PASCAL

Observe:
12 linha: n =0 1 RN 1=2°
22 linha: n = 1 1 1 5 R EO SRR 2=2!
32linha: n =2 1 2 1 1 + 2 + T eeeteerieeneeere e eeneeeneeenes 4=22
42 linha: n=3 1 3 3 1 1 + 3 + + .8=23
5% linha: n=4 1 4 6 4 1 1 + 4 + + 4 + ) EOTTTR 16 =24
6% linha:n =5 1 5 10 10 5 1 1 + 5 + 10 + 10 + 5 4+ 5 DUURR 32=25

Podemos concluir que:

n n
n!
Co+Cl+Co+Co+CR+CR+...+Ch = ZCF = Z—(n_p)!_p! = =2" Ve
p=0 p=0



2.9. BINOMIO DE NEWTON

Observe o desenvolvimento destes bindmios para x # 0 e y # 0, mais conhecidos por casos notaveis:
C(xty)’ =1

S(x+y)' = Chxly’ + Clxly! = Lex + Ty =x +y;

e (x +y)? = CaxAy" +C2x!y! + C2xOy? =1ex?y" + 2exy + loy? = x> + 2xy + ¥

e (x+y) = C3x%Y) + C3x?y! + Cix!y? + C3x%° = 1exPy? + 3ex?y! + 3ex!y? + 1ox%? = x* + 3x%y + 3xy? + y°
* (x +y)" = como sera o desenvolvimento?

Depois desta constatacdo e pelo triangulo de Pascal anterior, podemos escrever os coeficientes de cada de-

senvolvimentos de (x +y)". A formula geral do bindémio de newton ¢:

ou

* > - ¢ o simbolo de somatorio

Observacoes importantes sobre binomio de Newton

12: Os expoentes de x decrescem desde n até zero, simultaneamente os expoentes de y crescem desde zero
ate n;
2% O desenvolvimento de (x +y)" tem um termo do que o grau de bindmio, isto €, n + 1 termos;

3

18

: Os coeficientes do desenvolvimento do bindmio de Newton sdo nimeros inteiros e designam — se por
coeficientes binomiais;

4% Coeficientes binomiais dos termos equidistantes dos extremos sdo iguais, isto €,Cp = Cq _ p, Y peIns

Exemplo 1: Desenvolver os seguintes binémios:
(@) BGx+2y*
Gx+2)t = D GrE0trez
p=0

=Cae(3x)* 70020+ Cle(Bx)* Lo 21 +CT e (Bx)* 72022+ CT o (Bx)* 3023+ Che(Bx)* %0 2"
—1e(BX)* e 1+4 e (3x)3 02+ 60 (3x)2ed+4e(3x)! 08+ 1e(3x)0 0 16

=81x* +216x%x3 + 144%x% + 96x + 16




(b) 2x — 4)°
5
@x—4)° = 3 Fe@0°Pe(-ap

p=0

=C3 e (2%)° e (—9)™+ CT ¢ (2%)° 1 o (— )+ C3 0 (2%)°7 2 ¢ (—)%+ CF 0 (2%)° % ¢ (—4)°+CF e 2%)° o (-)*HCE e 2%)° 70 ¢ (-4)°

=1e(2x)5e1+50(2x)* e (—4) + 10 ¢ (2x)3 « 16+ 10 « (2x)% o (—64)+ 5 o 2x » 256+ 1+1e (—1024)

=32x> — 3200x* + 1280x3 — 2560x? + 1280x — 1024

©) (- 2x)

3
1
(Coa = QG QP20
X p=0

=C3e (P00 (=204 (e (D3 Le (m200 1 4 C e (D320 (m200 2+ C e (D3P0 (207

=1-(§)3-1 + 3-(&)2-(—2x)+3-§-4x+1-1-(—8x3)
=l—%,/+ig— 8x3

x3

| =-2% + 12— 853
X

X

2.9.1. Termo geral do binomio de Newton
Termo geral do binémio: ¢ uma expressdao que nos permite determinar qualquer termo do bindmio, sem

recorrermos ao seu desenvolvimento. Em geral para qualquer termo p+1 sera dado por:

Tp+1=Cpex" " PoeyP

A sequéncia dos coeficientes binomiais para um dado valor de n € crescente ate certa ordem e decresce de-

n—-1 n+1 , .
P = T oup = T,senelmpar;

pois dela. O valor maximo de p ¢ atingido para: n
p= E,senépar;

Exemplo 1: Dada a expressdo (2x — 3)°. Determine:

(a) O quinto termo do bindémio

p+1=5 Tp+1=CE'Xn_p0yp
p=5-1 Ts=C3 ¢ (2x)5 %o (=3)*
Ts=75¢2x+81

p=4 Ts = 810x



(b) O segundo termo do bindémio

p+1=2 Tp+1=C3.xn_p.yp
p=2-1 T2=C§ e« (2x)° 1o (=3)*
T2=5¢ (2x)* ¢ (—3)
p=1 T:=5¢16¢x*e (-3)
T2 = —240x*

(c) O termo de maior coeficiente

Sendo n impar, temos:

p= n ; ! oup = n ; 1 Somente vamos determinar o quarto termo
5 -1 5+ 1 Tp+1=Cpex" " PeyP
p: Oup=
2, . Te=C5 ¢ (2x)° 73« (—3)3
p=30pP=73 Ta=10 ¢ (2x)% ¢ (—27)
p=2oup=3 Ti=504¢x2 e (—27)

(Quer dizer, sao dois termos de
) ) T4=—1080x>
maior coeficiente, que sdo: Tz e T4)

(d) O termo central do bindmio

R: Quando n é impar, o bindmio nio possui o termo central;

(e) O termo independente do bindmio
= Podemos desenvolver todo o bindmio e identificar o termo independente, mas podemos encontrar de

uma maneira mais breve, basta escrever todo o termo geral e igualar a zero o expoente de x, ora ve-

jamos:
Tpr1=Cpex" " PeyP Vamos substituir 0 p por 5, na expressao:
Tp+1=C5 e (2)° P e (=3)P Tp+1=Cp * (2x)° ~P o (—3)P, assim temos:
(igualando a zero o expoente de x)
5-p=0 Tp+1=Cp e (2x)° P e (=3)P
-p=-5 Ts+1=C2 e (2x)° 5 (=3)°
p=>5 To=1¢ (2x)% ¢ (—243)

Te=1e1e(—243)
Te=—243



Exemplo 2: Dada a expressao (x + ){3—2)6.
(a) Desenvolver o binomio

6 3 p
3 —
x+20 = D Goee(3)
X p=0

0 1 2 3 4
=0 exb0e(2) £ COax6To[2) +CEoxb2e(2) +COaxb3e([2) + COoxb %) +
0 x2 1 X2 2 X2 3 X2 4 X
5 6
3 3
46 o x6 —5,(_) + C6e Xs—e,(_)
5 2 6
X

x2

=1ex%1+ 6 x5°X3—2+ 15 e x4-(xiz)2+ 20 e X3'(Xiz)3+ 15 e XZ'(i)4+ 6ex -(%)5+ 1e Xo-(i)6

x2 X x?2
6, 18%X¥ W9 27 8L 243 J729
=x0+ — 15 exte 24 20 02+ 15 exe T + 60X 15 + 1o 15
= | X8k 135+ 22+ 224 24 T
(b) O quinto termo do bindmio
p+1=5 Tp+1=cgoxn_poyp
p=5-1 _ 6. o6-4,(3\*
p=4 Te=Cfex ()
=15 o x2e22
el
Ta=—
X

(c) O termo independente do bindmio
= Podemos desenvolver todo o bindmio e identificar o termo independente, mas podemos encontrar de
uma maneira mais breve, basta escrever todo o termo geral e igualar a zero o expoente de x, ora
vejamos:
Tpr1=Cpex" " PeyP Vamos substituir o p por 2, na expressao:

p Tp+1=C8§ ¢ x®7 3P ¢ 3P assim temos:
— (6 ¢ w6~ 3 ptl > :
Tp+1—Cp-x p'(X—z) p
Tp+1=C§ex6 Poex 2Pe3P
P p 6 46— 3
Tp+1=Cpex®"°Pe3P
Tp+1=Cf’)-x6‘3p-3p
T;=C§ ex6732432
(igualando a zero o expoente de x)

Tz3=15e¢1¢9
6-3p=0
T3 =135
—-3p=-6
-6
Pe5

p=2



(d) O termo central do binémio
colocando os termos em ordem, vé-se que se trata-se do quarto trmo:

T, T2, T3, Ts Ts, Ts, T7

Tp+1=Cpex" " PeyP
_2 (3)3

Ty =S o x673(3)
27

T4—20-,x3-x—6,

540
Ta=—

x3

2.10. INTRODUCAO A PROBABILIDADE

2.10. 1. BREVE HISTORIAL DA PROBABILIDADE

O interesse do homem em estudar os fendmenos que envolviam determinadas possibilidades fez surgir a
Probabilidade. Alguns indicios alegam que o surgimento da teoria das probabilidades teve inicio com os jogos
de azar disseminados na Idade Média. Esse tipo de jogo é comum praticado através de apostas, na ocasido
também era utilizado no intuito de antecipar o futuro. O Ramo da Matematica que visa a formulacdo de
modelos tedricos, abstractos, para o tratamento matematico da ocorréncia (ou ndo ocorréncia) de fenémenos
aleatérios, pode caracterizar-se como a Matematica do acaso, da incerteza. O importante e fascinante assunto
das probabilidades teve as suas origens no século XVII através de esfor¢os de matematicos como Fermat e
Pascal. E certo que o italiano Jeronimo Cardano (1501-1576) escreveu um trabalho notavel sobre probabili-
dades, “Livros sobre jogos de azar’. Entretanto, no século XX que se desenvolveu uma teoria matematica
rigorosa, baseada em axiomas, defini¢des e teoremas. Kolmogorov propds uma axiomatica completa e con-
sistente do célculo de probabilidades. Os alicerces da teoria do célculo das probabilidades e da anélise com-
binatoria foram estabelecidos por Pascal e Fermat, as situagdes relacionando apostas no jogo de dados levan-
taram diversas hipoteses envolvendo possiveis resultados, marcando o inicio da teoria das probabilidades
como ciéncias. Actualmente, os estudos relacionados as probabilidades sdo utilizados em diversas situacdes,

pois possuem axiomas, teoremas e defini¢des bem contundentes.

2.10.2. EXPERIMENTO OU FENOMENOS ALEATORIOS

Encontramos na natureza dois tipos de fenomenos: fendmenos deterministicos e aleatorios. Os fendmenos
deterministicos sdo aqueles em que os resultados sdo sempre os mesmos, qualquer que seja 0 nimero de
vezes de ocorréncia verificadas. Nos fenomenos aleatorios, os resultados nao sdo previsiveis, mesmo que
haja um grande ntimero de repeticdes do mesmo fendémeno. Por exemplo, se considerarmos um pomar com
centenas de laranjeiras, as producdes de cada planta serdo diferentes e ndo previsiveis, mesmo que as condi-

¢oes de temperatura, pressao, humidade, solo, etc. Sejam as mesmas para todas as arvores. Experimentos ou



fenomenos aleatorios sdo aqueles que, mesmo repetido varia vezes sob condigdes semelhantes apresentam

resultados imprevisiveis.

“Chamam-se experimentos ou fenomenos aleatorios ao processo de observagoes ou de ac¢do cujos resulta-
dos, embora podendo ser descrito no seu conjunto, ndo sdo determindveis a priori, antes de realiza¢do da

experiencia e a sua realizagdo dependente inteiramente do acaso”
Um experimento aleatério tem as seguintes caracteristicas:
= Possibilidade de repeticao do experimento em condi¢des similar;
= Nao se pode dizer a partida qual o resultado do experimento a se realizar;

= A existéncia de regularidades quando o experimento ¢ repetidos muitas vezes;

Exemplos de alguns fendmenos aleatorios:

(a) Langar uma moeda, ao ar, e verificar a face voltada para cima quando a moeda ja estiver no chao;

(b) Langar duas moedas ao ar, e verificar a face de cima;

(c) Langar um dado de seis faces e verificar a face voltada para cima;

(d) De uma caixa contendo trés bolas vermelhas e duas brancas, seleccionar uma bola e observar a sua cor;

(€) De um baralho de 52 cartas, seleccionar uma carta, e observar o seu naipe” e grafe’;

2.10.3. ESPACO DE ACONTCIMENTO OU ESPACO AMOSTRAL

“Chama-se espag¢o amostral ao conjunto de todos os resultados possiveis de um certo experimento

aleatorio e representa-se por S ou 7.
Exemploi: Langar uma moeda e observar a face voltada para cima;

Seja: C — cara e K — Coroa, logo espago amostral é: S = {C, K}

Exemploz: Lancar uma moeda duas vezes e observar a sequencia de caras e coroas;
Seja: C — cara e K — Coroa, logo espago amostral é: S = {(CC), (CK), (KC), (KK)}
Exemplos: Langar um dado de 6 face e observar o nimero da face de cima;

S=1{1,2,3,4,5,6}

2 Sinal grafico pelo qual se destingue cada um dos quartos grupos de cartas de um baralho: Espada, Copas, Florinha e Ouro;
3 Sinal grafico pelo qual se destingue cada um dos quartos grupos de cartas de um baralho: As, Dois, Trés, Quatro, ..., Rei;



Exemplos: Langar um dado de 6 face e observar o nimero par da face de cima;

S=1{2,4,6}

2.10.4. ACONTECIMENTO OU EVENTO

Chamamos acontecimento ou evento a qualquer subconjunto de espaco amostral. Os acontecimentos ou even-

tos sdo geralmente representados pelas letras maitsculas do nosso alfabeto, isto ¢, A, B, C, D, ..., X e Z.

Exemplo 1: No lancamento de uma moeda. Apenas pode verificar-se dois resultados distintos, cara ou coroa.
Espago amostral: S = {Cara, Coroa}

1. Sair cara no lancamento de moeda ¢ um acontecimento, assim podemos representar esse acontecimento,

assim: A: Sair cara;

2. 1. Sair coroa no langamento de moeda ¢ um acontecimento, assim podemos representar esse acon-

tecimento, assim: A: Sair coroa;

Exemplo 2: Um dado de seis faces ¢ langcado e observa-se o nimero da face de cima
Espago amostral: S = {1, 2, 3,4, 5, 6}

Assim temos alguns acontecimentos

1. A: Sair um numero impar;

A={1,3,5} > #A =3;

2. B: Sair um nimero primo;
A=1{2,3,5} > #B=3;

3. C: Sair um numero menor que 4;
A=1{1,2,3,} =2 #C=3;

4. D: Sair um nimero menor que 7;
A={1,2,3,4,56} =>#D = 6;

5. E: Sair um niimero maior ou igual a 5;
A=1{56} >#E=2;



2.10.5. OPERACOES COM ACONTECIMENTOS

1. Acontecimento contrario: “O acontecimento contrario de A é o acontecimento que consiste em ndo veri-

ficagdo de A. Isto é, é o conjunto complementar de A. O acontecimento contrdrio de A designa-se A ou A€”.

Exemplo: A: Sair cara no lancamento de uma moeda A: Sair coroa no langamento de uma moeda

2. Acontecimento unido: “O acontecimento reunido de dois acontecimento de A e B é acontecimento que
consiste na realizacdo de pelo menos um dos acontecimentos”. O acontecimento unido A e B ¢ o conjunto

unido de A e B. Representa-se por AUB ou A+B.

Exemplo: A: Langamento de um dado de seis faces, sair um nimero par, ¢ um acontecimento unido dos

acontecimentos sair 2, sair 4, sair 6, isto ¢, B: Sair 2, Sair, 4 D: Sair 6.

A= {BjUICUID} = 12;U{4}U{6}= 12, 4, 6;

3. Acontecimento interseccdo: “O acontecimento interseccao de dois acontecimentos de A e B é aconteci-
mento que consiste na realiza¢do simultdnea dos dois acontecimentos”. O acontecimento intersec¢cdo A ¢ B,

representa-se po A*B ou ANB.
Exemplo: Lancamento de um dado de seis faces sair um numero par {2, 4, 6}
B: Langamento de um dado de seis faces sair um numero primo {2, 3, 5}

C: Lancamento de um dado de seis faces sair um ntimero par e primo {2}

Logo: C = ANB = {2, 4, 6}n{2, 3, 5} = {2}

4. Acontecimento certo: “O acontecimento certo relativo a uma prova é aquele que se verifica sempre
que se realiza a prova”

Exemplo: A: No langamento de um dado de seis faces de 1 a 6, sair um nimero menor que 7;

B: No lancamento de uma moeda, sair coroa ou cara;

5. Acontecimento impossivel: “O acontecimento impossivel relativo a uma prova é aquele que nunca
se verifica-se sempre que se realiza a prova”

Exemplo: A: No langcamento de um dado de seis faces de 1 a 6, sair um numero 7;

B: No lancamento de uma moeda, sair coroa ¢ cara;



6. Acontecimentos disjuntos ou independentes ou mutuamente exclusivo ou incompativeis: “Dois
acontecimentos A e B dizem-se disjuntos ou independentes ou mutuamente exclusivo ou incompativeis
quando a sua intersec¢do é acontecimento impossivel, ou quando a probabilidade de ocorrer um deles
ndo depende do facto de outro ter ou ndao ocorrido. Isto é, A e B sdo disjuntos ou independentes ou

mutuamente exclusivo ou incompativeis se ANB = @

Exemplo: A: Langamento de um dado de seis faces sair um nimero par {2, 4, 6}

B: Langamento de um dado de seis faces sair um impar {1, 3, 5}
Logo: ANB={2,4,6}n{1,3,5} =0

2.10.6. DIFERENTES CONCEITOS DE PROBABILIDADES
1. Definicao frequéntista da probabilidade

Uma das defini¢oes de probabilidades utiliza a frequéncia relativa, ja que as frequéncias relativas sdo
estimativas de probabilidades. Podemos entdo definir a probabilidade como propor¢do (ou frequéncia

relativa) em uma sequéncia muito grande de experimentos.
Se em N realizacdes a experiencia, o acontecimento A se verificou fa vezes, diz-se que a frequéncia

relativa de A nas realizacoes ¢é f(A) = % Logo a probabilidade do acontecimento A serd dada por:

Onde:
N — Numero de realizagdes de uma experiéncia
_ limfA) _ fa , . . N
PA)= JimfA) - N fa — Ntimero de vezes se verificou ou seja a frequéncia

absoluta do acontecimento
P(A) — Probabilidade do acontecimento A

Exemplo: Vamos determinar a frequéncia relativa do “aparecimento do numero 5, no lancamento

de um dado numerado de 1 a 6”. Observa a tabela dos resultados experimentais:

Nimero de lancamento Frequéncia absoluta Frequéncia relativa
™) (fa) (fr)
99 20 fr=%=f%=4;),2020...
200 42 fr=§=@=0,2100...
500 87 fr=§=@=0,1740...
800 157 fr=f§=@= 0,1962...
1000 184 fr=§=%=0,1840...
1500 250 fr=§=m=0,1666...
fr~0,1666...




=

A experiéncia constata que a frequéncia relativa se aproxima a 0,1666... = - a medida que aumenta o

numero de langamento, isto ¢, as frequéncias relativas tendem a estabilizar-se a um determinado valor.
A esta constatagdo que retiramos do exemplo leva-nos a enunciarmos conceito da probabilidade do
seguinte modo “Num grande nuumero de provas, a frequéncia relativa de um acontecimento tende a

estabilizar-se em torno de um numero que coincide com a sua probabilidade”.

2. Defini¢do axiomatica* da probabilidade num espaco finito

A nogdo empirica de probabilidade ligada ao conceito de frequéncias relativas ¢ inaceitavel do ponto
de vista de rigor matematico. Todavia, foi baseando-se na no¢ao frequéntista KOLMOGOROV, em

1933, estabeleceu rigorosamente a axiomatica da probabilidade.

Seja S um espaco amostral de acontecimento e P(S) o conjunto das suas partes, denomina-se probabi-
lidade de uma aplicagdo de P de P(S) no conjunto [0, 1] de um numeros reais que obedecem aos

seguintes axiomas:

1. P(A) € [0, 1] ou 0 < P(A) < 1, isto é, a probabilidade de um acontecimento varia 0 a 1;

2. Sendo A e B acontecimentos disjuntos ou independentes ou mutuamente exclusivo ou incom-

pativeis, definido em S, tem-se:

« P(AUB) = P(A) + P(B)
« P(ANB) = P(A)*P(B)

3. Dado um acontecimento A com probabilidade P(A), a probabilidade do seu complementar (aconte-

cimento contrario) obtém-se subtraindo a unidade a probabilidade de A, isto é:

*P(A)=1—-P(A) ou <*PA)+PA)=1

4. A probabilidade de um acontecimento certo é um (1), isto é:
*PS)=1

5. A probabilidade de um acontecimento impossivel é zero (0), isto é:

«P@)=0

4Axiomas sio verdades inquestionaveis universalmente validas;



3. Defini¢ao classica da probabilidade — Lei de Laplace

Quando langarmos uma moeda equilibrada, aceitamos que qualquer uma das faces tem exactamente a
mesma chance de aparecer que a outra, isso €, a probabilidade do acontecimento A1, A2, A3, ..., An.
Dizemos entdo, que os acontecimentos sao equiprovaveis. Dado um experimento aleatorio, sendo S
0 seu espaco amostral, vamos admitir que todos os elementos de S tenham a mesma chance de acon-
tecer, ou seja, S ¢ um conjunto equiprovavel. Definimos a probabilidade de um acontecimento A ao

nimero real P(A), tal que:

Niumero de resultados favoraveisa A _ #(A)

P(A) =

Numero de resultados possivéis a S #(S)

2.10.7. DETERMINACAO DA PROBABILIDADE DOS ACONTECIMENTOS

Vamos determinar a probabilidades pela defini¢ao classica de probabilidade — Lei de Laplace, para

alguns acontecimentos. Ora vejamos:

Exemplo 1: Para o experimento que consiste em langar um dado de 6 faces. Determinar:

Antes porém de determinar a probabilidade de qualquer acontecimento, devemos determinar o espago

amostral do experimento: S = {1, 2, 3, 4, 5, 6};

(a)A probabilidade de sair um niimero par;

Resolucio:
Seja acontecimento A: Sair um nimero par

- O nimero do resultado favoravel do acontecimento A ¢ 3, porque ha 3 nlimeros pares que sdo {2, 4,
65;

- onumero do resultado possivel a S € 6, porque ha no total 6 nimeros no espaco amostral que sdo:

S=1{1,2,3,4,5,6).

- P(A) 1é-se probabilidade do acontecimento A, com todos dados disponiveis podemos achar a proba-

bilidade do acontecimento sendo:

Niumero de resultados favoraveisa A _ #(A) _

P(A) =

Numero de resultados possivéisa S #(S)



(b) A probabilidade de sair um nimero maior que 4;

Resolucio:
Seja acontecimento B: Sair um nimero maior que 4;

- O ntimero do resultado favoravel do acontecimento B ¢ 2, porque ha 2 nimeros maiores que 4, sdo
{5, 6};

-onumero do resultado possivel a S ¢ 6, porque ha no total 6 nimeros no espago amostral
que sdo: S={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Com todos dados disponiveis podemos achar a probabilidade do acon-

tecimento sendo:

NumeroderesultadosfavoraveisaB _ #(B) _

P(B) =

Numeroderesultadospossivéis a S #(S)

(c) A probabilidade de sair um niimero menor que 7;

Resolucio:
Seja o acontecimento C: Sair um nimero menor que 7;

- O numero do resultado favoravel do acontecimento C é 6, porque ha 6 nimeros menores que 7, sao

{1,2,3,4,5,6};

- o0 numero do resultado possivel a S ¢ 6, porque hé no total 6 nimeros no espago amostral que sdo: S
={1,2,3,4,5,6}. Com todos dados disponiveis podemos achar a probabilidade do acontecimento

sendo:

P(C) = =r_2_y,

Numeroderesultadospossivéis a S #(S) 6

(Visto que, trata-se uma probabilidade de um acontecimento certo)

(d) A probabilidade de sair um nimero maior que 6;

Resolucio:
Seja o acontecimento D: Sair um niimero maior que 6;

- O numero do resultado favoravel do acontecimento D ¢ 0, porque nao ha nenhum numero maiores

que 6;



- onumero do resultado possivel a S ¢ 6, porque hd no total 6 niimeros no espago amostral
que sao: S=1{1,2,3,4,5, 6}. Com todos dados disponiveis podemos achar a probabilidade do acon-
tecimento sendo:

Numeroderesultadosfavoraveisa C _ #(D)

P(D) = =2=0;

Numeroderesultadospossivéis a S h #(S)

(Visto que, trata-se uma probabilidade de um acontecimento impossivel)

Exemplo 2: Selecciona-se aleatoriamente a uma carta de um baralho contendo 52 cartas.
Espaco amostral: Num baralho de 52 cartas tem:

S = {13 Espadas, 13 Copas, 13 Florinhas, 13 Ouros} = {4, Ases, 4 Dois, 4 Trés, 4 Quatros, 4
Cincos, 4 Seis, 4 Setes, 4 Oitos, 4 Noves, 4 Dez, 4 Valetes - J, 4 Damas - Q, 4 Reis - K}

(a) Qual ¢ a probabilidade de sair um rei na extrac¢ao aleatoria de uma carta?

Resolucio: Seja acontecimento A: Sair uma carta rei

- O numero do resultado favoravel do acontecimento A ¢é 4, porque ha reis num baralho. Com todos

dados disponiveis podemos achar a probabilidade do acontecimento sendo:

NumeroderesultadosfavoraveisaA _ #(A) _ 4

P(A) =

Numeroderesultadospossivéis a S #(S) 52 13

(b) Qual ¢ a probabilidade de que a carta seja espada?
Resolucio: Seja acontecimento B: Sair uma carta espada

- O nimero do resultado favoravel do acontecimento A € 13, porque ha 13 espadas num baralho. Com

todos dados disponiveis podemos achar a probabilidade do acontecimento sendo:

NumeroderesultadosfavoraveisaB _ #(B) _ 13

P(B) =

Numeroderesultadospossivéis a S #(S) 52

(c) Qual ¢ a probabilidade de que a carta escolhida ser uma figura?
Resolucio: Seja acontecimento C: Sair uma carta figura

- O numero do resultado favoravel do acontecimento C ¢ 12, porque ha 12 figuras (4 Valetes - J, 4
Damas - Q, 4 Reis - K) num baralho. Com todos dados disponiveis podemos achar a probabilidade

do acontecimento sendo:

P(C) = ===

Numeroderesultadospossivéisa S #(S) 52 13



Exemplo 3: Numa caixa ha 5 bolas brancas, 6 azuis ¢ 4 vermelhas.

Espac¢o amostral: Nesta caixa tem num total 15 bolas, S = {5 Brancas, 6 Azuis e 4 Vermelhas}

(a) Qual ¢ a probabilidade de sair uma bola de cor vermelha?
Resolucio: Seja acontecimento V: Sair uma bola vermelha

- O nimero do resultado favoravel do acontecimento V ¢ 4, com todos dados disponiveis podemos

achar a probabilidade do acontecimento sendo:

NumeroderesultadosfavoraveisaV  #(V 4
P(V) = —FV)_ 4

Numeroderesultadospossivéis a S #(S) 15

(b) Qual ¢ a probabilidade da bola extraida ndo seja da cor azul?

Resolugao: Trata-se da probabilidade do acontecimento contrario e seja acontecimento A: Sair uma

bola de cor azul;

- O ntimero do resultado favoravel do acontecimento A ¢ 6, com todos dados disponiveis podemos

achar a probabilidade do acontecimento sendo:

NumeroderesultadosfavoraveisaV _ #(A) 6 15-6 9

PA)=1-PA)=1——1-
Nimeroderesultadospossivéis a S #(S) 15 15 15

(c) Qual ¢ a probabilidade de sair duas bolas, uma azul e a outra vermelha sem reposi¢ao?

Resolu¢do: Sejamos acontecimentos A: Sair uma bola azul e V: Sair uma bola vermelha;

Analise: Ora pretendemos achar a probabilidade de extrac¢do de duas bolas, uma de cor azul e a outra
6

2 .
i tendo em conta que, saiu uma bola

vermelha, a probabilidade de sair uma bola de cor azul ¢
restaram 14 bolas. Sendo assim, a probabilidade de sair uma bola de cor vermelha ¢ % = ;, de seguida

. e 2 2 _ 4 , e .
multiplicamos as probabilidades 57 =3 dqueéa probabilidade de sair duas bolas, uma de cor azul e
a outra vermelha.

ou

A saida da bola de cor azul ndo depende a bola da cor vermelha e vice-versa, logo estes acontecimentos
sdo disjuntos ou independentes e mutuamente exclusivos ou incompativeis, dai podemos aplicar o

segundo o axioma que diz:

P(ANV) = P(A)P(V) = Lo — ===



(d) Qual ¢ a probabilidade de sair duas bolas brancas sem reposi¢ao?

Resolucao: Seja o acontecimento B: Sair uma bola branca
Analise: Ora pretendemos achar a probabilidade de extrac¢ao de duas bolas brancas, a probabilidade de

. , 5 1 )
sair uma bola branca é i tendo em conta que, saiu uma bola branca, restaram 4 bolas no total de 14

bolas. Sendo assim, a probabilidade de sair mais a bola branca ¢ % = %, de seguida multiplica-se as proba-

bilidades % . ; = 22—1 que ¢ a probabilidade de sair duas bolas brancas.

ou
Quando pretendemos determinar a probabilidade de sair duas bolas ou mais bolas da mesma cor, deve

mos pensar em combinagdes, o numero de resultados favoraveis serd combinagao de nimero total das bolas
da cor que pretendemos achar a probabilidade, agrupados ao numero de bolas que pretendemos extrair, no
nosso caso, existem 5 bolas branca se pretendemos extrair 2 bolas brancas, logo o numero de resultado
favoravel ¢ dado por: C3 = 10. Enquanto, o niimero de resultados possiveis sera combinag¢io do niimero
total de bolas existentes na caixa, agrupado ao numero de bolas que pretendemos extrair, no nosso caso,
existem no total de 15 bolas e queremos extrair duas, logo o nimero de resultados possivel ¢ dado por:
C15 =105. Entdo temos a probabilidade:
NumeroderesultadosfavoraveisaB _ #(B) _ c;’ 10 2

P(2°B) = S

Numeroderesultadospossivéisa S #(S) C%S 105 21

Exemplo 4: Em grupo de 500 estudantes, 80 estudam Engenharia, 150 estudam Medicina e 10 estudam
Engenharia e Medicina. Se um estudante ¢ escolhido ao acaso. Qual é a probabilidade de que:

(a) ele estude Medicina e Engenharia? (d) ele ndo estude Medicina, nem Engenharia?
(b) ele estude somente Engenharia? (e) ele estude Medicina ou Engenharia?

(c) ele estude somente Medicina?

Resolug¢io: Sejam os acontecimentos:
M: O aluno escolhido estude Medicina e E: O aluno escolhido estude Engenharia

Representemos os dados no diagrama de Venn, ao lado apresenta-se a resolugao:

Niumero de resultados favoraveis _ 100

(a) P(MNE) = — — =2
Total: 500 estudantes Numero de resultados possivéis 500 5
M P(E) = Nimero de resultados favoriveis _ 70 _ 7
E (b) ( ) Numero de resultados possivéis 500 50’
Nimero de resultados favoraveis 140 7
(c) P(M) = — = = oo
Numero de resultados possivéis 500 25
—_ = Numero de resultados favoraveis 280 14
d)P(MNE)= =—==;
( ) ( ) Numero de resultados possivéis 500 25’
280
Numero de resultados favoraveis _ 220 11
(e) P(IMUE) = — —— ==
Nimero de resultados possivéis 500 25




1. Calcule
(a) 7!

(b) 31)+(4!)
(c) (8!’

(d) 8! + 4!

EXERCICIOS PROPOSTOS

(e) 2¢(4! — 51)
(f) (4!)°+(5!)*

2. Simplifique as seguintes expressoes:

20! — 18!
@ =5~
2020!
(b) 2018! + 2019!
(n-23)!
(C) (n=2)!4+(Mm-1)!
3. Resolve
(n-2)!
(a) m-3)
(b) E = 67
(n+1)!
(©) i 12

n!

(d)

(n+1)!
n!+ (n—-1)!

(e)

nle(n + 2)!
(f) (n—=1)le(n + 1)!

(n-5)! 1

(m-3) 56

(d)
(e)(n—1)In=24

(f) A =20

(m=-2)!+Mm-1)!

12!

(i) 9le3!
() A3
(k) C3*

8! - 7!
6! — 5!

)

(m) PaeAS

(n) Ps - C3
Ps - C§

(0) —a

Pg+Pg+ Py
Ly

(n—-1)!'-2n!
(n=2)!+(Mn-1)!

(2

(n—-1)!'— (n-2)!

n!

(h)
(1)

n!
m=-D!'+(n+1)!

(g) C2 =10
(h) C5i=3 =28

(i) £ A3 = 9AY~?

4. Qual ¢ a linha em que a soma dos elementos de uma determinada linha do triangulo de Pascal?

5. A soma dos trés ultimos de uma linha do tridngulo de Pascal ¢ 172. Determine o terceiro elemento da linha

seguinte.

6. Determine:

(@) (181) " (171) B

7. Determine o valo de x, tal que (260) +x= (21).

7

8. Desenvolve os seguintes bindmio:

(a) (x +2)*

(b) (x — 3)°

® ()= @)~

(c) (a+2b)’

(d) (250) - (240) B

(d) 2a-b)’



9. Sabendo que o desenvolvimento do bindmio (4 — 3x)" tem 6 termos, determine o valor de n.

10. Dada expressao (4 + ;)8. Determine:

(a) O niimero de termos do binémio; (c) O termo central do binémio;

(b) O quarto termo do binémio; (d) O termo independente do binémio;

11. Dada expressio (VX + 3)8. Determine:

(a) O termo médio do binémio; (c) O termo de maior coeficiente do binémio;

(b) O termo médio do binémio; (d) O termo independente do binémio;

12. Indique o acontecimento e determinar o espaco amostral para cada acontecimento abaixo:
(a) Uma letra ¢ escolhida entre as letras da palavra PROBABILIDADE;

(b) Langar trés vezes uma moeda e observar a sequéncia de caras e coroas;

(c) Entre 5 pessoas A, B, C, D e E duas sdo escolhidas para formarem uma comissao;

(d) Um dado de seis faces ¢ lancado, verificar o nimero de face de cima os niimeros primos;

13. Quantos nimeros de 4 algarismos diferentes podem se escrever com os algarismos do conjunto M = {1,
2,3,4,5,6.7}?

14. Num campeonato de futebol participam 20 equipas, quantos resultados possiveis para os 3 primeiros
lugares?

15. Dispomo de 8 core e queremos pintar uma bandeira de 5 listras. Quantas listras isso pode ser feito?

16. As 5 finalistas do concurso para Miss Beira sdo: Miss Manga, Miss Inhamizua, Miss Ponta-Géa, Miss
Matacuene e Miss Munhava. De quantas formas o juiz pode escolher 12, 22 e 32 lugares?

17. Numa empresa héa 7 trabalhadores e pretende criar turnos de 3 trabalhadores cada. Quantos turnos sio
possiveis de criar?

18. Trés homens e quatros mulheres decidiram acampar, para garantir a vigia nocturna, organizaram comis-
soes de 3 elementos, tendo sempre um homem. Quantas comissdes foram possiveis de formar?

19. Virias pessoas encontraram-se numa festa, tendo uma cumprimentado outra pessoa com aperto de mao.
Alguém contou apertos que tera havido exactamente 78 apertos de mdo. Quantas eram as pessoas na festa?



20. Para acompanhar a selec¢do nacional na copa de Africa de Sul. E preciso formar-se uma equipa médica
que integre dois médicos e trés massagistas. Sabendo que estao disponiveis quatros médicos e cincos massa-
gistas, de quantas maneiras diferentes pode escolher-se a constituicio da equipa médica?

21. Considere os pontos A, B, C, ... de uma circunferéncia. Quantos tridngulos distintos sdo determinados
pelos 10 pontos?

22. Determine o numero de palavras diferentes que se podem escrever com as letras da palavra VOTAR.

23. Com a palavra ESCOLA. Resolve as questdes que se seguem:

(a) Quantos anagramas podemos escrever, com a palavra ESCOLA?

(b) Quantos anagramas podemos escrever, que comeg¢am com a letra O?

(c) Quantos anagramas podemos escrever, que terminal com a letra S?

(d) Quantos anagramas podemos escrever, que come¢am coma letra L e terminal com C?
(e) Quantos anagramas podemos escrever, com COL juntos?

(f) Quantos anagramas podemos escrever, que sempre haja a sequencia COL, nesta ordem?

24. Para um debate numa escola que lecciona de 82 a 122 classe, foram escolhidos 50 estudantes (dez alunos
de cada classe). Findo o debate, um aluno ¢ escolhido ao acaso para fazer comentarios sobre o debate. Qual

¢ a probabilidade de que o escolhido seja aluno da 122 classe?

25. Efectua-se duas jogadas com uma moeda equilibrada de cinco meticais. Qual é a probabilidade de sair,
pelo menos, uma face com emblema de republica?

26. O Antonio abre aleatoriamente uma revista com 40 paginas enumeradas de 1 a 40. Qual é a probabilidade
de abrir uma pagina cujo o numero ¢ multiplo de 3?

27. Uma caixa contém dez camisas das quais quatros sao de mangas compridas. Extrai-se duas ao acaso. Qual
¢ a probabilidade de que nenhuma das camisas extraidas seja de mangas compridas?

28. Se retirarmos aleatoriamente uma carta com 52 cartas, qual é a probabilidade de ser umé6 ou um Rei?

29. Numa caixa tem 3 bolas azuis, 4 bolas brancas e 7 bolas pretas. Qual é a probabilidade de, ao retiramos
uma bola ser:
(a) Branca (b) Preta (c) Azul

30. Na cantina de uma escola, ha 10 bolos, dos quais, 3 de massa folhada e 7 de arroz, se alguém compra 2
bolos escolhendo-os aleatoriamente, achar a probabilidade de se escolher:
(a) Arroz (b) Massa folhada (c) de cada tipo



FUNCOES
REAIS DE
VARIAVEL
REAL

No fim desta unidade, deveras ser capaz de:

OBJECTIVOS:

» Definir uma fungao;

= Representar uma fungao;

* C(Classificar as fungdes quanto a Injectividade, Paridade e Monotonia;

= Determinar o Dominio, Contradominio, Zeros da Funcao, Monotonia e Variacao do Sinal,
a partir da sua da sua representagao grafica da fungao;

» Identificar Determinar o Dominio, Contradominio, Zeros da Funcdo, Monotonia e
Variagdo do Sinal, a partir da sua expressao Algébrica;

» Determinar o Contradominio e Periodo de fung¢des trigonométricas;

» Determinar o Dominio, Contradominio e Equacdes de assintotas de fun¢des homogréaficas;

» Determinar a expressao analitica de uma funcdo composta de duas ou mais fungdes;

= Determinar a expressao analitica de uma func¢do Inversa para fungdes injectivas;




Definicdo: uma funcgdo fde A para B (f: A—B), consiste em dois conjuntos ndo vazios, de partida A, para o

conjunto de chegada B, é uma correspondéncia que associa a cada elemento x (objecto) de A um e um so

elemento y (imagem) de B. simbolicamente escreve-se: f:A-B
x—=y=fx)

Consideremos as seguintes relagdes, queremos encontrar a que representa uma funcao de A para B.

Relacao 1 Relac¢ao 2 Relac¢ao 3

—F= N ]
=9

A relacdo 2 define a fungdo porque nela cada elemento do conjunto de partida (dominio) corresponde um s6

A B A

/
\/]

elemento do conjunto de chegada (contradominio).
® Chama-se dominio da func¢do ao conjunto de valores de x (objecto) para os quais dada a fungdo é deter-
minada;

o Chama-se dominio da fun¢do ao conjunto {f(x)} das imagens dos elementos de x em y;

3.2. Formas de representar uma funcio
Uma fungdo pode ser definida por: um diagrama, uma expressiao verbal, uma expressiao analitica, uma

tabela e uma representacio grafica

3.3. Classificacio das funcoes

1. Quanto a injectividade

® Fung¢io Injectiva: Uma fungdo f ¢ injectiva num intervalo do seu dominio se ¥y, x,epf: X1# X2= f{x1) #
f(x2). Isto quer dizer objectos diferentes também possuem imagens diferentes. Graficamente vé-se que uma
funcgdo é injectiva, imaginando rectas horizontais paralelas ao eixo dos x, e verificamos que nenhuma inter-

cepta o grdfico da fungdo em mais do que um ponto.
e Funcio Sobrejectiva: Uma funcdo f ¢ sobrejectiva no seu dominio se todos elementos de contradominio
possuem objecto. Em geral uma fungdo é sobrejectiva quando o contradominio coincide com o conjunto de

chegada. Todas fungoes de contradominio o conjuntos dos numeros reais, sdo sobrejectivas.

e Funcao Bijectiva: Uma fungdo f ¢ bijectiva no seu dominio se for simultaneamente injectica e sobrejectiva.



Exemplo 1: Estude a injectividade de cada func¢io representada por diagramas seguintes:

(a) (b) ©
f A g B
A p B a

F ﬂ ®c
<\ :

Resolucio:
(a) A funcao f: ¢ injectiva, € sobrejectiva e € bijectiva;
(b) A fungdo g: € injectiva, ndo ¢ sobrejectiva e ndo € bijectiva;

(c) A funcao h: ndo € injectiva, € sobrejectiva e ndo ¢ bijectiva;

Exemplo 2: Estude a injectividade de cada funcio representada pelos graficos seguintes:

(b)

Resolucio:

(a) A funcdo f: ndo ¢ injectiva, ndo € sobrejectiva e nem bijectiva;
(b) A fungdo g: € injectiva, sobrejectiva e bijectiva;

(c) A funcdo m: € injectiva, ndo € sobrejectiva e nem bijectiva;
(d) A funcdo n: ndo ¢ injectiva, € sobrejectiva e nao ¢ bijectiva;

Exemplo 3: Estude a injectividade de cada funcio representada pelas expressoes analiticas seguintes:

(a) f(x)=2x+3 (b)gx)=x>-7 (c) h(x) =2*

Resolucao:

(a) f(x)=2x+3

* Supondo que a fungdo seja injectiva, entdo:

Vxq, xgenft X1 £ X2 = f(x1) £ f(x2)
Paraxi=2ex2=3
f(2) # £(3)
202 +3£23+3
T#9

Verdade, a funcio ¢é injectiva



* A funcdo ¢ sobrejectiva, porque, todos objectos possuem imagens, ou seja o contradominio coincide com o
conjunto de chegada, isto ¢, f: IR —» IR e D;: y€IR.

=~ A funcgao f: é injectiva, sobrejectiva e bijectiva;

(b) gx) = x>~ 7
* Supondo que a fun¢ao seja injectiva, entao:

Vx,, xpenf: X1 7 X2 f(x1) # f(x2)

Paraxi=—3ex2=3
g(— 3) #20)
(=3 -7#3)} -7
2#2

Falsa, a funcio nao é injectiva

* A fungdo ndo ¢ sobrejectiva, porque, nem todos objectos possuem imagens, ou seja o contradominio nao

coincide com o conjunto de chegada, isto ¢, g: IR — IR e Dg: y€[-7, + oo].

2. Quanto 4 monotonia

® Fungiio Crescente: Uma fungdo f diz-se crescente num intervalo I = Ja, b[ se, Vy, y,er: X1<x2= flx1) <

f(x2), como mostra a figura:

® Fungio Decrescente: Uma fungdo f diz-se decrescente num intervalo I = Ja, b[ se, Vi, x,er: X1 <x2= f{x1) >

f(x2), como mostra a figura:




3. Quanto a paridade
® Fungiio Par: Uma fungdo f de dominio D, diz-se par se, Vyeps: f(—x) = f{x), isto quer dizer, objectos
simétricos possuem a mesma imagem.

e Funcio Impar: Uma funcdo f de dominio D, diz-se impar se, Vienf: f(—X) = —f(x), isto quer dizer,

objectos simétricos possuem também imagens simétricas.

NOTA IMPORTANTE: Geometricamente podemos verificar a paridade das fungdes, isto €, o grafico da

funcdo par € simétrico em relagdo ao eixo dos y, enquanto, o grafico da fungdo impar é simétrico em relagdo

a origem. Como mostram as figuras a seguir:
+hy : 'r/
! aix)
3
2 -1 ] 1 F

1 0 1 Ix

A funcdo f(x) € par, ¢ simétrica em relagdo ao eixo oy A fungzo f(x) ¢ par, € simétrica em relagdo 4 origem

Exemplo: Dadas as funcdes estude paridade

(a) fi(x)=x*>+5 (b) g(x) =x* (c)h(x)=2x+3

Resolucio:

(a) f(x)=x*+5
Supondo que a fun¢do seja par, entdo:
Parax=4; f(—4)=14)
(—4P+5=(@)?+5
16+5=16+5
21 =21
Verdade, a funcao é par

(c)h(x)=2x+3
Supondo que a funcao seja par, entao:
Parax=2; h(—-2)=h()
2¢(—=2)+3=22+3
—4+3=4+3
—-1=7

Falso, a fun¢do nao € par

(b) g(x) =x°
Supondo que a fungdo seja impar, entdo:
Parax=3, g(-3)=-g@)

(—3P=— 0y
—27=—(27)
—27=-=27

Verdade, a funcio é impar

Supondo que a fung¢do seja impar, entdo:
Parax=2; h(—2)=-h(2)
2¢(—=2)+3=—(2:2+3)
—4+3=—(4+3)

Falso, a fungdo ndo ¢ impar

Logo a fun¢io h(x) nao é par nem impar



3.4. REVISAO DAS FUNCOES
1. FUNCAO DO 12 GRAU OU FUNCAO LINEAR
Definicdo: Uma fungdo do 1° grau ou funcdo linear ¢ uma func¢do do tipo f(x) = ax + b onde a e b sdo

coeficientes reais.

Exemplos:
(@) f(x)=4x+5 b fx)=—2x+1 (c) f(x) = 3x (©) f(x)=§X_ 5 () f(x)=2
a=4eb=5 a=—2eb=1 a=3eb=0 3 2 54 a=0eb=2
a=2eb=—z

m a chama-se coeficiente angular ou declive, enquanto que, b chama-se coeficiente linear ou ordenada na
origem;

m O grafico de uma funcao do 1° grau ou fung¢do linear ¢ uma linha recta;

m Para construir o grafico de uma fun¢do do 1° grau ou funcdo linear ¢ necessario e suficiente conhecer os
seus dois pontos onde a recta passa:

m Para determinar a expressao analitica de uma fung¢do do 1° grau ou fungao linear f{x) = ax + b, basta encon-

trar os valores de a e b;

Ay _y2—y1,

m Se a recta passa pelos pontos A(x1, y1) € B(X2, y2), entdo o declive serd dado por: a = i
27 A1

m Se dada a recta é conhecida a sua inclinag¢ao ao eixo dos x, entdo, o declive serd dado por a = tg(a);
> Sao paralelas: se a1 = a2

m Dadas as funcdes das rectas, r:f(x) =aix + b1 e s:g(x) =axx + bz
» Sao perpendiculares: se ajeaz = —1

Representacao grafica do 1° grau ou funcao linear

Vamos representar as fungoes f(x) = x — 2, g(x) = —2x + 3 e h(x) = 3, no mesmo sistema cartesiano ortogonal

(SCO).

f(x)=x-2 i
X 1] 2 4
y | -2 0 h(x) = 3
g(x)=—-2x+3
X 0 E

2
y 3 0 ? 1 7
h(x) =3

X 0 4




Exemplo: Dada a recta r pela funcao f(x) = 2x + 4. Determine:

(a) Uma recta t que passa pelo ponto (1, 3) e paralela a dada;

r: f(x) =2x + 4 e t:g(x) = ax + b, arecta t deve ser paralela a recta r, entdo os declives devem ser iguais, isto
¢ a =2, portanto a recta t serd dada por t:g(x) = 2x + b. Para Determinar o valor b, basta substituir o valor de
x na fungao da recta t, isto ¢, fazendo g(1) = 3;

g(1)=3 =21 +b=3 =b=1, portanto a recta t serd dada pela fun¢do g(x) = 2x + 1, que ¢ paralela a dada.

(b) Uma recta s que passa pelo ponto (1, 3) e perpendicular a dada;

r: f(x) =2x + 4 e s:h(x) = ax + b, a recta t deve ser perpendicular a recta r, entdo o produto dos declives devem
ser igual a —1, isto ¢, arraz=—1=>2ea=—-1=>a=— %, portanto a recta s sera dada por s:h(x)= —%x
+ b. Para Determinar o valor b, basta substituir o valor de x na funcao da recta s, isto €, fazendo h(1) = 3;
h(1)=3= —%-1 +b=3= —%er: 3=b 22 , portanto a recta t serd dada pela fungao h(x) = —§x+g,

que ¢ perpendicular a dada.

(c) Representa-as no mesmo sistema cartesiano ortogonal

Vamos representar as trés rectas, r, s € t no mesmo SCO.

r:(x)=2x+4
x| 0 -2
y | 4 0
tg(x)=2x +1
x| 0 1
y 1 02 ) =2x+4
-3
=147
s:h(x) = X+
x| 0 7
7
— 0
Y 2

Conclusio: Sobre as do 1° grau ou fung¢do linear podemos construir que:

1. O gréafico de uma funcao linear ¢ uma linha recta;

2. O dominio das fungdes lineares € o conjunto dos niimeros reais, isto ¢: Df: XEIR;

3. O contradominio das fungdes lineares € o conjunto dos niimeros reais, isto €: Di: yEIR;
4. As fungdes lineares sdo injectivas, sobrejectivas e bijectivas;

5. As fungdes lineares do tipo y = ax, sdo impares, caso contrario nao sdo pares nem impares;



6. Quanto a monotonia, f(x) = ax + b:
* Se a <0, a fungao linear é decrescente;
* Se a > 0, a funcao linear ¢ crescente;

* Se a =0, a fungao linear ¢ constante;
y 4 /

Decliye positivo. a > 0
/ A furgBo & crescante

/ 0 . 0 \x 0 X

Dechve nulo:a =0

& funcdo & constante

2. FUNCAO DO 22 GRAU OU FUNCAO QUADRATICA
Definicio: Uma funcdo do 2° grau ou fun¢do quadrética é uma funcdo do tipo f{x) = ax’ + bx + ¢, onde a, b

e ¢ sdo coeficientes reais mas a # 0.

m O grafico de uma quadratica ¢ uma parabola, com | xy = — 23 eyv=f(xv)=— 43 onde A =b? - 4ac
a a

b + Vb2 - 4ac ou

m Para encontrar as raizes ou zeros da fungdo quadratica, acha-se pela formula | x; , =

2a
simplesmente por | ¢ , P VA |que sdo chamadas de formulas resolventes;
’ 2a
14 ~ S r — — b
m A soma das raizes da fungdo quadratica ¢ dada por:| S=X1+x2 =— 2

C

m O produtos das raizes da fun¢io quadratica é dado por: | S =X1°x2 = a

m A fungdo quadratica f{x) = ax’ + bx + ¢, pode ser escrita na forma: f{x) =a(x —x;)(x —x2) e f{x) =a(x - x,)’ + y

m Quanto ao valor de a pode — se afirmar:
* Se a > 0, a parabola da fungdo esta virada para cima;

* Se a <0, a parabola da fungdo esta virada para cima;

m Quanto ao valor de A pode — se afirmar:
e Se A >0, a funcao tem duas raizes diferentes, isto é: X1 # X2;
* Se A =0, a funcdo tem duas raizes iguais, isto €: X| = X2;

* Se A <0, a fun¢ao nao tem raizes reais;



Representacao grafica do 2° grau ou funcao quadratica

Representemos graficamente as fungdes f(x) = x> — 4x + 3 e g(x) = — x> —x + 2. Para tal devemos achar o
sentido concavidade da parabola, Ordenada na origem, zeros da fun¢ao se existirem e coordenadas do vér-

tice, assim vamos:

Exemploi: Representemos graficamente a fungio f(x) = x> —4x + 3
=1, b=—4, ¢c=3
* Sentido concavidade da parabola

- O valor de a ¢ positivo, dai a concavidade da parébola da fungdo, esta virada para cima;

* Ordenada na origem

Se x =0 - f(0) = 0> — 40 + 3 = 3, dai tem-se o ponto de ordenada na origem (0, 3);

e Zeros da funcio

f(x)=0—>x>—4x+3=0

4-2_2
gy, =DEVPZ—dac_ —(CHV(H?-413 _4+VI6-12 _4+VE_4+2 xi=——=2=1;
" - = 2 2 2 4+2_ 6
xx=——=-=3;
2=—— =3 3;
* Coordenadas do vértice (xv, yv) « O grifico da funcio
R N G B
T o T T o1 9 y
' 2a 241 2 (XV9 yV) = (2, - 1) \
A 4 4 s
= ——_——=——=—1
y 4a 41 4
H x
]
T = =

Exemploz: Representemos graficamente a funcio f(x) = —x* — x + 2
a=—-1,b=—-1, c=2
* Sentido concavidade da parabola

- O valor de a ¢ negativo, dai a concavidade da parabola da fungdo, esta virada para baixo;

* Ordenada na origem

Sex =0 - f(0) =—0? — 0 + 2 =2, dai tem-se o ponto de ordenada na origem (0, 2);



e Zeros da funcao

f(x)=0->—x*-x+2=0;

1-3_ -2
X=—=—=1

X _btVbZ—4ac _—(-1)+(-1)2-4e(-1)e2 _1+VI+8 _1+V9 _1+3 T T

1,2 2a 2¢(-1) 2 —2 —2 1+3 4
== 5h

* Coordenadas do vértice (xv, yv)

2 2e(-1 2’ 19
y b (X, Y¥) = (=35 )
v 4a 4e(-1) -4 4

Concluséo: Sobre as do 2° grau ou funcdo quadratica podemos construir que:

1. O grafico de uma fungdo quadratica é uma parabola;

2. O dominio da func¢do quadratica ¢ o conjunto dos niimeros reais, isto ¢: Dy XEIR;
3. As funcdes quadraticas ndo sdo: injectivas, sobrejectivas e bijectivas;

4. As fungdes quadratica do tipo f(x) = ax® + ¢ sdo pares, caso contrario nio sdo pares nem impares;

3. FUNCAO EXPONENCIAL

Definicdo: Chama-se fungao exponencial a uma fung¢ao do tipo f(x) =a*,ondea > 0ea # 1.

Exemplos: Algumas funcdes exponenciais
fix) = 2* gx) =P hx)=@(5)72"% mx)=3*2 nx=07"* tx)=e
2
m O valor de a, deve ser positivo e diferente de um, isto¢:a>0ea # 1;
m Se o valor de a, for maior que um a funcao exponencial € crescente s se estiver entre 0 4 1, a fungao expo-

nencial € decrescente;

m O grafico de uma funcdo exponencial ¢ uma curva;

Representacio grafica da funcio Exponencial

Representemos graficamente as fungdes f(x) = 2* e g(x) = (%)X, para tal devemos achar os valores para

x=-2,x=-—1,x=0,x=1e x =2, organizados numa tabela de valores, assim vamos:



Exemplo 1: representemos graficamente a funcio f(x) = 2*

Tabela de valores

Grafico

X
-2
-1
0
-2 -1 (4] 1 2?(

1 y=21—

2
2 y=22:

4

Exemplo 2: representemos graficamente a funcao f(x) = (%)X

Tabela de valores Grafico

X y=2% 0<a<l1l

1, -
2 y=p =4

1, -
Tly=p7=2
1
0 | y=)°=1
1 =1
Y= =3
1

1
2 y=r e

Estudo da funcao
1. Dominio (Ds): Dr: X€IR;

2. Contradominio (Df): y€]0, +oo[ ou y€IR™;
3. Injectividade: A func¢ao ¢ injectiva, nao € so-
brejectiva nem sobrejectiva;

4. Paridade: A funcdo ndo par nem impar;

5. Variacdo da monotonia:

A funcao ¢ crescente em todo seu dominio;

6. Variacao do sinal:

A funcdo ¢ positiva em todo seu dominio;

Estudo da funcéo
1. Dominio (Ds): Dr: Xx€IR;
2. Contradominio (Dy): y€]0, +oo[ ou yEIR™;

3. Injectividade: A fun¢do ¢ injectiva, ndo € so-
brejectiva nem sobrejectiva;

4. Paridade: A fung¢do ndo par nem impar;

5. Variacdo da monotonia:

A fungao ¢ decrescente em todo seu dominio;
6. Variacao do sinal:

A fungdo € positiva em todo seu dominio;

Concluséo: Sobre as funcdes exponenciais podemos construir que:

1. O grafico de uma fung¢do exponencial ¢ uma curva;

2. O dominio da fung¢do exponencial é o conjunto dos nlimeros reais, isto €: Dr: XEIR;

3. As fungdes exponenciais sao injectivas, ndo sao sobrejectivas nem bijectivas;

4. As fungdes exponenciais ndo sao pares nem impares;
5. Quanto a monotonia, f(x) = a* pode-se afirmar:
» Se a> 1, a funcdo exponencial ¢ crescente;

* Se 0 <a< 1, a funcdo exponencial € crescente;



4. FUNCAO LOGARITMICA
Definicao: Chama-se funcao logaritmica a uma funcao do tipo f(x) = log, x,onde x> 0,a > Oea # 1.

Exemplos: Algumas funcdes exponenciais
f(x)=log, x g(x)=logix h(x) =logpo(3x+5) n(x)=1g® - x?)  t(x)=In(x — 2)
2

m O valor de x ¢ designado de logaritmando e valor de a ¢ designado de base;

m O valor de a, deve ser positivo e diferente de um, isto é: a>0ea # 1;

m Se o valor de a, for maior que um a funcao logaritmica ¢ crescente s se estiver entre 0 4 1, a fungao loga-
ritmica € decrescente;

m O grafico de uma fungao logaritmica ¢ uma curva;

Representacao grafica da funcao Logaritmica

Representemos graficamente as fungoes f(x) = log, x e g(x) = log1 x para tal devemos achar os valores para
2

y=-2,y=—1,y=0,y=1ey=2, organizados numa tabela de valores, assim vamos:

Exemplo:: representemos graficamente a funcao f(x) = log, x

Tabela de valores Grafico Estudo da funcio

< y=log, X a>1 1. Dominio (Df): Dr: x€]0, +oo[ ou x€IR";

i i . 2. Contradominio (Dj): y€IR;

1 y=log,;=-2 : 3. Injectividade: A fungdo ¢ injectiva, sobrejec-
1 EEYONS S tiva e sobrejectiva;

2 y 823 4. Paridade: A fun¢do nao par nem impar;

1 | y=log,1=0 o 5. Variacao da monotonia: ‘

A fungao ¢ crescente em todo seu dominio;
2 | y=log;2=1 i 6. Variacdo do sinal:
4 | y=log,4=2 2 A funcao ¢ positiva em todo seu dominio;

* 10, 1] a funcdo € negativa;
*]1, +oo[ a fungdo ¢ positiva;

Exemplo 2: representemos graficamente a fun¢do g(x) = log: x
2

Tabela de valores Grafico Estudo da funcio

X y =logix 0<a<l 1. Dominio (Dy): D¢: Xx€]0, +oo[ ou x€IR™;
1 v = log: i . , 2. Co.ntrfl(fominio (Dp): ):EIR'; o o
4 24 3. Injectividade: A funcdo ¢ injectiva, sobrejectiva
1 y =log1 % =1 e sobrejectiva;
21 v= log: 1=0 : 4. Paridade: A funcdo ndo par nem impar;

2 5. Variacdo da monotonia:
2 | y= log% 2=-1 2 A fungdo € crescente em todo seu dominio;
4 | y= log% 4=-2 1 6. Variacdo do sinal:

A funcdo € positiva em todo seu dominio;
= * 10, 1[ a fung@o ¢ positiva;

*]1, +oo[ a fungdo € negativa;



Conclusio: Sobre a logaritmica podemos construir que:

1. O grafico de uma fungao logaritmica ¢ uma curva;

2. O contradominio da fung¢do logaritmica ¢ o conjunto dos niimeros reais, isto é: D;: yEIR;
3. As fungdes logaritmicas sao injectivas, sobrejectivas e bijectivas;

4. As fungdes logaritmicas ndo sdo pares nem impares;

5. Quanto a monotonia, f(x) =log, x pode-se afirmar:

* Se a> 1, a funcdo logaritmica ¢ crescente;

* Se 0 <a <1, a funcdo logaritmica ¢é crescente;

5. FUNCOES TRIGONOMETRICAS
Chamam-se fung¢des trigonométricas a fungdes que envolvem razdes trigonométricas: Seno, Cosseno, Tan-

gente e Cotangente.
5.1. FUNCAO TRIGONOMETRICA SENO
Chama-se funcdo seno a aplicagdo que cada nimero rel x, faz corresponder o seno de um angulo cuja me-

dida em radiano, isto &, f(x) = senx.

Representacao grafica da funcéio seno

x(Graus) | —360° | —270° | —180° | —90° 02 9(° 1802 2702 360°
3 (3 (3 3m
Radi - - — -= = —
x(Radiano) 21 > T > 0 > T > 21
f(x) = senx 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0

f(x) /

Conclusio: Sobre funcao seno: f(x) = senx, podemos construir que:

1. O gréfico de uma funcao seno ¢ sinusoide;

2. O dominio da fun¢do seno ¢ o conjunto dos nlimeros reais, isto é: D;: yEIR;

3. O contradominio da fun¢do seno é [—1, 1] isto é&: —1< senx < 1;

4. A funcao seno ¢ periodica no seu dominio (completa as voltas em cada 2m), dai T = 2m;
5. A fungdo seno ndo € injectiva, nao ¢ sobrejectivas nem bijectivas;

6. A fungao seno ¢ impar;

5.2. FUNCAO TRIGONOMETRICA COSSENO



Chama-se func¢do cosseno a aplicagao que cada numero rel x, faz corresponder o seno de um angulo cuja

medida em radiano, isto €, f(x) = cosx.

Representacao grafica da funcao cosseno

x(Graus) | —360° | —270° | —180° | — 90 02 902 1802 2702 3602
3 T T 3
Radi -2 - — - = 0 = — 2
x(Radiano) T > T 2 2 T > T
f(x) = cosx 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1

Conclusao: Sobre funcdo seno: f(x) = cosx, podemos construir que:

1. O gréfico de uma fungdo cosseno ¢ co-sinusode;

2. O dominio da fun¢do seno ¢ o conjunto dos niimeros reais, isto ¢: Dy: yEIR;

3. O contradominio da fungao cosseno ¢ [—1, 1] isto é&: —1< senx < 1;

4. A fungao cosseno ¢ periodica no seu dominio (completa as voltas em cada 2m), dai T = 2m;
5. A fungdo cosseno ndo € injectiva, nao € sobrejectivas nem bijectivas;

6. A fungdo cosseno ¢ par;
5.3. FUNCAO TRIGONOMETRICA TANGENTE
Chama-se fung¢do tangente a aplicacdo que cada numero real x, faz corresponder o seno de um angulo cuja

medida em radiano, isto €, f(x) = tgx.

Representacao grafica da funciao tangente

x(Graus) | —360° | —270° | —180° | —90° 02 902 1802 270 360°
3m T (3 3
Radi - —— — —= = —
x(Radiano) 2n > T > 0 > (4 5 2w
f(x) = tgx 0 A 0 A 0 A 0 A 0
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Conclusio: Sobre funcao tangente: f(x) = tgx, podemos construir que:

1. O grafico de uma fungdo tangente ¢ tangetodide;

2. O contradominio da funcdo tangente ¢ xEIR\{ g + kmt};

3. O contradominio da fungdo tangente ¢ o conjunto dos niumeros reais, isto €: Di: yEIR;
4. A funcdo tangente ¢ periddica no seu dominio (completa as voltas em cada m), dai T = m;
5. A fun¢do tangente ndo € injectiva, é sobrejectivas ndo ¢ bijectivas;

6. A funcdo tangente ¢ impar;

5.4. FUNCAO TRIGONOMETRICA COTANGENTE
Chama-se func¢do cotangente a aplicagdo que cada numero real x, faz corresponder o seno de um angulo

cuja medida em radiano, isto €, f(x) = cotgx.

Representacao grafica da funcao cotangente

x(Graus) —360° | —270°| —180° | —90° 0° 902 1802 270¢ 360°
T T
x(Radiano) —-2m — 32—” -1 ) 0 7 T 371: 2w
f(x) = cotgx 0 i 0 i 0 i) 0 A 0

Fix)

-Ew -3 - — T ™ 3T E




Conclusio: Sobre funcao cotangente: f(x) = cotgx, podemos construir que:

1. O grafico de uma funcao cotangente ¢ co-tangetoide;

2. O contradominio da funcao cotangente ¢ X€IR\{ km};

3. O contradominio da fungdo cotangente ¢ o conjunto dos numeros reais, isto é: D;: yEIR;

4. A funcdo cotangente ¢ periodica no seu dominio (completa as voltas em cada ), dai T = m;
5. A fungao cotangente nao € injectiva, € sobrejectivas nao ¢ bijectivas;

6. A fungao cotangente € par;

5.5. DETERMINACAO DO CONTRADOMIO E PERIODO DE FUNCOES TRIGONOMETICAS
m Determinacio do contradominio de fung¢des trigonométricas

O contradominio da fung¢ao seno e fungdes cosseno € [—1, 1] ouseja —1<senx < 1 e —1<cosx < 1, en-
quanto, o contradominio da fun¢do tangente cotangente ¢ o conjunto dos niimeros reais, assim sendo, s de-

terminaremos o contradominio para fungdes seno e cosseno completos, isto € para fungdes desta natureza:

f(x) = Asen(ax + b) + B e g(x) = Acos(ax + b) + B.

Exemplos: Determinar o contradominio de seguintes funcdes:

(a) f(x) = 5senx (b) g(x) =7 + senx (a) h(x) = 3cos(2x + 37”) -5
Resolucio:
(a) f(x) = Ssenx (b) g(x) =7 + senx (a) h(x) = 3cos(2x + B?H) -3
ye[-1, 1] ye[=1,1] ye[—1, 1]
ye[—1, 1] /*(5) yeE[=1, 1] /+(7) ye[—1, 1] /*(3)
ye[-5, 5] yE[-1+7,1+7] ye[-3.3] /(- 5)
y€lo, 8] ye[—3—5, 3—5]
ou ou yE[-8, —2]
—1<senx <1 —l<senx <1 ou
—1<senx <1 /¢(5) —1<senx < 1/+(7) —1< cosx < 1 /+(3)
—S<senx <5 —lH7=senx < 1+7 —3<cosx<3/(—5)
Dai: 6<senx <8 —3—-5<cosx<3-5
D;: y€[-5, 5] Dai:

—8<cosx<—-2
D;: y€e[6, 8] Dai:

D;: ye[—8, —2]



m Determinacio do periodo de fungdes trigonométricas
» O periodo para fungoes f(x) = Asen(ax + b) + B e g(x) = Acos(ax + b) + B é dado por:

2
I

A

T=

1Y)

» O periodo para fungoes f(x) = Atg(ax + b) + B ¢ g(x) = Acotg(ax + b) + B é dado por:

Exemplo 1: Determinar o periodo de funcoes:

(a) f(x) = sen(4x — g)

Resolucio:

(a) f(x) = sen(4x —=)

(b) f(x) = 2cos(—2x +7)

a=—2
_2m
£
_2m
[-2]

2T

T= =—
2
T=m

(b) f(x) = 2cos(—2x +3) () f(x) = 3tg(2x — %)

(c) f(x) = 3tg(2x —7)

a=2

Exemplo 2: Determinar o valor de m, sendo dado periodo funcio:

(a) f(x) = 4cos(mx + 110) e

Resolucio:
a=m
2m
lal
2T
|m|
2m
_2m
4m
1
m = -

Solucio: { % }

T=4nm

(b)) =2g(F—2) e

Resolucio:
2
a o e —
m
2T
la
21
— =137
_El
2T
—3 = 3‘1'[
m
6TT
m™m=—
m
61
m=—
T
m==6

Solucio: {6}

(d) f(x) = —4cos(3)

(d) f(x) = —4cote(3)

3
T==
la

TC
=7
3

TC
T=+
3
T=3

T=3n



3.5. FUNCAO HOMOGRAFICA OU HOMOGRAFA

sendo a, b, ¢ e d coeficientes reais, masa#0 e ¢ #0.

Uma fung¢do ¢ uma fungao do tipo f(x) = i: :2
Exemplos das funcées homograficas:
(@) fx) =22, a=2,b=3,c=lec d=—4 (b) f(x) =

- 56, a=—3,b=—6,c=2e d=5

As caracteristicas da fungdo homografica sao:

m A funcio tem duas assintdétas: Assintotas Vertical (A.V.) e Assintotas Horizontal (A.H);

AVix=-% ¢ AH:y=:

m O dominio das funcées ¢ o conjuntos dos numeros reais diferente da assintota vertical, isto é,
. d
Df: x€ IR\ {A.V} ou seja Df: x€ IR\{—: |5

m O contradominio das fun¢des é o conjuntos dos numeros reais diferente da assintdta vertical,
isto é, Df: ye IR\{A.H} ou seja Df:yx€e IR\{ % };

Exemplo 1: Considere a funcio f(x) = — Determlnar

Os valores dos coeficientes sdo:a=1,b = 2, c=led=1

(a) As equagdes das assintdtas

PAVix=-S=-I1-—1; ¢ <AHy=2=1-1
(b) O dominio da funcao (d) Os pontos de intersec¢ao com os eixos ordenados
Ds: x€ IR\{A.V} & Df: x€ IR\{—1}; < Com eixo das abcissas: Zeros da fung¢ao:
y=0=1fx)=0

(¢) O contradominio da funcao

Di: x€ IR\{A.H} < Df: x€ IR\{1}; * Com eixo das ordenadas: Ordenada na origem: x = 0

x=0=>y= f(O)—TZ—ZZ tem-se (0, 2);

(e) Esboco do grafico da funcao

* Ponto auxiliar: x=1=>y=1(1) = % === tem-se: (1, )




r
cx+d

~ . ax+b Ce g
As fungoes homograficas f(x) = p—— pode ser transformada na forma f(x) = + g, para tal basta dividir
o numerador por denominador, onde r ¢ o resto da divisdo e q ¢ o quociente. Vejamos um exemplo, vamos

~ X+2 r . ~ X+2 .
transformar a fung¢ao f(x) = 5 om f(x)= — 9 vamos determinar o r e q desta frac¢do . 0ra vejamos:

x+2 x+1
—x+D 1

1

X+ 2

r=1eq=1, entio: f(x)=X+1

Sfx)=—=+1

Exemplo 2: Considere a funcao f(x) = % Determinar:

Os valores dos coeficientes sdo: a=2,b=—2,c=2e d=3

(a) As equagoes das assintotas

(b) O dominio da fungao (d) Os pontos de interseccdo com os eixos ordenados

Dr: x€ IR\{A.V} © Df: x€ IR\{— %}; » Com eixo das abcissas: Zeros da fungao:

y=0=>1fx)=0=

X2 _)=2x—2=0=2x=2=x=1: tem-se
2x+3

(¢) O contradominio da fun¢ao (1, 0);

D;: x€ IR\{A.H} & Df: xe IR\{1};  * Com eixo das ordenadas: Ordenada na origem: x =0

x=0=y=1(0)=22—=—Z tem-se (0, —2);

(e) Esboco do grafico da fungao




() Escrever a fungdo na forma f(x) = ——+q
2x — 2 2x+3
—(2x +3) 1
=5
_ _ < . _2x-2 _ _-5
r=—5eq=1entio: f(x)=>— o f(x)= —+1

3.6. COMPOSICAO DAS FUNCOES - FUNCAO COMPOSTA
Conceito: A fun¢do composta, também chamada de fungdo de fungdo é duas ou mais fungoes. Dada duas
fungoes, fe g a composta de f com g escreve-se gof (lé-se: g apos [ ou composta de f com g) cujo o dominio

da fungdo g coincide ou tenha parte com o contradominio da fungdo f e é definida por:

(g°H(x) = glf(x)]

3.6.1. Ilustracgao grafica da composicao entre as funcoes fe g

gof

Consideremos as aplica¢des f:A—B, g:B—C e h:A—C sendo dadas as fungdes: f(x) =3x +4, g(x) =x’—1le
h(x) = 9x* + 24x + 15.

Constatacdes:
* A fun¢io h(x) é funcio composta de g apos f, ou seja h(x) = g[f(x)];

* h(x) = g[f(x)] = g(y) = z; * h(0) = g[f(0)] = g(4) = 15;
* h(-2) = g[f(-2)] = g(-2) = 3; * h(1) = g[f(1)] = g(7) = 48,
* h(-1) = g[f(-1)] = g(1) = 0; * h(2) = g[f(2)] = g(10) = 99;

m O dominio de gf é o conjunto de todos os niimeros reais que pertencem ao dominio de f tais que f(x)

pertencente ao dominio de g. Simbolicamente: Dgor= { XEIR: xEDf A f(x)EDg }.



3.6.2. Propriedades sobre composi¢cao de funcoes
Propriedade 1: Se f: A — B e g: B — C sdo fungdes injectivas, entdo gof ¢ injectiva;

Propriedade 2: Se f: A — B e g: B = C sdo fungdes sobrejectivas, entdo gof ¢ sobrejectivas
Propriedade 3: Se f: A = B e g: B — C sdo fungdes bijectivas, entdo geof ¢ bijectiva,
Propriedade 4: A composicao de duas fungdes ndo ¢ comutativa, isto ¢: fog # gof

Propriedade 5: A composi¢ao de trés ou mais fungdes € associativa, isto €: (feg)ech = (fog)ch

Exemplo 1: Considere as seguintes funcdes f(x) = 2x + 4 e g(x) = 3x — 5. Determinemos:

() fog(x) (b) gof(x) (c) fof(x) (d) gog(x)

Resolucio:
Para achar a fungdo composta, substitui-se a variavel x por uma fungao.

(a) fog(x) = f]g(x)] = 2°g(x) +4=2+3x—-5)+4=6x—10+4 = 6x — 6;
(b) gof(x) = g[f(x)] =3f(x) —5=3(2x+4)-5=6x+12-5=6x+7;
(c) fof(x) ={[f(x)] = 2+f(x) + 4 =22x +4)+4=4x + 8+ 4 =4x + 12;

(d) gog(x) = g[g(x)] =3*(3x —5)-5=9x—15-5=9x—-20;

Exemplo 2: Considere as seguintes funcdes f(x) = ¢ g(x) = 5x + 3. Determinar:
(a) fog(x) (b) fof(x) (¢) gof(x) (d) gog(x)

Resolucio:

_ 3 3 B 3 3
(a) fog(x) = fg(x)] = 20g(x)—5 20(5x+3)—-5 10x+6-5 10x-1

. _ 3 _ 3 _ 3 _ 3 _ 3 _ 3(2x-5) _ 6x—-15
Rt ==prip e
(1) @2x-5)
_ _ <, _z, 3 _ 15 :15+6X—15: 6X
(c) gof(x) = g[f(x)] = 5+f(x) +3 =5 2X_5+3 P— + 3 P— P
1 @x-5)

(d) gog(3) - Pode-se resolver de duas maneiras:
12 maneira: Consiste primeiro encontrar a funcao gog(x) e de seguida substituir-se a variavel x por 3;

* gog(x) = g[g(x)] = Seg(x) + 3 =5+(5x +3) + 3 =25x + 15+ 3 =25x + 18, substituindo x por 3, tem-se:
* gog(x) =253 +18=93;

22 maneira: Consiste em substituir-se a variavel x por 3, na fun¢do g(x) = 5x + 3, de seguida o resultado
obtido, novamente substituir-se a variavel x, o resultado ¢ do gog(3);
* g0g(3)=g(53 +3)=g(18) =518 + 3 =93;

(&) fog( —1) = flg( —1)] = f15+(~1) + 3] = f(=2) = - = 2= =31




Exemplo 3: Considere a seguinte funcao f definida pela tabela seguinte:

X ! 2 3 4 > 6 Determinar:
fx)| 5 | 6 | 1 | 3 | 2 | 4 | eermman

(a) f(3) = 1; (¢) fofofofof(6) = fofofof(4) = fofof(3) = fof(1) = f(5) = 2;
(b) f(1)=5; (f) fofof(2) — fof(3) + f(2) = fof(6) — f(1) + 6 =f(4) — 5+ 6=3 + 1 = 4;
() fof(5) = f(2) = 6; (2) f(1) — fof(3) — fofof(5) = 5 — f(1) — fof(2) =5 — 5 — f(6) = — 4;

(d) fofof(4) = fof(3) = f(1) = 5;  (h) [fofofofof(2)]* = [fofofof(6)]* = [fofof(4)]* = [fof(3)]* = [f(1)]* = 5* = 625;

Exemplo 4: Dada a funcio g definida pelo grafico Determine:
: (a) gog(0) = g(—=2) = 0;
\ : / (b) gogog(3) = gog(1) = g(~1) = — 1;
SgiinEg yEagkay / RIS IEEEL S (c) gogogog(5) = gogog(2) = gog(0) = g(—2) =0;

3.7. FUNCOES INVERSAS

Conceito: Consideremos as fungdes f e g representadas por um diagrama de setas:

A B

\| I
\
. o

f ndo ¢ injectiva g ¢ injectiva

Invertendo o sentido das setas, considerando agora correspondéncias inversas de B para A e de D para C,

como os diagramas a seguir:
g fl: A D !" . C
T
1 ndo é funcio de B para A, porque o objecto g! ¢é correspondéncia inversa de g é uma fun-
“a” tem duas imagens (a, 1) e (a, 2). ¢ao de D para C.

m Pode-se concluir que, s6 as func¢des injectivas tém inversa, o simbolo f~! representa a funcdo inversa de f;



3.7.1. Propriedades sobre funcoes inversas
1. Seja "1(x) a fungdo inversa de f(x), dominio da fungio inversa é o contradominio f(x) e o seu dominio é o
dominio da funcao f(x);
° Df—l = D‘f
f(x) =y = x=f71(y)
° D,f = Df—l
2. Se a fungao f(x) ¢ uma fungdo mondtona crescente, entdo a sua inversa ¢ mondtona crescente. Se a fungao

f(x) ¢ uma fun¢cdo mondtona crescente, entdo a sua inversa ¢ monotona crescente.

3. Seja f uma funcdo real de variavel real que possui inversa f =1, é vélido f™1[f(x)] = X, Vyep ; ou também

valido fIf~1(x)] = x, VxEDf—1;

4. Os gréaficos y = f(x) e y = f~1(x) sdo simétricos em relaco a recta y = x;

3.7.3. Determinacio da expressiao analitica da funcio inversa
Sendo dada a expressdo analitica y = f(x) para determinar a sua inversa fazemos o seguinte:
1°: Resolvermos a igualdade ou seja a equagdo a ordem de x (isolar o x);

2°: Trocarmos as variaveis y por X € X por y;

Exemplo 1: Dada a funcao f(x) =3x — 2; Representemos graficamente os graficos dessas fungoes

12 Passo: Resolvermos a equagdo a ordem de X;  f(x)=3x — 2 e f"1(x) = X+2 0 mesmo SCO.
3

y=3x—2

3x—2=y

3x=y+2
Y2

3

22 Passo: Trocarmos as variaveis y por X € X por y;

x+2
3

fleo=




Exemplo 2: Dada a funcdo f(x) = 4*~2;
12 Passo: Resolvermos a equagdo a ordem de x;
2=y
x—2=log,y
x=log,y+2

22 Passo: Trocarmos as variaveis y por x € X por y;

f'x)=log,x+2

Exemplo 3: Dada a fun¢io f(x) =logg7(x — 1) +2;
12 Passo: Resolvermos a equagdo a ordem de x;
logo,(x—1) +2=y
logp7(x—1)=y-2
x—1=0,7Y"2
x=07Y"2+1

22 Passo: Trocarmos as variaveis y por X € X por y;

fl9=07"%+1

3.
x+1’
12 Passo: Resolvermos a equagdo a ordem de x;
2x—-3
Xx+1

2x-3=y(x+1)
2x-3=xy+ty

Exemplo 4: Dada a funcio f(x) =

2X-xy=y+3
x2-y)=y+3
_y+3
2-y
_y+3

-y +2

22 Passo: Trocarmos as variaveis y por X € X por y;

x+3
x+2

o=

Representemos graficamente os graficos dessas fun-
coes

f(x)

—4x-2 ¢ f—l(x) =log, x + 2 no mesmo SCO.

Representemos graficamente os graficos dessas funcdes f(x)

=logg7(x—1)+2ef 1(x)=0,7*" 2 + 1 no mesmo SCO.

Representemos graﬁcamente os graficos dessas funcoes

f(x) =22 ef 1) =——

¥

no mesmo SCO.




3.7.4. Funcoes inversas Trigonométricas

1. Funcao arcseno

A fungdo seno, isto ¢, f: IR = IR tal que f(x) = sen x evidentemente ndo € injectiva nem sobrejectiva. Se

. ~ . . T T ;. . Je
considerarmos a fungdo seno restrita ao intervalo [_5‘5] e com contradominio [—1; 1], isto &,

fi | — %,%] - [ —1, 1] tal que f(x) = senx, notamos que:

. T T y v . . . ~ r
12: No intervalo [— E’E]’ f ¢ injentiva pois a fungdo seno € cres-

cente, entdo: X4 # X, = sen(x1) # sen(x2);

i
Cl
EEm e e

2¢: f ¢ sobrejectiva pois para todo y€ [-1, 1] existe X € [—g ; g]

tal que sen x=y;

f— =t =

Assim sendo, a fungio f admite inversa e ! ¢ denominado fungdo arco-seno. Notemos que f! tem dominio
;s m T . T T , . r
[ —1, 1], contradominio [_E , E] e associa a cada X€ [5, 5] tal que y € um arco cujo seno € x e ecreve-se:

y = arc sen X temos que:

y=arcsenx <seny=xe-

N A
IA
<
v
N|A

Ja vimos que os grafico de duas fun¢des inversa entre si sao simétricas em relagdo a recta y = x, entdo a partir

do grafico de f obtemos o grafico de f':

f(x) = senx f~1(x) = arcsenx

¥ L
1 I C




Exemplo: Determinar a inversa da funcio sendo dada por f(x) = 3sen(x — g) + 2.

12 Passo: Resolvermos a equacao a ordem de x;
3sen(x — g) +2=y

3sen(x — g) =y-2
y—2
3

y-—2
3

sen(x — E) =
3
T
X — g =arc sen(

-2
x = arc sen( YT) +§

22 Passo: Trocarmos as variaveis y por X € X por y;

f~1(x) = arc sen( %) + g

2. Funcio arccosseno
A fungdo cosseno, isto &, f: IR — IR tal que f(x) = cos x evidentemente ndo ¢ injectiva nem sobrejectiva. Se
considerarmos a func¢do cosseno restrita ao intervalo [0; 7] e com contradominio [—1, 1], isto &,

f: [0; ] — [ —1, 1] tal que f(x) = cosx, notamos que:

12: No intervalo [0, ], f € injentiva pois a funcdo cosseno ¢ de-

crescente, entdo: X1 # X = €0s(X1) # cos(x2);

e

2¢: f ¢ sobrejectiva pois para todo y€ [-1, 1] existe x € [0, 1], tal

(R A ———

S it i s T i T que COS X =Y,

Assim sendo, a fung¢do fadmite inversa e ! ¢ denominado fungio arco-cosseno. Notemos que ! tem dominio
[ —1, 1], contradominio [0, Tt], e associa a cada x€ [0, Tt], tal que y € um arco cujo cosseno € X € ecreve-se:

y = arc cos X temos:

y=arccosx=cosy=xel0<y<m

Como os grafico de fe f' sdo simétricos em relagdo 4 recta y = x, podemos construir o grafico de ! a partir
de f.



f(x) = cosx f~1(x) = arccosx

[y A ————
=

Exemplo: Determinar a funcio sendo dada por f(x) = cos(2x + g) -4,
12 Passo: Resolvermos a equacao a ordem de x;
cos(2x + g) —4=y
cos(2x + g) =y+4
2x + g = arc cos(y +4)

2x = arc cos(y + 4) —g

__arccos(y+4) w
2 4

22 Passo: Trocarmos as variaveis y por X € X por y;

arccos(x+4) =

e =TERD 1

3. Funcio arctangente

A funcdo tangente, isto &, f:{ x | X # g + km} — IR tal que f(x) = tgx € sobrejectiva. Se considerarmos a

funcdo tangente restrita ao intervalo aberto | - g,;—t [ € com contradominio IR, isto ¢, f:] — g ,23 [ = IR, tal
que f(x) = tgx, notamos que:
= 12: No intervalo [—g , g], f ¢ injentiva pois a funcdo tangente ¢ cres-
cente, entdo: Xq # Xy = tg(x1) # tg(x2);

r 4

2¢: f ¢ sobrejectiva pois para todo y€ [-1, 1] existe x € [—g ; g]

tal que sen x=y;

Deste modo a fungio f admite inversa e f! ¢ denominado fungio arco cotangente. Notemos que f! tem domi-
nio IR, contradominio ]— g,g[ e associa a cada x€ IR um y€]— g, g[ tal que y € um arco cuja tangente € X e

ecreve-se: y = arc tg X temos:

y=arctgx S tgy=xe —g<y<g




Como de habito vamos construir o grafico de ! a partir f.
f(x) = tgx f~1(x) = arc tgx

o

_________________________ S =

Exemplo: Determinar a funcio sendo dada por f(x) = tg(x + 3?“) -2.
12 Passo: Resolvermos a equagdo a ordem de x;
tg(x+3) 2=y
tgx + ) =y +2
X+3?n=arctg(y+2)
x=arctg(y+2)—3?1T

22 Passo: Trocarmos as varidveis y por X € X por y;

fl(x) =arctg(x +2)— 3?“

4. Funcio arccotangente
A fungdo cotangente, isto €, f:{ x | x # m + kn} — IR tal que f(x) = tgx ¢ sobrejectiva. Se considerarmos
a funcdo tangente restrita ao intervalo aberto | 0, T [ e com contradominio IR, isto ¢, f:] 0, [ — IR, tal

que f(x) = cotgx, notamos que:

f(x) = cotgx
12: No intervalo ]0, [, f € injentiva pois a func¢do cosseno ¢ de-

crescente, entdo: Xq # Xp = cotg(xi) # cotg(x2);

29 f & sobrejectiva pois para todo y€EIR existe x € ]0, [, tal que

cotg X =y,




Deste modo a fungio f admite inversa e ! é denominado fung?o arco tangente . Notemos que f!' tem dominio
IR, contradominio |0, 1t[, e associa a cada x€IR um y€]0, [, tal que y € um arco cuja cotangente € X e ecreve-

se: y = arc cotgx temos:

y=arccotgx = cotgy=xel<y<m

Como de hébito vamos construir o grafico de ! a partir f.

f(x) = cotgx f~1(x) = arc cotgx

- =

H
L

Exemplo: Determinar a funcio sendo dada por f(x) = 4cotg(x — 110).
12 Passo: Resolvermos a equagao a ordem de x;
4cotg(x — %) =y
cotg(x — 1“—0) = %
X — 1“—0 = arc cot(%)
X = arc cot(%) + l—T;

22 Passo: Trocarmos as variaveis y por X € X pory;

T

fl(x)=arc cot(z) b




3.8. QUADRO DE RESUMO SOBRE FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Caracteristicas
FUNCAO N Funcio
Dominio Contradominio | Injectiva Sobrejectiva | Bijectiva X 8 Periodica Monotonia
A~ £ Inversa
N
LINEAR Funcao ea > (); é crescente
x €IR y€eIR Sim Sim Sim Nio Nio Nio
f(x)=ax+b Linear °a < (; é decrescente
Sim
QUADRATICA Depende de Nio tem in-
x € IR Nao Nao Nao (Nem Nao Nao Depende de cada funcio
f(x) =ax>+bx+c cada funcio versa
todas)
EXPONENCIAL Depende de Funcao °a >1; é crescente
x € IR Sim Niao Niao Nao Nao Niao
f(x) = a* cada funcio Logaritmica °() <a <1; é decrescente
LOGARITMICA Depende de Funcio *a >1; é crescente
y€eIR Sim Sim Sim Niao Niao Niao
f(x)=log, x cada funcio Exponencial (0 <a <1; é decrescente
HOMOGRAFICA Funcao
x€EIR\{A.V} yEIR\{A.H} Sim Niao Niaoa Niao Niao Niao Depende de cada funcio
ax+b .
f(x)=—— Homogrifica
cx+d
SENO Depende de Funcao
x € IR Niao Niao Niao Niao Sim Sim Oscilante
f(x) = Asen(ax +b) + B cada funcao arcseno
CO - SENO Depende de Funcéo
x € IR Nao Nao Niao Sim Niao Sim Oscilante
f(x) = Acos(ax + b) + B cada funcio arccosseno
TANGENTE Funcao
x€IR\{A.V} y€eIR Nio Sim Niao Nao Sim Sim Crescente
f(x) = Atg(ax +b) + B arctangante
CO - TANGENTE Funcio
x€IR\{A.V} y€IR Nao Sim Niao Sim Niao Sim Decrescente
f(x) = Acotg(ax +b) + B arccotangante




EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Quais dos diagramas representam uma funcao de A para B?

(a) R (b) (c)

A B B A B A (d) g
— <7

2. Dos diagramas abaixo, estude a injectividade de cada fun¢ao (injectiva, sobrejectiva e bijectiva)

3. Dos graficos abaixo, estude a injectividade de cada fung¢ao;
a) b) (c) (d)

fix)

1

i 1
f{xp \ /
3 ? i P

4. Dadas as fungdes estude analiticamente a paridade de cada fung¢do (par ou impar):
(a) f(x) =x*+3 (b) f(x) =2x>+2 () f(x)=—=3x—-7 (d) fx)=x>-4

5. Determine o valor de m de modo que as funcdes abaixo sejam lineares:
(a) y = (m> —1)x (b)y = (m—2)x +m -3 ©y=(-Dx+1

6. Dada a funcdo f(x) = -2x + 3. Determine:

(a) f(0) (b) f(=3) () f(x) =7 (d) f(x) =-5

7. Determine os zeros das funcdes a seguir:

(a) f(x)=5x+2 (b) f(x) = — 2x () f(x)=5x—3 (d) f(x)=14-Tx

8. Determine o valor k, de modo que a fung¢ao f(x) = (3 — 2k)x + 5 seja decrescente.

9. Dmnada a fungdo f(x) = (3 — m?)x + 7. Determine o valor de m de modo que a funcio seja:
(a) Constante (b) Crescente (c) Decrescente



10. Determine a expressdo analitica de uma funcao linear f, sabendo que a recta passa pelos pontos (1, 2) e

(3, 4).

11. O grafico de f(x) = ax + b passa pelos pontos A(2, —5) e tem coeficiente angular de % . Determine a
expressiao analitica da funcio.

12. O grafico de uma funcao linear passa por A(2, 4) e forma um angulo de 30° com o eixo dos ox. Deter-
mine o valor de a e b.

13. Dada a fun¢ao da recta f(x) = x — 2. Determine:

(a) A fun¢do da recta paralela a dada que passa pelo ponto (2, 5);
(b) A fungao da recta perpendicular a dada que passa pelo ponto (2, — 4);

(c) Represente essas rectas no mesmo sistema cartesiano ortogonal;

14. Dadas as funcdes f(x) =3x — 7, g(x) = ax + 4 ¢ h(x) = bx — 2. Determine:
(a) O valor de a sabendo que f(x) e g(x) sdo paralelas;

(b) O valor de b sabendo que h(x) e g(x) sdo perpendiculares;

15. Dois méveis A e B se deslocam com movimento rectilineo uniforme, de acordo com as seguinte equagoes:
Movel A: y=4x -1 Movel B:y=x+5

Representa num mesmo SCO os grafico de A e B. determine o ponto de encontro dos dois moéveis.

16. Na produgdo de pegas numa industria tem custo fixo de 8Mts mais custo variavel de 0,50Mts por unida-
des produzidas.

(a) Escreva a lei da fungao; (b) Calcule o custo para 100 pecas;

17. Num determinado parque de estacionamento, 1é-se o seguinte: 20,00 mt entrada e 15,00 mt por hora de
permanéncia do veiculo. Determine:
(a) A formula que estabelece o prego apagar por cada viatura.

(b) Quando vai pagar a viatura que ficar estacionada durante 4 horas?

18. Seja a funcdo quadratica f(x) = 3x* — 5x + 4. Calcule f(-1), f(-2), f(10) e f(2).

19. Dada a fungio quadratica a f(x) = x> — 8x + 12. Encontre os pontos que intercecdo com 0s €ixos X € y.



20. Assinale com V as verdadeiras e F as falsas as afirmacoes seguintes:

(a) O grafico da fungdo y = x> + 2x ndo intercepta o eixo y;

(b) O grafico da fungdo y = x> + 3x + 5 possui concavidade para baixo;
(c) O grafico da funcdo y = 5x — 7 ¢ decrescente;

(d) A equagdo x* + 25 = 0 possui duas raizes reais e diferentes;

(e) A soma das raizes da fun¢do y = x> — 3x — 10 ¢ igual a 3;

21. Dada a fungdo f(x) = (m — 2)x*> + 3x — 12. Determine o valor de m de modo que:
(a) A fungao seja quadratica ou de 2° grau; (c) A parabola da funcao esteja virada para cima;
(b) A fungdo seja linear ou de 1° grau; (d) A parabola da fung¢ao esteja virada para baixo;

22. Dada a fungio f(x) = —2x> + 3x — 1. Determine:

(a) Ordenada na origem; (c) As coordenadas do vértice; (e) Produto das raizes;
(b) Zeros da func¢ao; (d) Soma das raizes; (f) Esboce o seu grafico;

23. Dada a fungio f(x) = 2x> + 8x + 11. Determine:

(a) Ordenada na origem,; (c) As coordenadas do vértice; (e) Produto das raizes;
(b) Zeros da funcao; (d) Soma das raizes; (f) Esboce o seu grafico;

24. Determine a expressdo analitica de cada func¢ao representada pelos graficos a seguir:

(a) (b) |
\

25. As raizes da equagio 2x>+ bx + ¢ = 0 sdo 3 e — 4. Determine o valor de b — c?

26. A fungio y = x>+ kx + m passa pelo pontos (1, 2) e (3, 12). Apresente a expressio analitica da funcio.

27. A diferenca entre dois nimeros ¢ 8. Qual deve ser um deles para que o produto seja minimo?

28. A respeito das funcdes trigonométricas. Assinale com V as verdadeiras e F as falsas as afirmacoes
seguintes:

(a) f (x) =cos (x + m) € equivalente a funcdo g (x) =— cos (x) para todo x € IR;

(b) f(x) = cos (x) € uma func¢ao par;

(c) f (x) =sen (x) € uma fung¢do impar;

(d) f(x) =sen (x + m) € equivalente a funcdo g (x) =— sen (x) para todo x € IR;



29. Determine o periodo e esboce o grafico das seguintes fungdes:

@y=sen(4x)=5  (b)y=Scos2x+)  (©y=-teG -9 -1 (d)y=cotg(-2x+3)~3

30. Determine o k nos seguintes casos:
— XM T=5m — o™X _ T =5
() f(x) = cotg(Z+ ), T = 5m; (©) m(x) =g =5, 1=,

(b) h(x) = cos (- 8mx), T = 4?“; (d) g(x) =sen(2m — ?X), T= 7?“;

31. Sejam f e g funcdes reais tais que f(x) = 10 — 13x e g(x) = 2x — 4 . Determine.

(a) flg(x)] (b) g[f(x)] (0) flf(x)] (d) glgx)]-

32. Suponha a fungdo real g(x) = x + 1 e f(x) = x*. Encontre:

(a) flg(x)] (b) g[f(x)] (o) flf(x)] (d) glgx)]-

33. Sejam f e g fungdes reais tais que f(x) = 3x + 2 e g(x) = 2x° . Determine.

(a) fg(0)] (b) g[f(1)] (o) flf(2)] (d) gle(-2)].

x? -

1 e o(x) =x — 1. Calcule fg(4)].

X =2

34. Considere f(x) =

35. Seja f(x) =x*>+2x + 1 e g(x) =— 2x — 1. Determine:
(a) flg(x)] (b) g[f(x)] (c) flg(x)] — g[f(x)] (d) fIf(0)] + g[g(0)].

36. As fungoes f(x) = 3 — 4x e g(x) = 3x + m sdo tais que f[g(x)] = g[f(x)], qualquer que seja x real. Deter-

mine valor de m.

37. Sejam f e g fungdes reais, sendo que f(x) = 4x — 2 e f{g(x)] = 2x + 10. Determine a lei de formacao da

funcio g(x).

38. Sejam f e g fungdes reais tais que fJg(x)] =— 10x — 13 e g(x) = 2x + 3. Determine f(x).

39. Dadas as fungdes reais f(x) =2x — 6 e g(x) = ax + b, se f{g(x)] = 12x + 8, Determine o valor de a + b.



40. Considere a seguinte funcio f definida pela tabela seguinte:

X 1 2 3 4 5 6 Determinar:
) | 4 5 6 3 5 1 eterminar:
(a) fofof(6) (c) f(1) — fof(3) — fofof(5) (e) [fofofofof(2)]?
(b) fof(1) (d) 4fofof(4) + 3fof(3) — Sfofof(5)  (f) — fofofof(1) + 2fofof(2) — 10fofof(3)
41. Dada a funcao g(x) definida pelo grafico Determine:

(a) gog(-0,5) — gogog(2);

\ ; / (b) gogog(0) — gog(1) + gogog(—1);
— — £ -~ (¢)gogog(5) * gogog(-2) — gog(-3);
. / (d) -2gog(-2) - gog(-1) - 3gog(5);
(e) gogog(0) + gog(0) — gog(0);

42. Determine a fun¢do inversa das seguintes funcdes:

(a)y=4x+3 (b)y="7x (c)y=6x-2 (dy=9x-3 e)y=—x+7

43. Determine a fung¢do inversa das seguintes funcdes:

(a) f(x) = 102x-5 (c) h(x) = 10g3,7(8 — 5x) (e) n(x) = 7% (g) I(x)=logz(x—3) +2
(b) g(X) = jx—_5:( (d) m(X) — el - %X (f) t(X) = ln(x + 3) -2 (h) q(X) _ % +1

44. Determine a funcao inversa das seguintes func¢des:

(a) y=sen(4x) -5 (b) y = 5cos(x + 2?“) (c)y=- tg(g - g) -1 (d) y=cotg(—2x + g) -3
45. Determine a funcio inversa das seguintes func¢oes:

(a) y = arc sen (3x +2) (b) y = —2arc tg(x — 2?“) (c) y=arc cos (5x + 3) —g (d) y = arc cotg(10x +2)
46. Seja a funcado f: IR— IR, definida por f(x) = % . Calcule f~1(2).

47. Dada a funcao f(x) = 11 — 5x. Determine sem achar a inversa as seguintes alineas:

(a) (= 3) (b) f71(- 1). (c) f71(0) (d) f~1(4) (e) f71(10)



48. A agua ¢ essencial para a vida e esta presente na constituicdo de todos os alimentos. Em regides com

escassez de agua, ¢ comum a utilizagdo de cisternas para a captacao e armazenamento da dgua da chuva. Ao

1
43200

esvaziar um tanque contendo dgua da chuva, a expressao V(t) = — t + 3 representa o volume (em m?)

de 4gua presente no tanque no instante t em minutos. Qual ¢ o tempo, em horas, necessario para que o tanque

seja esvaziado?m

49. Um certo reservatorio, contendo 72 m* de 4gua, deve ser drenado para limpeza. Decorridas t horas apds
o inicio da drenagem, o volume de 4gua que saiu do reservatério, em m>, é dado por v(t) = 24t — 2t>. Sa-

bendo-se que a drenagem teve inicio as 10 horas, o reservatorio estara completamente vazio as:

50. O lucro de uma microempresa, em fun¢do do numero de funcionarios que nela trabalham, é dado, em
milhares de reais, pela formula L(n) = 36n — 3n?. Com base nessas informagdes, Qual é o lucro maximo

dessa microempresa?

51. Uma bola, ao ser chutada num tiro de meta por um goleiro, numa partida de futebol, teve sua trajetoria
descrita pela equacao h(t) =—2t*+ 8t (t > 0) , onde t € o tempo medido em segundo e h(t) ¢ a altura em metros
da bola no instante t. Determine, apos o chute:

a) o instante em que a bola retornara ao solo.

b) a altura atingida pela bola.

52. O numero de ocorréncias registradas das 12 as 18 horas em um dia do més de janeiro, em uma delegacia
do interior de Minas Gerais, ¢ dado por f(t) = —t> + 30t — 216, em que 12 <t < 18 ¢ a hora desse dia. Qual é

0 numero maximo de ocorréncias nesse periodo do dia foi?

53. Uma empresa criou o modelo matematico L(x) = —100x?+1000x —1900 para representar o lucro diario
obtido pela venda de certo produto, na qual x representa as unidades vendidas. O lucro maximo diario

obtido por essa empresa ¢ igual a:

54. No estudo de uma populacdo de bactérias, identificou-se que o nimero N de bactérias, t horas apds o
inicio do estudo, ¢ dado por N(t) = 20+2"5'. Nessas condi¢des, em quanto tempo a popula¢io de mosqui-

tos duplicou?



55. Um grupo de bidlogos estd estudando o desenvolvimento de uma determinada colonia de bactérias e
descobriu que sob condi¢des ideais, o nimero de bactérias pode ser encontrado através da expressao
N(t) = 2000+2%% sendo t em horas. Considerando essas condicdes, quanto tempo apés o inicio da obser-

vacao, o numero de bactérias sera igual a §192000?

56. O lucro L (em contos) obtido na venda de uma pega depende do numero x de unidade produzidas medal-
mente, de acordo com a formula L(x) = 1g(10 + E).
(a) Se a fabrica tiver a capacidade de produzir 500 e 800 unidades por més, entre que valores variara o lucro

obtido emcada pega?

(b) Qual deve ser o nimero de unidade produzidas num més para que o lucro unitario seja 5 contos?



FUNCOES REAIS
DE VARIAVEL
NATURAL
(SUCESSOES
NUMERICAS)

OBJECTIVOS:
No fim do ano, deveras ser capaz de:

= Identificar as sucessdes numéricas;

= Escrever os termos que constituem uma sucessao;

* Determine o termo geral de uma sucessao;

» Representar graficamente uma sucessao;

= Estudar a monotonia da sucessio;

» Verificar se uma sucessao ¢ uma progressao aritmética ou € uma progressao geométrica;
= Resolver problemas praticos da vida que sdo conducentes a progressdo aritmética ¢ ou

geomeétrica;




4.1. NOCAO DE SUCESSAO NUMERICA

Definicdo: Chama — se sucessao numérica a toda colec¢ao de numeros depostos ou colocados numa certa
ordem (um apds outro), crescente ou decrescente tornando a sua enumerac¢ao. Uma sucessao ¢ uma aplicacao
(funcdo) de IN em IR, isto quer dizer, ¢ uma fun¢do cujo o dominio da varidvel ¢ conjunto dos niimeros

naturais (n € IN) e o contradominio das imagem ¢ o conjunto dos nimeros reais (a, € IR).

Uma sucessao pode ser representada pela qualquer letra miniscula ou maiuscula do alfabeto latino, ou seja
(An, Bn, Cy, Dn, En, Fn, ... Un, Vi, Yn, Xu, Zn) ou por (an, by, Cn, dn, €n, fn, ... Un, Vn,Yn, Xn, Zn). Vamos representar

as sucessoes pela letra minuscula, deste modo, a sucessao fica escrita na forma a, = (ai, a2, as, as, as,...).

Os valores ai, a, a3, as, as, ...an, dizem — se termos da sucessdo, enquanto que, os valores 1, 2, 3, ... n, sdo
numeros naturais denominado por indice ou ordem. Assim o valor a; designa — se por primeiro termo ou termo

de ordem um.

Exemplos: Escrever os termos das seguintes sucessoes:
(a) Sucessao dos numeros pares: an = (2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, ...);
(b) Sucessao dos numeros impares: b, = (1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15, ...);

Existem sucessdes finitas ou infinitas, conforme o nimero de termos finitos ou infinitos respectivamente.
Exemplos: Escrever os termos das seguintes sucessoes, € de seguida diga se a sucessao ¢ finita ou infinita
(a) Sucessao composta por todos divisores de 24, escrita em ordem crescente;

an=1(1,2,3,4,6,8, 12, 24), a sucessao ¢ finita;

(b) Sucessao composta por todos multiplos de 3, escrita em ordem crescente;

bn=(3,6, 12,15, 18, 21, 24, 27, 30, ...), a sucessao ¢ infinita;

4.2. TERMO GERAL DE UMA SUCESSAO OU TERMO DE ORDEM n
Termo geral de uma sucessao ou termo de ordem n € uma expressao matematica, em que se encontra a letra

n, (a ordem do termo considerado) e de modo que, se pode obter todos os seus termos, ao atribuir a variavel
n, pelos valores, 1, 2, 3, 4, ..., obteremos os termos da sucessao, um apos um.
Exemplos: Algumas sucessoes dadas por termos geral

an=2n; bn=-3n+5; Cn =2 dn=n’+3; Xn = 0,337
n



Exemplo 1: Calcular os 5 primeiros termos da sucessio definida por:

(a) an=2n (b)bn=2n-1 (C)ann"'z (d)dnzzln

n+1

Para calcular os 5 primeiros termos da sucessao definida pelo termo geral, basta atribuir a variavel n, pelos

valores, 1, 2, 3, 4 ¢ 5, assim temos:

(a) an=2n (b)bn=2n-1
Paran=1;a; =21 =2; Paran=1;b;=21-1=2-1=1;
Paran=2; a, =22 = 4; Paran=2;by=22-1=4-1=3;

Paran=3;b3=23-1=6-1=5;
Paran=4;bs=24-1=8-1 =7,
Paran=5;bs=2¢5-1=10-1=09;

Paran =3; a3 =23 =06;
Paran=4; a3 =2+4=2§;
Paran=5; a5 =25=10;

Os 5 primeiros termos desta sucessao siao: Os S primeiros termos desta sucessio sdo:

an=(2,58,11,14,..) b=(1,3,5,7,9,...)

(¢) n =" (d) do =2

Paran:1201=£=;; Paranzl;dlzzll:%;
Paran=2;czz%=§; Paran=2;d2=212=i;
Paranz3;q=%=%; Paran=3;d3=213=%;
Paran=4;c4=%=§; Paran=4;d4:214:1—16;
Paran=5;c5=%=%; Paran=5;d5:2i5:3i2;

Os 5 primeiros termos desta sucessao siao: Os 5 primeiros termos desta sucessio sao:
NNEEEE R YR

m Uma sucessao pode ser definida por recorréncia através de um processo do qual, para determinar os

termos da sucessdo, recorre — se ao termo anterior.

Exemplos: Algumas sucessoes definida por recorréncia, dadas por termos geral

{a1=2 {U1=4‘

... etc;
ap41 = ap+ 3 Upi1 = 3eu, — 5 ’

Exemplo 2: Calcular os 5 primeiros termos da sucessio definida por:



@{ =2 o {, " "

an+1 = ap + 3 Upyp = 30Uy — 5

Paran=1;a=a1+3=2+3=35; Paran=1;u; = 3eu; —5=34-5=12-5=7;
Paran=2;a3=ay+3=5+3=8; Paran=2;u; = 3eu, —5=37-5=21-5=16;
Paran=3;a4=a3;+3=8+3=11; Paran=3;u, = 3eu; —5=3+16-5=48 - 5=43;
Paran=4;as=a;+3=11+3=14; Paran=3;us = 3eu, —5=343-5=129-5=124;
Os 5 primeiros termos desta sucesséo sio: Os 5 primeiros termos desta sucessio sio:
an=(2,58,11,14,...) un=(4,7,16,43,124, ...)

Exemplos 3: Dada a sucessao uy = 2n + 7. Determinar:

(a) Os S primeiros termos; (b) O décimo quinto termo;
Neste caso o valor de n ¢ 15, queremos determinar u;s

n=15u;5=215+7=30+7=137;

Paran=1;u;=21+7=2+7=9;
Paran=2;uy=22+7=4+7=11;
Paran=3;u3=23+7=6+7=13;
Paran=4;us=24+7=8+7=15;
Paran=5us=25+7=10+7=17;

(¢) O termo de ordem 20;
Neste caso o valor de € n 20, queremos determinar uzo

n=20;u2=220+7=40+7=47,

Os 5 primeiros termos desta sucessao siao:
un=(9,11,13,15,17,...)

(d) verifique se o niimero 54 é termos da suces- (e) verifique se o0 niimero 107 é termos da suces-

sao, pretende — se o valor de n, tal que un = 54; sao Pretende — se o valor de n, tal que un =107
un = 54 un =107
2n+7 =54 2n+7 =107
2n=54-7 2n =107 -7
2n =47 2n =100
_v _ 100
2 2
n=23)5 n=50
23,5¢ IN 50 € IN

Logo o nimero 54 ndo ¢ termo da sucessao un Logo o numero 107 ¢ termo da sucessdo uy



4.3. REPRESENTACAO GRAFICAS DE UMASUCESSAO

A sucessao sendo de variavel natural pode ser representada graficamente, representemos graficamente a su-

cessao de termo geral a, =2n — 1, sendo assim, devemos achar alguns primeiros termos, neste caso, determi-

nemos 4 primeiros termos.

an=2n-1

n=1;a1=21-1=2-1=1;
n=2;a2=22-1=4-1=3;
n=3;a3=23-1=6 —-1=5;
n=4;a4=24-1=8-1=7;

> Vé —se que, o grafico de uma sucessio sao pontos isolados.

4.4. SUCESSOESMONOTONAS

Sucessao an € crescente

an |

>
i S o a =~ ap

asz > a

Ap+1> Ay

Sucessao an é decrescente

an L
ik a<a
1
i a<a
2 -----I----.' a2
! i
1 1
R -9 An+1<ap

Geralmente podemos afirmar que:

Uma sucessio na é crescente se e s0 se: Vcn: an+1 an> 0;

Uma sucessio a,é decrescente se e s0 se: V cin: an+1 an< 0;

Exemplos: Verifique monotonia de seguintes Sucessoes

(a)an=2n+7

Resolucio:

(b) ba=—3n+5

__n 2n+1
(¢) en —— —

(d) dn =




(a)an=2n+7

* Asucessao an+1 =2(n+1)+7=2n+2+7=2n+9;
» Suponhamos que a sucessao an seja crescente

an+1_an>0
2M+9-(2n+7)>0
2M+9-2n—7>0

2>0

A Suposicao é verdadeira, dai a sucessao a, é crescente;

n
(C) Cn = ntl

n+1 _n+1
n+1+1 n+2

e A sucessao Cp+1 =

» Suponhamos que a sucessao cn seja decrescente;

Cn+1— Cn<0

n+1 n
n+2 n+1

<0

(n+1) (n+2)

(n+ De(n+1)—ne(n +2) <
(n+2)e(n+1)

Hamg1-p-m

(n+2)e(n+1)

0

_r
(n+2)e(n+1)

A Suposicao ¢ falsa, dai a sucessao cn € crescente;

(b) bu=—-3n+5
* A sucessdo by =—=3(n+tl1)+5=-3n—-3+5=-3n+2;

» Suponhamos que a sucessao bn seja crescente
bn+1 - bn> 0
—3n+5-(—3n+2)>0
—3n+5+3-2>0

-2>0

A Suposicao é falsa, dai a sucessio b, é decrescente;

2n+1
n+2

(d)dn=

2m+1)+1_2n+2+1_2n+3,

e A sucessao dn+1=
n+l n+1+2 n+3 n+3’

» Suponhamos que a sucessdo dn seja crescente;

dn+l_dn>0

2n+3 2n+1
— >0

n+3 n+ 2

mn+2) m+3)

(2n+3)e(n+2)-(2n + 1)e(n + 3) >

(n+3)(n+2) 0
2n?+4n+3n+6- 2n?2-~6n-n-3
>0
(n+3)(n+2)
24,70+ 6 — 202 741-3 =0

(n+3)(n+2)

3
(n+3)(n+2)

A Suposicao é verdadeira, dai a sucessao dn é crescente;



4.5. SUCESSOES LIMITADAS

- ~ 2n +
Esbocemos os graficos das sucessoes: an =

1 . .
5 © bn=n+1, para tal, determinemos 4 primeiros termos

de cada sucessao.

2n+1
" n+2
20141 241 3
Paran=1; aj=——=——== =1,5;
1+1 2 2
20241 _4+1 5
Paran=2; ay=——=——==- = 1,7,
241 3 3
23+1_ 641 7
Paran=3; a3 =——=—-=-=1,75; | | |
3+1 4 4 i :
20441 841 _9 5 ; ;
Paran=4; a4=ﬁ=T=E=1,8; I T B
[T 9
bn=n+1 el ?M
Paran=1;b;=1+1=2; - - ®os |
o e | R - oz 1 i
Paran=2;b,=2+1=3; ) — | |
Paran=3;b3;=3+1=4;
o : : 3 -

Paran=4;bs=4+1=5;

Uma sucessao diz-se limitada, se as imagens de todos os seus termos pertencem ao interior da faixa definida.

. ~ 2n+1
No exemplo anterior a sucessao an = —

¢ limitada porque os seus termos pertencem numa faixa definida

dey=1ley=2,istoé, 1 <a,<2.Paraasucessdao bn =n + 1 ndo ¢é limitada, porque nao ¢ possivel considerar
a existéncia de uma faixa limitada por rectas paralelas para o eixo dos x que contenha no seu interior o grafico

da sucessao.

4. 6. LIMITE DE UMASUCESSAO

Diz-se que uma sucessao a, tem um limite o numero L, se e s6 se para todo numero positivo tal pequeno seja,

existe um numero positivo n tal que |a, — L| < €, quando n > N(&) (N dependente de €) e escreve-se:

lima, =L

n—>oo

~ n o e .
Exemplo: Demonstrar que a sucessio do termo geral an = —— tem como limite igual a 1.

Demonstracao

. n
lim =1
n-ooon+1




A condicao é:
lan—L| <€
Substituindo an e L, para encontrar a ordem a partir dela todos termos da sucessdo pertencem num determi-

nado intervalo temos:

|n21 _ll <€
1) (m+1)

n-n-1
| n+1 |

<Eg

ol <=

n+1

1
n+1

<Eg
1
-<n+1
€

1
~—1<n
€

1
n>-—1
€

N(s)=%—1

(N dependente de €)

A sucessdo ¢ limitada porque todos termos devem pertencem numa faixa definida, deste modo vamos encon-

tra—la, de tal modo para € = 0,1, dai N(0,1) = % —-1=9;

| —-1] <01

n+1

(vamos resolver essa inequacio modular)

—0,1<——-1<0,1
n+1

—-0,1+1< <0,1 +1

n
n+1
n
09<——x<1,1
? n+1 ?

Finalmente, temos o intervalo ]0,9; 1,1[

. . . ~ n ~ .
Isso significa que a partir da ordem 10, todos os termos da sucessio an = —t pertencerao ao intervalo

\ . . . n
de 0,9 al,1, vendo o 1 pertence a esse intervalo, isto prova que lim —
n — co




4.7. SUCESSAO INFINITAMENTE PEQUENA E INFINITAMENTEGRANDE
m Sucessdo Infinitamente Pequena: Uma sucessdo a, diz-se infinitamente pequena ou infinitésimo se € s6

se o limite € nulo, isto ¢, lim a, = 0;

n—oo

m Sucessido Infinitamente Grande: Uma sucessdo a, diz-se infinitamente grande se e s6 se o limite ¢ mais

infinitos ou menos infinito, isto ¢, lim a,, = —oo ou lim a,, = +o0;
n—>o0o

n—oo

m Sucessao Infinitamente Grande Negativo: Uma sucessao an diz — se infinitamente grande se e s6 se o

limite ¢ menos infinito, isto ¢, lim a, = —oo;
n—>o0o

m Sucessao Infinitamente Grande Positivo: Uma sucessdo an diz — se infinitamente grande se e s se o

limite ¢ mais infinitos, isto ¢, lim a,, = +oo;
n—>o0o

4.8. SUCESSAO CONVERGENTE E SUCESSAO DIVERGENTE

m Sucessdo Convergente: Uma sucessao a, diz — se convergente cujo o limite ¢ um numero real;

m Sucessao Divergente: Uma sucessao a, diz — se divergente cujo o limite € mais infinitos ou menos

infinito (), ou seja diverge para menos ou para mais infinito;

- Se a sucessao an € convergente, entdo o seu limite € inico;
- Se a sucessdo a, € convergente, entdo ¢ limitada;

- Uma sucessao pode ser limitada, mas ndo ser convergente;

o 1 2 i 'l L] 8
n [] 1 2 3 4 5 8

A sucessao an ¢ limitada; ~ T ~ x gqe
n ’ A sucessao a, ¢ limitada; A sucessao a, ndo ¢ limitada;

A sucessao an nao € convergente; ~ . .
n g ’ A sucessao ap € convergente; A sucessdo ap € dlvergente;



4.9. PROPRIEDADES DA SUCESSAO CONVERGENTE (PROPRIEDADES OPERATORAS DELIMITES)
A expressao lim a,, 1é-se limite da sucessao an, quando n tende para infinito. Para o calculo de limites, de-

n—->oo

vemos notar que escrever ¢ igual a lim a, porque n tende sempre para oo,
12 Propriedade: Limite de uma sucessao caso exista ¢ tinico;

22 Propriedade: Limite de uma sucessao constante k ¢ igual a propria constante k;

Sendo lima, =a, limb,=b, k-éconstantereal e n -¢indice do radical, entio:
n—>0oo

n—>oo

32 Propriedade: Limite de uma sucessao multiplicada por uma constante k;
limkea,=Kkelima, =kea

n—oo n—>oo

42 Propriedade: Limite de uma soma ¢ igual a soma dos limites, isto ¢é:
lim(a,+b,)=lima,+limb,=a+b
n—>oo n—>oo n—oo

52 Propriedade: Limite de uma diferenga ¢ igual a diferenga dos limites, isto é:
lim(a, —b,)=lima, — limb,=a—-b
n—oo n—>oo n—>oo

62 Propriedade: Limite de um produto € igual ao produto dos limites, isto ¢:
lim(a,*b,) =lima,*limb,=ae<b
n—oo n—oo n—-oo

72 Propriedade: Limite de um quociente ¢ igual ao quociente dos limites, isto ¢é:

lim(a—“ _ i _a
n—-oo bn Jl)m bn b

82 Propriedade: Limite de uma poténcia Sendo e p € uma potencia natural, entdo:
lim(a,)? =aP
n—>oo

92 Propriedade: Limite de um radical Sendo e p ¢ indice do radical, entdo:

lim %a, = "[lima, = Va
n—>o0o

n—oo

4.10. CALCULO DE LIMITE DAS SUCESSOES

Para o calculo de limites adoptaremos as conven¢oes seguintes:




Exemplos de calculo de Limites:

Para calcular limites de qualquer sucessao, devemos substituir o n pelo valor que tende, no caso das sucessoes
o n pode tender para , ou , e de seguida aplicar as convengdes para obter o resultado, que ¢ o limite da
sucessao, ao processo de substitui¢do a operacao do limite nao pode ser escrito, porque o que leva-nos a
substituir ¢ por causa do limite, entdo ndo devemos mais escrever, sendo assim vamos calcular os limites e
classificaremos cada sucessao se ¢ limitada ou ndo limitada, convergente ou divergente, ou ainda infinita-
mente grande ou infinitamente pequena, assim temos exemplos a seguir:

-7

2
Exmplo 1: lim 3n

n—>oo
Resolucio: Substituir o n por infinito (), temos;

. 3n%2-7 3e0?-7 3e0-7 o0-7 o , . 3n%-
lim = = = = — = 0o; dai pode-se afirmar que: lim
n-oo 4 4 4 4 4 n—-oo

7

. . . 302 -7 . . . - - .
Como classificagdo podemos concluir que, a sucessao a, = — Nio ¢ limitada, é divergente e ¢ infini-

tamente grande positivo;

Exmplo 2: lim 2 t—
n—>0oo
Resolugﬁo: Substituir o n por infinito (c0), temos;

11m2+—=2+—=2+——2+0 2; dai pode-se afirmar que: 11m2+—=2

n—>oo n—>oo

Como classificagdo podemos concluir que, a sucessao a, = 2 + n—+1: E limitada, é convergente e nio é

infinitamente pequena nem infinitamente grande;

-4

Resolucao: Substituir o n por infinito (o), temos;

7 7 7 7 7
lim = = = —=(); dai pode-se afirmar que: llm =0;
nowm3-4 o3-4 -4 o p q con3—4 ’
Como classificagdo podemos concluir que, a sucessao a, = : E limitada, é convergente e é infinita-

n3_
mente pequenas;

Exmplo 4: lim /9 +
n—co —n

Resoluciio: Substituir o n por infinito (o), temos;

lim (9 + ——J9+ —oo—\/9+ ——V9+ =+/9 = 3; dai pode-se afirmar que: lim /9+ — =3;

n—oo n—oo

7

n3-4

Como classificacao podemos concluir que, a sucessao a, = : E limitada, é convergente e nao ¢ infini-

tamente pequena nem infinitamente grande;



4.11. LEVAMENTO DAS INDETERMINACOES
Ao substituir o n pelo valor de + oo podemos encontrar situagdes em que as convengdes acima mencionadas

~ . o 0 )
ndo se aplicam, nas situagdes que se seguem | g | , |[oo — 00|, [1%], [0sc0], | 0°], [0, | ° | a que se d4d nome de

indeterminagdes. Para cada caso ¢ necessario simplificar a expressao dada a maneira mais adequada que
permite calcular o limite dado, esse processo chama — se levantamento da indeterminagao.

1. INDETERMINACAO DO TIPO |=|

Para levantar indeterminag@o deste tipo comega por por em evidéncia no numerador e no denominador a
poténcia de maior expoente de n, ou seja, dividir no numerador tanto no denominador pela poténcia de maior
expoente de n.

. 4n+1
Exemplo 1: lim
€ pO n—)oozn—s

4n+1 4eco+1 o0+1
n-ooo2n—-5 2e00—-5 ow-5

oo , . . ~ ,
= | - | - ¢ uma indeterminacgao, portanto vamos levantar — 14;

4n+1 4n 1 1
. 4n+1 . " e e 4+0 4
lim =limzt==lim3—=lim—=—%= ==-=12;
n—ooo2n—75 noo == now-t-= n—>002—E 2—; 2-0 2

Logo: A sucessio ¢ limitada, é convergente e nio é infinitamente pequena nem infinitamente grande;

. 3n2+4n+7
Exemplo 2: lim ———
p n—oco 5n+10

3n2+4n+7_3-002+4-oo+7_3-00+00+7_00+oo

= o 3 . . ~
1111—>To P R =710 — = | - | - ¢ uma indeterminacao;
3nZ +4n +7 3n2 4n 7 4 7 4 7
T 3n2+4n+7_l. 2 ,,—z+,,T+,,—z_l. 3+.t 7 3+t 7 3+0+0 3
1m =M —5a— = 1M 5 ——— = 1lm 0~ 5 10 =-=+00;
n—oo 5n +10 n—co - n—oo S+ = n—-oo =4 = = 4+ = 0+0 0
n2 n2 n2 n2 0 02

Logo: A sucessdo nao ¢é limitada, é divergente e é infinitamente grande positivo;

., 5n®2+4n-5
Exemplo 3: lim ————
n—oo n°+ 4

. 5n2+4n-5 56002 +4e0—-5 o0+00—5 ) , . . o
lim —; = 3 = = | =| - é uma indeterminagio;
n—-oo n’°+4 00’4+ 4 oo+ 4 00
) 5n% +4n-3 5n2+4n 3 5#4 3f
. 5n%+4n-3 ..~ 3 — .. " wte-m . afRg A 0+0+0 0
lim ———=lim ———=lim *~——5"—"=lim % “,ﬁ“.z =-=0;
n— 00 n3+ 4 nooo D3+4 n-oco 0 4 nooo /14 =1 1+0 1
3 23 u3 / I\n3l
N
Y

0
Logo: A sucessao é limitada, é convergente e ¢ infinitamente pequena;



. 8n*+4
Exemplo 4: lim ——
€ pO n_>002n4—3

. 8n*+4 8ew*+4 Beo+4 0+4 ] , . . -
lim = = = = | =|- é uma indeterminagio;
n—oco 2n% -3 2e00% — 3 2000 — 3 -3 o0

4 4
lim S .mn4(8+n—4)_ . 8+~ 840 8 _

n—oo 2n% -3 n—oo n4(2 — :—4) n—-oo 2 — e 2—-0 2
Logo: A sucessio ¢ limitada, é convergente e ndo ¢ infinitamente pequena nem infinitamente grande;

Corolario®: No processo de levantamento desta indeterminacdo vé-se que ha trés resultados possiveis, pode

ser zero, mais ou menos infinito e quociente dos coeficientes de maior poténcia de n, podemos concluir que:

0:m <Kk;
. agn™ +an™ 1 +a,n™ 2 4+ azn™ 3 + azn™ 4 + agn™ 5+ . ap , = k-
lim —= K—1 k-2 k-3 k—4 k-5 =1p, M=K
n-ooo bgn® + byin¥~1 + byn¥7% + b3n®7> + bgn®*"* + bgn¥ 7>+ .. bo
oo;m > K;

Interpretacdo: Se o grau do numerador for menor a do denominador o limite da sucessdo ¢ igual a zero, se

o grau do numerador for maior a do denominador o limite da sucessdo ¢ igual a infinito ¢ se o grau do
numerador for igual a do denominador o limite da sucessdo ¢ igual ao quociente (divisdo) dos coeficientes

de maior poténcia de n. Esta expressdo ajudard determinar limite de qualquer sucessdo de indeterminagado

[ee] . .
| - | , sem passar pelo processo de levantamento da mesma, ora vejamos os exemplos a seguir:

EnZ 4 3n -2 Porque, o grau do numerador (2) ¢ menor a do denominador (4), logo o limite da
1. lim ————=0;
° 4 > ~ s
n—co 30 +4n -7 sucessdo € igual a zero;
B Porque, o grau do numerador (3) ¢ maior a do denominador (1), logo o limite da
2. lim ——— =+ oo; o s
n—co 2n + 10 sucessao ¢ igual a infinito;

Vé — se que, o grau do numerador (5) € igual a do denominador (5), logo o limite
. 10n°+3 U . .. . n . ,
3. lim 2“5—7 =5; da sucessao ¢ igual ao quociente dos coeficientes de maior poténcia de n, isto ¢:
n—ooco «n° —
. 10n5+3 10
li =5 =5
n—oo 2n° -7 2

5 Uma afirmacio deduzida de uma verdade j4 demonstrada;



2. INDETERMINACAO DO TIPO |0 — oo| PARA EXPRESSOES POLINOMIAIS
Para levantar este tipo de indeterminacdo para expressdes polinomiais coloca — se em evidéncia a poténcia

de maior expoente de n.

Exemplo 1: lim 4n3 —5n+ 7

n ->—co

lim 4n® —5n+7=4e(—0)3 —5e(—00)+7=-0 400+ 7= |00 —oo|-E uma indeterminagao;
n-—oo

4n3
n3

lim 4n3—5n+7 lim 4n®>—5n+7= lim n®(4n®—-5n+7)= lim n3(
n —»>—oo

n —»—oo n—-—oo n —»—co

=lim n3(4 —0+0)= lim 4n3 =4 e (—03) =4 ¢ (—®) = —o;
n—>—o n —-—oo

5n 7
“w it
Logo: A sucessido nao ¢é limitada, é divergente e é infinitamente grande negativa;

Exemplo 2: lim (3n* — 2n + 4)
n —>oo

lim (3n* — 2n + 4)= 3+(c0)*— 2e00 +4) =00 — 00 + 4 = | 00 — 00 | - E uma indeterminagao;

n —»oo

AN 409 2 L 4N _
+n4) nll_r;r(}on (3 n3+n4

2n 3n* 2n

: 4_ = Jim 430 AN qim ot 30t
Jim (30" —2n+4) = lim n®(5 +o0) = im (S5 —

n#%

= limn*(3 =0+ 0) = lim 3n* = 3(®)* =300 = +00;
n —oo

n —»oo

Logo: A sucessio nao é limitada, é divergente e ¢ infinitamente grande positiva;

3. INDETERMINACAO DO TIPO | — | PARA EXPRESSOES IRRACIONAIS (RADICAIS)
Para levantar este tipo de indeterminagdo para expressoes irracionais multiplica — se e divide-se pelo seu

simétrico, para eliminar os radicais.

LEMBRAR QUE: | (a—b)(a+b)=a?—b?

Exemplo 1: lim vV2n— 1 —v2n — 4
n —»>oo

lim V2n—1—+vV2n—4=/2 ¢ (0) =1 — /2 ¢ (0) —4 =00 — 1 — oo —4 =+/00 — /o0 =| o0 — o0 | -

n —»oo

E uma indeterminacao;

. — — _ i, (V2n-1-v2n-4)e(v2n-1++2n-4) _ .. (\/Zn—l)z—(\/Zn—42: . 2n-1-(2n-4) _
Jim v2n—1-+v2n—4= lim VIno1ivznoa dim e A e

lim 2n—1—2n+4_lim 3 - 3 - 3 3 _ 3
n -0 V2n—-1++/2n-4 p 50V2n—1++2n—4 +/2e00—1++/2ec0—4 +Joo++o0o 00+ 0

[ce)

Logo: A sucessao ¢ limitada, ¢ convergente e ¢ infinitamente pequena;



Exemplo 2: lim vnZ +5—n

n —»>oo

lim (Vn?+5—-—n)=vow?+5—-0=y0o+5—00= |oo—oo|-Eumaindeterminag50;
n —»oo

llm( M2+ E —n)= lim (Yn?+5-n)e(Vn®+5+n) _ lim (Vn? +5)? —n? ~ lim n? +5-n? — lim 5  _
n —»oo vnZ +5+ n nooo Vn2+5+n n—)oo\/rl2+5+1’1 noooVnZ+5+ n
5 - 5 B 5_0.
Vool + 5+ o 0 + oo %) ?

Logo: A sucessao é limitada, é convergente e é infinitamente pequena;

Exemplo 3: lim VnZ + n — Vn2 —

n —>oo

lim VnZ +n —vVnZ — 4 =v02 + 00 — V002 — 4 = /o0 — y/o0 = | o0 — 0 | - E uma indeterminagao;

n —»oo

. > ST A i, N2+ -Vn2 —4e(WnZ+n+vnZ-4) . (Vn2+n)®-(n2-4)>
fim Vn? 4 =vn? =4 =lim T Y S s

=lim win-( -4 ==lim ————— n’tn-n'ts = lim nre (substltulndon or oo, obteremos uma nova
n—>ooVn2+n+Vn2 n —ooVn2 +n++vn2-4 n—>oo\/1’12+n+\/ p

indeterminagao , vamos levantar esta indeterminagdo);

n+4 n 4
=lim —— ks = lim —2*— = Ilim L lim =
n —ooVnZ + n +vn2—4 n —oo n2+n+ nZ-4 n—ooo +vYn24+n +vYnZ-1 n —»oo
T T a n2 n2 - 2
1 1 _ 1 1

=lim = =
n—>oo\/1+ +\/1_i VI+0+vVI-0 VI+VI @ 1+1

* A sucessio ¢ limitada, é convergente e nio é infinitamente pequena nem infinitamente grande

4. INDETERMINACAO DO TIPO |1®°| LIMITE NOTAVEL EXPONENCIAL
Ao encontrar o limite do tipo llm (an)b" caso, llm a, =1e lim b, = oo, entdo teremos uma indetermina-

n —oo

¢do do tipo |1%°| que pode ser levantada da seguinte maneira:

. lim (a, — 1)<b
lim (a,)P» = en %~ 1*Pn

n —»>0oo

Onde: e = 2,7182818284 chamado niumero de Nepper

Exemplo 1: lim (1 + g)“
n —>oo
lim (1 + S)“ =(1+ i)“’ =(1+ 0)®=|1| - E uma indeterminacio: Neste caso a, = 1 +% e bh=n
n —oo ©
. 3 . 3 .
lim (1 + %)n e

n —»oo

Logo: A sucessao é limitada, é convergente e nio € infinitamente pequena nem infinitamente grande;



Exemplo 2: lim (1 — g)“
n —»oo

lim (1 — —)rl (1- 5)°°= (1 - 0)® =1|1%| - E uma indeterminagdo: a, = 1 — %e by =

n —»oo

. 5 . 5 .
. 5 lim (1 —=—1)en lim (—=)en lim -5 —
lim (1 — 2)" = en T 7a ™ DM = o0 = o e ==
n e5

n —»oo

Logo: A sucessio ¢ limitada, é convergente e nao ¢ infinitamente pequena nem infinitamente grande;

. lim (—~—)n
Exemplo 3: l!1_1)1(}0 (n+1

e Rl e b
00 — 4 (o]
. n 1 , . n ’ . . ~ n
m lim =-=1, dai podemos afirmar que: lim (—)" =|1%| - E uma indeterminacao: a, = — ¢ by, =n;
n—ooconh—4 1 n—oo n—4 n-+4
. . n-n+4 . 4n 4
lim ( )n:enh—lféo n—4 — enCh )n—enl—lfc}o(n— )en —erllgrgon—‘*:efze“;

n-ooo N —4

Substituindo n por oo, obteremos a indeterminacio

o . . ~
| — | , vamos levantar esta indeterminacio
(o0}

Logo: A sucessio ¢ limitada, é convergente e niio é infinitamente pequena nem infinitamente grande;

2n+8
Exemplo 4: llm (3n+5)
; 3n 2n+8 _ (3P =4 2ew+8 _ (P-Ho+8_ | X |w
nh—I}c}o(3n+5) (3.oo+5) (oo+5) | |

3n-4 3 . . N -4
m lim ===1, dai podemos afirmar que: hm ( )Zn *8 = 11| - E uma indeterminagdo: a, =

nooo3n+5 3 3n+5 3n+5
eby=2n + 8;

3n-4 3n-4-(Bn+5), . .3n—4-3n-05)
lim (3n 4)2n+ 8 _ enl—>oo(_3n+5 1)e(2n+8) _ lmgo(—3n+5 )e(Zn+8) _ eHll_r}go( P )e(2n +8) _
n oo 3n+5
—18n—72 18
_ olmGEe@n +) _  lim =172 1
e

Substituindo n por oo, obteremos a indeterminacao

LS . . ~
| = | , vamos levantar esta indeterminacio

Logo: A sucessio é limitada, é convergente e nao ¢é infinitamente pequena nem infinitamente grande;



4.12. PROGRESSAO ARITMETICA (P.A.)
1. Definiciao:

Uma sucessao chama — se Progressdo Aritmética (P.A), se cada termo a partir do segundo termo ¢ somado
por um nimero d fixo para dada a sucessdo com o termo anterior, este nimero fixo chama — se diferenca da
Progressao Aritmética.

Exemplos das sucessdes que sao Progressao Aritmética
(@an=(3,5,7,9,11, 13, ...);d=2
(b)bn=(5,1,-3,-7,-14, ...);d=4
(¢)can=1(6,6,6,6,6,6,...);d=0

Da definicao da Progressao Aritmética an = (a1, a2, a3, a4, as, ...) ¢ uma Progressdo Aritmética entdo:

a-—al=az—a=as—az=as—a4=...=an— an-1=d

Como vimos nos exemplos anteriores, as progressoes aritméticas pode ser: Crescente, Decrescente e Constante:

Se d > 0; a PA é crescente
Se d < 0; a PA é decrescente

Se d = 0; a PA ¢ constante

2. Formula do termo geral da Progressao Aritmética

ra1=a1 (a1=a1
a; =a; +d a;=a; +d
az=a;+d az=a;+d+d= a;+2d
De acordo com a defini¢do, temos:<as =az+d =< as,=as+d = a;+2d+d= a; +3d
as =ay+d as=a,+d=a;+3d+d= a; +4d

\a, =a,_q1+d \a, =a;+(n—-1)d

Podemos concluir que a formula do termo geral da Progressdo Aritmética ¢ dada por:

a,=a;+(n—-1)ed

Onde:
a1 — ¢ primeiro termo da progressao; n —a ordem o termo;
d — ¢ a diferenga da progressao; an — 0 termo geral da Progressao;

NOTA IMPORTANTE: Para escrever o termo geral da Progressao Aritmética ¢ suficiente saber o pri-

meiro termo e a diferenga da progressao.



Exemplo 1: Encontre o termo geral de cada sucessdo a seguir:

(a) an= (3, 6, 12, 24, 48, ...) (b) ba=(15,13,11,9,7, ...)
ar=9 a,=a;+(n—1)d bi=15 b,=b;+(n—1)ed
d=3 ap =9+ (n—1)3 d=—=2 b,=15+(n-1)(-2)
an =29 ap,=9+3n-3 bn=7? b, =15-2n+2

a,=3n+6

b, =17-2n

Exemplo 2: Numa organizacio aritmética sabe-se as = 55 e a21 = — 25. Determinar o termo geral da
progressao.

Para determinar o termo geral da progressao precisamos determinar o primeiro termo (al) e a diferenga (d).
{aS =55 {al + 4d =55 {al + 4d =55 /¢ (—1) - {—al — 4d = =55
+

ay = =25 la, + 20d = =25 la, + 20d = —25 a; + 20d = —25
16d= — 80

a, + 4d = 55 d=-2

a; =55 —4d =554+ (-5) =55+20="75; d=-5

a,=a;+(n—1)d
a,=75+(n—1)e(-5)
a,=75—-5n+5

a, =80 —5n

Exemplo 3: Determine o valor x de modo que a sucessio (5, 2x + 4, 6x + 2) seja Progressao aritmé-

tica;
Resolucio: a1 =5, a2 =2x + 4 e a3 = 6x + 2, pela definicao tem — se:
ay—aj=az—a
2x +4-5=6x+2—-(2x +4)
2x+4-5=6x+2-2x—-4

2x=3

P
Il
I
N W

Solucio: { —% }



2. Propriedades da Progressiao Aritmética

12 Propriedade: Cada termo da Progressdo Aritmética ¢ igual a média aritmética dos termos adjacentes, isto &,
_ap—1tapn4q

a
n 2

ar a a3 a4 as Qe
Exemplo: Dada a sucessdao a, = (2, 7, 12, 17, 22, 27,...)

ai+a 2+12 14 az+a 7+17 _ 24 agta 17 +27 44

22 Propriedade: A soma dos termos equidistantes dos extremos da Progressdo Aritmética finita € igual & soma
dos extremos.

Exemplo: Dada a sucessdo a, = (2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37)

2 K =
e i 1‘.‘! 121 .!.2

i1z.r.RT.Z.20%

3. Soma dos n primeiro de Progressao Aritmética

Usemos a propriedade 2 para obter a formula soma dos n primeiro de progressao aritmética:

Seja (a1, a2, ..., an- 1, an) dos n primeiro de progressao aritmética de diferenga d. A soma S, pode ser defi-
nida assim:

Sh=art+a+..+ an-1+tan (1)
Aplicando a propriedade 1, voltemos a escrever os termos S, a comegarmos do ultimo termo.
Shn=ant+an-1+..taztar (2)
Somando membro a membro as igualdades (1) e (2).
Sh=arta+..+a,_1+ag
+ |[Sn=apntan_1+.tata

2Sp=(ai+ap)+(az+an_1) +...+(ap_1 +a2) + (a1 + an)
N— —
R

A soma dos termos equidistantes dos extremos da P.A finita ¢ igual;
ouseja: (aj+a,)=(a+a, 1)=...=(a, 1 +a)=(a+a,)
Dai s2o n parcelas iguais a (a; + ay)

2Sn =n(a1 + an)

_ (al + an)n

Sn =
2

(Formula que permite calcular a soma dos n primeiro de P.A.)

Mas a, = a; + (n— 1) « d, a formula também se pode escrever:
[a; +a1+(n—1)ed ]n
Sh = 2

_ [2a;+ (m-1)«d]n

Sn = 5

(Féormula que permite calcular a soma dos n primeiro de P.A. de diferenca d)



Exemplo 1: Dada a Progressao Aritmética (4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25,
(a) A soma dos 6 primeiros termos;

*S¢=4+7+10+13+16+19=069;

Podemos aplicar as formulas da soma dos n primeiros termos;

Dados: Resoluc¢ao Dados:
Se =17 S _ (@ +ap)n Se =17
ar = 4 (a1 +236)cn a] = 4
a5 =19 Se=——F— d=3
n=6 _ (4+19)+6 n==6
S = 232-6 ou
6=
g = 1%8
6=
2
S6 =69;

(b) A soma dos 20 primeiros termos;

Dados: Resolucio
So0=? S = [2a; + (n — 1)ed |n
n 2
a; =4 204+ (20 — 1)23 020
Sa0 = >
d=3
Sap = (8 + 1903 )e20
n=20 2
Sap = (8 + 57)e20
2
65920
Sz = >
1300
Sz = -
Sa0 = 650;

Dados: Resolucio

Sn =498 S, = [2a; + (n—1)ed ]n
n="2? ne 2

ar=3 498 = [2¢3 + (n = 1)e7]en
d=7

(6+7n-7)en

498

...). Determine:

Resolucao
[2a1 + (n —1)ed |n

Sn=

2
_ [204+(6—1)e3]6

Se = >
g — (8+5%3)%6
(=8 o030
S _(8+%5)-6
=8 1o)0

S _23’2-6

6=

s

§ =28

2

Se = 69;



(7n-1)en

=498
7n% -n =996
70> -n - 996 =0

=7;b=-1;¢c=-996

—b+vbZ—4ac  —(-1)+/(=1)2—4+7+(-996) _ 1+V1+27888 _ 1+v27889 _ 1+167

ni2 = =
2a 2e7 14 14 14
_1-167 1+167
V=
14
~166 _ 168
nn=——Vn

! 14

n=-11,8Vn=12
—11,8¢ INV 12 € IN

a,=a;+(n—1)ed
x=3+(12-1)e7

x=3+117
x=3+77
x =80

PROGRESSAO GEOMETRICA (P.G.)
1. Definicao
Uma sucessao chama — se Progressdo Geométrica (P.G), se cada termo a partir do segundo termo ¢ multipli-

cado por um numero q fixo para dada a sucessdo com o termo anterior, este nuimero fixo chama — se razao da

Progressdao Geométrica.

Exemplos das sucessdes que sao Progressiao Geométrica

(a)an=(2,4,8, 16,32, 64, ...):q=2
(b) ba = (4, 20, 100, 500, ...); =5
(©) cn=(3,-6,12,-24,48, ...); q = —2;

111 1 1

_ 111 1 R
(d)d“_(3’1’3 9°27°81° 243> " )q=3

(e) e = (256, 128, 64,32, 16, ...); 4 = 3;

25

Da definicao da Progressdo Geométrica an = (a1, a2, a3, a4, as, ...) € uma Progressdo Geométrica entdo:

=q




2. Formula do termo geral da Progressao Geométrica

(A1 = (1= A

a; =a;e*q a2 =a;°q

az =aze*q azg=a;*qeq= a;*q’
De acordo com a definigdo, temos:{ @4 =az*q = {as=aj;eq’eq= a;°q>

a5 =d:1°9 as=a;*q’+q=a;+q"

\a, =a,_1°q \a, =a, eq" !

Podemos concluir que a formula do termo geral da Progressao Geométrica ¢ dada por:

— n-1
dp = 4a1°(
Onde:
a; — ¢ primeiro termo da progressao; n — a ordem o termo;
q — ¢ arazdo da progressao; an — 0 termo geral da Progressdo

NOTA IMPORTANTE: Para escrever o termo geral da Progressao Geométrica € suficiente saber o primeiro

termo e a diferenca da progressao.

Exemplo 1: Encontre o termo geral de cada sucessdo a seguir:

(a)an=(3,6,12,24,48,...)  (b)ba=(4, 20, 100,500, ...);  (c) ca = (256, 128, 64, 32, 16, ...);

a=3;q=2;a,="? bi=4;,q=5;by=? 012256;(1:%;%:?
e qn—1 —h oeqn-1
dp =3a1°q bn bl q cn=c1-q“‘1
an=302n_1 bn=4'5n_1 1
ey =256+ ()"
256
Cn = 2n-1

Exemplo 2: Numa organiza¢io geométrica sabe — se o segundo termo ¢ 6 e o sétimo termo ¢ 192. De-
termine o termo geral da progressao.
Para determinar o termo geral da progressao precisamos determinar o primeiro termo a; € a razao q.

{a2=6 :{al.q:6

Dividindo as equacdoes membro & membro ou seja primeiro com o primeiro €
a; =192 7 la, « ¢° = 192 quag ap P

segundo com o segundo, e de seguida simplificar para encontrar primeiro termo ou a razao;

{31‘(]:6 ajeq® 192
6 _ = =
a;°q° =192  aieq 6 a;*eq==6
q5:32 31.2:66
q=332 a; =3 a,=a;eq" 1!
q=2 a; =3 an=3.2n_1




Exemplo 3: Numa organizacio geométrica sabe — se a soma do primeiro termo com o quarto termo ¢

252 e a soma do segundo termo com o quinto termo é 84. Determine o termo geral da progressao;

{al + a, = 252 :>{a1 + a; ¢ q3 =252 . {a1(1+q3) = 252 L, m+e) 252
a,+ a; =84 a;*q+ a;eq*=84 a;q(1+ q3) =84 a;q(1+q3) 84
1_3
q
q=1
a;(1+ g3 =252 3
252 _ 252 _ 252 _ 252 _27%252 _ o,
al_l+q3_1+(§)3 1+ = 28 243; —
a,=areq

Exemplo 4: Determine o valor x de modo que a sucessio (5, 2x + 4, 6x + 2) seja Progressao geométrica;
Resolucio: a1 =5, a2 =2x +4 e a3 = 6x + 2, pela defini¢iao tem — se:

a2 _ ag
a1 az

2x+4 _ 6x+2
5 2x+ 4

(2x +4)s(2x +4) = 5+(6x + 2)

4x2 +8x +8x + 16 =30x + 10
4x*+8x +8x — 30x + 16— 10=0
42 — 14x+6=0

a=4;b=—-14;c=6

—b+vbZ—4ac - (-14) £ /(-14)2 —4e4e6 _ 14+196-96 _ 14++100 14+10 _

X =
1.2 2a 204 8 8 8
14210, 14410
X = =
! 8 2 8

4 24

X = e X e —

=3 V x2 5

1
X1=7 Vx2=3
1 a ~ foe ~
m Parax = 5 an= (5; 5; 5) — E progressao geométrica de razio 1;

m Para x = 3: an = (5; 10; 20) — K progressio geométrica de razio



3. Propriedades da Progressio Geométrica

12 Propriedade: Numa Progressao Gométrica com niimero impar de termos, o quadradro do termo médio
(central) ¢ igual ao produto dos extermos.

Exemplo:

NaP.G. (3, 6, 12, 24, 48), os termos extremos sdo 3 e 48, o termo médio ¢ 12, temos:

122 =348
144 = 144
(Verdade)

22 Propriedade: O produto dos termos equidistantes dos extremos de uma Progressdo Gométrica ¢ igual.
Exemplo:
NaP.G. (3, 6, 12, 24, 48, 96), os termos equidistantes dos extremos sao: 3 e 96, 6 ¢ 48, 12 e 24 temos:

3296 = 648 = 1224
288 =288 =288

(Verdade)

4. Soma dos n primeiro de Progressio Geométrica

Seja a, uma Progressdo geométrica de razdo g, a soma dos n primeiro termos consecutivos calcula — se pela
formula:

Consideremos a P.G. (ai, a2, a3, ..., an), de razdo q temos:
Sh=artataz+... +ta, (1)

Multiplicando a ambos membros da equacao por q # 0, tem-se:
q*Sn=q*(a1 taxt+taz+... ta,) (2)

Subtraindo ordenadamente a 22 equacgdo da 12, ou seja subtraindo membro a membro, tem-se:
Sh—q*Sn=ar+ta+az+...+tas—qe(ar tax+az+... +an)
Sh—qSn=artataz+...tan— a2 —a3—... — an— an+l

Su(l—q) =a1 — an+

Sn _ 21~ 3an41 n

mas an+1 =ap °
1-q n+l 1°9q

a;(1-qg" ou a; (g™ -1)
Sn: 1( qr) Sn: 1
1-q q-1

(Formula que permite achar a soma dos n primeiro de P.G. de razao q)

Onde:
a; — € primeiro termo da progressao;

q — ¢ arazao da progressao;
n — o numero que pretende-se somar;
Sh — soma dos n primeiro da Progressao



Exemplo: Dada a Progressao Geométrica (3, 6, 12, 24, 48, ...). Determine:

(a) A soma dos 7 primeiros termos; (b) A soma dos 15 primeiros termos;
S7=7 S _ai(@"-1) Si5=7 S _a(q" -1
ar=3 n q-1 a;=3 n q-1
n=7 3¢(27 = 1) n=13 3e(215 - 1)
=2 =T -2 e
S5 = 3-1127 S, = 3-321767
S7=1381 S7=98301

5. Progressao geométrica infinita
Seja a, uma progressao Geométrica de razao q, sendo | q | <lea #0;

a;(1-q" a a;q” . . ..
Sabe-se que: Sp = 13299 _ & _ 219 jh4oduzindo o limite tem-se:
1-q 1-qg 1-q
. . a . aqt a a
lim S, = lim = — lim 2+ =2__o=2_,
n—co nbool-q n-ol-q 1-q 1-q
ai
S =
1-q

(Formula que permite somar todos os termos consecutivos de uma P.G. infinitamente decrescente)
1111 1
Exemplo: Calcule a soma de todos termos da P.G. a, = (1, 228 16 32 o)

1

Como trata — se de uma progressao geométrica infinitamente decrescente de razdo q = ~-asoma de todos os

termos consecutivos sera dada por




EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Escreve os termos e da sucessao e diga se ¢ finita ou infinita composto por:
(a) Numeros pares até 24 (c) Multiplo de 5 (¢) Poténcia de 1
2

(b) Divisores de 28 (d) Poténcia de 6 (f) Numeros primos inferior que 41

2. Determine S primeiros termos da sucessio definida por:

(a) an=3n—7 (b)bn=4-n (c) cp = 2241 (d) dn=—4n+38 (e) en=

4. Determine 4 primeiro termos da sucessiao definida por:
@an =143 () by = 0 ()¢, = 2D (@) =2 - L @ (10’ - )

2n

5. Determine 7 primeiros termos da sucessao definida por:

1 7y
; se n é impar; _3 -3
o {3 ©

n

(a)

2 , = =

~; sen é par; =Ny Xnt1 = 4%y +2

6. Dada a sucessao un = 3n + 2.Determine:
(a) a ordem do termo298 (c)ur +uz +us (e) 394 ¢ termo da sucessao?
(b) Os termos de ordem 10, 15 ¢ 99 (Du+u+uws (f) A soma dos cinco primeiros termos

n%-1

7. Considera a sucessao an=
(a) Determine ai, a, a3, a4, as, an+1 € ak+2
(b) Verifica se 9,9 ¢ termo da sucessao e indica a sua ordem

(c) Seréa que 6 ¢ termo da sucessao? Justifica a sua resposta.

8. Esboce o grafico de cada sucessao:
() an=n’~1 (b) un = (©) Vo= (=1)" (d) xq = 21

n+1

9. Estude a monotonia de cada sucessio a seguir:

n=—3n+2 _2n-5 n2
(a) an = 2n+1 (¢ . (e)en—zz (&) g= -
_1 +1 _ 1 (h)hn=5—n2
(6) by =2 2L =2+l



10. Quais das sucessdes seguintes sao limitadas, para as limitadas indique a faixa que limita a sucessio:

(a) 2, = 2 (c) cn=n’ (e)en=(0,-1,0,-1,0,-1,...) (2) gn=
<b>bn=221§ @ di= 2 () fa=(4,4,4,4,4,4,4, ... (h)ha=5-2n

11. Aplicando a definicio de limite de uma secessao, prove que:

3n 2 . 2 _
@lm 5= (®) lim o5 =2 (@) lim 755 =2

12. Calcule os limites das sucessdes que se seguem e classifica — as em: Convergente, Divergente,

Infinitamente pequena, infinitamente grande negativo e infinitamente grande positivo.

li 2 1+ 2n . _
@) g, (2n) (¢) lim <2n+4> (Mlim (573 (m) lim (Vn+8 - V)
(b) lim (2 —n) () lim (i‘;”y (n) lim (W5—-nZ —V2—n
n—-oo - —00
; 1 . 3n%+5 ; 3 _ _
OImo-H o () gyl O G
1 (41 . VI Asn=7 lim (6n*+ 3n* —2
(d) rllglgo( ) (h) lim (n3 - ) (i) rlll—l;lgo % (@) lim (én n n)

13. Calcule:

@ lim 1=H"  @)lim 1+ )™ (9 lim G @) lim (1=
®) lim (1+5" (@) lim (25 0 Jim C0™ () Jim G
@) lim D |im (221;*)“*8 (i) lim G) (m) lim ()"

14. Quais das sucessdes sao progressiao aritmética, para as que sio, indique a diferenca d:
(@an=(1,3,5,7,9,...) —A 2872 (e)en=1(12,9,7,4,2,-1,...)

(b) b = (100, 103, 106, 108, 111, ...) 4y 4 = 4,223 8.y Ofh=(G31,-1,-3,.)
S

15. Quais das sucessdes sa0 progressao geométrica, para as que sio, indique a razio q:
(a)an=(1,2,4,8,16,...) (c)cn=(-54.-18,-6,-2,...) (e)en=(4,16,64,1024, ...)
(b)ybn=(7,7,7,7,17, ...) (d)dn=(5,10,20,30,40,...) (f)f,= (lllii )

3’9727 817"
16. Nas sucessodes seguintes, escreve o termo geral, de cada sucessio:
(@) an=(-1,-4,-9,-16,-25,...)  (¢)a,=(-54.-18, -6, -2, ...) (e)an=(1,3,9,27,81, ...)
(b)an=(-1,2,-3,4,-5,6,-7,...) (d)an=(2lll ) (Han=(1,3,9,27,81,...)
2 9 2’ 4’ M

17. Dada a sucessdo an=(1,3,5,7,9, ...), calcula a soma dos n primeiros termos:
(a)n=10 (b)yn=12 (c)n=15 (d)n=20 (e)n=25 (H)n=100



18. Dada a sucessdo an=(1, 3, 9, 27, 81, ...), calcula a soma dos n primeiros termos:
(@)n=5 (b)yn=10 (c)n=12 (dn=15 (e)n=20 H)n=25

19. Numa P.A. de diferenca 3, o sexto termo ¢ 7 € o ultimo ¢ 247. Quantos termos tem a progressao?

20. Quantos termos devem ser somados na P.A. (=5, —1, 3, ...) a partir do 1° termo, para que a soma
seja 1590?

21. De uma P.A. sabe-se a» + as = 62 ¢ a4 + ag = 82. Determine o termo geral da progressao.

22. Determina a soma dos dez primeiros termos de uma PA, sabendo que a soma do 3° ¢ 5° termos ¢ 14
e a soma do 3° e 7° termos € 8.

23. Determine o valor de x:
(A1 +2+3+4+...+x=325 Cx+3)+x+)+(x+13)+...+(x+33)=133
b)1+3+5+..+x=100 (d)3x +x+=+...=27
3

24. Determina o 1° termo e a razdo q de uma PG, sabendo que a soma do 1° ¢ 2° termos € 15 e a soma
do 3° e 4° termos ¢ 60.

25. Determine a soma de todos termos da sucessao PG infinita a seguir (0,3; 0,03; 0,003;...)

26. Determine o valor x de modo que a sucessao (x — 3, x — 1, x + 3) seja progressdo geométrica.

27. Quantos nimeros divisiveis por 3 existem entre 100 e 10 00inclusive?

28. Calcula a soma de 1+%+i+%+

29. Um automovel percorreu no primeiro dia de viagem x km, no segundo dia percorreu o dobro de x e
no terceiro dia percorreu o triplo de x, assim sucessivamente. Até ao fim de 10 dias, percorreu uma
distancia total de 1650km. Quantos quilometros o automaével percorreu no primeiro dia de viagem?

30. O cometa Halley € visto da terra de 76 em 76 anos. Seu ultimo aparecimento foi em 2019. Determina
as suas 4 ocorréncias seguintes.

31. O Senhor Eliézer depositou num banco 5 mil meticais e resolveu ai colocar, todos meses, 500 meti-
cais. Assim, decorrido um més o Senhor Eliézer tinha 5500 meticais no banco. Ao fim de quantos
meses 0 Senhor Eliézer tera 50 000 meticais depositados no banco?

32. Um mentiroso conta uma mentira a trés amigos. Ao fim de 10 minutos cada um deles conta-a a outros
trés que, por sua vez, a contam em 10 minutos a outros trés (cada um). Quantas pessoas, incluindo o0 men-
tiroso, conhecem a mentira ao fim de uma hora ao contar do momento em que trés amigos a comeca-
ram a espalhar?



32 Limites

32.1 Definicao de limite de uma fun¢do num ponto

O conceito de uma fungao ¢ fundamental para o estudo e compreensao do calculo. A ideia
intuitiva de limite ¢ aproximar-nos o maximo possivel de um valor numérico e, mesmo assim,
nunca alcanca-lo.

Antes, porém, ¢ conveniente observar que a existéncia do limite de uma fun¢ao para um valor
numérico b quando x tende para um valor numérico a, ndo exige que a funcdo esteja definida
no ponto a. Na realidade, quando calculamos um limite, consideramos os valores da fung¢ao tao
préoximos quando desejamos do ponto @, porém ndo coincidente com a, ou seja, consideramos
os valores da fungdo a vizinhanga do ponto a.

4x%-16
2x—4

Consideremos a fungdo definida por, f(x) =

Vamos estudar o limite de f(x) quando x tende para 2.

Observamos que para x = 2, a funcdo nao esta definida. No entanto, mesmo nao existindo f(2),
o limite de f(x) quando x tende para 2 existe e pode ser claculado da seguinte forma,
factorizando o numerador:

(2x+4)(2x —4)
x—2 2x — 4

=lim2x+4=2%«2+4=28
xX—2

Vamos apresentar a definicao de limite de uma funcao segundo Heine:

Seja fuma funcao real de variavel real e a um ponto de acumulacao do dominio de £ Diz -se
que f tende para b quando x tendo para a e escreve-se lim f(x) = b.
X—a

Exemplos
Calcule os seguintes limites:

19 lim(3x2 —5x+2)=3%12—-5x1+2=4
xX—2

2°) 1im x*42x=3 _ (=D*+2+(-1)-3 _ -4 _ 4

x—-—-1 4x-3 4x(—1)-3 -7 7
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Calculo de limites

32.2 Limite de fung¢do racional tipo lim —=

f)

x—00 g(x)

Para o célculo limite de uma fungao do tipo 11m

f

E ; usualmente procede-se da seguinte forma:

e Coloca-se primeiro em evidéncia a poténcia maxima de f(x) e g(x);

e Depois, simplifica-se e eme seguida substitui-se x por +oo.

Exemplo

2x%2—x+3

1° Vamos calcular lim
x3-8x+4

X—00

2x%2—x+3 +oo
lim ——

T é uma indeterminacao
x—o00 X 8x+4 4o

Vamos proceder como em cima:

3
2x2(1-7+3) .2
—4—*—=1lim-=0
X—00 X

2x —x+3
lim ——

X—00 x3—-8x +4- X—00 X3(1——+ 3)
X
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32.3 Limites de fungdes racionais do tipo lim 1(z)
x—a g(x)

Para o calculo do limite de uma fun¢ao do tipo lim %usualmente procede-se da seguinte
x—-a

forma:
e Primeiro substitui-se x por a e, se f(a) =0 e g(a) = 0, entdo obtém-se uma indeterminagao
.0
do tipo >
e Logo, factoriza-se os dois termos da frac¢do e simplica-se;
e Por fim, substitui-se x por a para obtermos o valor do limite.

Exemplo

2
. -1
1° Vamos calcular lim — .
x——1Xx“+3x+2

2_ —

x“—1 1-1 o, . . ~
llIn1 2t3xt2 = 1-3+2 = 6 euma mdetermma(;ao.
x—— -

Vamos proceder como em cima:

’ -1 x+Dx-1) (x-1) -1-1
X2 +3x+2 o+ Dx+2) roti(x+2) —1+2

3 2 3
. x°+4a“x—-5a
2° Vamos calcular lim —————
x—>a Xc—ax

Vamos usar a regra de Ruffini para a factorizagdo do numerador:

1 0 4q? —5q3
a a a? 5a3
1 a 5a? 0
. (x—a)(x*+ax+5a®) | x*+4ax+5a* 7a®
lim = lim = =7a
x-a x(x—2) x—a X a
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32.4 Limites de fungdes irracionais
Para o calculo do limite de uma fungao irracional, usalmente, procede-se da seguinte forma:

e Primeiro tenta-se substituir x por a,

e Tenta-se depois levantar a indeterminagdo através da multiplicagao pelo conjugado do
numerador ou do denominador;
e Por fim, substituise x por a para obter o valor do limite.

Exemplo

1° Vamos calcular lim ¥ —Y1=%

x—0 X

I+ x—V1-x 1-1 ) _ o
lim = = — é uma indeterminacao.
x—0 X 0 0

CVI+x—V1I-x | (1+x—-VI-x)(V1+x+V1-—x)
lim = lim
x=0 x x=0 x(V14+x+vV1—x)

) 1+x—1+x . 2x 2
llm =11m = =
=0x(V1+x4+41-x) *0x(V1+x+vli-x) 1+1

3 /—
2° Vamos calcular o 11m 4\/_1

_ Vx—1
lim
X

x-15/x —1

0
=3 é uma indeterminacao

Para levantar a indeterminagdo, vamos encontrar 0 minimo multiplo comum (m.m.c) dos
indices dos radicais:

m.m.c. (3,4) =12

Sejax = t1?,sex - 1,entdo t - 1.
Recorda que:

a®> — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)
a’> —b?>=(a—b)(a+b)

Logo,
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y Vx—1 . t4—1_1_ -2+ (-DE+DE*+1)
xlf}:/_x_l_)tl—r»r11t3—1_t1311(t—1)(t2+t+1)_tlfll t—1D2+t+1)

@A+ D@A+1) 4

(1+1+1) 3

Calcular }leggz ” ”

Para resolver este limite, multiplicamos o numerador e o denominador pelo “conjugado” do
numerado e também pelo “conjugado” do denominador.

m\/3x —2-2_ (V3x—2-2)(V3x — 2+ 2)(Va4x + 1+ 3)
*2Ix +1-3 *2(Ax t1-3)(\V3x -2+ 2)(VAx 11+ 3)

~ lim 3(x —2)(W4x + 1+ 3) — lim 3(Wax+1+3) 9
x*24(x—2)(\/3xi—+2) xﬁ24(\/3xi—+2) 8

Calcular lim Vx2 +3x + 2 — x = ||oo — o0|]|

X—00

Para obtermos o limite procurado, multiplicamos ¢ dividimos (Vx? + 3x + 2 — x) por
(Vx?% 4+ 3x 4+ 2 4+ x). Assim, temos:

2
. (VxZ43x+2-x)(Vx2+3x+2+x) . 3x+2 . x(3+2) 3
lim = lim — = lim ————==2—==-
X—00 Vx24+3x+2+x X—00 Vx24+3x+2+x X—00 2 3x 2 2
X (1+x—2+x—2)+x

32.5 Limites de fung¢des trigonométricas

enx

Limite notavel: lim == = 1
x-0 X
Limite notavel: llm =1
x—0 X
Exemplos
3
1° Vamos calcular lim 2222
x->0 X
. sen3x 0 |, ) S
lim = — éuma indeterminacao
x—0 X 0

Vamos levantar a indeterminagao aplicando o limite notael:
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2° Vamos calcular:

_ sen®x — senx.cosx ||0
lim = ||=
x—0 X 0
. senx(senx —cosx) . senx
= lim = lim * lim(senx —cosx) =1*(0—1) = -1
x—=0 X x-0 X x—0
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33 Continuidade de funcoes

33.1 Continuidade de uma fun¢ao num ponto

Seja f'uma fungdo real de variavel real e @ um ponto de acumulagdo do seu dominio.

Diz-se que f ¢ continua no ponto a do seu dominio se, e sO se as trés A _
- . . Al =)
condigdes seguintes se verificarem: l f,,
- ) Blisssvsy
e Existe f(a), - A
e Existe lim f(x); T ! 2
x—a | |
o lim f(x) = f(a). P = 3
x—a /

Se uma func¢do ndo ¢ continua num ponto x = a do seu dominio, diz-se que a fungdo ¢
descontinua nesse ponto. A descontinuidade ponto acontecer ou porque a fun¢do apresenta um

«furoy, ou da «salto» nesse ponto.

Pode ocorrer as seguintes situagoes:

e Nao existe lim f(x); e Nio existe lim f(x) # f(a)
x—->a xX—a

5 Jfix) o

CL-o— ﬂ“‘:'l— -

bl_ o -
1 SN
! P i l oy
a ¥ a ‘ X

Descontinuidade ndo evitavel. Descontinuidade evitavel.

e Se lim f(x) = f(a) diz-se que /¢ continua a direita do ponto a;
x—-a

s :f.i"fil ,}L‘}}+ f(x) = f(a)

1
e d
IJ.F L e ._.'_} .
iy |
1
s

k

‘ﬁ:’x)l ‘Ix\
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e Se lim f(x) = f(a) diz-se que /¢ continua a esquerda do ponto «;
x—-a

) 1

Fungao continua num intervalo

Defini¢ao 1

lim £() = (@)

Uma func¢ao f'diz-se continua num intervalo ]a,b[ do seu dominio, se e so se é continua todos

os pontos desse intervalo.

Definicao 2

Uma fung¢ao f diz-se continua num intervalo [@,b] do seu dominio, se e s se verifica seguintes

condigoes:

e E continua em ]a,b[;
e E continua a direita do ponto a;
e E continua a esquerda do ponto b;

Exemplo
1°) Na funcao f definida por

x2—4sex<1
fx)=9-1 sex=1
3—x sex >1

Temos:
/00 = G -0 =2
e

lim f(x) = lim (x? — 4) = -3
x—1" x—1"
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Como os limites laterais sao diferentes, dizemos que lil’{l+ f(x) ndo existe. A justificagdo da
X—

ndo existéncia de um limite devido ao facto de os limites laterais serem diferentes ¢ dada no
teorema que segue.

2°) A fungdo f(x) = 2x + 1 definida em R ¢ continua em 1, pois v
limf(x) =lim2x+1)=3=f(1) sl
x—1 x—1

Notamos que f ¢ continua em R, pois para todo a a € R, temos

)lci_r)rcllf(x) = }lci_r)r(ll(2x+ 1) =2a+1=f(a)

2°) A fungdo

_(2x+1sex+1
f(x)—{4 sex=1

Definida em R ¢ descontinua em 1, pois

lim £(x) = lim(2x + 1) =3 # 4 = f(1)

Observemos que f é continua em R — {1}, temos:

}ci—rgf(x) = 9lci_r)ré(Zx +1)=2a+1=f(a)

3°) A funcao

x+1lsex<l1 ¥
1—xsex>1

fe) ={
Definida em R ¢ descontinua em 1, pois

lim f(x) = lim(x+1) =2
x—-1" x-1"

|

|

4 :
A /00 =ipd -0 =0 / '\ ”

Portanto, ndo existe lirri f(x)
X—

4°) Verificar se a funcao definida por

2 _
f(x) ={;_Zizzzgiécontinuaemxzz

Solucao
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Devemos verificar se lirr% fx)=1(2)
X—

fF(2)=7-2%2=3

lim f(x) = lim (x?—-1)=3
X—27 X2~

lim f(x) = lim (x*—-1)=3
X—27 X—27

Entéo lirr% f(x) =3=Ff(2)

X—

Logo f ¢ continua em x = 2.
Limites infinitos

Os limites infinitos sdo limites em que x — Foo.

' . L f()
f lim 1 '
Seja a fungdo em que o limite € do tipo A 90

O procedimento do célculo consiste no seguinte:

e Colocar em evidéncia a poténcia de x com maior expoente de f(x) e de g(x);

e Simplificar a frac¢ao;
e Substituir x por Foo para obter o valor do limite.

Exemplos

1. Encontra os limites das seguintes fungoes:
2x2—x+3

1.1 lim =
x—+0o0 X“—8x+1

. . . ~ . + 00
Se substituirmos x por +oo, teremos a indeterminacao do tipo o

Para levantar esta indeterminacio, devemos colocar x? em evidéncia:

lim —23252—x+3: lim X2(2—§+x3—2): lim x2(2—§+%):2
xotox® —8x +1  x-ot00,2 (1_§+xi2) X400 1.2 (1_2_'_&)

12 1i 3x2%—4x+2
) x—1>r—noo Vox*+2x-5
3(—0)? — 4(—0) +2 _ oo

im = é uma indeterminacao
oo o) —2(-0) =5~

Levantando a indeterminacao:
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34 Calculo diferencial
34.1 Definicdo de derivada

A derivada de uma fung¢do y = f(x) num ponto x =x0, ¢ igual ao valor da tangente trigonométrica
do angulo formado pela tangente geométrica a curva representativa de y=f(x), no ponto x = x0,
ou seja, a derivada € o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fun¢do no ponto x0
(somatematica, s/d).

A derivada de uma funcao y = f(x), pode ser representada também pelos simbolos:
y', dy/dx ou f' (x).

34.2 Interpretacdo Geométrica

Seja f uma fungdo continua no intervalo aberto 1.
Admitamos que exista a derivada de f no ponto x,
el

Dado um ponto x € I, tal que X # X,, consideremos
a recta s determinada pelos pontos P(Xo, f(Xo)) €

Q(Xo, f(%0)).

A recta s ¢ secante com o grafico de f e seu
coeficiente angular ¢é:

_f00) = F(xo)

tga
g x_XO

A derivada de uma fungéo f no ponto X, € igual ao coeficiente angular __|
da recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa Xo.

Quando queremos obter a equagdo de uma recta passando por P(Xo, yo)
e com coeficiente angular m, utilizamos a férmula de Geometria

Analitica. y —yy =m* (x — xq)

Em particular, se queremos a equacdo da tangente t ao grafico de uma fungao f no ponto (xo,
Vo), onde f € derivavel, basta fazer y, = f(Xo) e m = '(Xo). A equagdo da recta t fica:

Y= Yo = f1(x) * (x = xo)

Exemplo
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Determine a equacio da recta tangente 4 curva y = x? — 3x no seu ponto de abcissa 4?
Resolucao
Xo=4- f(x,) =4*—3x4=14
Entao P(4.,4) ¢ o ponto de tangéncia.
fxo)=f(4)=2+4-3=5
Portanto, o coeficiente angular de t ¢ 4 e sua equagao ¢é:
y—4=5(x—-4)->y=5x—-16

34.3 Interpretacdo Cinematica

Do estudo da Cinematica, sabemos que a posi¢ao de
um ponto material em movimento, pode ser
determinada, em cada instante ¢ através de sua
abcissa s. A expressdao que nos da s em fungdo do
tempo #: s = s(t) 0

e A derivada da fun¢do s = s(t) no ponto t = t, ¢ igual a velocidade escalar do mével no
instante to.
e A derivada da fun¢do v = v(t) no ponto t = t, € igual a aceleracao escalar do mével no

instante to.

Exemplo:

Um ponto percorre uma curva obedecendo a equacio horaria s = t> + t — 2. Calcular a sua
velocidade no instante t, = 2. (Unidades S.I)

Solucio
A velocidade no instante t, = 2 € igual a derivada de s no instante to:

vt) =s'(t) =2t + 1-v(2) =22 +1 =5m/s
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34.4 Propriedades das Derivadas
34.4.1 Derivada da funcao poténcia

Dada a fungédo f(x) = x™,n € N*. A derivada de f(x) é:
fG) =x" > f'(x) = nx""!

Exemplos

1. f(x) =x%> f'(x) = 6x°
2. f(x) =x% > f'(x) = 15x

34.4.2 Derivada da funcao exponencial

Dada a fungdo f(x) =a*,aeRe 0 < a # 1. A derivada de f(x) é:
fx)=a" - f'(x) = a* xlna

Exemplos

1. f(x) =5 > f'(x) =5*%In5
2. f(x) =21* - f'(x) = 21* = [n21

34.4.3 Derivada da funcao seno ¢ cosseno
1. f(x) =senx - f'(x) = cosx

2. f(x) = cosx - f'® = —senx

34.4.4 Derivada da Soma

Sejam u = u(x) e v = v(x). A derivada da f(x) = u(x) + v(x) é:
f1e0) =u'(x) +v'(x)

Exemplos:

l. f(x)=senx + cosx — f'(x) = cosx — senx

2. flx)=x?>—e*> f'(x) =2x —e*

34.4.5 Derivada da Produto

Sejam u = u(x) e v = v(x). A derivada da fungdo f(x) = u(x) * v(x) é:
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[l =u'(x) * v(x) + ulx) * v'(x)
Exemplos:

I f) =02+ D3+ 2x) > f'(x) = 2x = (x3 + 2x) + (x2 + 1)(3x2? + 2)

f'(x) =5x*+9x2+2
2. f(x) = senx x cosx — f'(x) = cosx * cosx + senx * (—senx)
f'(x) = cos?x — sen®*x

34.4.6 Derivada de Quociente

Sejam u = u(x) e v = v(x) e v(x) # 0. A derivada da fungio f(x) = % é:
_ () xv(x) —ulx) *v'(x)

[v(0)]?

f'()

Exemplos

eXxx?—e¥x2x _ e*(x?-2x)
(x2)2 )

L f)=5-F(x)=

x2+41
x+1

)+ —(x%+1)x1 _ x?+2x-1
(x+1)2 T (x#+1)2

2. f(x) = - f'(x) =

34.4.6.1 Derivada da fung¢do tangente

Sejam f(x) = tgx, sabemos que f(x) = % e entdo podemos aplicar a regra da derivada

de um quociente:

u(x) = senx - u(x) = cosx

v(x) = cosx - v(x) = —senx
Portanto,
10 = u'(x) *v(x) —u(x) *v'(x) cos’x+sen’x 1
)= [v(x)]? B cos?x ~costx ¢
Logo,

f(x) =tgx - f'(x) = sec®x



34.4.7 Derivada de uma fun¢do composta (Regra de Cadeia)

F(x) = g(f() = F'(x) = g'(f(2)) * f'(x)
Exemplos

1. F(x) =cos2x - F'(x) = (—sen2x) * 2 = —2sen2x

2. F(x) = sen3x > F'(x) = (3sen?x) = (senx)’ = 3 = sen®x = cosx

35 Estudo da variacao de uma funcao

Observa o grafico da fungao f'e da sua funcdo derivada f°:

YA — .
5 B o e o
oy // ’ i S P4
\ Ll
P . !
% | B f! necativa positiva
= T >
‘|~I X
Conclusao i ;
i’
b, b
e Uma fungdo ¢ estritamente crescente num intervalo quando y.id
, .. - i
f” positiva. Se > 0, entdo fcresce. Ll
f --"‘T'Jf"
— =
?/’ a X
./.
e Uma fungdo ¢ estritamente crescente num intervalo quando f~ "
positiva. Se f > 0, entdo f decresce. X l".a
\_\;\\
'\\
b
— B .
a ‘-1 = 3{;

e Se a derivada f” ¢ nula em todos os pontos do intervalo, entdo f ¢ constante nesse
intervalo.
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Exemplos
1° Dado a fungdo f(x) = 2x? —x — 1:

a) Vamos determinar f°;
b) Vamos estudar a monotonia da fungao.

Solucao
a) f'(x) =4x—1
<! 1 1
X 2 7 X ;
f’ — 0 n

£ \ _2
8
Para encontrar f G) devemos substituir X por 1 / 4 na fungdo primitiva:

()2 513

Extremos relativos da fungao

Observa os graficos abaixo.
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\
\
\ b
A A / \.\
\, <0 ('3(’:/ \.\
pante maximo \ / N\
ralative \ / \
\ /
def [o. flo)] ¥ y, \\
¥ \ ¥ kY
317 e g 1 f{al e . \
\ =0 s N f <0 5 ponto minimo X
\, / \ ' relacivo N\
N\ / \ ™ de ria. f1a)
\ /, \ e [{a. fla}]
A / ¥ — >
\\ ! a \ ¢ ¥
\ )
e \
N |
N\ {

Sendo @ um ponto de dominio f, f(a) diz-se que ¢ um maximo relativo de f'se e so se existe
pelo menos, uma vizinhanga de a tal que f(x) < f(a), Vx;

Nopontox =a, f (a) = 0.

Sendo @ um ponto de dominio f, f(a) diz-se que ¢ um minimo relativo de f'se e so se existe pelo
menos, uma vizinhanga de a tal que f(x) = f(a), Vx;

Nopontox =a, [’ (a) = 0. Y a
2
Se um maximo relativo ¢ ao mesmo tempo o maior valor do ™0,/ \\F <0
f 1]
y . ~ . ;. ] \
contradominio da fung¢ao, diz-se maximo absoluto; P | \
|‘J-Jr EI‘- }I'"' -.:\'
\ )
! \
III
. . \ /
Se um minimo relativo ¢ a0 mesmo tempo o menor de todos os | /
. ~ 1 . ' /
valores do contradominio da fung¢ao, diz-se minimo absoluto; \ . /
— 7
\ /
Fro\ | AF<0
‘-.ﬂ_;_,,-
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Exemplo
Considera a fungdo f(x) = §x3 —x2+1

a) Vamos determinar f(x);
b) Vamos indicar os intervalos de monotonia da fung¢ao;
¢) Vamos indicar os extremos relativos da func¢ao.

Solugao

a) f'(x) =x%—2x
b) f/(x) =0 x?—-2x=0

x(x—2)=0->x=0o0ux=2
Para x € | — o0, 0[U]2; +oo], a fungdo cresce.

Para x € ]0; 2[, a fung@o decresce.

x<O0 0 x<0 2 x<O0
f’ + 0 — 0 +
f 1 1

/ \ 3 /

c) O ponto (0,1) ¢ um maximo relativo.

1, , .
O ponto (2,— §) ¢ um minimo relativo.

GATILHO DE MATEMATICA |




35.1 Sentido da concavidade e ponto de inflexao

Examinemos o grafico de uma fungao f(x). Observa o seguinte:

Entre os pontos A e B a derivada ¢ positiva, mas vai diminuindo, até se anular no ponto
B;

Entre B e C a derivada ¢ negativa, mas cresce em valor Fa
absoluto;

De C e E a derivada cresce continuamente, mas ¢ N
negativa entre C e D e positiva de D até E; ‘ .
O ponto C, em que a fun¢do muda o sentido de /
concavidade, chama-se ponto de inflexao; e —

A derivada f’(x) ¢ crescente ou decrescente conformea 4 -
sua derivada f ”(x) é negativa ou negativa nesse

intervalo

Assim, em resumo, pode afirmar-se:

O gréfico de uma funcdo tem a concavidade virada para cima se a 2* ¢ positiva:
Se > 0 entdo f ¢ concavo para cima;
O grafico de uma fun¢do tem a concavidade virada para baixo se a 2* ¢ positiva:
Se f°’< 0 entdo f'¢é concavo para baixo.

Exemplos

1°) Seja f(x) = 2x2 —5x + 4

A fungdo derivada ¢ f "(x) =4x — 5.

A 2* derivada ¢ f ’(x) = 4.

Visto que a 2% derivada € sempre positiva, o grafico da funcao ¢ concavo para cima.

2°Seja f(x) = x>+ 6x%+3

A 1*derivada é f'(x) = 3x2 + 12x

A 2*derivada é f"(x) = 6x + 12

O ponto de inflexao ¢ dado por:

f'x)=0-6x+12=0->x=-2

f(=2)=(=2°%+6%(=2)>2+3=19
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Logo: o ponto de inflexao ¢ (-2, 19).

Para facilitar, vamos esquematizar o estudo num quadro em que os simbolos U e N indicam o
sentido da concavidade:

x | —o0; 2] —2 | — oo 2]
f"(x) - 0 +
f(x) N 19 U

35.2 Determinagdo das assimptotas

Seja f(x) uma funcao real de varidvel real e C uma curva representativa desta fun¢ao no sistema
coordenado de ordenadas.

Uma recta r diz-se assimptota da curva C representativa da fungdo f'se a distancia de um ponto
qualquer da curva C a recta tende para zero quando x = +o ou x = a.

Assimptota vertical

A recta r de equacdo x = a, com a € R, ¢ uma assimptota vertical (AV) do grafico da funcao
y =1f(x) se e s6 se:

. xllrg_ f(x) = +o0 (ou — )

o xli)rgtlJr f(x) = 4+ (ou — )

Y ik - T g =
2
|
X =aéumaAV lim f = —oo lim f = +oo
x-bt x>0+
x=b éuma AV lim f = 4o
x—-0%

X =¢éuma AV
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Exemplos

1° Vamos determinar as assimptotas verticais de cada uma das seguintes funcdes:

y:

lim f(x) = +o
x-1t ,
x=16&éAV

lim f(x) = —o0

x-1"

Assimptota horizontal

x2—1

im0 = 4o

Jim £ = e

x=-16AV

A recta da equagdo y = b, com b € R, ¢ uma assimptota horizontal (AH) do grafico da funcao

y = f(x) se:
lim f(x)=b ou lim f(x)=»b
X—00 X—>—00
y=aéuma AH y=b ¢ uma AH y=d ¢ uma AH
y=c¢uma AH
VA VA VA
Il b \
e mEmmsswaEs = \\
/’ ; F Y -2 . _ s s
|l
Exemplos
o _ 2x%+3x+3
1 )f(x) T x2-x+1
2x%+3x+3
y=lim-——m—=

x-0 x2—x+1

y =2 ¢ uma assimptota horizontal.
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20)y p—

—x24+x+1
x2+5

y = lim f(x) = -3
X—00

y = -3 ¢ uma assimptota horizonta.

35.3 Estudo completo de fungdes

x-=2

Vamos fazer o estudo completo da fungdo f(x) = =—.

xX+2

Dominio da fungdo: x + 1 =0 - x = —1; Dy:x € R\{—1}
Zerosda funcdo: x —2=0->x =2
Ordenada na origem: f(0) = N f(0)=-2

0+1
Equagdes das assimptotas:

Assimptota vertical Assimptota horizontal
li xX—2 n x—2
x = lim =+ = i =
~rx+l Y x1—1>r+noox+1 oo
x = lim = — = - _
x-1tx + 1 y_x—l>r—noox+1_ ®
Assimptota vertical: x = -1 Assimptota horizontal: y = 1.
Paridade
X—2
f) =—
—X—2 xX+2
[0 ="%==

Logo, a f(x) ndo € par nem impar.

Intervalos de monotonia:
—x2 () = —3

f(x) T ox+2 - f (X) - (x+1)2

O numerador ¢ positivo ¢ também o ¢ o denominador. Por esta razdo f'(x) > 0,

qualquer que seja x. Logo, a funcao ¢ sempre crescente no seu dominio.
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Sentido da concavidade:

f(0) = G2
17 _ 6
[ = (x+1)3
x+1=0ex=-1
X x < -1 -1 x> -1
() + -
f(x) U -3 N

Contradominio: y € R \{1}
N3do tem extremos relativos

Injectividade: a funcdo € injectiva

Esbogo grafico:

4
.Ill |

Exemplos

1°) Dada a fung¢do f(x) = §x3 - Xx;

a) Vamos determinar os zeros da funcao:

f(x)=0—>x<%x2—1)=0

1
x=00u§x2—1=0—>x=00ux=i\/§

b) Vamos determinar os intervalos de monotonia e os extremos relativos (se existirem).

ff(x)=x?-1->x2-1=0->x=+1

b x < -1 -1 -1<x<1 x>1
f,(x) + 0 +
f(x) 2

x A 2 . S

Para x < —1 ou x > 1 a func¢ao cresce;
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Para —1 < x < 1 a fungao decresce;
O ponto (—1, g) ¢ 0 maximo relativo;

2\ , , . .
O ponto (1, — 5) ¢ 0 minimo relativo.

¢) Vamos determinar o sentido da concavidade e os pontos de inflexao (caso existam).
ffx)=x*—=1->f"(x)=2x;f"(x) =0,sex =0

x x <0 0 x>0
f”(X) _ 0 +
f(x) n 0 v
Ponto de inflexao (0,0);

Parax <0 f € concavo para baixo;
Parax >0 f ¢ concavo para cima.

d) Vamos fazer o esbogo do grafico
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x2

fQx) =

9 — x?
Dominio da fungdo: Df: x € R\{£3}
Assimptota vertical: x =3 ex=-3
2
Assimptota horizontal: y = lim =-1

X—+00 9—x2

. () — _18%
Derivada: f'(x) = ox2)?
18x =0 x=0
x x<0 x>0
760 - "

%) ~.

Esbogo grafico:

Contradominio: y € R\{—1}
Paridade: f'¢ par
Injectividade: /¢ ndo injectiva e ndo sobrejectiva
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36 Introducao ao Calculo Integral

36.1 Tabela de Integrais

fdx=x+c
xn+1
Jxtdx =—+c
& ln|x| +c

faxdx=ﬂ+c,a>0,a¢ 1
[eXdx=e*+¢

[ senxdx = —cosx + ¢

10 [ cosxdx = senx + ¢

o = S

Exercicios Resolvidos

2 2+1 x3
1. [x%dx == =S +c
2+1
4 _ 4 o xtt 3_xs
2. [3x*dx =3 [x*dx = 34+1 —+c
Zd 2+1__l

3. f cdx = [xPdx=——=——+c
l+1 x% 3%

4 f:{/_dx_fx?’dx_ +1=T= ” +C
3 3

Propriedade da integral indefinida

Sejam f; g: I - Re ¢ # 0 uma constante. Entdo:

[cf(x)dx =c [ f(x)dx
b. [(f(x) £ g(x))dx = [ f(x)dx £ [ g(x)dx

Exercicios Resolvidos

19 [(Bx? +5 +VX)dx = [ 3x2dx + [ 5dx + [VEdx = 3 [x%dx +5 [ dx + [ x2 dx

3
x3 2 2Vx3

X 3
:T+5X+T:X + 5x +

+C

2

20)f(x3+2x+7)dx:f(x;+2x—x+£)dx=fxzdx+f2dx+7f%=x;+2x+ln|x|+C

X
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o e* 1 X 1 2 e* 2 e*
3)f(7+m/§)dx=5fe dx + [ xt xx2dx = —+ [x2dx = — +

36.2 Método da Substituicdo ou Mudanca de Variavel para Integracao

Utilizando regras de integracdo, ¢ possivel encontrar a primitiva de algumas fungdes.
Entretanto, o que acontece quando temos que encontrar a primitiva de func¢des do tipo:

[ 2xV1 + x2dx
Tendo a seguinte situago:
[ Flgt).1g ol ax
Fazendo u = g(x) tem — se du = g'(x)dx temos:
[ Floe) Tgax = [ fadu=Faw + ¢

Exercicios Resolvidos

1°) [ 2xV1 + x2dx

Seja: u = 1 + x? - du = 2xdx

1 2Vu3
fo\/1+x2dx—>f\/ﬂdu=fu5du=

3

Recorrendo a igualdade: u = 1 + x?, temos:

2./ (1 + x?)3 L

fo 1+ x2dx = 3

2
20) [ 2 dx

Seja: u = Inx - du = idx

Inx)? u3
f( ) dxﬁfuzdu:?

X

Recorrendo a igualdade: u = Inx, temos:

f (ln;c)2 D = (Inx)3 L

3
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3°) [ sen(x + 7)dx

Seja:u=x+7 > du =dx

f sen(x + 7)dx — fsenudu = —cosu+C

Recorrendo a igualdade: u = x + 7, temos:
f sen(x+7)dx = —cos(x+7)+C
4°) [ sen?(x)cos (x)dx = [[(sen(x)]?cos (x) dx

Seja: u = sen(x) - du = cos (x)dx
u3
f[(sen(x)]zcos (x)dx - Juzdu =3
Recorrendo a igualdade: u = sen(x), temos:

sen(x)3
3

[tsencorzeos (@ ax = e
5°) [ x3cosx*dx

Seja: u = x* - du = 4x3dx - %u = x3dx
Jx3 *d 1] du ! en
cosx*dx = — | cosdu = —senu
4 4
Recorrendo a igualdade: u = x*, temos:
3 4 1 4
x°cosx*dx = g Senx +C

36.3 Método da Integragdo por Partes

Podemos escrever a formula da integracdo por partes, expressa por:

fudv=uv—fvdu

Exercicios Resolvidos

1°) [ Inxdx
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Seja:u=lnx—>du=‘i—xedv=dx—>fdv=fdx—>v=x

Utilizando a formula de integracdo por partes temos:

fudv=uv—fvdu

dx
J. Inxdx = xlnx — f X~ —>f Inxdx = xlnx — x - f Inxdx = x(Inx —1) + C

2°) [ xsenx dx

Seja: u = x » du = dx e dv = senxdx - [ dv = [ senxdx - v = —cosx

Utilizando a formula de integragdo por partes temos:

fudvzuv—fvdu

f xsenx dx = —xcosx — f —cosxdx — f xsenx dx = —xcosx + f cosxdx

fxsenx dx = —xcosx + senx + C

3°) [ xinxdx

Seja:uzlnx—>duzﬂedvzxdx—)fdvzfxdx—)vzﬁ
X 2

Utilizando a férmula de integragdo por partes temos:

fudvzuv—fvdu

]l p le szdx Ind le x?
= S RN = -
xlnxdx > nx > xlnxdx > nx 722

2

—fl dx = > (l 1>+c
= xnxx—2 nx 2

4°) [ xe**dx
Seja:u=x—>du=dxedv=e2xdx—>fdv=fezxdx1—>v=%ezx

Utilizando a férmula de integragdo por partes temos:
fudvzuv—fvdu

! Para resolver esta integral o utilize o método de substituigdo onde u = 2x
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X 1 X 1
fxezxdx = Eezx - fiezxdx —>fxe2xdx = Eezx _Ef e®*dx

X 1 1 1 1
2x — _p2x _ _ . p2x Zxd — _p2x _
fxe dx 5¢€ S*5e —>fxe x=-e (x 2>+C

GATILHO DE MATEMATICA |



37 Matriz de exame de admissao

1. Fracgdes simples e mistas

1.1. Transformacao de fracgdes para decimais e vece-versa
1.2. Operagdes com fracgdes

2. Percentagens

2.1. Transformagao de frac¢cdes em percentagem e vice-versa
2.2 Célculo de percentagens multiplos

2.3 Aumentos numerarios e percentuais

2.4. Diminui¢des numerarios € percentuais

3. Proporgdes e problemas de bom senso

4. Circunferéncia

4.1. Posi¢ao relativa de uma recta e de uma circunferéncia
4.2. Angulos ao centro e arcos de uma circunferéncia

4.3. Relagdes entre cordas, arcos e angulos ao centro

4.4. Amplitude de angulo e de arco

4.5. propriedades relativas a cordas, arcos e angulos ao centro
4.6 Angulos inscitos e exterios a circunferéncia

4.7 Area do sector circular e da coroa circular

5. Conguéncia de tridngulos

5.1. Determinagdo de congruéncia de angulos a partir de duas rectas paralelas e uma secante
por elas

5.2. Angulos de um triangulo

5.3. Critérios de conguéncia de tridngulos.
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6. Potenciagao e Radiciagao

6.1. Simplificacao de expressdes numéricas com poténcia inteira
6.2. Simplificacdo de expressdes numéricas com poténcia fraccionaria (radicais)
7. Quadrilateros

7.1. Teorema de Thales e sua aplicagao

8. Semelhanga de triangulos

8.1. Homotetia e semelhanca

8.2 Teorema de Thales

9. Equagdes

9.1. Equagdes polinomiais

9.2. Equagdes racionais fraccionarias

9.3. Equagdes Irracionais

9.4. Equagdes exponenciais

9.5. Equagdes logaritmicas

10. Sistemas de equacdes

10.1. Sistemas lineares de duas equacdes e duas incoOnitas
10.2. Sistemas de trés equacdes e trés incognitas

10.3. Problemas envolvendo sistemas de equacdes

11. Inequagdes

11.1. Inequagdes polinomiais

11.2. Inequagdes racionais fracciondrias

11.3. Inequagdes Irracionais

11.4. Inequagdes exponenciais
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11.5. Inequagdes logaritmicas

12. Geometria Analitica

12.1. Equacao de recta

12.2. Determinacao de coordenadas de um ponto da divisdo da recta sendo dada a razdo
12.3. Equacao da cricunferéncia

12.4. Equacao da elipse

12.5. Equacao da hipérbole

12.6. Posicao relativa de rectas

12.7. Distancia entre dois pontos e de um ponto a recta

13. Trigonometria

13.1. Redugdo de angulos ao primeiro quadrante

13.2. Razdes de angulos acima de 360° e no sentido negativo
13.3. Teorema de pitagoras, dos senos € co-seno

13.4. Fungdes trigonométricas

13.4.1. Caracterizagdo de fungdes: dominio, contradominio, paridade, bijectividade e
periodicidade

13.4.2. Transformagodes lineares com fungdes trigonométricas
14. M6dulo de um nimero real

14.1. propriendades sobre expressdoes modulares

14.2. Expressoes modulares

14.3. Equacdes modulares

14.4. Inequagdes modulares

14.5. Fungdes modulares
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15. Analise Combinatoria
15.1. Factorial

15.2. Arranjos, Combinagdes e permutagdes simples
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