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Prefacio

Las cosas se deberian explicar de la forma mds sencilla posible, pero no mds sencilla atin.
(A. Einstein)

Alrededor de 1920 un peridodista pregunté al astrofisico britdnico Arthur Eddington si era
verdad que en el mundo entero s6lo habia cuatro personas que entendian la teorfa de la relati-
vidad general. Eddington se qued6 pensativo durante unos momentos y respondié: “Me estoy
preguntando quién podria ser el cuarto.”

Aunque es posible que la anécdota sea histéricamente correcta, la afirmacién de Eddington
ciertamente no lo era, ni ahora, ni entonces. Prueba de ello es la gran cantidad de fisicos que se
han puesto a trabajar en la relatividad general y el niimero de soluciones que fueron halladas
en los afos inmediatamente después de la publicacién de la teoria en 1915: la accién de Hilbert
(1915), los agujeros negros de Schwarzschild (1916) y Reissner-Nordstrom (1916 y 1918), los espa-
cios de De Sitter y anti-De Sitter (1916 y 1917), la clasificacién cosmolégica de Friedmann (1922),
la onda gravitacional de Brinkmann (1923), la compactificaciones de Kaluza y Klein (1921 y 1926),

Aun asf la teoria de la relatividad siempre ha tenido fama de contraintuitiva y tremendamen-
te dificil. Esta fama, en mi opinién, es solamente justificada hasta cierto punto. La teoria de la
relatividad especial forma parte del curriculum estdndar de cualquier estudiante de fisica en los
primeros afios de la carrera. La relatividad general es mas dificil y la suelen estudiar sélo los
estudiantes especializandose en fisica tedrica.

Sin embargo, conviene distinguir dos partes dentro de la relatividad general: una parte fisica,
que describe las ideas bésicas de la teorfa, y una parte matematica, que nos da el formalismo con
el cual describir la fisica. La dificultad de la relatividad general estd en la parte matematica, ya
que contiene andlisis tensorial y geometria diferencial, temas que el tipico estudiante de fisica
no encuentra en su curriculum sino para estudiar relatividad general. Por otro lado, la parte
fisica es relativamente sencilla, no siendo en el fondo nada méas que llevar hasta sus tltimas
consecuencias logicas unos pocos principios basicos. Segtin Rutherford “una buena teoria fisica
se le puede explicar a una camarera en un bar”. En mi opinién (la parte fisica de) la relatividad
general satisface esta condicién (con suficiente tiempo disponible).

En este curso he intentado mantener el equilibrio entre estas dos partes, puesto que creo que
las dos son igual de importantes: sin la matematica es imposible alcanzar un nivel que vaya mds
alla de los numerosos libros de popularizacién sobre relatividad. Por otro lado, sin la parte fisi-
ca uno estaria haciendo bdsicamente geometria diferencial a un nivel que lo podia haber hecho
Riemann en el siglo XIX y se perderia unos profundos principios sobre la equivalencia de obser-
vadores y la estructura del espacio y el tiempo.

La teoria de la relatividad es, junto con la mecanica cudntica, uno de los dos pilares de la
fisica del siglo XX. Cualquier teoria que pretenda ser fundamental deberia tomar en cuenta estos
dos pilares. Pero hay dos razones que hacen que la teoria de la relatividad sea histéricamente
diferente de la mecanica ctiantica, incluso de la teorfa ctiantica de campos.

La primera razén es que la teoria de la relatividad fue esencialmente el trabajo de una sola per-
sona. Donde la mecanica ctiantica fue desarrollado por gente como Bohr, de Broglie, Heisenberg,
Schrodinger, Pauli, etc, en partes mds o menos igual de importantes, la teoria de la relatividad es
el fruto (casi) inicamente de Albert Einstein, ademds en un periodo de unos 10 afios, entre 1905
y 1916.

La segunda razén que hace que la teoria de la relatividad ocupe un lugar especial en la fisi-
ca es que fue desarollada por razones puramente tedricas, no para dar una explicaciéon a unos



resultados experimentales nuevos. Muchas veces se dice que la relatividad especial fue desaro-
llada para explicar el resultado nulo de los experimentos de Michelson y Morley, pero esto no es
histéricamente correcto. Einstein mismo siempre ha dicho que en 1905 no sabia de los resultados
de Michelson.!

El verdadero punto de partida de Einstein era la incompatibilidad de la mecanica newtoniana,
la teoria de Maxwell y el principio de la relatividad de Galilei. La mecdnica newtoniana y la teoria
de Maxwell tienen grupos de simetria diferentes, mientras el principio de la relatividad dice en
grandes lineas que todas las teorfa fisicas deberian tener el mismo grupo. La solucién de Einstein
a este problema tedrico, la teoria de la relatividad especial, es una reformulacién de la mecénica
newtoniana en términos del grupo de Lorentz, el grupo de simetria de la teorfa de Maxwell. De
paso la relatividad especial nos proprociona una nueva manera de pensar sobre la estructura del
espacio y el tiempo.

También la motivacion para la relatividad general fue puramente tedrica: Einstein se di6 cuen-
ta de que la teoria de la gravedad, tal como fue propuesta por Newton, no era compatible con la
estructura del espacio y el tiempo que surge de la relatividad especial. Einstein formulé una nue-
va version de la gravedad, que esencialmente convierte la gravedad newtoniana en una teoria
de campos, un concepto introducido por Faraday y Maxwell unos 50 afos antes. La interaccion
gravitatoria ya no es instantdnea y a distancia, sino a través de un campo intermediario por el
cual la fuerza gravitatoria se propaga con velocidad finita. Lo revolucionario de la relatividad ge-
neral es la identificacién de este campo intermediario con la métrica, un objeto matemaético que
describe las propiedades geométricas del espacio. La relatividad general induce por lo tanto una
profunda relacién entre la gravedad y la curvatura del espaciotiempo.

De este modo la teoria de la relatividad no es s6lo una teorfa moderna de la gravedad, mejo-
rando la gravedad newtoniana, sino también nos ensefia unas lecciones en la frontera entre fisica
y metafisica. Primero, por un lado la relatividad especial ha eliminado los conceptos del espacio
absoluto, del tiempo absoluto y de la velocidad absoluta, por no ser observables, mientras por
otro lado la relatividad general ha incorporado en la fisica el concepto del espaciotiempo dindmi-
co, como una entidad fisica, igualmente real que conceptos como masa, carga, energia o momento
angular. El espaciotiempo ha pasado de ser un escenario estatico donde ocurre la fisica a ser una
parte mds de la fisica que influye lo que contiene y puede ser influenciado por ello.

Y la segunda leccién que nos ensefia la teoria de la relatividad es que una buena teoria fisica
tiene que hacer algo mas que simplemente reproducir las observaciones o los datos experimenta-
les de un observador. Deberia poder escribir los datos experimentales de cualquier observador y
si distintos observadores estdn relacionados por ciertas transformaciones de simetria, entonces la
teoria deberia reflejar estas simetrfas y tomar una forma tal que es invariante bajo estas transfor-
maciones. En otras palabras, la teoria de la relatividad nos ensefia la forma en que de debemos
formular una teorfa fisica para poder tomarla en serio.

No es de extrafiar que la teoria de la relatividad sea una de los pilares fundamentales de la
fisica conocida.

1 Aunque esto tampoco es verdad: existen pruebas de que lo habia discutido en varias ocasiones en su grupo de amigos
fisicos.
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Parte I

El Principio de la Relatividad y la
Relatividad Especial
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Capitulo 1

Breve repaso de la teoria de Maxwell

La teoria de la relatividad especial debe su origen a las ecuaciones de Maxwell del campo
electromagnético.
(A. Einstein)

La teoria de Maxwell de las interacciones electromagnéticas siempre ha tenido una relacién
muy estrecha con la teoria de la relatividad. Aunque data de unos 40 afios antes de que Eins-
tein presentara su relatividad especial, ya llevaba algunas de las caracteristicas de ésta, como la
velocidad de la luz como una velocidad absoluta y la invariancia bajo las transformaciones de Lo-
rentz. La teoria de Maxwell encaja tan extraordinariamente bien en la relatividad especial y con
unas ligeras modificaciones en la relatividad general, que servird en numerosas ocasiones como
ejemplo concreto o caso de prueba de técnicas que encontramos a lo largo de este curso. Por lo
tanto merece la pena repasar brevemente los aspectos mas importantes de la teoria de Maxwell
en lenguaje tridimensional.

1.1. El limite a sistemas continuos

La teoria de Maxwell es una teoria de campos, es decir una teorfa con infinitos grados de li-
bertad. El concepto de un campo fisico fue introducido por Michael Faraday (1791-1869), que
habia observado que el serrin metdlico se agrupaba segtin filamentos en la proximidad de car-
gas eléctricas e imanes. Faraday se imaginaba que las cargas y los imanes generaban campos
eléctricos y magnéticos que se extendian por el espacio y que éstos actuaban a su vez sobre otras
cargas e imanes. De esta manera, Faraday consiguié eliminar el problema de la accién a distan-
cia, tan tipico de la gravedad newtoniana y la ley de Coulomb, que postula que las interacciones
fisicas se manifiestan instantdneamente a distancias arbitrariamente grandes, sin preocuparse de
la pregunta de cémo se propagan estas influencias. En una teoria de campos, como la teoria de
Maxwell, las distintas particulas no interacciones direcamente entre ellas, sino usan los campos
como los transportadores de las interacciones fisicas: una perturbacién de una carga eléctrica ge-
nera una perturbacién en el campo electromagnético, que a su vez se propaga a velocidad finita
(la velocidad de la luz) por todo el espacio. Las demds cargas en el universo sélo notan la influen-
cia de la perturbacién original, cuando la perturbacién del campo electromagnético haya llegado
hasta ellas. En este sentido un campo fisico es realmente un intermediario a través del cual las
distintas particulas interaccionan sobre grandes distancias. Hoy en dia, las teorias de campos for-
man la base de la fisica moderna: toda la fisica de particulas estd basada en la teorfa cudntica de
campos, mientras en cierto modo la relatividad general no es méds que una reformulacién de la
gravedad newtoniana en lenguaje de una teoria de campos.

13
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Figura 1.1: Una serie de masas m estdn conectadas a través de muelles con constante k y posicion de
equilibrio Lo. En la situacion de equilibrio (arriba) las masas estdn separadas por la distancia Lo. En la
situacion general (abajo) el desplazamiento de la masa m de la posicion de equilibrio estd caracterizado por

Pa

Conceptualmente las teorias de campos son un poco diferentes que los sistemas discretos. Por
lo tanto es util estudiar la conexién con la mecénica analitica discreta, antes de tratar a fondo el
electromagnetismo. Desde el punto de vista mecénico, una teorfa de campos no es nada mas que
una teorfa con un ntmero infinito (continuo) de grados de libertad. Son aplicables por lo tanto
las mismas técnicas que ya conocemos de (por ejemplo) el formalismo lagrangiano, s6lamente
tomando en cuenta la sutileza de tomar de manera adecuada el limite continuo. En esta seccién
revisaremos cdmo tomar este limite.

Consideramos un sistema que consiste de una serie infinita (pero contable) de masas iguales
alineadas a lo largo del eje = y conectadas por muelles idénticos de tamario L y constante eldstica
k. Supondremos ademds que las masas s6lo se pueden mover en la direcciéon = (Véase Figura 1.1).
Tomamos como coordenadas generalizadas g, () la posicién de la a-ésima masa m

da (t) = CVL() + ¢a (t), (11)

donde el indice o € Z corre de —o0 a 50 ¥ ¢4 (t) mide la desviacion de la posicién de equilibrio.
Las velocidadas generalizadas por lo tanto vienen dadas por ¢, = ¢,. La energia potencial es
proporcional al cuadrado de la desviacién de los muelles del tamafio de equilibrio y viene dada

por
V= % Zk(Qa—H —qa — Lo)* = %Zk(%ﬂ — 6a)>. (1.2)

Podemos por lo tanto escribir el lagrangiano como
1 o1 2
L= 32 méh—g 2 kbari =)
_ 1 moy Gat+1 — Pa\?
= 3 Z{;LO{LO Do kL0<7LO ) }7 (1.3)

donde en la Gltima igualdad hemos sacado un factor L por razones que se haran claras un poco
mas adelante. Las ecuaciones de movimiento vienen dadas por

Lﬁoéa = kLO(%) - kLo(%Lfgal). (1.4)

Aqui no estamos interesados en intentar resolver estas ecuaciones, sino queremos saber qué ocu-
rre con el lagrangiano y la ecuaciones de movimiento en el limite donde la posicién de equilibrio
L tiende a cero.

14



Una primera observacion es que en este caso la distribucién de masas se hace continua y el
sistema de masas conectadas por muelles tiende a una varilla eldstica con cierta densidad de
masa p. El indice discreto a que hace referencia a la a-ésima masa, se convierte en una variable
continua z, indicando los puntos a lo largo de la varilla. Concretamente, la coordenada genera-
lizada ¢, (t) que indica el desplazamiento de la masa « se convierte en una funcién ¢(z,t) del
desplazamiento de una cantidad infinitesimal de masa dm a lo largo de la recta.

De este modo hemos pasado de una teorfa con un nimero discreto de grados de libertad a
una teoria con un ntmero continuo de grados de libertad. En otras palabras, a una teoria de
campos. Notese que, a pesar de que ¢(z,t) es una funcién de z y de ¢ sin que ninguna de los dos
variables juegue un rol més fundamental que el otro, el origen de cada uno de las variables es
muy distinto. Merece la pena enfatizar que en el limite de teoria de campos, las cantidades fisicas
fundamentales, las que juegan el papel de coordenada generalizada, son los campos ¢(z,t) y no
las posiciones x. Las posiciones x no son en cierto modo mds que una etiqueta continua para
distinguir los diferentes grados de libertad ¢.

Miremos ahora como se transforman el lagrangiano (1.3) y las ecuaciones de movimiento

(1.4) en el limite Ly — 0. Esta claro que en este caso las cantidades ¢, (t) y é.(t) se convierten en
derivadas parciales con respecto al tiempo:

2

balt) — 5r6(@,1) Balt) — 56(e,1). (15)

Ademas, el segundo término de (1.3) es practicamente por definicién la derivada parcial con
respecto a = (ésta es la razén por haber sacado el factor Ly antes),

m Pat1(t) — Palt) . ¢(x + Lo, t) — d(z,t)

Lo—0 LO Lo—0 LO

0

y consecuentemente los términos del lado derecho de (1.4) se convierten en una derivada segun-
da:

lim [(%H*%)i(%wail” e i[&j)(erLo,t) _ 99 _ Pela.t)

1.7
Lo—0 L3 L3 Lo—0 Lg Ox Ox ox? (17)

Queda por lo tanto identificar el limite de los parametros que aparecen en el lagrangiano y la
ecuacién de movimiento. La cantidad m/Ly tiene dimensién ML~%,! y en el limite continuo se
convierte en la densidad p de la varilla. La cantidad £Lg se identifica de la siguiente manera: la
fuerza necesaria para extender uno de los muelles la distancia (¢411 — ¢«) viene dada por

F = M —60) = kLo @20 _ yap, 1.9
0
donde ALy = (¢a+1—¢a)/Lo es la extension por unidad de longitud y Y es el médulo de Young,
la constante de proporcionalidad entre la fuerza aplicada y la extensién por unidad de longitud
en los materiales elasticos, una constante que depende del material considerado.

Con esta identificacién de la densidad y el médulo de Young podemos escribir el lagrangiano
(1.3) como

L= / dr[ 9 (00 — LY (0,07 (1.9)

donde la suma sobre los desplazamientos ) Lo se ha convertido en una integral f dx sobre
la variable continua z. Del mismo modo, la ecuacién de movimiento (1.4) se convierte en una
ecuacion de ondas

p02p(x,t) — Y O2¢(x,t) =0, (1.10)

LPara el anélisis dimensional usado en este libro referimos al Appendice ??.
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que describe ondas (longitudinales) de densidad en el material de la varilla que se propagan con
una velocidad v = /Y /p.

Podemos escribir esta integral como L = [dx £, donde el integrando L(¢, d,¢,0:¢) es la
densidad lagrangiana, que contiene toda la fisica del sistema. A su vez se define la accién S como

(6, ay, 040)) = / 0t L(6, 0ur, 0y0)) — / didz £(6, 9,0, 009). (1.11)

Noétese que hemos tenido mucho cuidado en obtener el limite continuo de tanto el lagrangiano
(1.10) como las ecuaciones de movimiento (1.9), sin decir todavia nada sobre cémo derivar las
ecuaciones de movimiento del lagrangiano. En principio no es muy diferente a la derivacion
estdndar de la mecénica analitica con variables discretas, salvo que ahora hay que variar con
respecto a los campos ¢(z, t), es decir, a variables continuas. La herramienta matematica necesaria
para esta operacion es la derivada funcional, definida como

) SF(G,¥) _ OF(0(!, 1)) 56(x',t)
So(m.n) T Tt Sole.t) O ) sewn

para cualquier funcién F(¢(z,t)) y donde é(z — z’) es la delta de Dirac.

La variacién de (1.11) con respecto a los campos ¢(z, t) viene entonces dada por

— _ 5£(¢($at)vax(b(mat)vat(z)(xvﬁ))
0= 557/dtdx { S

(', ')

OL((x,1), 0x (2, 1), i (2, 1)) .
00, (', 1) 00 p(a,t')

5E(<Z)(x,t) On (x,t),6t¢>(x,t)) ’og
5004 1) bvo(at) | (113

Igual que en el caso de variables discretas, podemos suponer que §0, ¢(2',t") = 0pdp(a’,t'),
de modo que integrando por partes los tltimos dos términos e imponiendo las condiciones de
contorno

5o(a,t1) = 06(w,to) = ¢(x1,t) = p(x2,t) = O, (1.14)
(es decir, tomando la variacién igual a cero tanto en los puntos iniciales y finales como en los
contornos?), tenemos que la variacién toma la forma

0 1) 0 5 5
' 55:/dtdx {ﬁ(m) +%(5<ax¢fx,t>>) B 5<Z>(fc:,1f)

lo que por el calculo variacional s6lo es cero si estd satisfecha la ecuacién de Euler-Lagrange para
una teoria de campos:

Joon. )

0 1) 0 1) 1)
5o 5 Go) - 5

Concretamente para el caso de la accién (1.9) tenemos que

=0. (1.16)

OL (o, ¥), (e’ '), B p(a’ ¥))
5(0:0(w, 1)
OL(9(a' ), 0ur6(a,¥), (e’ 1))
5(81’(;5(1; t))

2En el caso de la varilla eldstica hemos tomado 21 = —co y z2 = 00, pero en general la integracién se puede hacer
tanto en intervalos finitos como infinitos.

= p (e, 1)d(x — 2')3(t — 1) = p Begla, 1), (1.17)

=Y 0,02, t")o(x —2")5(t —t') =Y O,9(x,t), (1.18)
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tal que (1.16) aplicado al lagrangiano (1.9) implica la ecuacién de movimiento (1.10), como hemos
derivado antes calculando el limite explicitamente.

Enla préctica, las derivadas funcionales, por muy complicadas que parezcan, se aplican como
si fueran derivadas ordinarias, olviddndose de que uno en realidad esta derivando con respecto
a funciones. Omitiendo la dependencia funcional, podemos por lo tanto reducir (1.17) y (1.18) a

oL oL
Sorg) PO 50:9)

=Y 0,¢. (1.19)

La generalizacién de todo el formalismo a dos y tres dimensiones deberia ser obvia. En lugar
de ser funciones de s6lo z y ¢, los campos ¢(z?,t) van a depender en general de 2’ y t y el lagran-
giano serd una funcién de ¢(z*,t) y sus derivadas 9;¢(z",t) y 9;¢(z",t). La ecuacién de Lagrange
(1.16) serd por lo tanto de la forma

9/ oL o/ oL 5L
5(W) +Z@(W) 55 =0 (1.20)

%

1.2. Lasleyes de Maxwell

El fisico escocés James Clerk Maxwell (1831-1879) publicé sus cuatro leyes de Maxwell en
1865, aunque la mayoria de ellas ya habian sido descubiertos por Charles-Augustin Coulomb
(1736-1806), Hans Christan Qrsted (1777-1851), André-Marie Ampere (1775-1836), Jean-Baptiste
Biot (1774-1862), Félix Savart (1791-1841) y Faraday (1791-1867) a base de investigacion experi-
mental. De hecho Maxwell afadié sélo un término nuevo a las ecuaciones que ahora llevan su
nombre. Pero el gran logro de Maxwell fue unificar el conjunto de leyes empiricas sueltas sobre
electrostatica, corrientes eléctricas e induccién magnética en una sélida teoria que describe todos
los fenémenos relacionados con el electromagnetismo. Y como extra resulté que su teoria era ca-
paz de dar un fundamento tedrico a la 6ptica, una parte de la fisica que hasta entonces parecia
completamente disconexa de los fendmenos electromagnéticos.

Dada una densidad de cargas eléctricas p(Z,t) y una densidad de corriente j (7, ), las leyes
de Maxwell para los campos eléctricos E(Z, t) y magnéticos B(Z, t) vienen dadas, en unidades de
Lorentz-Heaviside,? en la siguiente forma

V-E = p, (1.21)

. o 1 -

VxE = —-0B, (1.22)
C

V-B =0, (1.23)

. - 1. 1. =

donde c es la velocidad de la luz.

Las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial (1.21)-(1.24) consiste en 8 ecuaciones dife-
renciales lineales acopladas, donde en general se toma como condiciones de contorno que los
campos E y B tienden a cero en el infinito (para sistemas infinitos). Aunque la forma diferencial
(1.21)-(1.24) es mas conveniente para buscar soluciones de las ecuaciones, la fisica detras de estas
ecuaciones se ve mejor en la formulacién integral. Utilizando los teoremas de Stokes sobre las

3Las unidades de Lorentz-Heaviside es un convenio donde, a diferencia de las unidades SI, la permitividad eléctrica
€o y la permeabilidad magnética 1.0 del vacio no aparecen explicitamente. Tiene la ventaja que el tinico pardmetro fisico
que aparece en las ecuaciones de Maxwell es la velocidad de la luz c.
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Figura 1.2: La primera y la tercera ley de Maxwell: el flujo del campo eléctrico E a través de una superficie
cerrada es proporcional a la carga total encerrada dentro de la superficie, mientras que el flujo del campo
magnético B a través de cualquier superficie cerrada es cero.

integrales de la divergencia y el rotacional de un campo vectorial 4,

///ﬁ-/i’di‘x:# A7t dPx, //(6><A’)-ﬁd2x:]{ A - dF, (1.25)
v v s as
podemos reescribir las ecuaciones de Maxwell (1.21)-(1.24) en su forma integral:
}é[ E-itd*x = /// pdiz, (1.26)
av
E-df = —— || B-id*, 1.27
fgs Cdt ﬂ n ( )
}é[ B - it d*z (1.28)
v
i d? = || E- )
7%95 // dx—i—cdt// (1.29)

La primera ley de Maxwell o la Ley de Gauss (1.26) nos dice que el flujo del campo eléctrico a
través de una superficie cerrada es igual a la carga total encerrada dentro de la superficie. No es
nada mds que una versioén del teorema de Gauss sobre flujos de campos vectoriales, aplicada a

E, identificando la carga eléctrica

ﬂi

Si

Q= /pd3x (1.30)

como fuente del campo eléctrico. En particular, si tomamos el caso de una carga puntual g en el

origen, podemos calcular el flujo de E a través de una esfera de radio R, alrededor del origen.
Aprovechandonos de la simetria esférica del problema es facil de ver que (ejerc.)

=4 .
E=_5é. (1.31)

con lo que hemos recuperado la ley de Coulomb .

La tercera ley de Maxwell (1.28) nos intenta dar el equivalente magnético de la ley de Gauss.
Sin embargo aqui vemos que el lado derecho de la ecuacién, que corresponderia al término de la
fuente del campo magnético, es cero. La ecuacién (1.28) dice que el flujo magnético a través de
cualquier superficie cerrada siempre es cero. En otras palabras, no existe un equivalente magnéti-
co de una carga eléctrica.Mientras que las cargas eléctricas positivas y negativas pueden existir
separadas e independientes unas de otras, los polos norte y sur de un iman siempre aparecen en
parejas. En otras palabras, no existen pozos y fuentes para el campos magnéticos y las lineas de
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Figura 1.3: La Ley de Ampere y la Ley de Faraday: Una corriente eléctrica a través de una superficie
genera un campo magnético a lo largo de la curva que bordea la superficie, mientras que la variacion de
flujo magnético a través de una superficie induce una corriente eléctrica a lo largo de la curva.

campo o bien son cerradas, o se extienden hasta el infinito. Aunque en la fisica moderna existen
soluciones de monopolos magnéticos con propiedades muy interesantes, no hay (de momento)
ninguna indicacién de que estas soluciones corresponden a objetos reales en la naturaleza. Dis-
cutiremos un ejemplo de una solucién de monopolo en la seccién 1.6.

La Ley de Ampere, el primer término de la derecha de la ecuacién (1.29), nos cuenta cual es
la fuente del campo magnético: la corriente eléctrica 7. La integral de B a lo largo de una curva
cerrada C es igual al flujo de corriente eléctrica a través de la superficie cuyo contorno es la curva
C' (Véase Figura 1.3a). En particular podemos distinguir dos casos de interés. El primero es el
caso del conductor lineal infinito con una corriente constante I = [ 7- 7 d*z (Figura 1.4a). A
través de la ley de Amperey la simetria cilindrica del sistema no es muy dificil de ver (ejerc.) que
el campo magnético generado por esta corriente I tiene s6lo una componente en la direccién ¢,
el dngulo polar en coordenadas cilindricas:

B= e, (1.32)
%2}

El segundo caso interesante es el del solenoide infinito, donde una corriente I pasa por una
hélice conductor (Figura 1.4b). De manera similar al caso del conductor lineal se puede demostrar
(ejerc.) que el campo magnético fuera del solenoide es cero, mientras que dentro hay un campo
constante B = I&, a lo largo del eje del solenoide. Una consecuencia de esto es que un metal se
convierte en un imén si lo metemos dentro de un solenoide. Dependiendo del tipo de material es
posible que las propiedades magnéticas perduren incluso si sacamos el metal del solenoide. Los
casos aqui comentados son ejemplos sencillos de la ley de Biot-Savart sobre el campo magnético
generada por corrientes eléctricos. Vemos por lo tanto que la ley de Biot-Savart, y en general la
de Ampére, relacionan claramente los fenémenos eléctricos con los fenémenos magnéticos.

La Ley de Faraday o la ley de la induccién magnética (1.27) describe en cierto sentido la situacién
contraria a la ley de Ampere con el solenoide. Si una corriente circular causa un campo magnético,
(también un imén metido en un anillo conductor causa una corriente eléctrica en el anillo? Esto
claramente no es verdad, puesto que violaria de manera brutal la conservacién de energia. Pero
Faraday descubrié que si se genera una corriente en el momento en que el iman se acerca o se
aleja del anillo, es decir cuando el flujo magnético a través del anillo cambia. La ley de Faraday
dice que un cambio en el flujo magnético a través de una superficie S induce un campo eléctrico
rotacional alrededor de la curva que bordea S (Véase Figura 1.3b). Este campo eléctrico rotacional
general una corriente J’que a su vez causa a través de la ley de Ampere un campo magnético. El
sentido de la corriente j'es tal que el campo magnético causado intenta compensar el cambio de
flujo del campo original. Las corrientes eléctricas inducidas por cambio de flujos magnéticos a
través de una superficie son el principio basico detrds de una dinamo y forman la base del motor
eléctrico.
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Figura 1.4: Ejemplos tipicos de la Ley de Ampere: un campo magnético rotacional alrededor de un conduc-
tor lineal infinito y un campo magnético constante en el interior de un solenoide.

Figura 1.5: El término de Maxuwell como correccion a la ley de Ampere: el campo magnético Balolargo de
de una curva C alrededor del conductor con una corriente 7'no es iqual al flujo de la corriente pasando por
la superficie S, si S pasa entre las dos placas de un condensador. La carga que se acumula en el condensador
crea un cambio en el campo eléctrico, que es el responsable del campo magnético B.

Las cuatro leyes de electricidad y magnétismo que acabamos de comentar arriba, son las que
eran conocidas en los tiempos de Maxwell. En ese momento eran leyes empiricas que describian
bien los experimentos realizados hasta entonces. Sin embargo Maxwell se dio cuenta de que en
particular la ley de Ampére (las ecuaciones (1.24) y (1.29) sin el segundo término de la derecha)
no podia ser vélida siempre. Si aplicamos la ley de Biot-Savart (1.32) al caso donde una corriente j’
estd cargando un condensador, la corriente genera claramente un campo magnético B alrededor
del conductor. Sin embargo, el flujo de corriente a través de una superficie es cero, si dejamos
que la superficie pase entre las dos placas del condensador (Véase figura 1.5), por lo que la ley
de Ampere no es vélida. Maxwell se di6 cuenta que mientras corria la corriente eléctrica, iba
aumentando la carga acumulada en el condensador y por lo tanto aumentando el flujo de campo
eléctrico entre las dos placas y la superficie. De alli dedujo Maxwell que ese cambio de flujo
eléctrico inducia el campo magnético B alrededor del conductor, lo que resulta en el segundo
término de (1.24) y (1.29), el término de Maxwell. Al conjunto de la ley de Ampere y el término de
Maxwell, se le suele llamar la ley de Ampere-Maxwell.

Maxwell introdujo su término a base de razones puramente tedricas, ya que en este momento
no habia ninguna indicacién experimental para creer en la existencia de una contribucién de este
tipo. Sin embargo el término resulta ser indispensable para la conservacion de la carga eléctrica
y da lugar a la existencia de las soluciones de ondas electromagnéticas, un hecho experimental-
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mente encontrado por Heinrich Hertz (1847-1894) alrededor de 1890.

Las leyes de Maxwell describen cémo cargas y corrientes eléctricas generan campos eléctricos
y magnéticos, pero no hemos dicho todavia cémo una particula cargada interacciona con estos
campos electromagnetlcos Para esto recurrimos a la fuerza de Lorentz. La fuerza ejercida por un

campo E y un campo B sobre una particula con carga g viene dada por

ﬁ:q(ﬁ + = (1.33)
donde @ es la velocidad de la particula. Vemos que esta fuerza consiste en dos partes: un término
eléctrico que basicamente resume la ley de Coulomb entre dos cargas y un término que dice que
la carga notard el campo magnético si se mueve con una velocidad ¥. En particular en un campo
magnético constante, una carga ¢ con velocidad @ perdendicular a B se movera en circulos de
radio r = mwv/qB (ejerc.). La fuerza de Lorentz es conservativa en el caso de cargas estéticas, pero
no en general, ya que se ve facilmente de las leyes de Maxwell que V x F # 0. Sin embargo, el
segundo término no realiza ningtn trabajo sobre la particula. Aunque cambia la direccién de v,
no cambia la norma y por lo tanto la energia cinética sigue igual. Efectivamente, el cambio de
energia cinética L, de una particula en un campo electromagnético sélo es debido al campo
eléctrico:

dFEein L o= e
8Ccn _ 5. F = ¢7-E. .
7 U qU (1.34)

1.3. Cantidades conservadas

Las mismas leyes de Maxwell indican por su propia estructura que existen ciertas cantidades
conservadas. Tomando la divergencia de la Ley de Ampere-Maxwell (1.24) tenemos que

0=cV-(VxB) =V-74+ V-8E =V -7+ O, (1.35)

donde en la tltima igualdad hemos utilizado la ley de Gauss (1.21). La expresién (1.35) es la forma
en que en una teoria de campos se expresa una ley de conservacion, en particular aqui tenemos
la ley de conservacion de carga eléctrica. En la formulacion integral se lee

ﬁgvj’d% = —%///Vpd%. (1.36)

En otras palabras, el cambio de carga en un volumen V' es igual al flujo de corriente que pasa
por la superficie que bordea el volumen V. Si tomamos para el volumen V' el universo entero,
vemos que la carga total en el universo @ = [ p d*z estd conservada, ya que por definicién no
hay flujo de corriente eléctrica a través de “la frontera de universo”. Pero la ley de conservacién
en su forma (1.35) 6 (1.36) es mas fuerte que una tradicional ley de conservacién global, por su
carécter local. No s6lo nos dice que la carga eléctrica esta conservada, sino también nos dice cémo
estd conservada, en el sentido que indica a dénde ha ido la parte que falta: la posible pérdida
de carga es debido al flujo de corriente eléctrica a través de la frontera. Nétese que para poder
derivar esta ley de conservacion de carga hemos utilizado explicitamente el término de Maxwell
en (1.24).

Por (1.34) sabemos que el campo eléctrico puede cambiar la energia cinética de una particula
cargada. Si creemos en la ley de conservacién de la energia, debemos por lo tanto aceptar que
el campo electromagnético también tiene energia, que pierde o gana al aumentar o disminuir
la energia de la particula. Esto tampoco resulta tan raro, puesto que si consideramos el campo
electromagnético como una realidad fisica, no es de extrafiar que posea propiedades fisicas como
energia o momento.
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Podemos derivar la expresion para la energia del campo electromagnético de las propias leyes
de Maxwell. Si tomamos el producto escalar de (1.24) con E y de (1.22) con B tenemos

B (¥ xB) = lJE 4 lEaE
B-(VxE) = —%é o,B (1.37)
Restando estas dos expresiones y utilizando que V- (A x B) = B-V x A — A-V x B para
cualesquiera dos vectores Ay B, vemos que
V. (ExB) — f% O(E2+B%) — -

1 .
3 6t(E2+BQ) — za:qava-E

1

d
- = 2 2y
= 28t<E + B?)

_Ecina 1.
o (1.38)

donde en la segunda igualdad hemos escrito la corriente 7’como el conjunto de cargas en movi-
miento y en la Gltima igualdad hemos utilizado (1.34). La expresion tiene la forma de una ley de
conservacion: si identificamos las cantidades

1

m = 5(E2+BQ), S=c(E x B), (1.39)

E.
con la energfa del campo electromagnético y con el flujo de energia respectivamente, vemos que
la ley de conservacién de energia dice que el cambio de energfa cinética de las particulas cargadas
mads el cambio de energia de campo electromagnético en un volumen es igual al flujo de energia

a través de la superficie:

%Edn + O Eom + V-5 = 0. (1.40)

El vector S = ¢(E x B) se llama el vector de Poynting, llamado por John H. Poynting (1852 - 1914),
un estudiante de Maxwell, que derivo esta ley de conservacién de energia en 1884.

Para obtener una expresién para el momento podemos hacer una derivacién parecida. Lo
mas comodo es hacer la derivacién en componentes. Tomando en cuenta que en componentes el

producto vectorial de dos vectores A y B se escribe como
3
(AxB)i= Y €ixA;By, (1.41)
g, k=1

donde ¢, es el simbolo de Levi-Civita

1 cuando (ijk) es una permutacién par de (123),
€ijk = —1 cuando (ijk) es una permutacién impar de (123), (1.42)
0 en todos los demas casos,

entonces vemos que la derivada parcial de la componente i del vector de Poynting con respecto
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del tiempo viene dado por

1

0_2 atSi =

ol

3
€ijk [EjatBk + 6tEjBk}
k=1
3 3 ]
€ijk [*Ej Z €kimO B + (Z €j1m O Bm — ij)Bk}

J 1 l,m=1 l,m=1

1
[ijaiEj + E]-é)jEi + BrO,B; — BrLO; By, — ZeijkjjBk}
1

<.

1 1
[—§6i(E2 + B?) + 0;(E,E; + B;B;) — F;0,FE; — B;0;B; — —€ijk; B
1

<.

I
M M= M-

3
1 1

aj |:—§(E2 + B2)6ij + E,L'Ej + BLB]:| — pEt — E EQ‘jkjjBk, (143)

1 j,k=1

[
[M]

<.
Il

donde en la segunda igualdad hemos utilizado las ecuaciones de Maxwell paraV x Ey V x By
en la tltima las ecuaciones para V - E y V - B, aparte de la identidad

3
Z €ijk€imn = 5jm5kn - 5km5jn~ (144)

=1

En los dltimos dos términos de (1.43) reconocemos la expresion para la fuerza de Lorentz (1.33)
de un conjunto de particulas cargadas y podemos por lo tanto escribirlo como F; = <4 3~ (p,);, la
derivada del momento de las particulas. Si ahora definimos el tensor de momento electromagnético

1

T;; = (BiE; + B;B;) 2(E2 + B%)5,, (1.45)

podemos escribir la ecuacién (1.43) como

3
o (c—zsz- n Z(pa)i) - Y o1, (1.46)
a =1

Vemos por lo tanto que podemos interpretar el vector de Poynting como el momento del campo
electromagnético y la ecuacion (1.46) nos dice que la pérdida de momento del campo electro-
magnético y la pérdida de momento de las particulas es igual al flujo del tensor de momento 7;.

Notese que el vector de Poynting aparece dos veces en estas derivaciones: una vez como el
flujo de energia y otra vez como el momento conservado. En la teoria de la relatividad especial
veremos que la energfa y el momento estdn relacionados como los componentes del cuadrivector
de energia-momento. Veremos en el siguiente capitulo que la teoria de Maxwell es explicitamente
invariante bajo las transformaciones de Lorentz (aunque no sea visible en esta notacién), por
lo tanto el hecho de que el vector de Poynting aparezca en estas dos formas es una primera
indicacion de la covariancia de la teoria.

1.4. Potenciales electromagnéticos e invariancia gauge

Las leyes de Maxwell en su forma diferencial (1.21)-(1.24) son mds comodas de resolver que en
su forma integral (1.26)-(1.29), pero atin asi no son féciles por la aparicién del operador diferencial
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V en forma de divergencias y rotacionales. Resulta que las dos leyes de Maxwell homogéneas, la

ley de Faraday (1.22) y la de la divergencia de B (1.23), nos permiten escribir el conjunto en una
forma mds accesible, ademds de darnos pistas sobre uno de las aspectos mas importantes de la
fisica moderna.

El hecho de que la divergencia de B siempre sea cero, implica, por las propiedades de diver-
gencias y rotacionales, que podemos escribir 5 como el rotacional de algtin campo At

B=VxA (1.47)

Sustituyendo este resultado el la ley de Faraday (1.22), podemos escribirla como
. L1
V x (E + —atA) — 0, (1.48)
c

intercambiando las derivadas parciales J; y 0;. Por las mismas propiedades de rotacionales y
gradientes, se ve que la combinacién E + ¢ '9;4 es el gradiente de un campo —¢, donde el
signo menos se introduce por futura conveniencia. En otras palabras, podemos escribir el campo
eléctrico como

. - 1 -

E = -V¢ — E&,:A. (1.49)
Los campos auxiliares ¢ y A son los llamados potenciales electromagnéticos, que nos ayudaran a
escribir la teoria de Maxwell en una forma mds sencilla.

Dado ¢y A,los campos electromagnéticos E y B estan completamente determinados a través
de las expresiones (1.47) y (1.49). Pero lo contrario no es verdad: dados E y B, ni ¢, ni A estan

determinados univocamente. Si cambiamos los potenciales ¢ y A por otros potenciales ¢’ y A’,
relacionados con los originales como

b — ¢ =d+ A, A— A=A VA, (1.50)

con A = A(Z,t) una funcién arbitraria, entonces los campos eléctricos y magnéticos E' y B’
generados por estos potenciales ¢’ y A’ toman la forma

E’/

Ve — %8,514_1" - —6(¢ + atA) - %at (/T— cﬁA) = V- %@ff - F

-, -

é’:ﬁxA’:Vx(EfcﬁA):ﬁx[l’fcﬁxﬁAzﬁfo:E. (1.51)

En otras palabras, los potenciales ¢’ y A’ dan exactamente los mismos campos E y B que ¢ y A.
Es mds, dado que A es una funcién arbitraria, hay infinitos potenciales que dan todos los mismos
campos electromagnéticos y por lo tanto la misma fisica.

¢Cémo sabemos ahora con qué ¢ y A tenemos que trabajar? ;Ctial de estos infinitos potencia-
les describe correctamente la fisica de nuestro sistema? En realidad, la respuesta ya viene dada en

(1.51): todos los potenciales ¢ y Arelacionados a través de (1.50) describen la misma fisica, ya que
todos generan los mismos campos E y B. En un experlmento se puede medir la intensidad y la
direccién del campo electromagnético (es decir de E y B), pero no existe ningtn experimento que
sea capaz de medir directamente ¢ y A y por lo tanto capaz de distinguir entre unos potenciales

u otros relacionados a través de (1.50). En realidad, los potenciales ¢ y A son solamente unos
campos auxiliares, que hemos introducido por mayor facilidad matematica, pero que no corres-

ponden a ninguna realidad fisica. La realidad fisica esta descrita tinicamente por los campos £'y
B, ya que son éstos los que medimos en los experimentos.

4 Aqui suponemos que el espacio es simplemente conexo, lo que es el caso para R3. Més adelante en este curso estu-
diaremos soluciones en espacios que son topolégicamente no-triviales.
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Un ejemplo concreto ilustrard esta idea profunda: ya hemos dicho que en electrostética el
campo eléctrico de una carga puntual viene dada por la ley de Coulomb (1.31),

o qa

E=-1_

47r?
Muchas veces se presentan los potenciales electromagnéticos de este campo eléctrico en el llama-
do gauge de Coulomb , que impone sobre el potencial vectorial A la condiciéon V - A = 0. En este

caso el campo eléctrico esta completamente determinado por el potencial escalar ¢, ya que A se
anula en todo el espacio:

B=0. (1.52)

p=—-1 A=0. (1.53)
4mr
Sin embargo, podemos elegir otros potenciales que nos generan el mismo campo electrostético
(1.52). En particular podemos elegir el caso donde el potencial escalar es cero en todo el espacio
y el campo eléctrico estd soportado exclusivamente por el potencial vectorial. Efectivamente los
potenciales
- cqt
¢ =0, A= _47Tq7"2 “
generan a través de (1.49) exactamente la misma expresién (1.52) para el campo de una carga
puntual estatica. A primera vista podria parecer extrafio que una configuracién estatica como
(1.52) esté descrita por un potencial que dependa explicitamente del tiempo, pero esto sélo es
un prejuicio inspirado por el gauge de Coulomb, puesto que los potenciales mismos no tienen

(1.54)

significado fisico y pueden tener una dependencia temporal (lineal) sin que lo tenga E. La de-
pendencia temporal de A en (1.54) solamente es un artefacto de la eleccién de los potenciales, no
un efecto fisico. Obsérvese que efectivamente los potenciales (1.53) y (1.54) estdn relacionados a
través de una transformacién del tipo (1.50) con A = gt /4mwr.

Por lo tanto vemos que la teoria de Maxwell tiene una cierta redundancia en su descripcion:
la dindmica estd descrita por mds variables que grados de libertad fisicos y tenemos la libertad de
elegir en cada momento las variables que mas nos convengan. Las teorias de este tipo se llaman
teorias gauge, la transformacién (1.50) se llama una fransformacion gauge y los potenciales ¢ y A
campos gauge.”

El hecho de que una transformacion gauge deje las leyes de Maxwell invariantes (ya que
en éstas aparecen E y B, pero no ¢ y A), implica que la teoria de Maxwell tiene una simetria
inesperada: dado que los potenciales no corresponden a ninguna realidad fisica, los verdaderos
resultados fisicos, como la intensidad del campo electromagnético, su energia o su momento,
no pueden depender de la elecciéon de ¢ y A. Diferentes elecciones deberian dar el mismo re-
sultado. Esto impone restricciones muy fuertes sobre la forma de las expresiones: las cantidades
fisicamente relevantes sélo pueden depender de las combinaciones de los potenciales ¢ y A que
son invariantes gauge. En otras palabras, los potenciales s6lo pueden aparecer en las cantidades
fisicas en las combinaciones E = —V¢ — ¢ 19,4 y B = V x A. Es facil de comprobar que las
expresiones que hemos derivado en la seccién anterior satisfacen este criterio.

Es dificil sobreestimar la importancia de la invariancia gauge en la fisica moderna: la trans-
formacién (1.50) en la teoria de Maxwell sélo es el caso més sencillo de invariancia gauge: en
1954 los fisicos (chino-)americanos Chen Ning Yang (1922 - ) y Robert Mills (1927 - 1999) gene-
ralizaron la transformacién (1.50) a grupos no-Abelianos y hoy en dia entendemos la interaccién
electrodébil y la interaccién fuerte (e incluso hasta cierto punto la gravedad) como teorias gauge,
aunque de un tipo mds complicado que en la teoria de Maxwell.

Habiendo sacado de las ecuaciones homogéneas las expresiones (1.47) y (1.49) para E y B en
funcién de ¢ y A, nos queda sustituir estas expresiones en las ecuaciones inhomogéneas restan-

5To gauge en inglés significa calibrar. La razén porque se relaciona las transformaciones (1.50) con las calibraciones es
un error histérico (pero fructifero) del matematico aleman Hermann Weyl (1885 - 1955) en 1918, cuando intento, sin éxito,
unificar la relatividad general y el electromagnetismo usando invariancia bajo transformaciones de escala.

25



tes. Utilizando las propiedades de divergencias y rotacionales, no es dificil de ver que se puede
escribir éstas como

1. - .
—Ad = —G(V-4) = p,
(Y T DA

para la ley de Gauss (1.21) y la ley de Ampere-Maxwell (1.24) repectivamente. Aqui el operador
diferencial A = $7,_, 9,y es el laplaciano. A primera vista estas relaciones no parecen mucho
mas simples que las ecuaciones de Maxwell de donde las hemos derivado, sobre todo debido a
los tltimos términos en el lado izquierdo. Si no fuera por este término, la segunda ecuacién de
(1.55) se convertiria en una ecuaciéon de ondas inhomogénea.

Sin embargo la invariancia gauge nos proporciona la libertad de poder cambiar los potencia-

les ¢ y A segtn (1.50), de modo que podemos elegir los potenciales de forma que satisfagan la
condicién

- -1
V- A+ zatqb = 0, (1.56)
tal que las ecuaciones (1.55) se reducen a
1, 1, -1
C_Qat(z) - A¢ = P c_gatA — AA = E]a (157)

o sea la ecuacién de ondas inhomogénea en tres dimensiones.

Aqui hemos visto otro ejemplo mds de como la ambigiiedad de los potenciales electromag-
néticos, mds que ser un problema, se convierte en una gran ventaja: una buena eleccién de ¢
y A puede simplificar mucho un problema dado. Concretamente la condicién (1.56) se llama el
gauge de Lorenz. Elegir unos potenciales u otros para un problema concreto se llama fijar el gauge
y muchas elecciones de gauge son tipicas para ciertas situaciones fisicas. Por ejemplo, el gauge
de Coulomb, V - A = 0, es idéneo para problemas de electrostética, pero veremos en breve que
el gauge de Lorenz es més ttil en relatividad especial. Otras elecciones de gauge comunes son el
gauge temporal ¢ = 0, el gauge de radiacion A = 0 (en ausencia de cargas) y el gauge axial A-it=0,
donde 7 es un vector de unidad en una direccién especifica.

Resumiendo podemos escribir las ecuaciones de Maxwell como

—

. S 1 . L
E = V6 - 04, B =VxA, (1.58)

l233¢ — Ap = p, %afff — AA = 17, (1.59)

c c c
siempre y cuando asumamos que ¢ y A estan relacionados a través de (1.56). Las ecuaciones
(1.58) nos dicen cémo los potenciales interaccionan con las cargas y las corrientes, mientras (1.59)
nos da la relacién entre los potenciales y los campos fisicos E y B. Se puede demostrar que la
invariancia gauge estd intimamente ligada con la teoria matematica de formas y que las ecuacio-
nes homogéneas (1.58) son en realidad una identidad de Bianchi, que dice que el tensor electro-
magnético es (localmente) exacto.

1.5. La teoria de Maxwell a través del principio variacional

De la mecanica analitica conocemos las ventajas del formalismo lagrangiano para estudiar
las leyes de la fisica: un lagrangiano es basicamente la integral de las ecuaciones de movimiento
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y permite estudiar con més facilidad las propiedades y simetrias de la teoria. En particular, el
principio variacional aplicado a la teoria de Maxwell nos ensefia unas cuantas cosas que no son
obvias mirando sélo las leyes de Maxwell (1.21)-(1.24).

La accién de la teoria de Maxwell viene dada por

1 1 1, -
4 2 2 >
Sviaewell = | diz [—E ~ B2 — pp + 7 A (1.60)
2 2 c
A primera vista esto puede parecer una accién extrafa, ya que no es cuadratica en las primeras
derivadas de E'y B, como uno esperaria de la mecanica analitica. Es mds, variando ingenuamente
esta accién con respecto a los campos electromagnéticos £y B , las ecuaciones de movimiento

darian lugar a la condicién claramente errénea £ = B = 0.

Larazoén por qué la accién (1.60) si es la accion correcta es que en realidad las variables dindmi-
cas de la teoria de Maxwell no son los campos electromagnéticos E y B, sino los potenciales ¢ y
A. A través de (1.47) y (1.49) podemos reescribir la accién (1.60) como (ejerc.)

Suiwoat = [ ' (3570006 + £ 300004 + 55> 00,

_ %Z&'AJ‘&‘AJ‘ + %Z&Ajain - po + %Z]ZAZ} (1.61)

] ]

que si es cuadrética en las primeras derivadas de los potenciales. Atin asi el lagrangiano (1.61)
en términos de los potenciales sigue teniendo unas propiedades que no estamos acostumbrados
a ver en sistemas de variables discretas. Primero, que aparte del término cinético (0:A;)? para /_f,
tenemos todo tipo de términos proporcionales al gradiente, 0;A;. Ademas, el potencial escalar ¢
s6lo tiene términos proporcionales a su gradiente 9;¢, pero no tiene un término cinético (9;¢)?,
lo que hace que en realidad ¢ no sea un campo dindmico.

En realidad la razén por que aparece un tipo de términos y no el otro es la misma: la invarian-
cia gauge. La accion debe ser invariante bajo las transformaciones (1.50), ya que la eleccién de los
potenciales no puede influenciar la fisica. Sin embargo, al escribir un término cinético (9; 4;)?, la
invariancia gauge nos obliga a incluir también los términos proporcionales a 9;A; y nos prohi-
be un término del tipo (9;$)?. Dicho de otra manera, sélo los términos que aparecen en (1.61)
combinan a la accién manifestamente invariante gauge E? — B de (1.60).

Laidea es que las ecuaciones de movimiento de la accién (1.61) nos proporcionan las ecuacio-
nes de Maxwell. Efectivamente, las ecuaciones de Euler-Lagrange para ¢ y 4,

0/ o o[ 6 5
5 (69) * Zaw (s5m) ~ 5 =°

i

0 oL 0 oL oL
a(saay) * Lan (rmay) ~ 5 ~° e

i

nos proporcionan precisamente las ecuaciones (1.55) (ejerc.), que sabemos que son las ecuaciones
inhomogéneas de Maxwell en términos de los potenciales. En otras palabras, la ley de Gauss
(1.21) y la ley de Ampere-Maxwell (1.24) son las ecuaciones de movimiento de respectivamente

Py A enla accién (1.61).

Por otro lado, no se obtienen las ecuaciones homogéneas (1.22) y (1.23) de esta accién a través
de un principio variacional. La gran leccién que nos ensefia el principio variacional en la teoria
de Maxwell es que en realidad el caracter de las ecuaciones homogéneas es completamente dis-
tinto a las ecuaciones inhomogéneas. Como hemos explicado en la seccién 1.4, las ecuaciones
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homogéneas nos informan sobre la existencia de los potenciales ¢ y A: recuérdese que (1.47) y
(1.49) son las soluciones generales de éstas. En otras palabras, méds que unas ecuaciones dindmi-
cas, las ecuaciones homogéneas acttian como ligaduras para E 'y B, permitiéndonos escribirlos en
términos los potenciales ¢ y A. Por lo tanto, al considerar equivalentes las acciones (1.60) y (1.61)
y al reconocer ¢ y A como las verdaderas variables dindmicas de la teoria, ya hemos asumido
implicitamente las ecuaciones homogéneas de Maxwell en el principio variacional. Lo curioso es
que esta diferencia entre las ecuaciones homogéneas e inhomogéneas apenas es apreciable a ni-
vel de las ecuaciones mismas, mientras que esta clarisima desde el punto de vista del formalismo
lagrangiano.

También es interesante mirar la accién de una particula con masa my y carga eléctrica g, inter-
accionando con el campo electromagnético. En particular esta accién viene dada por

Sparscan = [ dt [0 S5 @03(0)  aolelt) + LY F0AEW)], 163

y es facil de ver (ejerc.) que la ecuaciéon de Euler-Lagrange

d /oL oL
E((w) — 5 =0 (1.64)
dalugara
moi' + g0 + Lo,A;] — 13704, - 0,4 = 0. (1.65)

J
Déandonos cuenta de que las expresiones entre corchetes son precisamente las combinaciones
(1.49) y (1.47) (no deberia sorprendernos, jsi no la ecuacién no serfa invariante gauge!), podemos
interpretar esta ecuacién como la segunda ley de Newton para una particula sometida a la fuerza
de Lorentz (1.33),

med — q{ﬁ + ié] (1.66)

Notese que debido al acoplo de 'y A en la accién (1.63), el momento canénico conjugado de
2" no es p' = moi?, sino

P = moi’ + %Ai, (1.67)
y por lo tanto el hamiltoniano viene dado por
1 /., q~ 2
Hparticula = /dt [2—7710 (p - EA(:C)) + qd)(x)} (1.68)

Este hamiltoniano, con acoplo minimo al campo electromagnético, se utiliza mucho en la mecénica
cudntica. Al discutir el efecto Aharonov-Bohm en la seccién 1.6 veremos una aplicacién de esta
expresion.

Finalmente, aunque hemos discutido la invariancia gauge de los términos cinéticos de (1.61),
no hemos dicho nada sobre la invariancia de los términos de acoplo, ni (1.61), ni en (1.63). Puede
parecer extrafio que los tltimos dos términos de (1.63) contengan a ¢ y A tal cuales, ya que
parecen romper la invariancia gauge. Sin embargo, una transformaciéon gauge (1.50) induce la
siguiente transformacién en la accién

1 i
Lparticula = Lparticula = Lparticula — 4 [atA - I Ca’iA}
d
= ﬁparticula -4 EA(@ x)
~ ‘Cparticula ) (1.69)
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donde en la segunda igualdad hemos usado la regla de la cadena y en la tercera el hecho de que
dos lagrangianos que difieren por una derivada total son fisicamente equivalentes. Por lo tanto,
a pesar de que los potenciales aparezcan desnudos, una transformaciéon gauge no tiene efecto
fisico en (1.63), ya que s6lo dan lugar a una derivada total.

Una cosa parecida, aunque no igual, ocurre con los términos de acoplo de (1.60): una trans-
formacién gauge (1.50) cambiaria la accién como

SMaxwell — SMaxwell = SMaxwell — /d4$[pat/\ + Zji aiA}

= SMaxwell + /d4€v[5‘tp + Zaiji} A

- SMaxwellv (170)

donde en la segunda igualdad hemos integrado por partes y en la tercera hemos quitado la se-
gunda integral, gracias a la ley de conservacion de carga (1.35). En otras palabras, la accion (1.60)
es invariante gauge gracias a la conservacién de carga. Pero lo contrario también es verdad: por el
teorema de Noether sabemos que a cada simetrfa continua corresponde una cantidad conservada
(y vice versa), y lo que estamos viendo aqui es que la carga eléctrica es la cantidad conservada
asociada a la simetria de la accién (1.60) bajo transformaciones gauge (1.50).

1.6. Soluciones de las ecuaciones de Maxwell

Con las ecuaciones (1.57) para los potenciales no resulta dificil encontrar soluciones de las
ecuaciones de Maxwell. Una gran ventaja de la estructura de las ecuaciones es que son lineales,
asi que cualquier combinacién lineal de dos soluciones también es una solucion.

En la seccién 1.2 ya hemos mencionado algunas soluciones, como la de la carga puntual, el
conductor lineal y el solenoide infinito. En esta seccién repasaremos algunas soluciones mas, que
son interesantes por su relevancia fisica.

Ondas electromagnéticas

Una de las propiedades sorprendentes de las ecuaciones de Maxwell es que existen soluciones
no-triviales en ausencia de cargas y corrientes. Las llamadas ecuaciones del vacio son

V-E=0, V-B=0, (1.71)

<

. 1 _ - _ .
X E = —EatB, VxB= EatE (172)

Una primera observacion es la remarcable simetrfa entre campos eléctricos y magnéticos en la
ausencia de cargas. En la presencia de cargas esta simetria estd rota debido al hecho de que
existen cargas eléctricas, pero no hay monopolos magnéticos. Volveremos a este tema un poco
mads adelante.

Una segunda observacion es que la estructura de las ecuaciones del vacio permite la existen-
cia de paquetes de campo viajando por el espacio: en la ecuacién (1.72) vemos que un cambio
en el campo magnético induce un campo eléctrico por la ley de Faraday, y a su vez un cambio
de campo eléctrico induce por el término de Maxwell un campo magnético. Un cambio en el
campo electromagnético genera por lo tanto més cambios, resultando en paquetes de campo pro-
pagandose por el espacio independientemente de cargas y corrientes. Estos paquetes de campo
se llaman ondas electromagnéticas.
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El caso mas sencillo es cuando los campos E y B s6lo dependen de una coordenada, digamos
x, y del tiempo. Entonces las ecuaciones (1.71)-(1.72) se reducen a

OpBy = 0:By = OiBy = OB, = 0, (1.73)
1 1
hE. = ZatBy; 0;By = EatEZ’ (1.74)
1 1

La solucién de (1.73) es £, = C1y B, = (s, con C y Cs constantes que tomaremos cero, puesto
que no estamos interesados de momento en campos constantes. Las dos ecuaciones de (1.74)
forman, igual que las dos de (1.75), un conjunto de ecuaciones que se desacopla de las otras.
Sustituyendo la segunda ecuacién en en la primera y vice versa, vemos que podemos escribir
(1.74) como
LO0?E. — 0*°E. =0 L1 0?B, —9?B, =0 (1.76)
c2 Utz Tz ’ 2t Y =Y ) .

y (1.75) como

LOlE, — 0IE, =0, L0;B, — 02B. =0, (1.77)
Vemos por lo tanto que cada componente satisface una ecuacién de ondas unidimensional, que
tiene como solucién més general

Ey = fi(z +ct) + g1(z — ct), E. = fao(z + ct) + ga(z — ct), (1.78)
B, =c'fi(x+ct) —ctgi(x — ct), By = —c 'falz +ct) +c tga(r — ct),

donde fi, f2,91 y g2 son funciones arbitrarias de su argumento. Las funciones f(z + ct) repre-
sentan una onda que se propaga con velocidad ¢, la velocidad de la luz, en la direccién del eje
x negativo, mientras las funciones g(z — ct) una onda en la direccién del eje = positivo. Dado
que el campo no depende de las direccidnes y 6 z, el campo electromagnético toma los mismos
valores en los planos = = constante. Las soluciones que tienen este propiedad se llaman ondas
planas. Nétese que la amplitud de la onda es perpendicular a la direccién de propagacion. Las
ondas electromagnéticas son por lo tanto ondas transversales.

Una clase importante de ondas planas son las llamadas ondas monocromdticas, donde las fun-
ciones f y g son senos y cosenos. La solucién (1.78) es entonces de la forma

E; = A, cos(kx + wt + ¢;), B; = ¢t A; cos(kx £ wt + ), (1.79)

donde A; es la amplitud, k el nimero de onda, w la frecuencia angular y ¢; la fase. Para que
las ondas monocromaticas sean de la forma (1.78), el nimero de onda y la frecuencia tienen que
satisfacer la relacion de dispersion en el vacio

w = ck. (1.80)

Desde el punto de vista fisico, las ondas monocromaéticas no corresponden a una realidad fisica,
puesto que se extienden por el espacio entero y tendrian una energfa infinita. Sin embargo desde
el punto de vista matematico es un concepto muy {itil, ya que son féciles de manejar. Ademas
sabemos por el andlisis de Fourier que cualquier solucién (1.78) se puede escribir como una su-
perposicién de ondas monocromaticas de distintas frecuencias.

La longitud de onda A viene dada por el niimero de onda y la frecuencia v esté relacionada
con la frecuencia angular w mediante

2T w
— V= —.
k’ 2

Noétese que la conocida férmula para la velocidad de propagaciéon de ondas nos da efectivamente
la velocidad de la luz:

A — (1.81)

v:AV:%:Q (1.82)
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Figura 1.6: Los potenciales retardados: los potenciales electromagnéticos en el punto 7 en t = to vienen
dado por la suma de todas las contribuciones de cargas y corrientes en los puntos 7' en el momento
t— |7 —7"|/c

Al darse cuenta de que existen soluciones de paquetes de campo electomagnético que se pro-
pagan con la velocidad de la luz, Maxwell identificé la luz como ondas electromagnéticas. La
conexién entre el electromagnetismo y la 6ptica fue uno de los grandes éxitos de la teoria de
Maxwell. No s6lo era la primera vez que alguien venia con una teorfa fundamental para expli-
car la naturaleza de la luz, sino esa teoria también daba una base sélida a la éptica y permitia
derivar las leyes empiricas de la 6ptica y calcular indices de relexién y refraccién de materiales.
Pero aparte la teorfa de Maxwell es capaz de dar una explicacién de cémo surgen estas ondas
electromagnéticas. Esto lo veremos en el siguiente apartado.

Potenciales retardados

Resolvemos ahora las ecuaciones generales de Maxwell. Ya hemos visto que, elegiendo el
gauge de Lorenz, se puede escribir las ecuaciones de Maxwell en funcién de los potenciales elec-
tromagnéticos como

1
2

<

ORA — AA =

ol
1

1

2
036 — Do = p, : (1.83)
Por la teoria de ecuaciones diferenciales sabemos que la solucién general de una ecuacion lineal
inhomogénea consiste en la suma de las soluciones de la ecuacién homogénea y una solucién
particular. En el caso de las ecuaciones de Maxwell, las soluciones de las ecuaciones homogéneas
son las ondas electromagnéticas que hemos visto en la subseccién anterior.

La derivacién de la solucién particular en principio no es muy diferente al caso de la elec-
troestatica o las corrientes constantes. Para calcular el valor de los potenciales en un punto 7 en
el momento ¢ tenemos que sumar (integrar) todas las contribuciones de cargas y corrientes en
todos los elementos de volumen d®z. La diferencia con el caso estdtico es que para obtener la
contribucién de un elemento de volumen en posicién 7' no hay que tomar la densidad de carga
y corriente en el momento ¢, sino en el momento ¢ — | — #’|/¢, dado que el tiempo |7 —7'|/ces el
que necesita una onda electromagnética (y por lo tanto también la contribucién a los potenciales)
para viajar de ' a 7 (véase Figura 1.6). Los potenciales que reflejan esta propiedad se llaman los
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Figura 1.7: Ondas electromagnéticas debidas a cargas aceleradas: una carga originalmente en reposo en
el punto O acelera y se mueve al punto P. Lejos de la carga, las lineas de campo todavia estin como si
la carga estuviera en O, mientras cerca de la carga las lineas ya se han adaptado. Entremedias hay una
discontinuidad que se expande con la velocidad de la luz.

potenciales retardados y tienen la forma

— ’ |

PP t) = /// FT;; - )df’, (1.84)
At = 4m/// F/|’; ’|J D (1.85)

Notese que en el caso estatico recuperemos el potencial de Coulomb y el potencial de Biot-Savart.

Con la expresion de los potenciales retardados vemos lo que ya habiamos mencionado en
la introduccién de este capitulo: los campos electromagnéticos (o aqui los potenciales) juegan el
papel de intermediarios que transmiten la interaccién entre particulas. Aunque el viejo modelo
newtoniano de interacciones a distancia ya parecia poco fisico y causaban muchas criticas desde
los primeros momentos®, estos inconvenientes fueron olvidados rdpidamente al ver el éxito de la
ley de la gravedad a la hora de resolver problemas concretos. En el contexto de teoria de campos,
una particula no interacciona directamente con otra, sino con los campos presentes, que hacen
propagar la influencia de la particula con una velocidad finita (la velocidad de la luz) hasta llegar
a otras particulas.

En este sentido las ondas electromagnéticas en la teoria de Maxwell son precisamente esto:
distorsiones del campo electromagnético debido a la aceleracién de cargas y que se propagan con
la velocidad de la luz. Consideremos una carga inicialmente en reposo. En el momento ¢ = t, la
carga acelera hasta una velocidad ¢ durante un intervalo At. La configuracién de las lineas de
campo en un momento ¢ > ¢y + At consta de dos partes (véase Figura 1.7): a distancias r > ct
las lineas de campo todavia estdin como estaban antes de que la carga se moviese, dado que la
sefial no ha tenido tiempo para llegar hasta alli. La contribucién a los potenciales retardados
en los puntos con 7 > ct es como si la carga todavia estuviera en el sitio original. A distancias
r < c¢(t — At) sin embargo las lineas de campo apuntan directamente a la carga por la ley de
Coulomb. Entre las dos zonas hay una discontinuidad esferica de grosor cAt que, debido a la

6Newton nunca pretendia tener una explicacién fisica para la gravedad, sélo queria dar la expresién correcta de la
fuerza. De alli su respuesta: “Hipotheses non fingo” (No invento hipétesis).
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estructura de las ecuaciones del vacio, se expande con la velocidad de la luz, formando una onda
electromagnética esférica.

La propiedad de que la informacién se propague con velocidad menor o igual a la de la luz es
tipica de teorias relativistas, dado que la velocidad de la luz como velocidad méxima es justo uno
de los postulados de la teorfa de la relatividad especial, como veremos en los siguientes capitulos.
El hecho de que esto aparezca de manera natural en la teoria de Maxwell es otra manifestacién
de que esta teoria ya es relativista.

El efecto Aharanov-Bohm

Hemos mencionado en varias ocasiones que en la teoria de Maxwell los campos fisicos son
los campos electromagnéticos E y B, mientras los potenciales ¢ y A s6lo son construcciones ma-
tematicas para manejar mejor las ecuaciones de Maxwell. Esto es obvio para la fisica cldsica. Sin
embargo, en la mecdnica cudntica la cosa es un poco més sutil, ya que las particulas cargadas aco-
plan directamente a los potenciales. El ejemplo més conocido es el efecto Aharonov-Bohm, llamado
asi por los descubridores David Bohm (1917-1992) y su estudiante Yakir Aharonov (1932), que
publicaron en 1959.”

En la mecdnica cuéntica, la norma al cuadrado |¥(7,¢)|? de la funcién de onda ¥(7,t) de
un electrén (o cualquier otra particula) describe la probabilidad de encontrar el electrén en la
posicién 7 en un momento ¢. Nétese que por lo tanto la funcién de onda no esta determinada
univocamente: dada una funcién de onda ¥(7, t), siempre se puede afiadir una fase o = a(7, ),
tal que W (7, t) y W'(7,t) = ') W (, ) describen la misma fisica.

El hecho de que ni los potenciales electromagnéticos, ni la fase de la funcién de onda re-
presenten conceptos fisicos, sugiere que una cosa esté relacionada con la otra. Efectivamente, a
través del formalismo hamiltoniano se puede demostrar que una transformacién gauge de los
potenciales induce un cambio de fase en la funcién de onda y vice versa.

Enla seccién 1.5 hemos visto que el hamiltoniano clasico de una particula con masa m y carga
g en un campo electromagnético externo con potencial A viene dado por

1
%(pi — qA)? + (). (1.86)

Entonces el hamiltoniano cudntico se obtiene remplazando los momentos p; por —i%d;, resultan-
do el operador

q

h? iq 2
(0, + 4 Ai) . 1.87
= (0 + A+ o) (1.87)
con i = h/2m, es la constante de Planck reducida. El hamiltoniano es el operador de evolu-
cién de la funcion de onda ¥(7, t), ya que aparece en la ecuacién de movimiento, la ecuacién de
Schrodinger

HU (7, t) = ih 8,0 (7, 1). (1.88)

El hecho de que aparezcan explicitamente los potenciales electromagnético A y ¢ en el hamilto-
niano, hace que éste no sea invariante bajo transformacién gauge (1.50). Sin embargo, una trans-
formacién gauge no puede tener consecuencias fisicas, por lo tanto la tinica manera de conseguir
que la ecuacién de Schrodinger sea invariante es afiadirle un factor de fase /" a la funcién
de onda. Esta es la profunda relacion entre los cambios de fase y la invariancia gauge que descu-
brio el fisico ruso Vlamidir Fock (1898 - 1974) en 1926.

Es justo este cambio de fase el que utiliza el efecto Aharonov-Bohm. El experimento es el
siguiente: considera una fuente de electrones colocada frente a una pantalla (detector). Entre la

7En realidad el efecto ya fue descrito en 1949 por Werner Ehrenberg y Raymond Siday, por lo que a veces se refiere a
ello como el efecto Ehrenberg-Siday-Aharonov-Bohm.
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Figura 1.8: El efecto Aharonov-Bohm: electrones emitidos por una fuente, pasan alrededor de un solenoide.
El campo magnético B fuera del solenoide es cero, sin embargo el potencial A no. Clasicamente los electro-
nes no estan influenciados por el flujo magnético dentro del solenoide. Cudnticamente la funcién de ondas
acoge una fase, que da lugar a un patron de interferencias en una pantalla (detector).

fuente de electrones y la pantalla colocamos un solenoide por el cual pasa una corriente (véase
figura 1.8). Ya hemos visto en la seccién 1.2 que el solenoide genera un campo magnético B=0
fueray B = I¢, dentro del solenoide. Tomando por simplicidad el radio del solenoide a cero,

manteniendo el flujo magnético ® = || B - it d*z constante, el potencial que genera este campo
magnético en coordenadas cilindricas (con el eje z a lo largo del solenoide) viene dado por

I

Efectivamente, a través de la expresion para el rotacional en coordenadas cilindricas,
VA = (17104 = 0.4, )8 + (0.4, = 0,A.)8, + 17 (0:(rAy) = 0,4,) 2, (190)

no es dificil de comprobar que con esta expresién B es cero en todo el espacio, menos en el origen
r=0.

Clasicamente los electrones no notan la presencia del flujo magnético, puesto que B = 0 a
lo largo de toda su trayectoria (y por lo tanto la fuerza de Lorentz es cero). Sin embargo en la
mecénica cudntica, al conectar el flujo, la funcién de ondas de los electrones acoge un factor de
fase .

-, , T
PO () - ¥ Z exp ( N %/ A7) - df”) O (7). (1.91)

oo
Debido a esta fase, el comportamiento en la pantalla serd diferente. La probabilidad de encontrar
el electrén en la posicién 7 viene dado por el cuadrado de la norma de la suma de las dos contri-
buciones, una por cada camino 7, y 72, por encima y por debajo del solenoide respectivamente

(véase figura 1.8):
2
P~ |0, (F) 4+ T, (F)] . (1.92)

En general la contribucién de los dos caminos causara un patrén de interferencias en la pantalla,
debido a que en algunos puntos las dos contribuciones se anulan, mientras en otros puntos se
suman.
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Ahora, aunque los electrones no notan en ningtin momento el campo magnético, estd claro
que la probabilidad P sera distinta para ® = 0 que para ® # 0. En general tenemos que

y N N 2
P o~ exp(—%/ A7) - d7 )\IJW)( 7 -+ exp( ;?/ A(F’)~d?’) v (7)
1

V2

. _ic_q U=\ . g=1 2.‘ _ic_q e-2ANr = (0) (0)
= exp< h[@A(T) d?‘)‘ eXp( h/ﬂ WA(T) dr)‘l’ ()+\II ()

= eteemg @) 1 O - (1.93)

donde hemos utilizado que la integral de contorno de A a lo largo de una trayectoria cerrada
7 = — 72 alrededor del solenoide es igual a ®:

%E-d?z//(ﬁxﬁ)-ﬁd%:/E-ﬁd%:@. (1.94)
’

De (1.93) esta claro que la medicién en la pantalla serd diferente para ® = 0y ® # 0. El factor de
fase extra, en el caso de que el flujo magnético sea distinto de cero, causa que el patrén de inter-
ferencias generado se desplace con respecto al caso sin flujo. Esto es francamente sorprendente,
puesto que el desplazamiento del patrén de interferencias es un efecto fisico, mientras que los
electrones s6lo han podido interaccionar con A, puesto que B = 0 fuera del solenoide. ;Significa
esto que el potencial A si tiene significado fisico en la mecanica cuantica? Analicemos la situacién
en méds detalle.

Aunque el campo magnético fuera del solenoide es cero, hay claramente un efecto fisico de-
bido a la presencia de A. Sin embargo, como se puede ver en (1.94), este efecto es proporcional a
, el flujo de B a través del solenoide, que claramente es una cantidad que es invariante gauge.
Mirando bien la férmula (1.94), hay algo raro que nos deberfa llamar la atencién: dado que B = 0,
el potencial A tiene que ser un gauge puro,® es decir A= —cVA, puesto que sélo asi VxA=0.
Efectivamente, a partir de (1.89) y la férmula para el gradiente en coordenadas cilindricas

VA = 9,A&, + r19,AE, + 0.AE., (1.95)

sacamos que el potencial (1.89) es el gradiente de una funcién

Alp) = —5=2¢, (1.96)

en todo el espacio salvo en r = 0. Sin embargo, por el teorema de Stokes (1.25) la integral sobre
una curva cerrada de un gradiente (o equivalentemente, el rotacional de un gradiente) es cero,
mientras que la contribucién en (1.94) nos da un resultado finito ®, justo el efecto fisico.

La razoén por la que la integral (1.94) no es cero, a pesar de que A esun gradiente, es porque
la curva +y es topolégicamente no-trivial. En un espacio topolégicamente trivial la integral de un
gradiente sobre una curva cerrada es cero, porque se puede contraer la curva a un solo punto.
Sin embargo en este caso, el potencial A diverge en r = 0, donde estd colocado el solenoide, lo
que nos impide contraer la curva v a un punto sin que pase por la singularidad. El espacio de
configuraciones en que estamos trabajando es por lo tanto R?\{0}, el plano quitando el origen, y
este espacio no es simplemente conexo: las curvas que pasan alrededor del origen no son contraibles
a un solo punto. Es justo debido a esta estructura topolégica que la integral (1.94) (y por lo tanto
el efecto fisico ®) no es cero.

8Se dice de unos potenciales ¢ y A que son puro gauge si los campos eléctricos y magnéticos generados por ellos son
identicamente cero, es decir, si ¢ = O Ay A = —cVA.
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Figura 1.9: La topologia del efecto Aharonov-Bohm: el grupo gauge de la teoria de Maxwell tiene la to-
pologia de un circulo S (izquierda), mientras que el espacio de configuraciones tiene la topologia de un
cilindro, R x S (los 4 casos de la derecha). Una transformacion gauge A(x) es una funcién de Sy, e @
la Sclonﬁg del cilindro y las distintas transformaciones se dividen en distintas clases, caracterizadas por el
niimero n de veces que la Sy, .y enrollala S}, ., en una direccion o en la otra. Funciones de distintas
clases no son deformables unas en otras de manera continua, de modo que el niimero n es un invariante
topoldgico.

Por lo tanto, jcudl es al final el estatus fisico del potencial en el problema de Aharonov-Bohm?
(Corresponde a un campo “real”, con efectos fisicos? Como ya hemos dicho, el efecto fisico es
proporcional a @, el flujo magnético a través del solenoide, que depende de B yno de A. Todavia
podemos hacer las transformaciones gauge A — A—cVA que queramos, siempre y cuando respe-
temos las condiciones de contorno, es decir la estructura topolégica del espacio R*\{0}. Al ser el
efecto fisico proporcional a B y al tener atn cierta libertad gauge, podemos decir tranquilamente
que tampoco en el efecto Aharonov-Bohm los potenciales tienen significado fisico.

Por dltimo, existe una explicacién matemadtica elegante del efecto Aharonov-Bohm en térmi-
nos de estructuras topolégicas. Matematicamente hablando el efecto es debido a que ni el espacio
de configuraciones, ni el grupo gauge son simplemente conexos. Por un lado el grupo gauge de
la teoria de Maxwell es U (1) (el grupo de multiplicacién por una fase ¢'*), cuyo espacio de grupo
es el circulo S*. Por otro lado, el espacio de configuraciones R?\ {0}, que es topolégicamente igual
aR x S!, pero dado que (1.96) no depende de r, la parte (topolégicamente) relevante del espacio
de configuraciones es S'. El pardmetro A de una transformacion gauge es por lo tanto una fun-
cion del espacio de grupo S! al espacio (relevante) de configuraciones S* (véase Figura 1.9). Las
diferentes funciones A se distinguen por el numero de veces que la primera S* recorre (enrolla) a
la segunda en una direccién o en la otra. Funciones con distinto ntimero de enrollamiento no son
continuamente deformables unas en otras y funciones con nimero de enrollamiento distinto de
cero no son contraibles. El nimero de enrollamiento (lo que fisicamente corresponde al namero
de vueltas que da el electrén alrededor del solenoide) es por lo tanto un invariante topoldgico
y la clasificacion de las distintas funciones A : S' — S! se hace a través del (primer) grupo de
homotopia 7y Para el caso del grupo U(1), el grupo de homotopia 71 (U(1)) = m (S') = Z.

El monopolo de Dirac

Ya hemos comentado antes que las ecuaciones del vacio (1.71)-(1.72)

— —

"E=0, V-B=0, (1.97)

<

L 1 - L
VXE:*EatB, VXB:E&E (198)
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son remarcablemente simétricas bajo intercambio de E y B. Efectivamente en ausencia de cargas
las ecuaciones (1.98) son invariantes bajo la transformacién SO(2)
E' = cosaE + sina B, (1.99)
B' = —sina E + cosa B. (1.100)
Noétese que esta transformacién intercambia completamente E y B, de modo que en el vacio los

campos eléctricos y magnéticos son en realidad indistinguibles y que es puramente convenio lo
que llamamos E y lo que llamamos B.

Esta simetria se rompe en presencia de cargas, debido al hecho de que existen cargas eléctricas,
pero no hay cargas magnéticas. El fisico inglés Paul Dirac (1902-1984) descubrié en 1931 una
configuracién de campos que describe un monopolo magnético.

Para restaurar la simetria en presencia de cargas y corrientes eléctricas p. y J., es preciso
introducir cargas magnéticas p,, y corrientes magnéticas j;,, en las leyes de Maxwell:

— — —

V'E:p67 VB = pm,

L1l e T P

VXE=—=7,—-0B, VxB=-7 + -0F. (1.101)
C C C C

En analogia con la expresién (1.31) de una carga puntual, un monopolo magnético con carga
magnética ¢,, en el origen produciria un campo magnético 5 de la forma

B= 4‘;%5“ (1.102)

Un potencial A que daria lugar al campo (1.102) viene dado por

gm (1 —cosf) _

A(n) —
A Arrsing P (1.103)
ya que con la expresion
L 1 , . .
VA = ——(O(sin0A,) = 0,40) ¢ + (750,4, — 20,0 A,) )
1 "
+- (a,. (rAg) — 6914,.)6@, (1.104)

para el rotacional en coordenadas esféricas, se puede comprobar que V x A(™ = B en todo el
espacio, salvo en r = 0. Notese que la expresién (1.103) es singular para 6 = 7, es decir el eje
z negativo. Esta singularidad, llamada la cuerda de Dirac, es una consecuencia del hecho de que
hayamos modificado la expresién para la divergencia de B: s6lo a través de una singularidad en
A podemos escribir

V-B =V-(VxA) # 0. (1.105)

Noétese que esta situacion es muy parecida a la de (1.94) en el caso del efecto Aharonov-Bohm,
donde también los teoremas del andlisis vectorial son circunvalados por singularidades en el
potencial. Esto sugiere que también aqui habrd un fundamento topolégico en la base de esta
solucién. Veremos que éste efectivamente es el caso.

A nivel cldsico la singularidad de la cuerda de Dirac no nos debe preocupar, puesto que sélo
es una singularidad en el potencial y no corresponde a nada fisico. Sin embargo ya hemos visto
que a nivel cudntico si puede haber efectos fisicos. Por lo tanto si queremos tomar el monopolo
de Dirac en serio, tenemos que encontrar una manera de deshacernos de la cuerda de Dirac.

Podemos evitar la singularidad de la cuerda de Dirac en § = 7, usando otra expresién para el
potencial A. Una expresién para A que da el mismo campo magnético (1.102) es

() _ —@m (1 +cosb)

A Amrrsin @ i (1.106)
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Figura 1.10: EI monopolo de Dirac segiin Wu y Yang: dividimos el espacio en dos parches 6 € [0, 5 + €] y

0 € [5 — e, 7| y utilizamos en cada parche los potenciales Ay A yespectivamente, que son regulares
en su respectivos parches. La cuerda de Dirac (la linea interrumpida) no aparece en la descripcion, ya que
es un artefacto de la eleccion de gauge.

que efectivamente evita la singularidad en § = w, pero que diverge en 6 = 0, el eje z positivo.
El hecho de que la singularidad cambie de sitio al elegir otro potencial, indica que la cuerda de
Dirac no es algo fisico, sino un artefacto de la eleccién de gauge.® Efectivamente, A y A®®) estan
relacionados a través de una transformacién gauge (puesto que dan el mismo B):

A — f& 4 Am o Fe) *(_ G ) 1.107
+ 2mrsing ® v 9me ©) ( )

donde en la dltima igualdad hemos utilizado la expresién

—

1 1
VA = 9,08 + ~ A8 + —— 0N, (1.108)

rsing 7
para el gradiente en coordenadas esféricas.

El truco desarrollado por los fisicos chinos Chien-Shiung Wu (1912-1997) y Chen Ning Yang
(el mismo de la invariancia gauge tipo Yang-Mills) consiste en dividir el espacio en parches y
utilizar un potencial en cada parche, tal que la singularidad del potencial cae fuera del parche
en que lo utilizas (véase figura 1.10). En particular cogemos como primer parche el hemisferio
norte 6 € [0, T + €], donde utilizamos el potencial A y como segundo parche el hemisferio sur
6 € [5 —¢, 7| con el potencial A()_ En la zona de solapamiento 6 € [5 —¢, 5 +¢] los dos potenciales
estan relacionados a través de la transformacién gauge (1.107). Nétese que esta transformacién
no estd bien definida en ¢ = 0y # = 7, los puntos de la cuerda de Dirac, pero dado que sélo
estamos interesados en aplicar la transformacién gauge en la zona de solapamiento, no nos tiene
que preocupar.

El flujo magnético total a través de una esfera alrededor del monopolo viene dado por

#E-ﬁd% = //(%uf(”))-ﬁd?x+//(6xff<5>)-ﬁd2x
N S
_ ]{@'(n) _ A‘(s)).d;

7{6(%) AP = g, (1.109)

donde en la primera y la segunda igualdad hemos utilizado los teoremas de Stokes (1.25). Las
integrales de superficie estdn tomadas respectivamente en el hemisferio norte y sur y la integral
de contorno en la segunda igualdad estd tomado a lo largo del ecuador, donde el signo relativo
es debido al hecho de que recorremos la curva dos veces en sentidos opuestos. Finalmente en la

“Incluso se puede demostrar relativamente facil con la ley de Gauss que la cuerda no tiene porqué ser recta. Puede
tener la forma de una curva semi-infinita, mientras que sea continua.
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dltima igualdad hemos utilizado las expresiones (1.107) y (1.108) para el gradiente. La ecuacion
(1.109) es por lo tanto la ley de Gauss para cargas magnéticas: el flujo total a través de una su-
perficie cerrada es igual a la carga encerrada dentro de la superficie, en acuerdo con la solucién
(1.102) propuesta al principio.

Con esta construccién la singularidad de la cuerda de Dirac no aparece en la descripcién, de-
mostrando que no es més que un artefacto de la elecciéon de gauge. Clasicamente el procedimiento
de utilizar potenciales distintos en regiones distintas del espacio es directo y sin consecuencias.
Cudanticamente es més sutil, puesto que antes hemos visto que al cambiar de gauge, la funcién
de onda de un electrén adquiere una fase. Por lo tanto, las funciones de onda que describen el
electrén con carga ¢. en el hemisferio norte y sur estan relacionadas mediante

(n) (= _ _ 9edm ) (s) (=
v (7) exp( A o) e (7). (1.110)
Sin embargo, este cambio de fase tiene consecuencias profundas: obviamente en el ecuador 6 =
7/2,la funcién de onda tiene que ser univaluada al dar una vuelta alrededor de la esfera. En otras
palabras, la fase en (1.110) ha de tener el mismo valor para ¢ = 0y ¢ = 2, lo que implica que
su argumento ¢.¢,,/27h tiene que ser un nimero entero n. Escrito de otra forma, llegamos a la
llamada condicién de cuantizacion de carga de Dirac:'°

2
o = mh. 1.111)
dm

En otras palabras, una consecuencia directa de la existencia de monopolos magnéticos es que las
cargas eléctricas aparecen cuantizadas, en multiplos enteros de una carga minima g, = 27h/¢,.
Ni siquiera es necesario que el monopolo magnético esté cerca, con que hubiera un solo monopo-
lo magnético en alguna parte del universo, todas las cargas eléctricas estarian cuantizadas. Esto
es un resultado francamente sorprendente, ya que a pesar de que nunca se haya visto (con se-
guridad) un monopolo magnético, la cuantizacién de carga es precisamente lo que ocurre en la
naturaleza: todas las particulas conocidas tienen una carga que es un multiplo entero de la carga
del electrén.!! Por ejemplo, aunque el electrén y el protén son dos particulas muy distintas, la
cota experimental de la diferencia de sus cargas es

@ <1,0-10°2. (1.112)
Obviamente esto no puede servir como prueba de la existencia de monopolos, pero por otro lado
no se conoce ningtin otro mecanismo convincente que pueda explicar la cuantizacién de la carga.
Es mads, en 1974 el fisico holandés Gerard 't Hooft (1946) y el ruso Alexander Polyakov (1945)
intentaron cuantizar la carga eléctrica por otros medios, embebiendo el electromagnetismo en
una teoria gauge mas grande, pero encontraron que los llamados monopolos de 't Hooft-Polyakov
aparecen por la puerta trasera como defectos topolégicos, al romper la simetria para recuperar la
teorfa de Maxwell. En otras palabras, parece que (de momento) no hay manera de cuantizar la
carga eléctrica sin de algiin modo introducir monopolos magnéticos también.

Igual que en el caso del efecto Aharonov-Bohm, la base matemética del monopolo de Dirac es
una estructura topolégica no-trivial. El espacio de configuraciones es R*\{0}, puesto que el po-
tencial es divergente en 7 = 0. (Hemos eliminado el resto de la cuerda de Dirac con el truco de Wu
y Yang, pero la singularidad en el origen aparece en ambos potenciales). Estamos por lo tanto tra-
bajando con un fibrado U (1) sobre el espacio R\ {0}, que tiene la misma homotopia que S?. La S?

197.a misma formula se puede derivar también utilizando un sélo potencial en el espacio entero. Para evitar un efecto
Aharonov-Bohm visible alrededor de la cuerda de Dirac, hay que ajustar la fase tal que sea un multiplo de 27.

Es bien sabido que los quarks sf tienen una carga ¢ = +e/3 6 ¢ = £2e/3, por lo que parecen violar la condicién
de cuantizacion de carga. Sin embargo QCD, la teoria gauge que describe el comportamiento de los quarks, predice un
efecto llamado libertad asintética, responsable del hecho de que los quarks no puedan aparecer libremente. Debido a este
confinamiento de quarks, éstos se manifiestan siempre en conjuntos de dos o tres, tal que la carga total del conjunto es un
multiplo entero de la carga del electrén.
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estd descrita por dos cartas (parches), el hemisferio norte y el sur, y la funcién de transicién, que
nos cuenta cémo encajan los parches, es justo la transformacion gauge exp(—ige.¢m p/27), definida
en el ecuador, donde se solapan los dos parches. Igual que en el caso del efecto Aharonov-Bohm
tenemos por lo tanto una funcién A : S* — S?, clasificada por el grupo de homotopia 7(S*) = Z.
El ntimero entero n que aparece en la condicién de cuantizacién de carga (1.111) es basicamente
la clase de homotopia de A.
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Capitulo 2

El Principio de la Relatividad

¢ Como puede ser que las matemdticas, después de todo un producto del pensamiento humano
independiente de la experiencia, son tan admirablemente adecuadas para describir los objetos
de la realidad?
(A. Einstein)

2.1. El Principio de la Relatividad

Puede resultar sorprendente, pero histéricamente el Principio de la Relatividad es mucho més
antiguo que la Teorfa de la Relatividad, incluso més antiguo que la mecénica cldsica de Newton.
Fue formulado por Galileo Galilei (1564 - 1642) alrededor de 1600, como un argumento en la dis-
cusion del heliocentrismo versus el geocentrismo. Los defensores del geocentrismo, que en este
momento crefan firmemente en la fisica de Aristételes (384 A.C. - 322 A.C.) y en la astronomia de
Ptolomeo (c. 100 - c. 170), argumentaban que, si fuera verdad que la Tierra se moviera alrededor
del Sol y alrededor de su eje, ;por qué no lo notamos? ; Por qué una bola que dejamos caer desde
una torre alta termina al pie de la torre y no a cierta distancia hacia el Oeste, debido a la supuesta
rotacioén de la Tierra de Oeste a Este?

Como respuesta a este argumento Galilei introdujo una nueva idea: la inercia. De sus multiples
experimentos con bolas rodando sobre planos inclinados, habia llegado a la conclusién de que
una masa en movimiento uniforme rectilineo mantendra eternamente este movimiento mientras
que no acttie ninguna fuerza exterior sobre ella (nétese que esto no es nada menos que la Segunda
Ley de Newton, F' = md, en forma cualitativa). Como ejemplo, Galilei dijo que si dejamos caer
una bola desde la gavia de un barco en movimiento (uniforme), la bola tocara la cubierta en el
pie del mastil y no méas hacia la popa, puesto que la bola conserva la velocidad uniforme del
barco durante su caida. De la misma manera, el argumento de los geocentristas no demostraba
necesariamente que la Tierra esté en reposo.!

El propio Galilei se dio cuenta de que la formulacién inversa también es valida. Imaginémos-
nos un observador que se mueve con la misma velocidad que una masa en movimiento uniforme
y rectilineo. Para este observador la masa estara en reposo. Dado que, por el principio de iner-
cia, sin influencias externas ambos mantendran su movimiento, para el observador esta masa
seguird en reposo hasta que acttie una fuerza exterior sobre ella.

1En realidad, si la bola cae desde una altura suficientemente alta, se espera el efecto contrario: antes de caer, el sistema
Tierra-torre-bola gira como un cuerpo rigido, de modo que la velocidad inicial de la bola es mayor cuanto mads alta la
torre. Durante la caida, la bola conservard esa velocidad y acabard por lo tanto una distancia (en la practica despreciable)
mas hacia el Este.
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Por lo tanto la conclusién que sacé Galilei es que un observador no es capaz de determinar
si él estd en un sistema que estd en reposo o en movimiento uniforme y rectilineo. El observador
puede lanzar o dejar caer masas, dejar rodar bolas sobre planos inclinados, medir el periodo
de péndulos, los resultados serdn los mismos en movimiento (uniforme) que en reposo. Mas
general, una persona encerrada en una caja, con todos los experimentos mecédnicos imaginables
a su disposicién, no tiene manera alguna de determinar su estado de movimiento, sin mirar por
una ventanilla. Este principio se llama el Principio de la Relatividad.

Principio de la Relatividad (formulacién de Galilei): Es imposible determinar a base de
experimentos (mecdnicos) si un sistema de referencia estd en reposo o en movimiento uniforme
y rectilineo.

Aunque en la vida cotidiana estamos muy acostumbrados a notar si nos movemos o no, hay
numerosos ejemplos en los que se aplica claramente el Principio de la Relatividad. Mirando por
la ventana de un tren en la estacién, no sabemos si empieza a moverse nuestro tren o el de al lado.
En un atasco delante de un semaforo pensamos que estamos rodando hacia atras, si el coche de
delante sale. Dos balsas en medio del océano, que se alejan una de otra, no pueden determinar si
la primera se aleja de la segunda, o vice versa.

El Principio de la Relatividad, por muy trivial que pueda parecer, es un principio profundisi-
mo y tiene, como veremos en este curso, consecuencias muy lejanas, determinando la forma de
las leyes de la fisica y la estructura del espacio y del tiempo. El Principio de la Relatividad, aun-
que formulado ya alrededor del afio 1600, es la base directa de la teorfa de la relatividad especial
(1905) y su generalizacion, el Principio de la Equivalencia (Capitulo 9), la de la teoria de la relati-
vidad general (1916).

Para entender bien su importancia, formularemos el Principio de otra manera. Definimos co-
mo sisternas inerciales un conjunto de sistemas de referencia que estan en reposo o en movimiento
uniforme y rectilineo con respecto a un sistema previamente elegido como inercial.> Ahora, el
Principio de la Relatividad es solamente vélido dentro de la misma clase de sistemas inerciales
(ya que salir de la clase de sistemas inerciales implica aceleraciones, que son medibles a través
de experimentos). Sin embargo, dentro de una clase de sistemas inerciales, no hay observadores
privilegiados: dentro de la misma clase de sistemas inerciales no se puede determinar qué siste-
ma estd en “reposo absoluto” y cudl en “movimiento absoluto”. Todos los experimentos dan el
mismo resultado para cualquier observador y por lo tanto todos los observadores inerciales ven
la misma fisica. Ninguno de ellos tiene un punto de vista priveligiado frente a los otros.

Principio de la Relatividad (formulacién de equivalencia): Todos los sistemas inerciales
son equivalentes, es decir, todos los observadores inerciales ven la misma fisica.

Nadie se habia dado cuenta realmente de la importancia de esta formulacién hasta finales del
siglo XIX, cuando Henri Poincaré (1854-1912) lo tomé como principio bésico y sugirié que hacia
falta una nueva formulacién de la mecdnica, basada en este principio. Aunque Poincaré nunca
lleg6 a dudar de la existencia del éter, si se hacfa serias preguntas sobre el significado de simul-
taniedad de eventos y derivaba la regla relativista de la suma de velocidades. Sin embargo, no
llegé a formular una mecénica relativista completa. Este logro estd a nombre de Albert Einstein
(1879-1955). El razonamiento de Einstein era que, si todos los sistemas inerciales son equivalen-
tes y todos los observadores inerciales ven la misma fisica, entonces todos estos observadores
inerciales deben llegar a las mismas leyes de la fisica, si quieren apuntar los resultados de sus
experimentos. En otras palabras:

2 Nétese que esta definicién es altamente circular y no precisa cuales son los observadores inerciales. Sélo dice que
si conocemos uno, podemos encontrar todos de su clase. Veremos en la secciéon 9.6 por qué es tan dificil identificar
observadores como inerciales, pero ya podemos adelantar que el problema toca la esencia de la teoria de la relatividad
general.

42



Principio de la Relatividad (formulacién de Einstein): Las leyes de la fisica deben tener
la misma forma en todos los sistemas inerciales.

El gran logro de Poincaré y Einstein fue darse cuenta dde que el Principio de la Relatividad no
s6lo se aplica a la mecdnica, sino a la fisica entera, incluidos el electromagnetismo y la 6ptica. Esta
extension es importante, puesto que como veremos en la seccién 2.3, hay un conflicto directo entre
la mecdnica newtoniana y el electromagnetismo de Maxwell (1831-1879) si aplicamos el Principio
de la Relatividad.

Formulado de esta manera, el Principio de la Relatividad impone ciertas condiciones sobre
la forma de las leyes de la fisica. Existen unas transformaciones, llamadas cambios de coordenadas,
que relacionan la posicién, velocidad, etc. de un observador con otro. Para no salir de la clase de
sistemas inerciales, estos cambios de coordenadas tienen una forma especifica y estas transfor-
maciones tienen la estructura matematica de un grupo. La formulacién de Einstein del Principio
de la Relatividad implica por lo tanto, que las leyes de la fisica tienen que ser de tal forma que, al
hacer un cambio de coordenadas entre dos sistemas inerciales, tienen que tener la misma forma.
En otras palabras: las leyes de la fisica deben ser invariantes y las cantidades fisicas que aparecen
en estas leyes tienen que ser tales que transformen bien bajo las transformaciones de ese grupo.

Principio de la Relatividad (formulacién covariante): Las leyes de la fisica transforman
bien bajo las transformaciones del grupo de simetria que relacionan a los distintos observado-
res.

Investiguemos ahora en detalle cudles son estas transformaciones de simetria y como las leyes
conocidas transforman bajo ellas.

2.2. Simetrias y la forma de las leyes de la fisica

Las leyes de la fisica son invariantes bajo traslaciones en el tiempo
t—t+ At (2.1)

para cualquier valor de At. En otras palabras, no hay un momento especial ¢ = 0y las leyes son
validas en todos los momentos ¢. Esta simetria encaja bien con la hipétesis bésica de la ciencia
de que los resultados son reproducibles,® por la sencilla razén de que si no la teoria no serfa
refutable. Si un cientifico obtiene cierto resultado en el momento ¢ = ¢1, otro investigador deberfa
ser capaz de obtener el mismo resultado a ¢t = ¢; + At. La simetrfa (2.1) se llama la homogeneidad
del tiempo.

De la misma manera, las leyes de la fisica son invariantes bajo traslaciones en el espacio
7 — T+ 70, (2.2)

para cualquier vector 7. Fisicamente esto corresponde al hecho de que no importa el lugar donde
hacemos los experimentos y matemdticamente a que no hay un punto especial en el espacio y
que podemos elegir el origen del sistema de referencia donde queramos. Esta simetria se llama
la homogeneidad del espacio.

La isotropia del espacio es el hecho de que todas las direcciones son equivalentes y que no
hay ninguna direccién preferida. En otras palabras, la orientacién de un experimento fisico es

3Aunque existe un Annals of Improbable Research, editado por la misma gente que cada afio entrega the Ignoble
Prizes, un premio por investigaciones “that cannot or should not be reproduced.”.
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irrelevante. La isotropia implica una invariancia bajo rotaciones ortogonales arbitrarias
3
2t = E M'ja?, (2.3)
i=1

donde M"; es la matriz ortogonal que representa una rotaciéon SO(3).

Como ya mencionamos antes, estas simetrias imponen restricciones en la forma que pueden
tener las leyes fisicas. La homogeneidad del tiempo causa que un lagrangiano* £ = T — V, que
describe un sistema de objetos en posiciones ¢; con velocidades ¢;, no pueda depender explicita-
mente de ¢:

9 L(qi(t), 4i(t)) = 0. (24)

Como indicado, las variables ¢; y ¢; si pueden ser dindmicas y depender de ¢, pero la depen-
dencia del lagrangiano de ¢ s6lo puede darse a través de éstas variables. La homogeneidad del
espacio implica que las interacciones permitidas en el potencial V(g;) s6lo pueden depender de
las distancias entre dos particulas, pero no de las posiciones de las particulas con respecto a cierto
origen. Y finalmente la isotropia del espacio implica que el potencial V tiene que ser un potencial
central, que depende de la distancia radial r, pero no de los dngulos.

Efectivamente, los potenciales que uno encuentra en teorias de gravedad, electromagnetismo,
fisica molecular o nuclear son tipicamente de la forma V' = V (|7} — 72|), que claramente satisface
los requisitos mencionados arriba.

Las simetrfas no sélo restringen la forma que puede tener una teorfa, sino también ayudan
a la hora de encontrar soluciones de las ecuaciones de movimiento. Si, por ejemplo, queremos
encontrar la expresién para el campo eléctrico, causado por un electrén en reposo en el origen de
un sistema de coordenadas, tenemos que resolver la ecuacién de Laplace (en coordenadas esféricas)
para el potencial ¢,

1 1 1
V2 = T—Qar(rQé)rqb) + 5= 0p(sin00p¢) +

— D24 = 0. (2.5)
r2sin 0

r2sin®f 7
Para resolver la ecuacion (2.5), se podria aplicar el método de separacion de variables y buscar la
solucién mds general en funcién de las funciones arménicas esféricas Yy, (9, ¢), pero nos ahorra-
remos mucho trabajo si utilizamos la simetria del sistema. Dado que el electrén en el origen
posee una simetria esférica, el campo eléctrico también tiene que reflejar esta simetria: la solucién
dependerd sélo de la coordenada radial  y no de los dngulos 0 y ¢. La ecuacién diferencial parcial
(2.5) se reduce por lo tanto a una ecuacién diferencial ordinaria en r y es facil averiguar que la
solucién para el campo eléctrico es la solucién conocida de la electrostatica:

o(r) == — E=-V¢= —% & (2.6)

Aparte de las simetrias bajo traslaciones y rotaciones de arriba, el Principio de la Relatividad
nos proporciona otra simetria, relacionada con observadores en movimiento relativo. Ya que el
Principio de la Relatividad impone que un observador no es capaz de medir la velocidad absoluta
de su sistema de referencia, sino solamente velocidades relativas entre sistemas de referencia,
obviamente esto implica que las leyes de la fisica no pueden ser formuladas en términos de
velocidades. S6lo cambios de velocidad son admisibles, ya que estos son independientes de los
obervadores. Efectivamente, las leyes de Newton estdn formuladas en funcién de la aceleracién
@, y no de la velocidad .

A partir de ahora consideraré los conceptos lagrangiano y teoria como sinénimos: cada lagrangiano, al ser la integral
de las ecuaciones de movimiento, define los grados de libertad y dindmica en cuestién y por lo tanto la teoria entera. Vice
versa consideraré que una teoria estd bien definida si existe un lagrangiano que describe su dindmica. (No consideraremos
en este libro los casos donde un conjunto de ecuaciones de movimiento no son integrables a una accién.)
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Figura 2.1: Las transformaciones de Galilei: Un observador O’ se mueve con velocidad U con respecto a
un observador O, tal que la posicion de O’ en las coordenadas de O es Ry + Ut. Una particula, que tiene
posicion 7' () en las coordenadas de O' tendrd posicion 7#(t) = Ry + 7' (t) + 0t en las coordenadas de O.

Pero hay més. Si dos observadores observan el mismo suceso, cada uno en su propio sistema
de referencia, tiene que haber una manera de relacionar los resultados de un observador con los
resultados del otro. La relacién entre los resultados de diferentes observadores se llama cambio de
coordenadas. Las rotaciones y las traslaciones en el tiempo y el espacio son ejemplos de cambios
de coordenadas, pero por lo menos igual de importantes son los cambios entre dos observadores
que estdn en movimiento uniforme rectilineo relativo.

Consideremos por simplicidad dos observadores O y O’ que tienen sus sistemas de coorde-
nadas orientados de tal manera que los ejes de sus coordenadas cartesianas son paralelos. El
observador O’ se mueve con una velocidad constante ¥ con respecto al sistema de referencia de
0, asi que la posicién del origen de O’ con respecto a O en un momento t arbitrario viene dado
por Ry + t, donde Ry es la posicién de O’ at = 0 en el sistema de O (véase Figura 2.1). Una
masa m que se encuentra en el momento ¢ en la posicién 7’ en el sistema de coordenadas de ',
tendra para O, por la regla de suma de vectores, la posiciéon

F=Ry + 7'+ ot (2.7)

Los observadores O y O podrén relacionar sus mediciones de posicién a través de estas transfor-
maciones, llamadas las transformaciones de Galilei. Muchas veces se presentan para el caso especial
cuando los dos sistemas de referencia coincidenat = 0y O’ se mueve a lo largo del eje = positivo

de O (es decir ﬁo =0y U = ve;). En este caso (2.7) se reduce a

x = +ut, y=1 z=7. (2.8)

Si la masa m se mueve con velocidad V para O y con velocidad V' para O, su trayectoria
viene dada por 7(t) = 7 + Vt en las coordenadas de O y por 7/ (t) = 70 + V't en coordenadas
de O, donde 7 y 7’ son las posiciones de la masa en el momento ¢ = 0 en las coordenadas de
Oy de O’ respectivamente. Utilizando (2.7), vemos que las dos trayectorias estan relacionadas a
través de

o + Vt = E() + Ut + 7?()/ + V’t. (29)

Esta relaciéon obviamento no es mds que una reformulacién de (2.7) para t arbitrario, pero su
interés estd en que nos permite encontrar una relacién entre las velocidades v y V' medidas por
Oy O'. Derivando (2.9) con respecto al tiempo, obtenemos que la velocidad que O mide para la
masa m es la suma de la velocidad que mide O’ y la velocidad v de O’ relativa a O:

V=v+V". (2.10)
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Esta regla se llama la regla (cldsica) de la suma de las velocidades y parece confirmar lo que conocemos
intuitivamente de la vida cotidiana. Derivando (2.10) otra vez con respecto a ¢, vemos que

i=a'. (2.11)

En otras palabras, (2.7), (2.10) y (2.11) nos confirman los resultados conocidos de que en la mecani-
ca newtoniana las posiciones y las velocidades son relativas, pero las aceleraciones son absolutas.

Como hemos visto, el Principio de la Relatividad dice que diferentes observadores inerciales
ven la misma fisica. Asi que las leyes de la fisica que estos observadores formulan tienen que
ser invariantes bajo la transformacién (2.8) (o en general (2.7)). Las transformaciones de Galilei,
junto con las rotaciones (2.3) y las traslaciones espaciales (2.2) y temporales (2.1) forman un grupo
(ejerc.), llamado el grupo de Galilei. Como veremos en la siguiente seccién, el grupo de Galilei es
el grupo de simetrias de la mecénica newtoniana.

2.3. Invariancia de la mecdnica newtoniana y las leyes de Max-
well

Investigaremos la invariancia de la segunda ley de Newton en el caso en que las fuerzas sean
conservativas, es decir que son derivables de un potencial F = —VV. Esto es el caso para todas
las interacciones fundamentales, ya que los efectos no-conservativos, como el rozamiento, son
una descripcién efectiva de interacciones conservativas complicadas a nivel molecular.

En componentes la segunda ley de Newton tiene la forma

ov.

8:5,- N
A base de conservaciéon de momento, se puede demostrar que la masa m de una particula tiene
el mismo valor para todos los observadores. En otras palabras, la masa es invariante bajo cambios
de coordenadas, es decir, que toma el mismo valor para todos los observadores. También hemos
visto que los potenciales tipicos de gravedad, electromagnetismo y fisica molecular, atémico o
nuclear son de la forma V' = V (|7} —3|), tal que estos potenciales son invariantes bajo rotaciones
y traslaciones.®

mit. (2.12)

En el lado derecho de (2.12) aparece la segunda derivada de la posicién i?, de forma que con
la regla de la cadena es fécil ver que la ecuacién es invariante bajo las transformaciones (2.1),
(2.2) y (2.7). En particular, el hecho de que la segunda ley de Newton venga en funcién de la
aceleracion y no de la velocidad es una consecuencia directa del Principio de la Relatividad: si
aparecieran velocidades, habria que especificar con respecto a qué sistema de referencia, mientras
las aceleraciones son absolutas en la mecédnica newtoniana.

La invariancia bajo rotaciones es un poco mds sutil: derivando dos veces la transformacion
(2.3) con respecto al tiempo, estd claro que la aceleracién transforma como

3
BP= M. (2.13)
j=1

Aunque, por ser un potencial central, V' es invariante bajo rotaciones, su gradiente no lo es, de-
bido a la transformacién de las derivadas. Aplicando la regla de la cadena tenemos (o véase
Capitulo 4)

jal‘j'

WV OV
5 = > My (2.14)
3 j:1

50jo, el hecho de que V sea invariante bajo rotaciones no significa que VV lo sea. Es mds, en seguida demostraremos
que VV no es invariante, sino que transforma de manera covariante.

46



Combinando (2.13) y (2.14), obtenemos que si para un observador es vélida la segunda ley (2.12),
otro observador relacionado con el primero a través de una rotacién (2.3) verd la segunda ley

como
ov

a7
ox!,

Las ecuaciones (2.13) y (2.14) dicen que los dos observadores obtendran resultados diferentes
para las componentes de la fuerza y la aceleracién, pero cada uno medird, componente por com-
ponente, que la fuerza es proporcional a la aceleracién, con la masa como constante de proporcio-
nalidad. Si la ley de Newton es valida para un observador, también lo es para el otro. Si objetos
(y leyes) transforman de esta manera decimos que no son invariantes sino covariantes.

= mi't (2.15)

La razén por la que esto funciona es que tanto la fuerza —V'V como la aceleracién Z transfor-
man de la misma manera bajo rotaciones. Ambas son vectores en R? y transforman como tales
bajo el grupo O(3) de rotaciones en R3. La leccién que aprendemos de esto es que para que las
leyes de la fisica sean invariantes o covariantes, hay que expresarlas en funcion de objetos que
transformen bien bajo el grupo de simetria, en este caso vectores. Si no, estas leyes s6lo tendrian
sentido en un sistema de referencia especifico.

Con estos célculos hemos demostrado la invariancia y covariancia de la mecdnica newtoniana
bajo el grupo de Galilei. El problema aparece cuando intentamos averiguar la invariancia del otro
pilar de la fisica cldsica: el electromagnetismo en forma de la teoria de Maxwell. Las leyes de
Maxwell vienen dadas (en unidades de Lorentz-Heaviside) por

V-E =p, V.B=0,

<

— 1 — = — 1 g
x E=—=08,B, VXB:—(f+ 6tE), (2.16)
C C

donde E'y B son los campos eléctricos y magnéticos respectivamente, p la densidad de carga, 7
la densidad de corriente y ¢ = 299792, 458 km/s la velocidad de la luz. La velocidad de la luz
aparece porque la teorfa de Maxwell predice la existencia de ondas electromagnéticas (o sea luz),
que viajan con la velocidad c.

El hecho de que aparezca explicitamente la velocidad de la luz es extrafio porque parece vio-
lar el Principio de la Relatividad: ¢ es la velocidad de la luz jcon respecto a qué observador? La
interpretacion generalmente aceptada a finales del siglo XIX era que las ondas electromagnéti-
cas necesitaban un medio para propagarse, el éter, y ¢ seria entonces la velocidad de la luz con
respecto a ese éter.

Un observador que se mueve con una velocidad v con respecto al éter mediria entonces, por
la regla de la sumatoria de las velocidades (2.10), que la luz se propaga con una velocidad

d=cxw, (2.17)

dependiendo de si se acerca o se aleja de la fuente de luz. En particular, un observador que se
mueve a la velocidad de la luz en la misma direccién que una onda electromagnética, veria esa
onda como estética (¢ = 0), ya que estaria en reposo con respecto al observador. Sin embargo,
las ecuaciones de Maxwell en el vacio (p = 7= 0) no permiten soluciones de campos estéticos,
al menos que sean constantes (ejerc.). Por lo tanto, ese observador veria una perfil del campo
electromagnético que no estd permitido por las ecuaciones de Maxwell, lo que implica un grave
problema tedrico.

Pero también hay graves problemas experimentales: entre 1881 y 1930 una serie de experi-
mentos (de los cuales el de los americanos Albert Michelson (1852 - 1931) y Edward Morley (1838
-1923) de 1887 es el méas famoso) intentaron determinar la velocidad v de la Tierra con respecto al
éter, midiendo con mucha precision la velocidad de la luz (2.17) con respecto a la Tierra. Sin em-
bargo a pesar de la gran precision, los resultados nunca mostraron (dentro del margen de error)
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ninguna diferencia entre la velocidad de la luz con respecto a la Tierra y la velocidad con respecto
al éter. En 1907 Albert Michelson recibi6 el Premio Nobel, no por el resultado de su experimento,
sino por inventar el interferémetro con que habia hecho el experimento.

Para explicar los resultados experimentales de Michelson y Morley, el fisico irlandés George
FitzGerald (1851 - 1901) e indepedientemente el holandés Hendrik Anton Lorentz (1853-1928)
propusieron que cualquier objeto en movimiento con respecto al éter se contrae con un factor
1/4/1 —v?%/c? en la direccién del movimiento. Aunque a estas alturas la suposicién era comple-
tamente ad hoc, si explicaba los resultados correctos, ya se supuestamente los brazos del inter-
ferrémetro se contraen de tal modo que cualquier medicién de la velocidad de la luz siempre
daria como valor c.

Lorentz iba ain més lejos, ddndose también cuenta de que las leyes de Maxwell no transfor-
man de manera covariante bajo las transformaciones de Galilei (2.7), sino bajo las transformacio-
nes

g t—va/c PO el LI (2.18)

NoEryrh VI=v2/c

si asumimos que las cargas y las corrientes transforman como

— i ]c? -
o= LU Jo= = (2:19)

y los campos E'y B como

E,—vB./c E.+vBy/c

E =FE,, E/:u, Egzé,

‘ ! Yoo /T=02/e2 V1—wv2/c?
B! = B,, B = M B = w (2.20)

RVA Y S /122

(ejerc.). La transformacion (2.18) se llama la transformacion de Lorentz y difiere de la transformacién
de Galilei (2.7) por el factor 1/4/1 — v2/c?, que es despreciable cuando v < ¢, pero muy grande
cuando v tiende a c. Igual que las transformaciones de Galilei, las transformaciones de Lorentz
forman un grupo (ejerc.), llamado el grupo de Lorentz.

Parece por lo tanto que tenemos dos grupos de simetria distintos en la Naturaleza: el grupo
de Galilei para la mecdnica newtoniana y el grupo de Lorentz para el electromagnetismo. Hay
tres posibles actitudes ante esta situacion peculiar:

1. Abandonar el Principio de la Relatividad: los sistemas inerciales no son todos equivalentes,
sino el sistema que esta en reposo con respecto al éter es especial, puesto que sélo aqui las
leyes de Maxwell son vélidas.

2. Modificar las leyes de Maxwell, tal que transformen bien bajo las transformaciones de Ga-
lilei.

3. Modificar la mecédnica newtoniana, tal que transforme bajo las transformaciones de Lorentz
en lugar de las de Galilei.

La primera postura es la que tomé Lorentz. El crefa que su contraccién de Lorentz era un
hecho objetivo, absoluto frente al sistema del éter. En cuanto a la segunda postura, ha habido
intentos de por ejemplo Walter Ritz (1878 - 1909) e incluso Einstein en cierto momento, de derivar
leyes electromagnéticas que transformen bajo el grupo de Galilei, pero estas llevan a predicciones
que fueron experimentalmente refutadas.
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La tercera opcién es, como sabemos, la que eligi6é Einstein en 1905 y es sin duda la mds va-
liente. Fijese que en 1905 la mecénica newtoniana llevaba funcionando con gran éxito ya mds de
dos siglos, mientras la teoria de Maxwell apenas tenia 40 afios y su gran prediccion, la existencia
de ondas electromagnéticas, s6lo habia sido confirmada por Hertz alrededor de 1890.

Einstein empieza su famoso articulo Sobre la electrodindmica de los cuerpos en movimien-
to, con una observacién que expresa su descontento con la intepretacion tradicional de algunos
fenémenos electromagnéticos: cuando un iman se acerca a un aro conductor, la ley la induccién
magnética de Faraday explica la aparicion de un campo eléctrico circular que induce una co-
rriente en el conductor. Sin embargo si el conductor se acerca al imadn, no hay ningtn campo
eléctrico, pero la fuerza de Lorentz F = q(E + ¥ x B/c) actta sobre las cargas libres en el conduc-
tor, generando una corriente. A Einstein le parecia raro estas dos explicaciones distintas, si en el
fondo se trataba del mismo fenémeno, visto desde puntos de vistas diferentes, y argumentaba la
necesidad de una descripciéon independiente del estado de movimiento del observador.

El resultado de la valiente postura de Einstein es lo que ahora conocemos como la teoria de
la relatividad especial y aparte de llevar a una mecénica relativista, también llevé a un concepto
nuevo de espacio y tiempo.

2.4. El Principio de la Relatividad y el espacio absoluto

Es curioso, desde nuestro punto de vista moderno post-relativista, que el Principio de la Re-
latividad, que es tan importante en el desarollo de la teorfa de la relatividad, no juegue ningtn
papel de importancia en la mecénica newtoniana. Se mencionan las transformaciones de Galilei
(2.8) en cualquier curso de fisica general, aunque mas bien de manera anecdética, puesto que
luego no se usan en ningdn lado. Se podria aprender y entender toda la fisica newtoniana igual
de bien, sin conocer la simetria (2.8).

Gran parte de la responsabilidad de esto la tiene Isaac Newton (1642 - 1727), por el énfasis
que hizo sobre el espacio, el tiempo y el movimiento absolutos. En el Principia escribe

“El tiempo absoluto, verdadero y matematico [...] fluye igualmente sin referencia a algo externo.”
“El espacio absoluto, en su propia naturaleza, sin referencia a algo externo, permanece siempre simi-
lar e inmovible.”

“[E]n un barco de vela, la posicion relativa de un cuerpo es aquella parte del barco [...] que el cuerpo
ocupa, y que por lo tanto se mueve junto con el barco. El reposo relativo es la continuacién del cuer-
po en alguna parte del barco [...]. Pero reposo verdadero, absoluto es la continuidad del cuerpo en
alguna parte del espacio absoluto.”

Aunque Newton no necesitaba recurrir a estas ideas tan absolutas para formular su mecdnica,
lo hizo porque no le gustaba el relativismo de René Descartes (1596 - 1650), que le olia a ateismo.
Algunos de sus contemporaneos, como Gottfried Leibniz (1646 - 1716), han criticado mucho estas
ideas absolutas de Newton, pero segtin iba aumentando el éxito del Principia y la autoridad de
Newton, la discusién se trasladaba cada vez mds a un plano filos6fico,® mientras que el signifi-
cado fisico se cuestionaba cada vez menos. Veremos que un proceso similar ha ocurrido con la
idea de la gravedad como accién a distancia, concepto cuestionado por el propio Newton y sus
contemporaneos, pero generalmente aceptada por generaciones posteriores.

A finales del siglo XVIII, la autoridad del Principia habia impuesto una manera de pensar y
hacer fisica, de modo que el Principio de la Relatividad quedaba confinado a un rincén olvidado

®Por ejemplo, los empiristas como George Berkeley (1685 - 1753) y David Hume (1711 - 1776) rechazaban las ideas del
espacio y el tiempo absolutos a base de que no eran observables con los sentidos, mientras que para Immanuel Kant (1724
- 1804) eran ejemplos estupendos de sus categorias, conceptos innatos en el conocimiento humano.
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de la mecénica. Habria que esperar hasta el fisico-filsofo austriaco Ernst Mach (1838 - 1916) a
finales del siglo XIX para una primera critica severa a las ideas absolutas de Newton. Como los
filésofos empiristas, Mach crefa que la tinica fuente de conocimiento son las impresiones recibidas
por los sentidos. Para él 1a ciencia era s6lo un conjunto de hechos y datos sacados de experimentos
y observaciones, y las leyes de la fisica, como la del gas ideal o de la mecanica newtoniana, no son
mds que maneras econémicas de resumir experiencia. Sus ideas le hacfan rechazar ideas tedricas
por no ser observables, como el espacio, el tiempo y el movimiento absoluto, pero también los
atomos, cuya existencia nunca acepto.

Pero el gran mérito de rescatar el Principio de la Relatividad corresponde, como ya dijimos
en la seccién 2.1, a Poincaré y a Einstein, que lo declararon como primer principio, una idea cuya
validez no se puede demostrar directamente, sino incorporandola en una teoria. Sin embargo,
un primer principio es méas bésico que una teoria, ya que es independiente y previo a la teoria y
puede ser implementado en teorias de varias maneras. Lo que nos ensefia la historia de la teoria
de la relatividad es que, si hay un conflicto entre una teoria concreta y un primer principio (en
este caso la mecanica newtoniana y el Principio de la Relatividad), en general de lo que uno se
puede fiar es del primer principio.

Lo que hizo Einstein fue introducir una nueva manera de hacer fisica teérica. Hasta entonces
un articulo tedrico tipicamente empezaba resumiendo unos datos experimentales que no estaban
de acuerdo con las teorfas del momento y seguia proponiendo un nuevo modelo que explicaba
las discrepancias. El articulo de Einstein sobre la relatividad especial, sin embargo, empezaba con
la observacion de que tradicionalmente se interpreta la interacciéon entre una particula cargada
y un campo magnético de distinta manera, dependiendo de si se mueve la particula o el iman,
lo que esta en contradiccién con el Principio de la Relatividad. A continuacién introdujo unos
postulados basicos, como primeros principios y derivé de alli toda una nueva mecénica y unos
nuevos conceptos de espacio y tiempo. Sélo al final sugiri6 dos maneras de verificar la nueva
teorfa experimentalmente: el efecto Doppler y la aberracién relativista. Esta manera de hacer fisi-
ca tedrica hoy en dia todavia esta considerada entre los fisicos tedricos una manera muy elegante
que se imita en numerosas ocasiones.
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Capitulo 3

Breve repaso de la relatividad
especial

La relatividad nos ensefia la conexion entre las diferentes descripciones de la misma realidad.
(A. Einstein)

3.1. Larelatividad del tiempo y el espacio

Toda la teoria de la relatividad especial esta basada en dos postulados:

1. Todas las leyes de la fisica son validas para todos los sistemas inerciales.

2. La velocidad de la luz en el vacio es igual para todos los observadores y tiene
el valor de 299.792,458 km/s, independientemente del estado de movimiento de la
fuente.

El primer postulado es el Principio de la Relatividad que vimos en el capitulo anterior y
que fue formulado ya por Galilei para la mecénica alrededor de 1600. Einstein lo amplié para
todas las leyes fisicas, especialmente para el electromagnetismo, ya que, como vimos, la teoria
de Maxwell parecfa comportarse de manera diferente a la mecdnica newtoniana. El Principio
de la Relatividad afirma que no existe ningtin experimento fisico que sea capaz de distinguir
si un observador estd en reposo o en movimiento uniforme rectilineo. Dos observadores que se
mueven uno con respecto al otro ven la misma fisica y, por lo tanto, las leyes de la fisica deben
escribirse de modo que no cambien al pasar de un sistema de referencia a otro.

El segundo postulado es mas sorprendente, pero hay motivos tedricos y experimentales para
creerlo. Los motivos experimentales son los experimentos fracasados de Michelson y Morley
(1881 y 1887), que querian medir la velocidad de la Tierra con respecto al éter: suponiendo que la
velocidad de la luz con respecto al éter es ¢ y la de la Tierra alrededor del Sol es v, la velocidad de
la luz medida en la Tierra deberia ser ¢ — v o ¢ + v, dependiendo de si se mide en la direccién de
movimiento de la Tierra, o la direccién opuesta. Los resultados experimentales sin embargo no
lograron medir ninguna diferencia de velocidad, obteniendo siempre el mismo valor para c. El
motivo tedrico es la teoria de Maxwell que afirma la existencia de ondas electromagnéticas (luz),
cuya velocidad ¢ es una constante predicha por la teorfa. Si se asume que todas las leyes de la
fisica son vdlidas para todos los observadores, hay que aceptar que c es una constante universal.
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vt/2 vt/2

Figura 3.1: El reloj de luz en un tren en movimiento visto por un observador O' dentro del tren (arriba) y
un observador O en el andén (abajo).

Llevar estos dos postulados hasta sus tltimas consecuencias implica abandonar las ideas in-
tuitivas del espacio y el tiempo. Investigaremos las implicaciones con una serie de experimentos
ficticios.

Considérese un tren que se mueve con velocidad v en movimiento uniforme rectilineo con
respecto al andén de una estacién. El pasajero en el tren O’ dispone de un reloj de luz, que con-
siste en dos espejos colocados uno encima del otro a una altura d y un pulso de luz que viaja
continuamente entre los dos espejos. Por lo tanto, O’ medird que el tiempo At que tarda la luz en

subir y bajar entre los dos espejos es

2d
At == (3.1)

Un observador O en el andén vera este mismo fenémeno de manera distinta: para él la luz
sale del espejo de abajo, pero llega al espejo de arriba después de un tiempo At/2 cuando el
tren se ha desplazado una distancia vAt/2 y otra vez al espejo de abajo después de un tiempo
total At cuando el tren se ha desplazado una distancia total vAt (véase Figura 3.1). Para O, la
luz recorre una trayectoria mas larga y, dado que la velocidad de la luz es la misma que para el
pasajero, habrd pasado mds tiempo entre que la luz saliese y llegase otra vez al espejo de abajo.
Concretamente, la distancia que recorre la luz al subir es, por el teorema de Pythagoras

cAt\2 vAt\2Z
(%) = (%) +# 62
de donde podemos despejar At como
B 2d/c B At
VI=v2/E L\ T—0v2/cZ
donde en la dltima igualdad hemos utilizado (3.1) para relacionar el intervalo At con el intervalo
At’ medido por el pasajero. Vemos por lo tanto que el intervalo de tiempo efectivamente ha sido
mas largo para el observador en el andén que para el pasajero. Este efecto se llama la dilatacion

del tiempo y es completamente general: los relojes en movimiento corren menos rdapido que los
relojes en reposo. El factor de correcciéon

At

(3.3)

1
e
V1—v?/c?
es una funcién creciente de v, que siempre es mayor que 1. Obsérvese sin embargo que para

velocidades v < ¢ mucho més pequenas que la velocidad de la luz, tenemos que v ~ 1, de modo
que estos efectos relativistas son completamente despreciables en la vida cotidiana.

(3.4)
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Noétese que para obtener la férmula (3.3), hemos tenido que asumir que v < ¢. La veloci-
dad de la luz surge por lo tanto en la relatividad especial como un limite méximo, que ningtn
observador, ni ninguna sefial puede superar.

Finalmente, es imprescindible darse cuenta de que la situacién descrita arriba es completa-
mente simétrica entre los dos observadores. El pasajero O’ en el tren tiene pleno derecho de
suponer que €l esta en reposo, mientras el observador O en el andén se estd moviendo. Repitien-
do el mismo argumento, esta claro que O’ verd el reloj de luz de O en el andén avanzar menos
rapido que el suyo, dado que para él su propio reloj estd en reposo (ejerc.).

Concluimos por lo tanto que cada uno ve el reloj del otro ir mas lento que el suyo, puesto que
cada uno ve al otro en movimiento. No hay manera de saber cual de los dos “realmente” va mas
lento, ya que esto depende del punto de vista del observador. Por muy contraintuitiva que pueda
parecer, esta situacién no lleva a contradicciones, si se toma en cuenta el hecho de que también
las distancias son relativas.

Asumimos que el andén tiene una longitud L medida por O. Este puede escribir L = vAt,
donde At es el intervalo que necesita el tren para recorrer el andén. Por otro lado, O’ mide una
longitud L’ = vAt’, donde ahora At’ es el tiempo entre que el pasajero pasa por el principio y el
final del andén, medido por él.

Dado que los dos observadores no coinciden en cuanto ha durado el intervalo de tiempo,
tampoco se pondrdn de acuerdo sobre la longitud del andén. Para (0, el andén mide

L' = oAt = vAt\/1 —v2/c2 = L\/1—0v2%/c?, (3.5)

es decir una factor /1 — v2/c? mds corto que para O. Este efecto se conoce bajo el nombre de con-
traccion de Lorentz: los objetos en movimiento sufren una contraccién longitudinal con un factor
v~ 1. Otra vez la situacion es simétrica: O veré el tren contraido con respecto a la medicién de O’
(ejerc.).

La contracciéon de Lorentz y la dilatacion del tiempo conspiran para que el conjunto sea con-
sistente. Esto se puede ver en el famoso experimento de los muones. Los muones son particulas
elementales con una vida media de 2,2 - 10~%s (en reposo), que se forman a unos 15 km de altura
en las colisiones de rayos césmicos con dtomos de la atmésfera. Los muones producidos en estas
colisiones se mueven tipicamente con velocidades v ~ 0,99 c.

Calculando ingenuamente la distancia que recorrerian los muones antes de desintegrarse,
multiplicando su velocidad v por su tiempo de vida ¢, nos saldria que viajan en media unos
650 m. En otras palabras, se desintegran mucho antes de llegar a la superficie de la Tierra. Sin
embargo en la practica medimos una gran cantidad de muones a nivel del mar. La explicacién
es que por su velocidad relativista, su “reloj interno” corre mds lento debido a la dilatacién del
tiempo. Al 99 % de la velocidad de la luz, el factor de correccién vale v ~ 9, de modo que en
realidad viven unas 9 veces mds que un muén en reposo y una cantidad considerable de ellos
si llega a la superficie.

La historia es un poco diferente desde el punto de vista de los propios muones. Para ellos
su reloj corre al ritmo normal (ya que estdn en reposo con respecto a si mismos) y sélo tienen
una vida media de 2,2 - 10~%s. ;Cémo podemos compaginar esto con el hecho de que gran parte
de ellos lleguen a la superficie? Para ellos, la Tierra (y por lo tanto la atmdsfera) se mueve con
una velocidad v ~ 0,99 ¢ hacia ellos. Debido a este movimiento, la atmdsfera sufre una contrac-
cién de Lorentz y parece 9 veces méas delgada, unos 1700 m, suficiente para que una cantidad
considerable llegue al suelo.

Los efectos debidos a la dilatacién del tiempo segtin un observador, son debidos a la contrac-
cién de Lorentz segtin otro. Esto indica una conexién intima entre el espacio y el tiempo, como
veremos en las siguientes secciones. Un ejemplo de esta conexion es la simultaneidad de eventos
en dos puntos distintos del espacio.
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Figura 3.2: La simultaneidad de eventos: una fuente de luz emite sefiales hacia dos detectores a y b, co-

locados al principio y al final del tren. Para O’ las dos sefiales llegan simultdneamente a los detectores,
mientras segiin O la sefial llega primero al detector b y despues al detector a.

Una fuente de luz, colocada en el medio del tren, emite dos sefiales hacia dos detectores a y
b al principio y al final del tren respectivamente (Véase Figura 3.2). Para el pasajero en el tren O’
las sefiales llegaran al mismo momento a los detectores, puesto que cada una de las sefiales tarda
un tiempo At’ = [/2¢, donde [ es la longitud del tren en reposo.

El observador O en el andén, sin embargo, ve también moverse las sefiales con la velocidad c,
pero ademds ve que el detector b se aproxima con una velocidad v a la sefial, mientras el detector
a se aleja con velocidad v. Para él las sefiales tardan un tiempo

/1 —v2/c? I /1 = 02/c2
At, = L=/ Aty = VL=V (3.6)

2(c—w) y 2(c+v)

en llegar a los detectores a y b respectivamente. Para O, la llegada de la senal al detector a no
es simultdnea a la llegada de la sefial al detector b, sino que ocurre después de un intervalo de
tiempo
lv/c?

1=/
Sucesos que son simultaneos para un observador, no necesariamente lo son para otro. Incluso es
posible encontrar observadores O para los cuales primero llega la senal en a y después en b, es
decir, para los cuales el orden de los sucesos es invertido con respecto a O: un observador que se

mueve en la misma direccién que el tren, pero con velocidad V' > v con respecto al andén ve el
tren moverse hacia atrds y por lo tanto el detector a acercarse a la sefial, mientras b se aleja.

Aty — Aty = (3.7)

El hecho de que podamos encontrar distintos observadores que ven un suceso A antes, a la
vez, o después de un suceso B, ;puede causar problemas de causalidad? No, la relatividad es
estrictamente causal. S6lo es posible invertir el orden de sucesos que no estan en contacto causal,
es decir para los cuales no da tiempo a mandar una sefial de luz entre uno y otro. Esto se hard mas
claro cuando introduzcamos el concepto de conos de luz en la seccién 3.5.

3.2. Las transformaciones de Lorentz

Noétese que todos los efectos relativistas derivados anteriormente (la dilatacién del tiempo,
la contraccion de Lorentz y la no-simultaneidad de sucesos) son debidos al segundo postulado:
la constancia de la velocidad de la luz. El primer postulado, la equivalencia de los observadores
inerciales nos dird como relacionar las mediciones de un observador con las de otro.
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Figura 3.3: Dos sistemas de referencia O y O’ se mueven con una velocidad relativa v. Los sistemas
de referencia estdn orientados tal que los ejes son paralelos y los relojes estdn sincronizados tal que en
t = ¢ = 0 los origenes coinciden. Debido a la constancia de la velocidad de la luz, una sefial luminosa,
emitida en todas las direcciones desde el origen en el momento t = t' = 0, serd esférica en ambos sistemas
de referencia.

Un evento es algo que ocurre en cierto lugar del espacio en cierto momento. Un observador
O medird este suceso en su sistema de referencia y puede asignarle 4 coordenadas (z,y, z,1).
Otro observador O’ verd el mismo suceso y le asignard las coordenadas (', y’, 2/, t') en su propio
sistema de referencia. La pregunta es: ;como los dos observadores se pueden poner de acuerdo
sobre sus mediciones? En otras palabras, ;como estdn relacionadas las coordenadas (z,y, z,t) y
(@'Y, 2',t'), si O' se mueve de manera uniforme y rectilinea con velocidad ¢ con respecto a O?
Por simplicidad supondremos que los sistemas de referencia de O y O’ estdn orientados de modo
que los ejes son paralelos y que O’ se mueve a lo largo del eje x de O. Ademds, supondremos que
ent =t = 0 los dos origenes de los sistemas de referencia coinciden (Véase Fig 3.3).

La mecanica newtoniana (y nuestra intuicién) dice que la relacién entre los dos sistema de
referencia viene dada por las transformaciones de Galilei (2.8)

' =x —t, y =y, 2 =z, t=t. (3.8)

Sin embargo, es facil ver que estas transformaciones no respetan el segundo postulado de la
constancia de la velocidad de la luz. Como consecuencia, las transformaciones de Galilei estdn
en contradiccién con los resultados derivados en la seccién anterior, en particular con la férmula
(3.3) de la dilatacion del tiempo. Necesitamos por lo tanto derivar unas transformaciones nuevas
que respeten el segundo postulado y reproduzcan los resultados de la secciéon anterior.

La transformacién lineal mas general! entre (z,t) y (2/,t') (suponiendo que v/ = yy 2’ = z,
dado que la contraccién de Lorentz sélo es longitudinal) es

2’ = Ax + Bt, t' = Cx + Dt, (3.9)

donde los coeficientes A, B, C'y D son funciones de v y c. A base de consideraciones generales de
simetria, podemos relacionar algunos de los coeficientes. El origen del sistema O estd en reposo
con respecto a este sistema y satisface por lo tanto en cada momento la condicién x = 0. Las
transformaciones (3.9) en este caso se reducen a

x' = Bt, t' = Dt, (3.10)

'En su famoso articulo “Sobre la electrodindmica de cuerpos en movimiento” en que presenta su teoria de la relatividad
especial, Einstein decia que “estd claro que las ecuaciones deben ser lineales debido a las propiedades de homogeneidad
que le asignamos al espacio y al tiempo.” Probablemente lo que queria decir es que esperaba que las transformaciones
fueran las mismas en todos los puntos del espacio y por lo tanto la matriz de transformacién una matriz constante.
Veremos a partir del Capitulo 6 lo que ocurre si en vez de transformaciones globales consideramos transformaciones
locales.
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y, derivando la primera ecuacién con respecto a ¢, tenemos
—v=B/D, (3.11)
donde —v = da'/dt" es la velocidad con la que O’ ve moverse el origen de O.

De manera similar, el origen de (0’ esta en reposo con respecto a si mismo, de modo que 2’ = 0

! Az + Bt =0, (3.12)
0, derivando con respecto a ¢,
Av+ B =0. (3.13)
Comparando (3.11) y (3.13) vemos que A = Dy B = —vA, de modo que (3.9) se convierte en
' = A(x — vt), t'=A(C/Ax+1t). (3.14)
Para determinar A y C, consideramos el siguiente suceso: en el momento ¢ = ¢’ = 0 (cuando

los origenes de ambos sistemas de referencia satisfacen la condicién z = 2’ = 0), uno de los
observadores emite una sefial de luz desde el origen, que se expande en una esfera (véase Figura
3.3). Después de un tiempo ¢ un punto en la esfera tendra para O unas coordenadas que satisfagan

2?2+ 2% = () (3.15)

Para (0, la luz también se expande en una esfera, dado que la velocidad de la luz es igual para
los dos, segtn el segundo postulado, s6lo que para O’ las coordenadas satisfardn

' +y? 4+ 2% = (ct)? (3.16)

Dado que y = ¢’ y z = 2/, vemos que una condicién de consistencia para las transformaciones
(3.14) es que

(ct)? — 22 = (ct')? — 2. (3.17)
Sustituyendo (3.14), encontramos para los valores de los coeficientes

1 —v/c?
A= ——, C=——. (3.18)
V1—02/c? V1—02/c?
Vemos por lo tanto que las transformaciones (3.9) entre observadores O y O’ que respetan los dos
postulados de la relatividad son de la forma
t —vw/c? x — vt
= = 3.19
V1=02/2 V1—02/c? (3.19)
Las transformaciones (3.19) se llaman las transformaciones de Lorentz y se reducen para v < c a las
transformaciones de Galilei (3.8) (por esto la mecanica newtoniana es véalida a velocidades coti-
dianas). Obsérvese que las transformaciones (3.19) fueron construidas de tal manera que dejaran
la cantidad
52 = (ct)? — 2% —y? — 2? (3.20)
invariante (ejerc.). Dejamos como ejercicio derivar que las transformaciones de Lorentz reprodu-
cen exactamente los efectos relativistas de la seccién 3.1.

3.3. Dinamica relativista

Al derivar las transformaciones de Lorentz hemos tenido que asumir que el factor /1 — v2/c?
es real, es decir, que la velocidad relativa entre dos observadores siempre es menor que la velo-
cidad de la luz, v < ¢; sino las transformaciones (3.19) no estdn bien definidas.? Mas general,

2Esto elimina el problema del capitulo anterior, donde un observador que se mueve junto con una onda electro-
magnética veria un perfil de campo electromagnético no permitido por las ecuaciones de Maxwell Ahora vemos que tal
observador no existe, ya que para eso deberifa viajar con la velocidad de la luz.

56



las transformaciones de Lorentz implican que la velocidad de una particula en un sistema de
referencia dado siempre tiene que ser menor que (0, en caso de particulas sin masa, igual a) la
velocidad de la luz. En otras palabras, la velocidad de la luz aparece en relatividad especial como
un limite superior a cualquier velocidad permitida, una limitacién que en la mecanica newtonia-
na no aparece.’> Habra que modificar por lo tanto la mecanica newtoniana de modo que respete
este limite de velocidad.

Una primera observacion es que la regla de la suma de las velocidades V' = V'+v no puede ser
cierta, ya que permite velocidades mayores que c.* De las transformaciones de Lorentz podemos
derivar una regla nueva para la composicion de las velocidades.

Una particula tiene una velocidad V' con respecto al observador ¢/, que a su vez se mueve
con velocidad v con respecto a O. Para calcular la velocidad V' de la particula con respecto a O,
utilizamos la inversa de las transformaciones de Lorentz

x =7 (2 +ot'), t = (t' +va'/c?), (3.21)
donde v es el factor relativista, dado por (3.4). La velocidad V' = dx/dt viene dada por
dx’ dt’ , dt’ V4w
V= (S +vT) = (v HO G = Ty (3.22)

donde en la segunda igualdad hemos utilizado la regla de la cadena
dot _dodtdt
dt dt’ dt dt’
Es facil ver que con esta regla relativista de la suma de velocidades (3.22), las velocidades medidas por
O nunca exceden la velocidad de la luz. Obsérvese que incluso en el caso donde una particula (sin
masa) se mueve con velocidad V’ = ¢ con respecto al observador (0, su velocidad con respecto al
obervador O segtn la regla (3.22) es V' = ¢, independientemente de la velocidad v relativa entre
Oy O'. Esto nos dice que la nueva regla de composicién de velocidades respeta la constancia de
la velocidad de la luz, exigido por el segundo postulado de la relatividad especial.

(3.23)

La segunda ley de Newton, F' = md tampoco puede ser valida, puesto que implicaria que una
particula sometida a una fuerza constante podria alcanzar velocidades arbitrariamente grandes.
Habra que modificar por lo tanto la segunda ley, de modo que no viole los postulados o las
transformaciones de Lorentz.

Se puede reescribir la segunda ley de Newton, definiendo la fuerza F' como la derivada del
momento p’con respecto al tiempo
- dp
F=2
dt
s6lo que ahora el momento p'no es simplemente m (¥, con mg la masa de la particula (en reposo),
sino

(3.24)

5

- mo’l_f
= ——
V1—v2/c?

3En 2011, los cientificos trabajando en el experimento de OPERA en Gran Sasso (Italia) anunciaron una anomalia en
sus datos experimentales potencialmente revolucionaria: unos neutrinos viajando con velocidades (ligeramente) mayores
que la velocidad de la luz. Midiendo la velocidad de un haz de neutrinos producidos en el CERN en Ginebra (Suiza) y
enviados a Gran Sasso, 731 km mas lejos, parecian encontrar que los neutrinos llegaban 60 nanosegundos antes que si
hubieran viajado con la velocidad de a luz en el vacio. Aunque inicialmente afirmaron que el error experimental sobre
esta medida era de 20 nanosegundos (por lo tanto desafiando uno de los principios claves de la relatividad especial), un
andlisis mds exhaustivo revel6 que, debido a un cable de fibra 6ptica mal colocado, la barra de error real era mds grande,
concretamente de 150 nanosegundos, volviendo los resultados experimentales compatibles con la relatividad especial.

4Noétese que al derivar la regla de la suma de las velocidades (2.10) hemos supuesto implicitamente que el tiempo era
el mismo para los dos observadores, t = ¢/, cosa que ahora sabemos que no es verdad.

5A veces se encuentra en los libros divulgativos el concepto de masa relativista m, = mg//1 — v2/c2, sugiriendo
que la masa de un objeto depende de su velocidad. Esta notacién ahora estd considerada anticuada y suele llevar a
confusiones y errores conceptuales, por lo que, como en la gran mayoria de los libros de texto modernos, sélo usaremos
la masa invariante mg.

(3.25)
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El factor v en esta definiciéon del momento da correcciones relativistas importantes a la mecénica
newtoniana. Nétese por ejemplo que de este modo una fuerza nunca podra acelerar una masa a
velocidades mas grandes que ¢, puesto que si v ~ ¢, hace falta una fuerza cada vez mds grande
para conseguir un aumento cada vez méas pequefio en la velocidad.

En analogia con la mecanica newtoniana, definimos la diferencia de la energia cinética 2 como
el trabajo realizado por la fuerza F a lo largo de una curva C'

Eg—Elz/ﬁ-dF:/ﬁ-ﬁdt. (3.26)
C C

Utilizando la versién relativista de la segunda ley (3.24), podemos escribir la energia cinética
como

2 - 2 - 2
L dp L dpdy 2 / dy 2
AE = C—dt = = —dt = —dt = A 3.27
/1 U /1 ! dy dt ¢ 1 dt it (3:27)
donde en la tercera igualdad hemos utilizado que
dp’ d d 2
v - —p = 7. — (m()’yﬁ) = T)’L()’U2 -+ m()’)/’U—v = T)’L()’U2 + T)’L()C—2 = m()CQ. (328)
dy dy dy g

La ecuacién (3.27) da una relacién entre la energfa cinética F, la masa my y la velocidad v que
difiere bastante de la expresién newtoniana:

2
V1—v?2/2

Sin embargo, a bajas velocidades v < ¢, se puede desarollar el factor relativista en un desarrollo
de Taylor

E= (3.29)

1
JORS TTL()C2 -+ §m002 + ... (330)

de modo que en el segundo término reconocemos la expresién newtoniana para la energia cinéti-
ca, mientras el primer término es la energia de reposo que tiene un objeto simplemente por te-
ner masa. Los puntos suspensivos dan correcciones relativistas a la expresién newtoniana de la
energia cinética.

El hecho de que la energia de una particula dependa de la velocidad, sugiere una relacion
profunda entre la energia y el momento. Un observador O’ que estd en reposo respecto a la
particula verd una energia £’ = mgc? y un momento p/ = 0, mientras que el observador O
vera un momento no-nulo y una energia mds grande. Resulta que E y p’ estan relacionados a
través de una transformacién de Lorentz (suponiendo que los sistemas de O y O’ estdn orientados
como en la seccion anterior y que la masa se mueve a lo largo del eje = de O):

E —vp, pr —vE/c?
B = —""_ = 3.31
V1—=0v%/c? b V1—02/c? (3D
Finalmente, podemos combinar £ y p’en una expresioén. De (3.25) y (3.29) tenemos que
E* —pic® —poc® — pac® = mpct. (3.32)

Obsérvese que el lado derecho es una constante, de modo que la combinacién a la izquierda
tiene el mismo valor para todos los observadores. Observe la similitud con la férmula (3.17) de
la distancia recorrida por la luz en un intervalo de tiempo.

En contraste con la mecadnica newtoniana, la teoria de Maxwell del electromagnetismo no
necesita correcciones relativistas, puesto que las leyes de Maxwell ya son invariantes bajo las
transformaciones de Lorentz.

58



Las leyes de Maxwell

V.-E=p, V-B=0, (3.33)
I . .
VxE=—-8B, VXB:—(] n 6tE), (3.34)
c c
junto con la fuerza de Lorentz
. UxB
F= e(E 4+ X ) (3.35)
c

describen las interacciones de campos eléctricos £/, magnéticos 3, densidades de cargas p y den-
sidades de corrientes j. Una de sus consecuencias es la ley de conservacién de la carga

dp+V-7=0. (3.36)

Esta claro que el Principio de la Relatividad relaciona ciertas magnitudes que aparecen en
las leyes de Maxwell. Por ejemplo, una corriente no es mds que carga en movimiento, j = pv,
de modo que lo que para un observador O parece una corriente, es una carga estatica para el
observador O’ que viaja con la misma velocidad v que la carga. Cargas y corrientes estdn por lo
tanto relacionadas a través de una transformacién de Lorentz (suponiendo que los sistemas de O
y O’ estan orientados como en la seccién anterior y que la carga se mueve a lo largo del eje z),

o= p—’l}jx/CQ jl = Jz — VP
1=/ /T =02/e2

Obsérvese que la ley de conservacion de carga (3.36) es invariante bajo las transformaciones de
Lorentz (3.19) y (3.37) (ejerc.). La conservacién de la carga es por lo tanto vélida para todos los
observadores, tal como esperariamos de una propiedad tan importante.

(3.37)

Segtin la ley de Gauss (3.33a), una carga estatica causa un campo eléctrico estatico, mientras la
ley de Ampere (3.34b) dice que una corriente causa un campo magnético. Por lo tanto al pasar la
carga, O verd un campo magnético que estd ausente para O0'. Esto es posible porque los campos
E'y B se transforman bajo una transformacién de Lorentz como

B _F 5o E,—vB./c B E.+vBy/c
¢ o Yo /1=0v?2/? /102
B E, B, —vE
B! = B,, B = M B = 71)?//6 (3.38)

Es un ejercicio instructivo comprobar que las ecuaciones de Maxwell transforman de manera
covariante bajo las transformaciones (3.19), (3.37) y (3.38).

Como hemos visto en la seccién 1.4, las ecuaciones homogéneas de Maxwell (3.33b) y (3.34a)
implican que existen unos potenciales electromagnéticos ¢ y A, tales que

Fe—%¢ - %at/i‘, B-VxA (3.39)

y que podemos escribir las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell (3.33a) y (3.34b) como

1 1., = 1.
50i0 — Vi = p, S0 A = VA = -], (3.40)
si suponemos que ¢ y A satisfacen el gauge de Lorenz
1 - o
- Op + V-A = 0. (3.41)
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No es de extrafar por lo tanto que también los potenciales se transformen bajo las transforma-
ciones de Lorentz

@ = ¢ —vA;/c A = M (3.42)

1=/ T /1=

También es un ejercicio instructivo demostrar que la condicién de Lorenz (3.41) es invariante®
y que las ecuaciones (3.40) son covariantes bajo las transformaciones de Lorentz (3.19), (3.37) y
(3.42) y que se recupera las transformaciones (3.38) desde (3.42) y (3.39).

3.4. Lafuerza de Lorentz y el Principio de la Relatividad

Puede resultar sorprendente que en la expresion (3.35) aparezca explicitamente la velocidad
v de la particula sometida a la fuerza de Lorentz, sobre todo después del énfasis que hemos
dado en el capitulo anterior al Principio de la Relatividad. Parece que, para que tenga sentido la
expresion, habra que especificar con respecto a qué sistema de referencia se mide esta velocidad,
violando asi por lo tanto un primer principio que crefamos fundamental.

Sin embargo, curiosamente la expresion (3.35) para la fuerza de Lorentz es valida en todos los
sistemas inerciales, ya que no sélo cambia ¢’ al cambiar de sistema de referencia, sino también E'y

B, como acabamos de ver. No nos sorprenderd por lo tanto que la combinacién (3.35) transforme
adecuadamente bajo una transformacién de Lorentz.

Una bonita ilustraciéon de esta propiedad podemos obtener si analizamos el conocido efecto
de las fuerzas entre dos conductores paralelos desde dos puntos de vista diferentes: desde el
sistema de referencia del laboratorio, en el cual una corriente corre por los conductores, y desde
el sistema que estd en reposo con respecto a los electrones y en el que se mueve el conductor.
La fuerzas que acttian sobre el sistema son las mismas, pero la interpretaciéon en cada sistema es
diferente (que es, como hemos visto ya, la esencia de la teorfa de la relatividad).

En 1820 Ampere demostré ante la Academia de Ciencias de Paris que dos conductores para-
lelos, por los que pasan corrientes, experimentan una fuerza atractiva si las corrientes en ambos
conductores van en el mismo sentido y una fuerza repulsiva si tienen sentidos opuestos. Visto
desde el sistema de referencia del experimentador, la situacién es bastante sencilla: los conducto-
res estdn hechos de iones de cobre fijos (cargados positivamente) y electrones méviles (cargados
negativamente), cuyo movimiento (que supondremos uniforme y rectilineo) causa las corrientes
(véase Figura 3.4). Puesto que los conductores son eléctricamente neutros, las densidades de las
cargas positivas y negativas tienen que ser las mismas (médulo el signo de la carga): py = —p_.
Por lo tanto los conductores no generan un campo eléctrico, pero cada una de las corrientes ge-
nererd un campo magnético del tipo (1.32), que afecta a los electrones moviéndose en el otro
conductor. Un electrén (con carga —e < 0), que se mueve con una velocidad ¢ dentro de un
conductor, nota una fuerza de magnetostatica

P = —e“iB, (3.43)

donde B es el campo magnético causado por la corriente I en el otro conductor. Es facil de com-
probar que efectivamente la fuerza es atractiva si ¥ y I son antiparalelos (es decir, si las dos
corrientes tienen el mismo sentido) y repulsiva si ¥’ y I son paralelos (si las corrientes van en

®El gauge de Lorenz recibe su nombre por Ludwig Lorenz (1829-1891), el fisico danés que lo introdujo en 1867 y no
por H.A. Lorentz, el fisico holandés, conocido por la fuerza de Lorentz y el grupo de Lorentz. La jugada graciosa de la
Historia es que el particular interés del gauge de Lorenz estd en el hecho de que es invariante Lorentz.
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Figura 3.4: Las fuerzas electrostiticas y magnetostiticas entre dos conductores paralelos vistos desde dos
sistemas de referencia distintos: En el sistema del laboratorio (arriba) la densidad de cargas positivas (circu-
los negros) es igual (pero opuesta) a la densidad de cargas negativas (circulos blancos) y la tinica fuerza
que experimentan los electrones es magnetostitica, debido a que se mueven en el campo magnético del otro
conductor. La fuerza es atractiva si las corrientes son paralelas (izquierda) y repulsiva si son antiparalelas
(derecha). En el sistema de referencia de los electrones (abajo), debido a la contraccion de Lorentz, el otro
conductor tiene una densidad de carga neta positiva si las dos corrientes son paralelas (izquierda) y ne-
gativa si son antiparalelas (derecha), lo que resulta en unas fuerzas electrostiticas atractivas y repulsivas
respectivamente.

direcciones opuestas).”

Desde el sistema de referencia de los electrones se ve la situacién distinta, ademads hay que
distinguir entre el caso de las corrientes paralelas y antiparalelas. Si las dos corrientes van en la
misma direccion, entonces desde el punto de vista del sistema de los electrones, los electrones de
los dos conductores estdn en reposo, mientras que los iones se mueven con una velocidad —v. En
este sistema de referencia, las distancias entre los iones estdn contraidas con un factor /1 — v2/c?
por la contraccién de Lorentz, de modo que la densidad de carga posiva p/, es mas alta que en el
sistema de laboratorio,?

oo=—Lr (3.44)
V1—v%/c?
Por otro lado, la densidad de carga negativa p’ en este sistema es mds baja que en el sistema de
laboratorio, ya al estar en reposo ya no sufren la contracciéon de Lorentz que experimentaban en
el sistema de laboratorio. Concretamente tenemos que

pl=p_/1—02/c2 (3.45)
y por lo tanto la densidad de carga total de un conductor visto por un electrén en el otro es

T R P+ + 171)2/027 p()v2/02
ptot - er P, - m p* - ma

7Escribiremos la corriente I en terminos de p4. Es bien conocido el error histérico del cientifico y politico estadou-
nidense Benjamin Franklin (1706 - 1790) de identificar la corriente eléctrica como el movimiento de cargas positivas. El
descubrimiento del electrén en 1897 por el fisico inglés Joseph John Thomsom (1856 - 1940) aclar6 el asunto, pero ya
era tarde para cambiar una notacién generalmente aceptada, de modo que sigue el convenio que I=— p—UA, con Ala
superficie seccional del conductor.

8N6tese que esto es un caso especial de la férmula (3.37), donde (j+ )z = 0 en el sistema de laboratorio.

(3.46)
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donde en la dltima igualdad hemos utilizado que en el sistema de laboratorio p, = —p_ = po. En
otras palabras un electrén en un conductor vera que el otro conductor tiene una carga eléctrica
neta positiva y que su campo eléctrico ejerce una fuerza atractiva sobre él

—

F = —¢E. (3.47)

Obviamente el electrén nota también el campo magnético de la corriente de iones en el otro
conductor, pero ese campo magnético no ejerce ninguna fuerza sobre él, ya que estd en reposo en
su propio sistema de referencia.

Si las dos corrientes son antiparalelas, la situacién es un poco mas complicada: un electrén ve
moverse a los iones en el otro conductor con una velocidad —v y nota por lo tanto una densidad
de carga positiva como en (3.44). Pero también ve, por la regla de sumatorio de velocidades (3.22),
a los electrones moverse con una velocidad V = 2v/(1 +v?/c?) y por lo tanto las distancias entre
éstos atin mas Lorentz contraidos que los iones. La densidad de carga negativa es por lo tanto
mads alta que la positiva, y el otro conductor tiene una densidad de carga global negativa, lo que
resulta en una fuerza electrostatica repulsiva.

Por lo tanto vemos que la fuerza que actta sobre un electrén en un conductor es puramente
magnetostatica desde el punto de vista del experimentador en el laboratorio, pero puramente
electrostatica en el sistema de referencia de los electrones, aunque ambas fuerzas estdn descritas
por la misma fuerza de Lorentz. La misma expresion (3.35) es por lo tanto vélida en todos los
sistemas inerciales, independientemente del estado de movimiento de la particula en cuestion.

Incluso se puede hacer este andlisis de manera cuantitativa, aunque nos limitaremos a calcular
la fuerza actuando sobre un solo electrén en un conductor por los campos eléctricos y magnéticos
del otro conductor en el caso de las corrientes paralelas. Dejaremos el otro caso como ejercicio
para el estudiante interesado.

Como hemos dicho, el campo magnético de un conductor lineal por el que pasa una corriente
I = TPV R(Q) €, con Ry el radio del conductor, viene dado por (1.32),

2
5 povRg
B = ——é,, 3.48
2cr 7 (3.48)
y por lo tanto un electrén que se mueve en el sistema del laboratorio con una velocidad ¥ = —ve’,

antiparalela a la corriente I (es decir, forma parte de una corriente que va en el mismo sentido
que I), experimenta una fuerza de Lorentz

Fe—e

- g, (3.49)

U x B —epov? R3
c 2c2r

Por otro lado, en el sistema de referencia del electrén, un conductor lineal con densidad de
carga pi, crea un campo eléctrico (ejerc.)

N R2 pl
E _ 0 tote

= —5, e (3.50)
por lo que el electrén experimenta una fuerza de Lorentz
. . 1 _ 2 p2
F' = —¢E = cpov By . (3.51)

V1—v2/c2 2c%r

donde hemos usado la férmula (3.46) que relaciona la densidad p},; con py. Vemos por lo tanto
que las expresiones para la fuerza de Lorentz en ambos sistemas de referencia estan relacionadas

como 1
Fle— F (3.52)

V1—02/c?
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Esta relacién obviamente no es casualidad: esta férmula claramente es un caso especial de una
transformacién de Lorentz entre la fuerza y otra cantidad, que en este caso es cero en el sistema
del laboratorio. Efectivamente, en el Capitulo 5 veremos que la fuerza y el trabajo W ejercido por
esa fuerza por unidad de tiempo transforman bajo una transformacién de Lorentz como

—oFE,/c? .
W' = M Falc — vaVV (3.53)

1=/’ V1—02/c
En particular, como la fuerza de Lorentz en el sistema del laboratorio es puramente magnetostati-
ca, el trabajo ejercido por ella es cero en este sistema de referencia.

3.5. El espacio de Minkowski

Despties de haber estudiado las reglas de transformacién de diversas cantidades fisicas, tanto
cinematicas como electrodindmicas, nos deberia la llamar la atencién que ciertas combinacio-
nes matemadticas aparezcan en varias ocasiones. En realidad esto nos indica la existencia de una
estructura matemdtica subyacente, que nos permitird no sélo simplificar las ecuaciones, sino tam-
bién nos ensefiard una importante leccion sobre la estructura del espaciotiempo. Estudiaremos en
mucho detalle esta estructura matemaética en el Capitulo 5, pero queremos terminar este capitulo
con un pequefio adelanto.

Hemos visto en la seccién 3.2 que una condicién clave en la derivacién de las transformaciones
de Lorentz era el hecho de que éstas dejan la cantidad

=2t — ¢

e (3.54)
invariante (véase por ejemplo (3.17)). En otras palabras, s* tiene el mismo valor para todos los
observadores relacionados a través de una transformacién de Lorentz. Por la forma del invariante
52, podemos distinguir 3 casos: dependiendo de los valores de las coordenadas, s* puede ser
mayor, menor o igual a cero.

Podemos representar todos los eventos en el espacio de Minkowski, un espacio de sucesos, don-
de cada suceso esta caracterizado por su posicién z, y, z y el momento ¢ en que ocurre. En este
espacio de sucesos, la ecuacién s? = 0 es la trayectoria de una sefial de luz esférica emitida des-
de el origen en el instante ¢ = 0: en cada momento la sefial consiste en una esfera de radio ct.
Si dibujamos las coordenadas z(t), y(t), z(t) como funcién del tiempo, vemos que la trayectoria
corresponde a un cono invertido con el vértice en el origen ¢t = + = y = z = 0 (véase Figura 3.5).
De igual modo la trayectoria de toda la luz que llega en el momento ¢ = O al puntoz =y = z = 0
es otro cono con el vértice en el origen. A estos dos conos se les llama el cono de luz futuro (zona I
en Figura 3.5) y el cono de luz pasado (zona I1 en Figura 3.5) respectivamente.

La trayectoria de un observador O en el origen de su sistema de referencia, que utiliza las
coordenadas (ct, x,y, z) esx = y = z = 0, es decir el eje ct, dado que estd en reposo con respecto a
si mismo. La trayectoria de un observador O’ que se mueve con velocidad constante con respecto
a Oy que coincide con O en el momento ¢ = 0, es una recta que pasa por el origen (véase Figura
3.5). Debido a que la velocidad de O’ siempre es menor que c, su trayectoria cae dentro del cono
de luz. En general, debido a que c es la velocidad médxima permitida, cualquier particula que pase
por el origen siempre se quedara dentro del cono de luz.

Los puntos dentro del cono de luz satisfacen la condicién s* > 0, mientras que los puntos

fuera del cono de luz (la zona 111 en Figura 3.5) satisfacen la condicién s* < 0. Cualquier punto
dentro del cono de luz estd en contacto causal con el punto ¢t = x = y = z = 0, puesto que es
posible mandar una sefial desde un punto dentro del cono pasado al origen, o desde el origen
a un punto dentro del cono futuro. Sin embargo los puntos fuera del cono de luz no estdn en
contacto causal con el origen: ninguna sefial de luz llegaria desde el origen a un punto en la

63



ct

I

I

Figura 3.5: Los conos de luz en el espacio de Minkowski: los conos representan la trayectoria de los rayos
de luz que pasan por el punto x = y = z = 0 en el momento t = 0. El interior de los conos de luz (las zonas
L'y 1I) representan posibles trayectorias de observadores inerciales que se mueven con velocidad constante
pasando por el origen (linea discontinua). El exterior de los conos (la zona III) no estd en conexion causal
con el origen.

zona I11 o vice versa. Esta estructura causal es igual para todos los observadores, dado que las
transformaciones de Lorentz dejan la cantidad s invariante.

Matematicamente el espacio de Minkowski tiene la esctructura de un espacio vectorial, de
modo que podemos pensar en las coordenadas (ct, x,y, z) de un suceso como un vector cuadri-
mensional Z en este espacio vectorial y en la cantidad s? como el cuadrado de la norma del vector.
Fijese que para esto hemos tenido que introducir una nueva definicién para el producto escalar
entre dos vectores @ y b en el espacio de Minkowski como

a-b=ab; — ayby — ayby — a.b.. (3.55)

Esta definiciéon proporciona un producto escalar y una norma que no es definida positiva. El
espacio de Minkowski por lo tanto no tiene una geometria euclidea, sino lo que se llama pseudo-
euclidea o lorentziana. Volveremos a esto en mas detalle en el Capitulo 5.

Por lo tanto la cantidad s? = ¢?t? — 2% — y? — 22 representa el cuadrado de la distancia entre

un suceso (ct, z, vy, z) y el origen. En general, la cantidad
ASQ = C(tg — t1)2 — (1‘2 — .231)2 — (yg — y1)2 — (22 — 21)2 (356)

es el cuadrado de la distancia entre dos sucesos (ct1,x1,y1,21) V (cta, T2, y2, 22) en el espacio
de Minkowski. Si la distancia As?* > 0, los sucesos estan separados por un intervalo temporal,
si la distancia As® = 0 por un intervalo nulo o tipo luz y si la distancia As? < 0 por un intervalo
espacial. Como hemos visto antes, sélo hay conexién causal entre sucesos separados por intervalos
temporales o nulos.

Una transformacién de Lorentz (3.19) relaciona las componentes (ct, z,y, z) de un vector de
posicion visto por un observador O con las componentes (ct’,z’,y’, z’) del mismo vector visto
por otro observador ©'. Una transformacién de Lorentz entonces no es mds que un cambio de
base dentro del espacio de Minkowski. Ya hemos visto que la trayectoria de OO’ es una recta por el
origen dentro del cono de luz, donde el &ngulo (3 entre la trayectoria y el eje ct es una medida de
la velocidad de O': tg 8 = v/c (véase Figura 3.6). El observador O’ tomard esta recta como su eje
tempotal ct’, puesto que estd en resposo con respecto a si mismo. Dado que para O la velocidad
de la luz tiene que ser igual que para O, el eje 2’ de O’ estd orientado de manera simétrica con
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Figura 3.6: Una transformacion de Lorentz en el espacio de Minkowski: el mismo suceso tiene coordenadas
(ct,x) para el observador O y coordenadas (ct’, z'") para el observador O'. Los dos sistemas de referencia
estdan relacionados a través de una transformacién de Lorentz (3.19).

respecto al cono de luz, es decir el dngulo entre el eje z y 2’ también es 3 (véase Figura 3.6). Tanto
el sistema de referencia (ct, z,y, z) de O como el sistema (ct’,2’,y’,z') de O’ forman una base
completa del espacio de Minkowski, y la diferencia entre ellos es un cambio de base a través de
la transformacién (3.19).°

Con los diagramas de espacio-tiempo descritos arriba podemos facilmente derivar efectos
como la contraccién de Lorentz y la no-simultaneidad de eventos. Una varilla de longitud L’
(medida en coordenadas x’) que se mueve junto con el observador ', barrerd una trayectoria
como la dibujada en la Figura 3.7. Del dibujo esta claro que O y O’ no ven la vara de la misma
manera.

Para cada observador dos eventos simultdneos son dos eventos que tienen el mismo valor de
la coordenada temporal. Pero como O y O’ usan cada uno su propio coordenada temporal, no
estardn de acuerdo sobre si ciertos eventos coindicen o no. Para O, los sucesos simultdneos son
los que tienen el mismo valor para ct (lineas horizontales en la Figura 3.7), como los puntos a y ¢
a los extremos de la varilla visto por O. Para ', los sucesos simultdneos tienen el mismo valor de
ct’ (lineas inclinadas en la Figura 3.7), como los puntos a y b a los extremos de la varilla visto por
O'. En otras palabras, para O en un momento dado la vara se extiende de a a ¢, mientras para ¢’
se extiende de @ a b. La vara vista por O’ en un tiempo dado es un “corte de la vara visto por O en
distintos momentos”, y vice versa. Por lo tanto no es de extrafiar que los observadores tampoco
se ponen de acuerdo sobre la longitud de la vara: O mide una longitud L (el intervalo [, c]),
mientras que O’ sélo mide L’ (el intervalo [a, b]). La contraccién de Lorentz y la no-simultaneidad
de eventos van mano en mano.

En general, en el diagrama de la Figura 3.7 podemos ver que para cualesquiera dos eventos
separados por un intervalo temporal existe un observador que ve estos eventos en el mismo
lugar, mientras para dos eventos separados por un intervalo espacial existe un observador que
los ve simultdneos (ejerc.).

Hemos visto que la posicién (ct, 2, y, z) de un evento es un vector en el espacio de Minkows-
ki y la transformacién de Lorentz (3.19), un cambio de base. Pero ¢ y = no son las tinicas can-
tidades fisicas que estdn relacionadas a través de una transformacién de Lorentz. La ecuacién
(3.31) dice que también la energia £ y el momento p definido en (3.25) transforman unos en

?Obsérvese que, al contrario de lo que podria sugerir la Figura 3.6, tanto el sistema (ct, z, v, z) de O como el sistema
(ct’ 2,y 2") de O’ forman bases ortogonales segun la definicion (3.55) (ejerc.).
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Figura 3.7: La contraccién de Lorentz y la no-simultaneidad de eventos en el espacio de Minkowski. Una
varilla de longitud L' para un observador en reposo con respecto a la varilla, tiene una longitud L < L'
para un observador que ve la varilla moverse. Los eventos que un observador llama simultdneos no lo son
para otro.

otros. En otras palabras, F' y p también forman las componentes de un vector cuadrimensional
p = (E/c,pe,py,p-) en el espacio de Minkowski y transforman como (3.31) bajo el cambio de
base (3.19). La relacién (3.32) entonces es precisamente el cuadrado de la norma del vector de
energia-momento p - p = m3c?, segtin la definicion (3.55) del producto escalar. El hecho de que
E? — p?c? tenga el mismo valor para todos los observadores es justo porque es la norma de un
vector cuadrimensional, y por lo tanto es, igual que s?, un invariante Lorentz.

También en electromagnetismo hemos encontrado varias cantidades que transforman bajo
transformaciones de Lorentz y que por lo tanto forman vectores cuadrimensionales: la carga y la
corriente son componentes del vector j = (¢p, jx, jy, j-) y de igual manera ¢ y A combinan para
formar el vector A = (¢, A,, A, A.). El caso de los campos electromagnéticos E y B es un poco
mas sutil, puesto que las transformaciones (3.38) son mds complicadas que las transformaciones
de Lorentz que hemos visto en otros casos. Resulta que £ y B no son las componentes espaciales
de dos vectores cuadrimensionales, sino que combinan en un tensor antisimétrico

0 -E, —-E, —E.
E. 0 —B. B,
E, B. 0 -B,
E. -B, B, 0

j (3.57)

<

Hemos visto por lo tanto que toda la dindmica relativista, tanto la mecdnica como el electro-
magnetismo, se puede formular en funcién de vectores y tensores cuadrimensionales que trans-
forman de determinada manera bajo las transformaciones de Lorentz. Esto es necesario para que
se cumpla el Principio de la Relatividad, es decir que las leyes de la fisica tengan la misma forma
para todos los observadores en movimiento uniforme y rectilineo relativo.

En el Capitulo 5 volveremos a introducir estos conceptos de manera mas formal, que tie-
ne la ventaja de ser directamente generalizable a transformaciones que relacionan observadores
en movimiento no necesariamente uniforme y rectilineo. Pero primero repasaremos un poco de
algebra lineal, necesario para entender bien este formalismo.
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Capitulo 4

Algebra de tensores y
transformaciones ortogonales

La educacion matemitica del joven fisico [Albert Einstein] no era muy sélida, y yo
estoy en una buena posicion para evaluarla, puesto que la ha recibido de mi en Ziirich
hace tiempo.

(H. Minkowski)

En este capitulo repasaremos las propiedades bdsicas de dlgebra lineal y transformaciones
ortogonales, ya que la formulacién covariante de la relatividad especial recurre a las mismas
técnicas.

4.1. El convenio de sumacion de Einstein

A partir de este capitulo utilizaremos el llamado convenio de sumacién de Einstein, una manera
compacta de anotar férmulas, introducida por Einstein en 1916. En cuanto un indice aparezca
repetido arriba y abajo, se supone una suma sobre todos los posibles valores de este indice, su-
primiendo un signo de sumatorio explicito. Los indices repetidos también se llaman mudos. La
descomposicién de un vector |a) en una base {|e;)} seria por lo tanto |a) = a‘|e;) y un producto
escalar entre dos vectores (a|b) = a;b’, donde la suma en ambos casos contiene N términos en un
espacio vectorial N-dimensional. Del mismo modo el producto de dos matrices C' = AB se anota
entonces como C'; = A", B¥ ;.

Dado que un indice repetido s6lo es un indice de sumacién, da igual el nombre que le demos,
de modo que tenemos que a;b* = a;b*.! Ademds, como dentro de cada término de la suma, los
factores son simplemente nimeros reales o complejos, el 6rden de los factores no influye, siempre
y cuando respectemos el lugar de los indices: C*; = A", B*; = B*; A%\ pero A%, B*; # B A*;.

Los indices que no estdn sumados se llaman /ibres. En una ecuacién vectorial o tensorial, los
indices libres en cada lado de la igualdad tienen que ser los mismos. El convenio de sumacién de
Einstein también supone N ecuaciones para cada indice libre (una para cada valor del indice).

1Siempre y cuando no se repita el nombre de indices qontraidos: no es posible saber si la expresién errénea a;b;ctd?
se refiere a (a|c)(b|d) = a;b;c*'d’ o a (ald)(b|c) = a;bjc?d".
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Figura 4.1: La descomposicién de los vectores de base |e;') en la base {|e;)}. Las componentes (M ~1)*;
forman una matriz N x N que parametriza el cambio de base.

4.2. Espacios vectoriales y duales

Consideramos el espacio vectorial N-dimensional RY, con un origen O y una base {|e;)},
formado por N vectores linealmente independientes. A cada punto z de R" se le asigna un
vector de posicién |z), que se descompone en la base {|e;)} como

lz) = zller) 4+ 22[ex) 4 ... + 2N ]en) = z'le;). 4.1)

(Notese que estamos utilizando el convenio de sumacion.) La descomposicién |x) enla base {|e;) }
es Unica y los ntimeros ' son las componentes de |x) en la base {|e;)}. Otra manera de representar
el vector |x) es a través de sus componentes, como un vector de columna

|x) = . . (4.2)

En vez de trabajar en la base {|e;)}, podriamos haber escrito |z) en una base distinta {|e;")},
donde la descomposicién serfa .
jz) = a"|ei). (4.3)

Para encontrar la relacion entre las dos bases, descomponemos los vectores de base |e;’) en la
base {|e;)} (véase Figura 4.1),

lej) = (M) Jed), (4.4)
donde (M~1)i; es la componente i del vector |e;’) en la base {|e;)}.? Desde el punto de vista
matematico M ~! es la matriz N x N que parametriza la transformacion entre las dos bases.

Dado que el vector |x) en (4.1) y (4.3) es el mismo y que la relacion entre las dos bases viene
dada por (4.4), tiene que haber una relacién entre las componentes z* y 2’*. No es dificil ver que
las componentes transforman como

o't =M 2l (4.5)

donde la matriz M es la inversa de M 1,
Mij(Mil)jk = (Sik = (Mﬁl)iijk, (46)
donde §%; son las componentes de la matriz identidad 1

0 cuando i # j,

(1) =" = { 1 cuando i = j. (4.7)

2 Aqui estamos suponiendo por simplicidad que las dos bases tienen el mismo origen. Si no es asi, la transformacién
esdelaforma |e;’) = (M1, |e;) + |a).
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Mas que elementos de un espacio vectorial, para un fisico un vector es un objeto con ciertas
reglas de transformacién. Por eso, en la fisica se suele tomar la regla de transformacién como
la definicién de un vector: Cualquier objeto con N componentes z* que bajo un cambio de base
(4.4) transforma como (4.5) se le llama un vector de columna o un vector contravariante. (Hemos
anadido los adjetivos “de columna” y “contravariante” para distinguirlo de otro tipo de vector
que introduciremos en seguida.)

El hecho de que en la transformacién de los vectores de base (4.4) aparezca la matriz M !,
mientras en la transformacién de las componentes del vector aparezcala inversa M, puede ser un
poco confuso, pero tiene que ver con la diferencia entre una transformacién activa y una pasiva.
No entraremos en detalles aqui, puesto que no nos hace falta. En realidad toda la informacién
fisica de un vector esta contenida en sus componentes, de modo que dadas las componentes de un
vector en una base y sabiendo la regla (4.5) de transformacién a otra base, podemos trabajar sélo
con las componentes, sin tener que hacer referencia a los vectores de base o las transformaciones
de estos ultimos. Esto es lo que haremos en este curso, salvo en esta seccién y la siguiente, por
razones pedagogicas.

Considera ahora el espacio de las aplicaciones lineales (y| que llevan los vectores de R a los
numeros reales R: la aplicaciéon (y| acttia sobre el vector contravariante |z) como (y|x) € R. Dado
que estas aplicaciones son lineales (por construccién) tenemos que

wl(aler) + Blz2)) = alylar) + Blylas). (48)

Ademads una combinacién lineal de dos de estas aplicaciones, también es una aplicacién

(alyal + Bl )I2) = alylz) + Blyel). (49)

de modo que el espacio de las aplicaciones lineales también tiene la estructura matemaética de
un espacio vectorial, usualmente llamado el espacio dual *R™. Por lo tanto podemos considerar
también los (y| como un tipo de vectores (aunque distinto de los |x), como veremos enseguida) y
construir una base dual {(¢’|}, en la cual las aplicaciones lineas se descomponen como

(y| = yilet| +y2(e?| + ... + yn (™| = yilel]. (4.10)

Dada la estructura de espacio vectorial dual, es habitual llamar a los (y| vectores covariantes, o
uno-formas. Una manera alternativa de representar los vectores covariantes es por lo tanto como
vector de fila:

(Y1, Y2, -5 YN) (4.11)

Obsérvese que anotamos las componentes de los vectores contravariantes (es decir elementos de
RY) con indice arriba, mientras las componentes de los vectores covariantes (los elementos del
espacio dual) con indice abajo.

Los vectores covariantes actian sobre los contravariantes mediante el producto escalar. Lo mas
sencillo es definir el producto escalar utilizando los vectores de base: definimos el producto esca-
lar entre el vector de base dual (¢’| y el vector de base |ej) como

(€'lej) = &', (4.12)
donde ¢°; es la delta de Kronecker
i |0 cuando i # 7,
0% = { 1 cuando i = j. (4.13)

Utilizando las propiedades de linealidad (4.8) y (4.9), es obvio que en general el producto escalar
entre un vector covariante (y| y un vector contravariante |z) viene dado por

(ylz) = yiz®(e'ler) = yix®'s = yia', (4.14)
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lo que efectivamente es un elemento de R.

Lo que nos interesa en este momento es saber cémo cambian las componentes y; del vector
covariante bajo el cambio de coordenadas (4.4). Dado que por la definicién del producto escalar
(4.12) las componentes y; en la base {|e;)} vienen dadas por y; = (yle;), tenemos que las compo-
nentes y, en la base {|¢)} toman la forma

v = Wwleh) = Wl le) = (MYislled = M)y (4.15)

0, resumiendo _
yi = (M) y (4.16)

En otras palabras, las componentes de un vector covariante tranforman de la misma manera que
los vectores de base, pero de manera opuesta a las componentes de un vector contravariante.®

También aqui podemos tomar esta propiedad como la definicién practica de un vector co-
variante: Cualquier objeto con /N componentes y; que bajo un cambio de base (4.4) transforma
como (4.16) se le llama un vector covariante. Notese que, debido al hecho de que anotamos el vec-
tor contravariante z' con indice arriba y el vector covariante z; con indice abajo, las reglas de
transformacion son (ligeramente) diferentes para cada caso.

De la regla de transformacién de los vectores covariantes (4.16) podemos deducir las reglas
de transformacién de los vectores de la base dual. Con un argumento parecido (pero inverso) que
en el caso de los vectores contravariantes vemos que la relacién entre los vectores de la base dual
viene dada por

("] = M";{e?]. (4.17)

Una consecuencia directa de las reglas de transformacién de la base y la base dual es que el
producto escalar (4.12) entre vectores de base se conserva,

(e"lef) = M(M™Y) (e ler) = MUW(M™)' 6% = MA(M™Y*; = 6% (4.18)

Y gracias a la linealidad del producto escalar, también se conserva el producto escalar entre dos
vectores (y| y |z), independientemente de la base en que se calcula. Efectivamente en componen-
tes vemos que

(ylz) = yia" = (MY ye Mol = 8% ypa! = ypa®. (4.19)

Esto es lo que uno esperaria, puesto que el producto escalar es un ntimero real, cuyo valor no
depende de la eleccién de base.

4.3. La métricay las transformaciones ortogonales

En la seccién anterior hemos introducido RY como un espacio vectorial, con los vectores
contravariantes como elementos y hemos definido el espacio dual con los vectores covariantes.
Hemos visto cémo transforma cada uno bajo cambios de base y definido un producto escalar
entre vectores covariantes y contravariantes que es independiente de la eleccién de base.

Sin embargo, esta estructura todavia es bastante pobre. No podemos dar una interpretaciéon
(fisica) al producto escalar, aparte de una aplicacién lineal resultando en un ntimero real. Tam-
poco podemos calcular la norma de un vector, o el &ngulo entre dos vectores en RY. Para saber
por ejemplo si una base {|e;)} es ortogonal y normalizada, tenemos que calcular el producto
escalar entre dos vectores de la base |¢;) y |e;), mientras el producto escalar (4.12) y (4.14) s6lo
estd definido entre un vector covariante y uno contravariante.

3De hecho, los nombre covariante y contravariante vienen de alli. En 1853, en su estudio de invariantes algebrdicas, el
matematico inglés James Joseph Sylvester (1814 - 1897) denominé las aplicaciones lineales y los vectores de RY respec-
tivamente vectores covariantes y contravariantes, por su propiedad de transformar junto con o en direccién opuesta a la
base.
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Lo que necesitamos claramente es una estructura matematica nueva que nos permita relacio-
nar un vector contravariante |) univocamente con su correspondiente vector covariante (z|. Esto
es lo que va hacer la métrica y gracias a ella podremos definir normas, angulos y distancias en
RV,

La métrica g;; se puede ver como una operaciéon que, actuando sobre un vector covariante, da
un vector contravariante. En los vectores de base acttia como

|6i> = Gij <6j|. (420)
Inversamente la métrica inversa g% transforma un vector covariante en uno contravariante
(' = g"le;). (4.21)

Notese que la unicidad de la descomposicion de vectores en una base implica que g;; y g/ estdn
relacionados a través de la relacién g;; 7% = 6*; (ejerc.). De alli que g% se llame la métrica inversa.

En general podemos relacionar las componentes del vector contravariante |z) con las compo-
nentes del vector covariante (z| a través de la métrica de la siguiente manera: en la base {le;) }, la
descomposicién del vector |x) es

z'le;) = x'gi;(el], (4.22)
donde hemos utilizado la relacién (4.21) entre las dos bases. Ahora, también podemos pensar en
el lado derecho de (4.22) como la descomposicién de (z| en la base {(¢‘|}, lo que implica que las
componentes z; de (x| se pueden escribir en funcién de las z* como

T = g,-jxj. (423)

Con un argumento similar podemos también invertir esta relacién, escribiendo las componentes
x; en funcioén de las 2" (ejerc.)
' =gz, (4.24)

Por lo tanto vemos que la métrica y la inversa “suben y bajan indices”, convirtiendo vectores co-
variantes en contravariantes y vice versa. Una vez introducida la métrica, se puede por lo tanto
pensar en los vectores covariantes como un “truco matemaético” para poder definir bien el pro-
ducto escalar entre dos vectores contravariantes, puesto que en el fondo (4.23) y (4.24) estdn
diciendo que un vector contravariante y su correspondiente vector covariante tienen la misma
informacion fisica.

Para que las relaciones (4.23)-(4.24) sean consistentes con las reglas de transformacion (4.5) y
(4.16) de los vectores covariantes y contravariantes (o, equivalentemente, para que (4.21) y (4.20)
sean consistentes con las reglas de transformacién de los vectores de base), la métrica y su inversa
tienen que transformar bajo un cambio de coordenadas M como

gi; = (MY (M g, g = MM g*, (4.25)

donde gj; y ¢’/ son la métrica y su inversa en las bases {|¢;)} y {(¢"’|}. En general un cambio de
coordenadas M puede hacer que la forma explicita de g;; sea muy diferente que la forma de g;;.

Sin embargo no hay que olvidar que las dos expresiones representan la misma métrica, la de R",
s6lo en diferentes coordenadas. En la seccion 4.4 veremos un ejemplo concreto.

La introduccién de la métrica permite ampliar la definicién del producto escalar (4.14), tal que
también incluye el producto escalar entre dos vectores contravariantes. Utilizando la definicién
(4.21), tenemos que

) - ly) = xiykgij (e']er) = gijfﬂiy%i = gijfciyj =z (4.26)
Con este producto escalar podemos entonces definir la norma | |z)| de un vector |z) como

|||33>|2 = (zfr) = zixt = 9ij$ifﬂj7 (4.27)
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Finalmente el dngulo ¢ entre dos vectores |z) y |y) se define como

)
S0 =TT Il (4.28)

de modo que dos vectores son ortogonales cuando el producto escalar es cero. Dejamos como
ejercicio demostrar que las reglas de transformacién son tales que (4.26), (4.27) y (4.28) tienen el
mismo valor en todos las bases.

Con estas definiciones podemos construir una base ortonormal en R". Decimos que la base
{|es) } es ortogonal y normalizada si
le:) - lej) = i, (4.29)

donde §;; es la métrica de RN en coordenadas cartesianas, a veces llamada por simplicidad (aun-
J
que no del todo correcto) la métrica euclidea,*

1 0 0
0O 1 ... 0

= . . ] (4.30)
0 0 1

La definicién (4.29) es consistente con (4.21), puesto que
|6,‘> . |€j> = (5ik<6k|€j> = (51']€ (5kj = 6”. (431)

La gran ventaja de utilizar una base ortonormal en R es que la forma (4.30) de la métrica es
extremadamente simple. También estd claro que la expresién explicita de las componentes de un
vector covariante son idénticas a las componentes del vector contravariante correspondiente,

at =6, x; = 607, (4.32)

una cosa que en una base general (y por lo tanto con una métrica general g;;) no necesariamente es
el caso, como demuestra (4.23)-(4.24). De igual manera, en una base ortonormal, las expresiones
para el producto escalar y la norma toman una forma maés sencilla:

(zly) = ﬂfiyi = 5ijﬂfiyj,
l2))? = @ia® = bijatal, (4.33)

Valoraremos tanto la forma sencilla de la métrica en coordenadas cartesianas, que nos limita-
remos para el resto de capitulo a trabajar exclusivamente con bases ortonormales. Sin embargo
es util enfatizar que todas las propiedades demostradas en en resto del capitulo siguen siendo
verdad en bases arbitrarias, cambiando ¢;; por g;;.

La norma (4.27) nos permite introducir el concepto de distancia en R", ya que la distancia en-
tre dos puntos z y y es la norma del vector |z —y) = |z) — |y). Estd claro entonces que la expresién
(4.33) para la norma no es mds que la generalizacién a N dimensiones del Teorema de Pytha-
goras. En general la métrica resume las propiedades geométricas del espacio. Concretamente en
este caso, (4.30) nos esta diciendo que la geometria de RY es la geometria plana de Euclides. Por
futuro convenio introducimos el elemento de linea ds, la distancia entre un punto Z y un punto
cercano 7 + d. Para el caso de RY tenemos en coordenadas cartesianas que

ds? = 6;jdr'da? = (dz)? + (dz*)? + ... + (dz™)% (4.34)

40jo, no se puede confundir la métrica euclidea ;; con la matriz identidad 6° ;. La métrica es un objeto (un tensor) que
describe las propiedades geométricas del espacio, mientras la matriz identidad es la transformacién trivial, la unidad. La
diferencia se hard mds clara en la siguiente seccién.

72



En general un cambio de coordenadas M no transforma una base ortonormal en otra ortonor-
mal, de modo que en general la métrica no preserva la forma (4.30) bajo un cambio de base M.
Sin embargo si existe un clase de transformaciones que tienen la propiedad que dejan la forma
de la métrica invariante. Consideremos la clase de matrices M que tienen la propiedad que

(M5 6 = MYy 6. (4.35)

Si{|e;)} es una base ortonormal (es decir, la métrica toma la forma 6;;), entonces, utilizando (4.25)
es facil ver que la forma de la métrica en la nueva base es

giy = (M5 My 65 = 6. (4.36)

En otras palabras, en la nueva base la métrica también es de la forma (4.30), puesto que las trans-
formaciones consideradas dejan su forma invariante:

Sij = (M~YHF (M) 6. (4.37)

Las transformaciones que satisfacen la condicién (4.35) se llaman transformaciones ortogonales. Tie-
nen la buena propiedad de que transforman una base ortonormal en otra base ortonormal (esta
es la razén por que deja la métrica invariante).

Hay algunas propiedades mds de las matrices ortogonales que merecen la pena mencionar. Si
multiplicamos ambos lados de la condicién (4.35) condicién de ortogonalidad con 6%, tenemos
que o

(MY = 6"* Mo, (4.38)

La combinacién de métricas contraida de esta manera con M'; se conoce como la traspuesta M7
de la matriz M, . .
(MT)!5 = 6" M85 (4.39)

En otras palabras, la misma definicién de las transformaciones ortogonales nos esta diciendo que
la inversa de la matriz ortogonal M es su traspuesta (en forma matricial M7 = M~'). Ademds
las matrices ortogonales )M son reales y tienen determinante £1. Esta tltima propiedad se saca
directamente de (4.38), ya que si M7 = M ~!, tomando el determinante vemos que |[M| = |M|~,
o en otras palabras, [M| = £1.

Desde en punto de vista geométrico, las transformaciones ortogonales son las rotaciones (si
tienen determinante 1) y las reflexiones (si tienen determinante —1). Las transformaciones orto-
gonales en NV dimensiones forman el grupo O(N), que contiene el grupo de las rotaciones SO(N)
como subgrupo.

Para ser consistentes con nuestro propdsito de trabajar s6lo con bases ortonormales, esta claro
que para el resto de este capitulo nos limitaremos a cambios de base que son transformaciones
ortogonales. Sobra decir, sin embargo, que todas las propiedades mencionadas a partir de aqui si-
guen siendo validas para transformaciones lineales arbitrarias.

4.4. Ejemplo concreto

A este punto conviene ilustrar algunas de las propiedades estudiadas con unos ejemplos con-
cretos. Consideramos el cambio de coordenadas en R?, parametrizado por la matriz

e __a L _1
(O, ( . ) = M ( A ) (440)
AR Vi V%

con a y b nimeros reales arbitrarios. Tenemos que det(M ~!) = ab, de modo que en general M !
no es una transformacion ortogonal. Sin embargo, para a = b = 1, M ~! se reduce a una rotacién
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Figura 4.2: El cambio de base (4.40) con a = 2v/2 y b = /2/2 (izquierda) y a = b = 2+/2 (derecha). En
el segundo caso, una base ortonormal transforma en otra base ortogonal, pero no normalizada.

bajo un dngulo I en sentido contrarreloj. Por otro lado, si @ = b # 1, M ! transforma una base
ortonormal en una base ortogonal, pero no normalizada, puesto que aparte de una rotacién con
angulo Z, escalea los vectores de base con un factor a?.

Sea ahora {|e;)} una base ortonormal, es decir

lex) = ( (1) ) ley) = ( (1) ) (4.41)

Entonces la nueva base {|e¢})} viene dada en funcién de los vectores de la base vieja como (4.4)

, a b , a b
lez) = ﬁleﬁ + ﬁley% ley) = —ﬁleﬁ + ﬁley% (4.42)
y vice versa
len) = —lel) — —=—feh),  ley) = —=|el) + ——1|€L). (4.43)
V2a " V2a Y VT Ve

Un vector [v), que en la base {|e;)} tiene componentes |v) = v/2bje,) tiene en la nueva base la
forma [v) = |e},) + |e},), puesto que por (4.5)

f% ﬁ 0 1
(5 5 )(w)-(0)

Una aplicacion lineal (w| = (e”| + 2(e?| tendrd en la base {(e}|} componentes

a+2b, . —a+2b,,
= 7|+ Y], 4.45
(wl 7 7l (4.45)
o bien por (4.16), o bien por la la multiplicacién de matrices
% 7% a+2b —a+2b
(1 2)<L i)(% ). (4.46)
V2o V2

El producto escalar entre los vectores (w| y |v) tiene el mismo valor en las dos bases {|e;)} y
{le)}, ya que

(wv) = wi' = 0+2v2b = 2v/2b
| 2  —a+2
=t = 2L UR ayn, (447)
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Dado que {|e;)} es una base ortonormal en R?, la métrica en esta base es la euclidea d;;. Sin
embargo la forma de la métrica en la base {|e})} se calcula con (4.25), siendo de la forma

aerb2 b2 —a?
2 2
Gij = < b—a?  a24b? ) : (448)
e ot

2

Las componentes del vector covariante (v|, correspondiente a |v), en las bases {(e’|} y {(¢/|}
vienen dadas respectivamente por (ejerc.)

vy = 0, v, = V/2b, v, = b, vl = b7, (4.49)
de modo que la norma | |v})|| en ambas bases viene dado por
)2 = vt = 0+ (V2)* = 20
= o/t = VP 4b = 2% (4.50)

Por lo tanto, la norma de vectores también es independiente de la base en que se calcula, como
es de esperar, por lo menos siempre y cuando se use la misma medida en ambas bases.

Miremos esto dltimo en un poco més de detalle: el resultado calculado arriba implica que los
observadores O y O, que usan los sistemas de referencia {|e;) } y {|e}) } respectivamente, estardn
de acuerdo sobre la longitud de vectores, si los dos estdn de acuerdo en usar como unidad de
longitud la norma ||e,)| del vector de base de |e,). En este caso, las reglas de transformacién de
vectores co- y contravariantes, de la métrica y del producto escalar les dicen como relacionar los
datos de ambos observadores.

Sin embargo, en la practica ||e,)| no es la unidad de longitud mds natural para el observador
O'. Esto estd claro en el caso donde ¢ = b # 1 (véase Figura 4.2), donde la base {|e})} tam-
bién es ortogonal. En este caso, O’ cogerd de manera natural ||e},)| como unidad de longitud y
usara la métrica euclidea d;; como métrica en su sistema de referencia y encontrara que segtn él
las distancias son un factor a? (= b?) mas cortas de lo que afirma O. Este efecto ocurre en gene-
ral, también para bases no-ortogonales y/o bases con vectores con distintas normas (segun O’).
Concretamente O’ afirmaria que el vector |v) tiene norma ||v)| = v/2 en su sistema de referencia,
tanto en el caso a = b como a # b.

En general los observadores O y O’ s6lo estaran de acuerdo sobre las distancias en ambos
sistemas de referencias si los dos utilizan bases cartesianas que estén normalizadas de la misma
manera (es decir, si usan la misma unidad de longitud). En otras palabras, sélo estaran de acuerdo
si el cambio de coordenadas M ! transforma la base ortonormal {|e;)} en otra base ortonormal
{le)}, y por lo tanto deja la métrica euclidea invariante. Como hemos visto en la seccién anterior,
son precisamente las transformaciones ortogonales (4.35) las que tienen esta propiedad. Aunque
en general todas las transformaciones preservan el producto escalar y la norma en el sentido de
(4.47) y (4.50), se suele decir que sélo las transformaciones ortogonales preservan las distancias.

4.5. Algebra de tensores

En la seccién anterior hemos definido los vectores contravariantes z’ y covariantes z;, que
bajo cambios de coordenadas transforman como
/4 i j / —1\j
z' :Mljl'j, T, = (M )]in, (451)
y que estdn relacionados a través de la métrica §;; y la métrica inversa 6"/ como

T, = 6ijxj, xi = 5ijxj. (452)
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Con estas definiciones (4.51), se puede construir objetos méds generales: los escalares y los tenso-
res.

Un escalar ¢ es un objeto que tiene el mismo valor en todos los sistemas de referencia

¢ = . (4.53)

En otras palabras, un escalar es un invariante bajo cambios de coordenadas. Un ejemplo de un
escalar es el producto escalar de dos vectores, como hemos visto previamente. Del mismo modo,
una funcién escalar (0 un campo escalar) es una funcién ¢(z*) que asigna a cada punto Z un valor
numérico ¢(z"). Dado que es una funcion escalar, ¢ es invariante bajo cambios de coordenadas:

¢'(a"') = ¢(a"). (4.54)

En general ¢ serd una funcién de z* diferente que ¢’ de 2%, pero los dos asignaran el mismo valor
numérico al mismo punto del espacio.

Considérese ahora el objeto T construido de los vectores contravariantes a’ y b/ a través
del producto exterior o el producto tensorial: T* = a'b/. Matematicamente hablando es un objeto
que vive en el espacio RY x RY, pero lo que realmente nos interesa es cémo transforma bajo un
cambio de base. De la definicion de los vectores, esté claro que T transforma como

T = o' = Mipa" M7 = M MITH. (4.55)

Definimos un tensor contravariante de rango 2 como cualquier objeto de N* componentes que trans-
forma como (4.55). Obsérvese que un producto tensorial de dos vectores contravariantes, como
T, siempre es un tensor contravariante, pero no todos los tensores contravariantes de rango 2
se pueden escribir como el producto tensorial de dos vectores contravariantes.

Del mismo modo podemos definir un tensor covariante de rango 2 como un objeto T;; de *R™ x
*RY, que transforma como
T}, = (M~ Y* (M) T, (4.56)

y en general un tensor mixto de rango m contravariante y rango n covariante (o simplemente un tensor
de rango (m, n)) un objeto de RY x ... x RV x *RN x ... x *R¥ que transforma como como

T/im e = MO M (MR (M) TRy (4.57)

En otras palabras, cada indice co(ntra)variante transforma como si fuera el indice de un vector
co(ntra)variante.

Comparando esta definicién con las reglas de transformacioén (4.25) de la métrica, vemos que
la métrica g;; es en realidad un tensor covariante de rango 2. De la misma manera se puede pensar
en un vector co(ntra)variante como un tensor de rango 1 y un escalar como un tensor de rango 0.

Por tltimo, es 1til introducir los siguientes tensores importantes: la delta de Kronecker, definida
en (4.13) y el tensor de Levi-Civita e'**~, definida como

o 1 cuando (i1...iy) es una permutacion par de (12...N),
gt = —1 cuando (i1...ix) es una permutacién impar de (12...N), (4.58)
0 en todos los demads casos.

Por construccion la delta de Kronecker es un tensor simétrico. La delta es en realidad la variante
(1,1) de la métrica de R™, es decir 4%; es lo mismo que J;; con un indice subido:

55 = 56y (4.59)

La delta de Kronecker es un tensor fundamental, lo que quiere decir que mantiene la misma forma
en cualquier sistema de referencia:

8 = M (M1 6% = 6. (4.60)
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Insistimos otra vez que no se deberia confundir la delta de Kronecker con la matriz identidad
(4.7): 1a matriz identidad es una transformacion (trivial), mientras la delta es un tensor que trans-
forma bajo transformaciones en RY.

Por construccién, el tensor de Levi-Civita es completamente antisimétrico en todos sus indi-
ces. Eso hace que estrictamente hablando no sea un tensor, puesto que en sus reglas de transfor-
macion aparecen el signo y el valor absoluto del determinante (det M ~!) del cambio de coorde-
nadas (M ~1);:

g = sgn(det M) [det M M™ LMY TN (4.61)

Objetos que transforman con el signo del determinante de la transformacién se llaman pseudo-
tensores y objetos que transforman con el valor absoluto del determinante de la transformacién
(a la potencia p) se llaman densidades tensoriales (de peso p). Estrictamente hablando el tensor de
Levi-Civita es por lo tanto una pseudo-tensor densidad de peso 1.°

Como la delta Kronecker, también el tensor de Levi-Civita es un tensor fundamental. De la
regla de transformacién (4.61) deducimos que

giin = sgn(det M) |det M| M L MIN glrIN
= det Mt det M ghin = ghin, (4.62)
donde en la segunda igualdad hemos utilizado la identidad
det M g™ 'N = M"; M gltIN (4.63)
que se demuestra facilmente de la propia definiciéon del determinante

det M = - M™;  M™N ;g £ N. (4.64)

4.6. Operaciones con tensores

Una primera propiedad de los tensores es una generalizacién directa de una propiedad co-
nocida de vectores (tensores): de las reglas de transformacién (4.51) ((4.57)) esta claro que si una
componente de un vector (tensor) es cero en una base, en general no lo serd en otra base. Sin
embargo, también estd claro que si todas las componentes de un vector (tensor) son cero en una
base, lo seran en todas las bases.

De la regla de transformacion (4.57) también esta claro que si At jy B ;... son dos tensores
de rango (m, n), la combinacién lineal

Croim g, = @Aty 4+ BB (4.65)

también es un tensor de rango (m, n).
Si un tensor tiene la propiedad que 7% = T7% , decimos que T es un tensor simétrico en i
y j. Si tiene la propiedad que 7% = —T7" , decimos que es un tensor anti-simétricoen iy j.

Utilizando (4.65) se deriva directamente que si un tensor es (anti-)simétrico en una base, lo es en
todas.

De la forma en que hemos introducido los tensores también estd claro que el producto tenso-
rial de un tensor de (m,n) con uno de rango (p, q)

i1 lm k1. k — A1 . ki...k
¢ Gredn P, = A g B,

(4.66)

SEl estudiante atento habra observado que al ser (M ~1)?; una transformaci6n ortogonal, tenemos que |det M ~1| =
1. Sin embargo preferimos poner el factor | det M ~!| explicitamente por razones pedagdgicas, para demostrar que el
tensor de Levi-Civita es un pseudo-tensor bajo las transformaciones ortogonales, pero una densidad pseudo-tensorial

bajo transformaciones mds generales.
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es un tensor de rango (m + p,n + q).

Se puede cambiar el rango de los tensores utilizando la métrica para “bajar indices”. Siendo
Attt Soun tensor de rango (m, n), entonces

i1+ T — _ i1 im—1l
Chtm=tpi i = O ATt (4.67)

1.-Jn

es un tensor de rango (m — 1,1 + 1). De la misma manera se puede “subir indices” con la métrica
inversa ¢ y convertir un tensor de rango (m,n) en uno de rango (m + 1,n — 1). Un ejemplo de
esto ya lo hemos visto en (4.52), al cambiar un vector covariante por uno contravariante.

Se puede bajar el rango de un tensor contrayendo un indice covariante con uno contravarian-
te. Si A, ;. esun tensor de rango (m,n), entonces

i1t — Aireimeik
chtm = AN ek (4.68)

1. Jn—1

es un tensor de rango (m —1,n—1). Lo mismo se puede hacer contrayendo dos indices del mismo
tipo con la métrica o la inversa. Por ejemplo

Ditmezg g, = O A2k (4.69)

es un tensor de rango (m — 2, n). Visto asi, el producto escalar es un tensor de rango 0 (un escalar)
que surge de la contraccién del producto tensorial de dos vectores z;y7. Otro ejemplo es que
la traza T%; = §;;7% = §“T;; de un tensor de rango 2 es un escalar. Esto explica el conocido
resultado de que la traza tiene el mismo valor en todas las bases.

El operador 0, la derivada con respecto a las coordenadas, se comporta como un vector. Para
ver esto, es mejor mirar como acttia sobre un campo escalar. Consideramos la derivada parcial
0V /0x". Por la regla de la cadena tenemos que

v avart v
dxt — Ox'k dxt xRV

(4.70)

donde en la dltima igualdad hemos utilizado la relacion (4.5) entre las coordenadas z* y z'. En
otras palabras la derivada 9;V = 9V/dz" tiene la misma regla de transformacién que un vector
covariante:

oV = (M~1)7,0,V. 4.71)

Del mismo modo se puede demostrar que la derivada 9'V = 9V /dx; transforma como un vector

contravariante. En notacion vectorial muchas veces se utiliza el operador nabla V = (9'.)€; y se
identifica con el operador matematico de la derivada direccional.

Tomando en cuenta el hecho que 9; y 9 se comportan como un vector covariante y contrava-
riante respectivamente, se puede utilizar estos operadores para actuar sobre campos tensoriales.
Dado que la derivada de un campo escalar es un vector, en general la derivada 9" de un campo
tensorial de rango (m, n) es un tensor de rango (m + 1, n) y la derivada 0; de un campo tensorial
de rango (m, n) es un tensor de rango (m,n + 1).

De este modo se puede interpretar los conocidos operadores diferenciales en R? (la mayoria
facilmente generalizables a N dimensiones) en términos de (contracciones de) vectores y tenso-
res: el gradiente ﬁqb = 9'¢ & de un campo escalar ¢ es un vector, al ser la derivada de un escalar.
La divergencia V - A = ; A' de un vector contravariante A’ es un escalar, al ser el producto escalar
entre los vectores 0; y A'. El laplaciano A¢ = 9;0'¢ de un campo escalar ¢ es un escalar por ser
el producto escalar entre los vectores 9; y 9'¢. Finalmente, el rotacional Vx A= gijkajAk de un
vector covariante es un vector contravariante, por ser la contraccion del tensor de Levi-Civita
tridimensional £¥* con el tensor de rango (0, 2) 9;A4;. Esta operacién corresponde al producto
vectorial entre los vectores 9; y A’ y solamente esta definido en tres dimensiones, porque sélo en
tres dimensiones el tensor de Levi-Civita %% puede convertir un tensor antisimétrico de rango 2
en un vector.
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La gran ventaja del uso de tensores es que si una relacién tensorial del tipo
At g = B e+ C Dy, (4.72)

es vdlida en una base, también lo serd en cualquier otra base, puesto que los dos lados de la
ecuacion transforman bajo un cambio de base de la misma manera. Un ejemplo de esta propiedad
hemos visto ya en el Capitulo 2, al demostrar la covariancia de la Segunda Ley de Newton bajo
rotaciones. Por lo tanto, el hecho de que por el Principio de la Relatividad las leyes de la fisica
no dependan del sistema de referencia utilizado, implica que estas leyes deberian escribirse en
término de objetos que transforman bien bajo cambios de coordenadas, es decir en términos de
escalares, vectores y tensores. En otras palabras, la estructura matemadtica restringe la forma de
las leyes a ecuaciones vectoriales y tensoriales. Este principio se llama el Principio de Covariancia
y veremos que forma la base del formalismo matematico de la teoria de la relatividad.

79



Capitulo 5

Relatividad especial en formulacién
covariante

A partir de ahora el espacio en si mismo y el tiempo en si mismo estdin destinados a diluirse
en meras sombras y sélo un tipo de unién de los dos conservard una realidad independiente.
(H. Minkowski, 1908)

Hasta ahora apenas hemos hecho algo nuevo: en el Capitulo 3 hemos repasado la relatividad
especial y en el Capitulo 4 un poco de 4lgebra elemental. En este capitulo combinaremos las
técnicas de Capitulo 4 con la fisica de Capitulo 3 para llegar a una formulacién de la relatividad
especial que sea independiente de los observadores. Aunque estrictamente hablando tampoco en
este capitulo haremos nada nuevo, la formulacién introducida aqui nos serd de extrema utilidad
para el desarollo de la relatividad general.

A partir de este capitulo utilizaremos las llamadas unidades naturales , en las que pondremos
¢ = 1. Una de las lecciones de este capitulo es que el tiempo se comporta como una coordenada
mds en el espaciotiempo y la mejor manera de ver esto es utilizar unidades naturales.!

5.1. El espacio de Minkowski (otra vez)

Discutiremos ahora la estructura del espacio y el tiempo y sus propiedades algebrdicas y geo-
métricas. La imagen del espacio y el tiempo que surge de la relatividad especial es una donde
ambos estan intimamente conectados y forman una estructura llamada el espaciotiempo. La di-
reccién temporal es distinta a las espaciales, pero la distincién es mucho menos clara que en la
fisica newtoniana. No hay una sola direcciéon temporal absoluta, sino que cada observador ve su
propia direccién temporal, que es distinta de la de los demas.

Consideramos el espacio de Minkowski, un espacio continuo 4-dimensional, donde cada pun-
to corresponde con un suceso, es decir un evento que ocurre en una posicién (z,y, z) en un mo-
mento ¢ en cierto sistema de coordenadas. Cada suceso estd por lo tanto caracterizado por un

TPuede ser al principio un poco confuso que cantidades fisicas (newtonianamente) distintas ahora tengan la misma
dimensién, como tiempo y distancia, o energfa, masa y momento. Pero expresar una distancia como un intervalo de
tiempo o vice versa no tan es raro, incluso en la vida cotidiana. Decir que la distancia Madrid-Granada son 4 horas y
media en coche es un ejemplo familiar. Para recuperar las dimensiones familiares s6lo hace falta introducir en los sitios
adecuados los factores ¢ adecuados.
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vector cuadrimensional

=

(5.1)

N ey o+

Hemos visto en el Capitulo 3 que la norma ||z#| de los vectores se define en el espacio de Min-
kowski como
la]? = (%)% = (2)* = (2*)* — (a*)%. (5.2)

Del Capitulo 4 sabemos que con esta definicién de la norma, hemos introducido implicitamente
una métrica. Efectivamente, se puede escribir (5.2) como

|2 = zu2t = nuata, (5.3)

donde 7,,,, se llama la métrica de Minkowski y es de la forma?

1 0 0 0
0 -1 0 0 .

=1 0 o0 -1 0 = diag (1,-1,-1,-1). (5.4)
0 0 0 -1

El elemento de linea, que resume las propiedades geométricas del espaciotiempo viene por lo
tanto dado por
ds? = datde” = (da®)? — (da')? — (do?)? — (dz?)?. (5.5)

La métrica y su inversa nos permiten subir y bajar los indices y convertir vectores covariantes en
contravariantes y vice versa,

Zy = 77W$V, = 77“”% (56)
de modo que el producto escalar se puede escribir como
xuyu = mwa“yy = nw%yu = fU“yu, (57)

0, explicitamente en componentes

2y = 2oy® + 21yt + 22y? + 3y® = 2% — aly! — 2?y? — 2yP (5.8)
Como vemos, hay que tener un particular cuidado al subir y bajar indices con los signos que
aparecen por la métrica (5.4). Esto es una gran diferencia entre la geometria euclidea y la del
espacio de Minkowski: las componentes de un vector cambian al pasar el vector de covariante a
contravariante o vice versa. En particular, debido a los signos en la métrica (5.4), las componentes
espaciales adquieren un signo. Si un vector contravariante tiene componentes

(5.9)

(=GR N

el vector covariante correspondiente tiene componentes a, = (1, —2,—3, —4). Si la métrica g,,,
tiene una forma mds general,® la relacion entre las componentes de vectores co- y contravariantes
serd mds complicada.

2 A veces la métrica se presenta con los signos opuestos (es decir 1., = diag (—1,1,1,1)). El signo de la métrica es
puro convenio y, aunque algunas férmulas pueden tener signos diferentes, la fisica es por supuesto independiente del
convenio utilizado. Para un resumen de los convenios que utilizamos en este curso, referimos a Apéndice A.

3Aqui referimos tanto a la métrica del espacio de Minkowski en coordenadas no-cartesianas, como a métricas de
espacios mas complejos.
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La direcciéon temporal destaca en la métrica (5.4) porque lleva el signo contrario de las direc-
ciones espaciales. Esto tiene como consecuencia directa que la norma no sea definida positiva,
es decir: existen vectores cuya norma al cuadrado es negativa. Se dice que la métrica (5.4) tiene
signatura (3,1). El espacio de Minkowski por lo tanto no es euclideo, sino lorentziano. La diferencia
con el espacio euclideo es la presencia de la direccién temporal que hace posible una dindmica.

Los vectores se llaman vectores temporales si su norma al cuadrado es positiva, vectores nulos
si su norma es cero y vectores espaciales si la norma al cuadrado es negativa. Entre los vectores
temporales distinguimos los vectores temporales dirigidos hacia el futuro y los vectores temporales
dirigidos hacia el pasado, dependiendo de si el producto escalar entre el vector temporal y el vector
de base €; es positivo o negativo. Una curva se llama curva temporal si en cada punto de la curva
el vector tangente es un vector temporal. De igual modo se llama curva espacial (nula) si en cada
punto el vector tangente es espacial (nulo). En general una curva arbitraria puede ser temporal,
nula o espacial por trozos.

El conjunto de todas las rectas nulas que pasan por un punto z* se llama cono de luz en x*. La
estructura del cono de luz y la distincién entre vectores y curvas temporales, nulos y espaciales
estd bien definida, en el sentido de que es igual para todos los observadores. Esto es porque el
grupo de Lorentz, que relaciona diferentes observadores, preserva esta estructura del espacio de
Minkowski, como veremos en la siguiente seccion.

5.2. El grupo de Lorentz

El grupo de Lorentz L se define como el grupo de transformaciones lineales y homogéneas*
't =AM, (5.10)
que dejan la métrica (5.4) invariante,
M = AP A 1. (5.11)

Comparando esta expresion con la regla de transformacion (4.56), vemos que 7, transforma co-
mo un tensor de rango (0, 2) bajo las transformaciones de Lorentz (como era de esperar). Ademads,
la definicién (5.11) tiene mucha similitud con la férmula (4.37) y con la definicién (4.35) de las
transformaciones ortogonales en RY. Efectivamente, de (5.11) se deriva facilmente que

(A_l))\p = Mo Ay, 77V/\- (512)

Comparando esta definicién con (4.38) y (4.39), vemos que de cierto modo esta férmula nos
estd diciendo que la traspuesta de una transformacién de Lorentz es su inversa, una propiedad
de las transformaciones ortogonales, s6lo que aqui la traspuesta esta definida con respecto a la
métrica de Minkowski 7,,,,. Esto es general: la tinica diferencia entre las transformaciones en el
espacio de Minkowski y las transformaciones ortogonales en el caso euclideo es que aqui aparece
7 en lugar de la métrica euclidea d;;. Podemos interpretar por lo tanto las transformaciones de
Lorentz (5.11) como el grupo de transformaciones ortogonales en el espacio de Minkowski y las
férmulas (5.11) y (5.12) como los anélogos lorentzianos de (4.37) y (4.35) en RY.

Del Capitulo 4 podemos derivar matematicamente muchas propiedades que ya habiamos
visto en el Capitulo 3. En particular sabemos que un vector covariante transforma con la matriz
inversa de un vector contravariante
2l = (AN 2, (5.13)

M

4Hasta ahora nos hemos referido a una transformacién de Lorentz como la que relaciona x y t como en (3.19). A veces
a (3.19) se le llama una transformacién de Lorentz especial o por el término en inglés, boost (empujén), para distinguirla de
los demads elementos del grupo de Lorentz. A partir de ahora llamaremos una transformaciéon de Lorentz a cualquier
elemento de L.
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de modo que el producto escalar (y por lo tanto la norma) de vectores en el espacio de Minkowski
se conserva. Efectivamente, el producto escalar entre dos vectores z,, e y* transforma como

.yt = 2,(AHP APy = 2,00y = w3,y (5.14)

Igual que en el Capitulo 4, los operadores diferenciales 0,, = 9/0z" y 0" = 0/0x,, se compor-
tan como vectores co- y contravariantes respectivamente,® como se puede averiguar fécilmente
a través de la regla de la cadena. La divergencia (cuadrimensional) de un campo vectorial A* se
puede escribir por lo tanto como el producto escalar entre los vectores 9,, y A%,

At = 9 A 4+ V- A = 9gA° + 9, A + 9, A% 4 9345 (5.15)

De la misma manera se puede ver el laplaciano cuadrimensional (a veces llamado el d’alamber-
tiano) como la norma del operador 9,

0= 08,0" =R—02—02—02 (5.16)

La invariancia del producto escalar (5.7) nos serd de gran utilidad a la hora de formular una
fisica covariante. En particular explica por qué las leyes de continuidad (leyes de conservacién
en teorias de campos) tienen la forma de una divergencia cuadrimensional (5.15) y en sistemas
dindmicos el operador diferencial de segundo orden mds comtin es el d’alambertiano (5.16).

La estructura del grupo de Lorentz es un poco mas complicada que la del grupo ortogonal
O(N) del espacio euclideo, debido a la presencia de la direccién temporal con el signo opuesto a
las direcciones espaciales. Igual que en R, sacando el determinante de (5.12), se ve que

det A = £1. (5.17)

Esto divide el grupo de Lorentz en dos partes, segtin el signo del determinante. Las transforma-
cién con determinante —1 son reflexiones y no preservan la orientacién de la base, mientras las
transformaciones con determinante 1 son cambios de base que si perservan la orientacién. Sélo
éstos ultimos forman un subgrupo del grupo de Lorentz, puesto que la identidad pertenece a esta
parte. Este subgrupo £ se llama el grupo propio de Lorentz.

De (5.11) sacamos otra manera de dividir el grupo de Lorentz en dos partes: cogiendo la
componente (00) de (5.11), vemos que

1 = (M%) = (A'g)* — (A%))* — (A%)*. (5.18)

Tenemos por lo tanto que la componente A% de una transformacién de Lorentz tiene que satis-
facer la condicién de que (A%)? > 1, o en otras palabras

A% >1 6 A% < —1. (5.19)

Las transformaciones con A% < —1 invierten la direccién temporal, mientras las que tienen
A% > 11a preservan. S6lo la parte con A% > 1 forma un subgrupo, llamado el grupo ortocrono de
Lorentz L.

Vemos por lo tanto que el grupo de Lorentz L se divide en 4 partes disconexas, caracteriza-
das por el signo del determinante y el signo de la componente A%. De estas 4 partes, s6lo la
parte de las transformaciones propias y ortocronas £1 forma un subgrupo, puesto que contie-
ne la identidad. Discutiremos ahora en mas detalle las transformaciones de este subgrupo. Las
transformaciones pertenecientes a las demads partes estdn relacionadas con las de £1 a través de
reflexiones y/o cambios de orientacién de la direccién temporal.

5Debido a los signos en la métrica, las componentes espaciales de 9* y 9y, llevan el signo contrario. Para evitar confu-

- ot
sién damos las componentes explicitamente: 9, = (9¢, V), mientras O* = ( Ry, )
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El grupo de Lorentz propio y ortocrono £1 consiste en las transformaciones A que tienen
determinante 1, preservan la direccién temporal y preservan la métrica 7, como en (5.11). Un
ejemplo de una transformacion son las rotaciénes en las tres dimensiones espaciales. Es facil ver
que por ejemplo una rotacion en el plano xy

0 0
cosf  sinf
—sinf cosf
0 0

A4, = (5.20)

oS oo
_— o O O

satisface todas las condiciones para pertenecer a El. En otras palabras el grupo SO(3) de rota-
ciones en R? es un subgrupo de £1.6

Otro tipo de transformacién que pertenece a El son las transformaciones especiales de Lo-
rentz (3.19). Efectivamente, la matriz correspondiente

ol —yv 0 0
a = 0T (1) 8 (5.21)
0 0 0 1
también preserva la métrica 7,,,.
Es interesante darse cuenta de que podemos sustituir el parametro v por
v=—tghey, (5.22)
de modo que y =1/ V1 — 02 =coshyp y la transformacion (5.21) se puede escribir como
coshp sinhe 0 0
AR — sinéup cosohgo (1) 8 (5.23)
0 0 0 1

Esta forma de escribir un boost es remarcablemente parecida a una rotacién espacial (5.20). La
diferencia esencial es que en lugar de senos y cosenos aparecen sus equivalentes hiperbdlicos.
En cierto modo podemos pensar en un boost como una “rotacién en el plano ¢z”. Las funcio-
nes hiperbdlicas aparecen por lo tanto debido al signo relativo entre la direccién temporal y la
espacial.

Donde en una rotacién (5.20) el pardmetro de rotacién ¢ corre de 0 a 27, el pardmetro ¢ de un
boost puede tomar cualquier valor en R, de —co a co. Decimos por lo tanto que el grupo de Lo-
rentz es un grupo no-compacto, porque el intervalo de algunos de sus pardmetros no es compacto.
Esta es la gran diferencia entre el grupo de Lorentz y el grupo O(4) de las transformaciones or-
togonales en R*. El grupo de Lorentz es el grupo de transformaciones ortogonales en un espacio
4-dimensional con una direccién temporal, lo que matematicamente se anota respectivamente co-
mo O(3,1) y R!3. El subgrupo de transformaciones propias y ortocronas es por lo tanto el grupo
SO'(3,1).

El grupo EL (0 equivalentemente SO'(3,1)) consiste por lo tanto en las rotaciones espacia-
les y los boosts, que se interpretan como una rotacién entre la direccién temporal y una espa-
cial. SO'(3,1) tiene 6 pardmetros independientes que tienen la siguiente interpretacion fisica:
un elemento de SO'(3,1) es una transformacién entre dos sistemas de referencia arbitrarios en
movimiento uniforme rectilineo con la misma orientacién de base y la misma orientaciéon de
la direccién temporal. Tres pardmetros corresponden a los angulos de Euler que relacionan la

Y obviamente el grupo O(3) es un subgrupo de £ entero.
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Figura 5.1: La linea de universo de una particula masiva es una curva temporal z* (7). El vector tangente
a la curva, el cuadrivector velocidad, es un vector temporal. En cada punto, la curva entera estd contenida
dentro del cono de luz de este punto. La linea de universo se puede parametrizar de manera natural por el
tiempo propio T, el tiempo medido por el observador que se mueve con la particula.

orientacién espacial de las dos bases. Otros dos pardmetros corresponden dos dngulos indicando
la direccién en que se mueve el segundo sistema de referencia con respecto al primero y el tltimo
pardmetro corresponde a la velocidad relativa entre los dos sistemas.

Finalmente mencionamos que si no consideramos sélo las transfomaciones homogéneas (5.10)
que mantienen el origen fijo, sino también permitimos transformacién inhomogéneas

ot = A" x” + at, (5.24)

es decir, incluimos también las traslaciones en el espacio y el tiempo, el grupo que forman estas
transformaciones se llama el grupo de Poincaré. El grupo de Poincaré es el andlogo relativista
del grupo de Galilei y consta de 10 pardmetros independientes: los 6 pardmetros del grupo de
Lorentz y 4 traslaciones en el espaciotiempo.

5.3. La dindmica relativista covariante

Repasaremos ahora la fisica relativista de la seccién 3.3, pero en notacién covariante, es decir
sin referirnos a un sistema de referencia explicito.

La trayectoria de una particula a través del espaciotiempo se llama la linea de universo. La linea
de universo de una particula con masa mg # 0 es una curva temporal, puesto que la velocidad de
la particula siempre es menor que la de la luz. Por lo tanto en cualquier punto de la trayectoria,
toda la curva tiene que estar contenida dentro del cono de luz (pasado y futuro) en este punto
(véase Figura 5.1).

Particulas sin masa se mueven a lo largo de curvas nulas. Esto es facil de ver, puesto que la
ecuacion de una curva nula es (2°)% — (z1)% — (22)% — (23)? = 0, lo que es justo la ecuacién (3.15)
de un pulso de luz esférico expandiéndose desde el origen.

Se puede parametrizar la linea de universo de una particula masiva utilizando el tiempo propio
7 de la particula: z# = z#(7). El tiempo propio es el tiempo medido por un observador O que se
mueve junto con la particula y la relacién entre un intervalo infinitesimal del tiempo propio dr y
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el tiempo dt medido por cualquier otro observador inercial O’ viene dado por la férmula (3.3) de
la dilatacién del tiempo:

dr = /1 — 2 dt, (5.25)

donde v es la velocidad de la particula con respecto al observador O’ en el intervalo dr. Para
el observador O’ el intervalo dr corresponde a un intervalo entre dos puntos z* y z* + dz* del
espaciotiempo

dr? = dt* — da® — dy* — dz* = n, dzt dz”. (5.26)
Notese que por lo tanto dr es una cantidad invariante, dado que cualquier otro observador 0"
medirfa el mismo intervalo. Esta propiedad es lo que hace que el tiempo propio sea particular-
mente ttil para la parametrizacion de trayectorias. La longitud de la curva entera o de una parte
finita se obtiene integrando dr en un intervalo (in)finito.

El vector tangente a la curva es la cuadrivelocidad u*(7) y es por definicién la derivada de la
posicién con respecto al tiempo propio

dzt
ut (1) = o

Para particulas masivas, u* es un vector temporal y de (5.26) se deriva facilmente que entonces
la norma de u* es (ejerc.)

(5.27)

Nuutu” = 1. (5.28)
Para particulas sin masa, u/ es un vector nulo.

Por construccién u* es un cuadrivector y transforma por lo tanto bien bajo el grupo de Lo-
rentz. Una manifiestacién de esto es el hecho de que la norma es un invariante, como nos indica
(5.28). Fisicamente se interpreta esta propiedad como que «* no es la velocidad newtoniana v’ de
una particula por el espacio, sino una velocidad que indica el movimiento por el espaciotiempo.
De la propia definicién de u* se ve que las tres componentes espaciales si corresponden con las
componentes de la velocidad newtoniana, ¢ = dZ/dt, aunque con el factor v de correccién rela-
tivista, mientras la componente temporal es la velocidad de la luz, con el correspondiente factor

relativista: dott
pooo a1 5.29
u T -l ) (5.29)
Se puede comprobar que actuando con un boost (5.21) sobre la cuadrivelocidad, u'* = A*,u”, se
recupera la regla relativista de la suma de velocidades (3.22) (ejerc.).

De la misma manera se define la aceleracién de una particula como el cuadrivector’

dut
at(r) = —. 5.30
(n = = (530)
Por su propia definicién y la propiedad (5.28) vemos que en la mecénica relativista la velocidad
u* y la aceleracién o siempre son ortogonales
du” 1d
u,at = u— = —— utu”) = 0. 5.31
wot = S = S () (531)
La aceleracién por lo tanto siempre es un vector espacial.
La aceleracién relativista es bastante distinta a la aceleracién newtoniana: en un sistema de
referencia especifico toma la forma

du# dry/dt ~4v - a
no_ _ _
“ =7 == ( odry/dt + va > N < VAT @) T+~ ) (5.32)

7 A veces se oye que la relatividad especial no puede describir el movimiento acelerado y que para eso es preciso
recurrir a la relatividad general. Esto es claramente erréneo: la tinica restriccién que impone la relatividad especial es que
se limita a describir la fisica desde el punto de vista de los observadores inerciales (i.e. observadores no-acelerados). Sin
embargo, nada impide a un observador inercial estudiar la dindmica de una particula acelerada.
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donde @ = dv/dt es la aceleracién newtoniana. Por lo tanto las componentes espaciales de a* no
son simplemente (proporcionales a) la aceleracién newtoniana, sino también tienen un término
proporcional a (¢ - @)U. Notese ademds que el trivector @ no es una cantidad invariante bajo
transformaciones de Lorentz (y por lo tanto no es absoluta, @’ # @), en contraste con lo que
dijimos en la seccién 2.2. En el fondo esto es de esperar, puesto que dos observadores distintos,
que ven moverse la particula con velocidades diferentes, deben medir aceleraciones diferentes,
si queremos asegurar que en ningdn sistema de referencia la velocidad de la particula puede
superar la velocidad de la luz.

El cuadrivector momento p* se define de manera andloga (pero, ojo, no igual) al momento
newtoniano
pt = mout, (5.33)

donde m es la masa (de reposo) de la particula. Dado que mg es un invariante y u* un cua-
drivector, estéd claro que también p* lo es. De la definicion se ve que las componentes espaciales
de p* corresponden al momento newtoniano con un factor de correccién relativista P’ = ymov?,
mientras la componente temporal es la energia cinética I relativista,

o= (ﬂ%)<§) (5.34)

Bajo un boost (3.19), las componentes de p* transforman como (3.31). La norma de p* es un
invariante y viene dada por
pupt = ma. (5.35)

Noétese que esta expresion no es mds que la formulacién covariante de (3.32). La masa mo de una
particula es un invariante, simplemente porque es la norma del cuadrivector p*.

La version relativista de la segunda ley de Newton viene dada por

dpt
=2 (5.36)
dr
donde f* es el cuadrivector fuerza, cuyas componentes espaciales son proporcionales a la fuerza
newtoniana F y la componente temporal f© = @ - F al trabajo realizado por F' por unidad de
tiempo,

po oy (TF 5.37
= (TE) 637)
Obsérvese que en términos de la aceleraciéon cuadrimensional se puede escribir la segunda ley

de Newton como
= moat. (5.38)

Sin embargo es importante darse cuenta de que, aunque formalmente andloga a ' = myd, esta
ecuacion es tanto conceptualmente como fisicamente muy distinta a su homéloga newtoniana.

De (5.36) podemos ver que mientras que no acttie ninguna fuerza f* sobre una particula el
cuadrivector p* se conserva. Obsérvese que por lo tanto la ley de la conservacion de la energia
y la ley de la conservaciéon del momento, en la fisica newtoniana dos leyes independientes, en
realidad corresponden a diferentes componentes de la misma ecuacién cuadrimensional.

Finalmente, la definicion del momento angular en la dindmica relativista es un poco mads sutil.

La generalizacién del momento angular tridimensional ¢ = #* X ' no es un cuadrivector, sino un
tensor antisimétrico,®
L = xtp¥ — a¥pH, (5.39)

8Esta definicion del momento angular es general para cualquier ntimero de dimensiones. El caso de un espacio tridi-
mensional es especial, porque entonces un tensor antisimétrico es equivalente a un vector, a través del tensor de Levi-
Civita: ¢! = £% z;p;.. Nétese que de este modo también recuperamos el conocido caso de que el momento angular en
dos dimensiones viene dado por una sola componente, (es decir: es un escalar): £ = €% z;p;.
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cuyas componentes L/ = 19%(; nos dan el familiar momento angular tridimensional, mientras
que las componentes L% = {p' — 2'E son una cantidad fisica de poca relevancia en la fisica
newtoniana.

Derivando el momento angular con respecto al tiempo propio, obtenemos que

dL™ dxt dp” dx¥ dp"

- v I e v

dr dr Pt dr dr Pt dr
= mo(utu” —u’ut) + " fr — ¥ fH (5.40)

donde en la segunda igualdad hemos utilizado la definicién (5.33) del momento p# y la segunda
ley de Newton (5.36). El primer término de esta igualdad es idénticamente cero por la antisi-
metrfa, mientras que en los tltimos dos términos reconocemos el momento de fuerza relativista,

MW = gt fv — ¥ [~ (5.41)
La ecuacién (5.40) toma por lo tanto la forma

dL*
dr

= M", (5.42)
lo que implica que el momento angular estd conservado, mientras el momento de fuerza es cero.

Por otro lado, ya hemos dicho en las secciones 2.3 y 3.3 que las Leyes de Maxwell son cova-
riantes bajo transformaciones de Lorentz y no necesitan por lo tanto una correccion relativista.
Matematicamente esto quiere decir que los objetos que aparecen en la teoria de Maxwell ya com-
binan de manera natural en cuadrivectores y tensores.

La densidad de carga p y la densidad de corriente 7 = pv' forman las componentes de un
cuadrivector j# y los potenciales ¢ y A combinan en el cuadrivector A*

w [P (¢
J“—(j)7 A“_(g). (5.43)

Las transformaciones de j* y A* bajo un boost vienen dadas por (3.37) y (3.42).
Los potenciales ¢ y A dan lugar a los campos electromagnéticos E'y B a través de las identi-
dades (3.39), o en componentes
Ei = —(0d)i— (Vo)i = ~0"A" +0'A°,

—

. . 1 . .
Bi = ej(V)j(A)y = —ejud’ A¥ = _§€ijk(8jf4k — 0 AY). (5.44)

En otras palabras podemos definir un tensor antisimétrico F* de rango (2,0)’

FHv — gHAY — ¥ Ak, (5.45)
cuyas componentes (0i) son las componentes del campo eléctrico, F* = —F;, y (ij) las del cam-
po magnético, FV = —¢k B, El tensor F* se llama el tensor electromagnético. Explicitamente

tenemos (ejerc.)

0 —-E —E, —Fs
Ei 0 —Bs DB,
Es By 0 -B
Es —By B 0

(5.46)

9El correspodiente tensor Fj,,, de rango (0,2) se define simplemente bajando los indices a través de la métrica:
Fuv = nupnuaFP>. Ojo, el signo de algunas de las componentes de F,,, serd diferente que el de las componentes
correspondientes de F'#¥.
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Dejamos como ejercicio averiguar que la transformacién de F#¥ bajo las transformaciones de
Lorentz F'* = A ,A” \ FP* recupera las transformaciones (3.38) bajo el boost (5.21).

Con los vectores j* y A" y el tensor F*¥ tenemos todos los ingredientes para formular la
teorfa de Maxwell en su versién covariante. Las leyes homogéneas de Maxwell (3.33b) y (3.34a)
se pueden escribir en funcién del tensor F'** como

- 1 ..
(V)LBZ = Ee“k@ij = 0,

—

1 , , ,
€iji (V) Ex + 0B = —5Cijk (6JF’“0 + OFF0I 00FJ’“) —0. (5.47)

Aunque a primera vista estas dos ecuaciones parecen muy diferentes, se trata en realidad de la
componente temporal y las componentes espaciales de la misma ecuacién cuadrimensional. Esto
se ve al darse cuenta de que la relacién entre el tensor de Levi-Civita tri- y cuadrimensional viene
dada por €% = €%*. Las dos ecuaciones (5.47) se pueden por lo tanto resumir en

PR, Foy = 0, (5.48)

o equivalentemente
Oy Fypx + O\Fyp + 0,F)\, = 0. (5.49)

La ecuacioén (5.48) 6 (5.49) se llama la identidad de Bianchi'y la solucién de esta ecuacién viene dada
por (5.45) (ejerc.). En otras palabras, la identidad de Bianchi (o equivalentemente las ecuaciones
homogéneas de Maxwell) nos dice que se puede escribir F},,, como la derivada antisimetrizada
de un potencial 4, tal como dice (5.45).

En realidad hay muchos potenciales que dan el mismo F),,,: dado un potencial 4,, que genera
una F),, a través de (5.45), el potencial A/, relacionado con A, a través de

Al = Ay + 9, (5.50)

con A una funcién arbitraria, también genera la misma expresion para F),, . Esta ambigiiedad de
los potenciales A* es obviamente la traduccién a lenguaje cuadrimensional de las transforma-
ciones gauge (1.50), y nos estd diciendo es que los A* no son mas que unos campos auxiliares,
mientras que la fisica real estd en el tensor electromagnético F),,. Hasta cierto punto el rol de la
invariancia gauge en la fisica de particulas es comparable con el rol de la invariancia bajo trans-
formaciones de coordenadas en la teoria de la relatividad. En las matemaéticas se han encontrado
profundas relaciones entre estos dos principios en la teoria de fibrados.

Las ecuaciones de Maxwell que nos quedan, las inhomogéneas (3.33a) y (3.34b) también se
pueden escribir en funcién de objetos covariantes. Un pequefio cdlculo muestra que estas dos
ecuaciones dan respectivamente (ejerc.)

9;F10 = 40
0;FI" + 9y F" = j'. (5.51)

tambien aqui resulta que las dos ecuaciones corresponden a la componente temporal y las com-
ponentes espaciales de la misma ecuacién cuadrimensional. Para ver esto, no hace falta mas que
afiadir a la primera ecuaci6n el término 9y F%°, que es identicamente cero por la antisimetria de
F# Por lo tanto las ecuaciones inhomogéneas se combinan en

DM = ¥ (5.52)

Vemos por lo tanto que hemos resumido las cuatro ecuaciones de Maxwell (3.33a) y (3.34b) en
dos, siendo (5.48) y (5.52). Por su estructura de indices estd claro que las dos son ecuaciones
vectoriales!? y transforman como un cuadrivector bajo las transformaciones de Lorentz (ejerc.),
como ya habiamos visto en el Capitulo 3.

19La identidad de Bianchi es un tensor de rango (0,3) en su formulacién (5.49).
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De la ecuacién inhomogénea de Maxwell podemos derivar directamente otra relacién impor-
tante, tomando la divergencia de (5.52), es decir actuando con la derivada 0, . El lado izquierdo
entonces es cero, por la combinacién de la simetria de las derivadas y la antisimetria de F*¥, de
modo que obtenemos

oujt = 0. (5.53)

Esto es la ley de conservacién de carga, que hemos visto en notacién tridimensional en (3.36).
Noétese que esta ecuacion tiene la estructura del producto escalar entre entre d,, y j* y por lo
tanto es invariante bajo las transformaciones de Lorentz. La conservacién de la carga es por lo
tanto un hecho que no depende de un observador, sino que es valido para todos los observadores
(inerciales).

También podemos recuperar las ecuaciones inhomogéneas de ondas (3.40) que satisfacen los
potenciales, sustituyendo la expresion (5.45) en (5.52). Asumiendo que los potenciales satisfacen
el gauge de Lorenz (3.41)

0 A" =0, (5.54)

vemos que (5.52) se reduce a la version covariante de las ecuaciones (3.40)
0 0t A” = j¥. (5.55)

Finalmente es til observar que se puede derivar toda la dimdmica mencionada en esta seccién
a través del formalismo lagrangiano de la accién de la particula cargada y para el campo electro-
magnético (ejerc.)

1 e ,
Sparticula = —Qmo/dT 77uz/$l$ — q/dT mﬂA“(x(T)),
1
SMaxwell = 71/d4lﬂ FMU(x)Fuu(Z> - /d4CC jﬂAM. (556)

Es muy instructivo averiguar que estas acciones son precisamente las acciones (1.60) y (1.63) en
lenguaje convariante (aunque la primera con las necesarias correcciones relativistas para que sea
invariante Lorentz) y por lo tanto toda la fisica comentada en la seccién 1.5 (variables dindmicas,
invariancia gauge, etc) aplica de la misma manera a estas acciones (ejerc.).

5.4. Lanecesidad de la relatividad general

Ya en 1907, s6lo dos afios después de la publicacion de la relatividad especial, Einstein se dio
cuenta de que la teorfa de la gravedad newtoniana y la relatividad especial son mutuamente in-
compatibles (salvo en el caso de un campo gravitatorio constante y estatico). Hay varias maneras,
matematicas y fisicas, de ver esto.

Matematicamente, se ve porque la gravedad newtoniana no es invariante bajo el grupo de
Lorentz. Segtin Newton, una particula en un campo gravitatorio estd sometida a una aceleracién

>z

-7 = Ve, (5.57)

causada por la fuerza gravitatoria, cuyo potencial ¢ estd relacionado con la densidad de materia
pm en el universo a través de la ecuacion de Poisson

Ad = 47‘1’67']\/'p]\47 (558)

donde Gy es la constante de Newton. Obviamente, ni (5.57), ni (5.58) transforman bien bajo una
transformacién de Lorentz.
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Primero, tanto el lado izquierdo como el derecho de (5.57) son vectores tridimensionales y no
cuadrimensionales. Ademads, la aceleracién estd definida como la segunda derivada de la posicién
con respecto al tiempo, pero no esta claro con respecto al tiempo de qué observador. Para Newton
esto no era ningtin problema, puesto que para él existia un solo tiempo absoluto, igual para
todos los observadores. Sin embargo de la teoria de la relatividad especial sabemos que cada
observador tiene su tiempo propio particular.

Se podria intentar remediar estos problemas, derivando con respecto al tiempo propio e in-
tentando convertir (5.57) en una ecuacién covariante, como acabamos de hacer con la mecanica
newtoniana. Pero un problema mas gordo nos supone la otra parte de la teorfa de la gravedad
newtoniana, la ecuacién (5.58). Aqui aparece el laplaciano A®, en lugar del operador invariante,
el d’alambertiano O®. Para apreciar las dificultades que supone este operador en lugar del otro,
pasaremos a los argumentos fisicos de la incompatibilidad.

La ecuacion (5.58) dice que el potencial gravitatorio ® en un punto z estd determinado por la
distribucién de materia pys en el universo. Si por lo tanto un observador cambia la distribucién
de materia en cierto punto, el efecto en el potencial gravitatorio se nota inmediatamente en todo
el universo. En otras palabras, la fuerza gravitatoria se propaga en la teoria de Newton con una
velocidad infinita.!!

No sélo velocidades mayores que la velocidad de la luz son probleméticas en la relatividad es-
pecial, también surge una pregunta basica: Si el cambio de la distribucién de materia en un punto
y el cambio del potencial en otro punto son simultdneos, ya que el efecto se nota de manera inme-
diata, ;son simultdneos para qué observador? Hemos visto en el Capitulo 3 que la simultaneidad
de sucesos es algo que no estd bien definido, sino que depende del observador. Si la gravedad
newtoniana tiene que recurrir a un observador especial, para el cual las férmulas (5.57) y (5.58)
son vélidas, viola el Principio de la Relatividad.

El verdadero problema de la ecuacién de Poisson (5.58) es que es valida para el caso estatico,
cuando la distribucién de materia no varia. En este sentido, (5.58) es el andlogo gravitacional de
laley de Gauss V-E = pe en electrostética, cuando la distibucién de cargas eléctricas es constante
en el tiempo. En este caso podemos elegir el gauge de Coulomb, V- A = 0, de modo que se puede
escribir la ecuacion de Gauss completamente en términos del potencial eléctrico ¢,

Ap = —pe. (5.59)

Sin embargo esta descripcion es insuficiente en el caso de fuentes no-estéticas: los campos mag-
néticos B que aparecen en ese caso nos obligan a introducir un potencial vectorial A, cuya dinami-
ca, igual que la de ¢, estd descrita por una ecuacién de onda. Las soluciones de ésta son los
conocidos potenciales retardados, que describen la propagacion con velocidad finita de las per-
turbaciones, compatibles con la causalidad relativista. En otras palabras, covariancia Lorentz e
invariancia gauge nos dicen que la generalizacién de la ley de Gauss (5.59) al caso no-estético es
directamente la teoria de Maxwell entera.

En 1907 Einstein se vio confrontado con el equivalente gravitacional: encontrar la teoria di-
namica de la gravedad, que sea compatible con las exigencias basicas de la relatividad especial
(en particular, la propagacion a velocidad finita) y cuyo caso estético sea la ecuaciéon de Poisson
(5.58). Si el paso de electrostatica a la teorfa de Maxwell es grande, el de la gravedad newtoniana a
la relatividad general lo es mds atin y a Einstein le cost6 mucho remediar este problema. Aunque
ya se dio cuenta en 1907 de la incompatibilidad de ambas teorias y de la solucién, el Principio
de Equivalencia, tard6 hasta 1911 en llegar a una primera formulacién matemaética y otros 2 afios
mas, hasta 1913, en el Principio de Covariancia. Y no fue hasta 1915, diez afios después de la
relatividad especial, cuando vino con una version definitiva de la relatividad general.

El problema que surge al intentar incorporar la gravedad es que tenemos que tratar con obser-

IN6tese que esto no pasaria si el operador diferencial fuera un d’alambertiano: las soluciones en este caso son funcio-
nes del tipo f(¢ + z), los conocidos potenciales retardados y avanzados.
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vadores acelerados y por lo tanto no-inerciales (o por lo menos tenemos que tratar con observa-
dores que no pertenecen a la misma clase inercial), los cuales la relatividad especial simplemente
no considera. La solucién al problema consiste basicamente en un viejo truco de la mecénica
cldsica: la introduccién de fuerzas ficticias.

En la mecanica newtoniana un sistema inercial esta definido como un sistema en el cual la
Segunda Ley de Newton, F' = md, es vélida, es decir un sistema en el que cada aceleracién @ de
una particula esta debida a una fuerza F que acttia sobre la particula. En sistemas no-inerciales
por otro lado, las particulas libres no seguirdn trayectorias rectas con respecto a este sistema,
debido a la aceleracién de este mismo. Sin embargo, por razones practicas un observador no-
inercial puede auto-engafiarse y creerse inercial, siempre y cuando asuma la existencia de fuerzas
ficticias f que se crean responsables de las aceleraciones no-inerciales @, ;. observadas, de modo
que la Segunda Ley de Newton vuelva a ser valida otra vez:

F f=m(a+ dns). (5.60)

Ejemplos conocidos de la mecdnica newtoniana son la fuerza de Coriolis y la fuerza centrifuga.

Lo que hizo Einstein en realidad fue darse cuenta de que particulas en caida libre son (local-
mente) equivalentes a particulas libres en un sistema inercial, sobre las cuales no actia ninguna
fuerza y que por lo tanto podia considerar la gravedad como una fuerza ficticia. Esto es un paso
altamente no-trivial y sélo es posible gracias a que todos los objetos caen con la misma velocidad,
independientemente de su masa. No es ninguna coincidencia que en (5.60) la masa (gravitatoria)
delante de la aceleracién gravitatoria @ sea la misma masa que la masa (inercial) delante de la
aceleracion no-inercial @, ;.. Esto se llama el Principio de Equivalencia y lo discutiremos en mas
detalle en el Capitulo 9.

Una de las peculiaridades del Principio de Equivalencia es que es solamente valido local-
mente, es decir a escalas pequefias, debido a las inhomogeneidades de un campo gravitatorio
genérico. Dos observadores en caida libre, uno encima del polo norte y otro encima del ecuador,
se veran mutuamente acelerados, ya que siguen trayectorias ortogonales hacia el centro del la
Tierra. Aunque cada uno se puede considerar a si mismo como un observador inercial, no existe
ningtn sistema que contenga a los dos observadores a la vez como inerciales. El sistema inercial
que asume cada observador tiene una extensién finita y pequefia.

Esta observacion tiene una consecuencia profunda: implica que se puede considerar un espa-
ciotiempo con gravedad como un conjunto de pequefios trozos de espaciotiempo plano (Min-
kowski), pero no hay un sistema inercial global. La unién de todos los trocitos de espacios planos
“pegados y cosidos” forma un espacio que globalmente no es plano, sino que tiene curvatura. En
realidad, lo que consiguié Einstein con la relatividad general fue interpretar la gravedad como
una fuerza ficticia, en realidad debida a la geometria curva del espaciotiempo. Las trayectorias
de particulas aceleradas por la gravedad no son més que el andlogo de lineas rectas (trayectorias
de particulas libres) en un espacio curvo.

Matematicamente, una cosa que globalmente es un espacio con curvatura, pero localmente
tiene el aspecto de un espacio plano, se llama una variedad y la herramienta matematica que
permite hacer dlgebra y analisis en un espacio curvo es la geometria diferencial, una generalizacion
de la geometria plana de Euclides. De la discusion arriba estd claro que la geometria diferencial
es una herramienta indispensable para estudiar la Relatividad General, de modo que en la Parte
II Ia estudiaremos en més detalle.
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Parte 11

Geometria Diferencial
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Capitulo 6

Variedades y cambios de
coordenadas generales

No hay Camino Real hacia la geometria.
(Euclides, cuando Ptolomeo I le pregunté si no habia
una manera mds sencilla de aprender matematicas)

En la seccién 5.4 hemos visto que el intento de incluir la gravedad en el formalismo de la
relatividad especial sugiere que el espaciotiempo no es R*?, sino algo que localmente parece
plano, aunque globalmente no necesariamente lo sea. La geometria de estas variedades curvas
es una generalizacion de la geometria euclidea y en la Parte II de este libro introduciremos las
herramientas matematicas necesarias para trabajar en variedades curvas, en particular las pro-
piedades algebraicas y geométricas que resultaran imprescindibles para la descripcion relativista
de la gravedad.

6.1. Breve historia de la geometria no-euclidea

Los Elementos de Euclides (ca. 325 - ca. 265 a. C.) es sin duda uno de los libros mds influentes
de la historia de la ciencia.! Escrito en Alejandria (Egipto) alrededor del afio 300 a. C., la obra
consiste en realidad en 13 libros que tratan la mayoria de las matematicas conocidas entonces,
pero los Elementos son realmente conocidos por su estudio de la geometria plana y la geometria
espacial. Durante mas de 2000 afios los Elementos han sido el texto estdndar por excelencia sobre
la geometria de espacios planos, tanto que esta tltima se suele denominar también geometria
euclidea.

La causa de la admiracién que los matematicos siempre han sentido hacia los Elementos es su
estricta metodologia: partiendo solamente de definiciones y postulados, Euclides logra demostrar
cerca de 500 proposiciones (teoremas), utilizando sélo las definiciones, postulados y proposicio-
nes anteriormente demostrados. Este rigor, que respira toda la obra, ha influenciado a generacio-
nes de cientificos y durante siglos el estudio de los Elementos formaba parte de cualquier carrera
universitaria.

De los cinco postulados que usa Euclides para construir su geometria, los primeros cuatro
son afirmaciones bastante directas sobre puntos, rectas, circulos y angulos rectos, pero el quinto

Desde su primera edicién imprenta en 1482 en Venecia, han sido publicadas por lo menos 1000 ediciones. Sélo de la
Biblia se han publicado mads ediciones.
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Figura 6.1: El Quinto Postulado de Euclides, en la formulacion original de Euclides (izquierda) y la for-
mulacién de Playfair (derecha). La aceptacion o negacion de Quinto Postulado lleva a geometrias distintas,
pero todas consistentes.

es muy diferente y ha obtenido un lugar particularmente importante en la historia de las ma-
temadticas. En formulacién de Euclides afirma que

Y que si una recta al incidir sobre dos rectas hace los dngulos internos del mismo lado menores
que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente se encontrardn en el lado en el que
estan los [dngulos] menores que dos rectos,

aunque es mas conocida la formulacién del matemaético escocés John Playfair (1748 - 1819) de
1795, por lo que a veces recibe el nombre del Postulado de los Paralelos,

Por un punto exterior a una recta dada sélo cabe trazar una paralela.

Su cardacter distinto siempre le ha dado un estatus especial y aunque su veracidad parece
obvia a primera vista (véase Figura 6.1), se ha llegado a preguntar si es necesario incluirlo como
un postulado.? Debido al hecho de que su formulacién parece més la de un teorema que de un
postulado, generaciones de matematicos, como el italiano Giovanni Saccheri (1667 -1733) y el
suizo Johann Lambert (1728 - 1777), han intentado derivar el Quinto Postulado de los demas,
lo que lo hubiera convertido en una proposicién. Aunque ninguno de estos intentos logré su
objetivo,® dieron lugar a resultados importantes de lo que mds tarde iba a llamarse la geometria
no-euclidea.

Alrededor de 1830 los matematicos hiingaro Janos Bolyai (1802 - 1860) y ruso Nikolai Loba-
chevsky (1792 - 1856) desarrollaron independientemente una geometria hiperbélica, en que la se
reemplaza el Quinto Postulado por la asuncién de que por un punto exterior a una recta pasen
infinitas rectas. Aunque la visualizacién de tal geometria desaffa la visualizacién humana, el lo-
gro de Bolyai y Lobachevsky fue darse cuenta de que esa asuncién no lleva (necesariamente) a
inconsistencias. Cuando el padre de Bolyai, intimo amigo del matematico aleman Carl Friedrich
Gauss (1777 - 1855), le coment6 a éste las ideas de su hijo, Gauss admitié que él también habia
obtenido resultados parecidos, pero que no se atrevia a publicarlos porque temia que pudiera
haber perjudicado su carrera.

Las preguntas que se planteaban entonces a raiz de los descubrimientos de Bolyai y Loba-
chevsky eran primero si los nuevos sistemas eran consistentes, en el sentido que no llevaban a

2Hasta Euclides mismo parece haberse dado cuenta de lo extrafio que es este postulado, ya que no lo utiliza en las
primeras 28 proposiciones que demuestra, como si quisiera aplazar su uso lo maximo posible.

3Visto a posteriori, basicamente por aferrarse mas a la intuicién euclidea que a consistencia interna. En cierto momento
Saccheri creia haber demostrado la necesidad del Quinto Postulado, al encontrar que no asumirlo llevaba a resultados
que eran “repugnantes a la naturaleza de la recta”.
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contradicciones légicas, y segundo si habia alguna razén para considerar la geometria euclidea
como mds fundamental que las demds posibilidades.

Una respuesta, aunque parcial, a la primera pregunta fue proporcionada por el matematico
alemdn Felix Klein (1849 - 1925) en 1872. Klein demostré que se puede proyectar el plano de
Lobachevsky en una region finita del plano euclideo y que existe una relacién una a una entre
las afirmaciones de la geometria hiperbolica y las afirmaciones de la geometria euclidea. Con es-
to no quedaba demostrada que la geometria hiperbélica estuviera libre de contradicciones, pero
su consistencia interna ahora quedaba relacionada con la de la euclidea: encontrar una contra-
diccién en la geometria hiperbdlica, se traduciria a una contradicciéon en la geometria euclidea,
lo que parecia mucho més improbable. Mas tarde, el matematico aleman David Hilbert (1862 -
1943) relaciond la consistencia interna de la geometria euclidea con la consistencia interna de la
aritmética.

La respuesta a la segunda pregunta era mas sttil. Poco a poco los matematicos empezaron a
darse cuenta de que la geometria euclidea y la hiperbélica no eran mutuamente excluyentes, sino
que formaban dos construcciones matematicas distintas, basadas en sistemas axiomaticos distin-
tos. Una vez aceptada la posibilidad de tener diferentes geometrias consistentes, dependiendo
de si se acepta o no el Quinto Postulado, se reconocié la geometria esférica, conocida de la carto-
grafia desde la Antigiiedad, como otra variante mds, que se caracteriza por asumir que no existe
ninguna recta que pase por un punto y sea paralela a una recta dada.*

Por lo tanto, la pregunta sobre la veracidad del Quinto Postulado o de una de sus variantes
resulta irrelevante: los axiomas no son verdad o falso, son afirmaciones arbitrarias sobre las cuales
se construyen distintos sistemas l6gicos. Por otro lado, la pregunta de cudl de las (por lo menos)
tres geometrias distintas es “mads realista”, se ha convertido en una pregunta fisica, ya que hace
referencia al mundo en que vivimos. La matematica debe estudiar las propiedades de las distintas
geometrias y la fisica debe determinar cual de ellas corresponde con la Naturaleza.

En los afios 1850, Gauss y su estudiante, el matemadtico aleman Bernhard Riemann (1826 -
1866), desarrollaron un enfoque distinto a la geometria no-euclidea, que en vez de axiomaético,
era analitico. Gauss ya se habia dado cuenta de que el concepto de métrica resulta muy ttil para
describir las propiedades geométricas de superficies bidimensionales embebidas en R®. La idea
es que una hormiguita bidimensional puede llegar a descubrir que estd en una superficie curva,
sin saber de la existencia de una direccién ortogonal a la superficie. En una esfera (un hiperbo-
loide) la suma de los dngulos de un triangulo es mayor (menor) que 7 y la proporcién entre la
circunferencia y el radio de un circulo es menor (mayor) que 27, de modo que la hormiguita
puede distinguir estos casos a través de las mediciones apropiadas.

Gauss habia descubierto por lo tanto que la esfera y el hiperboloide, y en general cada superfi-
cie, tienen propiedades geométricas intrisecas que las distingue del plano y entre ellos. Riemann
generalizé esta idea de geometria intrinseca a espacios de dimensiones arbitrarias y defini6 el
concepto de curvatura del espacio, codificado en el tensor de Riemann, a través de la idea de
transporte paralelo. El enfoque de Riemann es una generalizacién de las ideas de Gauss, en el
sentido de que las propiedades geométricas intrénsicas de un espacio se pueden deducir sin
considerar que el espacio esté embebido en un espacio mds grande, sino sélo por mediciones
internas. Tan influyente fue el trabajo de Riemann que hoy en dia la geometria de los espacios
curvos se denomina geometria riemanniana.

Alrededor de 1907, cuando Einstein estaba intentando incorporar la gravedad en su teoria
de la relatividad, la geometria riemannniana no formaba parte de la formacién estdndar de un
fisico. Era por eso que el matematico suizo Marcel Grossmann (1878 - 1936), amigo y compafiero
de clase de Einstein en Zurich, llegé a jugar un papel importante en el desarrollo de la relati-
vidad general, indicando a Einstein la importancia de la teorfa de Riemann e instruyéndole en

4La tnica sutileza era ampliar la definicién de una recta a una geodésica, la curva més corta entre dos puntos, en caso
de una esfera un circulo maximo (véase la seccion 8.8).
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ello. La dnica diferencia entre la geometria diferencial que necesitaba Einstein en su teoria de la
relatividad general y la desarrollada por Riemann es la signatura de la métrica: donde Riemann
s6lo consideraba espacios donde todas las direcciones son espaciales, Einstein se vi6 obligado
a trabajar con espaciotiempos, que tienen una coordenada temporal, puesto que Minkowski ya
habia formulado la relatividad especial en términos de un espacio plano lorentziano.

En este capitulo definiremos el concepto de variedad y estudiaremos sus propiedades alge-
braicas, mientras que en los siguientes dos capitulos introduciremos la teoria de Riemann sobre
curvatura. En principio trabajaremos con variedades riemannianas (con direcciones espaciales),
pero en realidad todos los resultados relevantes impotantes son directamente aplicables a espa-
cios lorentzianos.

6.2. Repaso de coordenadas curvilineas en RY

Antes de empezar a estudiar cambios de coordenadas en espacios arbitrarios, repasaremos
primero algo més familiar: la descripcién de R”Y en coordenadas curvilineas. Ejemplos conocidos
en R3 son las coordenadas esféricas

x = rsinf cos p, y = rsinfsin p, z =rcosf. (6.1)
o las coordenadas cilindricas
T = pcosy, y = psin p, z=z. (6.2)

Es importante darse cuenta de que, aunque en coordenadas curvilineas las expresiones de la
métrica y el producto escalar pueden tener un aspecto muy diferente a en coordenadas carte-
sianas, s6lo estamos aplicando un cambio de coordenadas y por lo tanto todas las propiedades
geométricas del espacio aun siguen siendo las de R".

Considaramos ahora N funciones invertibles y*(z?) de las coordenadas cartesianas z*. El he-
cho de que las funciones y*(z") sean invertibles implica que a cada punto de R" se le puede
asignar un unico valor de y* y que cada valor de y* corresponde a un solo punto de RY. Las
funciones y* sirven por lo tanto igual de bien como coordenadas sobre RV que las coordenadas
cartesianas z'.° La transformacion

y" =y (') (6.3)

se llama una transformacion general de coordenadas. La gran diferencia entre una transformacién
(6.3) y la transformacién (4.5) es que en (6.3) las reglas de transformacién varian de punto un
punto, mientras en (4.5) son las mismas para todo R". El cambio de coordenadas (4.5) se llama
una transformacion global y (6.3) una transformacion local.

Igual que en el sistema cartesiano, podemos definir una base {|e,)} para las coordenadas
curvilineas. Un vector contravariante |V'), que en una base cartesiana {|e;)} se descompone como
|V} = V'le;), tendré en coordenadas curvilineas la forma |V) = V*#|e,), donde los |e,,) son los
vectores de base (no necesariamente ortogonales o normalizados). Descomponiendo los vectores
de base |e,,) en la base {|e;)} obtenemos que

a|r) 2"
|6N> = a—y# = a—yﬁ" |€i>. (64)
La primera igualdad identifica los vectores de base |e,,) como los tangentes a las curvas de coor-
denadas y*, mientras que la segunda igualdad relaciona los vectores de una base con la otra.
Notese que la matriz de transformacién es M*,, = dz'/OyH.

SPara evitar confusién utilizamos indices latinos (i, j,k,...) para las coordenadas cartesianas e indices griegos
(v, p, ...) para las coordenadas curvilineas.
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Por un argumento idéntico al de la seccién 4, es facil de averiguar que entonces las compo-
nentes de |V) en las distintas coordenadas estdn relacionadas como

oyt .
-2

VH = -
ox*

(6.5)

Obsérvese que las reglas de transformacién entre la base cartesiana y la curvilinea dependen del
punto p en RY en que se haga la transformacién, debido al cardcter local de la transformacién
(6.3). Esto implica que, en contraste con el sistema cartesiano, una direccion |e,,) varia de punto en
punto. Por ejemplo, la direccion radial |e,) en coordenadas polares es distinta en puntos distintos.
Esto tendrd consecuencias importantes, como veremos més adelante.

También los vectores covariantes se pueden descomponer en una base de coordenadas cur-
vilineas (W| = W, (e"|, donde los vectores de la base dual acttian sobre los vectores de la base
{len)} como

(eley) = 0", (6.6)

Para mantener esta relacién bajo cambios de coordenadas es preciso que los vectores de la base
dual y las componentes de los vectores covariantes transformen como
oz’

ot
Bl = —(e" Vi = Vi. 7
<€ | Ot <€ |7 iz Dyt (6 )

A través de las reglas de transformacioén (6.4) y (6.7) podemos encontrar una expresién para la
métrica en coordenadas curvilineas. Aplicando los cambios de coordenadas a (4.21) obtenemos
que

oyt o0z’
I — S
a I |eu> J ayy

y multiplicando esta ecuacién con dx?/dy” encontramos que

(e”], (6.8)

Ozt Oxd

lep) = ija—ypa—y"<61/|' (6.9)

Comparando esta relacion con (4.21) sugiere que interpretemos los factores delante de (e”| como
la métrica de R en coordenadas curvilineas:

ox' Oz7

Py 6.10
g/ ayy‘ ayl, J ( )

Obsérvese que esta relacion también nos da directamente las reglas de transformacién entre la
forma de la métrica en coordenadas cartesianas y curvilineas. Es un ejercicio instructivo compro-
bar que una manera alternativa de encontrar la forma de la métrica en coordenadas curvilineas
es la equivalente de (4.29), es decir tomando el producto escalar entre los vectores |e,,):

Juv = |eu> : |eu>~ (611)

Por ejemplo, un pequefio ejercicio muestra que la métrica de R?® en coordenadas cilindricas y
esféricas viene dada por
2 2., 24 2 2
dsgy = dp” + p dp” + d2,
ds’; = dr? +r?d6* + r? sin® 0dp?. (6.12)
Es importante darse cuenta de que, aunque la expresién de la métrica en coordenadas curvilineas
es muy distinta a la de en coordenadas cartesianas, s6lo hemos hecho un cambio de coordena-
das. El espacio que describe g,,,, es todavia RY con las mismas propiedades geométricas que en

coordenadas cartesianas. Un cambio de coordenadas sélo es una manera distinta de etiquetar los
puntos de un espacio y nunca puede cambiar las propiedades geométricas de éste.
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La métrica g, juega el mismo papel que la métrica euclidea cartesiana J;;. En particular, la
métrica y su inversa suben y bajan los indices de vectores co- y contravariantes

Vu = g,uuvua VH = g'Lwa, (613)
y el producto escalar de dos vectores en coordenadas curvilineas estd definido como

(VIW) = V,WH = g, VFW". (6.14)

Las operaciones diferenciales son un poco mads sutiles en coordenadas curvilineas que en
coordenadas cartesianas. Donde en coordenadas cartesianas la derivada de un campo vectorial
es simplemente la derivada de cada componente

o\v oV
)= ke, (6.15)

en coordenadas curvilineas el operador diferencial también acttia sobre los vectores de base |e,),
puesto que éstos cambian de punto en punto. Por lo tanto la derivada de un vector V esta dada
por

0,V = 9,V"e,) + VV,le,) = (GMV‘) n V”FZ,,) le,)- (6.16)

En la dltima igualdad hemos definido la conexion de Levi-Civita (o los simbolos de Christoffel) I'f,,
como
Oulev) =T, lep), (6.17)

osea, '/, es el componente p del vector 9, e, ) en la base {|e,)}. El objeto

V. VP =0,V + 17, V" (6.18)
es la derivada covariante de V,, y veremos que tiene la propiedad de que transforma como un tensor
de rango 2 bajo cambio de coordenadas. Aunque no es obvio de la definicién (6.17), la conexién
de Levi-Civita I',, es simétrica en los indices p y v (ejerc.) y se puede expresar en funcién de la
métrica como (ejerc.)

1
Ffbl/ - §gp)\ (a,ug)\u + augu/\ - 5'>\g;w)- (619)

Es facil de comprobar que la conexién de Levi-Civita es cero en coordenadas cartesianas, pero no
lo es en coordenadas esféricas o cilindricas. Utilizando estas definiciones de derivadas en coor-
denadas curvilineas se puede obtener las expresiones conocidas del gradiente, la divergencia, el
rotacional y el laplaciano en coordenadas esféricas y cilindricas. Para su expresion referimos la
literatura y para una discusiéon mas elaborada sobre estos operadores en coordenadas arbitrarias
al Capfitulo 7.

6.3. Variedades

Hemos visto en la seccién 5.4 que la fisica de la relatividad general sugiere que el espa-
cio(tiempo) parece plano (Minkowski) a escalas pequefias, pero globalmente no se puede des-
cribir con un sistema de coordenadas cartesianas. Matematicamente el objeto que tiene esta pro-
piedad es una variedad (en inglés manifold).

En grandes lineas se puede decir que una variedad N-dimensional M” es un espacio que
localmente tiene el aspecto de RY. En cada punto p de la variedad se puede definir el espacio
tangente en el punto p, T,,(M™), y ese espacio tangente es isomorfo a R". Ahora, si decimos que
la variedad es localmente RY, queremos decir que en una regién pequefia alrededor de p, el
espacio tangente 7),(M?”) es una buena aproximacién a la variedad. Sin embargo, los espacios
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Figura 6.2: El espacio tangente: el conjunto de todos los vectores en el punto p forma el espacio tangente
T,(M) en p. El conjunto de los espacios tangentes en todos los puntos de la variedad se llama el haz
tangente T'(M).

tangentes en distintos puntos de la variedad son distintos, debido al hecho de que la variedad
no es globalmente plana. El conjunto de todos los espacios tangentes de todos los puntos p de la
variedad se llama el haz tangente T (M™N).

Un ejemplo concreto es el de un barco que navega entre dos puntos de la Tierra, sin darse
cuenta que la Tierra es redonda. En cada momento el capitan sélo ve una regiéon pequena alre-
dedor del barco y esta tentado a pensar que la Tierra es plana, ya que identifica la regién que ve
con el plano tangente en el punto donde se encuentra. Segtn el barco va moviendo a lo largo de
su ruta, va “saltando de plano tangente en plano tangente” y no se da cuenta de la curvatura de
la Tierra mientras sélo hace medidas locales.

Una definicién matematicamente un poco mads rigurosa del concepto de variedad serfa decir
que en cada punto de la variedad existe una transformacién ¢ que mapea una parte U ¢ M" a
RY (véase Figura 6.3). Las coordenadas (no necesariamente cartesianas) en R" inducen coorde-
nadas locales z* en M” a través de la transformacién inversa ¢~ !. Una parte U de M” con un
sistema de coordenadas inducidas se llama un mapa. De manera préctica se puede por lo tanto
pensar en un mapa como una parte del espacio equipado con un sistema de coordenadas.

En general no serd posible cubrir una variedad entera con sélo un mapa. RY es un ejemplo
trivial de una variedad que se puede cubrir con un solo mapa (en este caso la transformacién ¢
es la unidad). Pero es imposible cubrir por ejemplo la esfera bidimensional S* con un solo mapa.
Este es el famoso Problema de los Cartégrafos: no existe una proyeccién tal que la Tierra entera
aparece en un solo mapa plano. Por ejemplo, una proyecciéon estereografica desde el polo norte
proyecta todos los puntos de S? en el plano R?, salvo el mismo polo norte. Este si se puede incluir
si se hace la proyeccién estereogréfica desde el polo sur, pero entonces no aparece este tltimo.
Para cubrir la 2-esfera completa hace falta un mimino de dos mapas.

Si dos mapas U, y U, se solapan en una region, las transformaciones inversas ¢, y ¢, '
inducen dos sistemas de coordenadas z* y y“ en los respectivos parches. En la regién donde los
parches se solapan, las transformaciones ¢, y ¢ (y por lo tanto las coordenadas inducidas) tienen
que ser tales que exista en la regién de solapamiento una transformacién ¥ = ¢,0¢, ' y suinversa
que relacionen las coordenadas z# y y“ de cada mapa (véase figura 6.3). En otras palabras, en la
region de solapamiento tiene que existir un cambio de coordenadas que nos permita relacionar
expresiones escritas en un sistema de coordenadas con expresiones en el otro sistema. De esto
modo las distintas “versiones locales de R ” de la variedad estdn “pegadas” de manera continua.
Un conjunto de mapas que tiene esta propiedad y ademds cubre todo la variedad se llama un
atlas.
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Figura 6.3: Mapas y cambios de coordenadas en una variedad: un mapa es un parche U de una variedad
N-dimensional M™ equipada con una transformacion ¢ : U — RY que induce un sistema de coordenadas
en el mapa (flechas sélidas). Si dos mapas se solapan, los sistemas de coordenadas inducidas son tales que
exista un cambio de coordenadas de un sistema al otro (las flechas interrumpidas).

Finalmente, es 1til distinguir las distintas variedades por la signatura de la métrica: una va-
riedad se llama riemanniana si la métrica es definida positiva y lorentziana si tiene una métrica
con signatura (+ — — ... —). En el Capitulo 5 hemos visto que la coordenada que tiene el signo
opuesto a las demds es una direccién temporal, de modo que variedades lorentzianas son es-
paciotiempos, mientras que variedades riemannianas sélo tienen direcciones espaciales y serdn
interpretadas como espacios (matematicos).

Después de haber introducido el concepto de variedad en una manera més bien intuitiva,® va-
mos a estudiar las propiedades geométricas de estas variedades. En particular estaremos intere-
sados en aquellas propiedades que no son vélidas s6lo en un sistema particular de coordenadas,
sino en todas. Pero ya sabemos del Capitulo 4 que los objetos que tenemos que utilizar entonces
para describir estas propiedades son los que transforman bien bajo cambios de coordenadas, es
decir: los escalares, los tensores y los vectores.

6.4. Algebra tensorial en variedades

En la secci6n 6.2 hemos introducido los cambios generales de coordenadas en RY y obtenido
una forma para la métrica, el producto escalar y incluso hemos introducido brevemente el opera-
dor diferencial y indicado las sutilezas que aparecen con este operador bajo cambios generales de
coordenadas. Sin embargo, mientras s6lo estabamos haciendo cambios de coordenadas en RN, la
métrica g, satisface unas ligaduras especificas: existen unas funciones z*(y*) tal que la métrica
se reduce a la métrica euclidea en coordenadas cartesianas J;; a través de la expresion (6.10).

En general en un variedad arbitraria M* no existird un cambio de coordenadas de esta forma.
Por ejemplo, es imposible encontrar un cambio de coordenadas tal que la métrica de la 2-esfera

S?,
ds? = R (d92 + sin? 9d<p2) (6.20)
o del hiperboloide bidimensional H?,

ds? = R? (dx2 + sinh? ngQ) 6.21)

®Para una definicién matematica mas rigurosa referimos a R. Wald, General Relativity (1984) y M. Nakahara, Geome-
try, Topology and Physics (2003).
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reduzcan a la métrica plana en todo la variedad. Parece por lo tanto que S? y H? tienen propieda-
des intrinsecas (i.e. que no dependen del sistema de coordenadas usado) distintas de RY. En el
Capitulo 7 estudiaremos estas propiedades en detalle, pero primero tenemos que mirar cémo se
comportan vectores y tensores bajo cambios generales de coordenadas en variedades arbitrarias,
0 sea en espacios que no son necesariamente R". En realidad, en la seccién anterior no hemos
utilizado en ningtin momento el hecho de que la métrica sea reducible o no a la cartesiana, de mo-
do que todas las propiedades derivadas en la seccién 6.2 (salvo precisamente la ecuacién (6.10))
serdn directamente generalizables a M*".

Supongamos por lo tanto que en una variedad N-dimensional M” tenemos dos sistemas de
coordenadas z* y y* (donde utilizamos los indices griegos del principio del alfabeto para unos y
los del medio del alfabeto para otros), que estdn relacionadas a través de un cambio general de
coordenadas del tipo (6.3):

y* =y“(a") = at =zt (y”). (6.22)

En contraste con el caso de una transformacién global, las coordenadas z* e y* no transforman
como vectores bajo una transformacién local. Efectivamente, el cambio de coordenadas (6.22) no
es de la forma (4.5). Sin embargo, sus diferenciales
oy® ozt
dy® = — da*, dat = — dy“ 6.23

V= o g W (6.23)
si transforman como vectores, si identificamos las matrices de la transformacién con las derivadas
parciales

_oy°

ST
Observa que las entradas de la matriz A/ “, no son constantes, sino funciones de z*, por el
cardcter local de la transformacién. En general llamaremos un vector contravariante a cualquier
objeto V#, que bajo un cambio de coordenadas (6.3) transforma como

Me (6.24)

T

v o Ozm

(6.25)

Noétese que las transformaciones ortogonales (4.5) y (5.10) son casos especiales de este definicién.

Matematicamente un vector contravariante localizado en un punto p de la variedad no es un
objeto que vive en la variedad, sino en el espacio tangente T,,(M) del punto p. Estamos acostum-
brados a pensar en vectores como objectos que conectan dos puntos del espacio. Esta idea es
correcta para R, pero no para una variedad arbitraria, por el hecho de que no es posible defi-
nir curvas preferidas entre dos puntos de una variedad sin suponer ciertas condiciones sobre las
propiedades geométricas.”

En analogia con (4.16) y (6.25), un vector covariante es un objeto W, que transforma bajo (6.3)

como
ox#

C oy

o sea, que transforma con la matriz inversa (M ~')*, = dz*/0y®. Matematicamente un vector
covariante es una uno-forma, un operador que acttia sobre vectores (contravariantes) para dar un
escalar. Dicho de otra manera: el producto escalar de un vector covariante y uno contravariante
es un escalar. Los vectores covariantes son elementos del espacio cotangente T, (M) o el espacio
dual.

Wa W, (6.26)

Sabiendo como transforman los vectores co- y contravariantes bajo cambios generales de coor-
denadas, es obvio generalizar las definiciones a tensores de rango (m,n). Un tensor de rango

7La razén por qué la idea si es correcta en RV es porque en cada punto su espacio tangente es el mismo RY, de modo
que podemos identificar los distintos espacios tangentes y la variedad misma.
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(m,n) estd definido como un objeto que transforma bajo cambios generales de coordenadas co-

mo 5 5
dxHt  QJxtm JyPr  OyPn

= o o PR ” al”'a’”glmgn (627)
ay 1 ay m ax 1 ax n

Del mismo modo esté claro que todas las operaciones algebraicas con vectores y tensores defini-

das en la seccion 4.6 son facilmente generalizables.

Tul e Mm

Vi...Un

En la seccién 6.2 hemos introducido la métrica a través del producto escalar de los vectores de
base. También se puede obtener la expresioén para g, a través del cambio de coordenadas (6.22).
Si g, es la expresion de la métrica en las coordenadas x#, el elemento de linea en las coordenadas
y® viene dado por

ds? = g, datdz” = glww—dy“dy = gapdy®dy”, (6.28)

donde en la segunda igualdad hemos utilizado las ecuaciones (6.23). Nétese que la relacién entre

9apB'y Guv
dxH Ox”

Ly = o 2

nos dice que la métrica es un tensor de rango (0,2), como en el caso de las transformaciones
globales. Ademéds es casi igual que la expresion (6.10), sélo que aqui en general no serd posible
relacionar la métrica g.g con la plana d;; (17,.).

También aqui la métrica juega el mismo papel que la métrica plana: con ella y su inversa po-
demos contraer tensores, subir y bajar indices y convertir vectores covariantes en contravariantes
y vice versa:

Vi=g9uV", VY =g¢"V,. (6.30)

El producto escalar entre dos vectores por lo tanto estd definida de la manera usual y es indepen-
diente del sistema de coordenadas utilizado
oy® oy’ Ozt = Ox”

- %@gaﬁa_yvv a—ysW‘s = gapV W’ = VW, (6.31)

donde en la pentltima igualdad hemos utilizado que por la regla de la cadena

oy® Ozt o

VW = g, VYW

6.5. Integracién y elementos de volumen invariantes

De RY sabemos que el elemento de volumen en coordenadas curvilineas no es simplemente
el producto de los dz*, sino que va multiplicado con la raiz cuadrada del determinante de la
métrica, \/|g|. Por ejemplo, en R? en coordenadas cartesianas, esféricas y cilindricas tenemos que

dedrdz = r’sinfdrdfde = pdpdypdz. (6.33)

En general, en una variedad arbitraria, la medida de una integral estd definida de la misma ma-

nera,
/ d"z+/|g| f (). (6.34)

La razén por qué es preciso definir el elemento de volumen con el factor 1/|g| es que el simple
producto d"z = dx' dz? ... dx" no es invariante bajo cambios generales de coordenadas. Esto se
ve si nos damos cuenta de que podemos escribir d"x a través del tensor de Levi-Civita como

1

d"r = N Epn.opy At oo datN (6.35)
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donde el factor 1/N! corrige la multiplicidad en la suma sobre los indices repetidos. Ahora, to-
mando en cuenta que el tensor de Levi-Civita es en realidad una densidad tensorial y transforma
como (recuerda (4.61))

dx | dy™ YN
Epr..pn = ‘a_y Oxht W €aj..an

(6.36)

donde [0x/dy| = det(Ox"/dy®) es el jacobiano, el determinante del cambio de coordenadas, no
es dificil ver que d"x transforma como (ejerc.)

1
d"x = m EHl-uHN dxM ... daM"N
1 |0z o o
= 8_y €aq..ay Ay ... dy*N
ox| .
- —x‘ dry. (6.37)
dy

En otras palabras, el simple producto de diferenciales d"z = da' d2? .. . dz™ no transforma como
un escalar, sino como una densidad de peso 1, debido a la presencia del tensor de Levi-Civita. Eso
en principio es un problema, ya que no se puede usar para definir una medida para integrales,
ya que no es invariante.

Sin embargo, si podemos construir una medida invariante, multiplicindolo con otra densidad
con el peso opuesto. Al tomar el determinante de la regla de transformacién (6.29), vemos que
el determinante de la métrica tampoco transforma como un escalar, sino como una densidad con
peso (—2),

O0x |2
det g(y) = ‘a—y‘ det g(z), (6.38)
o equivalentemente,
Ox |—2
det g(z) = ‘a—y‘ det g(y). (6.39)

Combinando las reglas de transformacién (6.37) y (6.39), se ve facilmente que la combinacién
invariante es

Viglo)ld'z = lg(y)ld"y, (6:40)
y esa es efectivamente lo que aparece como medida en los integrales en variedades arbitrarias.

Aungque el factor +/|g| tiene poco significado fisico, su presencia es clave a la hora de conseguir
resultados fisicamente acpetables. Veremos mas adelante que al variar una accién

s = [ @Vl £gu.0) (6.41)

con L(g,v, ¢) la densidad lagrangiana, es precisamente la presencia del factor /|g| que hace que
los resultados sean covariantes.

6.6. Ejemplo concreto: cambios de coordenadas en S?

Considera la esfera bidimensional S? con radio Ry, parametrizada de la manera usual por
el dngulo polar 0 y el dangulo azimutal ¢. La métrica en estas coordenadas viene dada por la
conocida expresién

ds? = R2 (d92 + sin? 9d<p2). (6.42)

Obsérvese que este elemento de linea reproduce exactamente las expresiones conocidas para la
distancia entre dos puntos en S?: la distancia entre dos puntos con la misma longitud (Ap = 0)
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es el segmento de arco A multiplicado por el radio de la esfera, mientras la distancia entre dos
puntos con la misma latitud (A = 0) viene dada por el segmento de arco Ay, multiplicado por
el radio Ry sin @ del circulo de latitud.

Consideramos ahora el siguiente cambio de coordenadas y su inversa

Ry sin 6 R
p o= 08V — 0 = 2arctg =0, (6.43)
1 —cos@ r

Este cambio de coordenadas es un rescaleo del dngulo polar 6, que esta bien definido en todos
los puntos, salvo en el polo norte § = 0. Obsérvese que el polo sur, § = 7, se corresponde con
r = 0, mientras el ecuador, § = /2 se corresponde con r = Ry. Sin embargo r tiende a infinito en
el limite en que ¢ tiende a cero y el cambio de coordenadas mismo es divergente en este limite.

Para calcular la forma de la métrica en las coordenadas (r, ¢), utilizaremos la expresion (6.28).
De (6.43) tenemos directamente que

_2RO . QRQT
dd = ——=d 0 = ——— 6.44
R4 r, sin Rt ( )

donde en la tltima expresién hemos utilizado la férmula sin(2a) = 2tga/(1+ tg?a). Por lo
tanto, la expresion para la métrica de la S? en las nuevas coordenadas es (ejerc.)

ds? = 47]% dr® 4+ r?d 2} (6.45)

(RE+ 7 ol |
Obsérvese que la parte entre paréntesis es la métrica plana de R? en coordenadas polares, pero el
factor no-trivial delante hace que la métrica total no sea la de R2. En el Capitulo 7 desarrollaremos
técnicas para determinar la curvatura de variedades, pero a estas alturas ya deberia quedar claro
que la métrica (6.45) no puede ser la de R?, puesto que no hemos hecho nada mas que aplicar un
cambio de coordenadas a la esfera bidimensional, asi que de algtin modo la métrica (6.45) debe
seguir describiendo la esfera (en el siguiente capitulo veremos cémo).

Sin embargo, si hay una explicacién de por qué aparece aqui algo tan parecido a la métrica de
R? en coordenadas polares. El cambio de coordenadas (6.43) tiene la interpretacién geométrica
de una proyeccion estereografica desde el polo norte a un plano que pasa por el ecuador, y las
coordenadas (r, ¢) son las coordenadas polares en ese plano. La métrica (6.45), por lo tanto, no
es la métrica euclidea usual en el plano, sino la métrica de la S? inducida en el plano por la
proyeccion estereografica. Las propiedades geométricas del plano con la métrica (6.45) son muy
diferentes a las del plano usual. Por ejemplo, dos puntos cercanos al polo sur se proyectan a
puntos cerca del origen del plano » = 0, pero dos puntos cercanos al polo norte se proyectan a
puntos lejos del origen y lejos uno del otro (con “lejos” queremos decir lejos en términos de la
métrica usual en R?). Sin embargo, el prefactor de la métrica (6.45) disminuye muy rapido para r
grande, de modo que la distancia medida por la métrica inducida es la misma entre ambos pares
de puntos.

Aungque topoldgicamente las coordenadas (r, ¢) describen un plano, geométricamente la mé-
trica (6.45) todavia es la de S%.8 En el siguiente capitulo estudiaremos que lo que sitingue los
espacios con diferentes propiedades geométricas es la curvatura.

8El hecho de que el cambio de coordenadas (6.43) sea singular en el polo norte es una ilustracién de que la topologia
de una esfera es la de un plano mds un punto en el infinito.
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Capitulo 7

Conexion afin y curvatura

En mi vida he trabajado tan duramente: he llegado a tener un gran respeto por las matemdti-
cas, cuyas partes mds sutiles habia considerado hasta ahora ingenuamente como puro lujo.
Comparado con este problema, la teoria original de la relatividad [especial] es un juego de
nifios.

(A. Einstein 1912, en una carta a A. Sommerfeld)

En los siguientes dos capitulos entraremos en el corazén de la matematica de tensores: la
geometria diferencial o el cdlculo de tensores. El problema central que de trata aqui es como
construir operadores diferenciales en variedades arbitrarias de una manera covariante y cémo
definir la curvatura de una variedad. En este capitulo trataremos el problema en toda generali-
dad, para conexiones arbitrarias, y en el Capitulo 8 miraremos especificamente a la conexién de
Levi-Civita, relevante para la relativida general.

7.1. Transporte paralelo y la conexién afin

Ya hemos visto en la seccién 6.2 que hay sutilezas que aparecen cuando dejamos actuar el
operador diferencial 0, = 0/0z" sobre vectores y tensores en un sistema de coordenadas cur-
vilineas en R". Al variar de punto en punto la direccién de los vectores de base |e,,), aparecieron
de manera natural los simbolos de Christoffel I'/,,, como las derivadas de éstos. Ahora veremos
que este problema no sélo se pone en RY, pero en general en cualquier variedad equipada con
coordenadas curvilineas y daremos una descripcion independiente de una base y con un poco

mads de rigor matematico.

De manera andaloga al caso de las transformaciones ortogonales, se puede demostrar a través
de la regla de la cadena que la derivada de un campo escalar 9,,¢ = 0¢/0x* transforma como un
vector covariante bajo cambios generales de coordenadas,

0¢ _ 09 0zt _ Ozt

000 = Bya = iy~ o

0. (7.1)
Por otro lado, con la definicién del operador 9" hay que tener un poco mds de cuidado. Dado que
en las coordenadas z* no transforman como un vector bajo cambios generales de coordenadas,
la cantidad x,, no es el dual de z* y el operador 0/0x,, no estd bien definido. Lo mas sencillo es
definir el operador dual a 9, como 0* = g"”0,. Esta claro entonces que 0" ¢ se comporta como
un vector contravariante.

Sin embargo, la derivada parcial de un vector o un tensor no transforma bien bajo cambios
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Figura 7.1: Comparando vectores en distintos puntos de la variedad: Los vectores |V (p)) en py |V (q)) en
q viven en espacios tangentes diferentes, T,,(M) y T, (M) respectivamente. Para poder compararlos, hay
que definir un vector |V,,(q)) en q, que es el vector |V (p)) transportado paralelamente hasta q a lo largo de
una curoa vy.

generales de coordenadas. Efectivamente, aplicando la regla de la cadena y usando que V' trans-
forma como un vector, tenemos que

ox#

0, VP = %aﬂ(

. 0%yf
oy oxv Oy QxHdzv

B 9B W
oy V”) _ oz* Oy y Oz

o (7.2)

El primer término de la derecha si tiene la forma adecuada para la transformaciéon de un tensor
de rango (1, 1), pero tenemos un término extra, que rompe el cardcter tensorial de esta regla de
transformacién. Nétese que el término en cuestion es proporcional a la derivada de la matriz de
la transformacion 9,M7,. La presencia de este término es debido al carécter local de la trans-
formacion, ya que en el caso de una transformacién global las entradas de la matriz M”, son
constantes.

La razén por qué en variedades arbitrarias la derivada parcial de un vector (o un tensor) no
es un tensor, es debido al cardcter local de las transformaciones. Més precisamente, si tomamos la
derivada de un campo vectorial, estamos comparando el valor del campo en un punto p con coor-
denadas 2*, con el valor del campo en un punto ¢, infinitesimalmente cerca de p, con coordenadas
at + dxt. Pero debido al caracter local del cambio de coordenadas, la matriz M*, = 9y /dz"
tiene un valor distinto en p que en ¢. No es de extrafiar por lo tanto que

i V@) = VHp)

7.
dxv —0 oxv ( 3)

no transforma bien, ya que las reglas de transformacién (6.25) son distintas en los dos puntos.
Efectivamente, notado que el término extra es proporcional a la derivada de la matriz de la trans-
formacién.

Matematicamente hablando el problema es peor. Ya hemos dicho en la seccién 6.4 que los vec-
tores no viven en la variedad, sino en el espacio tangente. Si queremos comparar dos vectores en
los puntos p y ¢, estamos en realidad comparando dos objetos que viven en espacios vectoriales
distintos, T),(M) y T, (M) respectivamente (Véase Figura 7.1). Por lo tanto, matemédticamente la
expresion (7.3) no tiene sentido.

Claramente, lo que necesitamos es un vector V}}'(q) que vive en T,(M) y que tiene toda la
informaci6n sobre el vector V¥ (p) en T),(M). Dado que V//*(¢) y V*(q) viven en el mismo espacio
vectorial, no habrfa ningtin problema al comparar los dos vectores.

El vector V}'(q) serfa el transportado paralelo de V*(p). La idea es que en una variedad arbitra-
ria, un campo vectorial puede cambiar de punto en punto por dos razones distintas: o bien por
las variaciones dindmicas del campo campo (igual que en RY), o bien por los efectos de la varie-
dad. Un ejemplo fisico de lo primero seria un campo vectorial correspondiente a la direccion y
fuerza del viento en cada punto de la Tierra. Las variaciones de este campo vectorial entonces son
dindmicas, ya que son debidas a las distintas circunstancias meteorolégicas en diferentes puntos.
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Figura 7.2: En una variedad con curvatura,, el resultado del transporte paralelo de un vector de un punto
p a un punto q depende de la curva entre p y q que uno usa para transportar el vector.

Un ejemplo del segundo serfa un campo vectorial constante apuntando al Polo Norte. Aqui tam-
bién varia el campo vectorial de punto en punto, pero por razones geométricas (y no dindmicas):
la direccién norte es distinta en diferentes puntos de la Tierra.

El transportado paralelo V}}'(¢) serfa por lo tanto el vector V*(p) en el punto ¢ “si el campo
vectorial no hubiera cambiado”, es decir “si el cambio s6lo hubiera sido causado por la variedad”.
Una vez hallado V}}'(g), el objeto

. Vig) = V()
lm ————

Sav =0 oxv (7:4)

estaria bien definido, puesto que V*(q) y V}}(¢) viven en el mismo espacio.

La pregunta inmediata que surge ahora es ;c6mo se define el vector V}'(¢)? En otras palabras,
(como se identifica el vector de T,(M) que es paralelo a V*(p) en T),(M)? En realidad esta pre-
gunta es imposible contestarla en esta forma, porque en una variedad arbitraria el resultado de
un transporte paralelo de un vector de un punto p a otro ¢ depende de la curva que uno sigue
parair de p a ¢ (vease figura 7.2). Como veremos mds adelante en la secciéon 7.3, esta propiedad es
bésicamente la definicion de curvatura en una variedad. Para determinar cudl es el vector V}/'(q)
en T, (M), tenemos que decir cémo hemos transportado V*(p) hasta el punto ¢.

Supongamos que transportamos el vector V#(p) hasta ¢ a lo largo de una de las direcciones
de coordenadas. Es decir, si el punto p tiene coordenadas z* y el punto ¢ coordenadas z* + dx*
y trasladamos el vector V#(p) a lo largo del intervalo §z*, podemos escribir el nuevo vector
Vi (q) como Vj}'(q) = V*#(p)+dV*. En otras palabras, el vector transportado paralelo es un vector
original mds un término (jno tensorial!) de correccién, que depende de §z*. Es razonable suponer
que para desplazamientos pequefios, el término de correccion es lineal tanto en dz* como en
V*#(p). Por lo tanto tenemos que

Vi(q) = V*(p) — T ,62" V" (p), (7.5)

donde los I';,, que aparecen como los coefficientes de proporcionalidad, es la conexion afin o
simplemente la conexién. El signo menos se ha elegido por futuro comodidad. La conexién es
el conjunto de N funciones (en una variedad N-dimensional) de las coordenadas z* que define
c6mo hacer el transporte paralelo entre los puntos. Concretamente, I'; , es el cambio de la compo-
nente ; del vector en la direccién p bajo el desplazamiento en la direccién v. Los I'} ,’s que hemos
encontrado en la seccién 6.2 son un caso especial de la conexién introducido en (7.5), llamado la

conexién de Levi-Civita, que definiremos en el siguiente capitulo.

Podemos ilustrar esto con el ejemplo de transporte paralelo en R?, con la nocién intuitiva
de paralelo, la conexién de Levi-Civita: las componentes cartesianas V* no cambian bajo una
traslacién en una direccién 7, asi que en coordenadas cartesianas todos las componentes de la
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Figura 7.3: El transporte paralelo en R? (utilizando la conexién de Levi-Civita) en coordenadas cartesianas
y polares. Las componentes del vector siguen inalteradas bajo un traslado en una direccién cartesiana. Sin
embargo, al trasladar un vector V*(p) de p a q en una direccién radial cambia la componente V¥. Si se
traslada en la direccion o, cambian tanto la componente V" como V'¥.

conexién son cero. Sin embargo, en coordenadas polares (r, ¢) las componentes no nulas de la
conexion son
o T
Iy, =ré. =r, re,,=-n, (7.6)

lo que implica que bajo un desplazamiento en r el vector transportado paralelo tiene componen-
tes

1
Vo (@) = V" (p), Vi'(q) = V¥(p) — ~V¥(p)r, (7.7)
y bajo un desplazamiento en la direccién ¢
1
Vi (@) = V' (p) +1V¥(p)og, Vi'(g) = V¥(p) =~V (p)oe. (7.8)

Dejamos como ejercio comprobar que este resultado es efectivamente lo que sale al trasladar
un vector radialmente de un punto p con coordenadas (r,¢) a uno punto ¢ con coordenadas
(r + 6r,¢), y angularmente a un punto ¢ con coordenadas (r, ¢ + d¢) respectivamente (véase
Figura 7.3).

La pregunta de antes, sobre como identificar el vector de T, (M) que es paralelo a V#(p), se
puede responder ahora de la siguiente manera: Dada una conexién I',, y dada una curva v entre
los puntos p y ¢, se identifica V}}'(¢) a través de la formula (7.5). Pero la pregunta basica queda:
(cudl es la conexién adecuada a utilizar en una variedad determinada? ;Cémo conseguimos la
forma de la N* funciones I/, para poder aplicar la formula (7.5)?

La respuesta otra vez es dificil. Resulta que en una variedad determinada hay muchas (;infi-
nitas?) conexiones posibles, que todas definen de manera distinta el vector V}'(¢). La elecién de
qué conjunto de funciones I'f, utilizamos es arbitraria. Esto es el resultado del hecho de que en
realidad no hay una manera natural de comparar vectores de diferentes espacios vectoriales y
que en variedades arbitrarias no existe una nocién natural de paralelo.

Afortunadamente, si existe una métrica sobre nuestra variedad, podemos definir una cone-
xién preferida, con ciertas propiedades que la hace tinica. Esta conexién es la conexion de Levi-
Civita y la estudiaremos en mads detalle en el Capitulo 8. Pero merece la pena enfatisar que las
condiciones que satsiface la conexién de Levi-Civita para tener las mencionadas propiedades, son
sobre todo condiciones fisicas, no tanto matematicas. Mateméaticamente no hay ninguna razén
para preferir la conexién de Levi-Civita ante cualquier otra conexién posible, salvo su unicidad.
De momento seguiremos trabajando con una conexién general y en el siguiente capitulo nos cen-
traremos en la conexién de Levi-Civita.
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7.2. La derivada covariante

Supongamos ahora que tenemos una conexién 'Y, que nos dice cémo hacer transporte para-
lelo a vectores de un punto p a un punto ¢. Con esta estructura matematica, podemos definir un
nuevo tipo de operador diferencial que no tiene el problema de la derivada parcial, es decir que

transforma como un tensor bajo cambios generales de coordenadas.

Aplicando la férmula (7.4), donde utilizamos la expresién (7.5) para V,/'(q) obtenemos un
operdaor diferencial, llamada la derivada covariante:

V,VE = 8,VF 4 TH VP, (7.9)

La derivada covariante actta por lo tanto como una parcial, pero luego suma un término de co-
rreccién, lineal en V#, debido al transporte paralelo del vector. Podemos generalizar el concepto
de derivada covariante a lo largo de una direccion * a una derivada covariante a lo largo de una
curva z*(7) definiendo como V., V#* = vV ,V#, donde u* = dz"(7)/dr es el vector tangente a la
curva z* (7). Decimos entonces que un vector V# es transportado paralelo a lo largo de una curva
a# (1) siu!'V, V" = 0alo largo de toda la curva.

Por otro lado, también es necesario definir derivadas covariantes para tensores, ya que con
un razonamiento andlogo al caso de vectores, la deriavda pacial de tensores tampoco transfor-
ma bien bajo cambios generales de coordenadas. Definimos por lo tanto la derivada covariante
actuando sobre un tensor de rango (2, 0) como

VI = 9, T + Ti\T™ + T7, T, (7.10)

Fijese que la derivada covariante de un tensor de rango (2,0) tiene dos términos de correccién,
uno por cada indice, y que para cada indice dentro de su término de correccién, la estructura de
los indices es igual que para una vector.

La derivada covariante (el operador V se pronuncia nabla) comparte con la derivada parcial
las propiedades de linealidad y el regla del producto de Leibniz

V. (aV? + W) = aV, V¥ + BV, WY,
V. (VYWP) = (V, VWP + V¥ (V, W), (7.11)

pero encima tiene la propiedad que transforma bien como un tensor de rango (1, 1), por lo menos
si elegimos bien las reglas de transformacion de la conexion. Efectivamente, exigiendo que

azH oy”
V=2l vr 7.1
VoV 9 8:cﬂv’ Vv (7.12)
y sustituyendo la definicién (7.9) encontramos que
ozt 0y”
ol Y B _ YI p p 1V
VATV = S (auv T,V )

ozt 0%y azH 0y”

— V7 — I V" 7.1
oy® QzrOxr Oy~ OxP V" (7.13)
donde en la segunda igualdad hemos utilizado las reglas (7.2) de transformacién de 9,,V*. Qui-
tando a la izquierda y a la derecha el término 9,V y escribiendo el vector V7 en las coordenadas
z#, obtenemos

= 9,V —

o oy’ _ ozt 0y” e vy _ ozt 0%y
B §av oy® dxr M Oy OxHoxv
Dado que este relacion tiene que ser verdad para cualquier vector V¥, encontramos que las reglas
de transformacion de la conexién vienen dadas por

Ozt Oz” Oy, B 0%y @ ox”
Oxkdxv Oy> Oys’

%8 (7.14)

v -7
aBb T Gy GyB dxr MY

(7.15)
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Vemos por lo tanto que I'f,, no se comporta como un tensor de rango (1, 2), debido al segundo
termino de la derecha. En cierto modo esto era de esperar: si exigimos que V,, V'* transforme como
un tenor y sabemos que 9,V* no lo hace, es preciso que los I'/,, transformen con un término
no-tensorial que cancela el término no-tensorial en la transformacién de 9,V *. Obsérvese sin
embargo, que el término no-tensioral de las reglas de transformacién (7.15) es independiente de
I'r,, de modo que la diferencia K, = I}, — f’fw entre dos conexiones si transforma como un

tensor.

En la seccién anterior hemos visto en R? que en coordenadas cartesianas los I'}; son todos
cero, mientras en coordenadas polares los I'f, en general no lo son. Esto es una consecuencia del
carécter no-tensorial de la conexion. Si los I'f,, transformase como un tensor y todos los com-
ponentes fueran cero en coordenadas cartesianas, serian también cero en todos los sistemas de

coordenadas, lo que obviamente no es el caso.

En (7.9) hemos construido la derivada covariante de un vector contravariante V*. Para ver
cémo actda la derivada covariante en un vector covariante W, es suficiente darnos cuenta de
que la derivada covariante de un escalar ¢ es simplemente la derivada parcial:

Vo = 0. (7.16)

Podemos por lo tanto construir un escalar ¢ de la contraccién de un vector covariante y uno
contravariante ¢ = W,V*# y exigir que la derivada covariante actuando sobre ¢ es lo mismo
que la derivada parcial. Supongamos que la derivada covariante de W, es de la forma V,W, =
0. W, + f‘fw W,, donde los N funciones f‘fw quedan por determinar. Entonces tenemos que

VW, V) = (V. W)V + W, (V,VY)
= (8,Wy + IO, W, )VY + W, (9, V" +T%,VP)

= (W, V") +T0, W, V¥ + 1%, W, V"

= 0, (W, V"). (7.17)
Esto claramente s6lo puede ser verdad si fzy = —I,, 0 en otras palabras, si la derivada cova-

riante actuando sobre un vector covariante es de la forma

VW, = 8,W, —T0,W,. (7.18)

Sabiendo cémo acttia una derivada covariante sobre vectores co- y contravariantes, podemos
definir cémo acttia sobre de rango (1, 1) si construimos un tensor 7),” = V,,W". No es dificil ver
que la derivada covariante viene dada por

V1" = 0,1, — T, 1" + 0T, (7.19)

En otras palabras, la derivada covariante actuando sobre un tensor de rango (1, 1) es la derivada
parcial més un término de correccién por cada indice, con los signos apropiados segtn el caso.
En general entonces la derivada covariante de un tensor de rango (m, n) viene dada por

VpTulh..um’V Vn — 8/)TH1“.Hm Vi...Un + FZ;TAMQMMM Vi...Vn +.. (720)

Tees

B e Bm—1 A A " A ol
Jrrp;nTm pmad ,prle By — 7vanTm B A

Por ultimo, dada una curva z*(7) en la variedad, entonces un tensor T#*#m, ., es transpor-
tado paralelo a lo largo de la curva, si la derivada covariante del tensor a lo largo de la curva es
cero,

uPv rHbm, =0, (7.21)

donde u* = dx* /dr es el vector tangente a la curva z# (7).
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7.3. Curvaturay el tensor de Riemann

Intuitivamente tenemos una idea mds o menos vaga de lo que es curvatura. Nos podemos
imaginar una superficie bidimensional curva, pero un espacio tridimensional con curvatura ya es
mucho més dificil. Intuitivamente estamos acostumbrados de pensar en (hiper)superficies curvos
como embebidas en un espacio plano de dimensién méas grande, pero en esta seccién veremos
que el concepto de variedades con curvatura existe independientemente de una inmersién en
un espacio mds grande. En otras palabras, una hormiga bidimensional puede distinguir si la
superficie que recorre tiene curvatura o no, estudiando la geometrfa de la variedad, sin tener ni
idea si esta superficie estd embebida en R?.

Ya hemos dicho antes que en general el resultado del transporte paralelo de un vector de
un punto p a un punto g depende de la trayectoria entre p y ¢. Por ejemplo, en una 2-esfera S?,
podemos trasladar un vector V de un punto p en el ecuador al punto ¢ en el polo norte, o bien
primero un tramo al oeste hasta un punto s; y luego hacia el norte, o bien primero hacia el este
hasta un punto s, y luego hacia el norte (véase Figura 7.2). Los vectores resultantes, V; y V5,
difieren con un dngulo «, igual al angulo entre las dos trayectorias dirigidas hacia el polo norte.

El hecho de que los vectores no coincidan es una manifestacion de la curvatura de la variedad
encerrada por las curvas. Basicamente es la definicion de curvatura: diremos que una variedad es
curva si el transporte paralelo de un vector a través de una curva cerrada resulta en un vector diferente al
volver en el punto de salida. Con esta definicion estd claro que la curvatura de una variedad tiene
todo que ver con la manera céomo hacemos el transporte paralelo en la variedad y por lo tanto
con la conexién I'f,, que hemos elegido.

Para definir bien, es decir de manera cudntitativa, la curvatura de una variedad considera-
mos el transporte paralelo de un vector a lo largo de un paralelogramo infinitesimal cuyos lados
consisten de los vectores dz# y dx”, un desplazamiento infinitesimal en las direcciones z* y z”
respectivamente. En particular, calculamos la diferencia entre trasladar el vector V* primero a lo
largo de dz* y luego a lo largo de dz¥ y transladarlo primero dz” y después dz*. En otras pala-
bras, tenemos que calcular el conmutador de las derivadas covariantes [V,,,V,| =V,V, -V, V,
actuando sobre el vector V.

En un primer paso calculamos

ViV, VA = 0,0,V + 0,00, VP +T3,0,V°
—T0,0,V* =14, L), Vo +T,,0,VP +T) T4V, (7.22)
de modo que el conmutador viene dado por (ejerc.)
[V, VIV = Ry, ,NVP = TV, V, (7.23)
donde
R#Vﬂ)\ = 8MFL)/\p - avrﬁp + Ffwrgp B F;\JFZP’
T, = IV, -17,. (7.24)

Vemos que, en contraste con las derivadas parciales, el conmutador de dos derivadas covariantes
no es cero, sino que consiste de dos partes. Una parte es proporcional a vector V?, donde el
factor de proporcionalidad R, es el tensor de Riemann. Esta parte mide la diferencia entre el
transporte paralelo de V* por una trayectoria y por otra y es por lo tanto una medida de la
curvatura del espacio encerrado en el paralelogramo (véase Figura 7.4).

La segunda parte es proporcional a la derivada covariante de V* y el factor de proporcionali-
dad 7},,” es la parte antisimétrica de la conexién, llamado el tensor de torsién. El tensor de torsién
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Figura 7.4: El tensor de Riemann y el tensor de torsion: EI tensor de Riemann R, ,* mide la diferencia
en el transporte paralelo de un vector en un paralelograma infinitesimal y es una medida de la curvatura
encerrada en el paralelograma. El tensor de torsion T}, es la parte antisimétrica de la conexion y mide
hasta qué punto el paralelograma estd cerrada.

mide el grado en que cierre el paralelograma. Es decir, si transportamos paralelamente el vector
infinitesimal dz* a lo largo de dz”, resultando en un vector dz’# y lo comparamos con el vector
dz'", siendo el transportado paralelo de dz" a lo largo de dz*, resulta que en general los vectores
dz'" y dz'¥ no terminan en el mismo punto (vease figura 7.4). En otras palabras, en general el pa-
ralelograma da#-dz”-dz'#-dz’" no necesariamente cierra. S6lo si nos restringimos a conexiones
simétricas (una de las condiciones para la conexion de Levi-Civita), el tensor de torsion es cero y
las trayectorias dz"-dz" y dx¥-dxz* formardn un paralelograma cerrado.

Con un mismo céalculo que en el caso del vector contravariante, podemos calcular el conmu-
tador sobre escalares y tensores en general. Para un escalar ¢ tenemos que (ejerc.)

Vi, Vil = =T/, V0, (7.25)
y para un tensor S”t -y (ejerc.)
Vi, V8P Pmyae = Ruwe™ 8772 Py + oo + Ruwo”™ S %5
=Ry TSP P oy = e = R, TSP P e = T, NV Sy, - (7.26)

Como ya lo indican sus nombres, el tensor de Riemann y el tensor de torsién son tensores de
rango (1, 3) y (1,2) respectivamente, a pesar de que estén construidos a base de objetos que no
son tensoriales (derivadas parciales y conexiones). Se puede comprobar el caracter tensorial de
Ry, y Tf, calculando sus reglas de transformacion a lo bruto, pero es mas fécil darse cuenta
que todos los elementos del lado izquierdo de (7.23) son tensores, asi que el lado derecho también
tiene que transformar como un tensor: dado que la torsién es un tensor por ser la diferencia entre
dos conexiones, también el tensor de Riemann tiene que tener un caracter tensorial, para el lado
derecha de (7.23) transforme bien.

Como ya hemos dicho, el tensor de Riemann mide la variacién de un vector tras transporte
paralelo alrededor de una curva cerrada. En particular, si el tensor de Riemann es cero, el trans-
porte paralelo de un vector no depende de la trayectoria, lo que implica que la variedad es plana.
También la afirmacién opuesta es verdad: en el espacio plano R (o el espacio de Minkowski)
la conexién Ffj es identicamente cero en coordenadas cartesianas y por lo tanto el tensor de Rie-
mann también es cero. Y dado el cardcter tensorial de R,,,, p)‘, si el tensor de Riemann es cero en
coordenadas cartesianas también lo serd en cualquier otro tipo de coordenadas curvilineas, aun-
que las conexiones no necesariamente lo sean. (Es un ejercicio ilustrativo calcular R,,,,* de R? a
partir de las componentes de la conexion (7.6) en coordenadas polares).

114



Figura 7.5: Dos maneras distintas de definir el transporte paralelo en R?: la conexion de Levi-Civita
define la idea intuitiva de paralelo (izquierda), pero la conexién inducida en el plano por la proyeccion
estereogrifica de una esfera implica llamar paralelos a los vectores de un campo radial (derecha), al provenir
de vectores paralelos apuntando al Polo Norte de la esfera.

Definimos por lo tanto que una variedad es plana si todas las componentes del tensor de Riemann
R, son identicamente cero. Por otro lado, una variedad tiene curvatura si por lo menos una
componente de R, es distinta de cero.

Merece la pena enfatisar una vez mas el hecho que elecciones diferentes para la conexién
llevan a diferentes expresiones para el tensor de Riemann, y por lo tanto a diferentes nociones
de la curvatura en la misma variedad. Es un ejercicio instructivo ver que cambiando la conexién
re, — 14, =17, + Kf,, con Kf, un tensor arbitrario, el tensor de Riemann (y por lo tanto la
curvatura) cambia como (ejerc.)

R#Vﬂ/\ - Rm/pA = R#Vﬂ/\ + VuK;\p o VVK;\# + TEVKcip + K;‘JK,‘L) o Kli\chZp' (7.27)
Vemos por lo tanto que una variedad que tiene curvatura con cierta conexién I'¥ , puede ser

24

plana con una elecién apropidada de una nueva conexién I'f,,, y vice versa.

7.4. Ejemplo concreto: distintas conexiones en R”

[lustremos con un ejemplo concreto como las propiedades geométricas de una variedad pue-
den variar con las distintas elecciones de la conexién: consideremos R? como variedad topolégica,
es decir, no inducimos ninguna métrica, ya que sélo miraremos el comportamiento de vectores
bajo transporte paralelo. La nocién intuitiva de lo que llamamos paralelo en R? estd definida por
la conexién de Levi-Civita. Ya hemos dicho que en coordenadas polares (r, ) ésta coge la forma
(7.6)

re, =r8, =71, ry, = - (7.28)

y el tensor de Riemann, definida por esta conexion es idénticamente cero: R,,,,,* = 0 (ejerc.). Esto
coincide efectivamente con la intuicién de que en el plano el resultado de transporte paralelo no
depende de la curva seguida y que las distintas componentes de los vectores transportados no
varian en una base cartesiana (véase Figura 7.5, izquierda).

Otra nocién de paralelo, mucho menos intuitiva (pero también con cierta légica) es la que
induce la conexiéon
—2r RE —r?

fr’i.:77 f\(p :FW = —— 57, f\’l“ —
T R(2)+,r.2 er re T.(R(Q)+r2) pp

fr(Rg —7r?)

7.29
R2 + 12 (7.29)
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Esta conexién no es plana, sino induce una curvatura no-trivial en el plano (ejerc.):

—4R3
(g + 27

4R r?

TR (7.30)

thprw = chpgpr =
En la seccién 8.3 veremos que esta conexion proviene de una proyeccién estereogréfica de la
S? a R? y proyecta la nocién de paralelismo en la esfera en el plano.! Un campo vectorial con
simetria radial es por lo tanto invariante bajo transporte paralelo con la conexién (7.29), puesto
que proviene de un campo vectorial constante en la esfera apuntando hacia el polo norte (véase

Figura 7.5, derecha).

Dejamos como ejercicio demostrar que el tensor K/, =I'/,, — I', con componentes

, —2r . 2r3
K, = K7 = K, = O

7.31

efectivamente relaciona las expresiones de los tensores de Riemannn de cada conexién segin
(7.27).

7.5. Tensores de curvatura

Habiendo definido el concepto de curvatura a través del tensor de Riemann R,,,,*, resulta
Gtil estudiar también sus simetrias y algunas tensores formados de contracciones de R,,,,*. Para
algunas simetrias serd conveniente trabajar con la variante completamente covariante del tensor
de Riemann, R, ) = groRpuvp®.

De la definicion (7.23) esté claro que el tensor de Riemann es antisimétrico en los primeros
dos indices:
R;tup)\ = _Ruup)\- (732)

La identidad de Jacobi es una identidad bésica en teorfa de grupos, que determina el orden
de las operaciones del dlgebra. Aplicada en las derivadas covariantes toma la forma

[[Vw Vl,], Vp] + [[Vm vﬂ]a vu] + [[vﬂv Vu]v V,,] =0. (7-33)

De la identidad de Jacobi se puede derivar dos importantes identidades del tensor de Riemann,
las llamadas identidades de Bianchi. La primera identidad de Bianchi se obtiene actuando con la
identidad de Jacobi sobre un escalar ¢. Tomando en cuenta (7.25), no es dificil ver que el tensor
de Riemann y el tensor de torsion satisfacen la siguiente identidad

A A A A A
R;tup + Rupu + Rp;tl/ - v;tTyp - VVT/)H

— VI, AT, Ty + T, T, + 15,10, = 0. (7.34)

puv= po vpT o puTvo

La segunda identidad de Bianchi se obtiene actuando con la identidad de Jacobi sobre un vector
contravariante V?,

ViRupe + ViRpuo™ + VoRuvo™ = TiyRpro™ — T} Ruro™ — Ty Ryro™ = 0. (7.35)

Contrayendo el segundo indice del tensor de Riemann con el cuarto, se obtiene el tensor de
Ricci:

Ry = Rup” = 9" Ryupun. (7.36)
Por lo tanto, en funcién de la conexién viene dado por
Ry = 0,13, = W, + 13,15, = TR, 15, (7.37)

1De hecho, en el siguiente capitulo veremos que las expresiones (7.30) del tensor de Riemann corresponden a una
esfera bidimensional. El plano topolégico equipada con la conexién (7.29) es geométricamente una esfera.

116



En general en tensor de Ricci no es simétrico, puesto que la parte antisimétrica toma la forma
(ejerc.)

Ry — Ry = Ryp’ =V, 10, =V, T0, + VT8, =TT, (7.38)
Veremos mds adelante que las férmulas (7.34), (7.35) y (7.38) se simplicifaran mucho si trabajamos
con la conexién de Levi-Civita.

Contrayendo los dos indices del tensor de Ricci, se obtiene el escalar de Ricci o el escalar de
curvatura:
R=g""R,,. (7.39)

Como dice el nombre, el escalar de Ricci es un escalar y por lo tanto un invariante bajo cambios
generales de coordenadas.

Finalmente, un tensor que juega un papel importante en la relatividad general es el tensor de
Einstein, construido del tensor de Ricci, el escalar de Ricci y la métrica como

1
Guw = Ry — §gWR. (7.40)
Igual que el tensor de Ricci, el tensor de Einstein en general no es simétrico. Por otro lado contra-
yendo la segunda identidad de Bianchi (7.35) con 65 g*? obtenemos la identidad

OV, G, "+ 2T0, Ry + T RoAl” — Vg [5ﬁ Ry + 6 Ry + Rwﬂ} —0.  (741)

También esta identidad simplifica mucho con la eleccién de Levi-Civita y jugara un papel impor-
tante a la hora de construir las ecuaciones del campo gravitatorio.

7.6. Geodésicas afines y métricas

En R¥ las rectas son curvas especiales por dos razones distintas. La primera razén es que una
recta es la curva mas corta entre dos puntos p y ¢. La segunda es que es la tinica curva donde el
vector tangente esta transportado paralelamente a si mismo a lo largo de la curva. En esta seccién
veremos cémo podemos generalizar cada uno de estos conceptos a variedades mas generales.

Una primera observacién es que en principio las dos propiedades de las rectas en RY no
tienen nada que ver el uno con el otro. Una habla de la distancia entre dos puntos, mientras
que la otra de paralelismo, y necesitamos dos conceptos matemaéticas distintos para definirlos: la
métrica para distancias y &ngulos y la conexién afin para definir lo que entendemos por paralelo.

No es de extrafiar entonces que podemos generalizar el concepto de la recta en RY de dos ma-
neras distintas a espacios arbitrarios: una, a través de la métrica, como la curva que minimiza la
distancia entre dos puntos y la otra, a través de la conexién, como la curva cuyo vector tangente es
(covariantemente) constante. En general, para conexiones arbitrarias estas dos generalizaciones
resultardn en curvas distintas.

Consideramos primero la generalizacién de la segunda caracteristica: una geodésica afin es
aquella curva z#(7), cuyo vector tangente u* = i*(7) = dz"/dr esté transportado paralela-
mente a si mismo a lo largo de la curva. En otras palabras, las geodésicas afines son las curvas
mas “rectas” que podemos definir en una variedad arbitraria. Con (7.21) vemos entonces que las
geodésicas afines estan definidas por la ecuacién

WY ut = 0 (7.42)

Usando que v”0, = d/dr esla derivada (parcial) direccional en la direccién de la curva, podemos
escribir esta ecuacién como una ecuacién diferencial para z#(7):

B T iV = 0, (7.43)
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Obsérvese que en esta ecuacién 7 es simplemente el pardmetro afin que parametriza la curva
x*(7) y no (necesariamente) el tiempo propio en el caso de curvas temporales. Es mds, hasta que
no introduzcamos la métrica, no tenemos manera de calcular la longitud de las geodésicas afines.

Obsérvese también que en el Gltimo término de (7.43) ¥ y @ aparecen de manera simétri-
ca, de modo que sélo la parte simétrica de la conexién contribuye a la determinacién de las
geodésicas afines. En otras palabras, dos conexiones I}, y I'f,, que difieren por su torsion, I'},, =

I, + T}, tienen las mismas geodésicas afines.

La ecuacién (7.43) no deberia ser del todo desconocida: para RY equipada con la conexién
de Levi-Civita (la nocién intuitiva de lo que llamamos paralelo), los coeficientes de conexién son
cero en coordenadas cartesianas, Ffj = 0, y la ecuacién (7.43) se reduce a la conocida ecuacién
de la recta, #'(7) = 0. Ademas, es ilustrativo comprobar que al aplicar un cambio general de
coordenadas z* = z‘(y*) a la ecuacién de la recta y usando la regla de transformacién de la
conexion (7.15), se obtiene precisamente la forma general (7.43) de la ecuacién de la geodésica
(ejerc.).

La otra generalizacién de una recta en variedades arbitrarios es buscando la curva més corta
entre dos puntos.? Las geodésicas de este tipo se llaman geodésicas métricas y, como hemos dicho,
para conexiones arbitrarias no coinciden con las geodésicas afines.

La mejor manera de definir la distancia mds corta entre dos puntos es a través de calculo
variacional: una geodésica métrica es la curva z*(7) entre dos puntos p y ¢ cuya longitud

5= /p "\ [g @) 0 (7) 2 (7) (7.44)

es estacionaria bajo pequefias variaciones de la curva y de la métrica,
(1) — (1) + oat(7), 9 () = gu(x) + Opguw(x) oz, (7.45)
La geodésica corresponde por lo tanto a la curva para la cual §s = 0y ésta viene dada por la
ecuacion de Euler-Lagrange,
7)o =

donde L = ds/dr = \/g,. & & es la funcional que aparece en (7.44).

La manera maés facil de proceder es multiplicar (7.46) con un factor 2L, para eliminar la raiz
cuadrada. La ecuacién de Euler-Lagrange se escribe entonces como

d (5_L2) oL? oL dL (7.47)

dr \sir)  Sxr “Sirdr’

y rellenando la expresién para L obtenemos para el lado izquierdo

R

S dr
= 20 & + 20,90 & &7 — Ougu, &” P

= 29w 3" + [augup + OpGup — augup} " P

= 29; i + 2g{),} 2"d", (7.48)

2La definicién de la geodésica como la distancia mas corta entre dos punto es solamente vélida en espacios rieman-
nianos y en espacios lorentzianos en el caso de geodésicas espaciales. Geodésicas temporales maximizan el tiempo propio,
debido al signo relativo entre las coordenadas.
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donde en la segunda igualdad hemos usado que dg,.,, (z(7))/drT = 0,g,.,&” y enla tltima igualdad
hemos definido los simbolos de Christoffel

fw} = %gﬂ)\ |:a,ug/\l/ + augu)\ - a)\gp,ui|- (749)

Por otro lado, el lado derecho de (7.47) da

L L y U 2 .
g OL AL _ o  gwid” d (ﬁ) = 2L g, 3" s _ 2,00 3 (z) (7.50)

dit dr \/ Guv TH TV dr \dr dr?

Sustituyendo los dos lados en (7.47) y multiplicando con g?#, vemos que la ecuacién de Euler-
Lagrange se reduce a

4+ {0} %P = i <§) (751)

Noétese que el lado izquierdo de esta ecuacion contiene sélo cantidades geométricas (las coorde-
nadas de la curva y las componentes de la métrica), mientras que el lado derecho depende de
la parametrizacion particular de la curva. Esta tltima no tiene significado fisico (geométrico) y
siempre podemos elegir una parametrizacién lineal de la curva, s(7) = 7 + @, de modo que el
lado derecho es cero y la ecuacién (7.51) se reduce a

i+ {7, a"a” = 0. (7.52)

Obviamente se puede usar cualquier otra parametrizacion, siempre y cuando se usa (7.51) en
ese caso. Como la parametrizacién de la curva no tiene significado intrinsico, las dos ecuaciones
(7.51) y (7.52) describen la misma curva en la variedad.

Finalmente, para métricas lorentzianas existen tres tipos de geodésicas: temporales, espaciales
y nulas, dependiento si la distancia entre los puntos p y g es temporal, espacial o nula. En el caso
de que la geodésica es temporal, el pardmetro 7 tiene la interpretaciéon del tiempo propio de la
particula que viaja a lo largo de la geodésica. Si la geodésica es espacial o nula, el paramétro 7
no tiene un significado fisico especial. Para distinguir los tres casos hay que afiadir a (7.52) una
ecuacién mas que especifica el tipo de geodésica a través del vector tangente a la curva:

1 sizt(7) es temporal,

G T TV = €, donde €= 0 sizt(7)esnulo, (7.53)
—1  sia#(r) es espacial.

En el siguiente capitulo veremos como la diferencia entre geodésicas afines y métricas desa-
parece al usar la conexién de Levi-Civita.
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Capitulo 8

Calculo tensorial con 1a conexion de
Levi-Civita

No te preocupes por tus problemas con las matemdticas; te aseguro que los mios son
mucho mayores.
(A. Einstein, 1943, en una carta a una nina de 9 afios)

En la capitulo anterior hemos insistido mucho en que las propiedades geométricas de una
variedad dependen mucho de la conexién que uno elija y que ésta es en principio arbitraria. Sin
embargo, en este capitulo veremos que en una variedad equipada con una métrica, existe una
conexion especial, llamada la conexién métrica o la de Levi-Civita, que simplifica muchas de las
ecuaciones geométricas. La conexion de Levi-Civita resultard también ser importante desde el
punto de vista fisico, puesto que es ésta la que se aparece de manera natural en la relatividad
general.

8.1. La conexion de Levi-Civita

Ya hemos mencionado en anteriormente que en una variedad equipada con una conexién
arbitraria I'/,, la métrica g, en general no tiene nada que ver con la conexién. Sin embargo
se puede demostrar que en cualquier variedad existe siempre una conexién tnica, la conexion de
Levi-Civita, que tiene una relacién especial con la métrica. En particular, resulta que la conexién de
Levi-Civita, y por lo tanto también los tensores de curvatura, estin completamente determinadas

en términos de la métrica.

La conexién de Levi-Civita satisface dos condiciones:

1. La conexién es simétrica: I'? = I'”

uv v
2. La derivada covariante de la métrica es cero: V, g,, = 0.
La primera condicién implica que el tensor de torsion T}, es cero y por lo tanto el conmutador
de dos derivadas covariantes viene dado sélo por el tensor de Riemann:
[V, VoVA = Ry p V7. (8.1)

La segunda condicioén se llama la compatibilidad con la métrica. Las conexiénes que son compatibles
con la métrica tienen varias propiedades que simplifican mucho las propiedades geométricas de
la variedad.
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Primero la compatibilidad de la métrica implica que el producto escalar entre dos vectores es
invariante bajo transporte paralelo de los vectores. Si transportamos dos vectores V# y W* de
manera paralela lo largo de una curva z*(7),

WYLV = 0 = utV, WY, (82)

con ut = i# el vector tangente a la curva, entonces el producto escalar g, V*W?" cambia como
resultado del transporta paralelo como

UV (gu, VW) = w'V gy, VWP + gV VYW + g, VUMV, WP
= u'V,g,, VY W7, (8.3)

donde en la segunda igualdad hemos usado que bajo transporte paralelo a lo largo de la cur-
va V#* y W# cumplen (8.2). Vemos por lo tanto que el producto escalar es invariante, es decir
utV,(V,W?) = 0, para cualquier curva z#(7) y cualesquiera dos vectores V* y W*, sélo si la
conexién es compatible con la métrica. Nétese que la condicién de compatibilidad con la métrica
es una condicién mas bien fisica que matematica, puesto que implica que la norma de un vector
no cambia al hacer transporte paralelo a lo largo de una curva, algo que se espera por razones
fisicas.

La segunda ventaja de la compatibilidad con la métrica es que implica que la derivada cova-
riante conmuta con subir, bajar o contraer indices:

G VpS* = V(9 S*) = V5. (8.4)

Esta propiedad no es verdad para derivadas covariantes con conexiones que no sean compatibles
con la métrica.

Dadas estas dos condiciones, la conexion queda completamente determinada por la métrica.
Considérese las tres derivadas covariantes de la métrica:

0 = vugllp = augllp - Fl);y Ixp — Fl);l) gux,
0 = vl/g/);t = al/g/)lt - Fi\p Irxp — Fi\u 9o
0 = Vg = Opguw — F,);\,t I — F/))\u Ju- (8.5)

Si sumamos las primeras dos expresiones y le restamos la tercera, utilizando el hecho de que
tanto la métrica como la conexién sean simétricas, obtenemos

a,ugup + al/gﬂ/.t - apgp,l/ - 2]-—‘:\“) Irnp = 07 (86)
o, multiplicando con g°#,
1
FZV = 590)\ (augku + ayguk - akguy)- (87)

Podemos por lo tanto expresar la conexién de Levi-Civita completamente en funcién de las com-
ponentes de la métrica y sus derivadas.

Vemos entonces que en una variedad equipada con la conexién de Levi-Civita, todas las pro-
piedades geométricas estdn determinadas tinicamente por la métrica: con ella se puede determi-
nar las distancias entre distintos puntos y los angulos entre vectores, pero ademas al determinar
completamente la conexién de Levi-Civita, los conceptos de transporte paralelo y curvatura, en
particular el tensor de Riemann, quedan definidos en términos de la métrica.

El hecho de que la conexién de Levi-Civita sea la tinica conexion que satisface (simultanea-
mente) las condiciones de simetria y compatibilidad con la métrica, hace que esta conexién juegue
un papel preferido dentro de las matematicas y la fisica. En particular, salvo escasas excepciones
se suele utilizar esta conexion en la relatividad general. Ademas resulta que la nocién de transpor-
te paralelo que induce la conexién de Levi-Civita es la que mds se aproxima a nuestra intuicién
de paralelo en espacios curvos.
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8.2. Las simetrias de los tensores de curvatura

Estara claro que las dos condiciones que determinan la conexién de Levi-Civita simplifican
mucho las propiedades geométricas del espacio: La simetria de la conexién hace que la torsién
T/, desaparece de todas las expresiones y la compatibilidad con la métrica) permite subir y bajar
indices detrds de derivadas covariantes con mucha facilidad.

Ademas, la conexion de Levi-Civita hace que los tensores de curvatura tienen mas simetrias
que en el caso general y satisfacen relaciones mas sencillas. Ya hemos visto en (7.32) que el ten-
sor de Riemann es antisimétrico en los primeros dos indices, pero resulta que R, también es
antisimétrico en las tltimas dos indices, si la conexién es compatible con la métrica

Rvon = —Ruvxp- (8.8)

Esta tltima propiedad se demuestra facilmente, exigiendo que el conmutador de dos derivadas
covariantes actuando sobre la métrica sea cero, [V, V,|g,x = 0 (ejerc.). Por otro lado, las identi-
dades de Bianchi (7.34) y (7.35) se reducen con la conexién de Levi-Civita a

Rul/p)\ + Rl/puk + Rp;tl/k = 07
vuRupaz\ + vuRp;uf)\ + vam/aA = 0. (89)
Finalmente, las reglas de antisimetria (7.32) y (8.8), en combinacién con la primera identidad de

Bianchi (8.9), implican que el tensor de Riemann es simétrico bajo el intercambio del primer par
de indices con el segundo par (ejerc.),

Ruvpy = Roxuw- (8.10)

Estas condiciones reducen el niimero de grados de libertad del tensor de Riemann, es decir
el nimero de componentes independientes. Un pequefio cdlculo combinatorio muestra que el
tensor de Riemann en N dimensiones tiene 5 N?(N? — 1) grados de libertad, lo que en N = 4
corresponde a 20.

Otra ventaja de la conexién de Levi-Civita es el tensor de Ricci R, es ahora la tinica contrac-
cién independiente de Riemann. Donde con una conexién arbitraria los tensores

Rp,l/ = Rp,)\v/\; R,uu = gp)\R,up/\l/; R,uu = Rp,u/\/\v (811)

son en principio contracciones independientes, las simetrias del tensor de Riemann hacen ahora
que estas contracciones sean o bien idénticamente cero, o bien proporcionales al tensor de Ricci.

También estd claro de (7.38) que con Levi-Civita tanto el tensor de Ricci R,,, como el tensor
de Einstein G,,, son simétricos en los dos indices. Fijese que los términos de torsién son cero por
la simetria de la conexién, mientras el término R,,,,” es cero debido a la propiedad (8.8), es decir,
debido a la compatibilidad de la conexién con al métrica. Finalmente, una de las propiedades
importantes del tensor de Einstein para la relatividad general es que su divergencia es cero,

V,.G" =0, (8.12)

como se ve facilmente aplicando las condiciones de la conexién de Levi-Civita a la ecuacion (7.41).
Esto impone la siguiente relacién entre las derivadas del tensor y el escalar de Ricci:

1
ViR = J0,R. (8.13)

La propiedad (8.12) jugara en importante papel en la construcciéon de las ecuaciones del campo
gravitacional, como veremos en el Capitulo 10.
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8.3. Ejemplo concreto: tensores de curvatura de la S*

Como ejemplo concreto, repasaremos la esfera bidimensional que hemos encontrado en el
Capitulo 6. La métrica en coordenadas azimutales era

ds? = R (da2 + sin? 9dcp2), (8.14)

donde Ry era el radio de la esfera. A través de la férmula (8.7) no es dificil ver que los simbolos
de Christoffel no nulos son (ejerc.)

I“f@ = I‘f;e = cotg 0, Fiw = —sinf cos¥, (8.15)
y por lo tanto las componentes no-triviales del tensor de Riemann vienen dadas por (ejerc.)
Ryp9” = —Ryppe” = —1, Rop,’ = —Ryp,” = sin? 4. (8.16)

Segtn la férmula de la seccién 8.1, el tensor de Riemann completamente covariante tiene en dos
dimensiones sélo una componente independiente. Efectivamente, de (8.16) se ve facilmente que
(ejerc.)

Ropo, = —Risin” 0, (8.17)

y que todas las demds componentes o son cero, o estdn relacionadas con esta a través de las
formulas (7.32), (8.8) y (8.10). El tensor de Ricci se puede obtener o bien a través de la contraccién
del tensor de Riemann, o bien a través de la férmula (7.37). Las componentes no-triviales son
(ejerc.)

Rgg = —1, Ry, = —sin® 0, (8.18)

y por lo tanto el escalar de Ricci viene dado por

R = —2R;”. (8.19)

La esfera bidimensional (igual que las demads esferas en otras dimensiones) es un espacio con
mucha simetria y esto se refleja en sus tensores de curvatura. Obsérvese que las componentes del
tensor de Riemann satisfacen la expresion

Ry,l/p/\ = R0_2 (gp)\gup - g,upgu)\)- (820)

En el Capitulo 13 veremos que esta es la definicién de los espacios con curvatura constante,
o, equivalentemente, los espacios maximamente simétricos. Contrayendo (8.20) se obtiene una
expresion parecida para el tensor de Ricci,

R = —Ry2gu, (8.21)
que efectivamente es una condicién que satisfacen las componentes encontrados en (8.18).

Es instructivo hacer el mismo cdlculo utilizando en la esfera las coordenadas estereograficas
(6.45),

g = A e r2dg02} (8.22)
(B3 + P | |
En estas coordenadas los simbolos de Christoffel vienen dados por (ejerc.)
—2r RZ —1r? —r(R3 —1r?)
I, =——7 I, =T¢, = —F—— I, = 2
rr R% ¥ 7“2 ’ r Y T(Rg + 7”2) ) PP R% ¥ 7“2 (8 3)

Obsérvese que estas expresiones son muy diferentes tanto de las expresiones (7.6) para R? en
coordenadas polares, como (8.15 para la S* en coordenadas estdndar respectivamente. En parti-
cular vemos que en estas coordenadas hay una componente no-trivial mas que en los otros dos
casos, debido a que los simbolos de Christoffel no transforman como un tensor.

123



Utilizando estas expresiones, no es muy dificil calcular los tensores de curvatura. Para el ten-
sor de Riemann tenemos que!

—4R3 4R% r? —16RS r?
e’ meey e Sy Ry O
mientras que el tensor y el escalar de Ricci son de la forma
—4R0 —4R0 7“2 2
RT"!‘ = W’ wa - W, R - —QRO. (825)

Noétese que también en estas coordenadas los tensores de curvatura satisfacen las identidades
(8.20) y (8.21). Logico, puesto que (8.20) y (8.21) son expresiones covariantes: si son validas en un
sistema de referencia, también lo son en todos los demas.

Por tltimo, se podrian haber sacado las expresiones anteriores directamente a través de las
reglas de transformacion de los tensores. Dada la relacién (6.43) entre 6 y r, tenemos que

00 —2Ry
= = 55— 8.26
or R2 + 12’ (8:26)
y por lo tanto los tensores de curvatura transforman como
00 00 4R? —4R3
Ber = oo Boo = o 55 (0 = e
or or (RZ +12) (RZ +12)
. —4Ry 1?2
RS@S@ = —sginf = W,
R - @@R - 47R(2)(—R251n29) = LRSTQ (8.27)
e T Gror e T et O T (et '

8.4. Operadores diferenciales en variedades arbitrarias

Ya que hemos construido la derivada covariante V,, como el operador que transforma como
un vector bajo cambios generales de coordenadas, tenemos que redefinir los operadores diferen-
ciales conocidos de R?, encontrados en el Capitulo 4, tal que también sean vélidas en variedades
arbitrarias.

Dado que la derivada covariante actuando de un escalar coincide con la derivada parcial,
V¢ = 0,9, la definiciéon del gradiente de una funcién escalar no sufre cambios con respecto a la
definicién en R3.

Sin embargo, para que la divergencia, el rotacional y el laplaciano transformen bien bajo cam-

bios generales de coordenadas, es preciso construir estos operadores diferenciales con derivadas
covariantes:

-,

V-A=V,A" (V x A = ety A, V26 = V,0"¢. (8.28)

Estas definiciones, aunque escritas de esta formas son validas para conexiones arbitrarios,
simplifican bastante si la conexién es la de Levi-Civita. En este caso se puede escribir el rotacional

INotese que hemos encontrado estas expresiones antes, en (7.29) y (7.30), cuando estudiabamos las distintas defini-
ciones de paralelismo en R2. Vemos por lo tanto lo que ya anuncidbamos en la seccién 7.4: que la conexién (7.29) no es
la conexién plana de R?, sino la conexién de Levi-Civita de la S? en coordenadas (8.22). En la seccién 7.4 la podiamos
asociar a la topologia del plano R?, porque no estabamos considerando las porpiedades geométricas. Como dijimos,
geométricamente hablando, la métrica (8.22) representa una esfera.
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puramente en términos de derivadas parciales, ya que la contraccién de la conexién simétrica y
el tensor de Levi-Civita antisimétrico es idénticamente cero:

(V x A = enve (aVA,J —T) AN = 7 0,A,. (8.29)

También las expresiones para la divergencia y el laplaciano son més sencillas. De la misma defi-
nicién (8.7) de la conexién de Levi-Civita se puede demostrar con el uso de (A.23) que el simbolo
de Christoffel con dos indices contraidos se puede escribir como (ejerc.)

1
F;l:u = —a;t\/ |g| (8.30)

Val

Usando esta propiedad, la divergencia de un vector y el laplaciano de un escalar toman la forma

VoA = ﬁ@u{\/@fl“}, V2 = \/%au [\/@aﬂqb] (8.31)

No es dificil ver que esta expresion para la divergencia es incluso vélida para tensores antisimétri-
cos: si TH1Hm es un tensor completamente antisimétrico, entonces (ejerc.)

. La#[ |g|T,W1...Vm_1] (8.32)

Val

Es instructivo ver hasta qué punto las conocidas identidades de las diferentes operadores dife-
renciales actuando unos sobre otros generalizan de RY (R? en caso de rotacionales) a variedades
arbitrarias. Claramente, la divergencia de un gradiente sigue siendo el laplaciano,

V- (V¢) = Vuo'e = V3, (8.33)

basicamente por la misma definicién de los operadores. El caso del rotacional de un gradiente
también es bastante directo:?

.- 1
(VX Vo) = eV, Vop = 5" [V, V,]¢ = 0, (8.34)

El caso de la divergencia de un rotacional es un poco més sutil. El conocido resultado de RY
generaliza a variedades curvas, pero gracias a la identidad de Bianchi (8.9):

— -,

. 1 1
V- (VxA) =e"V,V,A, = EEW V., VA, = 5gWPR,W,)Mh = 0. (8.35)

Finalmente el rotacional de un rotacional si da un resultado distinto cuando hay curvatura:

-,

(VX VxAP = e, ,V,V A"
= V,VItAY — V,VVAH
= ¢ VaV,AY + Ry, A7| — VA
= VAV, AY — V?A" — RMA,, (8.36)
donde en la segunda igualdad hemos usado la identidad para la contraccién de dos tensores de

Levi-Civita,
eMPerg, = ONOy — OXOF. (8.37)

2Por lo menos en el caso de que la conexi6n sea Levi-Civita, al que nos limitaremos aqui. Dejamos como ejercicio
derivar el equivalente para conexiones arbitrarias.

125



El rotacional de un rotacional tiene por lo tanto un término extra con respecto al resultado en
R?, proporcional al tensor de Ricci, a causa del intercambio de dos derivadas covariantes en la
tercera igualdad, para poder escribir el primer término como el gradiente de una divergencia.

A estas alturas es natural preguntarnos por qué la identidad (8.36) depende de la geometria
del espacio considerado, pero (8.34) y (8.35) son independientes de la métrica. La respuesta es
relativamente sencilla si recordamos los teoremas de Stokes (1.25): la integral de un rotacional en
una superficie S se puede escribir como la integral de linea sobre la curva v = 95 que bordea la
superficie, de modo que para nuestro caso tenemos que

/ (V x Vo) -id*z = 7{ V- dr. (8.38)
s as

Sin embargo esta tltima expresion es cero, por lo menos en espacios simplemente conexos (es-
pacios donde todos las curvas con contraibles a un punto): la integral de linea de un gradiente
de un campo es igual a la diferencia de los valores el campo en los extremos de la curva. Pero al
ser v = 0S5 una curva cerrada, la integral (8.38) vale cero. Dicho de otra manera: en un espacio
simplemente conexo, la curva v = 0.5 se puede contraer a un solo punto, por lo que la integral
no puede tener un valor finito.

Del mismo modo el teorema de Stokes convierte la integral de volumen V' de una divergencia
en la integral en la superficie S = 9V que rodea el volumen V. Si entonces la divergencia actta
sobre un rotacional, tenemos que

/ V- (VxA)dz = 7{ (V x A) - dz, (8.39)
14 ov

lo que a su vez por el teorema de Stokes serfa la integral de A sobre la curva que bordea la
superficie S = JV. Sin embargo, al ser OV una superficie cerrada, no tiene una curva vy = 95 =
00V que la rodea y la integral (8.39) es trivial.

En otras palabras, la identidades (8.34) y (8.35) son propiedades topolégicas de espacios sim-
plemente conexos y por lo tanto no dependen de la geometria (métrica) del espacio. Son manifes-
taciones del conocido teorema topoldgico que “la frontera de una frontera es cero”. Sin embargo,
para construir el operador V x V x A es preciso contraer dos tensores de Levi-Civita a través de
la métrica, de modo que aqui si aparecen la propiedades geométricos del espacio.

8.5. Las coordenadas localmente inerciales

En cada punto p de una variedad diferenciable hay un sistema local de coordenadas que
juega un papel fundamental para la relatividad general: las coordenadas localmente inerciales. Estas
coordenadas estdn caracterizadas por el hecho de que en el punto p la métrica toma la forma de
una métrica plana y las primeras derivadas se anulan,?

9i(p) = 035, r.9:5(p) = 0, (8.40)

donde hemos introducido el simbolo “=" para indicar que una igualdad sélo es valida en un
sistema de coordenadas especifico, no en general.

Para demostrar esta propiedad, basta con contar el ntimero de componentes independientes
de la métrica y compararlo con el ntiimero de grados de libertad que tenemos para elegir las
coordenadas. Si g, («) es la métrica una variedad arbitraria en coordenadas z*, entonces en un

3Trataremos aqui el caso riemanniano, donde la métrica plana en coordenadas cartesianas toma la forma ... El caso
lorentziano, donde la métrica coge la forma 7,,,, es completamente andlogo y no merece la pena hacer explicitamente.
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pequerio entorno alrededor de un punto p podemos expandirla como

1
G (@) = g (p) + 0pguv(p) 2’ + 50,)6,\9“1,(19) N + .. (8.41)

donde por simplicidad (pero sin pérdida de generalidad) hemos elegido z#(p) = 0. Del mismo
modo en las coordenadas localmente inerciales y’ tenemos que

1
9i5(y) ~ 9i;(p) + Okgij(P)y" + §ak8l9ij(p) vyt + (8.42)

Las dos expresiones de la métrica obviamente estan relacionadas a través de un cambio de coor-

denadas (6.29), S
xH Oz
9ij(y) = oy @g,w(x), (8.43)

donde a su vez podemos expandir el cambio de coordenadas z/* = z#(y) en una serie de Taylor

como P 82 63
x“ . x“ . . m/l‘
o - v - - vyl e —
x oy (P)y" + 9y 0y P)y'y + 97057 05"

Sustituyendo (8.41) , (8.42) y (8.44) en (8.43) obtenemos (esquemdticamente) que (ejerc.)

Py + . (8.44)

(2207 ) 4 [ 0200, | O Fa
dy ay‘q b Oy 0y Oy g dy ayé‘y‘q

[@@@@ L 0w dr 0 <@ P Pr Pu
Oy 9y dy dy g Oy dy oyoy g dy Oyoydy  Oydy dydy

Jg(p) + 0d(p)y + 004 (p)y* ~ }(p)y (8.45)

)g} P yy + .

donde el acento sélo indica que escribimos la métrica en coordenadas y*. Comparando el lado
izquierdo con el lado derecho de esta ecuacién tenemos entonces que

ox Ox
/ _
g =[5, 5, 9@ (8.46)
Ox Ox Ox ox 0%z
A . bl "
dg'(p) = {ay a9y 0y dg + ay 059" (p),
Ox Oxr Ox Oz ox Ox 0%x or Oz 0%x 0%«
! o oz it s
909 (p) = [ay ay oy 9y 2%t By oy ayoy (ay Dydydy | ydy 6y8y)g}( )

El resto es combinatoria: g;;(p) es un tensor simétrico, de modo que en una variedad N-
dimensional tiene $N(N + 1) componentes independientes. Por otro lado, la matriz dz* /0y’
tiene N? entradas independientes, asi que, sea lo que sea el valor de g, (p), siempre podemos
elegir los 9" /9y’ tal que g;;(p) = &;;.4

Una vez elegidas las dx# /0y, las primeras derivadas de la métrica . g;;(p) estdn determina-
das por las segundas derivadas del cambio de coordenadas 9z# /9y’ 9y’ . No es dificil ver que hay
1N?(N + 1) componentes J;g;;(p) y exactamente la misma cantidad de entradas 62z* /0y 0y?,
de modo que siempre hay suficiente libertad para elegir los z* (y*) tal que 9xg;;(p) = 0.

Sin embargo, los ntimeros ya no cuadran cuando miramos las segundas derivadas de la métri-
ca: dado que 9;0,9;; es simétrico en tanto en i y j, como en k y [, tenemos 1 N?(N + 1)? se-
gundas derivadas independientes de g;;, mientras s6lo hay ¢ N*(N + 1)(N + 2) componentes
D3zt |0yt 0y’ Oy*. Podemos por lo tanto igualar a cero una parte de las entradas de 0,0,9i;, pero
siempre quedaran 5 N?(N? — 1) componentes que no podemos elegir. Veremos en breve que no

4Se puede demostrar que los restante %N (N — 1) componentes de dz* /0y’ son exactamente las componentes de las
transformaciones ortogonales SO(N) que preservan la forma de la métrica &;; (1,.).
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es casualidad que este nimero es precisamente el nimero de componentes independientes del
tensor de Riemann.

Resumiendo, para cualquier punto de una variedad siempre podemos elegir unas coordena-
das tal que la métrica en una pequefia region alrededor de este punto sea de la forma

gij() = 85 + O(8%gy?). (8.47)

En el fondo no es demasiado profundo lo que acabamos de hacer. Sabemos que una variedad
M? es un espacio que localmente parece RY, porque en cada punto p podemos definir el espa-
cio tangente 7},(M), que es isomorfo a R™. Lo que quiere decir la expresién (8.47) es que en una
region suficientemente pequena alrededor de p, el espacio tangente 7,(M) es una buena aproxi-
macién de la variedad y las coordenadas localmente inerciales son las coordenadas cartesianas
en el espacio tangente. Ademds vemos que la diferencia local entre la metrica g;; de la variedad y
la métrica d;; (1),,,) del plano tangente es un efecto de segunda orden. Matemédticamente hablan-
do gi; serd de la forma 6;; (1,,) solamente en el punto p, ni siquiera en una pequefia region, ya
que las derivadas segundas no son cero. Pero desde el punto de vista fisico, siempre habra una
pequenia regién donde este efecto de segundo orden es demasiado pequefio para ser detectado y
en la cual no se nota la diferencia entre la variedad curva y el espacio tangente. La extension de
esta regién dependera de la sensibilidad de los aparatos experimentales usados.

Noétese que las coordenadas localmente inerciales serdn diferentes en puntos diferentes, ya
que el cambio de coordenadas para ir a estas coordenadas varfa de punto en punto. Por lo tanto
siempre es posible llevar la métrica a la forma (8.47) en cualquier punto p, pero en general no es
todos los puntos a la vez (sino el espacio seria plano). Esto coincide con la idea rudimentaria que
teniamos de una variedad: un conjunto de parches que son localmente planos y “pegados” de
forma suave tal que forma un espacio que globalmente no es plano.

El hecho de que en coordenadas localmente inerciales las primeras derivadas de la métrica son
idénticamente cero en un punto p, implica que en estas coordenadas los simbolos de Christoffel

', son cero en este punto, ya que éstas se construye directamente de las derivadas de la métrica.

El cambio de coordenadas es en realidad el mismo que el que hemos construido antes, pe-
ro es instructivo ver como funciona para los simbolos de Christoffel a través de las reglas de
transformacion (7.15). Considera el cambio de coordenadas
1
2

donde M}, son N* constantes que quedan por determinar. Tomemos, sin pérdida de generalidad,
como el origen z# = 0 del sistema de referencia el punto p donde queremos construir el sistema
localmente inercial. Bajo este cambio de coordenadas la conexién transforma en el punto z# = 0

como

yt = at 6; + Mf“,m”m”, (8.48)

IY(p) = o6y o510, (p) — My, 68 6. (8.49)
Con la eleccién apropiada de las copstantes M}, =T%,(p) 5, podemos conseguir que en el punto
p la conexién en las coordenadas y* tengan el valor I‘fj (p) = 0. Nétese otra vez que el cambio de

coordenadas con esta eleccién de las M}, s6lo anula la conexi6n en el punto p. Para poder anular
la conexi6n en un punto ¢ # p hara falta otra eleccion de las constantes, es decir, M/, =T, (q) 4},

Notese que s6lo hemos conseguido imponer una condicién sobre el valor de los simbolos de
Christoffel en un punto p, pero no sobre sus derivadas. Por lo tanto, aunque la métrica tome la

forma (8.47) y aunque I‘fj (p) = 0, el tensor de Riemann sigue teniendo una forma no-trivial

Rijil(p) = 0iT%(p) — 0,10 (p). (8.50)

Son precisamente las segundas derivadas de g;;, que no logramos anular en el cambio a coorde-
nadas localmente inerciales que contribuyen al tensor de Riemann y las derivadas de los simbolos
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de Christoffel. N6tese que el nimero de componentes independientes del tensor de Riemann es
igual al nimero de segundas derivadas 0;0,g;; que no podemos anular.

Finalmente, nétese qué esta propiedad no funcionarfa en presencia de torsién: el cambio de
coordenadas (8.48) es simétrico en los indices y y v, de modo que en (8.49) el cambio de coorde-
nadas s6lo podra deshacer la parte simétrica de I'7,,,. Pero también hay otra manera de verlo: si la
conexién no fuera simétrica, la torsion 7/, = I'f, — I') | seria diferente de cero en un sistema de
coordenadas arbitrario. Pero el caracter tensorial de la torsién impide que en este caso exista un
sistema de coordenadas especifico donde la torsién (y por lo tanto la conexién) sea cero, aunque
sea en un punto. La tinica posibilidad para poder igualar a cero las conexiénes es que la torsién

sea cero, es decir, cuando la conexion sea simétrica.

Las coordenadas localmente inerciales juegan un papel importante en la relatividad general.
En la seccién 5.4 dijimos que, gracias el Principio de Equivalencia, un observador en caida libre
en un campo gravitatorio se puede creer un observador inercial en ausencia de gravedad, por
lo menos en una regién pequefia. Efectivamente, en este caso el observador no es capaz de ver
la diferencia entre la variedad curva y el espacio tangente en el punto donde estd. Ademas las
coordenadas localmente inerciales son localmente idénticas a las coordenadas cartesianas, de
modo que se creerd un observador inercial en el espacio de Minkowski.

8.6. Geodésicas con Levi-Civita

Otro sitio donde se nota la ventaja de usar la conexién de Levi-Civita es en el estudio de las
geodésicas. En el Capitulo 7 hemos visto que en una variedad curva se pueden definir dos tipos
de geodésicas: las afines y las métricas. Las geodésicas afines, definidas por la ecuacion (7.42)

@ O, i = 0, (8.51)

eran aquellas curvas donde el vector tangente se mantenia paralelo a si mismo bajo transporte
paralelo a lo largo de la curva. Por otro lado, las geodésicas métricas, las curvas mas cortas entre
dos puntos, estaban definidas por

i+ {0, pita” = 0. (8.52)

Ahora, la expresiéon (8.7) para la conexién de Levi-Civita en funcién de la métrica coincide
exactamente con la expresion de los simbolos de Christoffel (7.49) que aparece en la férmula de
las geodésicas métricas,

1
Ffbl/ = §gp/\ (a;tg/\u + augu/\ - aAg;ul) = {ZV} (8.53)

de modo que en variedades equipadas con la conexiéon de Levi-Civita, las dos ecuaciones (8.51)
y (8.52) coinciden y ya no hay diferencia entre las geodésicas afines y las geodésicas métricas.

Desde el punto de vista fisico, esta simplificacion tiene mucho sentido. Dado que el vector
tangente a una curva i* es la velocidad de la particula que sigue dicha curva, las geodésicas afi-
nes son trayectorias de particulas no-aceleradas, ya que su la velocidad es constante a lo largo de
la curva: ¢#V ,i&” = 0. Por otro lado, las geodésicas métricas, al venir de un principio variacional,
estdn intimamente ligadas con las ecuaciones de movimiento en el formalismo lagrangiano. Efec-
tivamente, la ecuacién de la geodésica (8.52) se puede obtener equivalentemente® tras aplicar la
ecuacién de Euler-Lagrange a la funcional

S = /dT G (x) TH (1) 2" (7). (8.54)

5En la préctica, al multiplicar (7.46) por 2L para obtener la ecuacién (7.47), estamos haciendo la variacién de la funcio-
nal (8.54).
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Esta es, médulo un factor 2my, la energia cinética de una particula en un espacio descrita por una
métrica g, y las geodésicas métricas corresponden por lo tanto a las trayectorias de particulas
libres (es decir: en ausencia de un potencial).

Ahora, en el capitulo anterior hemos visto que en una variedad equipada con una conexién
arbitraria las geodésicas métricas no necesariamente coinciden con las geodésicas afines y uno
se podria preguntar qué trayectoria seguirfa una particula libre en este caso: juna curva no-
acelerada, o una trayectoria que minimiza la accién? La conexién de Levi-Civita resuelva esta
paradoja de manera elegante, al identificar los dos tipos de curvas.

La relacién entre la conexién de Levi-Civita y el formalismo lagrangiano va mads lejos que
solamente el caso de las particulas libres. En general, para un lagrangiano £ = 7' — V con energia
cinética T' = T'(q, ¢) y potencial V' = V(¢), la ecuacién de Euler-Lagrange (7.46) se puede escribir
como

i(a,T) C—— (8.55)
dT \ 0g* dq® dq®

Noétese que el primer término a la izquierda da lugar a un término de la aceleracién, mo§®, y que
podemos identificar el térmimo a la derecha como la fuerzas fisicas en coordenadas generaliza-
das, F'* = —0V/9q", cosa que uno esperaria en una Segunda Ley de Newton. Pero lo interesante
en este contexto es que el primer y el segundo término a la izquierda dan lugar a términos pro-
porcionales a ¢“¢”, donde los constantes de proporcionalidad son precisamente los simbolos de
Christoffel (8.53). La ecuacién entonces toma la forma

mod® + It ¢" ¢ = —9°V(q). (8-56)

En el formalismo lagrangiano, las ligaduras al que estd sometido el sistema definen el llamado
espacio de configuraciones, en que el se mueve el sistema. Este espacio de configuraciones es una
variedad (en general curva), parametrizada por las coordenadas generalizadas ¢*. Vemos por lo
tanto que la dindmica del sistema, descrita por la ecuacién de Euler-Lagrange, no es méas que la
Segunda Ley de Newton, escrita en términos de las coordenadas curvilineas ¢“. En ausencia de
fuerzas fisicas, el sistema seguird una geodésica dentro del espacio de configuraciones, pero para
potenciales no-triviales, la trayectoria se desviara de ésta por el término inhomogeneo en (8.56).
En el Capitulo 10 veremos que las ecuaciones de movimiento de una particula de prueba en la
relatividad general son de este tipo.

8.7. Desviacién geodésica

En la geometria diferencial hay una relacién importante que describe la evolucién de familias
de geodésicas: en una variedad curva, las geodésicas que inicialmente tienen direcciones parale-
las, en general no seguirdn paralelas, sino se alejardn o se acercardn entre ellos. La ecuacién de la
desviacion geodésica describe este efecto en términos de la curvatura de la variedad.

Considera una familia de geodésicas ~,(7), donde el parametro o identifica las geodésicas
especificas dentro de la familia y 7 parametriza los puntos a lo largo de cada geodésica (véase
Figura 8.1). La familia de geodésicas define una superficie bidimensional z* (o, 7) en la variedad,
en la que podemos usar ¢ y 7 como coordenadas naturales.

Definimos ahora las siguientes dos vectores tangentes a la superficie:

oxt oxt

ut = s —

or’ T 9o

(8.57)

Definidos de esta manera, los vectores u* y s tienen una interpretaciéon muy natural: u* es la ve-
locidad a lo largo de la geodésica y s# mide la separacion entre dos geodésicas cercanas. El hecho
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Figura 8.1: Una familia de geodésicas . (), donde T es el pardmetro afin a lo largo de cada geodésica y o el
pardmetro que identifica cada geodésica dentro de la familia. La familia de geodésicas define una superficie
bidimensional dentro de la variedad y en cada punto se pueden definir los vectores u* y s* que representan
respectivamente la velocidad a lo largo de la geodésica y la separacion entre geodésicas cercanas.

de que u# y s formen una base en la superficie, implica que satisfacen la siguiente condicién:®

uPV,st = s’V ul. (8.58)

Aparte de la velocidad u* a lo largo de la geodésicas y la separacién s* entre geodésicas cercanas,
podemos definir los vectores V* y A* como

VI = uPV,s", AP = uPV,VH, (8.59)

que representan cudnto cambia la separacion entre distintas geodésicas a lo largo de la curva a
primer y segundo orden. En cierto modo V* es la velocidad de receso, que dice cudnto aumen-
ta la distancia entre las geodésicas seglin vayan avanzando, y A* la aceleracién relativa entre
geodésicas, que mide los cambios en la velocidad de recesién. Ojo, no se deben confundir ningu-
na de estos conceptos con la (cuadri)velocidad y la aceleracion de las particulas que se mueven a
lo largo de las geodésicas.

Ahora, la desviacion geodésica es una relacién entre la aceleracién relativa y la curvatura de
la variedad. En particular para A* tenemos que

AN = W'V, (u'V,sY)
= u'V,(s"V,u)
= (uV,s")V,ut + u’s"V,V,ut
= (s"V, ut Vtu’\ + u”s“VtVVu”\ + u’s* Ry, uP
¢ / wp
= ($"V,u'V,u + s'V, (' Vou) — (sPV,u’ )\Voud — Ry, stulu?
F Iz ¢ pvp
= —lep/\suuuup (860)

donde en las segunda y la cuarta igualdad hemos usado la propiedad (8.58), en la tercera y la
quinta la regla de Leibniz para derivadas covariantes y en la sexta que 7, (7) es una geodésica y
que por lo tanto 'V, u* = 0.

®En el Capitulo ?? veremos que esto quiere decir que el conmutador entre los dos vectores es cero: [u, s|* = 0.
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Aqui hemos derivado el resultado para una familia de geodésicas, parametrizado por un solo
pardmetro, pero se puede considerar también en caso de una congruencia de geodéscias. Si #* es
el vector tangente a las geodésicas y dz* el vector de desplazamiento, en general la férmula de la
desviacién geodésica viene dada por

25,2
% = —Ry,,  6at iV il (8.61)

Vemos por lo tanto que las geodésicas que inicialmente tienen direcciones paralelas, experi-
mentan aceleraciones relativas debido a la curvatura del espacio, que hacen que las geodésicas
convergen o divergen. S6lo en el espacio plano, R,.,,* = 0, la desviacion geodésica es cero y las
geodésicas se mantienen paralelas. En cierto modo, esto es la formulacién en lenguaje de geo-
metria diferencial de la versién de John Playfair del Quinto Postulado de Euclides, que hemos
visto en la seccién 6.1.

Desde el punto de vista fisico, la desviacién geodésica describe los efectos de marea. En el
Capitulo 10 veremos que las ecuaciones de Einstein implican que el espaciotiempo se curva en
presencia de materia y la desviacion geodésica dice que dos geodésicas notardn una aceleracién
relativa entre ellos debido a la curvatura del espaciotiempo. Las distintas particulas de una confi-
guracion de particulas de prueba seguiran trayectorias distintas y la configuracién se deformara,
lo que un observador externo interpretara como fuerzas de marea. Los efectos de marea son mds
grandes, cuanto mas grande la curvatura, por eso tipicamente aparecen donde el gradiente del
campo gravitatorio en muy grande, como cerca del centro de agujeros negros.

8.8. Ejemplo concreto: geodésicas en la S*

Ilustremos estos conceptos con el ejemplo concreto de la esfera bidimensional S? en coorde-
nadas azimutales,

ds? = R (d92 + sin? Gdch) . (8.62)
En (8.15) hemos visto que los simbolos de Christoffel no-triviales son
I“f@ = I‘f;e = cotg 0, Fiw = —sinf cos¥, (8.63)
de modo que las distintas componentes de la ecuacién de la geodésica (8.51) vienen dadas por
6 — sinf cosf? = 0, ¢ + 2cotghhy = 0. (8.64)
Ademads podemos afiadir la condicién (7.53)
R20% + RZsin®0¢? = 1, (8.65)

para geodésicas espaciales. En realidad, en una variedad riemanniana, donde todas las geodési-
cas con espaciales, esta condicién es superflua, pero nos dice que la parametrizacién de la geodési-
ca es tal que la norma de la velocidad a lo largo de la curva siempre es la unidad. Veremos que
parametrizar la geodésica de esta manera nos ayudard a resolver el sistema de ecuaciones (8.64).

Una primera observacién es que se puede integrar la segunda ecuacién de (8.64) a
o = lsin~20, (8.66)

donde ¢ es una constante de integracion, que representa el momento angular. Sustituyendo esto
en la condicién (8.65) tenemos que

2 = Ry2[1 — (2 R2 sin~? o] (8.67)
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Figura 8.2: La desviacion geodésica en la esfera bidimensional: la separacion § entre dos geodéscias varia
entre un maximo y cero, ya que cualesquieras dos circulos maximos se cruzan en dos exactamente puntos.

Las dos ecuaciones para § = (1) y ¢ = ¢(7) se pueden combinar en una sola ecuacién para
0 = 6(p), (ejerc.)

% = Ry'¢7'y/sin*0 — RZ(2 sin®¢ (8.68)

que tiene como solucién (ejerc.)
in ) = Ryt
T T R
Para dar una interpretacién geométrica de lo que representa esta ecuacion, es ttil escribirla como

Ryt

cotg 6. (8.69)

— sin pgsinf cosp + cosgsinfsing — \/W cosf = 0, (8.70)
que, multiplicado por r e identificando A = —sin g, B = cos g y C = Rol(1 — R2(%)~ %, no es
mas que la ecuacion en coordenadas esfércias de un plano que pasa por el origen de R?:

Az + By + Cz = 0. (8.71)

En otras palabras la solucién (8.69) de la geodésica en S? es la interseccién de esa esfera con un
plano que pasa por el origen, lo que viene a ser un circulo maximo (un circulo que tiene como
centro el centro de la esfera), donde los constantes de integracion £ 'y ¢ determinan la inclinacién
y la orientacién de ese circulo maximo con respecto al ecuador.

Una vez determinadas las geodésicas en la esfera bidimensional, es ttil calcular la desviacion
geodésica. Tomamos por simplicidad como geodésica de referencia uno de los meridianos, es
decir un circulo méximo que pasa por los polos, y como segunda geodéscia otro meridiano que
en el ecuador estd separado por una distancia b del primero (véase Figura 8.2).

La ecuacién de la desviacion geodésica (8.61) impone entonces las siguientes condiciones so-
bre las componentes del vector de separacion 5

v2s? V32s®
dr? dr?
Parametrizando las geodésicas como 7,(7) = 7 = R, '6, tenemos entonces que @ = R, ', de

modo que con las expresiones (8.16) para el tensor de Riemann de la S?, estas ecuaciones se
reducen al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales desacopladas:

d?s? d?s¥

i =" d6?

= —Rw‘gae s?ufuf, = —R,pp* s* uful, (8.72)

= —s. (8.73)

133



Se ve facilmente que la solucién que corresponde a las condiciones iniciales
20 =m/2) =0, s?(0 =m/2) =0, (8.74)

viene dada por
5(0) = bsinfeé,. (8.75)

En otras palabras, las geodésicas tienen una separaciéon maxima b en el ecuador, empiezan a
convergir seglin se acercan a los polos y intersectan en los polos. Gracias a la homogeneidad de
la esfera, este comportamiento no sélo es valido para meredianos, sino para todas las geodéscias.
Efectivamente, sabemos que en una esfera cualesquiera dos circulos maximos se intersectan en
exactamente dos puntos antipodales.

La desviacién geodésica juega un papel importante en la transicién conceptual entre la gra-
vedad newtoniana y la relatividad general, ya que explica la “misteriosa fuerza a distancia” en
términos de la curvatura del espaciotiempo. Discutiremos la relacién entre ambas cosas en mu-
cho detalle en la Parte III, pero aqui podemos dar un ejemplo intuitivo. Imaginemos dos aviones
que salen simultaneamente desde dos puntos distintos en el ecuador, con rumbo al Polo Norte. Si
los dos siguen geodésicas, se iran acercando poco a poco y finalmente chocarédn en el polo. Desde
el punto de vista de geometria diferencial este andlisis es obvio, pero la percepcién que tienen
los dos pilotos es distinta. Desde sus aviones, éstos no se dan cuenta de la curvatura de la Tierra
y creen que siguen lineas rectas en un espacio plano, mientras que en realidad van “saltando de
espacio tangente en espacio tangente” y que estdn adaptando constantemente sus coordenadas
localmente inerciales, creyendo que es un tinico sistema de coordenadas cartesianas. Por lo tanto,
para explicar dentro de estas coordenadas cartesianas la aceleracion relativa entre los dos avio-
nes, tienen que invocar una misteriosa fuerza que entre los aviones, que hace que se atraen y que
salen de su rutas inicialmente paralelas.

Laidea de la interaccién gravitatoria entre particulas distantes es en realidad una manifesta-
cién de la curvatura del espaciotiempo es la esencia de la relatividad general. En los siguientes
capitulos investigaremos la relacién entre ambos conceptos en detalle.
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Parte 111

Relatividad General
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Capitulo 9

El Principio de Equivalencia

Pero yo, que he hecho la prueba, te puedo asegurar, Simplicio, que una bala de cafién, pesando
cien o doscientas libras, o incluso mds, llegard al suelo no adelantando mds que un palmo a
una bala de mosquete pesando sélo media libra, dado que ambos caen desde una altura de 200
codos.

(G. Galilei, en forma del personaje de Salviati en Discorsi e Dimostrazioni Matema-
tiche, intorno a due nuove scienze, 1638)

9.1. Masa gravitatoria y masa inercial

En el Capitulo 2 hemos dicho que el origen de la relatividad especial data del siglo XVII, cuan-
do Galileo Galilei formul6 su Principio de la Relatividad. De cierta manera también las raices de
la relatividad general remontan a esa época. Es a partir de alli cuando personas como Galilei y Si-
mon Stevin (1548 - 1620) empezaban a darse cuenta de que la velocidad que alcanzan los objetos
en caida libre es independiente de la masa de los objetos, en contraste con la intuicién cotidiana
y la fisica aristotélica. Es legendario (pero histéricamente falso) el experimento de Galilei, donde
dejo caer bolas de distinta masa de la Torre de Pisa para observar que llegan al suelo simulta-
neamente. En realidad Galilei sac6 sus conclusiones sobre la caida libre dejando rodar bolas de
planos inclinados y las publicé en su libro De motu en 1590. El que si subi6 a la torre de la cate-
dral de Delft para dejar caer las masas fue el ingeniero y cientifico flamenco Simon Stevin, que
escribi6 ya en 1586 en su libro Weeghconst:

“Deja caer dos bolas de plomo, una diez veces mas grande y mas pesada que la otra, [...] juntas, desde
una altura de 30 pies, encima de una tabla de madera [...] y resultard que la mas ligera no tardara diez
veces mas que la pesada en recorrer el camino, sino que caerdn tan juntos encima de la tabla que los
sonidos de ambas parezcan un solo golpe.”

La universalidad de la caida libre , el hecho de que la velocidad de objetos en caida libre sea
independiente de su masa, es la manifestacién de una coincidencia remarcable en la mecénica
newtoniana: la igualdad entre la masa inercial m; y la masa gravitatoria mg.

En la mecanica newtoniana aparecen dos tipos de masas, en distintos contextos y de distintos
tipos. La primera es la masa inercial m;, que aparece en la segunda ley de Newton como constante
de proporcionalidad entre la fuerza F' ejercida en un cuerpo y su aceleracioén a:

F=ma. 9.1)
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Figura 9.1: Masa inercial y masa gravitacional: La frecuencia de oscilacién w de un cuerpo colgado de un
muelle depende de la masa inercial my; del cuerpo, mientras la extension AL del muelle en la posicion de
equilibrio depende de la masa gravitacional my.

La masa inercial es por lo tanto una medida para la resistencia de un cuerpo a cambios de ve-
locidad. Por otra parte, la masa gravitacional mg es una medida de cémo interacciona un cuerpo
gravitacionalmente con los demds cuerpos en el universo. El potencial gravitatorio causado por
un cuerpo sobre otro viene dado por
G Nm M,
V=—22f (9.2)

,
donde Gy es la constante de Newton y r la distancia entre las dos masas mg y M.

A priori estas dos cantidades fisicas no tienen nada que ver la una con la otra y las distin-
tas maneras de medir la masa de un cuerpo miden en realidad una de estas dos posibilidades,
dependiendo del experimento. Por ejemplo, colgando una masa de un muelle con constante de
elasticidad k, la ecuacion de movimiento de la masa viene dada por la segunda ley de Newton

kx = mii, 9.3)

de modo que midiendo la frecuencia w = \/k/m;, obtenemos la masa inercial. Sin embargo, en la
posicién de equilibrio, la fuerza del muelle estd compensada por la fuerza gravitacional®

EAL = myg, 9.4)

donde g es la aceleracién gravitatoria y AL el desplazamiento de la longitud de reposo del mue-
lle. Por lo tanto, el desplazamiento AL = mgg/k nos da una medida para la masa gravitacional
(Véase Figura 9.1).

Elhecho de que todos los cuerpos caigan con la misma velocidad implica que hay una relacion
entre estos dos tipos de masas. Efectivamente, la ecuacién de movimiento de una masa en caida
libre viene dada por la segunda ley de Newton, donde F' = —m,gé. es la fuerza de la gravedad
galileiana

—mgg = m;Z. (9.5)

En general la solucién de esta ecuacién es de la forma

1m
2t) = —5—Egt* + vt + 20, (9.6)

— . - . . niciales. .
donde son constantes de integraciéon determinadas por las condiciones iniciales. Pero si
queremos explicar por qué dos cuerpos con distintas masas (inerciales y gravitacionales) y con

1 Aqui consideraremos la gravedad galileiana, es decir un campo gravitatorio constante, cerca de la superficie de la
Tierra.
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las mismas condiciones iniciales llegan a la vez al suelo, tenemos que asumir que

Mg _ constante. 9.7)
mi
En principio podria ser que esta constante dependiera del material, de modo que una bola de
acero cayera mds rdpido o mas lento que una bola de madera. Sin embargo, los experimentos
ensefian que mg /m; es una constante universal (independiende del material), que se puede tomar
1 con la apropiada elecciéon de unidades.?

Efectivamente, en una serie de experimentos histéricos se ha comprobado la igualdad de la
masa inercial y la masa gravitacional hasta gran precisiéon. En 1888 el barén hingaro Lérand
von Eo6tvos (1848 - 1919) inventd una balanza de torsién que midié la diferencia entre el valor
de mg/m; de dos cuerpos, utilizando la gravedad y la rotacién diaria de la Tierra como medida
para mg y m; respectivamente, alcanzando una precision de |mg — mi|/mg < 107%. En 1964 el
americano Robert Dicke (1916 - 1997) aument6 la precisién del experimento a |mg — mji|/mg <
1011, utilizando la gravedad y la rotacion alrededor del Sol. Los limites experimentales actuales
son del orden de 310713, mientras hay planes para experimentos en satélites que llegarian a una
precision de 1078, Veremos ahora como el Principio de Equivalencia explica esta igualdad de
masa inercial y gravitatoria de una manera muy natural.

9.2. El Principio de Equivalencia para campos homogéneos

Ya hemos dicho en la seccién 5.4 que Einstein ya en 1907 se dio cuenta de que la teoria de la
relatividad especial era necesariamente incompatible con la gravedad newtoniana, por ser ésta
dltima una interaccién inmediata y a distancia. Sin embargo no estaba claro cémo se podia incor-
porar la gravedad en la relatividad especial, puesto que intrinsicamente trataba con observadores
acelerados, por los cuales el Principio de la Relatividad no es valido.

Por otro lado, a Einstein le impresioné mucho la igualdad de la masa inercial y la masa gra-
vitatoria. Aunque la mecanica newtoniana no daba ninguna razén a priori por la que estas dos
cantidades fisicas tuvieran el mismo valor, Einstein crefa que esto no podia ser casualidad, sino
que insinuaba una profunda propiedad de la Naturaleza.

La luz vino en 1907, en lo que Einstein mismo llamé “la idea mds feliz de mi vida”, cuando
se dio cuenta de que un observador en caida libre no siente su propio peso y por lo tanto podria
pensar que estuviera en una regién del espacio donde no hubiera campo gravitatorio. Efectiva-
mente, una bola, soltada por el observador durante la caida libre, caerd debido a la universalidad
de la caida libre a la misma velocidad que el propio observador, de modo que este tltimo vera la
bola flotando como si estuviera en el espacio interestelar (véase Figura 9.2).3 Por lo tanto, un ob-
servador en caida libre en un campo gravitacional constante, aunque no es un observador inercial
en el sentido newtoniano, podria considerarse a s mismo en reposo en ausencia de gravedad.

Principio de Equivalencia (para campos gravitatorios constantes): Un observador en
caida libre en un campo gravitatorio constante es equivalente a un observador inercial en
ausencia de gravedad. Es imposible determinar la diferencia entre estas dos situaciones a base
de experimentos fisicos.

2En la segunda mitad de los 1980 parecfa haber indicios (aunque contradictorios) de que podria existir una quinta
fuerza fundamental, aparte de la gravedad, el electromagnetismo y las interacciones fuerte y débil. La quinta fuerza
supuestamente actuaria de modo repulsivo a una escala entre 100 y 1000 metros y de manera diferente en objetos de
materiales diferentes. Un andlisis profundo de los experimentos, sin embargo, ha mostrado que en realidad no existe tal
fuerza.

3Notese que esto es en realidad la razén por la que un astronauta no tiene peso en una érbita alrededor de la Tierra:
porque estd continuamente en caida libre alrededor de la Tierra.
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Figura 9.2: Un observador en caida libre es (localmente) equivalente a un observador en ausencia de campo
gravitatorio. No hay un experimento fisico que pueda distinguir (jlocalmente!) entre estos dos casos.
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Figura 9.3: Un observador en un ascensor acelerado con aceleracion constante es equivalente a un obser-
vador en reposo en un campo gravitacional constante. No hay un experimento fisico que pueda distinguir
(jlocalmente!) entre estos dos casos.

Por otro lado, un observador O’ en un ascensor que estd acelerado en el espacio interestelar
con una aceleracién constante a verd los mismos efectos que veria un observador en un campo
gravitacional constante. En particular, si O’ suelta una bola desde un punto zy en el momento
t, cuando el ascensor tiene una velocidad v (con respecto a un observador externo ©), la bola
seguird por inercia una trayectoria x(t) = zo + vt (con respecto a ), dado que el ascensor ya
no ejerce ninguna fuerza sobre ella. Sin embargo, el ascensor seguird acelerando, de modo que
la trayectoria de éste viene dada por X () = vt + 1at? en las coordenadas de O. Mientras las
velocidades relativas entre O y O’ son pequefias (y por lo tanto ¢ =~ t’), vemos que la trayectoria
de la bola en las coordenadas de O’ viene dada por

1
2(t) = x(t) — X(t) = mo — EatQ. (9.8)
En otras palabras, para O’ es como si la bola cayera en un campo gravitatorio con aceleracién
gravitacional § = —a (véase Figura 9.3). Por lo tanto, un observador moviéndose con aceleracién

constante, aunque no sea un observador inercial en el sentido newtoniano, se podria considerar
en reposo en un campo gravitatorio.

Principio de Equivalencia (para aceleraciones constantes): Un observador en movi-
miento uniformamente acelerado es equivalente a un observador inercial en un campo gravi-
tatorio constante. Es imposible determinar la diferencia entre estas dos situaciones a base de
experimentos fisicos.

Noétese que para O la bola choca con el suelo del ascensor porque el suelo alcanza la bola, al no
estar acelerada ésta tltima, mientras O’ explica el mismo fenémeno diciendo que la bola siente

140



un campo gravitatorio constante. Lo que para O es inercia, para O’ es gravedad. Esto explica la
universalidad de la caida libre y el hecho de que no haya distincién entre masa inercial y masa
gravitatoria: dos bolas en caida, aunque tengan masas distintas o estén hechas de materiales
distintos, alcanzaran la misma velocidad, puesto que siempre se podria considerar que en lugar
de estar en el campo gravitatorio de la Tierra, que el suelo se esté acelerando con una aceleracién
a =9,81m/s? hacia arriba.

En realidad también se puede dar la vuelta al Principio de Equivalencia y decir que un campo
gravitatorio constante en realidad no es mas que un artefacto de una eleccién de unas coordena-
das especificas. Efectivamente, la ecuacién de movimiento de una particula en caida libre en un
campo gravitatorio constante viene dada por la segunda ley de Newton

T =—g. 9-9)

Sin embargo, por el Principio de Equivalencia podriamos tomar el punto de vista de un observa-
dor en caida libre a través del cambio de coordenadas

1
y =z + §gt2, (9.10)

de modo que en las coordenadas nuevas la ecuacién de movimiento de la particula viene dada

por
i = 0. (9.11)

Vemos por lo tanto que en las coordenadas y la ecuacién de movimiento corresponde a la de
una particula libre, aunque no en coordenadas cartesianas, sino en coordenadas curvilineas. Atn
asi es remarcable que hemos podido eliminar el campo gravitatorio (constante!) a través de un
cambio de coordenadas. En la mecanica clasica, las fuerzas que dependen del sistema de referen-
cia y que desaparecen con los cambios de coordenadas, se suelen llamar fuerzas ficticias, como la
fuerza centrifuga o la fuerza de Coriolis. Lo que nos estéd diciendo el Principio de Equivalencia es
que la fuerza gravitatoria generada por un campo gravitatorio constante no es una fuerza fisica,
sino un artefacto del sistema de referencia.

El hecho de que observadores en caida libre en un campo gravitatorio constante son indis-
tinguibles de observadores inerciales es de suma importancia para compaginar la interaccién
gravitatoria con la relatividad especial. Recuérdese que la dificultad de incorporar la gravedad
en la relatividad especial era que ésta tiltima solamente era validad para observadores inerciales,
mientras que los campos gravitatorios necesariamente implicaba la presencia de observadores
acelerados. El Principio de Equivalencia por lo tanto resuelve este problema, por lo menos en el
caso de campos gravitatorios constantes, al permitir que se considera éstos como inerciales.

Veremos en la seccion 9.4 que la situacién es bastante més complicada para los campos gra-
vitatorios inhomogéneos, pero estudiemos primero unas consecuencias directas del Principio de
Equivalencia en campos gravitatorios constantes.

9.3. Experimentos en un ascensor

El Principio de Equivalencia, en su forma sencilla, para campos y aceleraciones constantes,
llevado a sus tltimas consecuencias, predice unos efectos relativistas remarcables. Estudiaremos
estos efectos en detalle y con la necesaria precisién matematica en el Capitulo 11, pero aqui to-
maremos un primer contacto, partiendo de primeros principios.

Volvamos a la comparacién de un observador en un campo gravitatorio constante y un obser-
vador en movimiento uniformemente acelerado. El Principio de Equivalencia dice entonces que
no existe ningtn experimento fisico que sea capaz de distinguir entre los estados de movimiento
de los dos observadores. En todo esta secciéon también supondremos que todas las velocidades
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vy diferencias de velocidades Av sean pequefias en comparacién con la velocidad de la luz, de
modo que en primera aproximacién no nos tenemos que preocupar por las correcciones debido
a efectos de la relatividad especial. Para un anélisis mas profundo referimos a la literatura.

Concretamente, consideramos un observador O’ en un ascensor que se mueve con una acele-
racién constante a con respecto a un observador externo O. Los dos observadores O y O’ estardn
de acuerdo en que hay una aceleracion relativa entre ellos, pero no se pondran de acuerdo sobre
quién se mueve y quién estd en reposo, ya que O’ puede insistir en que él no estd en movimiento,
sino en reposo en el campo gravitatorio con aceleracién gravitacional g = —a y que la aceleracién
relativa entre los dos es debida a que O estd en caida libre en ese campo gravitatorio. Esta es la
razén, segan O, por la que O no nota la fuerza del supuesto campo gravitatorio: precisamente
porque estd en caida libre.

Para poder mantener la afirmacién de O’ de que estd en reposo en un campo gravitatorio, la
fisica que vea O" y que vea un observador O” en un campo gravitatorio constante, tiene que ser la
misma, en el sentido de que cualquier fendmeno que ve uno de ellos, también lo tiene que notar
el otro. Examinaremos algunos de estos fenémenos.

Ya lo hemos dicho en la seccién anterior, pero merece la pena volver a mencionarlo aqui. Si el
observador O’ en el ascensor suelta un masa en el momento ¢ = t; cuando el ascendor tiene una
velocidad v(t) relativo a O, esta masa seguird moviéndose con la velocidad v(%¢), independiente-
mente del ascensor. Por lo tanto el observador externo O vera que el fondo del ascensor se acerca
al objeto soltado con una velocidad relativa v(t) = v(t9)+at y se choca con la masa después de un
tiempo ¢t = \/2a/h, donde h es la altura dentro del ascensor desde la cual O’ ha soltado el objeto.
El observador O’ verd el mismo fenémeno, pero lo interpretard de manera distinta. Para €I, la
masa se mueve de manera acelerada hacia abajo, debido a la fuerza gravitatoria. El tiempo que
tardan distintas masas en llegar al suelo y las velocidades que alcanzan son siempre los mismos.
Para O esto estd claro a base de la inercia, ya que una vez soltadas, ya no acttia ninguna fuerza
sobre ellas. Por otro lado O’ concluye que el tiempo de caida y las velocidades alcanzadas son
independientes de la masa y la composicién de los objetos soltados, precisamente lo que observa
también el observador O” en un campo gravitacional. Esto no s6lo explica la universalidad de
la caida libre, sino también indica que la gravedad se acopla de manera universal a toda la materia,
independientemente de la masa o la composicién. No hay manera de que una particula no note
la gravedad, en contraste con el electromagnetismo, donde una particula neutra no interacciona
con los campos electromagnéticos.

No sélo particulas masivas estdn afectadas por la gravedad, sino también la luz. Si el observa-
dor O emite una sefial de luz que entra horizontalmente por el lateral del ascendor a una altura
h, saldra la luz por el otro lateral a una altura h — %atQ, donde ¢ es el tiempo que necesita la sefial
en atravesar el ascensor. Para O la trayectoria de la luz es una recta, ya que es el ascensor el que
se mueve hacia arriba. Sin embargo el observador O’ verd en sus propias coordenadas que la luz
sigue una trayectoria curva, que él atribuird a la presencia de campo gravitatorio. Una primera
prediccién por lo tanto de la relatividad general, o mejor dicho del Principio de Equivalencia,
es que hay una desviacién de la luz de su trayectoria recta en presencia de gravedad. Efectiva-
mente un observador 0" en un campo gravitatorio ve la luz desviada si pasa cerca de cuerpos
masivos, como fue comprobado exprimementalmente en el famoso eclipse solar de 1919. El mis-
mo fenémeno es responsable de los efectos de las lentes gravitatorias y las cruces de Einstein
observadas en imagenes de galaxias lejanas. Discutiremos esto en més detalle en la seccién 11.3.

Otro experimento que puede hacer el observador (0’ en el ascensor es emitir una serie de pul-

4Einstein hizé una primera estimacién del efecto de la desviacién de la luz cerca del sol en 1911, basado puramente
en el Principio de Equivalencia, obteniendo una deflexién de 0,83 arcosegundos. Se hicieron intentos de medir el efecto
en eclipses solares en Brasil en 1912 y en Rusia en 1914, pero fracasaron debido al mal tiempo y el estallido de la Primera
Guerra Mundial. En 1915 Einstein volvi6 a calcular el efecto, ahora en base a las ecuaciones de Einstein completas y se
dio cuenta de que el resultado verdadero es una desviacién de 1,7 arcosegundos, el doble de su primera estimacién. Fue
este resultado el que fue confirmado en el eclipse de 1919 y que dio a Einstein su fama mundial. Uno sélo puede adivinar
lo que habria pasado si las expediciones de 1912 y 1914 no hubieran tenido la mala suerte que tuvieron.
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sos periddicos con perido 7T, desde el fondo del ascensor hacia el techo. El observador exterior O
verd que en el tiempo At entre la emisién en el fondo y la deteccién en el techo, el ascensor ha
adquerido una velocidad adicional Av = aAt, de modo que hay una velocidad relativa entre la
fuente en el momento de emisién y el detector en el momento de deteccién, lo que da lugar a un
efecto Doppler: el detector verd llegar los pulsos con una frecuencia més baja que la frecuencia de
emision. Este mismo efecto lo verd también (0, pero él, creyendo que estd en un campo gravita-
cional, dira que el efecto Doppler es debido al hecho de que la luz pierde energia al salir el pozo
potencial. En 1960 y 1964 Robert Pound y Glen Rebka hicieron una verificacién experimental en
un campo gravitatorio real, confirmando que efectivamente un efecto Doppler gravitacional existe,
tal como lo predice el Principio de Equivalencia. La luz que escapa de un campo gravitatorio
sufre un corremiento hacia el rojo, mientras la luz que entra en un pozo potencial gravitacional
un corremiento hacia el azul. Discutiremos esto en més detalle en la seccién 11.4.

Se puede hacer facilmente una estimacién del efecto en primera aproximacién. El emisor emi-
te la primera sefial en el momento ¢ = 0 y llega en el momento ¢ = At,> de modo que la sefial en
este tiempo ha viajado una distancia

At = h+ %a(At)Q, (9.12)

donde  es la altura del ascensor, es decir, la distancia entre el emisor y el detector en reposo. De
(9.12) podemos calcular una expresion para At en funcién de b y a:

At = 2(1 V1o 2ah) ~ h, (9.13)
donde en la tltima igualdad hemos supuesto que ah < 1y desarrollado la raiz cuadrada en un
desarrollo de Taylor, queddndonos s6lo con el primer orden.® Fisicamente esto corresponde al
hecho de que la aceleracion es suficientemente pequeia para que el cambio de velocidad Av en
el intervalo de tiempo At sea despreciable. En el momento ¢ = T, el emisor emite la segunda
sefal, que llega al detector en el momento At + 7. (En otras palabras, 7 es la periodo de la sefial
en el momento de emisién y Ty el periodo en el momento de deteccién.) La distancia recorrida
por la segunda serial es por lo tanto

1 1
At+T;—T. = h+ §a(At +Ty)* - 5an

Q

1
h + §a(At)2 + aTyAt, (9.14)

donde en la dltima igualdad hemos supuesto que Ty y T son pequeias en comparacioén con At.
Podemos obtener facilmente la relacién entre T, y Ty restando (9.12) de (9.14),

Ty —Te = aTyAt, (9.15)
o sustituyendo la expresion (9.13) para At

T, ~ (1 - ah) Ty, (9.16)
de modo que el periodo de la sefial es mayor en el momento de deteccién que en el momento de

emision. En otras palabras la senal ha sufrido un corrimiento hacia el rojo con un factor (1 — ah).
Dado que para el observador OO’, que se cree en un campo gravitatorio, el factor ah es la diferencia

5Estrictamente hablando, el tiempo t corresponde al tiempo del observador externo O, pero para velocidades pe-
quefas en comparacion con la velocidad de la luz, la diferencia entre el tiempo de O’ y O es depreciable.

®Obviamente, la ecuacion (9.12) tiene otra solucién, pero ésta es negativa, de modo que se puede rechazar por razones
fisicas.
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Figura 9.4: Los efectos de marea: el Principio de Equivalencia sélo es valido localmente, a escalas pequerias.
A escalas mas grandes se puede ver la diferencia entre gravedad y aceleracién a través de las fuerzas de
marea, debido a la inhomogeneidad del campo gravitacional.

del potencial gravitatorio ®(x) entre el emisor y el detector, el Principio de Equivalencia predice
que en un campo gravitatorio constante la luz sufre un efecto Doppler gravitacional

T, ~ [1 - (cp(h) - @(0))}Td. (9.17)

En la seccién 11.4 deduciremos una expresion mds exacta para el efecto Doppler gravitacional en
un campo inhomogéneo.

Por ultimo, el efecto Doppler gravitacional tiene una consecuencia directa: la dilatacion gravi-
tacional del tiempo. El observador O podria considerar al emisor como un reloj que emite pulsos
con una cierta frecuencia y comparar esta frecuencia con la de un reloj similar situado donde el
detector. Debido al efecto Doppler gravitacional, notara que el reloj en el suelo del ascensor corre
menos rdpido que el reloj en el techo. Esto se corresponde con el hecho de que un reloj abajo
en un campo gravitatorio va més lento que uno mads arriba, donde la diferencia viene dada por
9.17).

9.4. El Principio de Equivalencia para campos inhomogéneos

Hasta ahora hemos tenido mucho cuidado al considerar el Principio de Equivalencia sola-
mente en el caso de campos gravitatorios constantes o aceleraciones constantes. Sin embargo,
en la Naturaleza los campos gravitatorios son causados por la presencia de materia y cada dis-
tribucion de materia da lugar a una configuracién especifica de campo gravitatorio, en general
inhomogénea. Por lo tanto un campo gravitatorio constante es en realidad una aproximacién a
pequeria escala, védlida en una regién pequenia cerca de la superficie de objetos grandes, como
la Tierra y habra que estudiar qué es lo que queda del Principio de Equivalencia para campos
gravitatorios generales.

El problema que encontramos es que el Principio de Equivalencia deja de ser valido para cam-
pos gravitatorios generales, ya que precisamente las inhomogeneidades del campo hacen que un
observador puede distinguir entre estar en caida libre o ser un observador inercial en ausencia de
gravedad. Por ejemplo, en un campo gravitatoria radial (producido por una masa esféricamente
simétrica, como la Tierra) dos bolas en caida libre no seguiran trayectorias paralelas, sino que se
acercaran lentamente segtin vayan cayendo cada vez mas hacia el centro del campo gravitatorio.
Observando con suficiente precisién, un observador en caida libre puede detectar este efecto y
darse cuenta de que se encuentra en un campo gravitatorio real (véase Figura 9.4).

El carédcter inhomogéneo del campo gravitatorio también nos impide deshacer los efectos de
la gravedad a través de un cambio de coordenadas. Al aplicar en cambio de coordenadas (9.10),

1
Yy = -+ 59(1())t2, (918)
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en un punto p (con coordenadas zy) de un campo gravitatorio inhomogéneo, uno puede con-
seguir la ecuacién de movimiento tome la forma (9.11) en ese punto p, pero no en un punto ¢
cercano, ya que el valor de la aceleracion gravitatoria g(z) varia de punto en punto. En contraste
con los campos gravitatorios homogéneos, uno no puede considerar la fuerza gravitatoria inho-
mogénea como una fuerza ficticia.

El hecho de que el Principio de Equivalencia no sea valido en general, pone en serio peligro
nuestra estrategia para compaginar los observadores acelerados en campos gravitatorios con el
Principio de la Relatividad. Concretamente, los efectos causados por las inhomogeneidades de un
campo gravitatorio general se llaman fuerzas de marea y son justo estos efectos los que hacen que
un observador sea capaz de distinguir entre un sistema inercial y un sistema en caida libre. Sin
embargo, estas fuerzas de marea son pequeiias a escalas pequefas, ya que son proporcionales al
gradiente del campo gravitatorio. Por lo tanto, a escalas tan pequefnas que el campo gravitatorio
parece localmente constante, las fuerzas de marea desaparecen y el Principio de Equivalencia
vuelve a recuperar su validez, aunque sea localmente.

Principio de Equivalencia (formulacién general): Observadores en caida libre en un
campo gravitatorio general son localmente equivalentes a observadores inerciales. No hay
experimentos locales que puedan distinguir entre estas dos situaciones.

Es importante darse cuenta del validez local, no global, del Principio de Equivalencia: con-
sidera dos observadores en caida libre cerca de la Tierra, uno encima del ecuador y otro encima
del Polo Norte. Cada uno de estos observadores puede considerarse (brevemente) en resposo en
ausencia de gravedad, pero atn asi vera que el otro observador estd acelerado con respecto a él.
No existe un sistema de referencia donde ambos observadores estan simultineamente en reposo,
por la sencilla razén de que las inhomogeneidades del campo gravitatorio causa aceleraciones
relativas entre los dos.

La pregunta que entonces surge es ;jcudl es esa escala a partir de la que el Principio de Equi-
valencia pierde su validez? ; A qué se refiere exactamente con experimentos locales? Basicamente
el Principio de Equivalencia es vélido mientras que los efectos de marea sean indetectables. Ya
hemos dicho que los efectos de marea son proporcionales al gradiente del campo gravitacional:
los efectos serdn mas grandes cerca de una masa puntual que lejos de ella. Pero el gradiente del
campo gravitacional no es el tinico parametro: el rango de validez del Principio de Equivalen-
cia también depende de la precisién de los experimentos a nuestra disposicién. Si se tiene unos
aparatos con un error experimental AL, se verd que el Principio de Equivalencia se cumple en
regiones del espaciotiempo donde el gradiente del campo gravitatorio no es mayor que 1/AL.”
Al obtener aparatos nuevos con una precisiéon mas alta, la region de validez se reducira corres-
pondientemente.

A primera vista esto parece reducir el Principio de Equivalencia a una tautologia: en regiones
donde no soy capaz de medir nada, no veré ningdn efecto. Sin embargo, esto no es cierto. Uno
podria imaginarse perfectamente una teoria donde en regiones donde los experimentos no detec-
tan ningtin gradiente apreciable en el campo graviatatorio, objetos de distinta masa y/o distinta
composicion cayesen a velocidades distintas. De hecho, esto es lo que pasa con la fuerza elec-
tromagnética: objetos con la misma carga pero con masas distintas, como el protén y el nucleo
de deuterio (2H "), aceleran de manera distinta en un campo eléctrico. Ambas particulas sienten
la misma fuerza atractiva por tener la misma carga eléctrica, pero la inercia del deuterio es dos
veces mayor por tener el doble de masa. Sin embargo en el caso de la gravedad, la “carga gravi-
tatoria” es la misma masa que causa su inercia, de modo que la aceleracién gravitatoria de todas

7Con regiones pequeias del espaciotiempo queremos decir no solamente regiones espaciales pequefias (i.e. ascensores
de tamafio limitado), sino también intervalos de tiempo pequefios en comparacion con el tiempo que necesita la luz para
recorrer una distancia en que el gradiente llegue a ser apreciable. Un efecto de marea pequefio podria acumularse en un
intervalo de tiempo grande y llegar a ser notable de esta manera.
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Figura 9.5: La gravedad como manifestacion de la curvatura del espacio. Las trayectorias de particulas
libres en un espacio curvo son las geodésicas de la variedad. Sin embargo un observador que insiste en
utilizar las coordenadas de un espacio plano se ve obligado a invocar fuerzas a distancia F para describir
las aceleraciones observadas.

las particulas es la misma, independientemente de su masa. Esto es lo que hace que el Principio
de Equivalencia no es trivial, sino muy profundo.

9.5. Implicaciones matematicas del Principio de Equivalencia

La validez del Principio de Equivalencia, y precisamente su caracter local, tiene importantes
implicaciones sobre la estructura matemaética del espaciotiempo. El hecho de que localmente un
observador no pueda distinguir entre estar en caida libre en un campo graviatatorio o ser un ob-
servador inercial interestelar implica que existe un cambio de coordenadas que elimina el campo
gravitatorio en una pequefia regién y hace que el espaciotiempo parezca localemente Minkowski.
Debido a las inhomogeneidades del campo gravitatorio, ese cambio de coordenadas serd distinto
en cado punto del espaciotiempo y en general no serd posible encontrar una transformacion tal
que el espacio entero se reduzca al espacio de Minkowski. La imagen que surge por lo tanto es la
de un espacio que en cada punto es localmente plano (Minkowski), pero globalemente no. Esto
es el concepto de una variedad con curvatura, que encontramos en la Parte II.

Efectivamente, el espaciotiempo de la relatividad general es una variedad lorentziana cua-
drimensional con curvatura determinada por la conexiéon de Levi-Civita, donde las particulas
libres (es decir, las particulas sobre las que tinicamente acttia la gravedad) viajan a lo largo de las
geodésicas de la variedad curva. En particular, el hecho de que el espaciotiempo tenga una curva-
tura no-trivial hace que las particulas libres sufren un efecto de desviacién geodésica: particulas
que inicialmente siguen trayectorias paralelas notardn aceleraciones relativas entre ellas.

Sin embargo, si uno insiste en que el espacio es plano y descriptible en términos de coordena-
das cartesianas, uno tiende a invocar la Segunda Ley de Newton y adscribir estas aceleraciones a
alguna fuerza F, que actta a distancia y se transmite por el vacio (véase Figura 9.5). La interpre-
tacion relativista, por lo tanto, de lo que en la mecédnica newtoniana es la fuerza gravitatoria ﬁgmv
es justamente esto: una pseudo-fuerza debido al uso de un sistema de coordenadas “inapropia-
do”. En realidad, la interaccion gravitatoria no es mas que una manifestaciéon de la curvatura del
espaciotiempo. La gravedad es geometria.

La mejor ilustracién de la diferencia entre estas dos maneras de pensar es la interpretacion de
la ecuacién de movimiento de una particula en un campo gravitatorio. Donde para Newton la
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particula obedece la segunda ley de Newton

] Fir'lV
B B, (9.19)
m

para Einstein, la particula sigue una geodésica en el espaciotiempo curvo,
it + Ty a"a" = 0. (9.20)

En otras palabras, lo que para Newton es la fuerza gravitatoria a distancia Fi,ay/m, es para Eins-
tein un término puramente geométrico, I';},#”, debido a la curvatura no-trivial del espacio-
tiempo.

En la seccién 8.5 hemos visto que alrededor de cualquier punto de una variedad se puede
considerar una pequeiia regién en la cual el espacio tangente era una buena aproximacién para
la variedad. Ademads en esta pequefia regién existen unas coordenadas, las llamadas coordenadas
localmente inerciales, tales que en una regién pequena alrededor de este punto los simbolos de
Christoffel son cero y la métrica se reduce a la plana en primera aproximacién. Esta propiedad
de las variedades de es el fundamento matematico del Principio de Equivalencia: el observador
que se cree localmente inercial es el observador que usa las coordenadas localmente inerciales y
ha eliminado el campo gravitatorio, por lo menos en una pequea regién alrededor de si mismo.

El hecho de que el cambio de coordenadas (8.48) entre unas coordenadas arbitrarias z* y las
coordenadas localmente inerciales y* sea un cambio general de coordenadas, implica que las
leyes de la fisica tienen que transformar bien bajo un grupo mas grande que el grupo de Lorentz.
Efectivamente, en las coordenadas localmente inerciales, un observador tiene todo el derecho a
llamarse un observador inercial y por lo tanto para él las leyes de la fiscia tendran la forma de
las leyes de la relatividad especial, por lo menos localmente. Sin embargo, el mismo observador
podria estudiar los fenémenos fisicos en cualquier otro sistema de coordenadas y deberia llegar
a las mismas leyes de la fisica, aunque escritas en coordenadas distintas. Esta observacion nos
lleva a otro principio basico:

Principio de Covariancia: Las leyes de la fisica deben tener la misma forma en todos los sis-
temas de referencia. Las leyes de la fisica deben por lo tanto transformar de manera covariante
bajo cambios generales de coordenadas.

En la practica esto implica que una ley es vélida en general si es valida en relatividad especial
y sila escribimos de manera covariante, es decir, en funcién de objectos que transformen bien bajo
cambios generales de coordenadas. En particular, sustituyendo derivadas parciales por derivadas
covariantes y la métrica 1), por una métrica general g,,,,. Einstein lleg6 a esta conclusién en 1913,
mas de 5 afios después del Principio de Equivalencia y atin asi no lo utiliz6 en sus primeras
formulaciones de la relatividad general, porque temia que no diese el limite newtoniano correcto
y violara la causalidad y el determinismo.® S6lo en 1915 lleg6 a una version de las ecuaciones de
Einstein que estaba de acuerdo con ambos principios.

Vemos por la tanto que el Principio de Equivalencia y la geometria diferencial son dos caras
de la misma moneda, que expresan, cada uno de su manera, fisica 0 matematica, el caracter
del espaciotiempo como variedad lorentziana con curvatura. No nos sorprenderd por lo tanto
que todas las herramientas de la geometria diferencial que hemos visto en la Parte Il nos van a
resultar extremadamente ttiles para toda la fisica gravitacional relativista.

8En particular le preocupaba que unas ecuaciones covariantes no determinan por completo la forma de la métrica a
partir de unas condiciones iniciales y tardé mds de dos afios en comprender que los grados de libertad no determinados
no eran fisicos, sino que corresponden a la libertad de elecciéon de coordenadas.
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9.6. Curvatura, sensacion de peso y sistemas inerciales

En las secciones anteriores hemos encontrado diferentes tipos de observadores: observadores
acelerados y no-acelerados, observadores en el espacio plano y el espacio curvo, observadores
que notaban o no un campo gravitatorio y hasta observadores acelerados que se creian inerciales
y vice versa. Hemos visto el Principio de Equivalencia adscribe (por lo menos localmente) las mis-
mas sensaciones y resultados experimentales a observadores que claramente estdn en situaciones
muy distintas y hemos encontrado que en un caso la fuerza gravitatoria es una manifestacién de
la curvatura del espaciotiempo y en otro caso un artefacto del uso de coordenadas curvilineas.
Aunque es extremadamente importante la leccion que nos da el Principio de Equivalencia sobre
el cardcter del campo gravitatorio, es facil perderse entre las distintas posibilidades y tener la
sensacién de que los drboles no le dejan a uno ver el bosque.

Una primera fuente de posible confusién es el uso poco riguroso del término “gravedad”.
Hasta ahora hemos usado “fuerza gravitatoria” para referirnos a dos cosas que en realidad son
muy distintas: la curvatura del espaciotiempo y la sensacién de tener peso. Ambos conceptos
representan ciertos aspectos de lo que solemos denominar con el término general “gravedad”,
pero cuya distincién es fundamental para entender bien las implicaciones del Principio de Equi-
valencia. El hecho de que son dos cosas distintas se ve en que algunos observadores notan uno
de estos aspectos, otros el otro, algunos notan los dos y otros ninguno.

La gravedad como sensacion de peso es lo que intuitivamente entendemos como la fuerza
gravitatoria (a la Newton) y es lo que més se acerca a la idea cotidiana de gravedad. Es la sen-
sacién de tener que luchar contra una fuerza permanente y de cansarse si uno estd mucho rato
de pie. Es lo que permite distinguir entre arriba y abajo y hace que los objetos caen hacia abajo.
La ausencia de la sensacién de peso es el cosquilleo que uno siente en la tripa en una montafia
rusa o al caerse de una cierta altura, debido al hecho de que en ese momento las visceras ya no
pesan en la cadera. La sensacion de peso es un concepto muy fisico (fisiolégico, en contraste con
matematico) y depende de la manera en que se mueva un observador. Por esa razén es posible
aumentar esta sensacion de peso o hacerla desaparecer al cambiar el estado de movimiento, es
decir con un cambio de coordenadas: dos observadores moviéndose de manera distinta en el
mismo punto del espacio pueden llegar a tener sensaciones de peso completamente distintas.

Por otro lado, gravedad como manifestacién de la curvatura del espacio es un concepto mu-
cho més objetivo (hasta se puede decir que es un concepto absoluto), ya que describe las pro-
piedades matematicas del espaciotiempo considerado. La curvatura del espaciotiempo es la res-
ponsable de que el resultado de transporte paralelo de un vector depende de la curva seguida y
que geodésicas cercanas sufren una desviacién geodésica. La ausencia de curvatura hace que to-
dos los observadores recuperen los resultados de la geometria euclidea, independientemente de
cémo se muevan o de las coordenadas que usen. Dos observadores moviéndose de manera dis-
tinta en el mismo espacio verdn exactamente las mismas propiedades geométricas, ya que éstas
con intrinsicas de la variedad considerada, no del sistema de referencia elegido.

Ahora, es importante darse cuenta de que estos dos conceptos son completamente indepen-
dientes, precisamente porque uno es subjetivo y el otro no. Un observador en el espacio plano
puede tener sensacién de peso si estd acelerado y sentird ingravidez si no lo esta, mientras que
un observador en el espacio curvo siente ingravidez si sigue una trayectoria geodésica, pero si
no, no. Discutamos esto en un poco méas de detalle considerando cuatro observadores distintos y
comparando lo que tienen en comun y en qué se distinguen entre ellos.

Los cuatro observadores son basicamente los que hemos encontrado en la seccién 9.2: dos ob-
servadores O y O, en el espacio interestelar y dos observadores Oz y Oy cerca de la superficie de
un planeta masivo (véase Figura 9.6). Supondremos que O; y O, estdn tan alejados de cualquier
concentracién de materia, que se pueden considerar que en una regién muy grande alrededor de
ellos el espacio es (de modo efectivo) Minkowski. Lo que distingue O; y O es que O se mueve
con una aceleracién constante con respecto al primero. Por otro lado, la masa del planeta de O3 y
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Figura 9.6: Cuatro observadores inequivalentes: un observador inercial en el espacio plano (1), un observa-
dor acelerado en el espacio plano (2), un observador en caida libre en un espacio curvo (3) y un observador
en resposo en un espacio curvo (4). Cada observador tiene algo en comiin con cualquier de los otros tres
observadores, pero también algo que les distingue, de modo que los cuatro representan situaciones fisicas
distintas.

Oy curva el espaciotiempo, como veremos en el Capitulo 12, de modo que la geometria que ven
éstos no es plana. Dentro de este espaciotiempo curvo, O3 estd en caida libre, mientras que Oy se
queda en reposo en la superficie del planeta (que supondremos estético y sin rotacién).

Por lo tanto O; y O ven la misma geometria, aunque la midan en coordenadas distintas:
O, usa de manera natural las coordenadas cartesianas de la relatividad especial, mientras que
O, utiliza las coordenadas correspondientes a un sistema acelerado, de las que en el Capitulo
?? veremos que se llaman las coordenadas de Rindler. Atn asi, ambos observadores coincidirdn
sobre las propiedades geométricas del espaciotiempo y los efectos que éstas tienen sobre la fisica.
Por ejemplo, ambos estardn de acuerdo en que las geodésicas son aquellas curvas que O; llama
rectas y que dos rayos de luz inicialmente paralelas no se cruzan nunca. De la misma manera O3
y Oy coincidirdn en que en su espacio hay un efecto de desviaciéon geodésica apreciable, debido
a la curvatura causada por la presencia del planeta, a pesar de que Oy utiliza las coordenadas
de Schwarzschild y O3 unas coordenadas localmente inerciales. De la misma manera estaran de
acuerdo en que no es posible sincronizar dos relojes en reposo a distintas alturas sobre el suelo. En
otras palabras, O3 y O dirdn ambos que en su espacio hay una campo gravitatorio en el sentido
de curvatura, mientras O; y O, coincidirdn que en su caso no lo hay. Por lo tanto, la geometria
del espacio y los procesos fisicos que ocurren son absolutos e independientes del observador.

Aunque O, y O, coincidan sobre las propiedades matematicos de su espacio, la percepciéon
(la sensacion fisioldgica y la interpretacion de los hechos) de cada uno es muy distinta: O estd ex-
perimentando una ingravidez, mientras que O, estd notando claramente su peso. Y exactamente
lo misma pasa con O3 y Oy respectivamente. Aunque estén en espacios distintos, con geometrias
distintas, O; y O3 tiene la misma sensacién de peso, al igual que lo tienen O, y Oy. Es precisa-
mente eso lo que permite el Principio de Equivalencia relacionar estos observadores y declararles
equivalentes (aunque solamente localmente, ya que la curvatura en un caso causa efectos de ma-
rea que no ve el otro). Por lo tanto, si debido a su ingravidad O; y Oz afirman de que no hay un
gravedad, mientras que Oy y O, afirman que si la hay, no se estdn referiendo a gravedad como
curvatura, sino a la sensacién de peso.

Aunque O3 ve los mismos fenémenos fisicos que Oy, el hecho de que tenga la misma sensa-
cién de peso que O, hace que su interpretacién de estos fenémenos se parece més a la de O;
que a la de 04, como hemos argumentado en las secciones anteriores. Y lo mismo ocurre para
O3 y O4. Por ejemplo, O, puede adscribir su peso a la presencia de un campo gravitatorio pa-
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o)) [ O3 Oy
Peso No Si No Si
Curvatura | No No Si Si
Meétrica Nuw | Jap = gyiz 27””;7@/ Nap +O@?) | guw
I, =0 #0 =0+0(z) | #0
Ry =0 =0 £0 £0

Cuadro 9.1: Resumen de lo que cada uno de los cuatro observadores tiene en comitin y lo que les distingue
de los demds observadores: O1 y Os tienen la misma sensacién de peso (al igual a O y O4), por lo que
el Principio de Equivalencia puede declararles equivalentes. Sin embargo, no ven la misma curvatura, de
modo que la equivalencia sélo es local. O1 y Oo, al estar en el mismo espacio (al igual que Oz y Oy) ven la
misma geometria y los efectos de ésta sobre la fisica. Notese que la sensacion de peso estd codificada en los
simbolos de Christoffel, mientras que la curvatura lo estd en el tensor de Riemann.

recido al de O, aunque se dara cuenta de su interpretacién erronea en cuanto decida cambiar a
coordenadas localmente inerciales. En esta caso de encontrara con la sorpresa de que su campo
gravitatorio no s6lo desaparece en una pequefia regién alrededor de él, sino en el espacio entero,
ya que sus coordenadas localmente inerciales son en realidad las coordenadas cartesianas de O;.
En este sentido esta claro que es Oy él que estd acelerado, y no O, ya que sélo O; sigue una
trayectoria geodésica en el espacio de Minkowski.

Se puede expresar todo este andlisis en términos matemadticos: ya hemos visto en la Parte II
que la curvatura de un espaciotiempo viene codificada en el tensor de Riemann R,,,,*, y al ser
éste un objeto covariante, todos los observadores del mismo espaciotiempo coincidiran sobre su
valor (médulo cambios generales de coordenadas). Por otro lado, la sensacién de peso depende
de la manera en que se muevan los observadores y se puede eliminar a través de un cambio
de coordenadas. Eso es posible porque la sensaciéon de peso estd codificada en los simbolos de
Christoffel I',,, que efectivamente no son tensoriales y pueden ser igualadas a cero localmente a
través de un cambio de coordenadas. Ademads, sabemos que los simbolos de Christoffel pueden
ser distintos de cero en coordenadas curvilineas en el espacio plano, lo que explica por qué el
observador O, nota su peso atun en ausencia de curvatura, mientras que Oz no lo nota en un
espacio curvo (véase Cuadro 9.1).

Finalmente, nos podemos preguntar a cual de estos observadores podriamos llamar inerciales.
Para la mecédnica newtoniana e incluso la relatividad especial, el asunto es muy sencillo: aunque
las posiciones y las velocidades son relativas, las aceleraciones son absolutas, en el sentido de que
las nota cualquier observador. Por lo tanto un observador puede saber perfectamente si estd en un
sistema inercial o no: si se nota que las particulas en su sistema de referencia sufren aceleraciones
no-inerciales, es decir, aceleraciones que no se atribuyen a fuerzas que actian sobre las particulas,
entonces el sistema no es inercial. Por otra lado, si todas las aceleraciones se pueden adscribir a
fuerzas (es decir, si es vélida la segunda ley de Newton), el sistema es inercial. En este sentido,
Newton no hubiera dudado en llamar inerciales a O; y Oy, ya que los dos son observadores
estaticos, el primero en ausencia de gravedad y el segundo en un campo gravitatorio, mientras
que de ninguna manera hubiera pensado en O y O3 como inerciales.

Sin embargo, el Principio de Equivalencia complica seriamente esta idea ingenua. Hemos
visto que el Principio de Equivalencia relaciona las experiencias de observadores inerciales a la
Newton con no-inerciales (01 con O3 y Oz con Oy), afirmando que por lo menos localmente no
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hay distincién entre ellos. En otras palabras, la distincién que era tan obvia para Newton, ya es
mucho menos clara, ya que el Principio de Equivalencia implica que no solamente las velocida-
des, sino también la (sensacién de) aceleracion es relativa.

Desde el punto de vista de la geometria diferencial se podria definir inerciales como aquellos
observadores que siguen geodésicas (los que no tienen sensacién de peso, es decir O; y Os), ya
que las geodésicas, siendo las trayectorias no-aceleradas un concepto objetivo de la geometria del
espacio. Pero atin asi esto no encaja con la definicién de ingenua de Newton: dado un observador
inercial, todos los demds observadores inerciales se tienen que mover de manera uniforme rec-
tilinea con respecto al primero. Sin embargo, dos observadores O3 y O3 cayendo uno sobre el Polo
Norte y otro sobre el ecuador tienen una aceleracion relativa debido a la desviacién geodésica.

Pero si no podemos elegir de manera natural como inercial a un observador especifico de
una familia de observadores no-acelerados, incluso si los observadores acelerados tienen dificul-
tad para distinguir (localmente) si estdn acelerado o no, ;como podemos identificar los sistemas
inerciales? Es una pregunta importante, ya que uno de los postulados de la relatividad especial
es que las leyes de la fisica son validas para observadores inerciales. Si no sabemos quiénes son
estos observadores inerciales, jcémo sabemos para quién la relatividad especial es correcta? En
otras palabras, la pregunta se reduce a ;c6mo encaja la relatividad especial dentro del marco de
la relatividad general?

En el libro “The Evolution of Physics” (1938), Albert Einstein y Leopold Infeld (1898 - 1968) se
hacian la pregunta de cémo definir un sistema inercial y, mds profundo atin, si es que realmente
existen los sistemas inerciales. Su conclusion era que el concepto cldsico de sistema inercial no
estd bien definido, ya que para identificarlo hace falta recurrir a un razonamiento circular: segin
Newton, un sistema inercial es aquel sistema donde una particula libre de influencias externas
viaja de manera uniforme y rectilinea. Pero la tinica manera de definir “una particula libre de
influencias externas” es justamente como una particula que viaja de manera uniforme y rectilinea
en un sistema inercial. Einstein e Infeld por lo tanto hacen el comentario irénico

“Hemos aprendido mucho sobre las leyes de la fisica: que son invariantes bajo las transformaciones
de Lorentz y que son validas en todos los sistemas inerciales que se mueven de manera uniforme
entre ellos. Es cierto que tenemos las leyes, pero no sabemos a qué sistema de referencia se refieren
[...] y asi parece que toda la construcciéon mental fisica estd construida sobre arena.”

La solucién de este problema estd en relajar el estatus especial que da la mecanica newto-
niana y la relatividad especial a los sistemas inerciales. El Principio de Covariancia dice que el
lenguaje tensorial permite escribir las leyes de la fisica de manera que son validas para todos los
observadores y el Principio de Equivalencia nos ensefia que cualquier observador tiene derecho a
considerarse inercial, ya que siempre puede interpretar posibles aceleraciones no-inerciales como
efectos gravitatorios.

Por lo tanto, también el concepto de sistema inercial se ha vuelto relativo y surge una nueva
imagen: en lugar de que exista una tnica clase de sistemas que es universalmente reconocida
como inercial, existen varias clases de observadores que se llamaran inerciales a si mismos y a
los miembros de su clase y no-inerciales a los que no estdn en su clase. Dos observadores que no
pertenecen a la misma clase estardn de acuerdo en que no estdn en la misma clase, es decir, en
que hay aceleraciones relativas entre los dos, pero no estardn de acuerdo sobre quién es el inercial
y quién estd acelerado. Por ejemplo tanto O3 como Of y O pueden considerarse inerciales a
si mismos (con peso o sin peso, segtin el caso) pero verdn a cualquier de los otros observadores
acelerados.

¢(Donde entra entonces la relatividad especial? Un observador, que se considera a si mismo
inercial y que utiliza coordenadas localmente inerciales, verd el espaciotiempo localmente como
Minkowski (en primera aproximacién) y dird que el grupo de simetria es el grupo de Lorentz.
Concretamente, esta relacionado a través de una transformacién de Lorentz con cualquier otro
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observador cercano de la misma clase y entre los dos observadores habra los conocidos efectos
relativistas de la seccién 3.1, como la dilatacion del tiempo y la contraccién de Lorentz.

Pero estos efectos sélo serdn una primera aproximacion a nivel local, ya que el espaciotiempo
en coordenadas localmente inerciales sélo se aproxima a Minkowski en una regiéon pequefia. En
general el espaciotiempo global no tendra la simetria del grupo de Lorentz, por la curvatura
de la variedad, y dos observadores en distintas regiones del espaciotiempo no estdn en general
relacionados a través de una transformacién de Lorentz y se veran mutuamente como acelerados,
debido a las inhomogeneidades del campo gravitatorio. En principio incluso no tiene sentido
hablar de la velocidad relativa entre estos dos observadores, ya que el sistema de coordenadas
localmente inerciales (y por lo tanto el espacio de Minkowski) de cada observador es muy distinto
al del otro. Matematicamente los vectores de velocidad cada observador pertenecen a espacios
tangentes distintos y no hay manera natural de compararlos.

En resumen, la relatividad especial estd incorporada en la relatividad general como una apro-
ximacién a escalas pequefias, donde es vélido el Principio de Equivalencia. Este principio nos
dice que cualquier observador se puede considerar localmente como inercial y vera localmente
que la relatividad especial es valida.
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Capitulo 10
Las ecuaciones de Einstein

El espacio dice como se mueve la materia.
La materia dice como se curva el espacio.
(J.A. Wheeler)

En la Parte IT hemos visto la geometria diferencial como la herramienta matematica necesaria
para tratar con espacios curvos y en el Capitulo 10 hemos encontrado argumentos heuristicas
para creer que los espacios curvos son una buena descripcién de la fuerza gravitatoria. En este
capitulo formalizaremos esta idea, dando la formulacién exacta de las interacciones gravitatorias
en términos de espacios curvos. A partir de ahora asumiremos siempre que la conexién utilizada
es la de Levi-Civita.

10.1. El tensor de energia-momento

En el capitulo anterior hemos visto como el Principio de Equivalencia nos da una manera
heuristica para describir el campo gravitatorio, como la curvatura del espacio. Pero no hemos
dicho todavia qué es lo que curva el espacio. De la gravedad newtoniana sabemos que la fuente
de la fuerza gravitatoria es la masa de los objetos en el espacio, asi que cabe esperar que sea la
materia la que curva el espacio. Esto es verdad, aunque no es la tnica fuente de curvatura.

La relatividad especial nos ensefia que la masa de un objeto es sélo una de las posibles ma-
nifestaciones de energia y que es posible convertir una cosa en la otra, a través de la relaciéon
E = mc®. Por ejemplo, la masa de un nucleo de helio es menor que la suma de las masas de
sus componentes (2 protones y 2 neutrones), siendo la diferencia la energia que se libera en un
proceso de fusién nuclear (y neutrinos). Para que el Principio de Equivalencia siga siendo valido
y la masa gravitacional del nucleo de helio sea igual a la masa inercial, la gravedad se tiene que
acoplar no sélo a las masas de los componentes, sino también a la energia (negativa) de ligadura.
En general, la gravedad se acopla a cualquier tipo de energia y momento en el espaciotiempo,
incluido la energia de cualquier tipo de campos presentes o de la propia curvatura del espacio.

La pregunta ahora surge cémo describir la energia, la masa y el momento de la materia de
una manera Util y manejable. En el Capitulo 5 ya hemos dado una descripcién para el vector de
energia-momento p* y la masa mg de una particula, pero esta descripcién no es muy préctica si
tratamos con grandes cantidades de particulas o con campos. En estos casos es mas conveniente
describir el sistema como un fluido, un sistema continuo caracterizado por funciones continuas
en el espaciotiempo. La gran diferencia es que estas funciones son cantidades macroscépicas, co-
mo la velocidad del fluido, la densidad, la presién, etc, mas que la energia y el momento de cada
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una de las particulas individuales. El objeto que describe la energia y el momento de este fluido
es el tensor de energia-momento T*". En esta secciéon nos limitaremos por razones pedagdgicos al
caso del espacio plano g,, = 7,,. En la seccién 10.3 contaremos cémo generalizarlo a espacios
arbitarios.

Hay dos maneras de definir el tensor de energia-momento: una manera es a través de un prin-
cipio variacional de la accién que describe el sistema considerado y esta manera trataremos en
la seccién 10.3. La otra manera es més directa y mds fisica. La definicién entonces del tensor de
energia-momento 7" es el flujo de cuadrimomento p* a través de una superficie 2 constante.
Esta definicién puede sonar muy poco iluminativa, pero en realidad no es mas que la generaliza-
cién de un vector de corriente, como por ejemplo j*.

En electromagnetismo la densidad de corriente j# = pu* es el flujo de de carga eléctrica ¢,
una cantidad escalar, a través de una superficie z* constante. En particular, la componente ;5°,
la densidad de carga p, se puede ver como el flujo de carga a través de una superficie espacial
t = to. De la misma manera, las componentes espaciales j* representan el flujo de carga a través
de una superficie temporal 2’ = z{. Ademés la ley de conservacion de carga d,,j* = 0 dice que
el cambio de densidad de carga en un volumen es igual al flujo de carga a través la superficie del
volumen.

En el caso del tensor de energia-momento, la idea es la misma, sélo que en lugar de ser el flujo
de una cantidad escalar, es el flujo de una cantidad vectorial, el cuadrimomento p*. El objeto que
describe este flujo por lo tanto no es un vector, sino un tensor simétrico 7% de rango 2.

De este modo, las componentes T#? = T son el flujo de p* a través de una superficie espacial
20 = cte. En particular, 7% es la densidad de energia, el flujo de energia en la direccién temporal,
mientras 7% es la densidad de momento, el flujo de momento a través de una superficie z° = cte.
Los componentes 7% tienen que ver con las fuerzas que ejercen elementos infinitesimales del flui-
do sobre otros elementos cercanos. Por ejemplo los elementos diagonales 7)) (sin sumatorio,
por esto ponemos los indices entre paréntesis) representan la componente F* de la fuerza sobre
la superficie z° = cte, 0 sea la presién P’ en la direccién z°.

Aclaramos estos conceptos generales un poco mas con unos ejemplos concretos. El tensor de
energia-momento de un conjunto de particulas que no interaccionan, también llamado materia
fria o materia no-relativista, viene dado por

Timaty = Po ul'u”, 10.1)

donde pg es la densidad de las particulas en el sistema de referencia en reposo con respecto
a las particulas y u* es la cuadrivelocidad, definida en (5.27). En el sistema de referencia de
un observador comovil, que se mueve junto con el fluido, es decir, que tiene el mismo vector de
velocidad u* que el fluido alrededor de €I, la tinica componente non-nula es T(Or?lat) = po, es decir
la densidad de materia. En otras palabras, la materia no-interactiva no tiene presién. La ley de
conservacién de energia (masa) dice que en estas coordenadas d;py = 0, 6 en componentes del
tensor de energfa-momento, 60T(0H01at) = 0.En cualquier otro sistema de referencia, relacionado a
través de una transformacion de Lorentz con el sistema en reposo, esta expresién toma la forma

OuT ity = 0- (10.2)

mat)

No es dificil ver que la componente 0 de esta expresién corresponde con la ley de conservacién
de energia en forma de una ecuacién de continuidad

0T (nat) + 0T (mary = Oup + i(pv') =0, (10.3)

donde p = 7?py es la densidad medida por el observador en movimiento uniforme con respecto
a las particulas y pv* es la densidad de momento. La densidad de masa en una regién aumenta o
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disminuye por lo tanto por el flujo de materia (momento) que entra o sale. Las componentes i de
la ecuacién (10.2) son la ley de conservacién de momento, ya que se traduce a

00T (smar) + ajT(jrilat) = y(pv*) + 9;(pv’v*), (10.4)

lo que corresponde a la version de la ecuaciéon de Euler en la mecénica de fluidos, para el caso de
un fluido sin presién ni fuerzas externas.

Las leyes de conservacién de energia y momento, codificadas en esta expresién son tan fun-
damentales que se puede tomar esta tiltima expresién como una condicién necesaria para un
tensor de energfa-momento fisciamente relevante. Veremos en la secciéon 10.2 que la condicién
V. I* = 0juega un papel importante en la formulacién de las ecuaciones del campo gravitacio-
nal.

Un ejemplo un poco més complicado es el caso del fluido perfecto, con densidad p y presion
P. El tensor de energia-momento en este caso viene dado por

Tloet .y = (po + P)ulu” — Pyt (10.5)

Un observador comévil, verd localmente un fluido is6tropo y para este observador, el tensor de
energia-momento tiene la forma sencilla

Lo 0 0 0
* O P 0 O
s x
T(perf‘ﬂ‘) - 0 0 P 0 (106)
0o 0 0 P
Se puede demostrar que, imponiendo 8MT(‘; - ) = 0 en (10.5) para el caso de espacio plano,

encontramos las leyes de conservacion de energfa y de momento en la versién relativista:
Ou(pout) + Po,ut =0,

(po + P)urd,u” — 0" P + 0" Pu,u” = 0. (10.7)

En general la presién y la densidad del fluido no son variables independientes y la relacion
entre las dos se llama la ecuacion de estado, P = P(p). Muchas veces se supone una relacién lineal
entre la presién y la densidad

P = wp, (10.8)

donde la constante de proporcionalidad w es el pardmetro de la ecuacion de estado . El tensor de
energia-momento (10.5) y la ecuacién de estado (10.8) son de gran importancia en la cosmo-
logia, donde los distintos tipos de energia estan representados por fluidos perfectos con distintos
valores de w. Por ejemplo, la materia se comporta como materia fria y estd caracterizado por
P = 0, mientras la radiacién (o materia relativista) satisface P = % Py una constante cosmoldgica
P = —p. Entraremos en més detalle en el Capitulo 13.

Finalmente, un tensor de energia-momento del campo electromagnético viene dado por

1
T = —FMF”, + Zn‘“’FpAFﬂ’\. (10.9)

(em)

Efectivamente, en lenguaje tridimensional en funcién de los campos eléctricos £y magnéticos B,
los componentes se traducen a (ejerc.)

1 . Lo
T(Oe(:n) - §(E2 + BQ)’ T(Oezm) - (E X B)Za

T

(em)

1 ..
E,E; + B;B; + 55W(E2+BQ). (10.10)
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En T(Oeom) reconocemos la expresion para la densidsad de energia E.,, del campo electromagnético

1.39a), mientras T . son las componentes del vector de Poynting (1.39b), S = E x B, que descri-
(em) P ynting q

be el flujo de energia y del momento del campo electromagnético. Finalmente, las componentes
T(lejm) se pueden identificar con el tensor de momento electromagnético (1.45), que describe el
flujo de momento del campo electromagnético. En lenguaje covariante, la densidad de energia,

el vector de Poynting y el tensor T(i gm) son componentes distintas del mismo tensor T(‘é ’:n).

Si calculamos la divergencia del tensor de energia-momento (10.9) utilizando las leyes de
Maxwell, vemos que en presencia de cargas y corrientes la divergencia no es cero, sino (ejerc.)
OuTlomy = Juf™". (10.11)
Dado que antes hemos interpretado 9,7*” = 0 como la ley de conservacién de energia y de
momento, estd claro que (10.11) implica que la energia y el momento del campo electromagnético
no se conserva, por lo menos no en presencia de cargas y corrientes. Esto es 16gico, puesto que
el campo electromagnético interacciona con las particulas cargadas y es capaz de acelerarlas y
cambiar su energfa y su momento.

Efectivamente, escribiendo (10.11) en lenguaje tridimensional vemos que la componente tem-
poral se traduce como

0 = 0Ty + 0T (o — JiF"

(em)
]. - — — —
= §8t(E2+BQ) + V- (ExB) +7-E
= 0(Bom + Ben) + V-5, (10.12)

donde en la dltima igualdad hemos utilizado que el cambio en energfa cinética E.i, de las particu-
las cargadas es justo el trabajo realizado por el campo eléctrico. A través de (3.26) tenemos que

% =43 F = Za:qaﬁE = J-E. (10.13)
La ecuacién (10.12) dice por lo tanto que el cambio de energia total en un volumen, siendo la suma
de la energia del campo electromagnético y la energfa cinética de las particulas cargadas, es igual
al flujo de energfa a través de la superficie. En otras palabras, en presencia de cargas y corrientes,
la energia del campo electromagnético no se conserva, pero la energia total (la electromagnéctica
y la de la materia) si.

Del mismo modo podemos interpretar la componente espacial de (10.11) como la ley de con-
servacion de momento total:

0 = 3Ty + T — GoF” — jxF*

= WSi + HT™ + pE; + ™. B,

O(S: + o(pa)i) + AT, (10.14)

donde en la dltima igualdad hemos escrito la fuerza de Lorentz (3.35) como el cambio de momen-
to de las particulas cargadas, a través de la segunda ley de Newton (3.24). Por lo tanto, el cambio
de momento del campo electromagnético méas el cambio de momento de las particulas es igual al
flujo de momento por la superficie, de modo que la cantidad total de momento se conserva.

Por lo tanto, la divergencia del tensor de energia-momento (10.9) del campo electromagnético
no es cero, porque no describe un sistema cerrado, sino uno que interacciona con las particulas (o
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los campos) cargadas, que también contribuyen al tensor de energia-momento total. El sistema
total esta descrita por el lagrangiano completo,

L= ‘C(em) + ‘C(carga) + ‘C(interacc)a (1015)

que consiste de un término que describe la dindmica del campo electromagnético, uno que des-
cribe la dindmica de los campos cargados y un término de interaccién. En la seccién 10.3 veremos
que cada uno de estos términos contribuye al tensor de energia-momento total,

72 nuv nv nv
T(tot) - T(em) + T(carga) + T(interacc)’ (1016)
que estd conservado en su totalidad, GHT(’:;) = 0, pero las interacciones entre los distintos secto-

res de la teoria hacen que no se conservan los tensores de energia-momento de cada sector por
separado.

10.2. Las ecuaciones de Einstein

Resumamos la situacién hasta ahora: por un lado sabemos del Principio de Equivalencia
que la gravedad es una manifestacién de la curvatura del espacio, es decir, de una propiedad
geométrica del espaciotiempo. Por otra lado sabemos que la fuente de esta curvartura es la mate-
ria de la cual tenemos una descripcién tensorial, el tensor de energia-momento. Pero todavia no
sabemos exactamente como la materia interacciona con el espaciotiempo. Esta interacciéon viene
dada por las ecuaciones de Einstein.

La pregunta ahora claramente es: ;Cudl es la forma exacta de las ecuaciones de Einstein? En
otras palabras, ;cémo podemos describir de manera cualitativa la interaccién entre el espacio-
tiempo y la materia? El Principio de Covariancia nos dice que la ecuacién debe ser vélida en
todos los sistemas de referencia, y que por lo tanto debe tener una forma tensorial. Concretamen-
te, la ecuacion de Einstein tiene que ser de la forma

Gp,l/ - *KTuua (1017)

donde G, es un tensor que describe la curvatura del espacio, 7},,, el tensor de energia-momento
y K una constante de proporcionalidad (introducimos el signo menos para futura conveniencia).

La pregunta por lo tanto se reduce a la identificacién del tensor G,,,,. Resulta que hay diversas
restricciones matemaéticas y fisicas que G, tiene que cumplir:

1. G, tiene que ser simétrico en los dos indices, ya que 7},,, también lo es.

2. G, tiene que ser un objeto puramente geométrico. Por lo tanto, tiene que ser una funcién
solamente de la métrica g,,, y sus derivadas.

3. Para el espacio plano, tenemos que G, = 0.
4. Laley de conservacién de energia V, 7" = 0 implica que también V,G*” = 0.

5. Se puede identificar la componente goo de la métrica con el potencial gravitacional new-
toniano (véase seccién 11.1). Para tener una teoria dindmica y para recuperar la ecuacion
de Poisson (5.58), G, debe contener segundas derivadas de la métrica. La manera mas
natural, por lo tanto es a través de las contracciones del tensor de Riemann R,,,,*.

6. Para obtener una ecuacion diferencial de segundo orden (y no mads) en los potenciales gra-
vitatorios, G, tiene que ser lineal en el tensor de Riemann. Contracciones del tipo R,,,R,”
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6 Rypro R,P77 darfan lugar a ecuaciones diferenciales de orden més alto que 2.!

Posibles candidatos mds o menos obvios para G, podrian ser la misma métrica g,,, su
d’Alambertiano V,V?g,,, o el tensor de Ricci R,,, pero pensando un poco uno se da cuenta en
seguida de que ninguna de estas posibilidades cumple todas las condiciones mencionadas arriba.
Aunque la métrica tiene el rango y las simetrias adecuadas y satisface la condicién V,g"" = 0,
tiene la desventaja de que no cumple la condicién 5: la ecuacién g, = —+7),, nO es una ecuacion
dindmica, ni mucho menos recupera la ecuacién de Poisson (5.58). El d’Alambertiano V,V?g,,,
sufre del problema opuesto, ya que satisface (casi) todas las condiciones, pero es identicamente
cero, por el hecho de que la conexién de Levi-Civita es compatible con la métrica, como conta-
mos en la seccién 8.1. Finalmente, R, no satisface la condicén 4, sino V,R*" = %a”R, como
vimos en (8.13). Por lo tanto, la ley de conservacion de energfa impondria que las tinicas métricas
permitidas serfan las que tienen 9, R = 0, lo que no es una realista de esperar.?

En realidad las condiciones 1 - 6 determinan el tensor G, univocamente: se puede demostrar
que la expresién mds general para un tensor simétrico de rango (0, 2), construido de la métrica y
sus derivadas y lineal en R, es, salvo una constante comun, de la forma

Guw =Ry + aguwR + guh(x), (10.18)

con a una constante y A(z) una funcién escalar con dimensiones ML 3. Exigir que V,G" =
0 implica que @« = —1/2y que A es una constante, mientras que exigir que G,, = 0 para el
espacio plano implica que A = 0. Por lo tanto el tinico tensor que satisface todas las condiciones
necesarios es el tensor de Einstein, introducido en (7.40),

1
Gul/ = Rul/ - §gu1/R- (1019)

Una comparacién con las férmulas newtonianas (vease seccién 11.1) fija la constante de pro-
porcionalidad x = 87G, donde Gy es la constante de Newton, de modo que las ecuaciones de
Einstein vienen dadas por

1
Ry — 59uwR = —87GNT. (10.20)

Las ecuaciones de Einstein forman un sistema de 10 ecuaciones diferenciales parciales no-
lineales acopladas de segundo orden, lo que hace que sean muy dificiles de resolver analitica-
mente. No hay técnicas conocidas para obtener una solucién general. Todas las soluciones cono-
cidas son casos con mucha simetrfa u obtenidas a través de técnicas especificas. Comentaremos
mas sobre este asunto en el Capitulo 12.

Las ecuaciones de Einstein tiene 10 componentes, pero en realidad la condicién V,G** = 0
impone 4 ligaduras, de modo que sélo 6 ecuaciones son realmente independientes. Esto implica
que de las 10 componentes de la métrica sélo 6 estan determinadas por las ecuaciones de Einstein
y corresponden a grados de libertad fisicos. Las otras 4 componentes son componentes no-fisicas
que expresan la libertad de eleccién de sistema de coordenadas. Si g,,,, es una solucién de (10.20)

1En 1938, el fisico htingaro Cornelius Lanczos (1893 - 1977) demostré que la variacién del Lagrangiano de Gauss-
Bonnet,

L= /‘g‘(RQ _ 4RW)R‘“’ + Ruup/\R”Vp)‘),

también da lugar a ecuaciones diferenciales de segundo orden. Sin embargo en cuatro dimensiones el término de Gauss-
Bonnet es un término topoldgico (es la caracteristica de Euler cuadrimensional) y por lo tanto no contribuye a las ecua-
ciones de movimiento. La accién que consideré Lanczos si contribuye a la dindmica en 5 0 mas dimensiones.

2En 1915, no mucho antes de dar con la versién correcta, Einstein propuso Ry, = —kTy,, paralaecuaciones adecuadas
para la gravedad. Einstein mismo se autocriticé de manera irénica: “Este tipo hace lo que le conviene. Cada afio retira lo
que escribi6 en afio anterior.”
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expresada en coordenadas z#, las misma métrica g.3 expresada en coordenadas y® también de-
beria ser una solucién. Esto sélo es posible si la métrica contiene 4 grados de libertad que no estan
determinados por las ecuaciones de Einstein y que representan la libertad de aplicar un cambio
de coordenadas z# — y® = y(z#).3

Esto es muy similar a los grados de libertad del potencial A,, en la teoria de Maxwell: aun-
que A, tiene 4 componentes, la relacién de dispersion (3.32) y la libertad de eleccién de gauge
A}, = Ay, + 9, A imponen dos condiciones, de modo que el potencial sélo tiene 2 grados de li-
bertad fisicos. La libertad de eleccién de gauge en electromagnetismo y la libertdad de eleccién
de sistema de coordenadas en relatividad general tienen muchas analogias (véase Capitulo ??).
Igual que en electromagnetismo se puede eleminar esta libertad fijando el gauge (por ejemplo
el gauge de Lorenz 0, A* = 0), en relatividad general se puede fijar el sistema de coordenadas
imponiendo unas condiciones sobre la métrica (por ejemplo la condicién go,, = 69 para coorde-
nadas localmente inerciales). En ambos casos lo que uno estd haciendo es imponer condiciones
sobre los grados de libertad no-fisicos.

La gran diferencia conceptual entre las ecuaciones de Einstein y la teoria newtoniana de la
gravedad es que las ecuaciones de Einstein describen la gravedad como una teoria de campos.
En el Capitulo 1 hemos visto que el concepto de campo fisico fue introducido por Faraday y
aprovechado por Maxwell en el contexto del electromagnetismo, para resolver el problema de
la accién a distancia. Donde en la ley de Newton o de Coulomb las particulas tienen interac-
ciones (gravitacionales o electromagnéticas) a distancia, en una teorfa de campos las particulas
interaccionan indirectamente, a través de un campo que se extiende por el espacio y que sirve de
intermediario para la interaccién entre las particulas. Una perturbacién se transmite a través del
campo a velocidad finita (la velocidad de la luz en el caso del electromagnetismo y la gravedad).
De este modo la relatividad general resuelve el problema de accién inmediata y a distancia en la
gravedad newtoniana, comentado en la seccién 5.4.

Pero también hay una gran diferencia conceptual entre la teorfa de Maxwell y la relatividad
general. En la teoria de Maxwell el campo intermediario es el campo electromagnético F},,, (o los
potenciales A,,), que viven en un espaciotiempo especifico, generalmente Minkowski (aunque no
necesariamente). Sin embargo en relatividad general, el campo intermediario es justamemente la
métrica g,,,,, el tensor que resume todas las propiedades geométricas del espaciotiempo. Esto no
s6lo implica que el espaciotiempo es algo dindmico, que interacciona con la materia y consigo
mismo, sino también que la geometria no estd fija y a priori determinada. En contraste con la
teorfa de Maxwell (o sus generalizaciones, como Yang-Mills o el Modelo Estdndar), en relativi-
dad general el espaciotiempo no es un escenario estatico dentro del cual ocurre la fisica, sino que
es una parte activa del juego. En cierto modo, en la relatividad especial el espacio de Minkowski
era un espaciotiempo absoluto, en el sentido de que no se contempla la posibilidad de otra geo-
metrfa, ni de que se vuelva dindmico. Aqui la geometria no estd determinada a priori, sino por
el contenido de energia y materia y por las condiciones iniciales. Donde la relatividad especial
eliminé el fantasma del espacio y el tiempo absoluto, la relatividad general acab6 con la idea del
espaciotiempo estatico y la geometria dada a priori.

A veces es util rescribir las ecuaciones de Einstein sin la traza . Tomando la traza de (10.20),
es decir contrayendo con ¢g*”, encontramos

R = T, (10.21)

donde 7' = ¢g"T},, y hemos utilizado que ¢"*"¢,, = 4 en 4 dimensiones. Sustituyendo esto en

3Es justo debido a esta dificultad técnica que Einstein dudaba si covariancia general era compatible con causalidad.
En particular le preocupaba que unas ecuaciones covariantes no determinan por completo la forma de la métrica a partir
de unas condiciones iniciales. Hoy en dia sabemos que esta indeterminacién no es debida a una falta de determinismo,
sino que es una consecuencia de la libertad inherente de hacer cambios generales de coordenadas: los grados de libertad
fisicas de la métrica si estan determinadas por las ecuaciones de Einstein y las condiciones iniciales, pero éstas nunca
pueden determinar qué sistema de coordenadas vamos a usar para describir la solucién.
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(10.20) vemos que las ecuaciones de Einstein sin traza son de la forma

1
Ry = =#(Tuw = 59 T)- (10.22)
Esta ecuacién es completamente equivalente a (10.20), pero es un poco mds facil a la hora de
buscar soluciones, ya que no hace falta calcular el escalar de Ricci R. Histéricamente, esta es la
forma original en que Einstein escribi6 las ecuaciones, aunque su forma méds famosa es sin duda

(10.20).

Una de las ventajas de (10.22) es que en el vacio, donde 7},, = 0, las ecuaciones se reducen a
R, =0. (10.23)

Obviamente el espacio de Minkowski es una solucién de esta ecuacién (la condién 3 sobre G, ),
pero (10.23) también es suficientemente complicado para admitir soluciones no-triviales, como la
solucién de Schwarzschild o de ondas gravitacionales. Las soluciones de (10.23) son en cierto mo-
do el andlogo de las ondas electromagnéticas en teoria de Maxwell, que también son soluciones
de las ecuaciones en el vacio. Las métricas que tienen la propiedad (10.23) se llaman Ricci-planas.

Finalmente, antes hemos visto que la forma mds general de un tensor simétrico de rango 2,
linear en R, es de la forma (10.18) y que la condicién de que G, fuera cero para el espacio
plano fijaba el valor de la constante A en cero. Si aflojamos esta tltima condicién y no exigimos
encontrar el espacio de Minkowski entre las posible soluciones, vemos que aparece un pardme-
tro nuevo en las ecuaciones: la constante cosmoldgica A. La constante cosmoldgica no aparecié en
la primera publicacién de Einstein, sino que la introdujo cuando empezaba a interesarse por la
cosmologia, con el fin de obtener un universo estatico. El valor de la constante cosmoldgica no
estd determinado por la teoria y representa una fuerza universal repulsiva si A > 0 y atractiva
si A < 0. Se la puede interpretar como la energia del vacio y muchas veces se la considera par-
te del tensor de energfa-momento, mds que de la parte geométrica de la ecuacién de Einstein.
Efectivamente el tensor de energia-momento correspondiente seria

T = Agpu, (10.24)

pv

en otras palabras un fluido perfecto con A = p = —P. Observaciones cosmoldgicas recientes pa-
recen sugerir que en nuestro universo la constante cosmolédgica tiene un pequeno valor positivo
y forma un 70 % del contenido de energifa del universo (véase Capitulo ??).

10.3. Fisica en espacios curvos y la accion de Einstein-Hilbert

Hemos visto que las ecuaciones de Einstein (10.20) nos dicen cémo la materia y la energia
determinan la curvatura del espaciotiempo, pero no dicen nada sobre la dindmica de la materia y
los campos no-gravitacionales. Obsérvese que (10.20) es una ecuacién diferencial para g,,,,, donde
T, aparece como un término inhomogeneo, no como algo dindmico. Lo que nos gustaria tener
es una generalizacion a espacios curvos de la dindmica relativista de la seccién 3.3, es decir de la
Segunda Ley de Newton y de la teoria de Maxwell.

El Principio de Covariancia dice que las leyes de la fisica en un espacio curvo tienen que trans-
formar bien bajo cambios generales de coordenadas, es decir tienen que estar escritas en términos
de derivadas covariantes, en lugar de derivadas parciales. Y el Principio de Equivalencia dice que
las leyes tienen que ser de tal forma que en las coordenadas localmente inerciales tienen que re-
cuperar la forma de la relatividad especial. Pero atin asi hay muchas maneras de generalizarlas.
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Por ejemplo cualquiera de las expresiones
VP = v,
VuF' + VR FHP = 57,
VuF* + Ryp\ VN FHP = ¥ + RMj,,
(10.25)

es una expresioén covariante que se reduce en el espacio de Minkowski a la ley de Maxwell
0, F* = j¥. Sin embargo, fisicamente no son equivalentes, por el hecho de que tienen acoplos
distintos entre los campos electromagnéticos y la métrica y la curvatura.

¢Como sabemos cudl de estas generalizaciones es la correcta? Verificacién experimental, por
supuesto, ya que las distintas generalizaciones no son equivalentes. Pero comprobar experimen-
talmente la diferencia entre estas ecuaciones es muy dificil, puesto que para campos gravitatorios
no muy fuertes, los términos proporcionales a los tensores de curvatura son muy pequefios. Es-
taria bien si hubiera algtin principio fisico que nos diera una prescripcién para generalizar las
férmulas de relatividad especial.

El Principio de Minimo Acoplo es lo més parecido a lo que uno puede aspirar de tal prescrip-
cién. Estrictamente hablando no es un principio fisico, sino més bien un principio filoséfico, una
variante de la Navaja de Ockham. Bésicamente, el Principio de Minimo Acoplo supone que la
generalizacién mas sencilla es la correcta.

Principio del Minimo Acoplo (formulacién fisica): En un espacio curvo, los campos
no-gravitacionales se acoplan sélamente a la métrica, no al tensor de Riemann o sus contrac-
ciones.

Por lo tanto, la prescripcién para generalizar las leyes de la fiscia a espacio curvos es muy
simple y concreta:

Principio del Minimo Acoplo (formulacién practica): Las leyes de la fisica en espa-
cios curvos son los mismos que las de relatividad especial, donde se sustituyen las derivadas
parciales 0, por covariantes V ,, y la métrica de Minkowski 1, por una métrica general g,,,,.

Como ya dijimos, no hay una razén fisica fundamental que justifique este principio, pero es
atractivo por su sencillez. Sin embargo, merece la pena enfatizar que sélo es una idea elegante
y que hay que aplicarla con mucha cautela. En particular la prescripciéon no siempre es univoca,
como por ejemplo en el caso del operador 9,,0,. En el espacio de Minkowski no importa el orden
de las derivadas, pero al sustituirlas por derivadas covariantes si hay diferencia entre V,V, y
V.V, debido a (8.1).

Atn asi, el Principio de Minimo Acoplo es suficientemente fuerte como para poder aplicarlo
en la mayoria de los casos. Por ejemplo la segunda ley de Newton para una particula libre ## = 0
se convierte en

d 1%
dz(di) = @4 T8 @i = 0, (10.26)
T T

lo que es justamente la ecuacion (7.42) para una geodésica. En otras palabras, en un espacio curvo,
una particula sobre la cual no acttia ninguna fuerza aparte de la gravedad (es decir, una particula
libre) se mueve a lo largo de las geodésicas del espacio. Si la particula si estd sometida a fuerzas
externas f# (no-gravitacionales), la segunda ley de Newton tiene la forma

- (:z” +rgpg'c“;tﬂ) _— (10.27)
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De la misma manera podemos generalizar la teoria de Maxwell a espacios curvos. Las leyes
de Maxwell vienen dadas por

VMFIJ'U :jy’ VMFVP+VpF#D+VVFﬂM :0) (1028)

aunque la simetria de la conexién de Levi-Civita y la antisimetria de F),, permiten rescribir la
ecuacién homogénea como (ejerc.)

auFup + apF‘;U/ + aVF/)M = 0, (1029)

donde |g| es el valor absoluto del determinante de la métrica.

La ecuaciéon homogénea (10.29) tiene la misma forma que en el espacio de Minkowski (5.49) y
sugiere por lo tanto que el tensor electromagnético sigue teniendo la misma forma con derivadas
parciales, F,, = 0,A, — 0, A,,. Efectivamente debido a la simetria de la conexién y la antisimetria
del tensor electromagnético tenemos que

FMV - V/J,Al/ - VUAM

0u A, —T0,A, — 0,4, +T2,A,

O, A, — 0, A,. (10.30)

De la mecéanica analitica sabemos las ventajas del formalismo lagrangiano: variando con res-
pecto a los grados de libertad se sacan las ecuaciones de movimiento, de modo que el lagrangiano
en cierta forma es un resumen de la dindmica del sistema o de la teoria. Ademas muchas veces
es mas sencillo encontrar las simetrias del sistema en el lagrangiano que en las ecuaciones. Seria
por lo tanto interesante encontrar un lagrangiano cuyas ecuaciones de movimiento fuesen justo
las ecuaciones Newton, de Einstein y de Maxwell.

No es muy dificil encontrar una accién que nos proporcione la segunda ley de Newton (10.27),
por lo menos en el caso donde las fuerzas externas son conservativas. Utilizando la expresién
(8.7) para la relacién entre la conexién de Levi-Civita y la métrica, es facil ver que la ecuacion de
Euler-Lagrange de x# de la accién

S = / dr [f Lmoguudta” — V(x#:c“)} (10.31)

da justamente la segunda ley de Newton (10.27) con f,, = —0,,V (ejerc.).

Una accién para las ecuaciénes de Einstein es un poco mas dificil de encontrar. Concentrémos-
nos primero en el caso méas sencillo de las ecuaciones del vacio, donde el tensor de energfa-
momento es cero. Una accién para este caso no fue encontrado por Einstein, sino por Hilbert y
enviado junto con las ecuaciones de Einstein a una revista, 5 dias antes de que el propio Einstein
enviara el articulo en el que por fin daba con la versién correcta de sus ecuaciones. La accién de
Einstein-Hilbert, que genera las ecuaciones de Einstein para el vacio, viene dada por

1
S = P /d4x V09| R, (10.32)
K

donde R es el escalar de Ricci, definido en (7.39).

En principio se obtienen las ecuaciones de Einstein (10.20) a través de la variacién de la accién
(10.32) con respecto a la métrica inversa g"”. Sin embargo, en la préctica este método es muy
complicado. Nétese que el escalar de Ricci es cuadrético y de primer orden en los simbolos de
Christoffel,

R =g (aﬂrﬁy — O\TX, + T, 1%, — ) gg), (10.33)

pv nv
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mientras los simbolos de Christoffel a su vez son cuadréticos y de primer orden en la métrica

1
Ffw - §gp)\ (a,ug)\u + 5'119#/\ - a)\gp,u); (1034)

de modo que (10.32) es de tercer orden en g*. La variaciéon de S lleva por lo tanto a una ecuacién
de Euler-Lagrange modificada, de cuarto orden:

oL 5L 5L
50 ovay) = 10.
apa)\((s(apa)\gﬂu)) aﬂ(é(apgl“’)) + 69“"/ 0, ( 035)

donde L es el lagrangiano de la accién de Einstein-Hilbert (10.32). Estard claro que calcular
explicitamente todos las componentes de (10.35), aunque posible, no es en la practica un método
viable.

Afortunadamente existe un truco, llamado el formalismo de Palatini, que nos permite obtener
las ecuaciones de Einstein de manera més directa. El truco consiste en suponer por un momento
que la conexioén en el escalar de Ricci (10.33) es una conexién arbitraria, no necesariamente la co-
nexién de Levi-Civita (10.34). En este caso no hay una relacién entre la conexién y la métrica y se
considera por lo tanto los I'f,,, como un campo independiente. La accion de Einstein-Hilbert tiene

por lo tanto s6lo dos sitios donde aparece la métrica: en el determinante /|g| y en la contraccién
del tensor de Ricci R(T") = ¢g"”R,,,,(I"). La variacién con respecto a g es entonces muy sencillo

5LC 1
0= = VIl B (1) — §guugﬂARpA(F)}, (10.36)

oghv
donde el primer término viene de la variacién de R y el segundo de la variacién del determinante.
Dividiendo esta igualdad por 1/|g] se tiene directamente las ecuaciones de Einstein (10.20) para el
caso de T},, = 0. Sin embargo, hay otros grados de libertad mas, dado que hemos considerado la
conexién como un campo independiente. Tenemos por lo tanto que calcular todavia la variacién
de la accién 4.5 bajo variaciones de la conexién I'f,,, — I'f, + 01/, No es dificil de averiguar que
la variacién de la accion viene dada por

58 = i / d'z \/lgl " | Vau(dT,) = VA(T),) + T (073,) (10.37)
gracias a la Identidad de Palatini
0Ruy = 0u(013,) = Or(6T},) + (OT,)LS, + L)g (1F,) — (615,15, — I}, (91%,)
= Vu(0T3,) = Va(Ty,) + T (6T5,), (10.38)

donde Ty, = I'7\ —I'§, es el tensor de torsion (7.24) (N6tese que de momento tratamos la co-
nexién como arbitraria, y por lo tanto no necesariamente simétrica). Integrando por partes los
primeros dos términos, podemos reescribir (10.37) como (ejerc.)
1 n ag v 1 v OT vmo
= 2% /d4$ V |g| {gl Tuz\(érgu) - {V;tgu + 59‘ 97" Vyugor + g* Tua} (6F:\\u)
1
+ [ng“” + 5997 VAgor + g“”ng} (5F2u)} (10.39)

donde hemos utilizado la generalizacic’)n a conexiones arbitrarias de (A.22) (ejerc.),

I\ gl = 919" 0pgu = 919"V o9 + V/19ITs- (10.40)

Por lo tanto, la variacién de la accién se puede escribir como
0 = 68 = — / d*z /lg] (6T3,) {— [vpgp” +97 97V o gor + gP”ng} o
FVAGY + 9" 7TV rGor + 9T, + gPVT;;}. (10.41)
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El hecho de que la variacion 45 tenga que ser cero para cualquier variacion 0T';,,,, implica que

el integrando entre los corchetes es cero y dado que los términos dentro de los corchetes con
proporcionales a la derivada covariante de la métrica y la torsién, una solucién obvia es

T =0, Vg = 0. (10.42)

En otras palabras, la accién es estacionaria bajo variaciones de la conexién, si la torsién y la
derivada covariante de la métrica son cero. Pero la simetria la conexién y su compatibilidad con
la métrica son justamente las dos condiciones de la seccién 8.1 que determinan univocamente
la conexién de Levi-Civita. emos por lo tanto que la conexién de Levi-Civita surge de manera
natural en la relatividad general como consecuencia de las ecuaciones de movimiento de una
conexion general.

Resumiendo podemos decir que el formalismo de Palatini trata la métrica y la conexién co-
mo a priori independientes. La ecuacién de movimiento de la métrica nos da las ecuaciones de
Einstein, mientras la ecuacion de la conexion identifica la conexién como la de Levi-Civita. Hasta
ahora s6lo hemos aplicado el formalismo de Palatini a la accién de Einstein-Hilbert, para obtener
las ecuaciones del vacio, pero el formalismo se aplica de igual manera a acciones con acoplos a
campos no-gravitacionales. La variacion de la métrica dara las ecuaciones Einstein acoplado al
tensor de energfa-momento y la variacién de la conexién dara las mismas condiciones, ya que los
campos no-gravitacionales se acoplan a la métrica y no a la conexién. En la practica por lo tanto
podemos olvidarnos de esta Gltima variacion y suponer directamente que la conexién es la de
Levi-Civita, variando s6lo con respecto a g,,,,.

Finalemente, para obtener también las ecuaciones de Maxwell tenemos que generalizar la
accion de Einstein-Hilbert a la llamada accién de Einstein-Maxuwell

1 1
S=[d* (5o R = Pk, 10.43
[V 528 - E. (10.43)
Obsérvese que las contracciones de la parte electromagnética estdn hechas a través de la métrica

general g, de acuerdo con el Principio de Minimo Acoplo, F,,, F*" = g+? g"AFWFp )

La variaciéon con respecto a g* da la ecuacion de Einstein en presencia de campos electro-
magnéticos (ejerc.)

1 1
Ry = 50w = K|FuFy * = 200 FpF™], (10.44)
mientras la ecuacion de Euler-Lagrange para 4,,,
oL oL
=) - == 10.4
a“(é(&,tAy)) 0A, 0 (1045)

nos proporciona la siguiente expresion para la ecuacién de movimiento el campo electromagnéti-
co (ejerc.)

1
\/ﬁau[\/|g| FW} —0, (10.46)
9
lo que, usando la simetria de la conexién, la antisimetria de F** y la propiedad (8.30), pode-
mos reescribir como la ecuacién de Maxwell en espacio curvos en ausencia de fuentes, en forma
explicitamente covaraiante (ejerc.),
V. F" =0. (10.47)

Noétese que el lado derecho de la ecuacién de Einstein es justo (salvo un signo) el tensor de
energia-momento (10.9). Esto es una propiedad general: Dado un lagrangiano £ = Lgn + Ly, que
consiste de la accién de Einstein-Hilbert (10.32) més los términos L4 que describen la dindmica
de un campo ¢ que interacciona con la gravedad, entonces el tensor de energia-momento de ¢ se
puede obtener a través de una variacién de L4 con respecto a g"”:

Vigl 09"
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Figura 10.1: La estructura causal del espacio de Minkowski: Dos observadores O y O’ estin continuamente
en contacto causal. Un evento p en la historia de O influenciard a O' a partir del momento q en que O" entre
en el cono de luz de p. Equivalentemente (pero no dibujado), los eventos en la historia de O influenciardin
a O desde el momento en que éste entra en su cono de luz.

Obsérvese que la accién de Einstein-Maxwell (10.43) es invariante tanto bajo cambios genera-
les de coordenadas como bajo transformaciones gauge.

10.4. La estructura local y global del espaciotiempo

Hemos visto que las ecuaciones de Einstein (10.20) relacionan la curvatura del espacio-tiempo
con el contenido de energia y materia dentro del espacio y que la relacién entre ambas cosas es
tal que a escalas pequefias se recuperan las leyes de la relatividad especial.

Esto implica que, por lo menos localmente, la estructura del espaciotiempo general es simi-
lar a la estructura de Minkowski. Por ejemplo, aunque en general la métrica tendrd una forma
mds complicada, la signatura siempre serd (+, —, —, —), es decir, el espaciotiempo siempre es lo-
rentziano. Por lo tanto, igual que en el espacio de Minkowski, podemos, en cualquier punto p,
dividir los vectores V* de T,,(M) en tres clases, los vectores temporales, nulos y espaciales, de-
pendiendo de si la norma V? = g, V#*V" es positiva, cero o negativa. Gracias al hecho de que
V2 es un escalar, tendrd en mismo valor en todos los sistemas de coordenadas, de modo que la
clasificacion de los vectores es la misma para todos los observadores.

De manera analoga al espacio de Minkowski, en cualquier punto p se puede definir el cono de
luz en un punto p como el conjunto de vectores nulos V?(p) = 0y este cono de luz determina la
estructura causal del espaciotiempo. Pero la gran diferencia con el espacio de Minkowski es que,
debido a la curvatura del espaciotiempo, la orientacién del cono de luz no es la misma en todo
el espaciotiempo, sino que varia de punto en punto. La interpretacion fisica de este fenémeno es
que la gravedad afecta la trayectoria de la luz, mientras matematicamente hablando es debido al
hecho de que las coordenadas localmente inerciales son distintas en cada punto de la variedad.

Una particula masiva seguird una trayectoria temporal, que se define como una curva cuyos
vectores tangentes son temporales en todos los puntos de la curva. De la misma manera una
particula sin masa seguird una curva nula. Dos eventos p y ¢ estdn en contacto causal si estdn
conectados a través de una curva temporal o nula. Por otro lado, si entre p y ¢ no existe una curva
temporal o nula, no es posible intercambiar informacién entre los dos eventos y se dice que los
eventos estan fuera de contacto causal.

En el espacio de Minkowski, un evento p en la historia de un observador O puede llegar

165



Figura 10.2: Horizontes en espacios generales: Las particulas 1, 2 y 3 estin inicialmente en contacto causal,
pero a medida que pasa el tiempo ya no es posible mandar sefiales de luz entre los observadores. La particula
1, al pasar un horizonte de sucesos a, entra en una region donde la luz se queda atrapada, debido a un fuerte
campo gravitatorio. Por otro lado, las particulas 2 y 3 pierden contacto debido a la rdpida aceleracion del
universo: sefiales emitidos tarde en la historia no llegan nunca de un observador al otro y cada observador
tiene un horizonte césmico b detrds del cual no puede ver. Las particulas 1, 2 y 3 no reciben influencias de
4 hasta que 4 aparece dentro del horizonte de particulas c, debido a la edad finita del universo.

a influenciar tarde o temprano los hechos en cualquier posicion (z,y, z) del espacio, ya que el
cono de luz crece con el paso del tiempo. Cualquier observador O’ (siempre y cuando no tenga
aceleraciones demasiado grandes con respecto a 0) esta continuamente influenciado por O, ya
que tarde o temprano entrard en el cono de luz de cualquier evento p en la linea de universo de
O (véase Figura 10.1). Al revés también es verdad, tarde o temprano O entrard en el como de luz
de cualquier evento en la historia de O'. Se dice que estas observadores estan en contacto causal.

Sin embargo en un espaciotiempo general esto no necesariamente tiene que ser cierto. Debido
al hecho de que la orientacién de los conos de luz varia de punto o punto, es posible que unas
particulas, que inicialmente estaban en contacto causal, dejen de estarlo después de un cierto
tiempo (véase Figura 10.2). Si un observador O entra en una regién del espacio desde la cual ya
no es capaz de mandar sefiales de luz a un observador O’ fuera de esta regién, decimos que el
espaciotiempo tiene un horizonte. Existen varios tipos de horizones y s6lo comentaremos los mds
comunes.

Un tipo de horizonte surge cuando el campo gravitatorio es tan fuerte que la luz se queda
atrapada. En términos de la fisica cldsica (newtoniana), la velocidad de escape de esta region
es mds grande que la velocidad de la luz, asi que nada que entre en esta regiéon puede volver
a escapar. Este tipo de horizonte se llama un horizonte de sucesos y aparece en la formacién de
agujeros negros (véase el caso a en Figura 10.2). Un horizonte de sucesos es un horizonte absoluto,
en el sentido de que es el mismo para todos los observadores.

Otro tipo de horizonte no es absoluto, sino que depende del observador. En un universo en
expansion, la expansion puede ser tan rdpida que dos observadores “se pierde de vista”, es decir
la distancia entre los dos observadores aumenta demasiado rapido para que el la luz emitida por
un observador llegue al otro.* Para cada observador hay un momento en su historia después del
cual ya no es capaz de recibir sefiales del otro y decimos que hay un horizonte césmico (caso b en

“Ingenuamente uno podria pensar que esto implica que la velocidad relativa entre los observadores es mayor que la
velocidad de la luz, pero recordemos que en una variedad general, la velocidad relativa entre dos observadores distantes
no estd bien definida. El vector velocidad sélo estd definido en el espacio tangente, es decir, en la practica en una region
pequenia alrededor de la particula. Las velocidades relativas entre particulas sélo estdn definidas para particulas cercanas.
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la Figura 10.2).

Finalmente, si el universo tiene una edad finita, ningtin observador puede ver més alla de la
distancia que ha recordido la luz desde el origen del universo hasta el momento de observacién.
Desde distancias mads alla, la luz simplemente no ha tenido tiempo todavia para llegar hasta el
observador, aunque si llegard con el paso del tiempo. El horizonte asociado con este fenémeno
se llama un horizonte de particulas. (caso ¢ en la Figura 10.2). Horizontes césmicos y horizontes de
particulas son muy comunes en cosmologia.

Muchas veces la métrica que surge como solucién de las ecuaciones de Einstein es singular
en cierta region del espaciotiempo, es decir, algunos componentes y/o el determinante de g,,,
tienden a cero 6 a infinito. En este caso tenemos que distinguir entre dos tipos de singularidades.
El primer tipo son las singularidades de coordenadas, que son simplemente artefactos del sistema
de coordenadas que utilizamos. El origen en coordenadas esféricas en R? es un ejemplo de una
singularidad de coordenadas, puesto que el determinante |g| = 2 sin” § tiende a cero por r — 0,
aunque en coordenadas cartesianas esta claro que el origen es un punto completamente regular.

Una singularidad fisica sin embargo es una singularidad real, un punto donde la curvatura del
espacio es infinita. Cerca de una singularidad fisica, el campo gravitatorio es muy fuerte y los
efectos de marea son muy grandes. Los fisicos britanicos Stephen Hawking (1942 - ) y Robert
Penrose (1931 - ) demostraron en los afios 60 que en el interior de una superficie que atrapa la
luz, necesariamente tiene que haber una singularidad fisica, de modo que la singularidad en el
centro de agujeros negros es fisica. Por otra parte, hay una conjectura, llamada el censor césmico,
de que cualquier singularidad fisica siempre esta rodeada por un horizonte de sucesos, de modo
que la singularidad misma no es visible desde fuera y no puede influenciar al resto del universo
y crear problemas de causalidad. Singularidades que no estdn rodeados por horizontes se llaman
singularidades desnudas.

La manera general para distinguir entre singularidades de coordenadas y singularidades fisi-
cas es calculando los invariantes de curvatura, unas funciones escalares formadas de contracciones
del tensor de Riemann, como R, R, R*", R, x RH¥PX etc. Si los invariantes de curvatura son
singulares, entonces la singularidad es una singularidad fisica. Por otro lado si los invariantes
son regulares, es probable, pero no seguro que la singularidad sea de coordenadas. Nétese que
siempre es posible que un invariante todavia no calculado se haga singular. La prueba definitiva
de que una singularidad sea de coordenadas es encontrar un cambio de coordenadas que hace
desaparecer la singularidad.

Las ecuaciones de Einstein son ecuaciones diferenciales y tienen por lo tanto un caracter local.
La curvatura en cierto punto del espaciotiempo viene dada por el contenido de energia-momento
en este punto y una pequefia regién alrededor, pero la geometria global puede llegar a tener es-
tructuras extrafias, contraintuitivas e incluso patolédgicas. Discutiremos brevemente unos cuantos
ejemplos.

Una primera propiedad geométrica de un espaciotiempo es si el espacio es geodésicamente com-
pleto. Un espacio es geodésicamente completo si se puede extender el parametro afin de cualquier
geodésica a infinito. Intuitivamente mas o menos corresponde con la propiedad de que se puede
extender todas las geodésicas arbitrariamente. Si un espacio no es geodésicamente completo, sig-
nifica que algunas geodésicas terminan en un punto especifico, posiblemente porque acaban en
una singularidad, o porque el espaciotiempo tiene un borde con que se choca la geodésica (véase
el caso a en la Figura 10.3).

Una siguiente pregunta que uno podria hacer es si un espaciotiempo dado tiene una superfi-
cie de Cauchy, es decir una superficie espacial, que podria servir para especificar las condiciones
iniciales, de modo que toda la evolucién posterior esté determinada por estas condiciones inicia-
les. Si uno encuentra una superficie ¥ que sea espacial en todos los puntos y especifica en esta
superficie las posiciones y velocidades iniciales de las particulas y flujos, no estd garantizado que
para cualquier espaciotiempo esta superficie ¥ sea una superficie de Cauchy. La geometria del
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Figura 10.3: Estructuras no-locales en las soluciones de las ecuaciones de Einstein: un espacio es geodési-
camente completo si cualquier geodésica se extiende hasta el infinito, sino acaba en un borde o una singu-
laridad (a). No en todos los espacios es posible definir superficies de Cauchy, ya que una influencia puede
venir del infinito sin haber cruzado la superficie espacial 3 (b). Un espacio es orientable con respecto al
tiempo, si hay una definicion global de la direccién en que fluye el tiempo (c). Curvas temporales cerradas
son curvas que son temporales en todos sus puntos, pero que vuelven al mimso punto y permiten viajar
al pasado (d). Las ecuaciones de Einstein determinan sélo la geometria local, pero no dicen nada sobre la
topologia de la solucion (e).

espaciotiempo puede ser asi que, atin especificando condiciones iniciales en ¥, haya curvas tem-
porales que vengan del infinito y que no crucen la superficie ¥. En otras palabras, en algunos
espacios es posible que un evento en el futuro de la superficie ¥ esté influenciado por hechos no
especificados en las condiciones iniciales (véase el caso b en la Figura 10.3). En tales espacios no se
puede calcular el futuro del espacio entero, sino solo de trozos pequefios en el futuro inmediato
de 3. El espacio de anti-De Sitter es un ejemplo de un espacio donde no existen superficies de
Cauchy.

Otro ejemplo de una propiedad geométrica curiosa es la orientabilidad del tiempo. En algu-
nos espacios, no es posible definir un campo vectorial temporal que tenga la misma orientacién
en todo el espacio. Intuitivamente mas o menos se corresponde al hecho de que no haya una di-
reccién global en la que fluya el tiempo, sino que en distintas regiones del espacio el tiempo fluye
en direcciones diferentes. Concretamente, si en tal espacio se coge una foliacién con superficies
Yk que son espaciales en todos sus puntos, el campo vectorial n* ortogonal a ¥, es temporal en
todos los sitios. En espacios que no son orientables con respecto al tiempo resulta que, aunque se
elija n* siempre dirigido hacia el futuro, la orientacién de n* con respecto a ¥; no es la misma
en todo el espacio. En algunas regiones n* estard “por un lado” de ¥, y en otras regiones por
“el otro lado” (véase caso c en la figura 10.3). En cada punto del espacio tenemos una estructu-
ra lorentziana bien definida, con una direcciéon temporal bien definida, pero globalmente no es
posible definir un sentido global para una direccién temporal.

Un dltimo ejemplo de una estructura geométrica contraintuitiva, en este caso incluso patolégi-
ca, es la presencia de curvas temporales cerradas. Ya hemos mencionado que una curva temporal
puede servir como posible trayectoria de una particula masiva. En principio es posible que la
variacion de la orientacién de los conos de luz de punto en punto sea tal que existan curvas tem-
porales cerradas, es decir, que sean temporales a lo largo de toda la curva y ademds vuelvan al
mismo punto (véase el caso d en la Figura 10.3). Estas curvas temporales cerradas en general no
son geodésicas, pero en principio seria posible que en estos espacios un observador viajara a su
propio pasado. En general se suelen descartar estas soluciones no fisicas, por los probemas 16gi-
cos relacionados con poder influenciar el pasado, pero no hay nada en las ecuaciones de Einstein
que impida estas soluciones. Un ejemplo es el universo de Godel.

Finalmente, merece la pena enfatizar que las ecuaciones de Einstein determinan la métrica g,.,,
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y por lo tanto la geometria local del espacio, pero no determinan la topologia de las soluciones,
que es una propiedad global. La topologia del espacio viene determinada (entre otras cosas) por
las condiciones de contorno, cosa que no entra en las ecuaciones de Einstein, sino que hay que
poner a mano. Dos espacios pueden tener la misma estructura geométrica, pero una topologia
distinta. Un ejemplo muy sencillo es el caso del espacio plano. Tanto el espacio de Minkowski
cuadrimensional R!:3

ds? = dt* — da? — dy? — dz? (10.49)

como el producto directo del espacio de Minkowski bidimensional con el toro R'' x T2
ds® = dt* — da® — R?d6? — R2dy?, (10.50)

con Ry y Rs los radios del toro y 0, ¢ € [0, 27], son soluciones de las ecuaciones del vacio y ambas
son planas, ya que R,,,n» = 0. A escalas { < Ry, Ry, un observador no es capaz de ver la dife-
rencia entre estas dos soluciones, ya que en cada punto se puede hacer el cambio de coordenadas
local y = R10, z = Rop, de modo que las métricas de las dos soluciones son la misma. Sin em-
bargo la topologia es muy diferente. Por ejemplo, cualquier curva en R'% se puede contraer a un
punto, mientras que una curva enroscada a lo largo de 6 en R™! x T2 no es contraible. En gene-
ral es dificil determinar la estructura topoldgica (como la presencia de asas o ciclos no-triviales,
véase el caso e en la Figura 10.3) a base de la métrica g,,,..
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Capitulo 11

Los tests clasicos de la relatividad
general

Si la Teoria de la Relatividad resulta correcta, en Alemania dirdn que soy alemdin, en
Suiza que soy suizo y en Francia que soy un gran cientifico. Si la teoria es falsa, para
los franceses seré un suizo, para los suizos un alemdn y para los alemanes un judio.
(Atribuido a A. Einstein)

En los tltimos dos capitulos hemos desarollado una teoria moderna de la gravedad, a base
de sdlo tres principios: el Principio de Equivalencia, el Principio de Covariancia y el Principio de
Minimo Acoplo. Estos tres principios sencillos y elegantes llevan directamente a las ecuaciones
de Einstein, que forman el ntcleo de la teoria de la relatividad. Pero el hecho de que una teoria
sea obtenida de manera elegante, a base de primeros principios, no implica que sea correcta, es
decir, que describa bien la Naturaleza. Al fin y al cabo, lo que determina si una teo’ria fisica es
correcta 0 no, son los resultados expermentales. Por lo tanto, para tener un poco mds de confianza
en la teoria, habrad que pasar por unas cuantas pruebas experimentales.

11.1. El limite newtoniano

Cuando Einstein en 1915 presentd su version final de la relatividad general, no habia nin-
guna razon experimental para dudar de la validez de la teorfa newtoniana de la gravedad, salvo
quiza el desplazamiento del perihelio de Mercurio (véase la seccién 11.2). Al contrario, entre 1841
y 1845 los astrénomos John Couch Adams (1819-1892) en Cambridge y Urbain Le Verrier (1811-
1877) en Parfis utilizaron independientemente la teoria de la gravedad newtoniana para predecir
correctamente la posicién del en ese momento desconocido planeta Neptuno a base de las irre-
gularidades en el movimiento de Urano, un hecho que entonces fue recibido como un gran éxito
tanto para la investigacién tedrica como para la gravedad newtoniana. Por lo tanto, si la relativi-
dad general pretende ser una teoria moderna de la gravedad, que corrige a la teoria newtoniana,
mas vale que por lo menos recupere ésta en algtn limite no-relativista.

El limite adecuado resulta ser el limite cuando el campo gravitatorio es débil y (casi) estatico,
es decir, cuando la curvatura del espaciotiempo es practicamente cero y todas las particulas (in-
cluso las que causan el campo gravitatorio) tienen velocidades mucho mds bajas que la velocidad
delaluz, v < 1. Con esta tltima condicién estamos eligiendo implicitamente un sistema de coor-
denadas especifico, el sistema donde todas las velocidades son pequefias. Aunque de este modo
estamos perdiendo covariancia general, no nos importa demasiado de momento, ya que la teoria
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newtoniana presupone un sistema de coordenadas preferido (un espacio y un tiempo absoluto).!

La condicién del campo gravitatorio débil permite escribir la métrica como una perturbaciéon
del espacio de Minkowski
Juv = N + hpw, (11.1)

con e < 1 el pardmetro de expansién. Tomando en cuenta que hasta primer orden en ¢, la métrica
inversa toma la forma
g = gt — e M, (11.2)

en primera aproximacion los simbolos de Christoffel y el tensor y el escalar de Ricci vienen dados
por (ejerc)

1
I, ~ € n* Ouhxy + Ovhyuy — 5‘>\hw},

R,

Q

1 1

—£ Phyw, R ~ —e 0°h, (11.3)
2 2

donde h = n*"h,,,, es la traza de la perturbacion de la métrica, 92 = n**9,,0, es el d’alambertiano
en el espacio de Minkowski y donde hemos fijado los grados de libertad no-fisicos de h,,,, a través
de la eleccién de gauge

1
0"y, — 505k = 0. (11.4)

En primera aproximacion, las ecuaciones de Einstein para un campo gravitatorio débil se con-

vierten entonces en 1 1
?8%W—§mﬁ%}zfﬂb. (11.5)

También resultard ttil la versién de esta ecuacioén sin traza, es decir, la aproximacién para campo
débil de (10.22),

1 1
§dﬁmwz-w{my—§mwT} (11.6)

donde T' = n**T},,. Obsérvese que la ecuacién de Einstein (11.6) toma la forma de una ecuacién
de ondas inhomegénea para h,,, . Discutiremos esta propiedad en mds detalle en en Capitulo ??.

La segunda condicién, que todas las velocidades consideradas sean no-relativistas, implica
que podemos utilizar el mismo pardmetro de expansioén ¢ para el movimiento de las particulas,
ya que v ~ ¢ < 1. En particular, el tiempo propio (5.25) de una particula moviéndose en un
campo gravitatorio es por lo tanto en primera aproximacién igual al tiempo en el sistema de
referencia:

dr =~ dt. (11.7)

Una particula que se mueve con velocidad v ~ ¢ viaja una distancia dz’ en el intervalo de tiempo
dt de modo que _
dz' ~ edt, (11.8)

y por lo tanto para cualquier funcién f(z*,¢) vemos que
Of ~ €dif. (11.9)

En otras palabras, la derivada de una funcién con respecto al tiempo es un orden en € mayor que
el gradiente y pueden ser despreciada en comparacién con éstas.

Con estas aproximaciones, no s6lo podemos ver que las ecuaciones de Einstein se reducen
a la ecuacién de movimiento de una particula en un potencial gravitatorio, sino que también

1 Aqui vemos que en realidad el tiempo absoluto de Newton no es mas que la coordenada temporal del sistema de
referencia donde todas las particulas se mueven a velocidades no relativistas y el espacio absoluto a las superficies ¢
constantes en estas coordenadas.
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podemos afirmar que la constante de proporcionalidad x en (10.20) realmente es x = 87Gy,
como dijimos en la seccion 10.2.

El potencial newtoniano se saca de la ecuacién de la geodésica (7.42), la ecuacién de movi-
miento de una particula libre en relatividad general. Las componentes espaciales se reducen en
nuestra aproximacion a

d*z ; ; dad dat

e + Iy + ;kﬁﬂ ~ 0, (11.10)
donde hemos utilizado la aproximacién (11.7). El dltimo término se puede despreciar frente a los
primeros dos, ya que también es de orden 2, debido a (11.8). Por dltimo tenemos que en primera
aproximacion

o 1, 1.,
Ih ~ 5en” (20015 = Oihu| ~ —3en Ok ~ =0 gu, (11.11)

donde en la segunda igualdad hemos despreciado las derivadas temporales frente al gradiente
por (11.9) y en la tercera igualdad hemos utilizado la expansion (11.1) para escribir el resultado
en término de la métrica g,,,,. La ecuacién de la geodésica se reduce por lo tanto a

d*z’ 1,

— ~ —J'gy. 11.12
a2 B Gt ( )

Comparando esta expresiéon con la segunda ley de Newton para una particula en un campo

gravitatorio (5.57) y tomando en cuenta que 8" = —(V)?, vemos que podemos identificar en
primera aproximacion el potencial de Newton @ con la componente g+ de la métrica:>

g ~ 1+ 20. (11.13)

Efectivamente, en el Capitulo 12 veremos que la solucién de las ecuaciones de Einstein que des-
cribe un objeto masivo estatico con masa m y con simetria esférica viene dada por la métrica de
Schwarzschild,

ds? = (1 . 2G;Vm)dt2 . (1 . QG;Vm)*ldr? 2 (d92 + sin? 9d¢2), (11.14)

donde Gy es la constante de Newton, de modo que con (11.13) recuperamos la forma conocida
del potencial newtoniano para objectos esféricos

o~ _G];m. (11.15)

Efectivamente, con la identificacién del potencial newtoniano (11.15), la ecuacién de la geodési-
ca (11.12) se convierte en la conocida segunda ley de Newton para una particula en un potencial
gravitatorio: & = —V®. Obsérvese que aqui vemos concretamente lo que ya habiamos dicho en el
Capitulo 9: lo que para Newton es una fuerza gravitatoria F, que acttia a distancia, es para Eins-
tein un término geométrico, la componente I', de la conexién de Levi-Civita del espaciotiempo
en que se mueve la particula.

El valor de la constante de proporcionalidad « lo obtenemos a través de las ecuaciones de
Einstein (11.6) para un campo débil, originado por una distribucién de materia fria (polvo) con
velocidades no relativistas. En esta aproximacién la tinica componente no cero del tensor de
energia-momento (10.1) es T*" =~ py, de modo que bajando los indices y tomando la traza tenemos
que

Ty ~ po, T = pg. (11.16)

2No6tese que asumimos que el espaciotiempo sea asint6ticamente plano (para la definicién véase Capitulo 12). Si el
espaciotiempo no es asintéticamente plano, la definicién del potencial gravitatorio es un poco mas complicada.
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La componente (¢t) de la ecuacion de Einstein (11.6) es por lo tanto
EAhtt ~ Kpo, (1117)

donde hemos despreciado las derivadas temporales 97 frente al laplaciano A = 9;9". De (11.1) y
(11.13) sabemos que en primera aproximacién podemos identificar eh;; con dos veces el potencial
gravitatorio, de modo que (11.17) se convierte en

Una comparaciéon con la ecuacién de Poisson (5.58) fija la constante de proporcionalidad de
(10.20) en k = 871G N

En resumen, tanto la Segunda Ley de Newton (5.57) como la ecuacién de Poisson (5.58) estdn
contenidas dentro de la relatividad general, en el limite donde el campo gravitatorio es débil
y todas las velocidades consideradas son mucho mds bajas que la velocidad de la luz, es decir,
cuando tanto los efectos de la curvatura del espacio como los efectos de la relatividad especial
son despreciables. Este es efectivamente el rango de validez que uno esperaria para la mecénica
y la gravedad newtoniana.

11.2. El perihelio de Mercurio

Einstein propuso tres tests para comprobar su relatividad general: el avance del perihelio de
Mercurio, la deflexién de la luz por un objeto masivo y la dilatacién gravitacional del tiempo,
conocidos hoy como los tres tests cldsicos. Estos tests son més faciles en la presencia de un obje-
to masivo estdtico con simetria esférica. Como ya hemos mencionado en la seccién anterior, la
métrica que describe un espaciotiempo de tal objeto es la métrica de Schwarzschild,

ds? = (1 - g)d# - (1 - ?)Adﬁ 2 (d92 + sin? 9d<,02), (11.19)

donde la constante M = G ym, con dimensién L, es una medida para la masa m del objeto. Para
el Sol, M corresponde aproximadamente a 1,5 km (para mds detalles sobre la derivaciéon de esta
métrica y su significado fisico referimos al Capitulo 12).

El test del avance del perihelio de Mercurio consiste en que la relatividad general predice una
correccion relativista a la primera ley de Kepler en las 6rbitas de los planetas: en lugar de que el
planeta siga 6rbitas perfectamente elipticas (en ausencia de otros planetas), la trayectoria tiene
en primera aproximacion la forma de un elipse que gira lentamente en el plano de la 6rbita, de
modo que el perihelio, la posicién mds cercana al Sol, se mueve cierto dngulo 27¢ a lo largo de
un circulo con respecto a su perihelio anterior (véase Figura 11.1)

Para entender bien el argumento relativista, es conveniente repasar brevemente el calculo
newtoniano. Es interesante observar que ambos calculos llegan a las mismas ecuaciones (salvo
correcciones relativistas) por argumentos totalmente distintos.

En el formalismo newtoniano, la manera mds facil de calcular las érbitas de las planetas es a
partir de la ley de conservaciéon de momento angular L y la ley de conservacién de energia E para

una particula con masa mg (con my < M /G ) en un potencial newtoniano V(r) = —moM/r,
1 M
mor’p = L, Smo(i? +12p%) - = = B, (11.20)
r

donde hemos asumido, sin pérdida de generalidad, que la particula se mueve en el plano ecua-
torial § = /2. Sustituyendo ¢? en la ley de conservacién de energia por su valor en funcién de
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Figura 11.1: El avance del perihelio (exagerado): Cada vuelta alrededor del Sol, el perihelio se mueve con
un dngulo 2me

Ly cambiando a la variable u = 7, la ley de conservacién de energia se convierte en (ejerc.)

2 9moE  2mZM
(d“) 2= 20 MW, (11.21)

d L2 L2
donde hemos escrito la variable u como funcién de ¢ a través de la regla de la cadena

du_dud_go

S 11.22
dt ~ dp dt (11.22)

La ecuacion (11.20) se puede integrar directamente, pero es més facil si la derivamos otra vez con
respecto a ¢, para obtener la ecuacién de Binet (ejerc.)

d2u m()M

d—gOQ +u= T2 (11.23)

cuya solucién son las conocidas secciones cénicas

o m()M
U= 73 (1+e coscp), (11.24)

donde e = /1 + 2L?E/m2M es la excentricidad de la érbita. Para energia E < 0, la excentricidad
e es menor que 1 y la trayectoria es un elipse.

Miramos ahora el caso relativista. Para calcular la 6rbita de una particula con masa mg en
relatividad general tenemos que calcular las geodésicas temporales en la solucién de Schwarz-
schild (11.19). Las componentes ¢ y ¢ de la ecuacion de la geodésica (7.46) y la condicién (7.53)
de que sea temporal en este espacio vienen dadas por

(1—¥)t‘:k, Tgsb:mio,
(1 - g)fj? _ (1 - g)_lfﬁ 22 =1, (11.25)

donde £ y L son constantes de integraciéon. Por comparacién con (11.20) podemos interpretar L
como el momento angular de la particula, mientras k es la constante de proporcionalidad en-
tre la coordenada temporal ¢ y el tiempo propio de la particula. Sustituyendo las primeras dos
ecuaciones en la tltima obtenemos (ejerc.)

(%)2 +r(1- g) 1+ mfi%ﬁ - kQ?ZQQ)?A =0, (11.26)
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y cambiando a la variable u = 1/r, la ecuacién se reduce a (ejerc.)

du\2 o, ma(k*—1)  2mZM 5
(@) +u? = TR S+ 2, (11.27)
La ecuacién (11.27) es muy parecida a la ley de conservacion de energia (11.21) en el caso new-
toniano, salvo el dltimo término. Esto implica que podemos interpretar £ como una medida para

la energia de la particula,

E = %mo(kQ - 1), (11.28)

mientras que el tltimo término, 2\ u?, acttia como una perturbacion a la ecuacién newtoniana.
Efectivamente, el tercer término es mucho mas pequeno que el segundo puesto que

3Mu? 3L2 3M(1—e?)

m3M /L2 a*m? a ’ ( )

donde a es el eje mayor del elipse y donde en la tltima igualdad hemos utilizado la segunda y la
_ 2m2a®

tercera ley de Kepler,
2ma®y/1 — e2
ma < T? = : (11.30)
L M

Dado que para el Sol M es aproximadamente 1,5 km y para Mercurioa = 6-10° km y e = 0, 2056,
vemos que, para el caso de Mercurio, el término relativista en (11.27) es del 6rden de 10~7 veces
menor que el segundo término. Obsérvese que para los demads planetas, el eje mayor es atin mas
grande y la excentricidad es mds pequefia (salvo para Plutén), de modo que la perturbacién es
atn menor.

T =

En lugar de intentar resolver la ecuacion (11.27), resulta mds facil derivarla con respectoa ¢ y
obtener la llamada ecuacion relativista de Binet (ejerc.)
d*u m3M

i tu= 75+ 3Mu?, (11.31)

donde otra vez el dltimo término es una pertubacion a la ecuacién de Binet (11.23). Definiendo el
pardmetro de perturbacién adimensional
_3miM?  3M
L2 a(l—e?)’

(11.32)

cuyo valor para Mercurio es del orden de 1077, y suponiendo que la solucién es en primera
aproximacién de la forma u = ug + €u1, con v la solucién newtoniana (11.24), encontramos que
la ecuacion para la perturbacién en primer orden viene dada por (ejerc.)

d? 2M 2 1
d:; + up =~ m£2 [(1 + %) + 2ecosp + 562 cos2¢p|. (11.33)
Sustituyendo el Ansatz
uy = A+ Bycosp+ Ccos2p (11.34)

en la ecuacion (11.33), encontramos que existe una solucién para (ejerc.)

2M 2 2M 2M2
m£2 (1+e—), B = "oe c=_More (11.35)

A:
2 L2 - 6L2

de modo que la solucién hasta primer orden viene dada por (ejerc.)

2 2

~ mziw (1 +e cos (p) + 5m££w {1 +epsing + 62(% — éCOS 2@)] (11.36)
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De los términos de correccién, el segundo es el mas importante porque es proporcional a ¢ y
representa por lo tanto un efecto acumulativo. Despreciando los otros términos y queddndonos
s6lo con términos hasta orden €, podemos escribir (11.36) como (ejerc.)

2
mgM

12 [1 +e cos((l — s)cp)]. (11.37)

Esta ecuacién es muy parecida a la del elipse (11.24), sélo que hay una perturbacién de orden ¢
en la dependencia angular. Por lo tanto, la curva (11.37) representa en primera aproximacién un
elipse, pero el periodo de la trayectoria no es de 2, sino un poco mayor,
2m
1-¢

~

~ 2r(l+e). (11.38)

En otras palabras, el planeta no sigue una trayectoria perfectamente eliptica, sino que el elipse se
va girando un poco cada revolucién, de modo que el planeta alcanza su perihelio un poquito mas
tarde cada vez. El retraso viene dado precisamente por el pardmetro ¢. La definiciéon (11.32) de ¢
nos ensefia que el efecto es independiente de la masa mg del planeta, pero que aumenta cuanto
mas cerca esté el planeta del Sol y més excéntrica sea su Orbita.

El desplazamiento del perihelio de Mercurio de 574 arcosegundos por siglo ya era conocida
desde la primera mitad del siglo XIX. En los 1850, Le Verrier, el co-descubridor de Neptuno, cal-
cul6 que la mayor parte del efecto medido (531 arcosegundos por siglo) es debido a la influencia
gravitational de los demds planetas, sobre todo de Venus. Pero el calculo de Le Verrier también
mostré que atn quedaba un desplazamiento adicional de unos 42 arcosegundos por siglo sin ex-
plicar, mucho més que el error observacional, lo que hizo que el problema era considerado como
una de las anomalias mds grandes de la mecédnica newtoniana. Le Verrier mismo cre6 que este
efecto era debido a la existencia de un planeta interior a Mercurio, bautizado Vulcano.? El proble-
ma de esta teoria era que para poder causar el efecto calculado, Vulcano deberia ser tan grande
que seria perfectamente visible desde la Tierra. A pesar de que se anuciaron algunas observa-
ciones (después de la publicacién de Le Verrier), su existencia nunca se ha llegado a confirmar
y el problema permanecié hasta que Einstein calculé en 1915 las correcciones relativistas al po-
tencial newtoniano y vié que causaban un desplazamiento al perihelio de Mercurio adicional
al efecto newtoniano, que cuadraba con las observaciones. Efectivamente el efecto relativista es
de 42,98 £ 0, 04 arcosegundos por siglo, con un error tedrico perfectamente compatible con las
observaciones.

11.3. La deflexion de la luz

El célculo de la deflexién de la luz es muy parecido al célculo del perihelio de Mecurio, sélo
que, en vez de calcular las geodésicas temporales en la solucién de Schwarzschild, hay que cal-
cular las geodésicas nulas. Por lo tanto, restringiéndonos al movimiento plano, las componentes
t y 0 de la ecuacién de la geodésica y la condicién de que éste sea nula imponen las siguientes
ecuaciones, andlogas a (11.25),

(1-¥)t‘:k7 r2p =0,
(1 - g)t‘? - (1 - g)flfﬂ — 22 =, (11.39)

donde ahora el punto indica una derivacién con respecto al parametro o de la geodésica nula, que
ya no tiene la interpretacién del tiempo propio y ¢ es el momento angular asociado a la geodésica.

3No confundir con el planeta paterno de Mr. Spock en Star Trek. Aunque si hay relacién: cuando Gene Roddenberry
(1921 - 1991) invent6 Star Trek en 1964, reciclé el nombre del planeta de Le Verrier para los primeros extraterrestres que
aparecen en su serie.
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Figura 11.2: La ecuacion de la recta en R* en coordenadas polares (r, ): las constantes de integracion Ry
Y o representan respectivamente la distancia de la recta hasta el origen y el dngulo con respecto al eje .

Con una derivacién idéntica al caso de las geodésicas temporales, obtenemos el andlogo de la
ecuacion (11.27) (donde otra vez u = 1/r),

du\2 5 K2 3
(@) Ut = 5+ 2M (11.40)
y derivando con respecto a ¢ la ecuacion relativista de Binet para geodésicas nulas,
d2
24w = 3Mu2 (11.41)
dp

Obsérvese que tanto el momento angular ¢ como la medida para la energia k£ han desaparecido
de la ecuacién. Al tratarse de particulas sin masa, que se mueven siempre con la velocidad de la
luz, estas cantidades estdn en realidad determinadas por la distancia  al centro de gravedad.

Hay un limite en que esta ecuacién es facil de resolver de manera exacta: cuando M = 0, la
solucién de Schwarzschild (11.19) se reduce al espacio de Minkowski in coordenadas esféricas y
en esta caso la solucién de (11.41) viene dada por

u(p) = Ry 'sin(p — ¢o). (11.42)

En la expresion en términos de r,
rsin(p — o) = Ro, (11.43)

reconocemos la ecuacién de la recta en R? en coordenadas polares, donde Ry representa la dis-
tancia de la recta hasta el origen y ¢ el dngulo con respecto al eje x (véase Figura 11.2), lo que
efectivamente es el resultado esperado para una geodésica nula en el espacio de Minkowski.

Igual que para el perihelio de Mercurio, intentaremos resolver la ecuacién de Binet (11.41) en
el limite donde el término a la derecha es una perturbacién del resultado newtoniano, s6lo que
ahora nuestro pardmetro adimensional viene dado por

_3M
= 7
Exigir por lo tanto que ¢ < 1 es considerar sélo geodésicas cuya distancia R hasta el centro

del potencial gravitatorio sea mucho mas grande que M, es decir, geodésicas que pasan lejos del
objeto en el centro.* En este caso la ecuacién de Binet (11.41) se puede escribir como
d*u

d—(‘OQ + u = €R()U2, (1145)

4Como comparacién: en el Capitulo 12 veremos que el horizonte del agujero negro neutro y estatico esta localizado en
el radio de Schwarzschild r = 2M.

- (11.44)
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Figura 11.3: La deflexién de la luz: la luz de un objeto (estrella negra) que pasa cerca de un objeto masivo,
estd desviada por el campo gravitatorio y proyecta una imagen (estrella blanca) en una posicion distinta.

y asumiendo que la solucién u(p) es una perturbacion del resultado newtoniano

u(p) = uo(p) + cui(yp), (11.46)

con ug () dado por (11.42), se puede ver facilmente que la ecuacién para u; es de la forma
d2u 1.
Wl + = Ry'sin®(p — o), (11.47)

cuya solucién viene dada, hasta primer orden en ¢, por
1 1. - 1
ui(p) ~ gRo L gﬂRo teos(p — o) + §R0 teos® (0 — ¢o), (11.48)

con 3 una constante adimensional arbitraria, que podemos poner a cero para el caso que nos
interesa. La solucion completa, hasta primer orden en ¢, es por lo tanto

1. M
u(p) = Ry sin(p — o) + = [1 + cos?(p — @0)}, (11.49)
0
0, en terminos de r,
. M
rsin(¢ — @o) &= Ry — i {1 + cos®(p — 500)}’ (11.50)

donde efectivamente se puede ver el término entre corchetes como una perturbacion de (11.43).

Lejos del centro del objeto masivo (es decir para r > M), la solucién tiende asintéticamente
al espacio de Minkowski, de modo que para r — oo, la trayectoria de la luz tiende a una recta.
Sélo cerca del objeto masivo, la desviacién es apreciable y la trayectoria real interpola entre una
recta entrante y otra saliente. Consecuentemente, el d&ngulo J de la deflexion de la luz es el angulo
entre estas dos rectas, que viene dado por la suma de los dngulos ¢ y 2 que hacen las rectas con
el eje x (véase Figura 11.3). Para determinar ¢ en términos de M y Ry, basta con expresar 1 y 2
en funcion de éstas, a través de (11.50).

Cuando u — 0, ¢ — 2 alo largo de la recta saliente, de modo que (11.49) se reduce a

M
0 ~ Ry'sin(y — o) + o 1+ cos®(p — @2)}, (11.51)
0
0, en hasta primer orden en ¢ — o,
2M

~ =M 11.52
Y2 X o + o ( )
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Figura 11.4: Una lente gravitatoria: un objeto lejano (estrella negra) proyecta multiples imdigenes (estrellas
blancas) en el cielo terrestre, debido que un objeto masivo mds cercano enfoca la luz emitida en direcciones
diferentes.

Por otro lado a lo largo de la recta entrante ¢ — ¢ + 7 asintéticamente, de modo que (11.50)
impone la condicién

2M
P2 R —p + ——, (11.53)
Ro
donde el signo viene del hecho de que sin(¢; 4+ ) = —sin ;.

El dngulo de la deflexién de la luz es por lo tanto

4M

—. 11.54
o (11.54)

0 =1+ =
El efecto de la deflexién de la luz hace que la trayectoria de la luz que ha pasado cerca del centro
de la solucién de Schwarzschild se desvia y proyecta una imagen en una parte del cielo distinta
a su verdadera posicién (Véase Figura 11.3). Concretamente para el Sol (para el cual, como ya
hemos dicho M =~ 1,5km), el &ngulo de deflexién de una estrella es de unos 1,7 segundos de
arco, si la luz pasa justo fuera del radio del Sol. En circunstancias normales esto no se notaria, ya
que la propia luz del Sol taparfa la de la estrella, pero el efecto si podria manifestarse durante los
eclipses solares.

En 1919, dos expediciones inglesas intentaron medir el efecto en el eclipse solar del 29 de mayo
de ese afio en Brasil y en la isla de Principe, delante de la costa de Africa occidental, ésta tltima
liderada por el renombrado astrofisico britdnico Arthur Eddington (1881 - 1944). Debido a las
dificultades técnicas inherentes a un experimento de tal calibre (en realidad demasiadas para en
la época), la calidad de los resultados era muy pobre, con poca precisién y pocos datos para hacer
una buena estadistica de error. Atin asf el equipo en Principe medio una deflexién entre 1,31 y
1,91 segundo de arco y el equipo en Brasil una media de 1,91 segundo de arco con un aparatoy de
0,86 con otro, un resultado que parece confirmar cualitativamente las prediciones de relatividad
general, aunque claramente no cuantitativamente (jsiendo la prediccién newtoniana 0,8!). Incluso
hay constancia de que Eddington, un gran admirador de Einstein y de la relatividad general, fue
un tanto selectivo con el andlisis de los datos y los métodos estadisticos empleados. Pero mas
por el peso de la autoridad de Eddington que por los argumentos cientificos, los resultados de
las expediciones de 1919 fueron recibidos como la gran confirmacién de la relatividad general y
dié Einstein su estatus de prototipo de cientifico famoso.

Sin embargo, hoy en dia ya nadie duda de que la deflexién de la luz sea un efecto real, gracias
a la cosmologia observacional. El efecto de la deflexién de la luz no es tipico de la solucién de
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Schwarzschild (s6lo es més facil calcularlo aqui, debido a la simetrfa de la solucién), sino que ocu-
rre en general cerca de cualquier conjunto grande de masa y energia. Hay numerosos ejemplos
de galaxias y cudsares que estdn en posiciones (ligeramente) distintas en el cielo, pero muestran
exactamente el mismo espectro, indicando que en realidad se trata del mismo objeto. La luz de
estos objetos lejanos, inicialmente emitida en direcciones (ligeramente) distintas, estd enfocada
al pasar cerca de otro objeto muy masivo mds cercano. En este caso el objecto cercano realmente
acttia como una lente gravitacional, proyectando multiples imdgenes en el cielo terrestre (véase
Figura 11.4). Este efecto ocurre en tres dimensiones, por lo que puede dar lugar a configuracio-
nes como la Cruz de Einstein (el cudsar QS02237 + 0305, que proyecta 5 imdgenes en forma de
cruz) o (secciones de) los anillos de Einstein que aparecen en las fotograffas de campo profundo,
hechas por el Hubble Space Telescope. La distorsién de los objetos en estas imagenes nos puede
dar informacién sobre la cantidad y la distribucién de la materia oscura en el universo.

El mismo efecto (aunque atin no observado) ocurre cerca de agujeros negros: el campo gra-
vitatorio de estos objetos es tan grande que la luz puede dar completamente la vuelta o incluso
llegar a orbitar el agujero negro. Los efectos de distorsion gravitacional de las imdgenes son ma-
yores cuanto mds uno se acerca (y no suele ser considerada en imdgenes artisticas de agujeros
negros, por lo que éstas son poco fiables).

11.4. El efecto Doppler gravitacional

En la seccién 9.3 ya habfamos deducido la existencia de un efecto Doppler gravitacional a base
del Principio de Equivalencia e incluso habiamos derivado unos primeros resultado cualitativos
para un campo gravitatorio constante a través de un ascensor acelerado. En esta seccién quere-
mos hacer la derivaciéon con mas cuidado con las herramientas de relatividad general y geometria
diferencial. Sin embargo, el estudiante atento notard un paralelismo entre esta derivacién y la de
la seccién 9.3.

El efecto Doppler gravitacional no sélo ocurre para campos gravitacionales constantes, sino
para cualquier espaciotiempo estdtico. En grandes lineas, un espaciotiempo estético quiere decir
que existe un sistema de coordenadas donde podemos dividir las cuatro coordenadas en una
temporal, digamos ¢, y tres espaciales 2 y que las componentes de la métrica g, no dependen
de la coordenada temporal t. Ademds la simetria ¢ — —t de las soluciones estaticas impide que la
métrica tenga términos cruzados g;;, de modo que la forma mas general de una métrica estatica
viene dada por

ds? = gu(z®)dt* — gi; (") da’ da’. (11.55)

Consideremos ahora dos observadores, llamados el emisor y el detector, en reposo en dos
posiciones diferentes del espaciotiempo, ambos equipados con un reloj atémico. Sean z# = x#(7.)
y @f] = a!/(74) las lineas de universo de cada observador, parametrizados por el tiempo propio
de cada uno. El emisor emite con cierte regularidad sefiales hacia el detector, donde el intervalo
dr. entre dos emisiones viene dado por

Al = gu(xe)dat dz” = gu(we)dt’. (11.56)

Por otro lado, el intervalo entre dos detecciones dr; no necesariamente tiene que coincidir con
dr., de modo que
dri = (vdr.)? = gu(wq)dt?, (11.57)

donde 7 es el factor de dilatacién temporal debido al campo gravitatorio y podemos obtener una

expresion para vy dividiendo ambas expresiones,

y = [ gulza) (11.58)

grt(Te)
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En otras palabras, si el periodo de entre la emision de dos sefiales consecutivas es 7, entonces el
periodo entre dos detecciones consecutivas es

7, = T, |22 (11.59)
gtt(ﬂfe)
0, en términos de frecuencias,
va = v, | 22Te). (11.60)
git(za)

Por lo tanto, si g (xe) < gu(ze), tenemos que vq4 < v.. En otras palabras, un rayo de luz per-
derd energfa al intentar salir del pozo potencial gravitatorio y sufrird un corrimiento hacia el
rojo. Nétese, sin embargo, que no hemos particularizado a ninguna solucién especifica, de modo
que el efecto es no sélo vélido para la soluciéon de Schwarzschild (11.19), sino en general para
cualquier solucién estética.

La férmula (11.59) es una generalizacion de la derivacién de la seccién 9.3, hecha a base del
Principio de Equivalencia. De la seccién 11.1 sabemos que en espaciotiempos estaticos el poten-
cial newtoniano @ estd relacionado con la componentes g;; de la métrica a través de (11.13), de
modo que podemos aproximar (11.59) por

1+ 2@(%,1)

Ty~ Tpy| ot
¢ 1+ 20(z.)

~ T, [1 + D(zq) — @(xe)}, (11.61)

donde en la dltima igualdad hemos expandido la raiz cuadrada en un desarrollo de Taylor hasta
primer orden en @, con lo que recuperamos la formula (9.17).

En 1960 los fisicos americanos Robert Pound (1919 - 2010) y Glen Rebka (1931 - ) comprobaron
experimentalmente el efecto en el Jefferson Laboratory de la Universidad de Harvard. La idea
central del experimento estd basada en la emisién y absorcién de fotones cuando un dtomo pasa
de un estado excitado a su estado base y vice versa. Dado que la energia de la luz emitida por los
dtomos exitados al decaer al estado cambia al viajar por el campo gravitacional de la Tierra, los
fotones ya no pueden excitar los dtomos similares en el detector. Para poder cuantificar el efecto,
Pound y Rebka hicieron mover la fuente con una velocidad v con respecto al detector para causar
un adicional efecto Doppler (cinematico)

1—v
= Ve , 11.62
Vq V\/1+u (11.62)

que compensaria el efecto Doppler gravitacional. S6lo con una velocidad v especifica, los dos
efectos se contrarrestarfan completamente, maximizando la probabilidad de absorcién de los fo-
tones. En particular, para el experimento de Pound y Rebka, habia buscar v tal que (suponiendo
que el campo gravitatorio de la Tierra viene descrita por la métrica de Schwarzschild)

2M

l-wv 1_R0+h
. =1 11.
1+ _% ) ( 63)

donde Ry es el radio de la Tierra y £ la altura de la torre del Jefferson Laboratory, que media 22,5 m
de altura. El cambio de energia en la onda electromagnética debido a esta diferencia de potencial
gravitatoria es del orden de 6 E/E ~ 2,5-10~'%, 1o que les oblig6 a usar rayos gamma de 14 keV y
aprovechar el recién descubierto efecto Mosbauer (1958) para absorber el retroceso del nticleo del
dtomo al emitir un fotén tan energético. Los resultados originales de Pound y Rebka confirmaron
las predicciones de la relatividad general con una exactitud de un 10 %, mejordndolos unos afios
maés tarde al 1 %. Los experimentos actuales miden una precisiéon de un 0, 01 %.
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Otro experimento que confirmé la dilatacién temporal gravitacional fue el Gravity Probe A,
un satélite lanzado en 1976 vérticulamente hasta una altura de 10.000 km, donde segtn las pre-
dicciénes tedricas un reloj deberia correr 4, 5 - 10~® % mas rapido que en la superficie de la Tierra.
Equipado con un méser de hidrégeno de alta precisién y comparandolo con otro mdser en la su-
perficie, Gravity Probe A era capaz de medir que la variacién en el ritmo de los relojes concordaba
con las predicciones tedricas con una precisién de 7- 107> %.

Pero quiza la aplicaciéon mds famosa del efecto Doppler gravitacional se encuentra en el siste-
ma de GPS (Global Positioning System). Para determinar su posicién sobre la superficie terrestre,
el aparato GPS tiene que contactar mediante sefiales electromagnéticas con por lo menos 4 de los
24 satélites que formas la red GPS, que orbitan a Tierra a una altura de 20.000 km. Comparando
los tiempos recibidos de los diferentes satélites y triangulando los resultados, un aparato GPS
(civil) es capaz de conseguir una precision de menos de 10 m en cuestion de segundos. Para obte-
ner la precisién deseada, los satélites estdn equipados con unos relojes atémicos que emiten con
una frecuencia de 1,023 - 10°H z para uso civil y 10, 23 - 10°H z, donde el error en cada emisién no
puede superar los 30 ns (30 - 1077s) .

Sin embargo, al estar en érbita a 20.000 km de altura, hay que tomar en cuenta dos efectos
relativistas: el primero es el efecto de la dilatacion temporal cinematica de relatividad especial,
debido a su velocidad (orbital) con respecto al aparato GPS en la superficie terrestre, que hace que
los relojes atémicos se atrasan con respecto a la Tierra. Por otro lado esta el efecto de relatividad
general, debido a la diferencia de potencial gravitatoria que hace que los relojos atémicos corren
mas de prisa arriba que abajo. Los dos efectos se contrarrestan y el resultado final depende de la
altura de los satélites. Cuanto menor la altura h sobre la superficie terreste, més alta es la veloci-
dad orbital y mas pequefia la diferencia en potencial gravitatoria, de modo que més dominara el
efecto de relatividad especial. Dos dos efectos se cancelan cuando h = %Ro, en caso de la Tierra
a una altura de 3200 km, pero a los 20.000 km de altura donde estdn colocados los satélites GPS,
el efecto dominante es el de relatividad general. Concretamente, su velocidad orbital de 14.000
km/h hace retrasar los relojos 7 us al dia, pero la diferencia de altura los adelanta con 45 us al
dia, resultando en un efecto de 38 s al dia, tres érdenes de magnitud mds que el error permitido
(30 ns) para alcanzar la precision exigida.

Al disefiar el sistema GPS, los ingenieros han tenido que tomar en cuenta este efecto, entre
otras cosas instalando relojes atdmicos con una frecuencia ligeramente mas pequefia (en la Tie-
rra), de modo que en 6rbita tendria exactamente la frecuencia deseada. Al no tomar en cuenta
el efecto Doppler gravitacional, el sistema GPS tendria un error acumulativo (!) de unos 10 km
al dia, volviendo el sistema GPS completamente indtil en cuestion de horas. El efecto Doppler
gravitacional en el sistema GPS es probablemente el tnico efecto de relatividad general que se
manifiesta en la vida cotidiana.

11.5. El efecto Shapiro

A los tres testsc lasicos de relatividad general, propuestos por Einstein, se suele afiadir un
cuarto, el efecto del retraso temporal gravitacional, o el efecto Shapiro, propuesto por el astrofisico
americano Irwin Shapiro (1929 - ) en 1964. La idea consiste en mandar una sefal de radar a un
planeta cercano, digamos Venus, cuando éste estd (casi) alineado con la Tierra y el Sol, midiendo
cudnto tarde la sefial en reflectar en la superficie y ser detectada otra vez en la Tierra. La rela-
tividad general predice que al viajar por el espaciotiempo curvado por el Sol, la trayectoria de
la sefial es més larga y el tiempo necesario para recorrerla mayor que si el espacio fuera plano
(véase Figura 11.5).

Aligual que en el caso de la deflexion de la luz, tenemos que tratar con geodésicas nulas en la
solucién de Schwarzschild, cuya aproximacion hasta primer orden en M/ R, ya hemos calculado
en (11.50). Sin embargo, como ya consideramos el espaciotiempo hasta orden M /r, podemos
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Figura 11.5: El efecto Shapiro: Un rayo de luz (linea continua) emitida desde la Tierra (T) refleja en la
superficie de Venus (V) y estd detectado otra vez en la Tierra. Al viajar por el campo gravitatorio del Sol
(S), la trayectoria por el espaciotiempo curvo es mds larga y la sefial sufrird un retraso en comparacién con
el espacio plano.

aproximar las geodésicas por la expresion (11.43) a orden cero. La condicién de que la geodésica
sea nula viene dada por

(1 - g)dﬂ . (1 - g)fldﬁ — 2dp? =0, (11.64)

donde podemos eliminar dy? a través de la expresion de la geodésica no perturbada. Diferen-
ciando (11.43) obtenemos que
sinpdr 4+ rcospdp =0, (11.65)

0, equivalentemente, usando la misma expresién (11.43) (ejerc.),
R3

2 2
do? —
T T R

dr?, (11.66)

con Ry la distancia minima a la que se acerca la sefial del origen. Sustituyendo esto en (11.64),
tenemos que (ejerc.)

i = [(1_%)2 b (-2 rzRoRg]drz

Q

2 2
! {1 M %} dr?, (11.67)

r? — R2 r r3

donde en la segunda ecuacién nos hemos quedado con los términos de primer orden del desa-
rrollo de Taylor en M /r. Sacando la raiz cuadrada de esta expresion, otra vez hasta primer orden
en M/r,

dt ~

£ { 2M MR‘%] dr (11.68)

T r3
podemos obtener una expresion para dt en funcién de 7, cuya integral corresponde al tiempo que
tarda la sefial, integrando esta dltima expresién entre la posicion de ambos planetas. Obsérvese
que el signo menos corresponde a la parte de la trayectoria entre la posiciéon Ry de la Tierray Ro
y el signo positivo con la parte entre la posicién Ry de Venus y Ry. El tiempo total para la sefial
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para llegar a Venus es por lo tanto

Ro

-
2
Rr V1?2 — R}

| R? R2
— \/R%—Rng\/R%/—R% + M[ 1—R—§+ 1—R—§

R (R R [RZ
SIS (i Vo R 1. 11.69
( R T\ R R T\ R (11.69)

Los primeros dos términos representan la distancia entre la Tierra y Venus si el espaciotiem-
po fuera plano, y los términos proporcionales a M son las correcciones relativistas debidas a la
métrica de Schwarzschild .

2M  MR2

T + 3]dr+
r

2

oM  MR?
[1 ;M Ro] ar
T

Ro r2 — R2 { r r3

+ 2M log

El efecto Shapiro para los planetas internos (Mecurio, Venus y Marte) es del orden de 200
us y fue confirmado por Shapiro mismo en 1967 con una precisién de un 3% y de un 1% en
experimentos posteriores. Sin embargo la era de los viajes interplanetarios ha permitido obtener
resultados muchos mejores, midiendo el retraso en sefiales en la comunicacién con naves espa-
ciales como los Mariner 6 y 7 cerca del Sol y el Viking en Marte con una precisién de 0,1 % y en
el 2003 una precisiéon de 0, 0012 % con el Cassini, orbitando Saturno.

11.6. Tests modernos de la relatividad general

Aparte de los tests clasicos y sus variantes modernos, hay varios otras pruebas a las que se ha
sometido la relatividad general en las tltimas décadas.

Entre 2004 y 2005 el satélite Gravity Probe B, orbitando la Tierra, ha estado recogiendo da-
tos para comprobar dos predicciones de la relatividad general, hasta entonces no comprobadas:
el efecto geodético y el efecto de Lense-Thirring. El efecto geodético, también llamado el efecto De
Sitter, fue derivado en 1916 por el fisico y astrénomo holandés Willem De Sitter (1872 - 1934)
al estudiar correcciones relativistas al movimiento del sistema Tierra-Luna. El efecto geodético
predice la precesién del momento angular de una masa de prueba en ¢rbita alrededor de una
masa central, como en la solucién de Schwarzschild (11.14), debido al transporte paralelo de es-
te vector por el espacio curvo. Por otro lado, el efecto Lense-Thirring, descubierto por los fisicos
austriacos Josef Lense (1890 - 1985) y Hans Thirring (1888 - 1976) en 1918, predice una precesion
adicional (ortogonal al efecto geodético, pero mas pequefio) del momento angular de la masa de
prueba, si el objeto central esta rotando (por ejemplo la solucién de Kerr, discutida en el Capitulo
??). El efecto Lense-Thirring estd intimamente ligado con el efecto de arrastre de sistemas inercia-
les (discutido en detalle en la seccién ??), que afirma que un objeto masivo en rotacién arrastra
consigo el espaciotiempo en su alrededor, como una bola rotando en un fluido viscoso.

El experimento de Gravity Probe B consistia de cuatro giréscopos superconductores, mante-
nidos constantemente a una temperatura menor de 2 K por helio superfluido para minimizar las
interferencias y orientados a IM Pegasi, una estrella de referencia a 329 afios-luz en la constela-
cién de Pegaso. La precision de estos girdscopos era tal que eran capaces de medir variaciones
en la orientacién del eje de rotaciéon menores que 0,5 miliarcosegundos por afio (al angulo bajo el
que se veria el grosor de un pelo humano desde 32 km de distancia!).

Las predicciones teéricas para una masa de prueba orbitando la Tierra son de —6606,1 mi-
liarcosegundos por afio para el efecto geodético y de —39,2 milisegundos de arco por afio para
el efecto Lense-Thirring. Los resultados experimentales fueron respectivamente de —6601,8 +
18,3y —37,2 £ 7,2 milisegundos de arco por afo, una confirmacién del efecto geodético con una
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precision del 0, 5 %. La precision en la medicién del efecto Lense-Thirring es bastante mds baja,
debido al hecho de que la magnitud del efecto era de la mismo orden que ruido que no se habia
tomado en cuenta al modelar el experimento. Varios afios de anélisis y extraccion de datos atin
han permitido alcanzar una precisién de un 19 %.

Todos los tests de la relatividad general que hemos discutido hasta ahora han sido tests he-
chos dentro del sistema solar y por lo tanto, por muy exitosos que hayan sido, s6lo han podido
comprobar el régimen de campo débil de la teoria, es decir, donde las correcciones a la teoria
newtoniana son pequefias. Mucho mads dificil, pero por lo menos igual de importante es compro-
bar la teoria en situaciones donde el campo gravitatorio es muy fuerte. Para eso el estudio de los
pulsares binarios es idoneo.

Un ptlsar binario es un pulsar’ que forma parte de un sistema estelar binario, junto con
una enana blanca, una estrella de neutrones y ocasionalmente incluso otro ptlsar. En general
una estrella de neutrones por si sola ya produce un campo gravitatorio muy fuerte, puesto que
contiene aproximadamente una masa solar comprimida en un radio de unos diez kilémetros.
Pero si ademads un objeto de estas dimensiones estd orbitando junto con otro acompafiante masivo
vertiginosamente su centro de masa comtn a una distancia del orden de distancia Tierra-Luna,
la relatividad general predice que este sistema es una fuente constante de ondas gravitacionales.
Estas ondas gravitacionales no son detectables directamente (atin), pero si se puede comprobar su
existencia en las variaciones de la érbita del pulsar: las ondas gravitacionales se llevan una parte
de la energfa potencial y cinética del sistema, disminuyendo el periodo de érbita y haciendo que
las masas se acercan lentamente hasta chocarse.

En 1974 los astrénomos americanos Russell A. Hulse (1950 - ) y Joseph Taylor (1941 - ) des-
cubieron el primer pulsar binario, PSR B1913+16, a 21.000 afios-luz en la constelacién del Aguila.
El sistema consiste de un ptlsar y una estrella de neutrones, ambos con una masa de aproxima-
damente 1,4 masas solares, a una distancia que varia entre 750.000 y 3.000.000 km, unos pocos
radios solares. Las dos estrellas tienen un periodo orbital de poco menos de 8 horas. Desde su
descubrimiento, hace mas de 35 afios, Hulse y Taylor han seguido observando PSR B1913+16,
encontrando que el periodo orbital ha bajado unos 76,5 s por afio, y el semi-eje mayor ha di-
minuido 3,5 m por afio. Estos resultados confirman las predicciones teéricas hasta un 0,2 %. En
1993 se les otorgé a Hulse y Taylor el Premio Nobel de Fisica por sus resultados.

En 2003, la radioestronoma italiana Marta Burgay (1976 - ) descubrié un ptlsar doble, PSR
J0737-3039, un sistema binario formado por dos ptlsares con masas alrededor de 1,3 masas sola-
res y un periodo orbital de sélo 2,4 horas. La importancia de PSR J0737-3039 es el ptlsar binario
con el periodo més corto conocido, lo que permite hacer pruebas de efectos relativistas con muy
alta precision. También aqui se mide un pérdida de energia en forma de ondas gravitacionales,
resultando en que la 6rbita disminuye con 7 mm al dia, confirmando también las predicciones
tedricas con alta precisién.

Maés general, la relatividad general predice la existencia de agujeros negros, ondas gravitacio-
nales y un universo dindmico, cuyas propiedades discutiremos en detalle en la Parte ??. Aunque
los primeros dos no han sido detectados directamente, s hay indicaciones indirectas muy fuertes
de su existencia. Para el caso de las ondas gravitacionales, ya hemos mencionado la pérdida de
energia en forma de radiacién gravitatoria en los sistemas de ptlsares binarios. Y para el caso de
los agujeros negros, se han observado los efectos sobre la materia cercana de campos gravitatorios
tan fuertes, que ningtin modelo astrofisico permite que sea causado por otra cosa que agujeros
negros. Quiza el ejemplo mds convincente es Sagitario A*, una fuente de radioondas localizada

5Los ptlsares son estrellas de neutrones que emiten pulsos de radiacién electromagnética muy regulares en la direc-
ci6én de la Tierra. Las estrellas de neutrones, los restos de una estrella que han sobrevivido una explosion de supenova,
son objetos tremendamente compactos y tienen campos magnéticos muy fuertes, que hace que emiten radiacién elec-
tromagnética fuerte a lo largo del eje magnético. Si el eje magnético no estd alineado con el eje de rotacién, el haz de
radiacion gira como un faro por el espacio. Si este haz pasa por la Tierra, se observa la estrella de neutrones como un
pulsar. El periodo de pulsaciénes es muy estable y varia de ptlsar a ptlsar entre segundos y milisegundos.
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en el centro de nuestra galaxia. Monitorizaciones de los movimientos de las estrellas cercanas han
revelado que en la vecindad de Sagitario A* hay una concentracién de unos 4 millones de masas
solares en un radio de menos de 44 millones de kilémetros (menos que el radio de la érbita del
planeta Mercurio), lo que sélo se puede interpretar como un agujero negro supermasivo. Atn asi,
las indicaciones de la existencia de estos fendmenos es solamente indirecta. La deteccion directa
de sobre todo ondas gravitacionales seria no sélo una confirmacién importante de la relatividad
general, sino también abrirfa una nueva ventana para entender la dindmica de la gravedad y la
estructura del universo.

Por otro lado si tenemos confirmaciones més directas de las implicaciones cosmolégicas de
las ecuaciones de Einstein, aunque aqui las predicciones no sélo van por cuenta de la relatividad
general, sino también de la fisica de particulas. Las ecuaciones de Einstein permiten un amplio
espectro de soluciones cosmolégicas, sin precisar cudl de ellas realmente corresponde con nuestro
universo, pero el paradigma cosmolégico sugerido por la teorfa, en combinacién con las actua-
les conocimientos de fisica de particulas, ha permitido a lo largo de la segunda mitad del Siglo
XX reproducir con bastante precision ciertas observaciones cosmolégicas, como la abundancia de
hidrégeno y helio en el universo y la temperatura del fondo césmico de microondas. Pero gra-
cias a las observaciones precisas desde los afios 1990, se han podido determinar los pardmetros
cosmoldgicos con tanta precisién que ya podemos hablar de un Modelo Estandar Cosmolégico,
en analogia con el Modelo Estdndar de la fisica de particulas.

Pero también es verdad que es en la cosmologia donde quedan mds preguntas abiertas. Una
de las cosas que hemos aprendido recientemente es que la materia observada directamente (es
decir en forma de estrellas, planetas, etc) sélo contribuye un 4, 6 % del contenido total de energia
en el universo. Las observaciones de la distribucién de materia en galaxias y ciimulos de gala-
xias relevan que hay 5 veces mds masa de la que vemos dpticamente. Hay fuertes indicaciones
de que esta materia oscura, que sélo podemos observar a través de sus efectos gravitatorios, no
es baridénica (es decir, no estd hecha de protones y neutrones, como la materia que conocemos).
Pero incluso el conjunto de materia sélo forma una fraccién del contenido total de energia del
universo: mds preciso un 27, 6 % (4, 6 % visible y 23 % materia oscura). Los restante 71 % aparecen
en una forma desconocida, denominada energia oscura y es la responsable de la observada expan-
sién acelerada del universo. Las observaciones cosmoldgicas sugieren que esa energia oscura se
comporta muy parecido a una constante cosmoldgica, aunque es demasiado pronto para excluir
del todo otras posibilidades. En otras palabras, jmenos del 5 % del contenido del universo viene
en forma conocida, mientras el 95 % es de un tipo que nunca ha sido detectado en un laboratorio!

Se suele interpretar la materia oscura como lagunas en los actuales modelos de fisica de
particulas y se espera que por ejemplo la supersimetria pueda proporcionar candidatos para la
materia oscura (aunque hay también intentos de modificar las ecuaciones de Einstein, generando
un comportamiento distinto de la gravedad a escalas césmicas, que explicaria los efectos obser-
vados sin tener que recurrir a la materia de un tipo desconocido). Por otro lado, el problema de
la energia oscura es de otro tipo, ya que en este caso ni siquiera sabemos de qué forma de energia
estamos hablando.

Si la energia oscura realmente resultara ser una constante cosmolégica A (de todas las po-
sibilidades, la mas familiar), seguirfa la pregunta de qué representa esta A. La teorfa cuantica
de campos predice una energia del vacio en forma de la energia del punto cero de los campos
cudnticos, que resultarfa en una constante cosmolégica efectiva. Sin embargo esta constante cos-
moldgica seria 120 (!) érdenes de magnitud mayor que la energia oscura de nuestro universo. La
pregunta por lo tanto no es s6lo qué representa la energia oscura observada, sino también por
qué la energfa del vacio es tan baja en comparacién con las predicciones de la teorfa cudntica de
campos.

En realidad nos encontramos aqui en el umbral de un terreno completamente desconocido:
la gravedad cudntica. Toda la relatividad general (y la gran mayoria de la fisica explicada en
este curso) es puramente cldsica y no toma en cuenta el caracter cudntico de la Naturaleza. Hay
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resultados importantes en el régimen semi-clasico, como la teoria cudntica de campos en espacios
curvos, que trata el contenido de energia y materia como cuéntico, pero la gravedad misma como
clasica, por ejemplo en la cercancia de agujeros negros. Pero no tenemos una una descripcién
intrinsicamente cudntica de la interaccién gravitatoria, en parte porque el régimen donde estos
efectos cudnticos son importantes estdin completamente fuera de alcance de nuestra tecnologia
experimental actual: se supone que la interaccién gravitatoria entre dos protones es del mismo
orden que la electromagnética a la escala de Planck,®

mp = 1|2~ 109 GV, (11.70)
Gn

(en unidades con ¢ = 1, sino tendriamos que mp = /hc/Gn) unos 15 6rdenes de magnitud
mads que las energias producidas en el LHC. Aunque hay algunos candidatos, como la teoria de
cuerdas y gravedad cudntica de bucles (loop quantum gravity), los intentos de construir estas
teorias son puramente teéricos, basados principalmente en elegancia y consistencia matematica.
Por eso, la fisica cerca de agujeros negros y la constante cosmolégica pueden ser unas de las pocas
pistas que tenemos para echar algo de luz sobre este campo.

61 GeV = 10° eV. Un electronvoltio (1 €V) es la energia que adquiere un electrén cuando pasa por la diferencia de
potencial de un voltio. Un electronvoltio con aproximadamente 1,6 - 10719.J.
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Parte IV

Soluciones de las Ecuaciones de
Einstein

189



190



Capitulo 12
La solucion de Schwarzschild

No esperaba que se pudiera obtener una solucion exacta de manera tan sencilla.
(A. Einstein, en una carta a K. Schwarzschild)

Ya hemos dicho en varias ocasiones que las ecuaciones de Einstein son muy dificiles de re-
solver, debido a su caracter no lineal, de modo que la superposicién de dos soluciones no es una
nueva solucién. No es dificil entender la razén fisica para esta no linealidad: sabemos que el espa-
cio se curva debido a su contenido de masa y energfa. Pero la propia curvatura del espaciotiempo
contiene energia, de modo que la misma curvatura es una fuente de curvatura. En otras palabras,
la gravedad no sélo se acopla a la energia y la materia, sino también a si misma, lo que resulta en
ecuaciones no lineales.

Einstein mismo crey6 inicialmente que sus ecuaciones eran tan complicadas que nunca se
encontrarfa una solucién exacta. Sin embargo, pocos meses después de la publicacién de la rela-
tividad general, en 1916, Karl Schwarzschild (1873 - 1916) hall¢ la solucién exacta de un objeto
estdtico con simetria esférica y en los tiltimos 90 afios decenas, si no cientos de soluciones exactas
han sido encontradas. En este capitulo discutiremos esta solucién de Schwarzschild y su signifi-
cado fisico.

12.1. La derivacion de la solucion de Schwarzschild

La solucién de Schwarzschild es una solucién estédtica de las ecuaciones del vacio, con si-
metria esférica. Por lo tanto es una buena descripcién para el campo gravitatorio causado por
objetos masivos esféricos, como estrellas y planetas. En particular, son precisamente las geodési-
cas de la métrica de Schwarzschild que nos permite calcular correcciones relativistas a las 6rbitas
planetarias y la deflexion de la luz, como hemos visto en el Capitulo 11.

En ausencia de energia y materia, el tensor de energia-momento 7),, es cero y (la parte sin
traza de) las ecuaciones de Einstein se reducen a

Ry = 0. (12.1)

A primera vista puede resultar extrafio que las ecuaciones del vacio admiten soluciones no-
triviales, aparte del espacio de Minkowski. Pero justo gracias a la no linealidad existe una gran
clase de soluciones no-triviales del vacio. Las métricas que satisfacen la ecuaciones del vacio
(12.1) se llaman Ricci-planas. Las soluciones que son Ricci-planas en general no son planas, pero
si son soluciones del vacio (en ausencia de una constante cosmoldgica).

La solucién de Schwarzschild es la solucién no-trivial més sencilla, debido a su gran cantidad
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de simetrfa. Para empezar es estética, lo que significa en grandes lineas que no hay evolucién en
el tiempo y por lo tanto existe un sistema de coordenadas en que la métrica es independiente de
la coordenada temporal. Ademds no puede haber términos cruzados del tipo g; dtdz?, ya que la
presencia de estos términos romperia la invariancia ¢ — —t de las soluciones estaticas. Luego, la
simetria esférica implica que el espacio tiene una simetria SO(3), es decir, que es invariante bajo
rotaciones ortogonales en tres dimensiones.! Existen por lo tanto unas coordenadas angulares ¢
y ¢ tales que las secciones espaciales ¢ = ¢, se puedan escribir como

ds? = —f(r)dr® — v*(d6? + sin? 0%, (12.2)

donde r es la coordenada radial. En principio el factor delante de la parte angular puede ser una
funcion arbitraria h?(r), pero con un cambio de coordenadas 7 = h(r) siempre se puede escribir
la métrica en la forma (12.2).

Sabemos que las ecuaciones de Einstein son demasiado dificiles de resolver directamente,
pero gracias a la simetria de la solucién de Schwarzschild podemos escribir un Ansatz (una pro-
puesta) de la forma

ds? = 24?2 — 2B gp? — 42 (d92 + sin? 9d<,02), (12.3)

con A(r) y B(r) dos funciones que quedan por determinar. Notese como el Ansatz refleja la
simetria esférica y el hecho de que la solucién es estdtica en la ausencia de términos cruzados y
el hecho de que A y B son funciones de r inicamente. La idea ahora es sustituir este Ansatz en
las ecuaciones del vacio (12.1) para determinar A y B.

No es dificil calcular los simbolos de Christoffel. Los simbolos no-triviales vienen dados por
(ejerc.):

Iy, =e2A-B Al rf, =r-1 Iy, = cotgb,
I, = A, re, =rt, 7, = —rsin®f e 25, (12.4)
I, =5, Ty = —re 2B, Ffw = —sinfcosé,

de modo que las componentes del tensor y el escalar de Ricci que no son cero son (ejerc.)
Ry = 762(A7B) |:AH + (A/)Q —A'B' + 2= A’ ,

RM _ A// 4 (A/)Q o A/B/ . 27“713/,

Rgy = e 2B [’I‘A/ —rB + 1} —1,
RWP = Sin2 0 Rgg,
R = —2¢728 [A” + (AN —A'B +22r (A - B+t 420t (12.5)

donde la prima denota la derivada con respecto a r. Igualar todas las componentes del tensor de
Ricci a cero, como exige las ecuaciones de Einstein, nos hace resolver un sistema de 4 ecuaciones
diferenciales no-lineales acopladas para dos incégnitas. En principio este sistema estd sobrede-
terminado y no tiene soluciones, pero veremos que no todas las ecuaciones son independientes.

Multiplicando Ry por e~2(A~5) y sumandolo con R,.. obtenemos que

0= 672(A7B)Rtt + Rrr - 727“71(14/ +B/)7 (126)

10jo, esto no implica que las secciones espaciales sean R?. La solucién de Schwarzschild misma ya es un contraejem-
plo, como veremos en breve.
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de modo que B(r) = —A(r) + ¢p. La constante de integracién ¢, no tiene significado fisico, ya
que se puede absorber en una redefinicion de la coordenada temporal ¢ = e®t. Sin pérdida de
generalidad podemos poner ¢y = 0 y la solucién general de (12.6) es

A(r) = —B(r). (12.7)

Sustituyendo esta condicién en la ecuacién para Rgg encontramos
/
0= ¢4 [27«/1' n 1} 1= [re“] 1 (12.8)

Este ecuacion se puede integrar directamente

2M
4 =1, (12.9)
r
donde —2M es una constante de integracién con dimension de longitud L, elegida de esta forma

para futura conveniencia.

Vemos por lo tanto que resolviendo dos ecuaciones (la de Ry y una combinaciéon de Ry y R..r)
hemos determinado las funciones A(r) y B(r) por completo, salvo una constante de integracion.
Estara claro de (12.5) que la ecuaciéon para R, esta satisfecha si la de Ryg lo estd. Queda por lo
tanto s6lo otra combinacién de las ecuaciones para R;; y R, por resolver. Lo mas sencillo es la
misma ecuacién para R,... No es dificil averiguar que efectivamente (12.9) satisface idénticamente
la ecuacion

A" 4+ 2(A)? + 27t = 0, (12.10)

para cualquier valor de M.

La solucién de Schwarzschild viene por lo tanto dada por
2M 2MN 1
2 _ (1_ 2 _ (4 _ 2 2302
ds® = (1 " )dt (1 " ) dr r2df23, (12.11)

donde d3 = db? + sin? Adyp? es el elemento de linea de la dos-esfera S2.

Discutamos ahora la interpretacién y algunas propiedades fisicas de la solucién de Schwarz-
schild. Por razones que se hardn claras en breve, nos limitaremos de momento a la regién donde
r > 2M. En la seccién 11.1 hemos visto que para soluciones estdticas y con poca curvatura la
componente g;; de la métrica es proporcional al potencial gravitatorio newtoniano. Por lo tanto
comparando (11.13) y g« de (12.11), vemos que efectivamente podemos identificar el potencial
newtoniano ® = —M/r. Dado que en la mecénica newtoniana el potencial gravitatorio de un
objeto esférico con masa m viene dado por & = —Gym/r, estd claro que la solucién de Schwarz-
schild describe un objeto esférico y estético en el origen y ademds podemos interpretar la cons-
tante de integracién M como

M = Gnm. (12.12)

En otra palabras, M es una medida para la masa del objeto que causa la curvatura del espacio. A
veces se denomina a M como la masa geométrica de la soluciéon de Schwarzschild.

Aqui encontramos un primer ejemplo de como las constantes de integracion que surgen de
las ecuaciones de movimiento distinguen entre diferentes soluciones con las mismas condiciones
de contorno. La ecuacién de Einstein dice que el contenido de energia y materia no determina
la geometria del espaciotiempo por completa, sino s6lo la parte descrita por su tensor de Ricci.
Por lo tanto, diferentes métricas, con tensores de Riemann distintas, pero con el mismo tensor de
Ricci, son soluciones a la ecuacion de Einstein con el mismo tensor de energia-momento. Y una
manera en que se diferencian estas métricas es en el valor de las constantes de integracién, como
vemos aqui: tanto el espacio de Minkowski, como la solucién de Schwarzschild son soluciones
de (12.1), pero Schwarzschild tiene un valor no-trivial para la constante de integraciéon M que
surge al resolver (12.9), mientras Minkowski se caracteriza precisamente por tener A/ = 0.
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Llegado este punto es til dedicar unas palabras a cémo compaginar el hecho de que por un
lado la solucién de Schwarzschild es una solucién del vacio, en ausencia de masas y energia,
y por otra lado su interpretacion es la de un espaciotiempo con una masa m en el origen. La
solucién de Schwarzschild (12.11), por lo menos la parte con » > Ry, corresponde a la parte
exterior del campo gravitatorio causado por un objeto esférico con masa m y radio Ry > 2M 'y
por esto su nombre mds correcto es la solucion exterior de Schwarzschild. Claramente el exterior de
ese objeto masivo es vacio y la solucién correspondiente es una solucién del vacio. Existe también
otra solucién (también encontrada por Karl Schwarzschild en 1916) que describe la parte interior
r < Ry donde se encuentra la estrella o el planeta, llamada la solucién interior de Schwarzschild.
El tensor de energfa-momento de la solucién interior es un fluido perfecto, mientras la solucién
exterior, como ya hemos visto, es una solucién de vacio. Para el caso de un planeta o una estrella
con radio Ry > 2M, las dos soluciones enlazan suavemente en r = Ry. En la siguiente seccién
discutiremos lo que pasa si el radio Ry del objeto en el centro es menor que 2M.

Otra propiedad de la solucién de Schwarzschild (12.11), es que para grandes valores de la
coordenada radial r, el factor M//r < 1y la métrica se aproxima cada vez mds a Minkowski en
coordenadas esféricas. En realidad, esto es de esperar a la luz de la interpretacion de la solucién
como un objeto masivo en el origen. De la ley de Newton sabemos que la fuerza gravitatoria de
un objeto masivo decae como 1/ r2, es decir, a grandes distancias la influencia de la presencia del
objeto es despreciable y el espacio se reduce a Minkowski. Soluciones que tienen esta propiedad
se llaman asintéticamente planas y se las puede ver como objetos aislados.

Finalmente, existe un teorema de unicidad para la solucién de Schwarzschild, llamado el teore-
ma de Birkhoff. Este teorema dice que la solucion exterior (12.11) es la tinica solucion esféricamente
simétrica de las ecuaciones del vacio. En particular, no existen soluciones de vacio con simetria
esférica que no sean estdticas y si una solucién de esta clase es estatica, es Schwarzschild. En
otras palabras una bola de materia puede contraerse o una estrella puede explotar conservando
su simetria esférica, la solucién exterior siempre serd la misma métrica estdtica (12.11).

Aunque la demostracion del teorema no es demasiado dificil, no entraremos en detalles, ya
que nos llevarfa fuera del alcance de estas notas. La demostracién consiste basicamente en de-
mostrar que el Ansatz mdas general con simetria esférica es el Ansatz (12.3), sustituyendo las
funciones A(r) y B(r) por A(t,r) y B(t,r). Las ecuaciones de Einstein en seguida restringen la
dependencia de Ay B a ser funciones tinicamente de 7 y el resto de la demostracién es la mis-
ma que la que hemos hecho antes. El teorema de Birkhoff es un caso especial del teorema de
“no-hair” (no tiene pelo) para agujeros negros en general, que discutiremos en mds detalle en el
Capitulo ??. Este teorema dice que cualquier agujero negro clasico (no cuantico) estd caracteriza-
do por sdlo tres cantidades fisicas: la masa, la carga eléctrica y el momento angular. En el caso
de soluciones esféricas del vacio, tanto la carga como el momento angular son cero y por lo tanto
solo el valor de M caracteriza la solucion.

12.2. Estructura causal de la solucion de Schwarzschild

Miramos ahora a la solucién (12.11) entera, incluido la parte de » < 2M para estudiar las
singularidades. No es dificil ver que el elemento de linea (12.11)

ds? — (1 _ %)dﬁ - (1 - g)_ldﬁ 2 (d92 + sin? Hdch), (12.13)

es degenerado o divergente para varios valores de las coordenadas. Un primer ejemplo es cuando
6 = 0y 0 = 7, porque entonces g,, = 0. Sin embargo, esta degeneracién es obviamente un arte-
facto del uso de las coordenadas esféricas. Cualquier rotacién SO(3) moveria esta singularidad a
otro sitio que antes era perfectamente regular y dejaria regular a los puntos conflictivos iniciales.
Es mds, un cambio a coordenadas cartesianas desharia por completo esta singularidad. La apa-
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rente singularidad en # = 0, 7 no es por lo tanto mas que una singularidad de coordenadas, que
Nno nos preocupara mas.

Otras singularidades son r = 0 y r = 2M donde g;; es respectivamente singular y cero (y g,»
justo al revés), aunque aqui no esta tan claro si son otra vez singularidades de coordenadas o si
son fisicas. Ya hemos dicho en la seccién 10.4 que la manera de distinguir singularidades fisicas
de singularidades de coordenadas es mirando los invariantes de curvatura. Para nuestro caso de
la solucién de Schwarzschild (12.13), tanto R como R,,, R*" son de poca utilidad, ya que ambos
son idénticamente cero por construccion, debido al hecho de que la solucién de Schwarzschild
es Ricci-plana. Sin embargo, calculando el llamado invariante de Kretschmann R,,,, \RFPA | obte-
nemos para la métrica (12.13) que

48 M2
6

Ry RPN = , (12.14)
es decir, el invariante de curvatura diverge para r — 0, pero queda perfectamente regular para
r = 2M. El punto r = 0 representa por lo tanto una singularidad fisica, mientras r = 2 resulta

ser una singularidad de coordenadas.?

Sin embargo, en contraste con la singularidad de coordenadas en §# = 0y § = 7, la singula-
ridad de coordenadas en = 2M si tiene un significado fisico. El radio » = 2M se llama el radio
de Schwarzschild y juega un papel importante en la fisica de la solucién (12.13). Ahora, el hecho
de que las llamadas coordenadas de Schwarzschild (t,r,0, p) sean singulares en r = 2M, hace que
estas no sean validas en el radio de Schwarzschild. Veremos que son las coordenadas adecua-
das para describir la regién donde r > 2M, pero para r < 2M son poco fiables y para r = 2M
completamente indtiles.

Una de las maneras de ver que algo fisicamente no-trivial pasa en el radio de Schwarzschild
es mirando el efecto Doppler gravitatorio. En la seccién 11.4 hemos visto que el corrimiento
hacia el rojo de una sefial emitida desde un punto con coordenada r. y medida en un punto con
coordenada rg en una solucién estatica viene dada por (11.59)

T, = T, gtt(Td) - T

gt (7e)

(12.15)

donde T, y T,; son los periodos de la sefial en el momento de emisién y deteccién respectivamente.
Por lo tanto, cuando un reloj que cae hacia el centro emite pulsos con periodo 7, un observador
fijo en r = r4 notard que el periodo T;; medido por él es tanto mayor cuanto méas se aproxima el
reloj al radio de Schwarzschild, hasta tal punto que el efecto Doppler es infinito cuando el reloj
estd en r = 2M. El radio de Schwarzschild es una supetficie de corrimiento infinito hacia el rojo.

Hay otra indicaciéon mads, si miramos la estructura causal de la solucién de Schwarzschild,
a través de las geodésicas nulas radiales, las geodésicas nulas que van radialmente de r = 0 a
r = o0 6 al revés. En particular tienen df = dy = 0, de modo que su ecuacién viene dada por

(7.53)
(1 - g)t’? - (1 - %)71# — 0. (12.16)

La expresion para t en funcién de r es por lo tanto,

(d’f)2 =(1- %)727 (12.17)

dr r

2Estrictamente hablando la regularidad de R,,,,» R**** en r = 2M no es suficiente para concluir que se trata de
una singularidad de coordenadas, ni tampoco el hecho de que numerosos otros invariantes sean finitos en este punto. El
verdadero argumento es, que existe un cambio de coordenadas tal que » = 2M se vuelve regular, como veremos dentro
de poco.
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Figura 12.1: Las geodésicas nulas radiales en la solucién de Schwarzschild en las coordenadas de Sch-
warzschild (t,r,0, ). Para r > 2M los conos de luz se comportan como en Minkowski, pero mds cerca
del radio de Schwarzschild los conos se cierran y degeneran en r = 2M . Dentro del radio de Schwarzschild
los conos han cambiado de orientacion y apuntan hacia la singularidad en v = 0. En estas coordenadas sin
embargo parece que no es posible cruzar el radio de Schwarzschild desde el exterior.

cuya solucién viene dada por

t = i(r + 2M log|r — 2M| +co), (12.18)

donde Cj es una constante de integracion y los signos indican la direccién de las geodésicas: el
signo posivito corresponde a geodésicas salientes y el signo negativo a geodésicas entrantes.

Lejos del centro, para r > 2M, el segundo término es despreciable frente al primero y los
conos de luz se comportan més o menos como en Minkowski, es decir, hacen dngulos de 45° con
los ejes t y r. Esto es de esperar, ya que la solucién de Schwarzschild es asintéticamente plana
y se aproxima a Minkowski para r — oo. Sin embargo, mds cerca del radio de Schwarzschild,
el término logaritmico se vuelve mds importante, lo que indica que a los rayos de luz les cuesta
mads salir del pozo potencial creado por el campo gravitatorio. Concretamente, los conos de luz
se cierran cada vez vez cuanto mdas nos acercamos al radio de Schwarzschild y en r» = 2M estdn
completamente degenerados (vease Figura 12.1).> Dentro del radio de Schwarzschild, tanto las
geodésicas entrantes como las salientes apuntan hacia la singularidad y los conos han cambiado
de orientacién y apuntan hacia la singularidad fisica en r = 0. Esto es una consecuencia del hecho
de que parar < 2M, las componentes gy y g de la métrica cambian de signo y las coordenadas ¢

y r intercambian los papeles de coordenadas temporal y espacial. Veremos en breve el significado
fisico de esta propiedad.

En la Figura 12.1 parece que ninguna sefial de luz es capaz de cruzar el radio de Schwarz-
schild, ni de fuera hacia dentro, ni al revés. Dado que una particula masiva siempre se mueve
dentro de su cono de luz, parece que tampoco ninguna particula masiva, ni ningtin observador
es capaz de entrar a la zona r < 2M. En las coordenadas de Schwarzschild, una particula que se

cae hacia el centro, se parecer acercar asintéticamente al radio de Schwarzschild, pero nunca lo
cruza.

3Esta es en realidad la causa de la singulardad de coordenadas en el radio de Schwarzschild: las direcciones nulas

¥ =t 4 (r + 2M log|r — 2M]|) son linealmente independientes en todos la variedad, salvo en r = 2M, de modo que
alli formarfan una base degenerada.
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Pero esto resulta ser una conclusién errénea, debido a que las coordenadas (¢, 7,6, ¢) no son
apropiadas para describir lo que pasa cerca del radio de Schwarzschild. En 1939, el fisico esta-
dounidense Robert Oppenheimer (1904 - 1967) se di6 cuenta de que el tiempo de caida es muy
diferente, si lo expresamos en el tiempo propio de la particula en caida libre. Para esto es necesa-
rio hacer un estudio de las geodésicas radiales temporales.

Para calcular las geodésicas temporales radiales estamos interesados en la componente tem-
poral de la ecuacion (7.42),
t 4 21 i = 0, (12.19)

donde el punto se refiere a la derivacién con respecto al tiempo propio 7. Para nuestro caso de
la solucién de Schwarzschild, podemos simplificar esta expresiéon, multiplicando la ecuacién por
gut y escribiendo el simbolo de Christoffel explicitamente en funcién de la métrica con la férmula
(8.7), de modo que (12.19) se convierte en (ejerc.)

d .
— (gtt t) =0, (12.20)
lo que se puede integrar directamente a
2M\ .
(1 - —) i=1 (12.21)
T

La constante de integracién 1 ha sido elegida tal que la ecuacién corresponde a la de una particu-
la que cae desde infinito con velocidad inicial cero, puesto que de (12.21) deducimos que dr ~ dt
para r > 2M. En otras palabras, cerca del infinito los efectos de dilatacién temporal especial-
relativista entre el observador en caida libre y el observador midiendo con el tiempo ¢ son des-
preciables. Por lo tanto podemos concluir que la coordenada ¢ corresponde al tiempo propio de
un observador asintético en el infinito, lejos del centro de la solucién. Esto ya es una primera
indicacién de que el sistema de coordenadas (¢, 7,6, ¢) no es muy apropiado cerca del radio de
Schwarzschild, ya que sabemos que el tiempo no corre igual arriba y abajo en un potencial gra-
vitatorio.

Por lo tanto, las ecuaciones para las geodésicas temporales vienen dadas por (12.21), junto con
la ecuacién (7.53), que en nuestro caso es de la forma

2MN 2M N1
(1 - —) 2 - (1 - —) P2 = 1. (12.22)
T T
Esta taltima expresion la podemos rescribir como
2MN\2. 2M 2M
2 (1_ ) 2 _ (1__) - = (12.23)
r T r

donde en la tltima igualdad hemos utilizado la ecuacién (12.21). Lo mds sencillo es ver (12.23)
como una ecuacién diferencial para 7 en funcién de r,

dr r
Y 12.24
dr 2M’ (12.24)
con solucién (ejerc.)
_ 2 3/2 _ 3/2
= (82 =) (12.25)

En otras palabras, cayendo desde una distancia ry, un observador O’ en caida libre llega al radio
de Schwarzschild » = 2M e incluso a la singularidad » = 0 en un intervalo de tiempo propio ™
finito. Por lo tanto, aunque no lo parece de la Figura 12.1, es perfectamente posible llegar al radio
de Schwarzschild, cruzarlo y llegar a la singularidad. El problema esta en que la Figura 12.1
estd dibujado en coordenadas (¢, r, 6, ), que son las coordenadas de un observador O en r = cc.
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2M 7"0 r

Figura 12.2: Trayectoria de un observador O’ en caida libre visto por un observador lejano O: un observa-
dor en caida libre O" alcanza la singularidad después de un tiempo propio finito. Los sefiales de luz emitido
por el observador en caida libre (lineas puntuales) siquen geodésicas radiales nulas y tardan cada vez mds
en llegar al observador lejano O, que cree erréneamente que O' sigue la trayectoria A y que nunca cruza el
radio de Schwarzschild. Una vez pasado el radio de Schwarzschild O ya no tiene manera de comunicarse
con O para convencerle de lo contrario.

La Figura 12.1 refleja por lo tanto no lo que realmente ocurre con O’ cerca del radio de Schwarz-
schild, sino mas bien lo que pasa con el observador O’ segtin el punto de vista del observador
0. Y lo tinico que tiene éste para enterarse son las sefiales que emite O periédicamente. Pero ya
hemos visto que estas sefiales siguen las geodésicas nulas radiales (12.18) y llegan por lo tanto
a O con intervalos cada vez mayores, como consecuencia de sufrir un corrimiento hacia el rojo
cada vez mayor. O ve a O’ acercarse asintéticamente al radio de Schwarzschild, pero nunca lo ve
cruzarlo, ya que la senal emitida por O" en r = 2M llega a O en el momento ¢ = cc. Las sefales
que O’ emite después de cruzar el radio de Schwarzschild no salen hacia el exterior y no llegardn
nunca a O, ni siquiera después de una cantidad infinita de tiempo ¢ (véase Figura 12.2).

12.3. Las coordenadas de Eddington-Finkelstein

Ya hemos visto algunas caracteristicas de la fisica que ocurre cerca del radio de Schwarz-
schild e incluso hemos deducido algunas propiedades de geodésicas temporales y nulas para
r < 2M, aunque siempre en el sistema de coordenadas (¢, 6, ¢), que no es muy fiable cerca
del radio de Schwarzschild. Para entender como conectan las regiones dentro y fuera del radio
de Schwarzschild y para entender mejor la estructura causal de la solucién, es necesario utilizar
unas coordenadas que no sean singulares en el radio de Schwarzschild y que describan bien el
comportamiento de objetos fisicos (masivos o sin masa) en r = 2M.

Insprirados por la expresion (12.18) para las geodesicas radiales nulas entrantes (con signo
menos), consideramos la siguiente redefinicién de la coordenada temporal

t =t + 2Mlog(r — 2M). (12.26)

Noétese que el cambio de coordenadas es tal que lejos del radio de Schwarzschild, el término lo-
garitmico es despreciable con repecto al término lineal y ¢ ~ ¢. Sin embargo cuando r ~ 2/, la
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Figura 12.3: La solucién de Schwarzschild en coordenadas avanzadas de Eddington-Finkelstein. Los conos
de luz se inclinan tanto mds cuanto mds cerca de la singularidad. El radio de Schwarzschild r = 2M es
especial, porque alli la inclinacién es tanto que ni las geodésicas nulas salientes llegan al infinito. El radio
de Schwarzschild forma un horizonte deja entrar influencias causales, pero no salir. Un observador exterior
no puede ver lo que ocurre dentro y un observador dentro no tiene manera de evitar la singularidad.

coordenada temporal ¢ difiere mucho del tiempo ¢, medido por el observador lejano O.

No es dificil ver que las expresiones (12.18) para las geodésicas radiales nulas en coordenadas
de Eddington-Finkelstein son

t = —r+ Cy, t = r + 4Mlog|r — 2M| + Cy, (12.27)

para las geodésicas entrantes y salientes respectivamente. Nétese que las geodésicas entrantes
tienen una forma particularmente facil (esta es la razén por la que hemos cambiado a estas coor-
denadas) y que no divergen en r = 2, sino que pasan desde r = oo hasta 7 = 0 sin problema.
En particular, veremos que estas coordenadas (%, , 6, ) no son singulares en el radio de Schwarz-
schild y nos permiten trazar sin problemas trayectorias hasta r < 2. Las coordenadas (%, , 0, ¢)
se llaman las coordenadas (avanzadas)* de Eddington-Finkelstein, introducidas por David Finkelstein
(1929 - ) en 1958.5

En la Figura 12.3 se puede ver que el comportamiento de los conos de luz en las coordenadas
de Eddington-Finkelstein es distinto que en las coordenadas de Schwarzschild. Para » > 2M, los
conos se comportan como en el espacio de Minkowski, igual que en las coordenadas de Schwarz-
schild, pero cerca del = 21, los conos empiezan a inclinarse hacia la singularidad. Las geodési-
cas radiales nulas entrantes siempre mantienen el mismo angulo de 45° con el eje r, pero las
geodésicas salientes tienen un dngulo cada vez mayor, cuanto mads se acercan a r = 2M, ya que
a las geodésicas salientes les cuesta cada vez mds salir hacia el infinito, debido a la curvatura del
espacio. El radio de Schwarzschild es un punto especial, porque allf la inclinacién de los conos

4Se suele anadir a estas coordenadas el adjetivo “avanzada”, porque también se pueden construir, a partir de las
geodésicas salientes, unas coordenadas (¢,7,0,¢), cont = t — 2M log(r — 2M), llamadas las coordenadas retardadas de
Eddington-Finkelstein. Estara claro que la diferencia entre las coordenadas avanzadas y retardadas consiste basicamente
en el intercambio de las propiedades de las geodésicas entrantes y salientes. Aqui supondremos que si no afiadimos el
adjetivo explicitamente, nos referiremos a las avanzadas. Discutiremos brevemente las retardadas un poco més adelante.

5El primero en construir un sistema de coordenadas que no fuese singular en r = 2M fue Arthur Eddington, aunque
no parece haberse dado cuenta del significado fisico. El primero en entender que la singularidad en el radio de Schwarz-
schild es una singularidad de coordenadas y no una singularidad fisica fue el cura y fisico belga George Lemaitre (1894-
1966) en 1933.
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de luz es tanta que las geodésicas nulas salientes forman un dngulo de 90° con el eje r. Una sefial
de luz, emitido desde alli radialmente hacia el exterior, se quedara a distancia fija » = 2M del
centro. Para r < 2M, la inclinacién de los conos es atin mayor e incluso las geodésicas salientes
estan dirigidas hacia el centro y acaban en la singularidad.

De estas observaciones podemos derivar dos efectos fisicos importantes de la solucién de Sch-
warzschild. Primero, dado que tanto las sefiales de luz, tanto entrantes como salientes, emitidas
desde la regiéon r < 2M estan dirigida hacia el centro, vemos que el radio de Schwarzschild actta
como un horizonte de sucesos. Como escribio el isico estadounidense David Finkelstein (1929 - ) en
1958, “la superficier = 2M es [...] verdaderamente una membrana unidireccional: las influencias
causales solo pueden atravesarla en una direccion.” Ningtn evento en la regién r» < 2M puede
influenciar lo que ocurre fuera del radio de Schwarzschild ya que los conos de luz no alcanzan
hasta la regién exterior. Para un observador exterior es por lo tanto imposible obtener informa-
cién sobre lo que occure dentro, ya que desde alli ninguna sefial puede escapar hacia el infinito.
Lo mismo ocurre para particulas (u observadores) masivos: una vez cruzado el horizonte, ya no
hay manera de volver a la regién asintéticamente plana.

Una singularidad rodeada por un horizonte de sucesos, que evita ver lo que pasa dentro del
horizonte, es un agujero negro, uno de los fenémenos maés violentos en la Naturaleza. Obsérvese
que el horizonte r = 2M no es una superficie temporal, sino una superficie nula, ya que es la su-
perficie en la que se mueven las sefiales de luz emitidas hacia el exterior desde este punto. Merece
la pena enfatizar que la aparecién del horizonte es una propiedad global, debido a la orientacién
de los conos de luz en toda la regién r < 2, es decir, debido a la estructura causal de la solu-
cién de Schwarzschild. Localmente es espacio es completamente regular en » = 2, sin ninguna
propiedad geométrica particular. Un observador puntual en caida libre no notarfa ningtin efecto
fisico al cruzar el horizonte. Esto es una consecuencia del Principio de Equivalencia, que sigue
valido en cualquier punto del espaciotiempo en general y el el radio de Schwarzschild en parti-
cular.

El segundo efecto fisico se trata de la singularidad: dado que tanto las geodésicas entrantes co-
mo las salientes acaban en la singularidad y dado que cualquier particula (u observador) masivo
siempre queda confinado dentro de su propio cono de luz, estd claro que también las particu-
las masivas acabaran inevitablemente en la singularidad. Es imposible quedarse en reposo a un
r = ro < 2M fijo del centro. Cualquier curva temporal o nula que cruce el horizonte esta desti-
nada a darse con la singularidad y desaparecer del espaciotiempo. Esto es una consecuencia de
que para r < 2M la coordenada r es una coordenada temporal, como ya mencionamos antes, y
que la singularidad en r = 0 es una superficie espacial (no temporal) y ademads estd en el futu-
ro causal de cualquier observador que se atreve cruzar el horizonte. Una vez cruzado r = 2M,
avanzar en la direccion radial y acabar en la singularidad es igual de inevitable que en el espacio
de Minkowski evolucionar en el tiempo y cruzar una superficie temporal ¢ = t,.

En realidad ya hemos visto algunas de estas propiedades de la geometria dentro del radio de
Schwarzschild de una u otra forma en las Figuras 12.1 y 12.2, pero alli aparecieron en las coor-
denadas (¢, 7,6, ¢), que son solamente fiables en la regién r > 2M. Ahora, en las coordenadas de
Eddington-Finkelstein podemos afirmar estas conclusiones, ya que son regulares en el horizonte,
como se puede ver de la forma de la métrica en estas coordenadas. De (12.26) vemos que

dt = df — ﬂ@ - %) ar,
r r

(12.28)

de modo que sustituyendo esta expresion en la métrica (12.13) obtenemos la siguiente expresion
para la solucién de Schwarzschild en coordenadas avanzadas de Eddington-Finkelstein:

ds? = (17 ﬂ)dit~2 _AM e (1+ﬂ)dr2 — 2402, (12.29)
T T T

Esta claro que la métrica ya no diverge en r = 20, aunque gy sea cero.®

6Estrictamente hablando el cambio de coordenadas (12.26) s6lo estd definido para » > M. Sin embargo es facil ver
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Sin embargo, obsérvese que, debido al término cruzado g;,, en estas coordenadas la métrica
(12.29) ya no tiene la simetria { — —¢ que uno esperaria de una solucion estatica. Pero ya he-
mos dicho antes que, en lugar de las coordenadas avanzadas de Eddington-Finkelstein (12.26),
podiamos haber elegido las coordenadas retardadas

t=1t—2Mlog(r — 2M), (12.30)

de modo que la métrica serfa
2M 4M 2M
ds? = (1— —)df2 + 2 gdr — (1+—)dr2 — 12402, (12.31)
T T r

Obsérvese que la diferencia entre estas dos expresiones es el signo del término cruzado, de modo
que la transformacién ¢ = ¢ mapea una métrica en la otra. En la regioén r > 2M, las transforma-
ciones (12.26) y (12.30) mapean la métrica (12.13) en (12.29) y (12.31) respectivamente, de modo
que fuera del radio de Schwarzschild, estas tres métricas corresponden a la misma solucién. Sin
embargo, dentro del radio de Schwarzschild (12.29) y (12.31) no son equivalentes, ya que el cam-
bio de coordenadas ¢ = # no estd bien definido para r < 2M. El hecho de que estas dos métricas
no sean fisicamente equivalentes se ve en el comportamiento de las geodésicas radiales nulas.
No es dificil ver que en las coordenadas (Z,7,0, ¢) son las geodésicas salientes las que siempre
tienen un angulo constante de 45° con el eje r y que los conos de luz cerca de la singularidad se
inclinan hacia el exterior (ejerc.). El radio de Schwarzschild r» = 2M en (12.31) corresponde a una
membrana que sélo deja pasar influencias causales desde el interior hacia el exterior, un tipo de
“agujero blanco”, justo al revés que en las coordenadas (%, , 0, ¢).

La solucién de esta extrafia paradoja es que las coordenadas avanzadas y retardadas de
Eddington-Finkelstein describen la misma regién del espaciotiempo para r > 2M, pero la parte
con r < 2M en coordenadas (,r,6, ) no es la misma que la parte con r < 2M en coordena-
das (¢,7,0, ¢). Las coordenadas avanzadas describen una region asint6ticamente plana con una
singularidad cubierta por un horizonte en el futuro. Una vez cruzado este horizonte es impo-
sible volver a la parte asintéticamente plana. Las coordenadas retardadas describen la misma
region asintéticamente plana, pero con una singularidad cubierta por un horizonte en el pasado.
Influencias causales pueden salir de la singularidad, cruzar este horizonte y llegar a la regién
asintéticamente plana, pero una vez cruzado este horizonte es imposible volver a la singularidad
original (véase Figura 12.4).

Matematicamente lo que ocurre es que ninguna de las dos coordenadas describe la variedad
completa, s6lo parches de ella. En la Figura 12.4, la parte asintéticamente plana corresponde
a la regién 1 y el horizonte r = 2M corresponde con las lineas continuas de 45°. Detrds del
horizonte hay dos regiones, II y II', mutuamente simétricas en el tiempo, cada una con su propia
singularidad. Las coordenadas avanzadas cubren las regiones I y II, mientras las coordenadas
retardadas las regiones I y II".

Se podria preguntar si existe un sistema de coordenadas que cubra todas estas regiones a la
vez. La respuesa es si, las llamadas coordenadas de Kruskal, aunque nos llevaria demasiado lejos
dar la derivacién en detalle. En estas coordenadas la métrica viene dada por

16M2 e—'r/QM
r

ds? — (dT2 - dRQ) — 2402, (12.32)

donde las coordenadas 7'y R estdn relacionadas con las coordenadas de Schwarzschild ¢ y r a
través de

¢ ¢
— T‘/4M _ . v _ 7'/4M — v
T = /M /901 smh( y M), R=e/"M /90 cosh( - M), (12.33)

que el cambio de coordenadas t = t + 2M log(2M — ) aplicado a la parte r < 2M de la métrica (12.13) lleva a la misma
expresion, lo que demuestra que las dos partes disconexas r < 2M y r > 2M de (12.13) en realidad describen la misma
solucién, y que las coordenadas de Eddington-Finkelstein (¢, 7, 0, ¢) cubren ambas regiones.
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. .r=cte

Figura 12.4: La solucién de Schwarzschild en coordenadas de Kruskal: la luz se mueve en lineas rectas con
dngulos de 45°, de modo que la orientacion de los cono de luz es la misma en todo el espacio. La solucion
de Schwarzschild consiste de 2 partes asintéticamente planas 1y I’, conectadas por un agujero de gusano
en R = T = 0. Las regiones I y I" estdn separado por un horizonte de sucesos de las regiones 11 y II’,
que contienen una singularidad espacial en el futuro y el pasado respectivamente. Las singularidades estan
representadas por la linea gorda interrumpida y los horizontes por la linea gorda ininterrumpida. Lineas de
t=cte y r=cte estan representadas respectivamente por las lineas finas interrumpidas y las lineas de puntos.

de modo que
T2 — R? = e™/?M(r — 2M) (12.34)

No sélo estas coordenadas cubren las regiones I, Il y II" a la vez, sino también resulta que la
variedad tiene otra region asintéticamente plana extra, la regién I’, que ninguna de las coorde-
nadas de Eddington-Finkelstein podia ver. Se puede demostrar que las coordenadas de Kruskal
forman la extension mdxima de la solucién de Schwarzschild, es decir, que cubren toda la variedad,
sin que queden maés regiones por descubrir.

En estas coordenadas, tanto las geodésicas entrantes como las salientes forman dngulos de
45° con los ejes T'y R, de modo que los conos de luz (los tridngulos sélidos en Figura 12.4) se
comportan como en el diagrama del espacio de Minkowski. Sin embargo, de (12.34) vemos que
las curvas con r =cte forman hipérbolas y los planos ¢ =cte forman angulos mds grandes para
tiempos mas avanzados. El horizonte »r = 2M es una superficie nula, ya que también forma
un dngulo de 45° con los ejes y se ve claramente que una particula que entra en la regién II no
podré emitir sefiales a la region I y acabara en la singularidad (la linea gorda punteada), que es
una superficie espacial y por lo tanto inevitable.

En la regién I pasa justamente lo contrario: cualquier sefial emitida desde aqui forzosamente
tiene que salir hacia las regiones asintéticamente planas I o I’. Una vez en estas regiones, ya no
hay manera de volver a la regién II'. Ningtin evento en las regiones I o I’ pueden influenciar lo
que ocurre en II’, ya que la region II' estd en el pasado de I y I'. Nétese que tanto en la zona II
como en la zona II’, la coordenada ¢ es espacial y r es temporal, como ya habiamos mencionado
antes.

En las coordenadas 1"y R, la solucién no sélo es completamente regular en r = 2/, sino que
también es simétrica bajo la inversién de la coordenada temporal 7' — —1', como uno espera de
una solucién estdtica. Obsérvese que bajo T' — —T las regiones I y I’ son invariantes y Il y I’
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se intercambian. Pero mds sorprendente es que también hay una simetria bajo inversién de la
coordenada radial R — — R, que deja Il y II" invariantes e intercambia I y I’. La regién I” es por lo
tanto un tipo de imagen de espejo de la region I, o sea, otro espacio asintéticamente plano, donde
observadores y particulas pueden caer en la singularidad de la regién II. Las regiones [ y I estan
conectadas en el punto 7" = R = 0 por un agujero de gusano, llamado un puente de Einstein-Rosen,
pero la estructura causal es tal que no pueden pasar influencias causales de una regién a la otra.
Observadores de una regién si pueden ponerse en contacto con observadores de la otra regién,
silos dos se atreven a entrar en la regién II: una vez alli se podran influenciar mutuamente antes
de acabar en la singularidad, pero nunca podran volver a influenciar eventos en sus antiguos
paraderos Iyl

12.4. Colapso gravitacional y formacién de agujeros negros

Una se podria preguntar si agujeros negros tipo Schwarzschild realmente existen en la Na-
turaleza, o si s6lo son una solucién matematica, sin realidad fisica. La respuesta es un poco am-
bivalente: realmente se pueden llegar a formar agujeros negros, por ejemplo al final de la vida
de estrellas muy masivas, pero a pesar de que tienen muchas de las caracteristicas que hemos
comentado en la seccién anterior, no son exactamente como la extensiéon méaxima de la solucién
de Schwarzschild. La gran diferencia estd en que los agujeros negros en la Naturaleza estan for-
mados dindmicamente en un proceso de colapso gravitacional y por lo tanto no tienen la simetria
de inversion temporal de una solucién estdtica como la extensiéon maximal (12.32).

Ya hemos visto en la seccién 12.1, que la solucién (12.11) en realidad se corresponde con la
parte exterior de un campo gravitatorio causado por un objeto con masa m = M /Gy en el centro.
En circunstancias normales, la masa ocupa una esfera con un radio Ry mayor que 21/, de modo
que la solucién exterior es la métrica (12.11) y la interior es la solucién interior de Schwarzschild,
que mencionamos antes. Sin embargo, si comprimimos la masa en un volumen mas pequefio, la
gravedad en la superficie aumentard, ya que el potencial gravitatorio varfa como ® = —Gnm/r.”

Al comprimir la masa en un volumen mas pequeio, aumentard también la velocidad de es-
cape, la velocidad inicial necesario para que una particula pueda salir del pozo potencial de un
objeto masivo y llegar al infinito. Desde la ley de conservacién de energia de la mecédnica new-
toniana, se puede calcular facilmente que la velocidad de escape v, de un objeto con masa m y

radio R viene dada por
ZGNm
e =1/ —. 12.
v 7 (12.35)

En 1795 el matematico francés Pierre Simon Laplace (1749 - 1827) se di6 cuenta de que la ve-
locidad de escape superaria la velocidad de la luz si se comprimiese toda la masa en un radio
R = 2Gnm. Escribe en su Traité de la Méchanique Céleste en 1799: Una estrella luminosa de la
misma densidad que la tierra, y cuyo diametro es 250 veces mayor que el sol, no dejaria llegar
por su atraccion ningtin rayo hasta nosotros; por lo tanto es posible que los mds grandes cuerpos
Iuminosos del Universo sean, por esa razon, invisibles para nosotros. Sorprendentemente, el ra-
dio critico para la velocidad de escape, calculado con métodos puramente newtonianos, coincide
exactamente con el radio de Schwarzschild, el radio desde donde la luz ya no puede salir hacia
el exterior. La interpretacion, sin embargo es distinta, ya que en la mecénica newtoniana, la ve-
locidad de la luz no es un limite superior, de modo que la “estrella negra” de Laplace no es un
agujero negro en el sentido estricto de la palabra.

7Esto no implica que la gravedad a distiancia 79 > R aumente: el potencial gravitatorio a distancia 7o fuera de la
masa es independiente del volumen que ocupa la masa. Si el Sol colapsara en un agujero negro, la trayectoria de la Tierra
no cambiarfa en absoluto.

8Quiza no es tan sorprendente: G'ym es la tinica combinacién con dimensién de longitud que se puede construir, y el
factor 2 viene justamente de ajustar en (12.12) la constante de integracion M con la mecdnica newtoniana.
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Figura 12.5: El colapso gravitatorio en las coordenadas de Eddington-Finkelstein: una masa m ocupa
inicialmente un volumen mayor que su radio de Schwarzschild 2G ym, pero segtin se va contrayendo,
aumenta la curvatura del espacio cerca del centro. Cuando la masa se haya comprimido dentro del radio de
Schwarzschild, se forma un agujero negro, con su singularidad y su horizonte. Toda la materia de la masa
original termina en la singularidad y desaparece del espaciotiempo.

En la relatividad general, mas que la velocidad de escape, la cantidad fisica importante es la
curvatura del espaciotiempo: cuanto mds se comprime la masa, tanto mds aumenta la curvatura
alrededor del objeto y una vez que toda la masa estd comprimido en un volumen mads pequefio
que el radio de Schwarzschild, ya no hay manera de parar el colapso gravitacional. La curvatura
es tanto que la luz se queda atrapada, ya que incluso las geodésicas nulas estdn dirigidas hacia el
centro. Se forma por lo tanto un horizonte de sucesos y, debido al teorema de Hawking y Penrose,
también una singularidad. Por la estructura causal del espaciotiempo dentro del horizonte, toda
la materia del objeto original acabara en la singularidad y desparecera del espaciotiempo (véase
Figura 12.5), tal como se di6 cuenta Oppenheimer en 1939.

Por lo tanto no es preciso disponer de una masa grande para poder formar un agujero negro,
por lo menos, en principio. Mds que de la masa, la formacién de una agujero negro depende de
la densidad: cualquier masa m puede formar un horizonte y una singularidad si se comprime
dentro del radio de Schwarzschild correspondiente a esa masa, es decir en un volumen r =
2G ym. El radio de Schwarzschild del Sol es aproximadamente 3 km y el de la Tierra unos 9 mm.

En la practica no hay fuerza en la Naturaleza capaz de comprimir ni el Sol, ni la Tierra dentro
de sus respectivos radios de Schwarzschild. En el caso de planetas como la Tierra, la repulsién
entre los electrones de los dtomos es suficiente para contrarrestar la fuerza gravitatoria y pre-
venir un colapso gravitacional. En objetos mds masivos, como estrellas, la presién gravitacional
hacia dentro es tan grande que la materia forma un plasma tan caliente que hay fisién nuclear.
En grandes lineas, 4 protones se juntan para formar un ntcleo de helio. La energia térmica pro-
ducida por estas reacciones nucleares contraresta la presion gravitatoria, de modo que la estrella
se encuentra en un equilibrio térmico-gravitatorio.

Sin embargo, cuando a la estrella se le acaba el combustible, ya no es capaz de producir la
energia términa necesaria para mantener el equilibrio. Lo que pasa entonces, depende bésica-
mente de la masa de la estrella considerada. Para estrellas pequefias y medianas, como el Sol, la
gravedad comprimird la estrella en un volumen comparable con la Tierra, con una densidad entre
10* hasta 10? kg/em?®. Alli la presion del gas degenerado de electrones y dtomos completamente
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ionizados serd lo suficiente para volver a mantener el equilibrio. La estrella se ha convertido en
una enana blanca, llamada asi por su tamafio y su color, debido a su alta temperatura.

En 1931 el astrofisico Subrahmanyan Chandrasekhar (1910 - 1995) demostré que una enana
blanca no puede tener una masa mayor que unos 1,4 masas solares. Para estrellas con masas su-
periores al limite de Chandrasekhar, la presion del gas degenerado no es capaz de contrarrestar la
fuerza gravitacional. En este caso, la estrella serd comprimida en un radio de unos pocos kiléme-
tros. La presién gravitatoria es tan fuerte que los electrones estdn comprimidos dentro de los
ntcleos de los 4tomos y reaccionardn con los protones para formar una bola inmensa de neutro-
nes, llamada una estrella de neutrones. A estas alturas, la tinica fuerza que puede resistir la presién
gravitacional es la repulsién fermidnica entre los neutrones. La densidad tipica de una estrella de
neutrones es de unos 10'7 kg/cm?.

En 1939 Oppenheimer y collaboradores calcularon el equivalente del limite de Chandrasekhar
para estrellas de neutrones, el llamado limite de Oppenheimer-Volkov y encontraron que la repul-
sién entre los neutrones no es suficiente para contrarrestar la fuerza gravitatoria en estrellas de
neutrones con masas superiores a unos 2 masas solares. En este caso ya no hay ninguna fuerza
capaz de controlar la compresién gravitacional y la estrella colapsard a su radio de Schwarzschild
y mas all4 ...

Einstein y Eddington, el padre de la teoria de la evolucién estelar, se opusieron firmemente a
la idea de que un estrella podria colapsar a un solo punto y renunciaron a dar a la solucién de
Schwarzschild algtn significado fisico. Pero hoy en dia sabemos que existen estrellas con masas
de decenas y cientos de veces la del Sol, asi que, a pesar de que puedan perder mucha masa a lo
largo de su evolucion, es posible que algunas estrellas saturen el limite de Oppenheimer-Volkov
y se conviertan en agujeros negros.

Ademads, la evolucién estelar no es la tinica fuente de agujeros negros. Los astrénomos lo
sospecharon desde hace tiempo, pero en los tltimos afios han encontrado pruebas convincentes
de que existen agujeros negros supermasivos en los centros de galaxias, con masas del orden de
10? masas solares y radios de Schwarzschild del orden de 10° km. Al otro lado de la escala se
sospecha que también existen agujeros negros primordiales, que no se formaron en colapsos gra-
vitacionales de estrellas, sino en las primeras fases de la existencia del universo, debido a las
fluctuaciones de densidad. Se calcula que estas agujeros negros primordiales tendrian una masa
del orden de 10'? kg (en comparacién, la Tierra tiene una masa del orden de 10?* kg) y un radio
de Schwarzschild de unos 10~ 4m.

Queda por preguntar ;qué es lo que pasa con un observador que se cae en un agujero ne-
gro? Ya sabemos que acabard inevitablemente en la singularidad, pero antes de esto, ;qué ve
y qué siente? Ya hemos dicho que el horizonte geométricamente hablando es un punto perfec-
tamente regular y que un observador puntual en caida libre no notaria nada al cruzarlo. Por
la estructura causal del espaciotiempo esta claro que el observador no puede ver la singulari-
dad mientras que estd fuera del radio de Schwarzschild, ya que ninguna sefial puede salir del
horizonte para advertirle de lo que le espera. Pero tampoco una vez dentro es capaz de ver la
singularidad: de los diagramas de espaciotiempo estd claro que no pueden salir sefiales de la
singularidad hacia un r < 2M. La coordenada radial es una coordenada temporal para r < 2M,
asi que querer ver la singularidad una vez dentro del radio de Schwarzschild es como querer ver
en el futuro. El observador por lo tanto no ve el rostro de la singularidad hasta que da con ella.

Esto no implica que el viaje hacia » = 0 sea agradable, por lo menos no para observadores
reales, es decir, observadores no puntuales. Objetos y observadores con una extensién espacial
sufrirdn grandes fuerzas de marea, debido a la inhomogeneidad del campo gravitatorio. En un
potencial gravitatorio que varfa como 1/r, la fuerza de marea, es decir la diferencia entre la fuerza
a distancia 7 y r + Ar es proporcional a M /r3, de modo que cerca de la singularidad, las fuerzas
de marea son inmensas. No sélo la diferencia de la fuerza gravitacional entre la cabeza y los
pies estira y desgarra al observador (o lo que queda de él) longitudinalmente como un potro de
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tortura césmico, también transversalmente le comprime en una superficie 7> AQ2 cada vez menor.

Estas fuerzas de marea son muy grandes, cerca de la singularidad, pero esto no necesariamen-
teimplica que lo sean en el horizonte. Para agujeros negros estelares y primordiales efectivamente
lo son: para un agujero negro con la masa del Sol, un humano ya no sobreviviria las fuerzas a una
distancia de 200 km, unos 66 radios de Schwarzschild. Pero en un agujero negro supermasivo de
10% masas solares, el radio de Schwarzschild es 10° veces mayor, de modo que en r = 2M la
curvatura y las fuerzas de marea todavia no son muy grandes. En este caso, el radio critico de
supervivencia estd a unos 200.000 km de la singularidad, es decir a unos 66 - 10~° veces el radio
de Schwarzschild. En general, el tiempo propio maximo que un observador tarda en llegar a la
singularidad desde el radio de Schwarzschild de un agujero negro con masa m es

T = 1,5 - 10*5mﬂ s, (12.36)
O]

donde m, esla masa del Sol. O sea, unos 10~°s para un agujero negro estelar, pero unas cémodas
4 horas y pico para un agujero negro supermasivo de 10? masas solares.
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Capitulo 13

Cosmologia relativista

Cuando iba a dar un seminario en Japén, me pidieron que no mencionara el posible recolapso
de universo, porque podia afectar a la bolsa.
(S. Hawking, 1996)

13.1. Relatividad general y cosmologia

La cosmologia, el estudio del universo entero, es casi tan antigua como la civilizacién huma-
na. Ya los filésofos presocraticos, como Thales de Mileto o Anaximandro (siglo VI A.C.) pensaban
poder deducir ciertas afirmaciones sobre la forma y la constitucién del universo. Sin embargo, la
cosmologia sélo ha llegado a formar parte de la fisica cuando, gracias a la relatividad general,
se concibi6 el universo como un sistema dindmico, regido por las mismas leyes fisicas que ri-
gen la materia dentro del universo. La relatividad general predice una estrecha relacién entre la
estructura del espaciotiempo y su contenido de materia y energfa. Es por lo tanto un paso 16gi-
co intentar utilizar las ecuaciones de Einstein para estudiar la dindmica del universo entero: su
forma, su contenido y su evolucién.

Obviamente es imposible encontrar una solucién exacta de las ecuaciones de Einstein que des-
cribe el universo entero con todas las estrellas, galaxias, ondas gravitacionales, campos eléctricos
y magnéticos en todo detalle. Pero esto tampoco es lo que pretende la cosmologia: la cosmologia
describe la dindmica del universo entero, a muy grandes escalas, donde la influencia de galaxias
individuales e incluso ctimulos de galaxias son meramente perturbaciones despreciables.

Atn asf parece que para poder afirmar algo méds o menos razonable sobre la forma o la evolu-
cién del universo, hace falta informaciéon bastante detallada sobre la distribucién de la materia o
las condiciones iniciales, cosas dificilmente obtenibles. Sin embargo, la cosmologia relativista es
capaz de sacar modelos muy realistas gracias a dos principios bésicos.

El primero es el Principio Cosmoldgico, que pretende decir algo sobre la forma del universo.
La idea es que, sea como sea la evolucion del universo, en cualquier momento su aspecto es el
mismo en todos los puntos y en todas las direcciones. Este aspecto puede variar a lo largo de la
evolucién, pero por lo menos varfa del mismo modo en todos los sitios. Mds preciso, el Principio
Cosmolégico se formula como:

Principio Cosmolégico: En cualquier momento, el universo es homogéneo e isétropo a muy
grandes escalas.
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Por lo tanto, el Principio Cosmolégico implica que la métrica del universo se puede escribir como
una familia de hipersuperficies (superficies tridimensionales) espaciales,! cada una homogénea
e isétropa, que representan el universo a un tiempo ¢ constante y juntos describen la evolucién
en el tiempo.

Homogéneo significa que todos los puntos de la superficie son equivalentes, no hay ningtan
punto privilegiado. Mateméticamente esto implica que la métrica de la superficie tiene tanta si-
metria que es posible relacionar cualesquiera dos puntos de la superficie a través de una transfor-
macién de simetria. Por otro lado, la isotropia de las superficies quiere decir que no hay ninguna
direccién priviligiada, que las superficies tienen el mismo aspecto en todas las direcciones. Ma-
tematicamente esto implica que la métrica de la superfice es esféricamente simétrica.

Noétese que la homogeneidad es una propiedad global de una variedad, mientras que la iso-
tropia es una propiedad relacionada con un punto especifico. En principio la homogeneidad y
la isotropia son dos propiedades independiendes: un cilindro es homogéneo, pero no isétropo,
mientras que un cono es isétropo visto desde el vértice, pero no homogéneo. Sin embargo, si
un espacio es is6tropo desde cualquier punto (es decir globalmente is6tropo), entonces también
es homogéneo. Y vice versa, si es isétropo desde un punto particular y homogéneo, entonces
es globalmente isétropo. Un espacio que es homogéneo e isétropo es mdximamente simétrico, es
decir, tiene el nimero maximo de simetrias. Matematicamente, las variedades que son méxima-
mente simétricas son espacios con curvatura constante, una propiedad que se refleja en la siguiente
condicién sobre el tensor de Riemann,

R;wp/\ = K(gu)\gup - gupgu)\)v (131)

donde K es una constante con dimensién L2, que estd relacionada con el radio de curvatura.?

El Principio Cosmolégico resume por lo tanto lo que ya habfamos dicho antes: que a escalas
cosmoldgicas el universo tiene el mismo aspecto en todos los sitios, ya que las fluctuaciones y per-
turbaciones locales estan promediadas a estas escalas. En cierto modo el Principio Cosmolégico
es una generalizacién del Principio Copernicano: mientras que Nicolaus Copernico (1473 - 1543)
afirmaba en su Revolutionibus que la Tierra no ocupa ningtin lugar preferido en el sistema solar,
el Principio Cosmoldégico lo afirma para cualquier punto del Universo. Originalmente, mas que
un principio fisico, el Principio Cosmolégico era una conjetura de simplicidad. Como veremos en
la siguiente seccién, este principio fija casi completamente la forma de la métrica. Si el Principio
Cosmolégico no fuera verdad, la cosmologia relativista serfa mucho mds dificil de tratar.

Atn asi cabe preguntarse hasta que punto el Principio Cosmoldgico es cierto. Sabemos por las
observaciones que las estrellas estdn concentradas en galaxias, éstas en ciimulos de galaxias que
a su vez forman supercimulos con grandes vacios entremedios, a escalas de 106 afios luz, asi que
a primera vista no parecen satisfacer las condiciones exigidas por el Principio Cosmolégico. Sin
embargo observaciones con radioondas y rayos X cédsmicos indican que el universo efectivamen-
te es bastante homogéneo a escalas de 10° afios luz. Pero la mejor indicacion del la veracidad del
Principio Cosmolégico llegé en 1965, cuando Arno Penzias (1933 - ) y Robert W. Wilson (1936
- ) descubrieron la radiacién césmica de fondo de microondas, correspondiendo a la radiacién
térmica, proveniente de un cuerpo negro con una temperatura de 7' = 2,7K. Esta radiacién
césmica de fondo es en realidad el residuo de la radiacién térmica de un pasado mucho mads ca-
liente del universo y fue predicha por el fisico ruso George Gamov (1904 - 1968) en 1948, como

1'Una descripcion de un espacio en términos de hipersuperficies (no necesariamente espaciales), tal que cada punto
del espacio esta situado en exactamente una hipersuperficie, se llama una foliacion. Los Principios Cosmologicos dicen
que los espacios que describen solucones cosmolégicas son foliaciones con secciones espaciales de curvatura constante.

2E] an4lisis dimensional nos dice que K es bésicamente R 2. Sin embargo, el signo de K varia de caso en caso.
Nuestros convenios del tensor de Riemann, establecidos en el Capitulo 7, son tales que para el caso riemanniano, la
esfera N-dimensional S, el espacio con curvatura constante positiva, tiene & > 0y el hiperboloide HY, con curvatura
constante negativa tiene K < 0. Sin embargo para el caso lorentziano es justo al revés: el espacio de De Sitter (13.67), con
curvatura constante positiva, tiene K < 0y el espacio de anti-De Sitter (13.70), con curvatura constante negativa, tiene
K > 0. Disculpamos por las molestias.
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una consecuencia directa del modelo del Big Bang. La radiacién césmica de fondo, que nos pro-
porciona informacién sobre cuando el universo todavia era muy joven, resulta ser muy isétropa,
confirmando de manera extraordinaria el Principio Cosmolégico. En realidad no fue hasta 1992
cuando el satelite COBE logré medir las primeras anisotropias en la radiacién de fondo, cuyas
fluctuaciones son sélo del orden de AT/T ~ 10~°. En el Capitulo ?? haremos una discusién mas
extendida de la radicién de fondo cdsmica y lo que nos ensefa sobre el universo temprano.

El segundo principio basico de la cosmologia relativista es el Postulado de Weyl, que intenta
modelar el contenido de materia del universo. Igual que el Principio Cosmoldgico afirma que
las fluctuaciones de densidad son muy pequefias a escala cosmoldgica, el Postulado de Weyl
dice que las velocidades propias de la materia son pequefias en comparacién con el movimiento
cosmoldgico.

Postulado de Weyl: La materia a escalas cosmologicas se comporta como un fluido perfecto,
cuyas componentes se mueven a lo largo de geodésicas temporales, que no se intersectan,
salvo (posiblemente) en un punto en el pasado.

También el Postulado de Weyl se ve satisfecho en las observaciones: aunque sin duda existen
interacciones gravitatorias entre las distintas galaxias, que en ocasiones llevan las galaxias a co-
lisionarse y mezclarse, en general las velocidades particulares causadas por estas interacciones
son despreciables con respecto a las velocidades generadas por la evolucién del universo.

El Postulado de Weyl supone una clase de observadores priviligiados en el universo: los que
estdn en resposo con respecto al fluido perfecto y cuyo movimiento por lo tanto tinicamente
estd determinado por la evolucion del universo. A estos observadores se les suele llamar observa-
dores comoviles. También podemos definir un tiempo cosmoldgico, siendo la direccion temporal de
un observador comdvil. Este tiempo cosmoldgico serd ttil para describir la evolucién del univer-
so y calcular su edad.

13.2. La métrica de Friedmann-Robertson-Walker

El Principio Cosmolégico y el Postulado de Weyl determinan casi por completo la forma de
la métrica del espaciotiempo. Por un lado, el Postulado de Weyl implica que se puede foliar el
espaciotiempo con una familia de hipersuperficies espaciales, que son las superficies de simulta-
neidad ¢ = cte con respecto al tiempo cosmoldgico . Y por otro lado, el Principio Cosmolégico
dicta que estas superficies han de ser maximalmente simétricas. El Anstaz para la métrica por lo
tanto se puede escribir sin pérdida de generalidad como

ds® = dt* — S*(t) gij(z)dz"da? (13.2)

donde g;; es la métrica de las secciones espaciales tridimensionales con curvatura constante. En
otras palabras, el tensor de Riemann R;;;; de la métrica g;; satisface la condicién

Rijii = K(@u@jk - §ik§jl)~ (13.3)

La funcion S?(t) es el factor de escala, una funcién del tiempo cosmolégico que mide la expansion
o la contraccién del universo (o, para ser mds exactos, de las secciones espaciales). Obsérvese
que para que las secciones espaciales sean homogéneas e isétropas en todo momento, todas las
direcciones espaciales tienen que evolucionar de la misma manera y por lo tanto el factor de
escala tiene que ir multiplicando a todas las direcciones espaciales. En principio es posible incluir
una funcién del tiempo f?(¢) multiplando el término dt?, pero es fécil ver que se podria absorber
esta funcién con una redefinicién de la coordenada temporal. La métrica (13.2) con la condicién
(13.3) es por lo tanto la métrica mds general de un universo homogéneo e isétropo.
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El problema central de la cosmologia relativista es determinar las funciones S(t) y g;;(z) en
el Ansatz (13.2) en funcién del contenido de energia y materia del universo. El factor de escala
S?%(t) se determinard a través de las ecuaciones de Einstein, ya que éstas describen la dindmica
del sistema. Nos ocuparemos de este problema en las siguientes secciones. Sin embargo, hallar
Gij(z) es un problema puramente geométrico, puesto que implica resolver la ecuacién (13.3).
Dedicaremos el resto de esta seccién a encontrar e interpretar las soluciones de esta ecuacién.

La isotropia del espacio implica una simetria esférica, por lo tanto podemos escribir la métrica
en las secciones espaciales como (véase seccion 12.1)

d3? = 2BM gp2 4 72 (d92 + sin? Hdch) , (13.4)

donde B(7) es una funcién atn desconocida de la coordenada radial 7. En lugar de sustituir este
Ansatz en la ecuacion (13.3), vamos a determinar la funcién B(r) a través de la ecuacion para el
tensor de Ricci: .

R, = —2K gk (13.5)
En un espacio tridimensional (como es nuestro caso) las condiciones (13.3) y (13.5) son equiva-
lentes,® por lo tanto es preferible resolver la dltima, ya que es mas sencillo calcular el tensor de
Ricci que el de Riemann. Sin embargo en general la condicién (13.5) es claramente mds debil que
la condicién (13.3). Todas las métricas de curvatura constante satisfacen la ecuacién (13.5), pero
no todas las métricas que satisfacen (13.5) tienen curvatura constante. Las métricas que satisfacen
la ecuacion (13.5) se llaman métricas tipo Einstein.*

Los simbolos de Christoffel no nulos del Ansatz (13.4) son (ejerc. 6 compdrese con (12.4))

F;'F = Blv F?@ - F}ng = %7
”ge = Fe 2B fgap = —sinfcosb, (13.6)
f’;p = —Fsin®f e 2B, fﬁp = cotg 0,

de modo que las componentes no-triviales del tensor de Ricci vienen dadas por (ejerc.)
2B’
T

RF'F = — , R@g =—-1+ e 2B _ fB/e_QB7 RWP = sin? 6 Rgg, (13.7)
donde la prima denota la derivada con respecto a 7. La ecuacién (13.5) se reduce entonces, en
nuestro caso, a dos ecuaciones independientes
B/
2 KeB, 2B (1 - fB') +1=2K72, (13.8)
T
que tienen como solucién
1
2B
e = ——. 13.9
1—-Kr? (13.9)
La métrica de una superficie (tridimensional) con curvatura constante viene dada por lo tanto

por
1

A5 = ——
S TICK®

A2 4 72 (d92 + sin? 9d<p2), (13.10)

3No es directo ver que en tres dimensiones las dos condiciones son equivalentes. La manera mas facil es observar que
al resolver (13.5) todas las constantes de integracién (y por lo tanto la solucién entera) quedan determinadas. Una manera
mads elegante es darse cuenta de que en tres dimensiones tanto el tensor de Riemann como el de Ricci tienen 6 grados de
libertad y por lo tanto los dos llevan exactamente la misma informacion sobre la curvatura del espacio. En otras palabras,
la ecuacién (13.3) no impone ninguna restriccién mds que la ecuacién (13.5). En dimensiones mayores que 3 (es decir, en
universos 5-dimensionales o mas), si es necesario resolver la ecuacién (13.3).

4Obsérvese que la relacién entre los espacios de curvatura constante y los espacios tipo Einstein es un generalizacién
de la relacién entre el espacio plano y un espacio Ricci-plano. En realidad el espacio plano y Ricci-plano no son nada mas
que un espacio de curvatura constante y un espacio de Einstein con K = 0.
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donde la constante K puede tener un valor arbitrario positivo, negativo o cero, correspondiendo
respectivamente a una variedad tridimensional con curvatura constante positiva, negativa o cero.
Para interpretar esta métrica y para futuro comodidad es conveniente sacar un factor comtn
|K|~!, a través del rescaleo de la coordenada radial 7 = r/1/|K| (para K # 0). La métrica (13.10)
entonces coge la forma

1
1—kr?

d3? = |K|™ [ dr? 4 72 (d92 + sin? HngQ)} . paraK #£0

432 = dr? + 12 (d92 + sin? 9d<p2), para K = 0 (13.11)

donde ahora la constante k estd definida como k = K/|K|.

Para interpretar la métrica (13.11), hay que considerar uno por uno los tres casos de K positi-
vo, negativo o cero. El caso mds sencillo es sin duda K = 0: en (13.11) reconocemos directamente
la métrica para R? en coordenadas esféricas. Esto era de esperar, ya que para K = 0 la ecua-
cion (13.3) se reduce a la condicién para el espacio plano. Intuitivamente sabemos que R? es un
espacio de curvatura constante, puesto que tiene curvatura cero en todos los puntos.

El caso K > 0, es decir curvatura constante positiva, es un poco mads sutil. Nétese que ahora
k = 1y por lo tanto el rango de la coordenada r cubre sélo el intervalo | — 1, 1], ya que la
componente g,, se vuelve singular cuando » — =£1. Es por lo tanto natural hacer el cambio de
coordenadas

dr
r = sin — dy = ——, 13.12
X X= A (13.12)
de modo que la métrica (13.11) se convierte en
di? = K ! [dXQ + sin? X(d92 + sin? 9d<p2)} . (13.13)

L. . . . 1 PP
Esta métrica es la de una esfera tridimensional S® con radio K ~2. La manera mds facil verlo es
embeber (13.13) en el espacio plano cuadridmensional R? a través de las coordenadas

X'= K7 siny sinf cos ¢, X3 =K"7 siny cosb, ( )
13.14
X2=K"7 siny sinf sin, X4=K"7 cosy.

Claramente estas coordenadas satisfacen la ligadura (X1)? + (X?2)? + (X3)? + (X*)2 = K1, de
modo que las coordenadas {x, 6, ¢} efectivamente describen una tres-esfera en R* con radio K = 2.
Ademas la métrica (13.13) corresponde a la métrica de esta tres-esfera, porque sustituyendo la
parametrizacion (13.14) en la métrica cartesiana de R* (jsin olvidarse de la ligadura!) obtenemos
(ejerc.)

ds? = (dX1)2 + (dX2)2 + (dX®)? + (dXY)?2 = K~ [dx2 + sin? X(d92 + sin? 9d<p2)] (13.15)

El dltimo caso es la variedad con curvatura constante negativa, K < 0, o equivalentemente

k = —1. En este caso podemos hacer el cambio de coordenadas
7 = sinh PEEN d dr (13.16)
=si =, .
X X= g
de modo que la métrica (13.11) se convierte en
432 = K~ [d\? + sinh? X(d92 + sin? 9d<,02)] (13.17)
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Xe

Figura 13.1: Los tres espacios con curvatura constante (aqui en su version bidimensional): la esfera SN
con curvatura positiva (izquierda), el plano RN con curvatura cero (centro) y el hiperboloide HY con
curvatura negativa (derecha), cada uno con su angulo azimutal 0. La esfera SN se puede embeber en el
espacio euclideo RN+, mientras que el hiperboloide HY se puede embeber en el espacio lorentiano R,

Esta métrica describe un hiperboloide tridimensional H?, como que se puede comprobar consi-
derando la parametrizacién

X!= K2 sinhy sinf coso, X3 =K~z sinhy cos, ( )
13.18
X2=K" sinh x sin @ sin ¢, X0= K3 cosh x.

El hiperboloide H? no se puede embeber en R?, sino en su version lorentziana, el espacio de
Minkowski R'3: efectivamente, las coordenadas satisfacen la ligadura

(X0 — (X')? = (X?)? = (X*)? =K, (13.19)

lo que determina en R una superficie a distancia temporal constante 1/+/|K| del origen (véase
la figura 13.1). La métrica (13.17) se obtiene sustituyendo la parametrizacion (13.18) y la ligadura
en la métrica ds? = (dX°)? — (dX')? — (dX?)? — (dX?3)? (aunque con signo opuesto por ser una
superficie temporal en un espacio lorentziano).

En resumen, las tres superficies tridimensionales con curvatura constante son por lo tanto
la esfera S? (curvatura positiva), el plano R? (curvatura cero) y el hiperboloide H* (curvatura
negativa). No es sorprendente que fue en estos espacios donde histéricamente se desaroll6 la
geometria diferencial, dado que estos son los casos con mds simetria: la geometria plana en R?
de Euclides, la geometria esférica por la cartografia y astronomia y la geometria no-euclidea de
Bolyai y Lobachevsky para el hiperboloide en el siglo XIX.

Por lo tanto, sustituyendo la forma de la métrica (13.11) en nuestro Ansatz cosmolégico (13.2),
vemos que la métrica de un universo homogéneo e is6tropo siempre se puede escribir como

ds? = dt? — a*(1) [ dr? + 12 <d92 + sin? Hdch)} , (13.20)

1
1— kr?

donde hemos absorbido el radio | K| de los espacios tridimensionales en un nuevo factor de escala
a(t), definido como

a(t) = |K|72 8(t) para K #0,
a(t) = S(t) para K = 0. (13.21)

La imagen por lo tanto es que a cualquier momento ¢ = g, las secciones espaciales son superficies
de curvatura constante y el factor de escala a(t) representa de cierto modo el “tamafio” de esta
superficie espacial. En el caso de k = 1, la funcién a(t) es el radio de la tres-esfera en el momento
t y, aunque para los otros dos casos es mads dificil visualisar, el aumento o disminucién del factor
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de escala implica una expansion o contraccién de la seccién espacial y marca por lo tanto una
escala en las secciones espaciales. La expansién del universo por lo tanto no se corresponde con
la imagen de diferentes galaxias alejandose unas de otras debido a los movimientos radiales
de cada una de ellas en un espacio fijo, sino mas bien a la imagen del contenido de materia y
energia diluyéndose, debido a la constante creaciéon de espacio, con el aumento del factor de
escala. Obsérvese que para k = 0, el factor de escala es adimensional, pero para k = +1, a(t) tiene
dimensiénes L.

La métrica (13.20) se llama la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), llamada asi por
el fisico-meteordlogo ruso Alexander Friedmann (1888 - 1925), el fisico americano Howard Ro-
bertson (1903 - 1961) y el matematico inglés Arthur Walker (1909 - 2001). Friedmann propuso
en 1922 la métrica (13.20) como Ansatz para el universo, dedujo las ecuaciones de Friedmann y
obtuvo una de las primeras soluciones realistas de un universo en expansién.’ En 1935 y 1936
Robertson y Walker demostraron independientemente que la métrica que propuso Friedmann es
el Ansatz mds general que describe un universo homogéneo e isétropo. Las coordenadas en que
estd escrita la métrica de FRW en (13.20) se suelen llamar coordenadas coméviles, ya que el tiempo
t es el tiempo propio de un observador que se mueve con la expansién del universo.

13.3. Las ecuaciones de Friedmann

Ya que tenemos la forma general de la métrica de un universo homogéneo e isétropo, po-
demos concentrarnos en el verdadero problema de la cosmologia relativista: la evolucion del
universo, codificado en la dindmica del factor de escala a(t). Para esto hay que resolver la ecua-
cién de Einstein, utilizando el Ansatz que acabamos de derivar y la descripcién apropiada de la
materia.

Para calcular los tensores de curvatura de la métrica (13.20), conviene escribirla como
ds® = dt* — a*(t) §ij(x) da'da?, (13.22)

donde g;;(x) es la métrica de las secciones espaciales de curvatura constante, que hemos calcula-
do antes. No sélo de esta forma podemos tratar los tres casos k = —1, 0, 1 simultdneamente, sino
también resulta que el resultado es explicitamente independiente de las coordenadas utilizadas
en las secciones espaciales, ya que lo tinico que necesitamos saber es que

Rijii = k(Gadjx — GikGji) Rij = —2kgyj, R = —6k. (13.23)

Un célculo rutinario revela que los simbolos de Christoffel non-cero son

i = aa g, Iy = 35} ry = 1! (13.24)

YR

donde el punto indica derivar con respecto a la coordenada ¢ y los f’fj son los simbolos de Chris-
toffel (13.6) de la métrica g;;. Del mismo modo el tensor de Ricci, el escalar de Ricci y el tensor de
Einstein vienen dados por

e 3%’ R, :7[2k+a(’i+2fl2}§ijv R:G{a*2k+g+ (3)2}7

Gu = —3[a"2k + (3)2} : Gy = [k+20i+3?]gy.  (1325)

5En 1927, dos afios después de la muerte de Friedmann, el sacerdote belga George Lemaitre (1894 - 1966) derivé inde-
pendientemente las ecuaciones de Friedmann y presenté varias soluciones cosmolégicas. Por eso a veces se le denomina
(13.20) como la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW).
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Aunque no es estrictamente necesario para resolver las ecuaciones de Einstein, conviene calcular
también el tensor de Riemann, para estudiar las singularidades de las soluciones que vamos a
encontrar. Las tinicas componentes que no son cero son de la forma

Ruisj = —ai g, Riw = —a?[k+a®|Gudye — Gagn).  (1326)

Para determinar a(t), hay que resolver un sistema de ecuaciones diferenciales para el factor
de escala a(t), que se obtiene sustituyendo el Ansatz de FRW (13.22) en las ecuaciones de Einstein

R, — %gWR = —kTy, (13.27)
donde el tensor de energia-momento contiene las contribuciones de todos los tipos de energfa-
momento presente en el universo (materia, radiacién, constante cosmolégica, ...). En la seccién
13.5 discutiremos en més detalle las propiedades de los distintos tipos de materia y energia, pero
de momento nos basta con saber que por el Principio de Weyl se puede considerar el contenido
del universo como un fluido perfecto. Podemos escribir por lo tanto

T = p, T,; = a°§i; P, (13.28)

donde p =3 pay P =), P, son respectivamente la densidad y la presién total de todos los
tipos de energia y materia presentes en el universo.

En 1922 Friedmann sustituy6 el Ansatz (13.22) en las ecuaciones de Einstein, obteniendo
asi las ecuaciones de Friedmann (y corrigiendo un error que comitié Einstein al derivar estas ecua-
ciones para su modelo del universo estatico de 1917):

& = &

a4 1(9)2 _Lpo (13.29)
a 2\a 2 2a?

Aunque al conjunto de estas ecuaciones se les llama las ecuaciones de Friedmann, también a la

primera ecuacién sélo, la componente {¢¢t} de la ecuacién de Einstein, se le denomina confusa-

mente la ecuacién de Friedmann, mientras que la segunda, la componente {ij}, se llama la ecuacion

de evolucion. Se puede simplificar bastante esta tltima, combindndola con la ecuacién de Fried-

mann, dando lugar a la ecuacion de aceleracion

8= tn(p+3P). (13.30)

La ecuacién de Friedmann (13.29a) relaciona por lo tanto la velocidad de expansién del uni-
verso con la densidad de energia y con la curvatura de las secciones espaciales. Obsérvese que
s6lo es una ecuacion diferencial de primer orden y por lo tanto no es realmente una ecuacién de
movimiento, sino mds bien una ligadura para a, @, p y k. Por otro lado, la ecuacién de evolucién
(13.29D) si es una ecuacién de segundo orden y acttia como la ecuacién de movimiento de a(t) (de
alli su nombre). En la practica muchas veces basta con resolver la ecuaciéon de Friedmann para
determinar el factor de escala. Veremos en la seccién 13.5 que la ley de conservacion de energifa y
la ecuacion de Friedmann implican la ecuacién de aceleracién.

Finalmente, a veces conviene reescribir la métrica de FRW (13.22) en las llamadas coordenadas
conformes, donde el factor de escala aparece en la métrica como un factor conforme. Se define el
tiempo conforme T, a través de una reparametrizaciéon de la coordenada temporal, como

dr = a~'(t)dt & dt = a(r)dr, (13.31)
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de modo que la métrica (13.22) coge la forma
ds? = a*(r) [d# - gijdxidxj}, (13.32)

donde el factor de escala a(7) = a(t(7)) ahora es una funcién del tiempo conforme. El tiem-
po conforme no es el tiempo propio de ningtin observador en particular (obsérvese que 7 tiene
dimensién L~ !para k = 0, pero es adimensional para k = +1), pero estas coordenadas tienen al-
gunas ventajas, como por ejemplo dejar claro que las métricas FRW con k£ = 0 son conformemente
planas.

Los tensores de curvatura en estas coordenadas vienen dados por

R, = S{a_la” — a_Q(a')Q}, Grr = —S[k + a_Q(a')Q},
R;; = —[Qk +atd + a_Q(a')Q}, Gij = [k + 20" ta" — a_Q(a')Q},
R = 3{2{21@ n 2a*3a”}, (13.33)

donde el acento indica una derivacién con respecto al tiempo conforme 7. Las ecuaciones de
Friedmann en estas coordenadas son entonces

/

(a_)2 = lﬁan — k,

a 3
a” 1ra’\2 1, 1
— — (=) = —Zka?’P - = 13.34
-~ ala) 2" 2" (13.34)
y la ecuacién de acelercion viene dada por
"
1
% = sra’(p+3P). (13.35)

13.4. Distancias y horizontes cosmolégicos

Hay varias maneras inequivalente de definir distancias entre dos puntos en una métrica de
Friedmann-Robertson-Walker, cada uno con sus ventajas y su significado fisico.

Quiza el més intuitivo es la distancia instantinea, o la distancia geométrica. Esta definicion usa
el hecho de que la métrica de Friedmann-Robertson-Walker tiene un tiempo cosmolégico prefe-
rido, el tiempo propio de un observador comévil, de modo que podemos calcular la distancia
entre dos puntos a un tiempo ¢ constante. Intuitivamente equivale a la longitud de una goma
extendida entre dos puntos. Sin pérdida de generalidad podemos tomar uno de los dos puntos
en el origen del sistema de coordenadas, de modo que el desplazamiento sea puramente radial.
En otras palabras podemos tomar dt = df); = 0 en la métrica (13.20). La distancia geométrica
estd entonces definida como

D) = / ds — 0’” _ahdr / “i = al)x, (13.36)

1— kr'? 0

donde en la tercera igualdad hemos usado el cambio de coordenadas (13.12) para k& = 1, (13.16)
para k = —1, y simplemente tomamos y = r para k = 0. Vemos por lo tanto que la distancia
geométrica es la distancia euclidea x entre los dos puntos, medida dentro de las secciones espa-
ciales, multiplicada por el fector de escala. Al expandir o contraerse el universo, las distancias
geomeétricas entre los distintos eventos varian.
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Podemos calcular la velocidad de receso de las galaxias, derivando la definicién (13.36) con
respecto a t:

) q(t
Uree = D(t) = a(t)x = @ D(t). (13.37)
Evaluada en la actualidad ¢ = ¢, esta ecuacion se convierte en la Ley de Hubble,
Vrec = Hp D(t)a (13.38)

publicada por el astrénomo americano Edwin P. Hubble (1889 - 1953) en 1929. La ley de Hubble
establece una relacion lineal entre la distancia geométrica D(t) a la que se encuentran las galaxias
y su velocidad de receso vy.., donde la constante de proporcionalidad es la constante de Hubble
Hy = a(to)/a(to). Las observaciones de Hubble, que dieron lugar a su ley empirica, jugaron un
importantisimo papel en la aceptacion de que nuestro universo estd realmente en expansion,
en contraste con lo que la humanidad siempre habia creido. Obsérvese que la ley de Hubble
no es una propiedad especifica de nuestro universo, sino que es general para cualquier modelo
cosmoldgico derivado de la métrica de Friedmann-Robertson-Walker.

En realidad, la relacién lineal entre la distancia y la velocidad de receso solamente es vélida
para distancias pequefias, a orden cero en el desarrollo de Taylor de a(t). En general la relacién
entre ambos estd determinada por el pardmetro de Hubble

H(t) = at) (13.39)

que mide la velocidad de expansién (o contraccién) en comparacién con la escala del universo.
En particular la evolucién del pardmetro de Hubble con el tiempo, H(t), codificada en la varia-
cién del pardmetro de Hubble como funcién de la distancia (observacionalmente medible como
funcién del corrimiento hacia el rojo, H(z)), es una fuente muy valiosa de informacién sobre la
evolucién de nuestro universo.®

Como tiene dimension L1, el pardmetro de Hubble marca una escala de tiempo y de dis-
tancia para el modelo cosmoldgico en consideracion. El radio de Hubble Ry (t) = H~'(t) es la
distancia a la que la velocidad de receso de las galaxias es igual a la velocidad de la luz, vec = 1,
y galaxias mas alld del radio de Hubble tienen velocidades de receso superluminicas, como se
puede ver en la ley de Hubble general (13.37).” Por otro lado el tiempo de Hubble Ty (t) = H~(t)
es la edad que tendria el universo si se hubiera expandido siempre con la misma velocidad que
ahora, y es el tiempo que necesita la luz para viajar la distancia de un radio de Hubble. Obsérvese
que el tiempo de Hubble no es (necesariamente) la edad real del universo (de hecho sélo lo es pa-
ra un modelo especifico), ni el radio de Hubble es la frontera del universo visible, como veremos
en breve.

En la préctica la distancia geométrica (13.36) no es muy util, ya que no es una cantidad ob-
servable: no podemos ver dénde estan las galaxias en este instante, s6lo donde estaban cuando
emitieron la luz que ahora nos llega. Podemos por lo tanto definir la distancia de cono de luz como
la distancia espacial que ha recorrido la luz entre emisién y observacion o, equivalentemente, el
tiempo que ha tardado en llegar hasta nosotros. Dado que la luz sigue curvas nulas en el espa-
ciotiempo cuadrimensional, tenemos para la métrica (13.20) con ds = d€2; = 0, que

0 = dt* — a®(t)dx>, (13.40)

6Fl parametro z del corrimiento hacia el rojo estd definido como 142z = Agq/\e, donde A, 4 son las longitudes de onda
en el momento de emisién y deteccién. Para el caso cosmoldgico, donde la longitud de onda cambia con la expansion del
universo, tenemos que 1 + z = A\g/Xe = a(to)/a(te).

7Esto no contradice los postulados de la relatividad especial, ya que su velocidad es subluminica para un observador
inercial local (es mads, serd cero si la galaxia no tiene una velocidad particular). En otras palabras, la velocidad de receso
(13.37) no es la velocidad con la que la galaxia se mueve por el espacio, sino la medida en que aumenta su distancia hacia
nosotros debido a la expansion del espacio. Recuerda que la velocidad “de movimiento” (no de receso) sélo estéd de-
finida localmente, en el espacio tangente en el punto donde se encuentra la galaxia, y no hay ningtin observador que
medird velocidades superluminicas es su entorno local.
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Figura 13.2: La distancia geométrica y la distancia de cono de luz en una métrica del tipo Friedmann-
Robertson-Walker: La distancia geométrica D(t2) entre dos Qalaxias es la distancia fisica que separa las
galaxias a t = ty constante. La distancia de cono de luz ((t2) es la distancia espacial que ha viajado la luz
emitida por una galaxia en t = t; hasta ser detectada por otraen t = to.

de modo que la distancia de cono de luz, ¢ = fox dx’, viene dada por

ta gt
0 = /t a0 (13.41)

Notese que a~!(t) = dy/dt es la velocidad de la luz a distancia comévil x de un observador en
X = 0 (la velocidad de la luz para un observador local siempre serd 1), de modo que (13.41) es
realmente la distancia que ha recorrido la luz entre emisién y deteccién.

Para cualquier a(t) no-trivial, la distancia geométrica y la distancia de cono de luz dan resul-
tados distintos. En particular la distancia geométrica siempre es finita, mientras que es posible
que la integral (13.41) diverja. Si eso ocurre, quiere decir que la luz que estamos detectando viene
de distancias arbitrariamente lejanas, mientras que si la integral da un resultado finito el modelo
cosmoldgico contiene horizontes.

Ya hemos discutido brevemente los tipos de horizontes cosmolégicos en la seccién 10.4, pero
aqui lo haremos de forma méds exacta. Una solucién cosmolégica tiene un horizonte de particulas si
la integral (13.41), evaluada entre el origen del universo en ¢t = 0 (0 en ¢ = —oo si no tiene) y la
actualidad, converge a un valor finito,

t dt’
lup(t) = — < 0. 13.42
up(t) /0 o) ( )
Esto quiere decir que sélo la luz de las galaxias a distancias menores que /yp(t) ha tenido tiem-
po para llegar hasta nosotros desde el origen del universo. Las galaxias detrds del horizonte
de particulas (yp(t) estdn demasiado lejos y su luz atin no nos ha alcanzado. El horizonte de
particulas forma por lo tanto la frontera de la parte visible del universo y se estd expandiendo
constantemente.

De la misma manera podemos preguntarnos hasta dénde alcanza la luz que emitimos en este
momento. Si la integral la integral (13.41) evaluada entre la actualidad y t = +o00 (0ot = ty, si
recolapsa en un tiempo finito),

lue(t) = /t h ac(li:) < oo, (13.43)
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Figura 13.3: El horizonte de particulas: Si la expansion inicial de universo es suficientemente rdpida,
el cono de luz pasado no intersecta las lineas de universo de todas las galaxias (izquierda) y una parte
del universo es invisible para el observador (zona oscura). El tamafio del horizonte de particulas L p, la
frontera entre la parte visible y la parte invisible, es igual a la anchura del cono de luz pasado y crece con el
tiempo (linea interrumpida). Si la expansion inicial es suficientemente lenta, el modelo no tiene horizonte
de particulas, ya que el cono de luz intersecta las lineas de universo de todas las galaxias (derecha), de modo
que el universo entero es observable.

diverge, entonces las influencias causales de nuestro “aqui y ahora” puede llegar arbitrariamen-
te lejos. Sin embargo, si la integral (13.43) converge a un valor finito, nunca (mds) podremos
influenciar eventos més alla del horizonte césmico de eventos yg(t).

Finalmente es atil definir una medida para la aceleracién o deceleracién de la expansién del
universo. Mds concretamente se define el pardmetro de deceleracion como

q(t) = — = (13.44)

Obsérvese que ¢ es un pardmetro adimensional, que indica la deceleracién del universo para
valores positivos de ¢ y aceleracién para g negativo.

Podemos ilustrar estos conceptos con unos ejemplos concretos. El primer ejemplo es trivial,
pero sirve para aplicar los conceptos a un caso conocido: el espacio de Minkowski, como métrica
de Friedmann-Roberson-Walker con a(t) = 1. El paramtro de Hubble y el pardmentro de decele-
racién son idénticamente cero y por lo tanto el radio de Hubble es infinito, ya que este universo
no tiene evolucién. Esto también conlleva que a la distancia geométrica y la distancia de cono
de luz de un punto al origen coincide: D(t) = ¢(t) = r. Es facil ver que los integrales (13.42) y
(13.43) divergen, lo que confirme lo que ya sabiamos: el cono de luz en el espacio de Minkowski
puede alcanzar tamafios arbitrariamente grandes, de modo que no hay ni horizonte de particu-
las, ni horizonte de eventos. Veremos en el Capitulo ?? que el pasado y el futuro del espacio de
Minkwoski tiene una estructura causal como la parte derecha de las Figuras 13.3 y 13.4.

Un ejemplo un poco menos trivial son los modelos cosmoldgicos donde el factor de escala es
una potencia del tiempo cosmoldgico, a(t) = Agt™ para algtnn > 0y con Ay una constante de
proporcionalidad poco relevante ahora. Veremos en la seccion 13.6 que una clase de universos
espacialmente planos se comportan de esta manera. Es facil ver que el pardmetro de Hubble y el
de deceleracién vienen dados por

1—-n

H = nt !, ¢=—, (13.45)

de modo que estos modelos cosmolégicos estan decelerados si 0 < n < 1y acelerados si n > 1.
Notese que el radio de Hubble crece linealmente en todos los casos: Ry = n~'t. La distancia
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Figura 13.4: El horizonte césmico de eventos: Si la expansion de universo es suficientemente ripida, o
si el universo recolapsa, el cono de luz futuro no intersecta las lineas de universo de todas las galaxias
(izquierda) y hay partes de universo a las que las influencias causales del observador no Illegan (zona
oscura). El tamafio del horizonte de eventos g, la frontera entre la parte influenciable y la parte no
influenciable, es iqual a la anchura del cono de luz futuro y decrece con el tiempo (linea interrumpida).
Si la expansion es suficientemente lenta, el modelo no tiene horizonte de eventos, ya que el cono de luz
intersecta las lineas de universo de todas las galaxias (derecha). Las influencias causales llegan por lo tanto
arbitrariamente lejos.

geométrica entre dos puntos viene dada por D(t) = Aot"r, mientras que la distancia de cono de
luz es
tq 1
0= / AT = AT [t - ] (13.46)
t 1—n
La presencia de un horizonte césmico y de particulas también depende del modelo, ya que los
integrales (13.42) y (13.43) divergen y convergen segun el valor de n:

1

0 e A para 0 <n <1
1— 0 )
EHP _ / Aal tlndtl — n
t 00 para 1< n,

0 00 para 0<n <1,
lyp = / Agttmdl = L (13.47)
t A0 tt—n para 1 <n.
Es decir los modelos decelerados tienen un horizonte de particulas, pero no tienen horizonte
césmico, mientras que los acelerados justo al revés. La razén es que los modelos acelerados (los
que tienen n > 1) empiezan su expansion muy lentamente, pero aceleran rdpidamente (tanto
mads, cuanto mayor sea n). En esta expansion acelerada, las velocidades de receso de galaxias que
inicialmente eran subluminicas, van aumentando con el tiempo, alcanzando y sobrepasando la
velocidad de la luz. En otras palabras, el radio de Hubble crece méds lentamente que la expansion
del universo y poco a poco las galaxias van saliendo del radio de Hubble. La luz emitida por
galaxias suficientemente lejanas (es decir, con velocidades de receso suficientemente altas) nunca
nos alcanzard, de modo que hay un horizonte de eventos (jaunque éste no coincide con el radio
de Hubble!). Sin embargo, debido al hecho de que la expansion inicial era lenta, no hay horizonte
de particulas.

El caso decelerado es en muchos aspectos justo lo contrario: cuando 0 < n < 1, los modelos
empiezan su expansion inicial muy rdpido, pero también deceleran pronto (tanto mds, cuanto
mds baja sea n). Las galaxias que originalmente tenian una velocidad de receso superluminica,
estdn deceleradas hasta velocidades subluminicas y entran en el radio de Hubble, que crece mas
rapido que la expansién del universo. En este caso si es posible ver la luz emitida por galaxias
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que tienen una velocidad de receso mayor que la de la luz: la velocidad de los fotones emitidos
hacia nosotros es v.ec — 1, que es positiva (es decir los fotones estan recediendo) en las zonas de
expansién superluminica. Sin embargo, al decelerar la expansion, el radio de Hubble crece mas
rapido que la expansién y en cierto momento alcanza a los fotones. Una vez dentro del radio
de Hubble, ya estan en la regiéon de expansién subluminica y finalmente podran llegar hasta
nosotros. En este caso, no hay un horizonte de eventos, pero debido a la expansion rapida inicial,
si hay un horizonte de particulas.

13.5. El contenido de energia y materia del universo

Como hemos visto, la evolucion del universo depende de la densidad de energia p y de la pre-
sién P, de modo que hay que especificar éstas para poder resolver las ecuaciones de Friedmann.
Sin embargo, a su vez, la densidad de energfa y la presién cambian con la evolucién del universo
y dependen por lo tanto del factor de escala. Necesitamos entonces informacion adicional, que
determina como varia a(t) con la densidad y la presién.

Esta informacion nos la dard la ley de conservacién de energia,

vV, T" = 0. (13.48)

Aunque (13.48) es una ecuacién vectorial, s6lo la componente temporal nos proporciona una
relacion entre p, P y a(t): sustituyendo (13.24) y (13.28) en la ley de conservacién de energia,
encontramos en coordenadas comdviles

p+ 3 % (p+P) = 0. (13.49)

Esta ecuacién, por rara que pueda parecer a primera vista, es en realidad una identidad conocida
de la termodindmica. Multiplicando (13.49) por a?, podemos reescribirla como

dr g d
= lato| = P = a?]. 13.50
dt [ P } dt (13.50)
Si interpretamos a*(t) como el volumen de un trozo de la seccion espacial en el momento ¢,
vemos que la ley de conservacién de energia dice que el cambio de energia en un volumen es
igual a menos la presion por el cambio de volumen. En otras palabras, hemos recuperado una
formulacién de la primera ley de la termodindmica

dE = —PdV. (13.51)

Con la ley de conservacion de energia podemos demostrar que las dos ecuaciones de Fried-
mann en realidad no son independientes: derivando la ecuacién de Friedmann (13.29a) con res-
pecto a t y usando (13.49), obtenemos depués de un poco de calculo la ecuacién de aceleracion
(13.30). La ecuacién de Friedmann y la conservacién de energia implican por lo tanto la ecuacién
de aceleracién y consecuentemente la de evolucién. Dado que siempre trabajaremos con fluidos
perfectos, que satisfacen la conservacién de la energia, en la practica sélo tenemos que resolver
la ecuacion de Friedmann para determinar la evolucién del sistema.

La ley de conservacion de energia (13.49) es imposible de resolver, si no especificamos con
qué tipo de energfa estamos tratando. El tipo de energia o materia viene especificado por la
dependencia de la presiéon P, de la densidad p., expresado en la ecuacion de estado

Py = w(a) Pas (13.52)
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donde w(q) es el pardmetro de la ecuacion de estado.® En principio wy,) no tiene porqué ser constante,
pero la homogeneidad y la isotropia de la métrica de FRW obliga a w(,) sea independiente de las
coordenadas z. Ademads se suele tomar w(,) también independiente de ¢: cada fluido perfecto
estd caracterizado por un valor de w(,) y, como veremos en breve, diluye de manera diferente
con la expansién del universo. Si en distintas épocas el universo estd dominado por distintos
tipos de energia, es preferible caracterizar estas por varios fluidos perfectos, que por uno solo
con un pardmetro de estado variable en el tiempo.

Como hemos dicho ya, cada valor de w(,) define un tipo de fluido perfecto. Por ejemplo,
w = 0 corresponde a un fluido perfecto con solamente densidad de materia, sin presién y describe
por lo tanto materia fria, sin interacciones, o polvo. Por otro lado w = 1/3 corresponde a materia
muy caliente, materia relativista o radiacién y w = —1 corresponde a una constante cosmoldgica.
El hecho de que estos valores de w correspondan a estos tipo de fluidos se deriva a través de
las leyes de la termodindmica, lo que nos llevaria fuera del &mbito de este curso, pero si hay
argumentos que nos dan cierta intuicién de que sea asf.

Sustituyendo la ecuacién de estado (13.52) en la ecuacién de conservacion de energia (13.49),
encontramos la siguiente ecuacion diferencial para p, en términos de q,

a
pa + 3wy +1) e 0, (13.53)
que si podemos resolver. En general tenemos que la densidad varia con el tiempo como

palt) = poa 30U (1), (13.54)

donde pg es la densidad en un momento dado ¢t = ¢y (por ejemplo en la actualidad) en que
normalizamos el factor de escala como a(tg) = 1. Vemos por la tanto que cada tipo de fluido
perfecto evoluciona de manera distinta en la expansién del universo. En particular, para materia
fria (w = 0) vemos que la densidad va como a™?, es decir, la materia se diluye de manera inver-
samente proporcional al volumen. Por otro lado, la densidad de energia de radiacion (w = 1/3)
evoluciona como a™*, es decir aparte de diluirse inversamente proporcional al volumen, pierde
energia en el corrimiento hacia el rojo de la radiacién, ya que al expandirse el universo, también
aumenta la longitud de las ondas de la radiacién de manera lineal en a. Por tltimo, una constante
cosmoldgica (w = —1) proporciona una densidad de energia constante por unidad de volumen.
En este sentido, una constante cosmoldgica realmente corresponde a la energia del vacio.

Una observacién interesante surge al sustituir la ecuaciéon de estado en la ecuacién de acele-
racion: .
a 1
o= gk (1+3w) p. (13.55)
a

Una expansion acelerada del universo sélo es posible cuando el universo estd dominado por un
fluido perfecto con pardmetro de estado w < —1/3.” Un universo con materia fria o radiaciéon
sufrird una deceleracion, debido a la atraccion gravitatoria del contenido de energia y materia.

Otra observaciéon importante sacamos de la ecuacién de Friedmann: para que las secciones
espaciales sean planas (k = 0), es preciso que la densidad de energia en el universo sea igual a
una densidad critica

3 ra\?
pe = 2 (9) . (13.56)
Kk \a
Si la densidad es menor (mayor) que la densidad critica, necesariamente tenemos que k = —1

(k = +1) y por lo tanto las secciones espaciales tienen necesariamente que tener curvatura nega-
tiva (positiva). En este caso se suele hablar de un universo abierto (cerrado), mientras que £ = 0

8 Anotamos W(q) con el indice entre paréntesis, para enfatizar que en la ecuacién de estado no estamos asumiendo una
sumacién sobre cv.

Siempre y cuando la densidad de energia es positiva, como en la gran mayoria de los fluidos realistas. Para una
constante cosmoldgica negativa sin embargo, las conclusiones son justo al revés.
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se le denomina un universo plano (jreferiéndose obviamente a las secciones espaciales, no a la
curvatura cuadrimensional!).

Podemos definir el pardmetro de densidad total, que mide la densidad total en términos de la
dénsidad critica P
Qtot == —. (1357)
c
Como hemos dicho antes, el universo es espacialmente plano para 2;,; = 1, abierto para Qo < 1
y cerrado para () > 1. También es conveniente definir los pardmetros de densidad parciales de
cada componente del fluido perfecto
Q, = 2 (13.58)
Pe
que mide la importancia de cada fluido en comparacién con la densidad critica. Por construccién
tenemos que

> % = Qo (13.59)

13.6. Soluciones cosmolégicas

Dedicaremos el resto de este capitulo a la derivacién y discusiéon de algunas soluciones cos-
molodgicas concretas. Aunque ahora creemos que ninguna de estas soluciones describe bien nues-
tro universo, merece la pena dedicarles un poco de atencién por su interés histérico y matematico.

El universo estatico de Einstein

En 1917 Einstein fue el primero en aplicar sus ecuaciones al universo entero y presentar
un modelo cosmolégico. Curiosamente su universo estitico, no sélo fue la primera solucién cos-
moldgica, sino también, junto con el universo de Einstein-De Sitter, una de las pocas soluciones
exactas que Einstein mismo obtuvo de su ecuacion.

Guiado por los prejuicios cientificos de la época, que requerian que el universo fuera estatico,
y obligado por las ecuaciones de Friedmann, que dejan bien claro que un universo dominado por
materia normal (materia fria o radiacién, ... ) necesariamente se esta expandiendo o contrayendo,
Einstein se vio forzado a argumentar “que las ecuaciones de gravedad que he defendido hasta
ahora necesitan una pequefia modificacion.” Para conseguir una solucién cosmoldgica estatica,
tenia que introducir la constante cosmolégica A, con dimensiones de ML3, en las ecuaciones de
Einstein,

1
R, — igm,R + kA g = —KLu, (13.60)

que representa la densidad de energia del vacio, po = A (un fluido perfecto con wy = —1) y gene-
ra un tipo de fuerza césmica repulsiva si A es positivo y atractiva si A es negativo. Curiosamente,
afadir una constante cosmologica es la tinica manera en que se puede generalizar la accién de

Einstein-Hilbert
5 — /d4a: Vil [&R - A], (13.61)

sin introducir extra grados de libertad, ni romper la covariancia general, ni generar ecuaciones
diferenciales de orden mads alto que 2. En 1915 Einstein no incluy6 este término, porque no tenia
ninguna razén para hacerlo, pero desde su introduccién en 1917, la constante cosmolégica ha
representado uno de los desafios mas grandes de la fisica, como veremos en el siguiente capitulo.

Si insistimos en un universo estatico, es decir a(t) = a(t) = 0, la ecuacién de aceleracion,

1
0=~ %:(1 + 3W(a)) Pas (13.62)
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nos obliga a tener aparte de las formas normales de energfa, un fluido perfecto con un pardmetro
de estado suficientemente negativo para compensar la atraccion del resto de energia. Histérica-
mente Einstein derivé su solucién para un universo con materia fria y una constante cosmoldgica,
pero se puede sacar también una solucién andloga con radiacion en vez de materia fria. Tomando
en cuenta que para la materia fria wy; = 0, vemos que la ecuacién de aceleracion estd satisfecha
si la densidad de materia y la densidad de energia del vacio estdn relacionadas como

pM = 2pA- (13.63)

No s6lo implica esto que la constante cosmolégica tiene que ser positiva (ya que pys > 0), sino
también sugiere un primer problema con la solucién: para que la solucién se mantenga estatica,
es preciso que las densidades de los dos fluidos estén exactamente ajustadas segtn la relacién
(13.63). En realidad no hay ninguna razén a priori para suponer que las densidades se comportan
como exige la solucién, ya que no existe ningtin mecanismo dindmico que lleve a ello. Por lo
tanto, por muy imprecindible que sea para la existencia de esta solucién, la relacién (13.63) parece
completamente ad hoc. Esto es lo que se suele llamar en la fisica un problema de ajuste fino, y suele
levantar sospecha en los casos donde aparece.

Aun asi, tomando en cuenta (13.63), la ecuaciéon de Friedmann coge la forma

1
0 = Srpm — a”?k, (13.64)

y dado que pys > 0, tenemos necesariamente que k = 1. En otras palabras, se puede representar
el universo estatico de Einstein,

ds? = dt* — 2 [dx2 + sin? y dQZ|, (13.65)
RPM

como un cilindro, donde el eje del cilindro es el tiempo y las secciones ortogonales al eje re-
presentan las secciones espaciales S* (véase Figura 13.5). La luz da la vuelta al universo en un
tiempo finito y cada observador puede ver la parte atrds de su cabeza. Objetos en las antipodas
del universo parecen muy cerca, ya que los conos de luz de un evento primero divergen, pero
luego vuelven a converger, para coincidir todos en el mismo momento en el punto opuesto del
universo al que han salido.

En 1930 Eddington demostré que el universo estético de Einstein no es estable, por la razén
que ya mencionamos antes: nececita un delicado equilibrio entre la atraccién gravitatoria de la
materia y la fuerza repulsiva de la constante cosmoldgica y cualquier perturbaciéon que rompa
este equilibrio hard que predomine una de las dos fuerzas y causard la expansién o el colapso del
universo. Pero el verdadero golpe de gracia para este modelo fue el descubrimiento de Hubble
en 1929 de que el universo no es estdtico, sino que las galaxias muestran un corrimiento hacia el
rojo, debido a la expansién del universo. Einstein retiré su modelo, referiéndose a la constante
cosmoldgica como el error mas grande de su vida. Curiosamente, desde 1998 hay indicios obser-
vacionales muy fuertes (suficientemente fuertes para otorgar el Premio Nobel de Fisica del 2011
a los astrénomos Saul Perlmutter (1959 - ), Brian Schmidt (1962 - ) y Adam Riess (1969 - ), por
el descubrimiento), de que el universo estd actualmente en una fase de expansion acelerada, de
manera muy parecida a como si hubiera una constante cosmolégica positiva.

El espacio de De Sitter

En el mismo afio que Einstein presenté su universo estatico, el astrénomo holandés Willem de
Sitter (1872 - 1934) sorprendi6 a la comunidad cientifica con una solucién de un universo vacio
(en el sentido de que no tiene ni materia, ni radiacién), pero en aceleraciéon constante, debido a la
presencia de una constante cosmolégica positiva.

Concretamente el espacio de De Sitter tiene py = praa = 0y po > 0 con k£ = 0. Con estos
pardmetros se puede integrar la ecuacién de Friedmann directamente, obteniendo como solucién

a(t) = et/ o, (13.66)
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Figura 13.5: El universo estdtico de Einstein (izquierda) y el espacio de De Sitter (derecha): En el universo
estdtico de Einstein, las secciones espaciales son tres-esferas S® y la luz da la vuelta al universo en un
tiempo finito. El espacio de De Sitter se puede describir en coordenadas FRW tanto con secciones espaciales
planas (k = 0), esféricas (k = 1) o hiperboloides (k = —1), dependiendo del sistema de coordenadas que se
elija.

donde Ry = +/3/kA es el radio de De Sitter, que es una medida para la curvatura de este espacio.
El espacio de De Sitter,
ds? = dt? — &*/Fo g datda’, (13.67)

representa un universo vacio en expansién exponencial (el parametro de deceleracién (13.44) va-
le ¢ = —1), por causa de la fuerza repulsiva de la constante cosmoldgica. Dos observadores, que
inicialmente estdn arbitrariamente cercanos, se alejaran cada vez maés, hasta perderse literalmen-
te de vista. Llegard un momento en que la expansion es tan grande, que a la luz no le da tiempo
de llegar de un observador a otro y los observadores ya no tendran manera de comunicarse. Efec-
tivamente no es dificil ver que el espacio de De Sitter tiene un horizonte c6smico a una distancia
(g = Roe !/Fo del observador. Es decir la parte del espacio que un observador puede llegar a
influenciar decrece exponencialmente con el tiempo.

Sin embargo, a la vez es un espacio donde nada cambia: la aceleracién es constante a lo largo
del tiempo y no tiene materia o radiaciéon que pueda diluirse, de modo que en cada instante el
espacio de De Sitter es un rescaleo de los momentos anteriores.'? Igual que el universo estatico,
el espacio de De Sitter no tiene principio, ni fin, ha existido siempre y seguira existiendo eterna-
mente.

Es interesante calcular el tensor de Riemann del espacio de De Sitter:
Riij = —Rg” /™ gij, Rij = —Rq? "™ (gugje — gingn), ~ (13.68)

puesto que satisface la condicién (13.1) de una métrica lorentziana con curvatura constante po-
sitiva con radio Ry. Efectivamente, al ser maximamente simétrico, el espacio de De Sitter es el
analogo cuadrimensional y lorentziano de una esfera. Podemos por lo tanto pensar en este es-
pacio como la solucién del vacio de la accién (13.61) en presencia de una constante cosmolégica
positiva, igual que el espacio de Minkowski es el vacio de la acciéon de Einstein-Hilbert.

Uno se podria preguntar cudl seria la solucién correspondiente a un universo vacio con cons-
tante cosmoldgica positiva, pero con secciones espaciales con £ = £1. Un calculo bastante directo

10En el lenguaje de los Capitulos 2? y ??: 9; no es un vector de Killing, pero si un vector de Killing conforme.
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muestra que estas soluciones vienen dadas por

ds? = dt* — RZcosh®(Ry'1) [dXQ + sin%gdﬂ%}, (k= +1),

ds® = dP* — R2sinh?(Ryf) [dXQ + sinh? y dgg} , (k=-1).  (13.69)
Ahora, al calcular el tensor de Riemann de estas métricas, encontramos que también satisfacen
la condicién (13.1) de curvatura constante positiva con radio Ry. Puesto que la solucién de la
ecuacion (13.1) es tinica para cada valor de K (por lo menos localmente), sabemos que en reali-
dad las métricas (13.69) también describen el mismo espacio de De Sitter, pero en coordenadas
diferentes. De hecho, aunque ¢,  y # jueguen cada uno el papel de coordenada temporal en la
métrica de Friedmann-Robertson-Walker (13.22), son en realidad distintas maneras de parame-
trizar el tiempo (por eso sus nombres distintos). Lo que acabamos de encontrar es que es posible
foliar el espacio de De Sitter de varias maneras, tanto en secciones espaciales abiertas, cerradas y
planas, gracias a la cantidad de simetria. En este caso, la geometria de las secciones espaciales es
claramente una propiedad que depende del sistema de coordenadas elegido. Entreremos en mas
detalle sobre las distintas formas de la métrica de De Sitter en la seccién ??.

La paradoja de los modelos cosmolégicos de 1917 por lo tanto era que habia dos soluciénes:
una de Einstein, con materia, pero sin movimiento, y una de De Sitter, con movimiento, pero sin
materia. Sin embargo estas dos soluciones no tardaron a insprirar otra gente, como Friedmann y
Lemaitre a considerar modelos més realistas.

El espacio de anti-De Sitter

Aunque nunca fue considerado como un modelo cosmolégico realista, es ttil preguntar cudl
seria el vacio de la accién (13.61) con constante cosmolégica A < 0, es decir pys = praa = 0y
pa < 0. Un vistazo a las ecuaciones de Friedmann deja bien claro que tal solucién sélo es posible
en coordenadas FRW para k = —1.

Un calculo muy parecido al caso anterior muestra que la solucién, llamado el espacio de anti-De
Sitter es de la forma

ds? = dt* — R}sin?(Ry't) |dx® + sinh? x dQ3|, (13.70)

donde ahora Ry = /—3/xA. El espacio de anti-De Sitter en cierto modo es lo contrario del es-
pacio de De Sitter: en vez de ser sometido una expansién exponencial, sufre una contraccién
continua. Particulas emitidas desde un punto inicialmente divergen, pero la atraccién de la cons-
tante cosmoldgica negativa las frena y las hacen recolapsar otra vez en un tiempo finito, como
indica el factor de escala.

Sin embargo, el espacio de anti-De Sitter mismo no colapsa: igual que el espacio de De Sitter
es perfectamente regular en todo momento (en realidad ¢ = 0 y ¢ = Ro7 son singularidades de
coordenadas), e incluso satisface la condicién (13.1) con K = R, ? (ejerc.) En otras palabras, anti-
De Sitter es un espacio de curvatura constante negativa, el analogo lorentziano cuadrimesional
del hiperboloide y por lo tanto podemos identificarlo como el vacio de (13.61) con A < 0.

Cabe preguntar entonces, si anti-De Sitter también es maximamente simétrico, igual que De
Sitter, jpor qué s6lo se puede foliar con secciones espaciales abiertas? La respuesta es que tam-
bién existen foliaciones del espacio de anti-De Sitter con geometrias planas y curvatura positiva,
pero la métrica con estas foliaciones no son del tipo FRW. (La diferencia estd en que la coorde-
nada perpendicular a las hipersuperficies de la foliacién es una coordenada espacial). El espacio
de anti-De Sitter no se suele tomar en serio como modelo cosmolégico (menos atin ahora que
hay indicaciones obervacionales de que el universo pueda tener una constante cosmolégica po-
sitiva), pero si se usa mucho como herramienta matematica en otros terrenos de la fisica teérica,
especialmente en teorfas de holografia (véase seccién 11.6). Discutiremos mds extensamente las
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Figura 13.6: El universo de Milne como una seccién del espacio de Minkowski: el universo de Milne es la
parte del espacio de Minkowski contenida dentro del cono de luz futuro del origen (parte en blanco). Las
secciones espaciales con k = —1 en las coordenadas FRW son superficies de puntos a la misma distancia
temporal del origen (lineas continuas). Las secciones planas (k = 0, lineas discontinuas) de las habituales
coordenadas cartesianas si cubren todo el espacio. Obsérvese que la coordenada t del universo de Milne
(k = —1) no es la misma coordenada que la coordenada temporal en cartesianas.

propiedades geométricas y las formas de la métrica de anti-De Sitter en la seccion ??2.

El universo de Milne

El universo de Milne es una solucion del las ecuaciones del vacio, en ausencia de materia, de
radiacién, e incluso de una constante cosmolégica. En otras palabras, ppr = prad = pa = 0. En
este caso, las ecuaciones de Friedmann,

- ..
(9) - —a 2k, 4, (13.71)

a a
dejan dos posibilidades: o bien £ = 0, 6 bien k£ = —1. El primer caso es trivial, ya que s6lo permite

la solucién a(t) = ag, una constante, y la solucién es facilmente identificable como el espacio de
Minkowski.

El otro caso, k = —1, el universo de Milne, tiene como solucién a(t) = ¢t (més una constante
de integracién, que se puede absorber en una redefiniciéon de la coordenada t¢), de modo que la
métrica del universo de Milne coge la forma

ds? = dt? — 12 [d;f n sinh2xd93] (13.72)

A primera vista parece que la solucion es singular para ¢ — 0. Sin embargo, al calcular el
tensor de Riemann para obtener algtn invariante de curvatura, vemos que

Ryy = Riju = 0. (13.73)

En otras palabras, también para el caso k = —1, jel universo de Milne no es méas que el espacio
de Minkowski! Para ser mds exactos: es un trozo de él: la métrica (13.72) representa la seccién
de Minkowski que estd contenida dentro del cono de luz futuro del origen de las coordenadas
(t,x,0,) (véase Figura 13.6). Las secciones espaciales son los conjuntos de puntos a la misma
distancia temporal ¢ del origen y por la signatura lorentziana del espacio de Minkowski tienen
curvatura constante negativa (obsérvese que la coordenada temporal ¢ en la métrica (13.72) no
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coincide con la coordendas temporal de la base cartesiana). En el limite ¢ — 0 las secciones espa-
ciales se aproximan al cono de luz, que es una superficie nula, lo que resulta en una singularidad
de coordenadas. Sin embargo, como sabemos, el espacio de Minkowski es perfectamente regular
en todos los puntos.

El universo de Milne fue presentado en 1948 por el astrofisico britdnico Edward Arthur Milne
(1896 - 1950), no tanto para presentar una soluciéon cosmolégica, sino en un intento de buscar
una nueva teorfa para la gravedad, una alternativa a la relatividad general, llamada Relatividad
Cinemitica, una teoria que, aparte de Milne mismo, nadie nunca ha tomado en serio.

Quizd la gran leccién del universo de Milne es que uno siempre deberia ser critico con las
soluciones que uno obtiene. No siempre es facil darse cuenta si una solucién nueva no es mas
que una solucién conocida en otras coordenadas. En particular, se suele decir que el espacio de
Minkowski es la solucién que mads veces ha sido redescubierta...

El espacio de Einstein-De Sitter y otros universos espacialmente planos

El espacio de Einstein-De Sitter es el primer modelo mds o menos realista que encontramos en
este repaso de soluciones histéricas. De hecho, aunque presentado en 1932 en un articulo conjunto
de los dos cientificos que aparecen en su nombre, fue considerado una buena descripcién de
nuestro universo hasta bien avanzado los afos 1980.

El espacio de Einstein-De Sitter supone que el universo consiste principalmente de materia
fria con densidad critica, o sea Q2pr = 1y £2raqa = QA = 0. Debido a la densidad critica de materia,
las secciones espaciales son planas (k = 0) y la ecuacion de Friedmann,

a\?2 1
(—) = ko, (13.74)
a 3
es directamente integrable, si recordamos que la materia fria se diluye con el factor de escala
como pys(t) = po a=3(t). La solucién a esta ecuacién diferencial es

3 2

alt) = (§H0t)§, (13.75)

donde la constante Hy = 1/%&/)0 es el pardmetro de Hubble en el momento ¢t = ¢y (cuando
p(to) = po y ato) = 1). La métrica del espacio de Einstein-De Sitter es por lo tanto de la forma

ds? = di?> — (gHot)géijda:ida:j, (13.76)

y describe un universo en expansion decelerada (¢ = 1/2). Esta métrica parece singular para
t — 0y efectivamente el escalar de Ricci,

R = % t2, (13.77)
diverge para ¢ = 0, lo que implica que la singularidad es fisica. La coordenada temporal corre por
lo tanto en el intervalo |0, co[, donde la singularidad en ¢t = 0 representa el origen del universo.
Se suele llamar Big Bang tanto a la singularidad inicial, como a los modelos cosmolégicos que la
predicen. El nombre (“Gran Bum”) lo puso el astrofisico britdnico Fred Hoyle (1915 - 2001) en
una entrevista con la BBC en 1950, para mofarse de la idea, puesto que él era partidario de la
teorfa del estado estacionario, que predice un universo sin evolucién, de edad infinita. El espacio
de Einstein-De Sitter es por lo tanto el primer modelo que encontramos segin el cual el universo
no ha existido desde siempre.!!

"Hay que tener un poco de cautela con esta tiltima frase: Con “desde siempre” queremos decir un tiempo infinitamente
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La edad del universo se calcula facilmente de la expresién (13.75) del factor de escala: deno-
minando la actualidad ¢t = ¢y y normalizando el factor de escala como a(ty) = 1, vemos que la
edad del universo en el modelo de Einstein-De Sitter viene dada por

2
to==Hy'. (13.78)

Hasta la segunda mitad de los afios 1990, se estimaba el valor actual del pardmetro de Hubble
Hj entre 50 y 90 km/s/Mpc,'? lo que resultaba en una edad entre aproximadamente 6,5 y 13 mil
millones de afios. La cota superior en realidad esta cerca del valor que se cree hoy en dia, pero
la cota inferior es claramente demasiado corta, puesto que hay estrellas y estructuras que son
mas viejos que esto. El problema mas grave por lo tanto del modelo de Einstein y De Sitter era
que predecia una edad demasiado corta para nuestro universo. En el siguiente capitulo veremos
como la cosmologia moderna resuelve este problema.

Merece la pena mirar la evolucién de universos espacialmente planos dominados por otro tipo
de energia, es decir para w general. Tomando en cuenta que la densidad de energia en general
desminuye como p(t) = pg a=>(**1), la ecuacién de Friedmann se reduce a

a? = HZ o 3WF/3) (13.79)

con Hj definido como arriba. La solucién general viene dada por

1 B
afy = [ ;w) Hy t} o (13.80)
siempre y cuando w # —1. El caso w = —1 requiere un andlisis propio, pero en realidad este caso

es él del espacio de De Sitter con secciones planas (13.67).

Obsérvese que el factor de escala depende del parametro de estado w, y por lo tanto universos
con distintos contenidos de energia, tienen evoluciones diferentes: en el espacio de Einstein-De
Sitter el factor de escala va como a(t) ~ 3, pero por ejemplo un universo dominado por radiacién
(w = 1/3) crece como a(t) ~ t2. Es decir, en tiempos primodiales, un universo con radiacién se
expande mds rdpido que un universo con materia, pero también decelera mds rapido, de modo
que tarde o temprano su factor de escala serd alcanzado por el factor de escala de Einstein-De
Sitter y quedara atrés (véase Figura 13.7). Efectivamente, un universo dominado por radiacién
tiene ¢ = 1, el doble que el universo de Einstein-De Sitter. En general el parametro de deceleracién
de estos modelos es ¢ = (1 + 3w): En otras palabras, los universos con w > —1/3 tendran una
expansion decelerada, mientras los con w < —1/3 serdn acelerados. Nétese que esto coincide con
el andlisis que hemos hecho en la seccién 13.4. Sabemos por lo tanto que los primeros tienen un
horizonte de particulas, mientras los tltimos uno de eventos.

Si los distintos modelos evolucionan a ritmos diferentes, también quiere decir que tienen eda-
des distintas, por lo menos si todos coinciden en el valor actual del pardmetro de Hubble H,
(como en la Figura 13.7). Igual que en el caso de Einstein-De Sitter, se calcula la edad desde el
factor de escala. De (13.80) vemos que para w general (pero w # —1)

2

to = o,
0 3(’LU + 1)H()

(13.81)

grande. Alrededor del afio 400 A.D., el te6logo cristiano (San) Agustin de Hipona (354 - 430) se pregunté por qué Dios
habia esperado tanto en crear el mundo. Si bien la creacién tuvo lugar hace 6.000 afios (segtn los creacionistas) o hace
13 - 10° afos (segtin la cosmologia moderna), ;por qué en ese momento particular y no hace 10%° afios, hace 10990
afios, o cualquier otra cantidad arbitrariamente grande? Segtin Agustin, en realidad la pregunta no tiene sentido, porque
durante la creacién Dios no sélo cre6 el mundo (el espacio), sino también a la vez el tiempo y por lo tanto no hay un
“antes de la creacién”. Y si Dios es eterno, afirma Agustin, es porque El mismo estéd fuera del tiempo (y del espacio).
Incluso sin juzgar sus ideas metafisicas, hay que admitir que el concepto que tiene Agustin sobre el espacio y el tiempo
es sorprendentemente relativista, para ser del siglo IV A.D.

12E] parémetro de Hubble se suele medir en kilémetros por segundo por Megapdrsec (1 Mpc son aproximadamente
3,3 - 10% afnos-luz).
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Figura 13.7: La evolucién del factor de escala para distintos valores de w (para universos espacialmente
planos): un universo dominado por materia fria (linea fina continua) inicialmente crece mas lentamente
que un universo dominado por radiacion (linea discontinua), pero decelera menos rdpido, de modo que
después de un cierto tiempo crecerd mds rapido. Todos los universos con w > —+ deceleran, el universo
con w = —% (linea punteada) crece de manera constante y universos con w < —x (linea continua en
negrita) son acelerados. Los universos tienen una edad mds elevada, cuanto mds bajo sea w. Por otro lado,

puesto que todos tienen el mismo valor para Hy, el tiempo de Hubble t i es el mismo para todos.

y por lo tanto el universo es mds joven, cuanto mds alto el valor de w.

La métrica general para universos espacialmente planos (con w # —1)

ds? = di* — M Ho t| 7 6, dada?, (13.82)
tiene una singularidad del tipo Big Bang para ¢ = 0: el escalar de Ricci viene dado por
dw-13)
- _ 13.
R wrnz! (13.83)

lo que efectivamente es divergente para todo w, salvo w = 3. Para saber qué es lo que pasa en
este dltimo caso, tenemos que calcular otro escalar de curvatura. Por ejemplo, vemos que para
estas métricas el invariante de curvatura

16(1 + 3w?)

JRIY = ————~ 7t 13.84
Ry R Swint | (13.84)

es singular para cualquier valor de w, y en particular para w = ;. Todos estos universos empeza-

ron por lo tanto con un Big Bang, salvo w # —1, que como hemos visto ha existido desde siempre.

Universos dominados por materia con k general

Por dltimo miraremos a los modelos para universos con materia fria, que no tengan necesa-
riamente la densidad critica. Ya hemos dicho en la seccién 13.5 que si la densidad es menor que la
critica, las secciones espaciales tienen curvatura negativa, mientras que si la densidad es mayor,
las secciones espaciales son cerradas.

Calcular la métrica de estas soluciones resulta mas fécil en las coordenadas conformes (13.32).
En estas coordenadas, las ecuaciones de Friedmann (13.34) para un fluido perfecto con w = 0 se
pueden escribir como

3(h2+k) = ka 'po, o2h +h*+k =0, (13.85)

229



donde h = a’/a es el pardmetro de Hubble en coordenadas conformes y la prima indica una deri-
vacién con respecto al tiempo conforme 7. La ecuacion de evolucién se puede integrar facilmente
para 7 como funcién de h, resultando

dh
= 2| — 13.
T /h2+k’ (13.86)

que se puede resolver con técnicas estdndar para todos los valores de k.

Miremos primero el caso k = 0, a pesar de que ya sabemos que la solucién es el espacio de
Einstein-De Sitter, para familizarizarnos con las coordenadas conformes. En este caso la integral

(13.86) se resuelve como
dh

=255 = 2! ¢, (13.87)
de modo que podemos escribir A, y por lo tanto a, en funcién de 7 como
2

T—C¢C

h:

= a = a(r +c)? (13.88)

donde ¢y « son constantes de integracion. Se puede reabsorber ¢ en una redefinicién de 7, pero
« serd determinada por la ecuacién de Friedmann, que todavia nos queda por resolver. Sustitu-
yendo la solucién para a en la primera ecuacién de (13.85), vemos que el factor de escala viene
dado por
1
a(t) = ZH(? 72 (13.89)

y la métrica es de la forma

ds? = —HA [d# - 5ijd;cid;cj] (13.90)

16
Para ver que esta solucion es realmente el espacio de Einstein-De Sitter (13.76), s6lo hace falta ir
a coordenadas comdéviles a través del cambio de coordenadas (13.31)

1 : 3
t= SHET = r = [12mg% ", (13.91)
Efectivamente sustituyendo la expresion para 7(t) en (13.89), obtenemos la expresién (13.75).

El caso k = —1 es nuevo, pero la integral (13.86) es facilmente obtenible:

dh
T = —Q/m = 2Arccotgh h, (13.92)

de modo que
h = cotgh% = a = Rysinh? % (13.93)

Otra vez la ecuacién de Friedmann determina la constante de integracién como Ry = Lkp, un
3
pardmetro con dimensién L, como era de esperar,'® de modo que métrica viene dada por

ds* = R? sinh* % [CZT2 — dx? — sinh? Xdﬂg} . (13.94)

Al intentar escribir esta métrica en coordenadas coméviles, nos encontramos con un problema
técnico. El cambio de coordenadas (13.31) puede expresar ¢ en funcién de 7

1 .
t = 3R [sth—T}, (13.95)

13Obsérvese que en contraste con el caso £ = 0, la densidad pp en un momento ¢t = tg se mide en kilogramos por
angulo sélido (tridimensional) y tiene por lo tanto dimensién M.

230



t

Figura 13.8: El factor de escala para universos dominados por materia con distintos valores de k: un
universo con densidad critica (k = 0, linea continua) corresponde al espacio de Einstein-De Sitter; el caso
subcritico (k = —1, linea discontinua) expande mds rdpido y se aproxima en tiempos tardios al espacio de
Minkowksi; el caso supercritico (k = 1, linea punteada) expande muy rdpido inicialmente, pero estd frenado
por la gran cantidad de materia y recolapsard en un tiempo finito. Hace falta interpretar este diagrama con
cuidado, puesto que a(t) en el caso k = 0 es adimensional, mientras que tiene dimension L para k = £1.

pero no al revés, de modo que no podemos obtener una expresién exacta para a(t). Sin embargo,
si podemos aprender algunas cosas de esta métrica, mirando a los tensores de curvatura y la
evolucion en tiempos muy tardios.

El escalar de Ricci viene dado por
R = 3Ry? sinh™® % (13.96)

de modo que, al igual que el espacio de Einstein-De Sitter, tiene una singularidad del tipo Big
Bang en 7 = 0. Sin embargo, la expansién es mucho méas rdpida que en el caso k = 0. Aunque no
podemos invertir la relacion (13.95) en general, si podemos mirar lo que pasa cuando 7 > 1. En
este caso tenemos que

1
t ~ ZRO €T, (1397)
y por lo tanto
a(t) ~ t. (13.98)

Por lo tanto vemos que un universo dominado por materia con densidad mds baja que la den-
sidad critica se aproxima en tiempos tardios (o no tan tardios, ya que va exponencialmente) al
universo de Milne (13.72), que a su vez habiamos identificado con el espacio de Minkowski. En
otras palabras, un universo con densidad subcritica se expande tan rdpido y diluye la materia
tanto, que el universo se aproxima al espacio plano. La evolucién del factor de escala para todo
T estd dibujada en Figura 13.8.

Por dltimo, miremos el caso k£ = 1. Entonces la integral (13.86) se resuelve como

dh
T = =2 / i 2Arccotg h, (13.99)
de modo que podemos escribir & y por lo tanto a en funcién de 7 como

h = cotg% = a = Ry sin2%. (13.100)
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Otra vez la ecuacion de Friedmann determina la constante de integracién en funcién de la densi-
dad pg como Ry = %npo, de modo que métrica viene dada por

ds® = R2sin* % [d# — dx? — sin? Xdﬂg] (13.101)

También aqui encontramos problemas al intentar escribirla en coordenadas coméviles. El cambio
de coordenadas (13.31) puede expresar ¢ en funcién de 7

L= %RO [~ sin-], (13.102)
pero no al revés. Sin embargo, con las dos expresiones para a(7) y t(7) si tenemos una parame-
trizacién de a(t), que nos permite interpretar la solucién: la curva a(t) representa una cicloide,
la curva trazada por un punto en el borde de un circulo, que rueda sin deslizarse (véase Figu-
ra 13.8). El factor de escala por lo tanto crece inicialmente muy répido, pero esta frenado por la
gran cantidad de materia (recuerda que estamos en el caso super-critico), hasta parar del todo y
contraerse otra vez. Al calcular el escalar de Ricci,

R = 3R;%sin | (13.103)

|

vemos que la métrica no sélo es singular en 7 = 0 (¢ = 0, el Big Bang), sino también en 7 = 27, 0
equivalentemente en ¢ = 7 Ry. El recolapso causard un aumento de la densidad que resultara en
otra singularidad, parecida al Big Bang, denominado Big Crunch (Gran Recolapso), que hard des-
aparecer el universo entero. Lo curioso es que cuanto mds grande la densidad del universo, mas
tardard en colapsarse.

Vemos por lo tanto que el espacio de Einstein-De Sitter es justo el caso limite entre un universo
cerrado y uno abierto. Teniendo justo la densidad critica, no hay suficiente materia para frenar la
expansion por completo y iniciar un recolapso, ni tampoco tan poca que ésta se diluya del todo
y haga que el universo se convierte en Minkowski.

En este capitulo hemos repasado algunos de los modelos cosmolégicos histéricos, que en su
dia fueron considerados atractivos por razones que hoy en dia nos pueden parecer poco relevan-
tes o incluso ingenuas. En el siguiente capitulo daremos una descripcién mas realista de lo que
se cree que es nuestro universo.
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Apéndice A
Convenios

Es mds probable que dos fisicos compartan el mismo cepillo de dientes
que los mismos convenios.
(Anénimo)

En la mayor parte del libro utilizamos el convenio de sumacién de Einstein, donde se supone que
se suma sobre indices superiores e inferiores repetidos:

N
ALCED AL (A1)
p=1

Ademas trabajamos en unidades naturales, donde ¢ = 1.

A.1. Relatividad especial

Un punto en el espacio de Minkowski esta caracterizado por un vector cuadrimensional z*,
con componentes

z0 t
x! x
- —
23 z
La métrica de Minkowski en coordenadas cartesianas viene dada por
10 0 0
0 -1 0 © .
n#«l’* 0 0 -1 0 - dlag (]w*]-a*]-a*]-)a (A3)
0 0 0 -1
de modo que el elemento de linea es de la forma
ds* = Nudr’dx” = dt? — dx® — dy® — dz>. (A4)

Una transformacién de Lorentz A, es una transformacion lineal en el espacio de Minkowski que
deja invariante la métrica
Nuv = ApuAAunpk- (AS)
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Un vector contravariante V# y un vector covariante V,, son objetos de 4 componentes que trans-
forman bajo una transformacién de Lorentz A*,, como

VI = ALV, Vy = (A7) (A.6)

Contraccién con la métrica 7,,,, convierte un vector covariante en contravariante y vice versa,
v v
Vi =nuV", VHE =ntV,. (A7)
Un tensor de rango (m, n) T##m, ., esun objeto de 4™ " componentes que transforma como

I o, _ m A An < Pm
R VSR N C Y I AR N (A.8)

pm
Contraccién con la métrica 7, cambia el rango de un tensor, por ejemplo:

n)\aTuupA _ T;tupa, np)\THVp)\ — Tul//)p — THV (Ag)

A.2. Geometria diferencial

Bajo un cambio general de coordenadas y® = y®(z"), un tensor de rango (m,n) transforma

como 3 3
gz Qakm JyP OyPn
= By Dy D Yo T B1...0n (A.10)

Contraccién con la métrica g, cambia el rango de un tensor, por ejemplo:

TMl e Mm

Vi...Un

Gro THVPX = TP G THPr = THee, = T, (A.11)
La derivada covariante de un vector contravariante V¥ y de un vector covariante V, viene dada
por

VHVV — aHVV + FZpr, VMVV = auVl/ — Ff“/‘//” (A12)

y de un tensor de rango (m, n) por

<o Hm — oo lm H1rpAp2 ...
VTt = 9,TH b, DT ety (A13)
+ THm T[t1~-~Hm,—1)\ _ F)\ THA _ _ Fk T Pom
PA Vi...Un pU1 Ava... Uy s PUn VieUp—1A*

La conexién transforma bajo un cambio general de coordenadas y* = y(x*) como

o Ozt Oz” Oy,

0%yY Ozt Oz
af Oye Oyl Oxr M

dxrdz” Ay dyP’

(A.14)

de modo que la derivada covariante de un tensor de rango (m, n) es un tensor de rango (m, n+1).

Un tensor T#++#m,, ,, estransportado paralelo a lo largo de la curva C, si la derivada cova-
riante del tensor a lo largo de la curva es cero,

UpV,,T’“'““"”yl...un =0, (A'15)

donde u* es el vector tangente a la curva C.

Un variedad tiene una curvatura intrinsica si el transporte paralelo de vectores y tensores
entre dos puntos depende de la curva entre estos dos puntos. Concretamente

[v;t;vl/]splmpm)\l...)\n = Rullaplsgp2mpm)\1...)\n + .. +R;Luapmsplmpmilgkl...An (A16)

_R;U/AlUsplmpmakg...kn + ... = Rul/knasplmpmkl...kn,la - Tgyvasplmpmkl...kna
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donde el tensor de Riemann Ry, y el tensor de torsion T/, vienen dados por

A A A A 1o A o
R, = GMFW — GVFM) + FMJFW — FVUFM), Tﬁy = Ffw — Fl’j#. (A17)

Las expresiones para la geodésica afin y la geodésica métrica son respectivamente

i+ 9,8 =0, i+ { A }jc”:tp =0, (A.18)
vp
donde los simbolos de Christoffel vienen dados por
A _ 1 Ao
{ " } = 39" (90900 + 0900 = Drgu)- (A.19)

La expresion de la geodésica afin sale pidiendo que el vector tangente a la curva sea transportado
paralelamente a lo largo de la curva, u”V,u" = 0, mientras la ecuacion de la geodésica métrica
sale extremizando el funcional s = [ dr/g,,@"4". En espacios lorentzianos hay que especificar
el tipo de geodésica:
1 sizH(r) estemporal,
Jutl'” = ¢, donde €= 0 siz*(7) esnulo, (A.20)
—1  sia”(r) es espacial.
Sila conexién '), satisface las siguientes dos condiciones,
1. La conexion es simétrica: I'),, =T') ,

2. La derivada covariante de la métrica es cero: V,g,, = 0,
entonces I'” , es la conexién de Levi-Civita y estd determinada por completo por la métrica y

coincide co%ylos simbolos de Christoffel
A 1 s
T3, = { o } =30 (a,,gw + 0o — &,gp#). (A21)

De esta expresién se puede derivar la identidad dtil,
1
I = ——=0uV/lgl, (A.22)
"Vl

donde hemos utilizado que las siguientes identidades para el determinante g de la métrica

09" = g""g"0gpa, 09 =9 9" 691w = —9 959",
1 v 1 v
0Vlgl = 5 V19l 9" 09w = =5 V19l 909" (A.23)
El tensor de Riemann tiene las siguientes propiedades (asumiendo la conexién de Levi-Civita):
Rm/p)\ = _RV;L/))\) R;wp/\ = _Rm/)\p; R;wp/\ = Rp/\;tw (A24)
Rul/p)\ + Rupz\u + Ruz\up = 07 vuRupAa + vpruAa + va;wka = 0.

A través de contracciones con la métrica se puede construir el tensor de Ricci R,,,, el escalar de
Ricci Ry el tensor de Einstein G,,,

R;w = Rupz/p = gp/\R;tpw\ = aHFl)/\/\ - akr;);u + F;\mriu - Fﬁuriav
1
R = gm/RuV Gm/ = R;w - EQ;WR- (A.25)

El tensor de Ricci, el escalar de Ricci y el tensor de Einstein satisfacen las seguientes propiedades
(asumiendo la conexién de Levi-Civita):

1
Rul/ = Rl/;m VHRVM = EaVR,

G = Gy, V,G," = 0. (A.26)
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A.3. Relatividad general

Las ecuaciones de Einstein son

R, — %gWR = —81GNTw, (A.27)
0, en la forma sin traza,
Ry, = —87Gy (TW - % gWT). (A.28)
donde la expresién para el tensor de energia-momento viene dada por
T = po utu” para polvo,
T = (po + P)utu” — Pgh para un fluido perfecto, (A29)
TH = —FMFEY, 4+ LgMF,\FrA para electromagnetismo,
TH = Agh” una constante cosmolégico.
Las ecuaciones de Einstein se pueden obtener de la accién
S / d2/Tg] [iR + L. (A.30)

donde k = 817G N y Lmat €s el lagrangiano que describe la dindmica y las interacciones de los
campos no-gravitacionales. El tensor de energia-momento 7}, correspondiente a estos campos
no-gravitacionales se puede obtener a través de una variacién del lagrangiano L,.s:

1,, = —= 200 mar) (A31)

Vgl dgm

La ley de conservacion de energia y momento implica que V, 7" = 0.

Una ecuacion util para derivar las ecuaciones de Einstein desde una accién es la identidad de
Palatini:
R = Vu(0T3,) = Va(OT},) + T (0T5,), (A.32)

donde I}, es una conexi6n arbitraria y 7, el tensor de torsién.

La segunda ley de Newton y las leyes de Maxwell en espacios curvos vienen dadas por
mo (:ﬁ“ n nga'c”:tﬂ) _—
V. F* =¥, OuFyup + 0pFu + 0, F)y, =0, (A.33)
donde F},, = 9,A, — 0, A,. La ecuacién inhomogénea se puede rescribir, utilizando (A.22) como

0| VIgl F*] = VVlgl 3" (A.34)

La solucién de Schwarzschild, en las coordenadas de Schwarzschild, Eddington-Finkelstein
y Kruskal viene dada respectivamente por

ds? = (1 — g)dﬁ — (1 — ¥)_1dr2 — 72 (dt92 + sin? 9dcp2)
- (1- g)dﬁ - %di{dr - (1+ g)dﬁ + r2(d6? + sin® 0dy?
G (T ) (A.35)
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donde

t =t + 2Mlog(r — 2M),

T =¢/*M\/r — oM sinh(ﬁ), R=¢"/*M\/r = 2Mcosh<ﬁ). (A.36)
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Apéndice B

Bibliografia

Hay numerosos libros sobre la Teoria de la Relatividad, a muchos niveles distintos y cada uno
con sus propios puntos de vistas y énfasis particulares.

En la preparacién de este curso me he dejado inspirar por las lineas de razonamiento de tres
libros excelentes:

= Ray d’Inverno, Introducing Einstein’s Relativity, Oxford University Press, 1992.
= Sean M. Carroll, Spacetime and Geometry, Addison-Wesley, 2004.

= Derek F. Lawden, An Introduction to Tensor Calculus and Relativity, Wiley, 1962.

El libro de d’Inverno es pedagégicamente un libro muy bueno, ideal para aprender Relatividad,
tanto especial como general. Aparte de su buena pedagogia, cubre temas muy amplios y de ma-
nera bastante profunda para un libro de introduccién al tema.

El libro de Carroll es igual de bueno que el de d’Inverno explicando, pero tiene un estilo un poco
mads tedrico. Presta poca atencién a tests experimentales pero hace bastante referencia a temas
modernas como cosmologfia, teorfa cudntica de campos o temas de teoria de cuerdas.
Finalmente el libro de Lawden me ayudé mucho cuando yo empecé a estudiar Relatividad. Tiene
una excelente introduccién de algebra de tensores y una buenisima discusién sobre las invarian-
cias de la mecanica newtoniana, la teoria de Maxwell, el Principio de la Relatividad y el Principio
de Equivalencia.

Aparte de estos tres libros hay muchos que merecen la pena. Mencionaré aqui algunos libros
clésicos, sin comentarlos:

= ].B. Hartle, Gravity: An introduction to Einstein’s General Relativity, Addison-Wesly, 2002.

J. Foster and J.D. Nightingale, A Short course in General Relativity, Springer-Verlag, 1995.

B.E. Schutz, A First Course in General Relativity, Cambridge University Press, 1985.

S. Weinberg, Gravitation and Cosmology, Wiley, 1972.

C. Misner, K. Thorne, A. Wheeler, Gravitation, Freeman, 1973.

R. Wald, General Relativity, Chicago University Press, 1984.

En internet también se puede encontrar numerosos cursos, notas y review sobre Relatividad:
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S. Carroll, Lecture Notes on General Relativity, !
http://fr.arXiv.org/abs/gr-qc/9712019

M. Blau, Lecture Notes on General Relativity,
http://www.unine.ch/phys/string/lecturesGR.ps.gz

G. 't Hooft, Introduction to General Relativity,
http://www.phys.uu.nl/ thooft/lectures/genrel.ps

Stefan Waner, Introduction to Differential Geometry and General Relativity,
http://people.hofstra.edu/faculty/Stefan Waner/RealWorld/pdfs/DiffGeom.pdf

Estas notas son en realidad un primera versién del libro mencionado arriba. El libro es un poquito mds extenso, pero
en grandes lineas las notas son casi iguales.
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