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INFORMAGOES

Prezado(a) aluno(a),

Ao longo deste guia impresso vocé encontrard alguns “icones” que lhe ajudardo a
identificar as atividades.

AVB( (% VB3 AL(?"
Atividades - Leitura Atividades
Yideo Bdsico Video Basico Complementar  Leitura Complementar
5 SR 5
ﬁ}twnda}c!es Texto Basico Saiba Mais
exto Basico
5w A
EF
Pare e Pense Atividades Atividades
Ambiente Virtual Suplementares
7. B’
Sintese Bibliografia ~ Referéncias

do Mddulo Adicional Comentada

Fique atento ao significado de cada um deles, isso facilitara a sua leitura e seus estudos.

Destacamos alguns termos no texto do Guia cujos significados serdao importantes para
sua compreensao. Para permitir sua iniciativa e pesquisa, ndo criamos um glossario, mas
se houver dificuldade, interaja no Férum de Duvidas.
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INTRODUGAO

Prezado (a) aluno (a),

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) do Ministério da Educacdo, BRASIL (1997)
e BRASIL (1998), descrevem os conteudos de estatistica, probabilidade e contagem que
podem ser apresentados aos alunos do 12 ao 92 ano do ensino fundamental. A descricao

desses conteudos é feita em um bloco especifico, no bloco Tratamento da Informacao.

De acordo com os PCN'’s, a finalidade é fazer com que o aluno compreenda os
procedimentos para coletar, organizar, comunicar dados do cotidiano, utilizando tabelas,
graficos e medidas estatisticas. Dessa forma, é importante, por exemplo, conhecer
as medidas estatisticas como média, mediana e moda com o objetivo de fornecer
elementos para representar dados. Com relagdo a probabilidade, a principal finalidade
€ a de que o aluno compreenda que muitos dos acontecimentos do cotidiano sdo de
natureza aleatdria. As nog¢des de acaso e incerteza, que se manifestam intuitivamente,
podem ser exploradas na escola, em situacdes em que o aluno realiza experimentos e
observa eventos. Relativamente aos problemas de contagem, o objetivo é levar o aluno
a lidar com situagdes que envolvam diferentes tipos de agrupamentos que possibilitem o
desenvolvimento do raciocinio combinatdrio e a compreensao do principio multiplicativo

para sua aplicacao no calculo de probabilidades.

Os alunos do 22 ao 52 ano do ensino fundamental ja exploram idéias basicas de
estatistica, e os do 62 e 72 ano devem ampliar essas noc¢Oes, aprendendo também a
formular questdes pertinentes para um conjunto de informacgdes, a elaborar algumas
conjecturas e comunicar informacdes de modo convincente, a interpretar diagramas e
fluxogramas. E importante entender como analisar e avaliar informacdes estatisticas e
tomar decisdes. No 62 e 72 ano, também amplia-se a exploracdo das possibilidades de
guantificar oincerto. Com as no¢des elementares de probabilidade os alunos aprenderao
a determinar as chances de ocorréncia de alguns eventos (moedas, dados, cartas).
Assim, poderdo ir se familiarizando com o modo como a Matematica é usada para fazer

previsdes e perceber a importancia da probabilidade na vida cotidiana.

O entendimento do Tratamento da Informac¢do pode ser aprofundado no 82 e 92 ano,
pois, os alunos tém melhores condi¢cdes de desenvolver pesquisas sobre sua propria
realidade e interpreta-la, utilizando-se de graficos e algumas medidas estatisticas. As

pesquisas sobre Saude, Meio Ambiente, Trabalho e Consumo poderao fornecer contextos
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em que os conceitos e procedimentos estatisticos ganham significados.

Os PCN'’s para Ensino Médio também recomendam o desenvolvimento de competéncias
e habilidades referentes a Estatistica, tais como, emprego e interpretacdo de graficos,
tabelas, expressGes algébricas, previsdo de tendéncias, com aplicacdes a contextos

sacio-econdmicos, cientificos ou cotidianos.

As técnicas de contagem, citadas no bloco Tratamento da Informac¢dao dos PCN’s, sao
tema de estudo na disciplina Fundamentos da Matematica Elementar 1l, portanto nao

serao abordadas aqui.

O objetivo desta disciplina é preparar os professores de matematica para ensinar
estatistica e probabilidade aos alunos do ensino fundamental e médio, proporcionando

uma visdo critica da andlise de dados.

Espera-se que ao final dessa disciplina, o professor tenha adquirido conhecimentos
para preparar projetos de ensino que despertem o interesse dos alunos pelas situagdes
gue envolvem a coleta e analise de dados. As atividades do projeto devem estimular a

aplicacdo da estatistica as situacOes praticas e emprego de planilhas eletrbnicas.

A presente disciplina estd dividida em quatro médulos e a duracdo de cada mddulo é de

quatro semanas.

Quanto a metodologia, nesta disciplina teremos video aulas, estudo da teoria do Livro
Texto, resolucao de Listas de Exercicios, onde se encontram os exercicios a serem
entregues e outros para que o aluno pratique os conceitos estudados. Teremos também

Atividades Avaliativas e Provas Presenciais.

Quanto ao sistema de avaliacdo, serdo distribuidos 100 pontos, sendo 60 pontos de
provas escritas em modo presencial e 40 pontos das atividades passadas pelo Ambiente
Virtual de Aprendizagem (AVA).

Quanto ao cronograma, as 90 horas do curso sao distribuidas nos médulos de acordo
com o numero de semanas, considerando 4 horas de atividades de estudo da teoria por
semana, sendo necessario considerar para cada hora de estudo em teoria pelo menos
uma hora de estudo através de exercicios. Esse esquema tem por finalidade assegurar

um treino minimo nos maddulos.
Desejo a todos um bom estudo,

Professora Aurélia.
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MODULO 1

Introducio a estatistica e analise exploratdria

de dados

Contetidos basicos do Mbdulo:

Contexto histérico

O papel da estatistica na metodologia cientifica
AplicacGes da estatistica a situacdes cotidianas
Analise exploratdria de dados

=

Obj etivos do Mbdulo:

Ao final deste estudo, esperamos que vocé, aluno(a), possa:

. Entender a importancia da Estatistica para a sociedade, desde a antiguidade até os
dias atuais.

. Identificar relagdes entre a Estatistica e a produg¢ao do conhecimento cientifico.

. Empregar métodos estatisticos, tais como tabelas, graficos e medidas estatisticas,
e interpreta-los.

. Compreender como a Estatistica se relaciona com o dia a dia dos alunos, resul

tando em implicacdes para o ensino dessa disciplina em sala de aula.
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ESTATISTICA: DA EDUCACAO BASICA AO ENSINO SUPERIOR

| - TEXTO BASICO

1. Introdugao

Conhecer o contexto de origem e evolucdo da Estatistica permite compreender melhor
a importancia dessa disciplina para a ciéncia e as suas aplicacdes em diversas areas.
Nenhuma disciplina tem interagido tanto com as demais disciplinas em suas atividades
como a Estatistica.

1. 1. Histdrico

A pratica de coletar e analisar dados surgiu antes da era crista. A seguir serdo destacados
alguns fatos relacionados com a histdria da Estatistica, os quais foram extraidos dos
trabalhos de MEMORIA (2004), LOPES e MEIRELLES (2005) e POUBEL (2011).

5000 a.C. - No Egito, foram feitos registros de presos de guerra.

3000 a.C. - Na Babil6nia, China e Egito foram realizados censos. Foram elaborados
registros egipcios da falta de mao de obra para a construcao de piramides.

2239 a.C. — Na China, foi feito um recenseamento chinés com fins agricolas e comerciais.

Século XI — No Império romano, Guilherme, o conquistador, solicitou um levantamento

das propriedades rurais dos conquistados anglo-saxdes para se inteirar de suas riquezas.

Século XVI —Na Italia, ocorre a emergéncia da estatistica descritiva. Houve interesse pela
coleta de dados, principalmente por suas aplicacdes na administracdo publica. Na lgreja
Catélica Romana, a partir do Concilio de Trento (1545-1563), tornam-se obrigatérios
os registros de batismo, casamentos e dbitos. Embora alguns matematicos italianos,
como Niccolo Fontana Tartaglia, Girolamo Cardano e Galileu Galilei, ja tivessem se
interessado por problemas de probabilidades relacionados com jogos de dados, foi na
Franca que surgiu o calculo de probabilidades com o objetivo de solucionar problemas
relacionados com jogos de azar, propostos por Chevalier de Méré, em 1653. Mediante
correspondéncias, Blaise Pascal e Pierre Fermat contribuiram com a solucdo desses

problemas e com a formaliza¢do da teoria da probabilidade.

MODULO 1
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Introducgdo a estatistica e andlise exploratéria de dados

Século XVl — A estatistica comeca a ser usada com o objetivo de descrever bens do estado.
Foi feita a primeira tentativa para se tirar conclusGes a partir de dados numéricos, na
obra Aritmética Politica, hoje chamada de demografia. John Graunt, em 1962, analisou
registros disponiveis sobre mortalidade em 1696, foi construida a primeira tdbua de
sobrevivéncia, usada para cdlculo de seguros de vida, pelo astronomo inglés Edmond
Halley, sendo considerado o criador do célculo atuarial.

Século XMlll — O alemao Gottfied Achenwall, em 1746, criou e empregou o termo

estatistica. Ocorreu a formalizagao de importantes teorias estatisticas, Pierre Simon de
Laplace generalizou o teorema de Moivre em seu trabalho e obteve o Teorema central
do limite. A distribuicdo normal e o método de minimos quadrados, em 1795, foram
temas de estudo de Carl Friedrich Gauss. A estatistica aparece, pela primeira vez, como
meio indutivo de investigagao.

Século XIX — Surge a estatistica médica, com o trabalho de William Farr. Surgem trabalhos
na area de técnicas de correlacdo e ajustamento de curvas. Karl Pearson, em 1896,
obteve equacdo para o calculo do coeficiente de correlagdo, que é utilizado nos dias
de hoje, e posteriormente, desenvolveu andlise de regressao e teste de hipdteses qui-
quadrado. Lambert Quetelet analisou dados sociais. Aplicacgdo de métodos estatisticos
aos problemas bioldgicos relacionados com a evolugdo e a hereditariedade (evolucdo
de Darwin). Foram obtidos resultados valiosos para o desenvolvimento da Inferéncia
Estatistica.

No Brasil, em 1808, D. Jodo VI solicita que sejam enviadas a Portugal informacdes
estatisticas referentes a cultura, produgdo, consumo e exportacdo. De 1871 a 1876, foi

feito o primeiro censo geral do Império em 23 volumes contendo 8546 tabelas.

Século XX- O periodo de 1900 e 1915 foi considerado de transi¢do entre a visao original
e a nova visao de estatistica, sendo o inicio da estatistica moderna. William Sealy Gosset,
com o pseuddnimo de Student, iniciou estudo sobre pequenas amostras, levando a
formalizagao da distribuicao de t de Student.

Em 1912, Ronald Aylmer Fisher, considerado por muitos o maior estatistico de todos
os tempos, criou os métodos modernos da Andlise e Delineamento de Experimentos.
O periodo de 1925 a 1960 tornou-se a época aurea do pensamento estatistico, com
importantes trabalhos na drea de inferéncia estatistica, planejamento de experimentos,
levantamentos por amostragem e séries temporais.

Século XXI - Atualmente, ha aumento da formalizacdo da estatistica, através de modelos
matematicos, e aumento do uso de recursos computacionais, devido aos avangos
tecnoldgicos.
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1. 2. Opapel da estatistica na metodologia cientifica

Ostrabalhos cientificos que envolvem coleta e andlise de dados devem empregar métodos
estatisticos de forma sistematica para obter informacdes adequadas, ou seja, teremos
generalizacOes, estimativas de parametros ou modelos de previsdes representativos e
confidveis. Quando bem fundamentados, os resultados de pesquisas, académicas ou

ndo, terdo validade e aceitacdo no meio cientifico.

Assim sendo, é necessario que os trabalhos cientificos contemplem as seguintes fases

do método estatistico:

1. Defini¢cao do Problema
2. Planejamento
3. Coleta de dados

4. Apuragao dos dados
5. Apresentacdo dos dados.
6. Andlise e interpretacdo dos dados
A seguir, faremos o detalhamento de cada fase do método estatistico.

1. Definicao do Problema: consiste na formulacdo do problema que se deseja

estudar, deve-se saber exatamente o que se pretende pesquisar.

Exemplo: Estudar a condicdo social dos estudantes da UFU. Entdo, ha interesse pelo

perfil dos estudantes (idade, sexo, renda, profissdo, endereco e outros).

2. Planej amento:determina o procedimento necessario para resolver o problema.
“Como levantar as informacdes desejadas?”

“Que dados deverao ser obtidos?”

“Como se deve obté-los?”

Muitas vezes, é possivel usar dados de banco de dados ja existentes ( IBGE, empresas...).

E nesta fase que se decide o tamanho da amostra, se a pesquisa sera censitaria por

amostragem.

MODULO 1
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Introducgdo a estatistica e andlise exploratéria de dados

Quando for o caso, sera formulado o questiondrio, que deve ser sucinto e possuir

perguntas claras.

Outros elementos importantes desta fase sdo: cronograma das atividades, estimativa
dos custos envolvidos, anadlise das informagdes disponi veis, a forma como serdao

organizados os dados, tamanho da amostra.

PARE E PENSE: o planejamento é a fase mais importante do trabalho que envolve

coleta e andlise de dados.

3. Coleta de dados: obtencdo das informacdes através do contato direto do
pesquisador (entrevistador) com os individuos da amostra (pessoas ou produtos).

= E muito comum o uso de dados vindos de outras fontes, por exemplo, o uso dos
dados do IBGE.

4, Apuragao dos dados: ¢ a montagem de um banco de dados. Os dados chegam
ao analista de forma desorganizada.

Exemplo: considere uma situacao ficticia e suponha que 400 estudantes da UFU foram
entrevistados; destes, 200 alunos nado trabalham, 120 trabalham e 80 ndo opinaram.
Veja parte dos dados no Quadro 1.1.

Quadro 1. 1 Banco de dados ficticio, UFU, 2014.

Nome ou cédigo Idade Sexo Trabalha?
1 23 M Sim
2 27 F Nao
3 18 M N3o opinou
400 20 M Sim
5. Apresentacdao dos dados: os dados coletados podem ser apresentados em

tabelas, graficos e medidas estatisticas. Os dados sdo organizados através de contagem

e agrupamento. Essa etapa é feita com auxilio de programas computacionais, tais como
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softwares estatisticos ou planilhas eletrénicas.

a. Tabelas: apresentacdo numérica, segundo algumas regras fixadas pela ABNT
(Associacao Brasileira de Normas Técnicas).

Tabela 1. 1Numero de estudantes que trabalham, de acordo com faixa etdria e sexo,
UFU, 2014.

Idade Homens Milheres TOTAL
<20 anos 15 8 23
20 F 30 anos 20 10 30
30 F 40 anos 40 20 60
240 anos 5 2 7
TOTAL 80 40 120
b. Grafico: permite uma visualizagdo rapida e clara dos dados .

Méo
opinaram
20%

MNao
trabalham
5049

Grafico 1. 1 Porcentagem de estudantes que trabalham, UFU,2014

c. Medidas estatisticas : mostra caracteristicas do conjunto de dados empregando
apenas um valor numérico.

Exemplo: a idade média dos estudantes entrevistados é 23,4 anos.

Os diversos tipos de tabelas, graficos e medidas estatisticas serdo apresentados e
detalhados nos capitulos seguintes.
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Introducgdo a estatistica e andlise exploratéria de dados

6. Analise e interpretacdo dos dados: é fundamental analisar os gréficos, tabelas e

medidas estatisticas.

No Quadro 1.1, observa-se que 400 estudantes da UFU foram entrevistados. De acordo
com a Tabela 1.1, tem-se que 120 estudantes trabalham, dos quais 80 sdo homens e 40

sdao mulheres.

De acordo com o Gréfico 1.1, dos 400 estudantes entrevistados, 50% ndo trabalham,

30% trabalham e 20% nao opinaram.

Todos os graficos, tabelas e medidas estatisticas devem ser seguidos de uma

analise, por mais dbvias que sejam as informacgdes contidas neles.

Em alguns casos, ha mais de uma analise possivel. Neste caso, cabe ao pesquisador

escolher a analise que permite destacar o resultado que ele julga ser o mais importante.

Ao se interpretar um grafico ou uma tabela, o pesquisador deve-se limitar a emitir as
informacdes neles contidas. Deve-se evitar dar opinides pessoais sobre o resultado
obtido.

Frequentemente, em alguns contextos, apds fases 1 a 6, é possivel empregar métodos
estatisticos especificos para generalizar resultados de dados amostrais (amostragem e
Inferéncia estatistica) ou para obter modelos de previsdo para dados em séries de tempo
(Séries temporais) ou para analisar mais de uma variavel simultaneamente (analise
multivariada) ou para estudar a relacdo entre varidveis (modelos de regressao) ou outros.

Alguns desses métodos serao estudados aqui.
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1. 3. Aplicagoes da estatistica a situa¢oes cotidianas

Sabe-se que nos dias de hoje, com o advento da computacdo e da internet, as mais
diversas instituicdes publicas e privadas geram bancos de dados enormes. Podemos
citar, como exemplo de geradores de dados, as instituicdes financeiras (bancos e cartdes
de crédito), o comércio (lojas de departamento e empresas de telefonia) e drgaos do

governo (Ministério da Saude, Ministério da Educagdo, IBGE) entre outros.

Além disso, os resumos de dados estdo presentes na TV, nos jornais e nas revistas. Dai a
importancia de todo cidadao ter conhecimento de estatistica e condi¢des de fazer uma
leitura consciente e critica do conteddo que é divulgado nos meios de comunicacao.
Assim sendo, a estatistica é tema de ensino nos programas do ensino fundamental e

médio e superior.

No dia a dia, é comum o emprego da estatistica em debates e noticias que tratam de
economia, politica, esportes, educacdo, saude, alimentacdo, moradia, meteorologia,
pesquisas de opinido, pesquisas de intencdo de votos, meio ambiente, sociais,

engenharia, entre outros.

Neste curso, sera proposta a producdo de um projeto de ensino de estatistica para um
dos topicos estudados na disciplina, o qual devera considerar a relagdo entre os métodos

estatisticos com as situacdes cotidianas.
2. Analise exploratodria de dados

2. 1 Introdugao a analise de dados

Proponho, inicialmente, algumas questdes para reflexao.

Il - ATIVIDADES

Pergunta: Oque é estatistica?

Pergunta: A estatistica é importante nos dias de hoj e? Por qué?

MODULO 1
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Introducgdo a estatistica e andlise exploratéria de dados

Pergunta: Como é o ensino de estatistica no ensino fundamental e médio?

Pare aqui e reflita antes de prosseguir. Faga as anota¢des no espaco apds cada pergunta.

A abrangéncia do emprego da Estatistica dificulta conceitua-la; em geral, é satisfatdrio

dizer que:

Estatistica é o conjunto de métodos usados para obter, organizar e analisar informagdes
numéricas, de modo que se possa descrever situagdes, tomar decisdes, generalizar

resultados, obter modelos de previsGes e outros.

Para fins didaticos, divide-se a Estatistica Basica em trés areas, as quais serdo estudadas

aqui.

a) Estatistica descritiva: organiza e resume os dados, que podem ser muito

complexos, por meio de niumeros, tabelas e graficos.
Exemplo: taxas de acidente, salario médio.

b) Probabilidade: lida com situag¢des influenciadas por fatores relacionados

com o acaso.
Exemplo: probabilidade de chover no final de semana.
c) Inferéncia estatistica: generalizainformagdes amostrais paraa populagao.

Exemplo: seleciona alguns cintos de seguranca da marca A para testar a resisténcia.
Esses testes sdo autodestrutivos e ndo devem ser aplicados a todos os cintos produzidos.
Portanto, a resisténcia média da amostra sera generalizada para todos os cintos

de seguranga da marca A. Outros tépicos que serdao estudados aqui sdo: técnicas de
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amostragem, teste qui-quadrado e regressao linear simples.

As dreas da Estatistica que ndo serdo estudadas aqui sdo: planejamento de experimentos,
séries temporais, andlise multivariada, regressdo linear multipla, regressao nao linear,

controle estatistico de qualidade e outros.
2. 1. 1. Conceitos Basicos

Antes de prosseguirmos com o estudo dos métodos estatisticos, € importante conhecer

alguns conceitos importantes e que sdo base para o nosso estudo.

Populagdo é o conjunto constituido por elementos que apresentam pelo menos uma
caracteristica em comum.

Exemplo: moradores de Uberlandia, clientes do banco X, televisores da marca Y.
Amostra é um subconjunto da populagdo.

Muitas vezes, analisar todos os elementos de uma populagdo gastaria muito tempo e
seria muito caro.

Nem sempre a populacdo é constituida de pessoas, tem-se também populacdo de

animais, vegetais, itens de producao, alimentos, medicamentos e outros.

lll - ATIVIDADES

Pergunta : Por que amostrar?

MODULO 1
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Introducgdo a estatistica e andlise exploratéria de dados

Em outras situagdes, ha inviabilidade pratica, ou seja, ndo é possivel acessar todos os
elementos da populacdo. Por exemplo, seria impossivel coletar informacgdes de todos os
diabéticos de uma cidade, visto que muitos diabéticos desconhecem serem portadores
de diabetes.

Em uma Amostra Aleatodria Simples, todos os elementos tém a mesma probabilidade de
serem selecionados. Na pratica, atribui-se um nimero a cada elemento da populacdo e

o emprego de um sorteio é uma forma de obter uma amostra aleatdéria simples.

Para obter uma amostra representativa, é necessario utilizar técnicas de

amostragem. E a técnica de amostragem mais simples é a amostragem aleatdria

simples.

Quando a populacdo for grande, é possivel utilizar uma rotina computacional para

identificar os elementos que vao compor a amostra aleatoria.

Se os dados da amostra ndo foram obtidos de forma aleatéria, entdo temos um Estudo
de Caso. Por exemplo, um estudo com a turma do primeiro ano nao é representativo

para a escola toda.

Quando temos uma amostra aleatdria, ela é representativa. Entao, as informacgdes
dessa amostra podem ser estendidas para a populagdo. Essa propriedade é

importantissima para a Inferéncia Estatistica.

Além disso, é bom lembrar que quando todos os elementos da popula¢cao fazem parte

da amostra, temos um Censo.

Quando a amostra ndo for aleatéria, ela ndo é representativa para a populagao.

Entdo, as informacdes dessa amostra ndo podem ser estendidas para a populacao.

Em estatistica, a caracteristica de interesse de um estudo recebe o nome de variavel.
Formalmente, dizemos que a variavel é a caracteristica que vai ser observada, medida
ou contada nos elementos da populagdo ou amostra, e que pode variar, ou seja, assumir

um valor diferente de elemento para elemento. Had mais de um tipo de variavel.
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As variaveis quantitativas sdo sempre numéricas. As varidveis quantitativas sdo
classificadas em:

. Variavel continua : pode assumir qualquer valor real (positivo).
Exemplo: peso = 60,5 kg e altura=1,72 m.

Outros exemplos de varidveis continuas sao: tempo, comprimento, velocidade, peso,
nota

° Varidvel discreta: assume valores inteiros (resultam da contagem de
itens). Exemplo: nimero de alunos fumantes, nimeros de alunos aprovados,
nimero de geladeiras defeituosas, nimero de celulares vendidos, nimero de

filhos por casal, nimero de livros.

As variaveis qualitativas (ou categdricas) envolvem categorias pré-definidas. As varidveis

qualitativas sdo classificadas em:
° Variavel nominal: as categorias ndo apresentam ordenacao natural.
Exemplo: Cor dos olhos: ( ) castanhos ( )verdes ( )azuis ( )outras
° Variavel ordinal: as categorias possuem ordenacdo natural.

Exemplo: classe social: ( ) baixa ( ) média ( ) alta.

2. 1. 2. Apresentacao e tabulacao de dados

Os quadros e as tabelas sdao formas assemelhadas de apresentacao dos dados, com as
informagdes dispostas em linhas e colunas. Conforme Milone (2004), os quadros nao
resumem informacgdes, apenas registram, razao pela qual os valores que os compdem
ndo podem ser relacionados entre si. As tabelas, ao contrario, premitem totalizar linha e

colunas e estabelecer proporgdes em varias dire¢cdes, conforme a necessidade de estudo.

Esteticamente, os quadros sdo completamente contornados por tracos e as tabelas sao
delimitadas apenas superior e inferiormente. Veja ilustracdao nos Quadros 1.1 e 2.1 e nas
Tabelas 1.1 e 2.1. As linhas e as colunas podem ser destacadas, mas ha que se tomar

cuidado pois, o excesso de linhas divisérias tende a dificultar a leitura das informacgdes.

MODULO 1
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Quadro 2. 1 Quadro ilustrativo

Tabela 2. 1Tabela ilustrativa

Fonte:

Os elementos fundamentais da tabela sdo: titulo, cabecgalho, coluna indicadora e corpo.
O titulo aponta o conteldo, local de ocorréncia e data; o cabegalho explica o contetdo

das colunas, a coluna indicadora detalha as linhas, o corpo mostra os dados.

Na Tabela 2.1, o cabecalho é:

Idade Homens Milheres TOTAL

Na Tabela 2.1, a coluna indicadora é:

Idade
<20 anos
20 F 30 anos
30 I 40 anos
240 anos
TOTAL

Outros elementos que devem constar na tabela, quando for o caso sdo: fonte e nota.
A fonte cita o informante; as notas esclarecem o conteldo e indicam a metodologia

adotada na obtencdo ou elaborag¢do da informacao.

O titulo da tabela deve ser colocado acima da tabela e a fonte, a nota e a chamada
devem ficar abaixo da tabela, veja Tabela 2.1. Os titulos das tabelas e graficos devem ser

numerados em ordem cronoldgica.
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E importante informar que no site do IBGE encontram-se as normas da ABNT
utilizadas para a apresentacdo dos dados estatisticos: http://biblioteca.ibge.gov.
br/visualizacao/livros/liv23907.pdf

2. 1. 3. Distribuicao de frequéncias

O banco de dados com grande quantidade de observagGes é cansativo e ndo dd uma
visdo rdpida da situacdo em estudo. Entdo, surge a necessidade de organizar os dados

em uma tabela, que é chamada de distribuicao de frequéncias.

Considere um conjunto de dados simples para a idade de 10 alunos: 23, 34, 28, 23, 25,
32, 24, 38, 23, 32. Essas idades podem ser agrupadas de duas maneiras diferentes. Em

uma Distribuicdao de frequéncias para dados agrupados , temos a Tabela 2.2:

Tabela 2. 2Distribuicdo de frequéncias para a idade, em anos

Idade (X) Frequéncia (f)
23 3

24

25

28

32

34

38

Soma 10

[ S T S S G

Onde f;: frequéncia absoluta (numero de vezes que o elemento aparece na amostra)

n=10 é o nimero de elementos do conjunto de dados

Toda tabela deve ser seguida de uma interpretacdo. Por exemplo, de acordo com

a Tabela 2.2, trés alunos possuem 23 anos.
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Podemos, também, obter Distribuicdo de frequéncias para dados agrupados em classes

para a idade dos alunos, veja a tabela 2.3:

Tabela 2. 3 Distribuicdo de frequéncias para a idade, em anos

Idade (X)) Frequéncia (f)
23+28 5
28 33 3
33 HI 38 2
Soma 10

F :indica intervalo fechado a esquerda
Fl indica intervalo fechado a esquerda e a direita

Interpretagdo: cinco alunos possuem idade de 23 a 27,99 anos (pois o intervalo da
primeira classe ndo inclui valor 28), trés alunos possuem de 28 a 32,99 anos e dois alunos

possuem de 33 a 38 anos.

Quando o conjunto de dados for numérico, ndo ha um regra para escolher entre a
formacdo de grupos ou de classes. Teoricamente os dois sdo corretos. No entanto, é de
bom senso escolher aquele que resume mais os dados. No exemplo anterior, observa-
se pouca repeticdo de valores (idades). Veja que, na Tabela 2.2 temos sete grupos e
na Tabela 2.3 temos trés classes. Portanto, a distribuicdo de frequéncias para dados

agrupados em classes é mais adequada, pois resume mais os dados.

Quando o conjunto de dados for numérico e houver pouca repeticdo de valores,

recomenda-se o agrupamento dos dados em classes, conforme Tabela 2.3.

Quando o conjunto de dados for numérico e houver muita repeticao de valores ,

recomenda-se a formagao de grupos, conforme Tabela 2.2.

A distribuicdo de frequéncias pode ser apresentada em termos de frequéncia relativa,

emque:FZL
n

1
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Tabela 2. 4 Distribuicdo de frequéncias para a idade, em anos

Idade (X)) Frequéncia (f)
2328 0,5 ou 50%
28 33 0,3 ou 30%
33 H 38 0,2 ou 20%

Soma 1 ou 100%

Interpreta-se que 50% dos alunos possuem idade de 23 a 27,99 anos, 30% dos

alunos possuem de 28 a 32,99 anos e 20% dos alunos possuem de 33 a 38 anos.

Procedimento para a constru¢ao de uma distribuicao de frequéncias em classes

1. Dados brutos: Considere a idade de 25 pessoas.

32, 26, 39, 25, 28, 16, 32, 26, 21, 28, 30, 33, 21, 15, 26, 40, 25, 39, 22, 21, 18, 34,

23,15, 27.

2. Rol: é o arranjo dos dados em ordem crescente.

15, 15, 16, 18, 21, 21, 21, 22, 23, 25, 25, 26, 26, 26, 27, 28, 28, 30, 32, 32, 33, 34,

39, 39, 40.

3. Amplitude (R):é a diferenca entre o maior e o menor valor observado.

Logo, R=X_, =X . eR =40-15=25.

4. Nimero de classes ( k) :hd varias possibilidades para o célculo do nimero
de classes, apresentadas por Milone(2004). O critério da raiz pode ser usado

qguando n < 400. E o critério de Sturges pode ser usado para 16 < n <£573.23.

Como, n = 25, logo, pelo critério da raiz, k= /25 =5 classes.

5. Amplitude das classes ( h) :é dada pela razdo entre a amplitude total (R)

e o numero de classes (k), ouseja, h=R~+k.logo, h=25+5=5.

MODULO 1
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6. Distribuicao de frequéncias

Tabela 2. 5 Distribuicdo de frequéncias para a idade, em anos

Idade (X)) Frequéncia (f)
15+20 4
2025 5
25+30 8
30F35 5
35H 40 3
Soma 25

IV - ATIVIDADES

Apresente uma interpretacdo para a Tabela 2.5.

Além de resumir dados numéricos, a distribuicdo de frequéncias da uma idéia da

distribuicdo dos dados. Através da distribuicdo de frequencias, é possivel ver se
ha concentragao de valores no meio ou nas extremidades ou se ndo ha concentragao de
valores.

2. 1. 4. Anadlise grafica

O grafico é uma representacdo visual do comportamento dos dados. A partir da
distribuicdo de frequéncia é possivel obter o histograma, o poli gono de frequénciase o
grafico de frequéncias acumulada.

a) Histograma (Classes f): é a representa¢do grafica de uma distribuicdo de
frequéncia por meio de retangulos justapostos.
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Grafico 2. 1 Histograma para a idade, em anos
Ha mais de uma interpretacdo possivel para o histograma.

Interpretagdo 1 : Quatro pessoas com idade de 15 a 19,99 anos, 5 pessoas com idade de
20 a 24,99 anos, 8 pessoas com idade de 25 a 29,99 anos, 5 pessoas com idade de 30 a

34,99 anos e 3 pessoas com idade de 35 a 40 anos.

O pesquisador pode interpretar todas as classes do histograma ou apenas a parte que

julgar mais importante.

Interpretagdo 2: Apenas 3 pessoas tem 35 anos ou mais. Ou 22 pessoas tém menos de

35 anos.

O histograma tem a mesma fungdo que a distribuicdo de frequéncia. Ele também
dd umaidéia dadistribuicdo dos dados. Através do histograma, é possivel ver se ha
concentragao de valores no meio ou nas extremidades ou se ndo ha concentragdo

de valores.

b) Poli gono de frequéncias (VI X f): é a representacdo grafica de uma distribuigdo

por meio de um poligono.

Seja M. o ponto médio das classes (M) tal que M = € a média aritmética entre o limite
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inferior(L ) e o limite superior (L

inferior

_)da classe. Logo,

superior

M=L

I 2
1 InfeI'IOI' superior

2

=
[T - T - - =]

Idade

Grafico 2. 2 Poligono de frequéncias para a idade, em anos
No poligono de frequéncias, cada classe é representada pelo respectivo ponto médio.

Como temos 5 classes, entdo, temos 5 pontos suspensos. Para fechar o poligono de
frequéncias, as linhas do grafico devem tocar o eixo horizontal, passando pelo ponto

médio da classe vizinha da primeira e da ultima classe.

Interpretagdo: Quatro pessoas com idade de 15 a 19,99 anos, 5 pessoas com idade de
20 a 24,99 anos, 8 pessoas com idade de 25 a 29,99 anos, 5 pessoas com idade de 30 a

34,99 anos e 3 pessoas com idade de 35 a 40 anos.

O poligono de frequéncias tem a mesma funcdo que a distribuicdo de frequéncia

e que o histograma. Ele também da uma idéia da distribuicdo dos dados. Através
do poligono de frequéncias, é possivel ver se ha concentracdo de valores no meio

ou nas extremidades ou se ndo ha concentracdo de valores.

c) Qgiva ou grafico de frequéncia acumulada: (classes x fac) ou (classes x Fac)

Outras frequéncias podem ser obtidas a partir da frequéncia absoluta. Veja na Tabela

2.6, a fac é a frequéncia absoluta acumulada, a F, € a frequéncia relativa ( £} = L) ea
n
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Fac é a frequéncia relativa acumulada.

Na coluna fac, podemos dizer que 4 é o nimero de pessoas com menos de 20 anos, 9 é
numero de pessoas com menos de 25 anos e, assim, sucessivamente.

Na coluna Fac, podemos dizer que 16% das pessoas possuem menos de vinte anos, 36%
das pessoas possuem menos de 25 anos, 68% das pessoas possuem menos de 30 anos
e, assim, sucessivamente.

Tabela 2. 6 Distribuicdo de frequéncias acumuladas para a idade, em anos

Idade (X) f, fac F. Fac
15+20 4 4 0160ule% 0,16
20F 25 5 9 0,20 0,36
25F30 8 17 0,32 0,68
30+35 5 22 0,20 0,88
35 H 40 3 25 0,12 1

Soma 25 1

A partir da frequéncia acumulada, podemos obter a ogiva. Veja o Grafico 2.3.

A ogiva ndo mostra a distribuicdo dos dados. A ogiva mostra a frequéncia
acumulada até um valor fixo do conjunto de dados.

A construcdo da ogiva tem inicio no limite inferior da primeira classe com frequéncia
acumulada igual a zero.

30
25 +

20 fﬂ
g 15 >
- 10 /

4]
10 15 20 25 30 35 40 4F
Idade

Grafico 2. 3 Ogiva para a idade, em anos

MODULO 1
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Intepretagao 1: Nenhuma pessoa possui menos de 15 anos, 4 pessoas possuem menos
de 20 anos, 9 pessoas possuem menos de 25 anos, 17 pessoas possuem menos de 30

anos, 22 pessoas possuem menos de 35 anos e 25 pessoas possuem menos de 40 anos.

Podem ser feitas interpretagdes parciais da ogiva, de acordo com o interesse do

pesquisado.

Interpretagao 2: “22 pessoas possuem menos de 35 anos” ou, equivalentemente,

podemos dizer que “3 pessoas com 35 anos ou mais”.
d) Ramo- e- folhas

O grafico de ramo-e-folhas tem a mesma fung¢do que o histograma, ou seja mostra a

distribuicdo dos dados.

O gréfico ramo-e-folhas é indicado quando a quantidade de dados for pequena.
A construcdo do ramo-e-folhas é mais simples do que a do histograma.
Procedimento para a constru¢ao do ramo- e- folhas:

1°)Identificar o menor e o maior valor (X . eX )

2°)Determinar uma escala, que depende da magnitude dos dados.

Exemplo: 2, 5, 10, 20, 100, 200, 500, 1000....

3°)Acrescentar a direita da barra vertical o ultimo algarismo de cada observacao.

N3o é necessario colocar os dados em ordem crescente.

Para o mesmo conjunto de dados, ha mais de um ramo-e-folha possivel.

Exemplo: 654, 876, 761, 1385, 695, 904, 650, 637, 602.

19X =602éX  =1385
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2°) Escala: 100

6 45072
7 1

8 6

9 4

10

11

12

13 5

A folha 6 contabiliza os valores do intervalo 600 I 699, a folha 7 contabiliza os valores do

intervalo 700 F 799 e, assim, sucessivamente.
Interpretagao: Ha sete valores menores que 900 no conjunto de dados.

De acordo com o ramo-e-folhas, podemos observar que o conjunto de dados possui
concentracao de valores na extremidade inferior do intervalo de dados e ha um valor

atipico (muito distante dos demais).
Exemplo: 74, 78,79, 81, 85, 86, 87, 87, 90, 91, 95.
19X =746X =95

2°) Escala: 10

3°)
7 1489
8 15677
9 1015

A folha 7 contabiliza os valores do intervalo 70 F 79, a folha 8 contabiliza os valores do

intervalo 80 F 89 e, assim, sucessivamente.
Interpretagdo: Ha trés valores menores que 80 no conjunto de dados.

Além disso, o ramo-e-folhas mostra concentracdo de valores na parte central do intervalo
de dados.

Outra possibilidade:

2°) Escala: 5

MODULO 1
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3°)

89

5677
01

O W 00 00 N

A primeirafolha 7 contabiliza os valores do intervalo 70 - 74 , a segunda folha 7 contabiliza

os valores do intervalo 75 F 79 e, assim, sucessivamente.
Interpretagao: Ha trés valores menores que 80 no conjunto de dados.

Além disso, o ramo-e-folhas mostra concentracao de valores na parte central do intervalo
de dados.

Os dois ramo-e-folhas do exemplo anterior mostram os dados em uma escala

razoavel. Expandindo-se a escala ainda mais do que na segunda possibilidade, os
dados ficariam muito espalhados, prejudicando a visualizacdo da concentracao
dos dados.

e) Graficos de barras, grafico de colunas e grafico de setores

Sdo usados para representar dados agrupados, quando a variavel é qualitativa ou quando

a variavel é quantitativa discreta com repeticdo de valores.

Tabela 2. 7:Suicidas segundo o sexo, Brasil, 1986

Sexo Frequéncia Frequéncia

(f) relativa (F)

Masc 3562 0,75 ou 75%

Fem 1192 0,25 ou 25%
4754

O grafico em colunas (Grafico 2.4), o grafico em barras (Grafico 2.5) e o grafico de setores

(Gréfico 2.6) correspondem a distribuicdo de frequéncias da Tabela 2.7.
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100 7
60
40
20
Masc Fem 3 20 40 a0 B0 100
Grafico 2.4 Porcentagem de suicidas Grafico 2.5 Porcentagem de suicidas

O processo de construcdo de um grafico de setores (ou pizza) é simples, pois o
setor de circunferéncia formado por um angulo de 360° equivale a 100% da area da
circunferéncia;assim para obter-se o setor cuja area representa uma determinada
frequéncia, basta resolver uma regra de trés simples, como apresentada a seguir:

360° - Total
x° - /.
Como x° = 360*( f, /Total),
Logo,
X° = 360*F,

Portanto, para a tabela acima, teremos:

x = 90° para suicidas do sexo feminino e x = 270° para suicidas do sexo masculino. Veja
no Grafico 2.6

B Masc

HFem

Grafico 2.6 Porcentagem de suicidas
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Interpretacao: De acordo com os Gréficos 2.4, 2.5 e 2.6, 75% do suicidas sdo do sexo

masculino e 25% s3do do sexo feminino.
f) Gréfico de linhas

Mostram o comportamento de um fendmeno em certo intervalo de tempo. Tais conjuntos

de dados constituem as chamadas séries histdricas.

Veja na tabela a seguir as taxas de mortalidade por cancer (mortes por 100.000 pessoas)
nos EUA durante o periodo de 20 anos, de 1940 a 1960.

Tabela 2. 8 Taxa de mortalidade por cancer (mortes por 100 mil pessoas)

Ano 1940 1945 1950 1955 1960
Mortes  120,3 134,0 139,8 146,5 149,2

160
150 A
o 140 -

S
2130

7]

[}]

2120
110
100 ‘ : ‘ : ‘
1935 1940 1945 1950 1955 1960 1965

Ano

Mortes por cancer por 100 mil

Grafico 2. 7: Taxa de mortalidade por cancer

O grafico de linhas (Grafico 2.7) mostra o crescimento acentuado na taxa de

mortalidade por cancer, durante o periodo em estudo.
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2. 2 Mdidas estatisticas

2. 2. 1 Mdidas de tendéncia central: média aritmética, mediana,
moda.

a. Mdia aritmética simples ou Média (X ): é a medida de tendéncia central mais
imoortgnte.
7= XLy x;
T
Exemplo: 5, 7, 8, 8, 14. Entdo, n=5 elementos, X = Wﬁgﬁ = % =8,4.

b. Mvda (Mo): é o valor mais frequente em um conjunto de dados. A moda fornece

rapidamente uma medida de tendéncia central.
Exemplo: 5, 7, 8, 8, 14. A Mo = 8. O conjunto de dados é unimodal.
Exemplo: 2,5,5,6,7,7,8. Mo=5e 7.0 conjunto de dados é bimodal.

Exemplo: 2, 4, 6. Todos os elementos tem a mesma frequéncia. O conjunto de dados nao

tem moda, ele é amodal.

Exemplo: 2, 2, 4, 4, 6, 6. Todos os elementos tem a mesma frequéncia. O conjunto de

dados é amodal.

c. Mdiana (Md): é o elemento que ocupa a posi¢do central de um conjunto de

dados, uma vez que os elementos foram colocados em ordem crescente.
Procedimento para calcular a mediana:

19) Colocar os dados em ordem crescente.

29) Calcular a posi¢do da mediana : P,, = 0,5 (n +1).

32) A mediana é o elemento da posicdo mediana: Md= X Do

Se n é impar, a mediana é o elemento que estd no centro do conjunto de dados; se

n é par, a mediana é dada pela média aritmética dos elementos centrais.
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Exemplo: ( n é impar)
19) Dados em ordem crescente: 5, 7, 8, 8, 14, n = 5 elementos.
29) Calcular a posi¢do da mediana: P, =0,5(5+1)=3.
39) A mediana é o elemento da 32 posi¢do: Md=X_= 8.
Exemplo: ( n é par)
19) Dados em ordem crescente: 5, 7, 8, 9, 9, 14, n = 6 elementos.
29) Calcular a posi¢do da mediana: P, ,=0,5 (6 +1) = 3,5.

39) Entdo, a estimativa da mediana depende dos elementos da 32 e 42 posicbes:

Exemplo: Dados os registros didrios das temperaturas diurnas da cidade XY: 0, 9, 9, 10
a) Calcular a média, a moda e a mediana das temperaturas. Interpretar o resultado.
b) Qual(is) medida(s) é(sdo) adequada(s) para representar a temperatura da cidade?

Resolugado:

L]

=
a) *

Mo = 9. Interpretagao: De acordo com a moda, a temperatura da cidade XY é 9 °C.

= 7. Interpretacao: A temperatura média da cidade XY é 7 °C.

EytE, 949

Md==— = = = 2. Interpretacao: De acordo com a mediana, a temperatura da

b) R
cidade XY é 9 °C.

A temperatura da cidade XY é mais bem representada pela moda ou mediana. Pois o
valor zero é um valor discrepante (ou atipico). Os valores discrepantes subestimam ou

superestimam os valores da média.
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N3o ha regra fixa para se identificar a medida de tendéncia central apropriada a

cada situacdo. De qualquer forma, é bom saber que:

A média é adequada quando ndo ha valores discrepantes.

A moda é adequada quando ha valores repetidos no conjunto de dados.
A mediana é adequada quando a distribuicdo dos dados for assimétrica (ha concentracado
de valores nas extremidades).

2. 2. 2 Qutras medidas de tendéncia central

a) Media ponderada ( X;)

A média ponderada é usada quando as varidveis tém importancias diferentes.

Por definicdo, a média ponderada dos nimeros x, X,, ..., X , COM pesos p , p,, ..., P, €:
_ Xypy T AP, + X P,
=

Py t+p; +- 1P,

Exemplo: A nota final na disciplina Portugués depende das notas da prova de gramatica
(peso 6) e da redacado (peso 4). Qual é a nota final do aluno que teve nota 8 na prova de
gramatica e nota 10 na redacdo.

. 8+x6+10=4 il

B 4‘+6 ]

b) Média geométrica ( X.) e Mdia harménica ( X )

A média geométrica e a média harmonica tém aplicacdo na area de economia, sendo

usadas nos calculos de indices economicos.

Por definicdo, a média geométrica dos numeros x, x,, ..., X, com as respectivas

frequéncias absolutas F , F, ..., F_é:

TR (R I Foyiais F
X = vz xpfe e, M

Exemplo: Encontrar a média geométrica de {3, 6, 12}.

Aquin=3,F=F =F=1e X;=V31-61-121=¢
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A média geométrica é o centro de massa de um conjunto de dados sintetizavel em

uma progressao geométrica (MILONE, 2004).

Por definicdo, a média harménica dos numeros x , x, ..., x , com as frequéncias absolutas

= n
ByBy 1

Exemplo: Encontrar a média harmonica de {3, 4, 6, 12}.

A média harmonica define o centro de massa de um conjunto sintetizavel em uma

progressao harmdnica. Como a série harménica resulta do inverso dos valores de
uma progressao aritmética, é definivel como o inverso da média aritmética dos inversos
dos valores (MILONE, 2004).

2.2.3. Separatrizes — quartil, decil, percentil.

Separatriz (ou quantil) é a medida de posi¢cdo que divide o conjunto de dados em partes

iguais.

As separatrizes sao Uteis para estabelecer quantidades ou porcentagensde itens menores

gue certo referencial e dar ideia da assimetria da distribuicao dos dados.

Embora o total de particOes seja um valor arbitrario definido pelo usuario, em funcao de
objetivos e interesses especificos, € comum dividir o conjunto de dados em duas, quatro,

dez e cem partes iguais.
As principais separatrizes sao: mediana, quartil, decil, percentil.
a)Mediana (Md)

A mediana também pode ser usada como separatriz. Neste caso, a mediana divide o

conjunto de dados em duas partes.
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50% | 50%

Exemplo: O conjunto de dados {5, 7, 8, 9, 9, 14}, com n = 6 elementos, possui Md = 8,5.
Ha vdrias interpretacdes possiveis:

12) 50% dos valores sdo menores ou iguais a 8,5 ou, equivalentemente, trés valores sdo

menores ou iguais a 8,5.
22) 50% dos valores sdo maiores do que 8,5 ou trés valores sdo maiores que 8,5.
b) Quartil (Q))

Os quartis, Qs, comi=1,2,3, dividem o conjunto de dados em quatro partes iguais.

c) Decil (D

Os decis, D/s,comi=1a9, dividem o conjunto de dados em dez partes iguais.

| 10% | 10% | | 10% |
X D D D X

Min 1 2 9 Max

d) Percentil (P

Os percentis, P's, comi=12a99, dividem o conjunto de dados em cem partes iguais.

1% 1% | | 1% |
X P P P X

Min 1 2 99 Maéx

Procedimento para cdlculo das separatrizes:

12) Colocar os dados em ordem crescente.
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29) Calcular a posicdo da separatriz.

Quadro 2. 2: Posi¢Oes das separatrizes

Quartil ( Q) Decil(D) Percentil(P)

F, =0,25(n+1) | P, =0,1(n+1) | P, =0,01(n+1)

P, =05(n+1) | P, =0,2(n+1) P, =0,02(n +1)

P, =0,75(n+1)

P, =09(n+1) | P, =0,99(n+1)

39) A separatriz é o elemento da posicdo da separatriz.

< :XP[J.I D, =X
L

Bp Fp=ik

PP[

Se posicdo da separatriz for um numero fraciondrio, a estimativa da separatriz estara
entre dois elementos. Logo, pode-se obter a separatriz calculando a média aritmética
desses dois elementos.

PARE E PENSE: Na literatura, hd varios métodos para calcular as separatrizes,
todos fornecem valores préximos. A forma de interprecdo das separatrizes ndao

se altera.

Exerci cio:Obter os quartis do conjunto de dados: 27, 25, 20, 15, 30, 34, 28, 25.
19 ) Em ordem crescente: 15, 20, 25, 25, 27, 28, 30, 34 — n=38.

22) Posicoes

12 Quartil 292 Quartil 32 Quartil

P, =0,25(9)=2,25 | B, =0,5(9)=4,5 | P, =0,75(9)=6,75

392) Quartis
12 Quartil 22 Quartil 32 Quartil
Q =X, Q,=X,. Q, =X, .
x;t+x3 20+ 25 xyg +xg 25+27 _ Xgtx; 28+30
1T T T T 3 Q=—p = [T T3
Q,=22,5 Q,=26 Q,=29
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Interpretagao para 12 Quartil :

12) 25% dos valores sdo menores ou iguais a 22,5 ou, equivalentemente, dois valores sao

menores ou iguais a 22,5.
22) 75% dos valores sdao maiores do que 22,5 ou seis valores sdo maiores que 22,5.
Interpretagao para 32 Quartil :

12) 75% dos valores sao menores ou iguais a 29 ou, equivalentemente, seis valores sdo

menores ou iguais a 29.
22) 25% dos valores sao maiores do que 29 ou dois valores sdo maiores que 29.
Interpretagao para 22 Quartil :

12) 50% dos valores sdo menores ou iguais a 26 ou, equivalentemente, quatro valores

sao0 menores ou iguais a 26.

22) 50% dos valores sdao maiores do que 26 ou quatro valores sdo maiores que 26.

A mediana e o 22 Quartil sdo iguais, ou seja, Md = Q..

Exerci cio:Obter o 62 decil do conjunto de dados: 27, 25, 20, 15, 30, 34, 28, 25.
19 ) Em ordem crescente: 15, 20, 25, 25, 27, 28,30, 34 — n=38.

292) Posicdo: Pp = 0,6(9) =5,4.

wetx, _ 27418
- P
2

= =27,5.

32)062decilé D =X, =
Interpretagdo para 62 decil:
12) 60% dos valores sdo menores ou iguais a 27,5 .

22) 40% dos valores sao maiores do que 27,5.

Exerci cio:Obter o 872 percentil do conjunto de dados: 27, 25, 20, 15, 30, 34, 28, 25.
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12 ) Em ordem crescente: 15, 20, 25, 25, 27, 28,30,34 — n=38.

22 ) Posicdo: F‘PBT= 0,87(9)=7,83

xptxg _ I0+34

39) O 872 percentil € P, = X, = =32.

83 2 2
Interpretagao para 872 percentil:

12) 87% dos valores sdo menores ou iguais a 32 .

22) 13% dos valores sdao maiores do que 32.

Mediana, 22 Quartil, 52 Decil e 502 Percentil sdo iguais, ou seja, Md=Q, =D, =P, .

2. 2. 4 Medidas de dispersao

Nem sempre a medida de posicdo (média, mediana,...) é suficiente para descrever, de
modo satisfatério, um conjunto de dados. E entdo, importante analisar as “distancias”
dos dados em relacdo a medida de posicdo. Essa “distancia” é chamada de dispersao ou
variabilidade dos dados.

As medidas de dispersao medem a variabilidade dos dados, ou seja, a distancia dos
dados em relacdao a medida de posicao.

Como ilustracdo, veja as notas das 5 provas de 4 alun
Tabela 2. 9 Notas e média

NOTAS MEDIA
ALUNO P, P, P, P, P, X
A 5 5 5 5 5
B 6 4 5 4 6 5
C 10 5 5 5 0 5
D 10 10 5 0 0 5

Intuitivamente, é possivel observar que as notas do aluno A coincidem com a média. E
gue as notas do aluno B sdo mais distantes da média do que as notas do aluno A. Logo,

as notas do aluno B possui maior variabilidade do que as notas do aluno A.
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vr ol 1 n

Assim sendo, surge a necessidade de definir medidas que calculem a variabilidade.
As principais medidas de variabilidade sdo: amplitude, desvio médio, variancia, desvio

padrdo e coeficiente de variacdo.
a) Amplitude ( R) : é a diferenca entre o maior e o menor valor do conjunto de dados.

R=X , -X .

min

Exemplo: Para as notas da Tabela 2.9, a amplitude das notas do aluno A é zero
(R=5-5=0), aamplitude das notas doalunoBé2 (R=6-4=2),aamplitude das notas
dosalunosCeDé 10 (R=10-0=10).

Quanto maior for a amplitude, maior é a variabilidade.

Interpretagao: De acordo com a amplitude, as notas do aluno C tém variabilidade maior

do que as notas do aluno B.

Interpretagao: De acordo com a amplitude, as notas do aluno C e as notas do aluno D

possuem a mesma variabilidade. Sera?

Vantagem: A amplitude possui calculo simples.

Desvantagem: A amplitude utiliza apenas dois valores do conjunto de dados. Portanto,
ha perda de informacdo da variabilidade.
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b) Desvio médio (DM : é a média das diferencas dos valores do conjunto de dados em
relacdo a sua média. .
21X - %]

DM =+
n

O termo «diferenca» dos valores em relacdo a média é equivalente ao termo «distancia»
dos valores em relacdo a sua média.

Exemplo: Para as notas da Tabela 2.9, o desvio médio das notas do aluno B é 0,8.
_l6—5]+14—5]+15—5|+|4— 5]+ |6 —5]
22 5
A =T =T ] 4
3 5 "5

i —~E G,E

Os desvios médios das notas dos alunos A, C e D estdo na Tabela 2.10.

Tabela 2. 10 Notas, média e medidas de dispersdo

NOTAS MEDIA  MEDIDAS DE DISPERSAO
ALUNO P, P, P, P, P, x R DM & s CV
AL 5 5 5 5 5 5 o 0 0 0 ©
B 6 4 5 4 6 5 08 1 1 02
c 10 5 5 5 0 5 10 2 125 354 07
D 10 100 5 0 O 5 10 4 25 5 1

Quanto maior for o desvio médio, maior é a variabilidade.

Interpretacdo: De acordo com o desvio médio na Tabela 2.10, as notas do aluno C tém

variabilidade maior do que as notas do aluno B.

Interpretacdo: De acordo com o desvio médio, na Tabela 2.10, as notas do aluno

D tém variabilidade maior do que as notas do aluno C.

Vantagem: O desvio médio utiliza todos os valores do conjunto de dados. Portanto,
ndo ha perda de informacao da variabilidade.

Desvantagem: O desvio médio nao é muito utilizado na pratica.
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c) Variancia ($?) :é a média dos quadrados das diferencas dos valores do conjunto de

dados em relagdo a sua média.

o 2?21[3‘55 R Jﬂi

T

Por motivos associados a teoria estatistica, € usual utilizar (n — 1) em vez de n no

denominador da equacgao acima.

Entdo, a equacgdo que usaremos para calcular a variancia é:

- Eii(x—X)°

n—1

52

Essa é a equacgao utilizada pelas calculadoras e pelos programas estatisticos.

-
=

Se n for grande, * = 52,

Exemplo: Para as notas da Tabela 29, a variancia das notas do aluno B é.
_ eSSk {5 - G (5 - [h —5)"

¥ 5—1
o (DT + DT+ (A
4

As variancias das notas dos alunos A, C e D estdo na tabela 2.10.

Quanto maior for a varidncia, maior € a variabilidade.

Interpretagao: De acordo com a variancia, na Tabela 2.10, as notas do aluno C tém

variabilidade maior do que as notas do aluno B.

Interpretagao: De acordo com a variancia, na Tabela 2.10, as notas do aluno D tém

variabilidade maior do que as notas do aluno C.

Vantagem: A variancia utiliza todos os valores do conjunto de dados. Portanto,

nao ha perda de informacdo da variabilidade. A variancia é muito utilizada na

pratica.

Desvantagem: A variancia possui valores muito altos, pois usa o quadrado das diferencas.
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d) Desvio padrao ( S) : é raiz quadrada da variancia.

5= .V'F

Exemplo: Para as notas da Tabela 2.9, o desvio padrdo das notas do aluno B é.

§=41=1

Os desvios padrdo das notas dos alunos A, C e D estdo na Tabela 2.10.

PARE E PENSE: quanto maior for o desvio padrao, maior é a variabilidade.

Interpretagdo: De acordo com o desvio padrao, na Tabela 2.10, as notas do aluno C tém
variabilidade maior do que as notas do aluno B.

Interpretagdo: De acordo com o desvio padrao, na Tabela 2.10, as notas do aluno D tém
variabilidade maior do que as notas do aluno C.

Vantagem: O desvio padrdo utiliza todos os valores do conjunto de dados.

Portanto, ndo ha perda de informacdo da variabilidade. O desvio padrdo é muito

utilizado na pratica.

Desvantagem: Possui interpretacdo subjetiva. Em alguns casos, o pesquisador pode ficar

em duvida ao classificar a variabilidade como alta ou baixa.

e) Coeficiente de Variacdo (CV): é uma medida relativa de variabilidade, através da
comparacdo da média com o desvio padrao.

CV =2 ou cv=§x1nu%

£
kY

N3ao ha uma regra fixa para a classificagdo da variabilidade em fungao do coeficiente de

variagdo. De qualquer forma, é razoavel considerar que:

56

ESTATISTICA: DA EDUCACAO BASICA AO ENSINO SUPERIOR



MODULO 1

. CV <0,3; entdo, a variabilidade é baixa.
. 0,3 <CV<0,5; entdo a variabilidade é moderada
. CV >0,5; entdo a variabilidade é alta.

Se CV < 0,3, entdo a média é representativa para o conjunto de dados.

Exemplo: Na Tabela 2.10, o coeficiente de variagao das notas do alunoB é: CV = E =02
ou 20%. Portanto a variabilidade das notas do aluno B é baixa.

Os coeficientes de variacao das notas dos alunos A, C e D estdo na tabela 2.10.

Quanto maior for o coeficiente de variagcdo, maior é a variabilidade.

Interpretacdo: De acordo com o coeficiente de variacdo, na Tabela 2.10, as notas do

aluno D tem variabilidade maior do que as notas do aluno C.

Vantagem: O coeficiente de variagdo utiliza todos os valores do conjunto de
dados. Portanto, ndo ha perda de informacdo da variabilidade. O coeficiente de
variacdo é muito utilizado na pratica.

Desvantagem: se a média for muito pequena, ela inflaciona o coeficiente de variacdo.

PARE E PENSE: E sempre muito importante analisar a média e uma medida de dispers3o
simultaneamente. A média so é representativa para um conjunto de dados que possui
baixa variabilidade.
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DESAFIQ Calcule o coeficiente de variagdo do grupo 1 e do grupo 2 e interprete.

Gupol:3,1e5 e Gupo2:55,57eb53.

Resulugdo no final do médulo.

A comparacao da variabilidade de dois grupos com médias diferentes deve ser
feita através do coeficiente de variagao.

2. 2. 5. Mdidas de assimetria e curtose

Conforme ja dito anteriormente, o histograma ou a distribuicao de frequéncias mostram
a distribuicdo dos dados, a qual pode ser classificada em:

a) Distribuicdo simétrica

'E’ i Fariawvel

R

Figura 2. 1 Curva de uma distribuicdo simétrica
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Em uma distribuicdo simétrica, os dados estdao concentrados no meio. Além disso,

2

Mo 2Md= X

b) Distribuicdao assimétrica a direita

) F

Mo oy ¥ Varigvel

Figura 2.2: Curva de uma distribuicdo assimétrica a direita

Em uma distribuicdo assimétrica a direita, os dados estdo concentrados a esquerda e

poucos dados ficam a direita, formando uma cauda a direita. Além disso,
Mo < Md = ?

C) Distribuicdo assimétrica a esquerda

Fi

-

5 Md Fariavel

Figura 2.3: Curva de uma distribuicdo assimétrica a esquerda

Em uma distribuicdo assimétrica a direita, os dados estdo concentrados a direita e

poucos dados ficam a esquerda, formando uma cauda a esquerda. Além disso,
X < Md< Mo.

d) Coeficientes de Assimetria

Permite classificar uma distribuicao de dados quanto ao grau de assimetria.

Primeiro coeficiente de Pearson: quando dispomos da média, moda e desvio padrao.

_A_’—Mo
S

As
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Segundo coeficiente de Pearson: usado quando conhecemos os quartis.

=Qa +@Q; —2%0Q,
Qa_@1

As

A interpretacao dos coeficientes de Pearson é a seguinte:
Se A, = 0, a distribuicdo é simétrica;
Se A, = 0, a distribuicdo é assimétrica a direita;

Se A, = 0, a distribuigdo é assimétrica a esquerda.

e) Coeficiente de curtose

A medida de curtose mede o grau de achatamento de uma distribuicao, correspondendo

a um indicador da forma dessa distribuicao.

Esta medida quantifica a concentracao ou dispersao dos valores de um conjunto de

dados em relagdao as medidas de tendéncia central.
Uma distribuicdo é classificada quanto ao grau de achatamento como:

a) Leptocurtica: os dados estdo fortemente concentrados em torno de seu centro.

Figura 2. 4 Curva de uma distribuicdo leptocurtica

b) Mesocurtica (normal): os dados estdo razoavelmente concentrados em torno do seu
centro.

Figura 2. 5 Curva de uma distribuigdo mesocurtica
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c) Platicuirtica: os dados estao bastante espalhados, afastando-se do centro.

/\

Figura 2.6: Curva de uma distribuicao platiclrtica

Esses graficos podem ser comparados com:

Y

f Ill—p Leptocurtica

" / \ e Platicirtica
\ --H"‘—-.-.___-

— P W o

Figura 2.7: Comparacao entre as curvas das distribuicdes mesocurtica, leptocurtica e platicurtica

O coeficiente de curtose é dado por:
Q3- Qs
2 (P90 - P10)

onde P, é 0902 percentil e P,  é 0 102 percentil.
A interpretacdo do coeficiente de curtose é:
Se K =0,263, a distribuicao é mesocurtica;
Se K > 0,263 , a distribuicdo é platicurtica;

Se K <0,263 , adistribuicdo é leptocurtica.
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2. 2. 6 Box- plot ( diagrama de caixas)

O Box-Plot & um grafico que utiliza cinco numeros estatisticos: x __, Q,, Md, Q,, x

max”

|

an

20

Figura 2. 8Box-plot
Na Figura2.8,x . =x. e X , =X.
m

in 1 max n

O Box-Plot (diagrama de caixas) é uma representacdo grafica abrangente, que mostra
simultaneamente varias caracteristicas importantes de um conjunto de dados, sdo elas.

1. Variabilidade: R = Xmax - Xmin
2. Medidas de posigdo: Q, Md, Q,
3. Assimetria

a) Distribuicdo simétrica

R —————

of Md

Figura 2. 8Distribuicdo simétrica
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b) Distribuicdo assimétrica a direita

Figura 2. 9Distribuicdo assimétrica a direita

c) Distribuicdo assimétrica a esquerda

Figura 2. 10Distribui¢cdo assimétrica a esquerda

4. Valores atipicos (discrepantes ou outliers):

Os valores atipicos sao muito distantes dos demais valores do conjunto de dados. Para a

identificagcdo desses valores, o box-plot emprega o seguinte critério:
Limite Superior: LS=Q,+1,5(Q,-Q))
Limite inferior: LI=Q - 1,5(Q,-Q))

Se um valor do conjunto de dados for maior que LS ou menor que LI, entdo ele é um

valor atipico . O valor atipico é destacado no grafico através de pontos.

Os limites LS e LI ndo aparecem no boxplot.
Apds investigacao, ha trés medidas possiveis para o valor atipico:

Corrigir o valor atipico. Quando forem detectadas falhas de medig¢ao ou de registros dos
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valores, as quais podem ser corrigidas.

Excluir o valor atipico. Quando forem detectadas falhas de medicdao ou de registros dos
valores, os quais NAO podem ser corrigidos ou quando for verificado que o valor é raro
e dificilmente ocorrerd novamente.

Mnter o valor atipico. Quando for constatado que o valor é destoante, no entanto, nao

houve falha de medi¢do é um valor com ocorréncia possivel

A decisao de excluir ou ndo um outlier do conjunto de dados deve ser amparada

por justificativas de especialistas da drea do tema em estudo. Nem sempre, um
analista ou estatistico tem condi¢des de tomar decisdo sem as consideragdes
desse especialista.

O box-plot é util para a comparagao estatistica de dois conjuntos de dados.

Exemplo: Seja T= tempo de espera, em minutos, para atendimento em consultério
médico, tal que T = (15, 20, 25, 25, 27, 28, 28, 30, 50, 50, 55, 60). O box-plot para o
tempo de espera é:

60

50

40

30

20

Grafico 2. 8 Box-plot para tempo de espera
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Interpretagao:

O tempo de espera varia de 15 a 60 minutos. Além disso, a amplitude R = 60 - 15 = 45

minutos.

Como Q, = 25, entdo, 25% dos pacientes esperaram 25 minutos ou menos pelo
atendimento. Como Md = Q, = 28, entdo 50% dos pacientes esperaram 28 minutos
ou menos pelo atendimento. Como Q, = 50, entdo 75% dos pacientes esperaram 50

minutos ou menos pelo atendimento.

A distribuicdo do tempo de espera é assimétrica a direita. Entdo, a mediana pode
ser usada para representar o conjunto de dados. Portanto, o tempo de espera pelo

atendimento do conjunto de dados é representado por 28 minutos.

N3do ha tempo de espera atipico no conjunto de dados analisados.

Exemplo: Seja T= tempo de espera, em minutos, para atendimento em consultério
médico, tal que T = (15, 20, 25, 25, 27, 28, 28, 30, 50, 50, 55, 88). O box-plot para o

tempo de espera é:

80

60

40

20

Grafico 2. 9 Box-plot para tempo de espera
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Interpretagao:

1. O tempo de espera varia de 15 a 88 minutos. Além disso, a amplitude R = 88 -15 =73

minutos.

2. Como Q, = 25, entdo, 25% dos pacientes esperaram 25 minutos ou menos pelo
atendimento. Como Md = Q, = 28, entdo 50% dos pacientes esperaram 28 minutos
ou menos pelo atendimento. Como Q, = 50, entdo 75% dos pacientes esperaram 50

minutos ou menos pelo atendimento.

3. A distribuicdo do tempo de espera é assimétrica a direita. Entdo, a mediana pode
ser usada para representar o conjunto de dados. Portanto, o tempo de espera pelo

atendimento do conjunto é representado por 28 minutos.

4. O tempo de espera igual a 88 minutos é atipico e deve ser investigado.

- e
Resolugao: Para o grupo 1, a média é X = i %i

g
=—:3_
n 3

I =800 (3-3)%+(1-30%+(5-3)%
n—1 - 3-1 -

4.

A variancia é 5% =

Logo, S=2eCV=5/%=2/3=0,66 ou 66%. A variabilidade do grupo 1 é alta. Portanto, a

média ndo é representativa.

s 5 B w165
Para o grupo 2, amédiaé X = —‘=nj—‘ =5 = 55.
I (=8 (55-55)7+(57-55)%+(53-55)% _
n-1 - 3-1 -

4.

A variancia é 5% =

Logo, S=2e CV=2/55=0,0364 ou 3,64%. A variabilidade do grupo 2 é baixa. Portanto, a

média é representativa.

Além disso, de acordo com o coeficiente de variacdo, a variabilidade dos dados do grupo

1 é maior do que a do grupo 2.
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Neste moédulo, foram apresentados detalhadamente conceitos basicos e métodos
estatisticos para a analise exploratdria de dados. Com os métodos, grandes quantidades
de dados podem ser resumidos em tabelas (distribuicdes de frequéncias), graficos
(histograma, ogiva, grafico de colunas, graficos de setores, grafico de linhas, ramo-e-
folhas, box-plot e outros) e medidas estatisticas (média, mediana, moda, variancia,
desvio-padrao, coeficiente de variacdo, percentil e outras). Cada método apresentado
foi ilustrado com um exemplo e a respectiva interpretacdo. Foram discutidas as situacoes

adequadas para o emprego, na pratica, de cada método.
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Conteudos basicos do Mbdulo:

Conceitos basicos de probabilidade
Varidveis aleatérias

Distribuigdes discretas de probabilidade
Distribuicoes continuas de probabilidade

=

Obj etivos do Mbdulo:

Ao final deste estudo, esperamos que vocé, aluno(a), possa:

Compreender o que é aleatoriedade

Compreender o conceito de probabilidade e suas propriedades
Aplicar o Teorema de Bayes

Aplicar as distribui¢cdes discretas de probabilidade problemas reais.
Aplicar as distribui¢cdes continuas de probabilidade a problemas reais.
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| - TEXTO BASICO

3. Probabilidade e variaveis aleatdrias

E conveniente dispormos de uma medida que exprima a incerteza presente em
afirmagdes do tipo “E possivel que chova hoje” ou “N&o hé chance de ganhar o prémio”,
em termo de uma escala numérica que varie do impossivel ao certo. Essa medida é a

probabilidade.

3. 1. Introduc¢ao a probabilidade - conceitos e propriedades

O conceito de probabilidade é fundamental para o estudo de situagdes em que ha mais
de um resultado possivel, mesmo quando mantidas inalteradas as condi¢es de sua
realizagdo. Por exemplo, jogando-se um dado, temos seis resultados possiveis. Embora
nao sejamos capazes de afirmar de antemao que resultado ocorrerd, temos condigdes

de descrever o conjunto de todos os resultados possiveis.

PARE

A aleatoriedade estd presente na natureza e se manifesta em diversas situagdes. IP
Observe que os registros de temperaturas do ambiente se manifestam de forma

aleatdria o numero de clientes, por dia, de uma loja também é aleatoria.

PERGUNTA:

Que outros acontecimentos do seu cotidiano ocorrem de forma aleatoéria?
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Antes de passarmos a definicdo de probabilidade, é necessario compreender os

conceitos de experimento, espago amostral e evento.
a) Experimento aleatorio ( E)

Um experimento que pode fornecer diferentes resultados, embora seja repetido toda

vez da mesma maneira, é chamado experimento aleatdrio.
Alguns exemplos de experimentos aleatdrios sao:

E.: jogar um dado e observar a face de cima

E,: jogar uma moeda

E.: retirar uma carta de um baralho

E : selecionar um aluno de uma turma de 30 alunos

A origem da teoria da probabilidade, no século XVII, esta relacionada ao interesse
em resultados de lancamentos de dados e moedas e jogos de cartas presentes
nos jogos dos cassinos. Por isso, exemplos envolvento esses experimentos sdo comuns

em livros didaticos da area de probabilidade.

b) Espaco Amostral (S)

E o conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento.
$,={1,2,3,4,5,6}

S, ={Ca, Co}

S, ={52 cartas}, ou seja, 52 possibilidades.

S, = {30 alunos}, ou seja, 30 possibilidades.
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c) Evento
E um subconjunto de um espago amostral.

Por exemplo, considere o experimento E, do lancamento de um dado e o respectivo
espago amostral S,. Logo, podemos definir o evento A como sendo a ocorréncia de face
par e o evento B para a ocorréncia de face impar. Formalizando, teremos:

A={2,4,6}eB={1,3,5}

d) Eventos mutuamente exclusivos ( eventos disj untos)
Sdo eventos que ndo ocorrem simultaneamente.
Exemplo:

E,: langamento de um dado

$,=1{1,2,3,4,5.6}

A={2,4,6}

B=1{1, 3,5}

C={2}

Os eventos A e B sdo mutuamente exclusivos, pois face par e impar ndo podem ocorrer
simultaneamente. Logo, A NB = @.

Os eventos A e C ndo sdao mutuamente exclusivos, pois a face dois ocorre no evento A e
no evento C.

3. 1. 1. Definicao de Probabilidade
a) Defini¢do Classica

Consideramos o caso em que se joga um dado repetidas vezes. O dado tem seis faces.
Se o dado é homogéneo, equilibrado, jogando-o uma vez ndo ha razdo para dizermos
gue determinada face tenha preferéncia sobre as outras. Todos os seis resultados sdo
igualmente possiveis. Entdo, a probabilidade de aparecer face 3, por exemplo, é 1/6.

O evento que nos interessa consiste em “um” elemento, e o espaco amostral tem seis
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elementos. A probabilidade é, pois, a relacdo do numero de pontos do evento para o

numero de pontos do espaco amostral.

Ou seja, dado um espaco amostral S, se A é o evento de interesse, a probabilidade de A,

representada por P (A), é dada por:

P(4) Numero de casos favoraveis ao evento 4

Niumero de casos possiveis

A definicdo classica de probabilidade se aplica quando os pontos do espago amostral sdao

equiprovaveis.

Exemplo: Na jogada de um dado, qual a probabilidade de ocorrer face par?
Solugdo: P(A) = 3/6= 1.

Exemplo: Na jogada de um dado, qual a probabilidade de ocorrer face impar?

Solugdo: P(B) = 3/6= .

Podemos escrever o resultado da probabilidade em porcentagem: % = 0,5 = 50%.

b) Probabilidade e Frequéncia Relativa

A definicdo classica de probabilidade so se aplica a espagcos amostrais em que 0s
eventos simples sdo igualmente possiveis. Esse é o caso da maioria das aplicacGes de
probabilidades aos jogos de azar. Esses mesmos jogos, entretanto, repetidos inumeras
vezes, levaram a considerar a probabilidade de um evento como a frequéncia relativa, ou
seja, como a propor¢ao de vezes que um evento ocorre em uma série suficientemente
grande de realizacdes de um experimento, em condi¢des idénticas. Surgiu, entdo, uma

nova definicdo de probabilidade, a definicdo frequencial.

Se A é o evento de interesse, a probabilidade de A é dada por:

Numero de vezes que 4 ocorreu

P(4) =
(4) Numero total de repeticbes do experimento
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em que o numero de repeticdes deve ser grande.

Por exemplo, se vocé repetir o experimento do langamento de uma moeda 100

vezes, é esperado que ocorram aproximadamente 50 caras e 50 coroas.

Proponho que vocé execute essa experiéncia, e anote os resultados.

3. 1. 2. Axiomas da probabilidade

Se A e B sdo eventos do espaco amostral S, entdo P(A) e P( B), satisfazem aos axiomas:
)0 < P(A) <1

ii) P(S) =1 . “A probabilidade do espaco amostral é 1”.

iii) Se A N B = @ (disjuntos), entdo P(A U B) = P(A) + P(B).

Axiomas sdo afirmacdes que sdo aceitas como verdadeiras, mas ndo foram

demonstradas.

Exemplo: Obtenha o espago amostral para o langamento de duas moedas.
Solugao:

S ={(ca,ca); (ca, co); (co,ca); (co, co)}

Para situacdes que envolvem lancamentos de duas ou mais moedas, considerar

gue as moedas sdo distintas, podendo ser distinguiveis por cores ou tamanhos
diferentes.

Observe que (ca, co) # (co, ca).
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Esquematicamente, temos:

Azul Vermelha

ca
ca /
N

co

ca
co /
N

co

Exemplo: Obtenha o espaco amostral para uma moeda que sera langada duas vezes.
Solugao:
S ={(ca,ca); (ca, co); ( co,ca); (co, co)}

Esquematicamente, temos:

1° 2°
Lan¢amento Lang¢amento
ca
ca /
N\
co
ca
co /
N\
co

Exemplo: Dois dados sdo langcados simultaneamente.
a) Apresentar o espago amostral para esse experimento.

b) Qual é a probabilidade de que a soma das faces seja 5?
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Solugio:
Os dados s3o distintos e o espago amostral é:
$=1{(1,1); (1,2); (1,3); (1, 4; (1,5); (1,6);

(2,1); (2,2); (2, 3; (2,4); (2,5); (2,6);
(3,1); (3, ; (3,3); (3,4); (3,5); (3,6);
(4,3; (4,2); (4,3); (4,4); (4,5); (4,6);
(5,1); (5,2); (5,3); (5,4); (5,5); (5,6);
(6,1); (6,2); (6,3); (6,4); (6,5); (6,6)}

Observe que (1,4) # (4,1).

b) Evento A: soma das faces = 5. Logo, P (A) = 4/36.

Para situa¢des que envolvem lancamentos de dois ou mais dados, considerar
gue os dados sdo distintos, podendo ser distinguiveis por cores ou tamanhos
diferentes.

3. 2. Probabilidade condicional

Seja o espaco amostral S=1{1, 2, 3, 4, 5, 6}, que corresponde a face de um dado.
Pergunta 1: Qual é a probabilidade de ocorrer face 5?

Resposta: A = face 5. Entdo: P(A) = 1/6.

Pergunta 2: Qual é a probabilidade de sair face 5 sabendo-se que a face é impar?
Resposta:

12 modo: na pergunta 2, hd uma informagdo adicional: sabe-se que a face do dado é
impar. Essa informacdo reduz o espaco amostral, que passa a ser 1, 3, 5, o qual sera

usado para calcular a probabilidade de ocorrer face 5.

MODULO 2
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Entdo, A={5}eB={1,3,5}.

Logo, P(A|B) =1/3.

Vemos, nesse exemplo, que a probabilidade de um evento A = {5} se modifica

guando dispomos de informacdo sobre a ocorréncia de outro evento associado,

por exemplo, B = {ocorreu face impar}.

22 modo:

Por definicdo, a probabilidade do evento A, quando se sabe que o evento B ocorreu, é
chamada probabilidade condicional de A dado B, denota-se por P (A|B), e é calculada
por:

B{ANE)
PiE)

P(A|B) =

No exemplo, temosS={1, 2, 3, 4,5, 6} e os eventos A, Be ANB relacionados a ele, tal
que A={5},B={1,3,5} e AnB={5}.

Entdo, P (B)=3/6 e P (ANB) = 1/6.

Logo,

EBidnE) _1/8
BB} 3/8

P(A|B) =

|
w1 |
]
|-

Exemplo: Um grupo de pessoas foi classificado quanto ao peso e pressdo arterial de
acordo com as proporcdes do quadro a seguir.

Quadro 3. 1 Peso e pressdo arterial

PESO
PRESSAO | Excesso | Normal | Deficiente | TOTAL
Alta 0,10 0,08 0,02 0,20
Normal 0,15 0,45 0,20 0,80
TOTAL 0,25 0,53 0,22 1,00
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a) Qual a probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso nesse grupo ter pressao alta?

b) Se se verifica que a pessoa escolhida tem excesso de peso, qual a probabilidade de ela

ter também pressdo alta?
Esse exemplo foi extraido de Farias et al. (2003)
Solugao:

a) Como a pessoa é escolhida ao acaso em um grupo em que 20% tem pressdo alta,

chamando A o evento “ter pressao alta”, P (A) = 0,20 é a probabilidade pedida.

b) Chamaremos B o evento “ter excesso de peso”. Ante a informacdo de que a pessoa

tem excesso de peso, entdo estamos interessados na primeira coluna, P (B) = 0,25.
Alémdisso, o evento “ter pressao alta e excesso de peso” é oevento (AnB)e P(ANB)=0,10.
Logo, podemos calcular a probabilidade condicional de A dado B.

P{..-‘-l |B] " BlANE) _Db1o

=0,40 ou 40%.
PiE) 0,25

3. 3. Independéncia de eventos

Dois eventos sdo independentes se a ocorréncia de um deles ndo interfere na ocorréncia

do outro.

Formalizando, dados dois eventos A e B de um espago amostral S, temos que:

P (4|B) =P (A) = eventos A e B sdo indepententes

Em outras palavras podemos dizer que:

A probabilidade condicional do evento A, dado o evento B, é igual a probabilidade de A

se e somente se, os eventos A e B sdo independentes.

MODULO 2
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Exemplo: Um grupo de pessoas foi classificado quanto a peso e pressao arterial de

acordo com as proporc¢des do quadro a seguir.

Quadro 3. 2 Peso e pressao arterial

PESO
PRESSAO | Excesso | Normal | Deficiente | TOTAL
Alta 0,10 0,08 0,02 0,20
Normal 0,15 0,45 0,20 0,80
TOTAL 0,25 0,53 0,22 1,00

Os eventos ‘excesso de peso’ e ‘pressao alta’ sdo independentes?
Solugao:

Chamando A o evento “ter pressdo alta” e de B o evento “excesso de peso”, temos que
P (A)=0,20 e P(A|B) = 0,40.

Como P (A) # P(A|B), entdo A e B ndo sdo independentes.

3. 4. Teorema do Produto

P{ANE)
PiE)

Da defini¢do de probabilidade condicional, temos: P(4 |5} =

Se AeBsdoindependentes, podemos dizer que P (A|B) =P (A), a qual pode ser substituida

na definicdo de probabilidade condicional.

PlANE)

ot Portanto, P (A n B) = P (A). P(B).

Logo, P(4) =
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“Se A e B sdo eventos independentes, entdo P(A n B) = P(A). P(B)".

Exemplo: Uma moeda é jogada 2 vezes. Qual é a probabilidade de sair face cara nos dois

langcamentos?

Solugao:

A “face cara no segundo langamento” independe da “face cara no primeiro langamento”.

O evento A “face cara no primeiro langamento” tem probabilidade 1/2. Logo, P(A) =% .

O evento B “face cara no segundo langamento” tem probabilidade 1/2. Logo, P(B) =% .
1 1 =

P(ANB)=P(A).P(B)=%"~=7

3. 5. Teorema da Soma

i) Se A e B forem disjuntos, entdo P(A U B) = P(A) + P(B). (Axioma iii)

ii) Se A e B podem ocorrer ao mesmo tempo, entdo P(A U B)=P(A)+P(B)-P(ANB)“
Exemplo:

Uma urna possui duas bolas brancas, uma azul e uma vermelha. Qual é a probabilidade

de uma bola colorida ser selecionada?

Solugao:

O espaco amostral para as quatro bolas é S = {Brancal, Branca2, Azul, Vermelha}
O evento A “selecionar bola azul” tem probabilidade 1/4. Logo, P(A) = 1/4 .

O evento B “selecionar bola vermelha” tem probabilidade 1/4. Logo, P(B) = 1/4.
O evento A e B sao disjuntos, ndo podem ocorrer ao mesmo tempo.

O evento A U B “selecionar bola azul ou vermelha”, tem probabilidade
P(AUB)=P(A)+P(B)=1/4+1/4=2/4=1/2.

Exemplo: Qual é a probabilidade de se extrair um ds ou uma carta de espada de um

baralho?

Seja A o evento extra¢do de um 4s de um baralho e B a extra¢do de uma carta de espada.

MODULO 2
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O evento A “extracdo de um as” tem probabilidade 4/52. Logo, P(A) = 4/52.
O evento B “extracdo de uma espada” tem probabilidade 13/52. Logo, P(B) = 13/52.
Os eventos A e B ndo sao disjuntos, podem ocorrer ao mesmo tempo.
Logo, P(An B)=1/52.
P(AWB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=
=4/52 +13/52 - 1/52 =16/52=4/13.

Exemplo: Em uma universidade, 50% dos alunos falam inglés, 20% francés e 5% os
dois idiomas. Qual é a probabilidade de encontrar alunos que falem alguma lingua

estrangeira?
P(A)=0,5, P(B)=0,2 e P(A n B)=0,05
P(AWB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=

=0,5+0,2-0,05=0,65.

3. 6. Qutros teoremas
i) Se @ € um conjunto vazio, entdo P (@)= 0.
ii) Se A é o complemento do evento A, entdo P(A) =1 - P(A).

iii) Se A = B, entdo P(A) < P(B).

3. 7. Teorema de Bayes
Sejam A , A, ..., A, n eventos mutuamente exclusivos taisque A, MA, M. M A =S.

Sejam P(A) as probabilidades conhecidas dos varios eventos, e B um evento qualquer de

S tal que conhecemos todas as probabilidades condicionais P (B|A)).

Entdo para cada i, teremos:

P(A,nB)  P(A,NnB) _  P(A)P(BIA)
P(B)  X»,P(4,nB) X, P(4,)P(BlA)

P(A;|B) =
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Na equacdo acima, P(B) é chamada de probabilidade total.

P(B) = ) P(4)P(BIA)

O Teorema de Bayes é uma generalizacdo da probabilidade condicional. .EPP

Para ilustrar o Teorema de Bayes, consideremos o diagrama da Figura 3.1 a seguir:

Aq

A;

Figura 3. 1 llustracdo do Teorema de Bayes.

Exemplo: Suponha um teste para cancer em que 95% dos que tem a doenga reagem
positivamente, enquanto 3% dos que nao tem a doenga reagem positivamente. Suponha

ainda que 2% dos pacientes de um hospital tenham cancer.

a) Qual é a probabilidade de um paciente escolhido ao acaso, e que reaja positivamente

ao teste, ter de fato a doenga?
Usaremos a seguinte notagao:
C : evento “ter cancer”

+: evento “ ter reagao positiva”
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,+_| P(+C) =0,95
P(C)=0,02 .
Cancer (C)
N
I~
,+_| P(+NC) = 0,03
P(NC)=10,98

Nio Cancer (NC) /
N
=]

Probabilidade procurada é:
P(cn4) P(C)P(+|C)

P(Cl+)= B(+)  P(C)B(4|C)+ P(NCIP(+|NC)
- (0,02)(0,95)

Boity= (0,02)(0,95) + (0,98)(0,03)

P u’:ia g

b) Qual é a probabilidade de um paciente escolhido ao acaso, e que reaja negativamente

ao teste, ndo ter de fato a doenga?

Resolva este item e vej a a solugdo no final do médulo

3. 8. Variaveis aleatdrias unidimensionais discretas e continuas
Sejam E um experimento e S um espago amostral associado ao experimento.

Por definicdo, uma funcdo X, que associe a cada elemento s € S um numero real, X(s), é

denominada variavel aleatoria (v.a.).
Exemplo:

E = langamento de duas moedas simultaneamente.
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S ={(ca,ca), (ca, co), (co, co), (co, ca)}
X = nimero de caras obtidas

A cada evento simples do espaco amostral associamos um numero, que é o valor
assumido pela variavel aleatéria X.

Evento caca caco coca coco
X 2 1 1 0

Logo, temos que

P(X=0)=1/4,P(X=1)=2/4 e P(X=2)=1/4.

Poderiamos ter considerado a variavel aleatdria X = nimero de coroas obtidas.

Daqui pra frente, o termo variavel aleatéria sera abreviado por v.a.

As v.a’s sao usualmente representadas por letras maiusculas e podem ser classificadas
em discretas ou continuas.

3. 8. 1. Variavel aleatoria discreta

Defini¢do: Seja X uma varidvel aleatdria. Se o nimero de valores possiveis de X for finito

ou infinito numeravel, denomina-se X de variavel aleatodria discreta.

A v.a. discreta X recebe valores inteiros.

Exemplo: X = v.a. nUmero de alunos aprovados.

Entdo, numa turma de 15 alunos, o nimero de aprovados pode ser de 0 a 15.
Formalizando, X=0, 1, 2, 3, ...,15.

a) Distribuicdo de probabilidade

Definigao: A distribuicdo de probabilidade é o conjunto de todos os valores que podem

ser assumidos pela v.a. discreta, com as respectivas probabilidades.
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Exemplo: No lancamento de um dado, temos seis resultados possiveis e a sua distribuicdo
de probabilidade é:

P(X =x)
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

| lw|N |- [X

b) Representacdo grafica de uma distribuicdo de probabilidade

A representacdo grafica para a distribuicao de probabilidade das faces de um dado é:

P(X =x)
1/3

0 | T T T T 1
1 2 3 4 5 6

X.

1

Grafico 3. 1: Representagdo de uma distribuigdo de probabilidade

c) Fungao de probabilidade

Definicdo: Para uma v.a. discreta X, com valores possiveis x,, x,, ..x, a fun¢do de
probabilidade € p(x) = P(X = x).

Seja p(x) € definida como sendo uma probabilidade. Entdo, verificam-se as seguintes
propriedades:

i) p(x) 20, ¥x,

i) Zizgp(x) =1
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Exemplo: para a face de um dado.
i) p(x)=(1/6) 20, ¥x,
i) ey p(x;) = plxy) + plxy) + plag) +p(xy) +p(xs) + plxg)

=1/6+1/6+ 1/6 +1/6+1/6+1/6=1

d) Fungao de distribuicdo acumulada (ou Func¢do de distribuicado)

Definicdo: a funcdo de distribuicdo acumulada de uma v.a. discreta X, denotada por F(X),
é . F(X) = P()(S X) = Exiix p{xzj

3. 8. 2. Variavel aletdria continua

Definicdo: Uma varidvel aleatéria que pode assumir qualquer valor numérico em um

intervalo ou em uma colecdo de intervalos é chamada variavel aleatéria continua.
Portanto, a v.a. continua X pode assumir valores continuos (reais).

Exemplo: altura, temperatura, peso, tempo de espera numa fila.

Funcdo densidade de probabilidade

Definicdao: Diz-se que X é uma v.a. continua, se existir uma funcao f, denominada fungao

densidade de probabilidade (fdp) de X que satisfaca as seguintes condicdes.
i) f(x) >=0

i) Jo fldx =1

iii) para quaisquer a, b, com —co << g < b < 0o, teremos:

Pla<Xx<b)=["f(x)dx.

Exemplo: suponha que a v.a. X seja continua. Seja a fdp f dada por:
f{sz{zx, 0<x<1
0, caso contrario

ESTATISTICA: DA EDUCACAO BASICA AO ENSINO SUPERIOR 89



Da educacdo basica ao ensino superior

i) Para qualquer valor no intervalo 0 < x < 1, temos que f(x) >= 0, veja o grafico 3.2.

X flx)=2x
0 2(0)=0
0,5 |2(0,5)=1
1 2(1)=2

g

Grafico 3. 2 Graficoda f(x) = 2x,0<x<1

ii) Agora, vamos calcular a integral da funcdo no intervalo em que ela foi definida.

1

fzxd.xzﬂ]g:f—ﬂf =7
o

Logo, f(x) = 2x é uma funcdo densidade de probabilidade.

A area sob a curva f(x) é igual a 1.

Entdo, a funcdo f(x) pode ser usada para calcular probabilidade, conforme propriedade
iii.

iii) Por exemplo, podemos calcular a probabilidade de P(0 <X >1/2).

Aquia=0eb=1/2.Logo, P(O<X>1/2) =j;“’2 2xdx = 132 = (1/2)° — 02 = 1/4.
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3.9. Esperan¢a matematica e variancia de variaveis aleatdrias
unidimensionais

3.9. 1. Esperan¢a matematica de umav. a

Definicao: Esperanga matematica (ou média ou valor esperado) de uma v.a. discreta é a

soma de todos os produtos possiveis da v.a. pela respectiva probabilidade.
E(X) = u =2, x;p(x,)

Exemplo: Langamento de um dado.

p(x)
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

oD |lw|N |k X

EX) = Xy xp(e)=1- (3)+2.(3) +3.(3) + 4 (3) +5.(3) + 6.(3)=21/6=35.

3. 9. 2. Propriedades da média

Sejam as varidveis aleatdrias X e Y. Para as constantes a, b e ¢, temos as propriedades.
i)E(c)=c

i) E(cX) = c E(X)

i) E(X £ Y)=E(X) £ E(Y)

iv) E(Xtc)=E(X)+c

V) E (a + bX) = a + bE(X)

ESTATISTICA: DA EDUCAGAO BASICA AO ENSINO SUPERIOR 91



Da educacdo basica ao ensino superior

3. 9. 3. Variancia de unv.a.

A média é uma medida de posicdo de uma v.a., entdo, é natural que procuremos uma
medida de dispersdo dessa varidvel em relacdo a média. Essa medida é a variancia,
denotada por o~ ou Var(X).

Definigdo: ” = Var (X) = E[(X - u)?]
Desenvolvendo, temos a equacdo que usaremos para calcular a variancia:
Var (X) = E(X?) = [(E(X))], onde E(X?) = iy x{p(x;).
Exemplo: langamento de um dado.
E0Q) = Ziy xlp(x) =12 (2) +22.(3) + 32 (3) + 2. (3) +52.(3) + 62.(3) = o1/6
E(X?)=15,167, E(X) = 21/6 = 3,5.
21 B4 —441 105 35

91 z
LOgO, VﬂT{X} ZE_ E) = o =¥=E'

3. 9. 4. Propriedades da variancia

Seja a varidvel aleatdria X. Para as constantes g, b e ¢, temos que:
i) Var(c) =0

ii) Var(cX) = c2 Var(X)

i) Var(X £ c) = Var(X)

iv) Var(a + bX) = b* Var(X)

3. 9. 5. Esperan¢ca matematica evarianciade umavariavel aleatoria
continua

Definicdo: uma variavel aleatéria continua X, com funcdo densidade de probabilidade

f(x), tem a esperanca e variancia definidas por:

E(X) = J::fo{x]dx

Loo

Var (X) = | (x—p)*f(x)dx

92
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3. 10. Distribuigoes discretas de probabilidade

Através da teoria da probabilidade e suas propriedades, é possivel construir modelos
probabilisticos (ou funcdo de distribuicdes de probabilidade) que permitem calcular
a probabilidade de ocorréncia de eventos. Neste curso, estudaremos as principais
distribuicOes, ou seja, distribuicdo uniforme discreta, a distribuicdo de Bernoulli, a
distribuicdo binomial, a distribuicdo de Poisson, a distribuicdo geométrica e a distribuicdo
hipergeométrica.

Para empregar as distribuicdes de probabilidade, o usuario deve identificar a varidvel
aleatédria (caracteristica de interesse), os parametros conhecidos (por exemplo, média,
a proporgdo, e outros), classificar a distribuicdo da variavel aleatdria e calcular as
probabilidades

3. 10. 1. Distribuicao uniforme discreta

Defini¢do: se a variavel aleatoria Xassume os valores x , x,, ..., x. com igual probabilidade,

entdo a distribuicao uniforme discreta é dada por:

A média e a variancia da distribuicdo uniforme discreta sdo:

I R o
E(x)=p= 5225 o yar(y) = 2=t
T

Exemplo: Quando selecionamos uma pessoa, aletoriamente, de um grupo de cinco
pessoas, cada elemento do espaco amostral S ={ 1, 2, 3, 4, 5} tem probabilidade 1/5.

Portanto, temos uma distribuicdo uniforme.

P(X=x)= x=1,2,3,4,5.

Distribuicdo uniforme discreta depende apenas do parametro n.

Exerci cio:Que outra situacao pratica poderia ser modelada com a distribuicdo uniforme
discreta?
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3. 10. 2. Distribuicao de Bernoulli

A tentativa de Bernoulli consiste em realizar um experimento aleatdrio uma sé vez e
observar se certo evento ocorre ou ndo. Se o evento de interesse ocorre, ele é classificado
por sucesso. Caso contrdrio, ele é classificado por fracasso. Além disso, o sucesso tem
probabilidade p de ocorréncia e o fracasso tem probabilidade (1 - p) de ocorréncia, sendo

p conhecida. Portanto, a variavel aleatdria X assume dois valores (0 e 1):
i {1, e oCOor're SucCesso

0, se ocorre fracasso

Exemplos:

s { 1, fumante ¥ = { 1,cara _ {1, feminimo
0,ndo fumante ’ 0,coroa '’ 0, masculino

QOutro exemplo : O valor 1 é atribuido a caracteristica de interesse no estudo.

Se um estudo for considerar os clientes insatisfeitos do restaurante Y, teremos:
= {1, insatisfeito
0, satisfeito

Se o estudo for considerar os clientes satisfeitos do restaurante Y, teremos:
- { 1, satisfeito
0, insatisfeito

Definigcdo: Se a varidvel aleatéria X pode assumir os valores 1 ou 0, com probabilidade p

e (1 - p) respectivamente, entdo a distribuicao de Bernoulli é dada por:
PX=x)=p*(1—p)* % x=0,1.
A média e a variancia da distribuicdo de Bernoulli sdo:

E(X)= pE(X)= p e Var(X)=p(1—-p).

1, cara

0, coroa e p=0,5éa probabilidade

Exemplo: Seja X a face de uma moeda. Como X = {

de ocorréncia de cara e, entdo:
P(X=x)=05(1—-05)% x=0, 1.
Da equacdo anterior temos que:
P(X=1)=0,5'(1—0,5)"" = 0,5 ¢ a probabilidade de ocorrer cara e

P(X =0)=0,5°(1—05)""=0,5 é probabilidade de ocorrer coroa.
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PARE

Distribuicdo de Bernoulli depende apenas do parametro p. IP

3. 10. 3. Distribui¢ao binomial

A distribuicdo binomial é uma extensdao da distribuicdo de Bernoulli. Enquanto, na
distribuicdo de Bernoulli apenas um item (ou individuo) é classificado, na distribuicdo de
Bernoulli sdo classificados n itens (ou individuos). Portanto, a varidvel aleatéria X, que é

o numero de sucessos em n elementos, possui distribuicdo binomial.

Definicdo: Uma tentativa de Bernoulli pode resultar em um sucesso com probabilidade
p, ou em um fracasso, com probabilidade (1-p). Entdo, a variavel aleatéria X, que é o
numero de sucessos em n tentativas independentes, possui distribuicdo binomial com

parametrosnep:

PIX=x)=C,,p"(1—p)"*,x=0,1,2,..,n.

n!
Emque €, ,, = T

A média e a variancia da distribuicdo binomial sdo:
E(X)= np e Var(X)=np(1—p).

Exemplo: Suponha que 10% das pessoas sejam fumantes. Em um grupo de 4 pessoas,

gual é a probabilidade de que apenas uma seja fumante?

A variavel aleatdria X é o numero de fumantes, que possui distribuicdo binomial. Os

parametros sdon=4e p =0,10.

Logo, a probabilidade de que o niumero de fumantes sejaigualal, P (X=1), é:

4! 4.3!
PiXx=1)= .01 {aa)y** = = =4.
( )= €,,(0,1)*(0,9)* . Como, Cy 4 T = 4. Logo,

P(Xx =1)= 4(0,1)*(0,9)%< 0, 2916 ou 29,16%.

Distribuicdo Binomial depende dos parametros ne p.
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Exemplo: Suponha que 10% das pessoas sejam fumantes. Em um grupo de 4 pessoas,
a) qual é a probabilidade de que ndo haja fumantes?

b) qual é a probabilidade de que haja duas fumantes?

c) qual é a probabilidade de que haja trés fumantes?

d) qual é a probabilidade de que haja quatro fumantes?

Esse exemplo é uma continuac¢do do anterior. Logo:

X: numero de fumantes.

Os parametrossaion=4ep=0,10ex=0,1,2,3,4.

Quadro 3. 1: Exemplo da distribuicdo binomial

X PX=x) ¢ p*(1—p)"*C, p*(1—p)"*
a) 0 P(X=0) |, (0,1)%0,9)"=0,6561
1 P(X=1) |, (0,1)(0,9)°=0,2916
b) 2 P(X=2) |,,(0,1)%(0,9)*=0,0486
<) 3 P(X=3) |,,(0,1)0,9)=0,0036
d) 4 P(x=4) |, ,(0,1)0,9)°=0,0001
SOMA 1

PROPRIEDADES:

No Quadro 3. 1, observamos algumas propriedades:

i) A soma das probabilidades é iguala 1, ousejaz_, p(x,) =1

No exemplo anterior, P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+ P(X=4)=1,

ou seja, 0,6561 +0,2916 + 0,0486 + 0,0036+0,0001=1

ii) A probabilidade acumulada é: P( X < x) =Zx[_ 2 ;).
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No exemplo anterior, P(X<2)=P(X = 0)+ P(X = 1)+ P(X = 2)
=0,6561 + 0,2916 + 0,0486 = 0,9963 ou 99,63%.

P(X <2) é a probabilidade de que o nimero de fumantes seja no maximo 2, no grupo de

quatro pessoas.

iii)P(X2x) =1-PX<x)

No exemplo anterior, P(X>2) =1-P(X<2)=1-[P(X = 0)+P(X = 1)]
=1-1[0,6561 + 0,2916 ]
=1- [0,9477] = 0,0523 ou 5,23%

P(X = 2) é a probabilidade de que o numero de fumantes seja no minimo 2, no

grupo de quatro pessoas.

Em distribuices discretas, P(X < x) = P(X < x).
No exemplo anterior,
P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X = 2)=0,9963

P(X<2)=P(X =0)+P(X =1)=0,9477

3. 10. 4. Distribuicao de Poisson

Em algumas situacdes, sera avaliado o nimero de ocorréncias de um tipo de evento por
intervalo. Esse intervalo pode ser referente ao tempo, comprimento, drea, volume, peca

ou outro. Como exemplo, temos as seguintes varidveis aleatérias:
X: Numero de pacientes atendidos em uma clinica, por hora.

X: Numero de pacientes atendidos por um médico, por dia.

X: Numero de defeitos em piso de ceramica, por m?.

X: Numero de camisas com defeitos, por lote.
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Definicdo: Se o numero médio de contagens no intervalo for A > 0, a varidvel aleatéria
X, que é igual ao niumero de contagens no intervalo, tera distribuicdo de Poisson, com

parametro A:

P(X =x)— e;—’d x=0,1,2,3,4,.
A média e a variancia da distribuicdo de Poisson sdo:
E(X)=1E(X)=1 e Var(X)=iVar(X) =1.
PROPRIEDADES:
i) A soma das probabilidades é iguala 1, ousejar’-; p(x,) =1
PX=0)+PX=1)+P(X=2)+P(X=3)+...=1
ii) A probabilidade acumulada é: P(X<x) =Z, .. p(x,).
PX<x)=P(X =0)+P(X =1)+.+P(X = x)
iii)P(X2x) =1-PX<x).

Exemplo: Sabe-se que na prova final de matematica do sexto ano do ensino fundamental,

ha, em média, duas questdes erradas por prova. Seleciona-se uma prova, e pergunta-se:
a) qual é a probabilidade de que ndo haja questdo errada?

b) qual é a probabilidade de que haja trés questdes erradas?

c) qual é a probabilidade de que haja no méximo trés questdes erradas?

d) qual é a probabilidade de que haja no minimo trés questdes erradas?

Resolugdo:

A variavel aleatdria é X: nUmero de questdes erradas, por prova, e possui distribuicao de

Poisson com parametro A = 2.

e 229 (p,1353N
o!
e 22% (p,1353)8

a) P(X=0) = =0,1353 ou 13,53%.

b) P(X =3) = = 0,1804 ou 18,04%.

c)P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)
—251 =252 o253
= + + +

0! 1! 2! 3t
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= 0,1353+ 0,2707 +0,2707 + 0,1804
= 0,8571 ou 85,71%
d)P(X23)=1-P(X<3)=
=1-[P(X=0) +P(X=1) + P(X = 2)]=
= 1-[0,1353 + 0,2707 +0,2707]

=1-0,6767=0,3233 0u 32,33 %

No caso da distribui¢cdo de Poisson, temos que x=0, 1, 2, ...,, ou seja, a varidvel

aleatdria X pode assumir infinitos valores.

Por isso, no item d) é obrigatério o emprego da propriedade P(X 2 x) =1 —P(X < x).

3. 10. 5. Distribuicao Geométrica

Definicdo: Em uma série de tentativas independentes de Bernoulli, com probabilidade
p de um sucesso, a varidvel aleatdria X, que denota o numero de tentativas até que o

primeiro sucesso ocorra, tem uma distribuicado geométrica, com parametro p:
PIX=x)=(1—-p)"'px=1,273,4..

A média e a variancia da distribuicdo geométrica sdo:

E(X)=1/p e Var(X)=(1-p)/p°.

PRCPRIEDADES:

i) A soma das probabilidades é iguala 1, ousejaz_, p(x,) =1

P(X=1)+P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)+...=1

ii) A probabilidade acumulada é: P(X < x) = Z;-[- < Pg).
PX<x)=P(X=1)+P(X =2)+.+P(X = x)

iii)P(X2x) =1-P(X<x)
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Distribuicdo Geométrica depende apenas do parametro p.

Exemplo: Um jovem casal deseja ter um filho do sexo masculino.

a) qual é a probabilidade de que o casal realize seu desejo na primeira tentativa?

b) qual é a probabilidade de que o casal realize seu desejo na terceira tentativa?

c) qual é a probabilidade de que o casal realize seu desejo com no maximo trés tentativas?
Resolugao:

A variavel aleatdria é X: nimero de tentativas até que ocorra menino, a qual possui

distribuicdo geométrica com parametro p = 1/2 (probabilidade se nascer menino)

Quadro 3. 2: Exemplo da distribuicdo geométrica

X=x) | PX=x)=(1-p)"'p
a) M X=1 (1/2)°(1/2)= 0,5
FM X=2 (1/2)(1/2) = 0,25
b) FFM X=3 (1/2)2(1/2) = 0,125
FFFM X=4 (1/2)3(1/2) = 0,0625
FFFE..M | X=x (1-p)p

a) P(X = 1) = (1/2)°(1/2)= 0,5 ou 50%
b) P(X = 3) = (1/2)%(1/2)= 0,125 ou 12,5%

c)P(X=3)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=0,5+0,25+0,125=0,875 ou 87,5%.

Figue atento, os possiveis valores para a varidvel aleatdria com distribuicdo geométrica

se iniciam em um.
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Defini¢do: Considere um conjunto de N elementos, r dos quais apresentam determinada
caracteristica (r < N) e N —r ndo apresentam esta caracteristica. Extrai em n elementos (n
< N), sem reposi¢ao. A varidvel aleatdria X, que é o nimero de elementos que possuem

a caracteristica entre os n retirados, possui distribuicao hipergeométrica:
II.-].- ‘-.l:. I;‘Illll _.]..-".l

T S
P(X =x) =",.f#,x= 0,1, 2,...,r.
‘n'
A média e a variancia da distribuicdo hipergeométrica sao:

E@) =n(Z)e var(x) = n(Z)(1-1)(L2)

N N-1
PROPRIEDADES:
i) A soma das probabilidades é iguala 1, ousejaz_, p(x,) =1
ii) A probabilidade acumulada é: P( X < x) =Zr[ s 0(2).

iii)P(X2x) =1-PX<x).

r p . ~ . r !
O termo (x) é uma combinagdo, C, ., ou seja: (x) = G = Logo, a

distribuicdo geométrica pode ser equivalentemente reescrita:

P(X=XJ=M

Eﬁ M

Exemplo: Um eletricista comprou uma caixa com 10 lampadas, as quais sdo muito frageis
e, de acordo com o fabricante, 20% delas estdo queimadas. Um eletricista seleciona
4 |ampadas ao acaso, sem reposicao, para instald-las numa loja comercial. Qual é a
probabilidade de que:

a) ndo haja lampadas queimadas?

b) no minimo uma lampada esteja queimada?

c¢) Calcule o nimero esperado de lampadas queimadas para essa amostra.
Resolugdo:

A variavel aleatéria é X: numero de lampadas queimadas, a qual possui distribuicao

hipergeométrica com parametros N=10,r=2, n=4.

MODULO 2
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Logo, a variavel aleatéria pode assumirx=0, 1, 2.

B (1)(70)
a) P(X =0) = ?D S (210)

b)P(X>1)=1-P(X<1)

=0,3333 ou 33.33%.

=1-P(X=0)=1-0,3333=0,6667 ou 66,67%.

r

c) O nimero esperado de lAmpadas queimadas é: E(X) =n (-..} =4{0,2)=0,8.

3. 11. Distribuig¢oes continuas de probabilidade

Nesta secdo, apresentaremos trés distribui¢cdes continuas bastante conhecidas: uniforme

continua, exponencial e normal.
3.11.1. Distribui¢do uniforme continua

Definigdao: Se X é uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida sobre o intervalo [a,

b], entdo sua funcdo densidade é:
f(x] =1 =P,as<x=bh
b—a
A média e a variancia da distribuicdo uniforme continua sao:

E(X)=(a+b)/2 e Var(X)=(b—a)?/12.

3. 11. 2. Distribuicao exponencial

Definicdo: Uma varidvel X tem distribuicdo exponencial se sua funcdo densidade de

probabilidade é da forma:

7

£(x) Z{zxe_”,sex}l]ecx} 0
0, caso contrario

Onde @ é o parametro da distribuicdo
A média e a variancia da distribuicdo exponencial sdo:

E(X)=1/a e Var(X)=1/a’

Sdo exemplos de varidveis com distribuicdo exponencial: tempo de espera em uma fila,

tempo de sobrevivéncia de um paciente apds o inicio do tratamento e tempo de vida de
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um equipamento eletrénico (teoria da confiabilidade).
PROPRIEDADES:
P(X <x)=1— e

P(X=x)=e™

Distribuicdo exponencial depende apenas do parametro .

Exemplo: Se o tempo médio de espera pela entrega da refeicdo em um restaurante é

uma distribuicdo exponencial com média igual a 10 minutos,
Qual é a probabilidade de espera superior a 10 minutos?

Qual é a probabilidade de espera inferior ou igual a 3 minutos?
Resolucdo:

A varidvel aleatdria é X: tempo de espera pela entrega da refeicdo, a qual possui

distribuicdo exponencial com média E (X) = 1/a = 10. Logo, a=0,1.
P(X = 10) = e™®*10%= 1= 03679 ou 36,79%.

P(Xx £3)=1— e %1821 — ¢7%3=- 10,7408 = 0,2592 ou 25,92%.

3. 11. 3. Distribuicao normal

Nesta secdo, iremos estudar a distribuicdo de probabilidade mais importante da
estatistica, a distribuicdo normal. A distribuicdo normal pode ser aplicada a diversas
situacdes na natureza, na industria, negdcios e outros. As varidveis aleatérias pressao

sanguinea, idade, altura, peso possuem distribuicao normal.

Definicao: Uma variavel aleatdria X tem distribuicdo normal se sua funcdo densidade de

probabilidade é da forma:

1 —(x—p)?
fx=fx)= "FE 262 para —o0 < x < 0O,
4 &TEEr

com parametros L e 6%, em que o >0.

Observe que p é a média populacional e o? é variancia populacional.
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A média e a variancia da distribuicdo normal s3o:

E(X)=pe Var(X) =c*

NOTACAO:

X~N(u,o%): avaridvel aleatdria X possui distribuicdo normal com média u e variancia

v
-

'+
PROPRIEDADES

A funcdo f(x) da distribuicdo normal satisfaz as propriedades da definicdo de funcao
densidade de probabilidade

i) f(x) >0.

Exemplo: u =100, o = 100,

0.03

X
0.02
|

Area=1

0.01

0.00

70 80 90 100 110 120 130

Figura 3. 2 Curva da distribuicdo normal
Além disso, a curva do grafico da f(x) da distribuicdo normal tem forma de sino.
i) [© fx)dx=1
Em outras palavras, a area total sob a curva normal é igual a um.
!

ili) para quaisquer a, b, com — =X a = b < oo, teremos:

Pla <X <b)= [ f(x)dx=érea.

104 ESTATISTICA: DA EDUCACAO BASICA AO ENSINO SUPERIOR



Para a distribuicdo normal e demais distribuides continuas, temos que:

PlasX<b)=Pla<X<b)

Exemplo: Se p =100, 0= 10, para calcular P(X = 110, teremos:
P(X<110)=P(—oc <X < 110) = f_iiﬂ f(x) dx = drea hachurada.

Observe que a=—oo e b =110.

0.03

0.02

0.01

0.00

70 80 90 100 110 120 130

Figura 3. 3 Curva da distribui¢dao normal, p =100, 0= 10

O calculo de probabilidades através da equacio Pla =X < b) =_f':f[x)dx é
razoavelmente trabalhoso. Entdo, para a obtencdo de probabilidades de varidveis
aleatdrias com distribuicdo normal, pode ser usada distribuicdo normal padrdo. Veja a
seguir.

iv) a curva da distribuicdo normal é simétrica em torno da média. No exemplo, 1 = 100.
v) a curva da distribuicdo normal é assintética ao eixo horizontal.

DISTRIBUCAONCRMAL PADRAO

MODULO 2
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Definicdo: Uma varidvel aleatéria normal com pu = 0 e 6? = 1 é chamada de variavel
aleatdéria normal padrao. Uma varidvel aleatéria normal padrdo é denotada por Z e a

distribuicdo normal padrao é:

1 _i
z=f(z)=——e 2 ,para—w <z <om.
V2w

PROPRIEDADE:

Se X for uma varidvel aleatéria normal com E(X) = u e Var (X) = 0%, entdo a variavel

aleatoria
x—u

a

z:

sera uma variavel aleatéria normal, com E(z) = 0 e Var(z) = 1.

NOTACAC:

Z~N(0,1): a variavel aleatdria Z possui distribuicdo normal com média 0 e variancia 1.

Graficamente, temos:

04

0.3

0.1

Area =1

0.0

Figura 3. 4 Curva da distribuicdo normal padrao

A area sob a curva da distribuicdo normal padrdo também é um.
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TABELA DA DISTRIBUCAONCRMAL PADRAO

A distribuicdo normal padrao é importante porque todas as distribuicdes normais podem
ser transformadas numa normal padrao, a qual possui probabilidades tabeladas.

.
Seja Z = T' A tabela da distribuicao normal padrao fornece a probabilidade de Z
tomar um valor menor ou igual a um valor fixo z;:
P(Z < z,) = Area tabelada.

Veja Tabela A e B no final do médulo IV

PROPRIEDADE: P(Z>z)) = 1- P(Z<2)

A distribuicdo normal padrao é uma distribuicdo continua, logo,
P(Z<z)=P(Z<2)

PZ>2)=P(Z22)

Exemplo: Se p =100, o = 10, para calcular P (X < 110, teremos:

110-100 _
10

Como x = 110, entdo o valor padronizado é: z= T.

P(X<110) = P(Z = 1) =0,8413, conforme Tabela B, no final do mddulo IV.

0.03

0.02

0.01

0.00

Figura 3. 5 Curva da distribuigdo normal e normal padrdo, P (X< 110) e P(Z < 1)
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Exemplo: Se =100, o = 10, para calcular P ( X < 87,5), teremos:

~ . , 87.5—100
Como x = 87,5, entdo o valor padronizado é: z= T —1,25.

P(X<87,5)=P(z = —1,25) = 0,1056, conforme tabela A, no final do médulo IV.

0.4

0.04

0.03
0.3

0.01
0.1

0.1056 . Arga =0,1056

0.00
0.0

70 80 90 100 110 120 130 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 3. 6 Curva da distribuigdo normal e normal padrdo, P (X< 87,5) e P(Z =< —1,25)

Exemplo: Ataxa de hemoglobina no sangue das pessoas saudaveis segue uma distribuicdo
normal com média 12 e desvio padrado 1.

Qual é a probabilidade de se encontrar uma pessoa sauddvel com taxa de hemoglobina
inferior a 13,57

Qual é a probabilidade de se encontrar uma pessoa sauddvel com taxa de hemoglobina
superior a 13,57

Resolucdo:

A varidvel aleatdria é X: taxa de hemoglobina no sangue, a qual possui distribuicao
normal, com médiap=12e o = 1.

Para P(X < 13,5), teremos:

13.5—12

Como x = 13,5, entdo o valor padronizado é: z= =1,5.
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P(X<13,5)=P(Z = 1,5)=0,9332, conforme tabela B, no final do mddulo IV.

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0.00

Figura 3. 7 Curva da distribuigdo normal e normal padrdo, P(X< 13,5) e P(Z = 1,5)

Para P(X = 13,5), teremos:

13.5—12
1

Como x = 13,5, entdo o valor padronizado é: z= =15,

P(X>13,5)=P(Z > 1,5) =1- P(Z < 1,5) = 1-0,9332 = 0,0668.

0.4

0.04 0.06 0.08 0.10
03

0.1

B Area =0.04

0.02

7 Area =0.0§

0.00

Figura 3. 8 Curva da distribuigdo normal e normal padrdo, P(X>13,5) e P(Z = 1,5)
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educacdo basica ao ensino superior

-

Nas Tabelas A e B da distribuicdo normal padrao, se z,> 3,39, assume z_ = 3,39.
P(Z<4,5)=0,9999 = 1.
P(Z<6)=0,9999 = 1.

P(Z<-7,2)=0

PP

e

110
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Resolugdo:

|+_| P(+C) =0,95

P(C)=0,02
© Cancer (C) /

N [=] P(C) =005

[ ] PCHNG) = 0,03

P(NC) = 0,98

Nao Cancer /!
(NC) N
|;, P(-|NC) = 0,97
Usaremos a seguinte notagao:
NC : evento «ndo ter cancer»
--: evento «ter reagao negativa»
A probabilidade procurada é:
P(NCN— P(NC)P(—|NC
L (NC)P(—INC)
P{—) P(C)P(—|C)+ P(NC)P(—|NC)
0,98)(0,97
P(NC| =) = (098)07)

~ (0,02)(0,05) + (0,98)(0,97)

0,9506

PANCL=) = e =

0,999

Esse exemplo foi extraido de FARIAS et al. (2003)

MODULO 2
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Da educacdo basica ao ensino superior

Neste mddulo, foram estudados os conceitos basicos de probabilidade, a definicao de
varidveis aleatodrias e suas propriedades, as distribui¢Ges discretas de probabilidade e as
distribuicGes continuas de probabilidade. Essas distribuicdes possuem ampla aplicacdo
pratica, pois no cotidiano ha vdrias situacdes em que as caracteristicas de interesse

podem assumir mais de um valor.
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Inferéncia: Distribuicio Amostral e Estimacao

Conteudos basicos do Mbdulo:

Distribuicdes amostrais
Teorema Central do Limite
Técnicas de amostragem
Estimagdo pontual
Estimacdo por intervalo

cnl g b =

Obj etivos do Mbdulo:

Ao final deste estudo, esperamos que vocé, aluno(a), possa:

Relacionar estimadores amostrais e parametros populacionais
Selecionar amostras aleatorias

Obter estimativas pontuais para os parametros populacionais
Obter estimativas por intervalo para os parametros populacionais



Inferéncia: Distribuicdo Amostral e Estimagao
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| - TEXTO BASICO

4. Amostragem e distribuicoes amostrais

Um dos objetivos da inferéncia estatistica é obter estimativas para os parametros
populacionais usando a informagdo numérica contida em uma amostra. Assim sendo,
é necessario conhecer a relacdo entre as estimativas amostrais e os parametros

populacionais. Essa relagdo é proveniente da distribuicdo amostral.

4. 1. Conceitos basicos

No capitulo 2, definimos o que é amostra e o que é populagdo. As definicdes sao

reapresentadas a segulir.

Populagdo é o conjunto constituido por elementos que apresentam pelo menos uma

caracteristica em comum.
Amostra é um subconjunto da populagdo.

Muitas vezes, para obter medidas numéricas da populacdo, deve-se recorrer a estimativas

amostrais, por gastar menos tempo ou por ter custos mais baixos.
Exemplos:

Um fabricante de pneus desenvolveu um novo tipo de pneu, com maior durabilidade.
Para estimar a durabilidade desse pneu, o fabricante selecionou uma amostra de 80
pneus, os quais foram testados. A durabilidade média amostral dos pneus foi de 45.670
km. Portanto, uma estimativa da durabilidade média para a populacdo dos pneus é de
45.670 km.

Um partido precisa decidir se vai apoiar ou ndo um candidato a presidente. Para identificar
a proporcao de eleitores favoraveis ao candidato, foi selecionada uma amostra de 500
eleitores, dos quais 200 preferem o candidato. A estimativa da proporc¢do da populagdo

de eleitores favoraveis ao candidato foi de 200/500 = 0,4.

MODULO 3
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4. 2. Parametros e estimag¢ao pontual

As caracteristicas numéricas de uma populagao, por exemplo, a média (), a variancia (
7 °) e proporc¢ao (p), sdo chamadas parametros. E as caracteristicas numéricas de uma

amostra (f, 5 e P) sdo chamadas de estimadores pontuais.

Os estimadores da média e da variancia populacional (X, 5°) ja foram apresentados no

capitulo 2. Veja resumo no quadro 3.1.

. ~ . . =. B

O estimador da proporg¢ao populacional p é dado por: = =, n é o niumero de elementos
"

da amostra e X é o numero de elementos da amostra que apresentam a caracteristica

de interesse.
Quadro 3.1: Parametros e estimadores

Parametro Estimador pontual
populacional
u 7= XX
T
" 2 _ g (x; — x)*
a- R " e
n—1
p ~ X
pP=—
n

*n é o numero de elementos da amostra

No exemplo anterior.
X = 45.670, o valor “45.670” é uma estimativa para K.

P =104, ovalor é “0,4” é uma estimativa para p.

Para garantir que os estimadores pontuais fornecam estimativas representativas para
a populacdo, devemos usar uma amostra aleatéria, a qual pode ser obtida através de
técnicas de amostragem. Por exemplo, podemos usar a Amostragem Aleatdria Simples,
em que todos os elementos tém a mesma probabilidade de serem selecionados. Outras

técnicas de amostragem serdo apresentadas na Ultima secdo desse capitulo.
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4. 3. Distribuicdes amostrais

No capitulo 3, vimos que uma varidvel aleatéria pode ser vista como uma descricdo
numérica do resultado de um experimento. Se considerarmos que o processo de escolher
uma amostra aleatdria simples é um experimento, a média amostral X é uma descri¢do
numérica do resultado do experimento. Desse modo, a média amostral X é uma variavel
aleatdria. Consequentemente, a semelhanca do que ocorre com qualquer variavel

aleatdria, X tem um valor médio, um desvio padrdo e uma distribui¢do de probabilidade.

4. 3. 1. Distribuicao amostral da média

Uma vez que os diversos valores possiveis de X sdo provenientes de diversas amostras
aleatdrias simples, a distribuicdo de probabilidade de X é chamada distribui¢do amostral
de X. Conhecer essa distribuicdo amostral e suas propriedades nos possibilitara fazer
afirmac6es a respeito de qudo préxima a média da amostra X estd da média da populacdo

H.

Exemplo: Seja uma turma constituida de trés alunos (N = 3), os quais obtiveram notas 8,

9, e 10. Entdo, a média populacional das notas dessa turma e p = 27/3 =9 e a variancia
N =20 0P+ ()7 2
N - 3 T3

populacional é g* =

Suponha que se deseja selecionar dois alunos dessa turma (n = 2) para formar uma
amostra e para a qual serdo calculadas a média e a variancia das notas. A selecdo serd

sem reposi¢do, entdo, temos 6 amostras possiveis, veja na tabela 3.1.

Tabela 3. 1 Valores de X para as 6 amostras aleatérias simples

Amostra avnawl::srtersz;\is J

1 8e9 8,5
2 8el0 9
3 9e8 8,5
4 9¢10 9,5
5 10e8 9
6 10e9 9,5

2t 9+8.519,5+94 5,
-]

Podemos calcular a média de X : E (§) =2 =9, Logo, E (X ) = u.

A média de X é igual a média populacional.

MODULO 3
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(85-9)7+(9-9)+(85-9)+(95-9)*+(9-9)* +(95-9)*

Avaridnciade X é Var (¥ ) = 6 =1/6.
i (N—n) e
Por outro lado, podemos observar que : Var (¥ )= e g

Ao longo desse curso, assumiremos que o tamanho da populagdo (N) é muito grande, e
z

que n/N <0,05, entdo Var (¥ ) = '*_: _

A varidncia de ¥ depende da variancia populacional e do tamanho da amostra.
Consequentemente, podemos calcular o desvio padrdo de X, que é chamado de erro
padrdo da média, EP (X).

[ =
EP (%) =Var(D) = |5 =7

O valor do erro padrdo da média é util para determinar a distancia da média

amostral em relacdo a média da populacao.

No exemplo anterior, a distribuicdo amostral de X sera:

X 8.5 [ 9 195
P(X=%) | 2/6 | 2/6] 2/6

Generalizando, temos que a média e o erro padrao da distribuicio amostral da média
sao:

E(X)=u e EP(X)=—=

Vn'

4. 3. 2. OTeorema Central do Limite ( TCL)

Se x,, X,, ..., x, for uma amostra aleatdria de tamanho n, retirada de uma populagdo com

média p e varidncia -, e se ¥ for a média da amostra, ent3o:

X—p

afyn

~N(0,1)
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Quandon — o,
N (0,1) é distribuicdo normal padrao.
Este resultado é muito util em estimacgdo intervalar da média &, no capitulo 5

Exemplo: Um auditor de banco declara que as contas de cartées de crédito sao
normalmente distribuidas com uma média de 2870 reais e um desvio padrdao de 900

reais.

a) Qual é a probabilidade de que um titular de cartdo de crédito aleatoriamente

selecionado tenha uma conta menor que 2500 reais?

b) Vocé seleciona 25 titulares de cartoes de crédito de forma aleatdria. Qual é a

probabilidade de que a média da conta deles seja menor que 25007
Resolugdo:

A variavel aleatdria é X: valor da conta de um titular de cartdo de crédito, a qual possui
distribuicdo normal, com média p= 2870 e & = 900.
Para P (X = 2500), teremos:

~ . , 2500-2870
Como x = 2500, entdo o valor padronizado é: z= “T = —0,41.

P ( X <2500) = P(Z < —0,41) = 0,3409 ou 34,09% , conforme tabela A, no final do

maodulo II.
Para n = 25 titulares, queremos a P( X = 2500).

Neste caso, devemos usar o Teorema Central do Limite e o valor padronizado é :

2500—28T70

Logo, =z =
g9, 500 /25

=-2,06.

P(X <2500)=P(Z = —2,06) =0,0197 ou 1,97%, conforme tabela A, no final do médulo
V.
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4. 3. 3. Distribuicao amostral da propor¢ao

Seja a proporgdo p de uma populagdo que apresenta certa caracteristica. Entdo, a

proporcdo de amostral é:

. X
P
n

n é o numero de elementos da amostra e X é o nUmero de elementos da amostra que

apresenta a caracteristica de interesse.

A média e o erro padrao da distribuicido amostral da proporg¢ao sao:

(1—u)
E(B)=p e EP(B)= =

A distribuicdo amostral de P pode ser aproximada por meio de uma distribui¢do normal.
p—p

BT re—

(1 —B)

N n

~N(0,1)

Este resultado serd muito Util em estimacdo intervalar da proporg¢do p, no capitulo 5.

4. 3. 4. Distribuicao amostral da variancia

A média e o erro padrao da distribuicdo amostral da variancia sdo:

2y i 2y _ | 20°
E(s")=0" e EP(s )_wh:n_ﬂ

Resultado: Se S* é a variancia de uma amostra aleatéria de tamanho n, retirada de uma
populacdo normal, com varidncia @, entdo a estatistica

7
; _(n—1)s°

=

JE
tem distribuigdo qui-quadrado com @ = n -1 graus de liberdade.

Este resultado serd muito util em estimacdo intervalar da varidncia @, no capitulo 5.
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4. 4. Qutras técnicas de amostragem

4. 4.1. Amostragem sistematica

Os elementos da populacdo podem ser organizados em sequéncia. Seleciona-se
aleatoriamente a posicdo do primeiro elemento da amostra e a posicdo dos demais

elementos sdo calculadas pela razdo (r= N/n)

lo 20 n-ésimo
Exemplo: Selecionar 5 alunos de uma turma de 20 alunos.
Como, r=20/5 = 4. Entdo, os elementos que vdo compor a amostra s3o:
(19,52,992,1392,1720u (226921092 142,182 0u (392,72 1192,152,199) ou

(49,89,12¢2,169,209)

4. 4.2. Amostragem por conglomerados
POPULACAO

Conglomerado A
ALALA, ..,

Conglomerado B
B,B,B,, ..,

Conglomerado C
c.,C,C,...,

Conglomerado D
D, D, D,...,

Conglomerado E
E,E,E, .

Conglomerado M
M, M, M, ..,

Figura 4. I Tlustracdo de amostragem por conglomerados
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Antes de iniciar uma amostragem, deve-se identificar as caracteristica de interesse
do estudo. Por exemplo, peso, idade, altura, renda, numero de filhos, temperatura do
ambiente, taxa de glicose e outros.

Divide-se a populagdo em conglomerados (subgrupos).

Os elementos dos conglomerados sdao heterogéneos internamente (diferentes) e os

conglomerados sdo homogéneos entre si (semelhantes).

Cada elemento da populagdo pertence a um unico conglomerado.

Seleciona-se aleatoriamente um (ou mais) conglomerado(s).

Todos os elementos do(s) conglomerado(s) selecionado(s) fara(do) parte da amostra.
O conglomerado deve ser o mais representativo possivel para a populacdo.

Exemplo: Seja a populagao de alunos do 72 ano do ensino fundamental da Escola A. Cada
uma das seis turmas corresponde a um conglomerado, se a caracteristica de interesse
for o "ndmero de horas de estudo, por semana".

POPULACAO
72 ano

Turma A
1,2,3,4,5,6,..,35 alunos

Turma B
1,2,3,4,5,6,..,34 alunos

Turma C
1,2,3,4,5,6,..,34 alunos

Turma D
1,2,3,4,5,6,..,31 alunos

Turma E
1,2,3,4,5,6,..,30 alunos

Turma F
1,2,3,4,5,6,..,36 alunos

Figura 4. 2 Exemplo de amostragem por conglomerados
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Ao formar esses conglomerados, estamos considerando que o "nimero de horas de
estudo, por semana" entre os conglomerados (turmas) sao semelhantes entre si, e que
dentro dos conglomerados (turma) o «numero de horas de estudo, por semana» dos
alunos é variado.

Ao proceder a selecdo aleatdria, a «turma E» foi selecionada, logo, os 30 alunos dessa
turma fardo parte da amostra.
4. 4. 3. Amostragem estratificada

Ap0ds identificar a caracteristica de interesse do estudo, divide-se a populacdo em

estratos (subgrupos).

Os elementos dos estratos sdo homogéneos internamente (semelhantes) e os estratos
sdo heterogéneos entre si (diferentes).

Cada elemento da populagdo pertence a um Unico estrato.

Seleciona-se aleatoriamente elementos de cada estrato, de modo que todos os estratos
tenham representantes na amostra. A amostra final sera:

n=n+n+..+n,

em que h é o niumero de estratos.

MODULO 3
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POPULACAO

Estrato A
A, ALAY.-.,

3

EstraEB
B,B,|B

1I 2' 3[ Y

Estrato C
C,C,

LO

Estrato D

D, DZ,,...,

Estrato E

E, Ey[E ]

Estrato M
M, M,,[M],...,

Figura 4. 3 llustracdo de amostragem estratificada

Exemplo: Seja a populagao de todos os alunos do ensino fundamental da Escola A, cada

ano corresponde a um estrato, se a caracteristica de interesse for a "idade".
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POPULACAO
Ensino fundamental
12ano
1,2,3,4,5,6,..,100 alunos - 6 anos
2%2ano
1,2,3,4,5,6,..,100 alunos —> 7 anos
32ano
1,2,3,4,5,6,..,100 alunos - 8 anos
42ano
1,2,3,4,5,6,..,100 alunos - 9 anos
52ano
1,2,3,4,5,6,..,100 alunos —>10 anos
62ano
1,2,3,4,5,6,..,200 alunos —>11 anos
72ano
1,2,3,4,5,6,..,200 alunos - 12 anos
82ano
1,2,3,4,5,6,..,200 alunos - 13 anos
92ano
1,2,3,4,5,6,..,200 alunos - 14 anos

Figura 4. 4 Exemplo de amostragem estratificada

Os estratos sao formados considerando que as «idades» do 12 ao 92 estrato (ano) sdo
variadas, e dentro de cada estrato (ano), as «idades» sdo semelhantes. Por exemplo,
na figura 4.5 a executar a selegdao aleatdria (sorteio), desejamos selecionar 26 alunos

através da amostragem proporcional.

MODULO 3
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POPULAGCAO Amostragem
Ensino fundamental proporcional
12ano 2 alunos

1,2,3,4,5,6,..,100 alunos

2%2ano 2 alunos
1,2,3,4,5,6,..,100 alunos

3%ano 2 alunos
1,2,3,4,5,6,..,100 alunos

4°%ano 2 alunos
1,2,3,4,5,6,..,100 alunos

52ano 2 alunos
1,2,3,4,5,6,..,100 alunos

62ano 4 alunos
1,2,3,4,5,6,..,200 alunos

7%ano 4 alunos
1,2,3,4,5,6,..,200 alunos

82ano 4 alunos
1,2,3,4,5,6,..,200 alunos

9%2ano 4 alunos
1,2,3,4,5,6,..,200 alunos

Figura 4. 5 Exemplo de amostragem estratificada proporcional

Formalizando, temos que na amostragem estratificada proporcional, o nimero de

_(Ney
’nh—?’!‘ﬂ,

elementos do estrato h é :

Na equag¢ao acima:
N é o tamanho da populacao
n é o tamanho da amostra

N, é o tamanho populacional do estrato h.
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Na amostragem estratificada uniforme, cada estrato tem a mesma quantidade
de representantes na amostra, independente do tamanho populacional de cada
estrato.

5. Estimacao por intervalo

5. 1 Conceitos Basicos

A estimacao por intervalo ou intervalo de confianga procura determinar intervalos com
limites aleatdrios, que abranjam o valor do parametro populacional, com uma margem
de seguranca pré-fixada.

Exemplos: 8<u <10 e 0,22<p<0,28.

Vamos construir um intervalo de confianca para o parametro desconhecido com uma
probabilidade de (1 - @)100% — chamado de ni vel de confianga de que o intervalo
contenha o verdadeiro parametro. Observem que (1 - &) pode ser igual a 99%, 90%, etc.

5. 2. Intervalos de confianga para a média populacional

5. 2. 1. Intervalos de confianga para a média populacional, quando
a for conhecido

Seja x,, ...x , uma amostra aleatéria de tamanho n da varidvel aleatéria X ~N{y,&*). Seja
o estimador para L.

Pelo Teorema Central do Limite, sabe-se que

f_
=l E i
crhﬁ
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Entdo, para (1 — e) fixo, podemos construir:

fiz) §

Zipd i Fi2

Fonte: hiip://www.mspc.eng.br/matm/prob_est362.shiml
Figura 4. 6 llustragdo da curva da distribuigdo normal

Logo, podemos dizer que:

P{:—Zﬂ._,rg Sz ngz) =E—u

X—u "
.F _zﬂ,_.l_."zi ﬂ-lf ;EEZE:"}: —1—0::
v

Utilizando propriedades algébricas, podemos isolar a média populacional g da expressao
acima.

Multiplicando a inequacdo por (-1), temos:

o a e a
i

g Vn

O intervalo de confianga da média populacional , quando & for conhecido é

e o
ICE#) ; = X: zn._.lz (__]
vy T

em que (1 — &) é o coeficiente de confianca e z_s2 € 0valor z que produz uma area de
a/2 na cauda a direita da distribuicdo normal padrdo de probabilidade.
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A média populacional p € [}?— zwz( = ); 42, m ( = )] com (1—a)100% de

confianca.

O nivel de confianca (1 — @)100% significa que, se retirarmos um grande
numero de amostras de tamanho n, fixo, da populacdo em estudo e para cada
amostra construirmos um intervalo, entdo, o verdadeiro parametro populacional estard
contidoem (1 — @)100% desses intervalos.

E ERRADO dizer que a média populacional p & [}?— zﬂ,_f,:,.(':F }; X+z,0, ( = )]

com (1 — @)100% de probabilidade.

Neste curso, usaremos os niveis de confianca de 90%, 95% e 99%. Os valores de Zay

correspondentes a esses niveis de confianca estdo a seguir:

No caso B, colocamos na extremidade a direita da curva, a area 0,025.

Entdo, a area 0,975 ( =1- 0,025) fica a esquerda da curva.

Quadro 3. 2: Valores para Zm/2

N

Vn

n

n

Caso (1- @) a a2 Zuyz
A 0,90 0,10 0,05 1,64 ou 1,65 ou 1,645
B 0,95 0,05 0,025 1,96
C 0,99 0,01 0,005 | 2,5750u 2,58 ou 2,575

PARE

MODULO 3

PP

PARE

PP

-
=

Finalmente, procura-se no interior da tabela B o valor 0,975, o qual é correspondente ao

z,=1, 96. Veja no esbogo:
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/0875 \ 4 05

Figura 4. 7 llustragdo de valores tabelados de z
No caso C, colocamos na extremidade a direita da curva, a area 0,005.
Entdo, a area 0,995 ( =1- 0,005) fica a esquerda da curva.

Finalmente, procura-se no interior da tabela B o valor mais préximo de 0,995 que é
0,9949 ( ou 0,9951), os quais sdo correspondentes ao z, = 2,57 (ou 2,58). Veja no esbogo

a seguir.

=5

/ 0,995
.0,005

e M"\-\_

o

257
Figura 4. 8 llustracdo de valores tabelados de z
Pode-se ainda, utilizar a média de 2,57 e 2,58, logo z,=2,575.
Outros valores de z,,; podem ser obtidos nas tabelas A e B.
Exemplo:

Uma maquina enche pacotes de café com uma variancia igual a 100g2. Uma amostra de

25 pacotes apresentou peso médio igual a 450 g.
a) Determine o intervalo de 95% de confianga para a média populacional.

n=25; X=450; ¢ =+100=10; @=0,05; z 1,96.

0,025

132

ESTATISTICA: DA EDUCAGAO BASICA AO ENSINO SUPERIOR



MODULO 3

_ )
IC(p)y g =KLz, (ﬁ)

10
1€(p) goc = 450 + 1,96 (—_)
, =

1C() 505 = 450 + 3,92

Interpretagao:

A verdadeira média populacional i pertence ao intervalo [446,08; 453,92] com 95% de

confianca.
b) Determine o intervalo de 90% de confianga para a média populacional.

n=25; X=450; ¢ =v100=10; 7, =1,645;

1601 = X 2,12 ()

Vn

10
IC =450+ 1;645( ,_)
{Frju,-;u V25

I€(1)g50 = 4504 3,3

Interpretagao:

A verdadeira média populacional i pertence ao intervalo [446,7; 453,3] com 90% de
confianca.

5. 2. 2. Intervalos de confianga para a média populacional, quando

= for desconhecido e n < 30.

Na pratica é comum ndo ser conhecido o valor de @ . Nesse caso, o intervalo de confianca

é calculado utilizando-se uma outra estatistica

s é o estimador do desvio padrdo e

t, -1 refere-se a distribuigdo t de Student com @ = (n—1) graus de liberdade (g.l),
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n é o tamanho da amostra.

A forma da distribuicdo t de Student é parecida com a da normal.

Fonte: http://projetos-estatisticaspss.blogspot.com.br/2014/05/distribuicao-t-student.html
Figura 4. 7 llustragdo da curva da distribuicdo t de Student

A distribuicdo t de Student é simétrica em relagdo a 0, mas apresenta caudas mais

‘grossas’, ou seja, maior variancia do que a normal. Aumentando-se n, a distribuicdo t de
Student tende para a normal.

Veja a figura abaixo:

0.225

=1
=4
=3
=12

N, 1)

—

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Distribui%C3%A7%C3%A30_t_de_Student
Figura 4. 8 Comparac¢do da curva da distribuicdo normal e da t de Student

Logo, podemos dizer que:
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Utilizando propriedades algébricas, podemos isolar a média populacional g da

expressao acima.

'}

s 5 5
P |:_X — tmml__ (_,_) £ _JH E _X + tﬁ’-'rﬂ (_'_):| — 1 — ik
Vn '

em que (1 — a) é o coeficiente de confianca e t. s € ovalortque produz uma area de
a/2 na cauda a direita da distribuicdo t de student, com @ =n -1 graus de liberdade.

Interpretacgao:

A média populacional p € [}?— £ o (i); X+t (i}] com (1—a)100% de

'\,"‘J'_!- '\.";

confianga.

Exemplo: Uma amostra com as notas de 15 estudantes universitarios selecionados
aleatoriamente apresentou média 2,35 e desvio padrdo 1,03. Determine o intervalo de
95% de confianga para a média populacional.

n=15; X =2,35; s =1,03; a=0,05.

Como @ =n-1=14 graus de liberdade. Para tz = tses =t , = 2,145, conforme Tabela C.
z
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_ 5
IC(p)yg =K%t (—_)
VI
1,03
1€(1) g o = 2,35+ 2,145( _)
' w15

1C(1) 505 = 2,35 1 0,57

Interpretagao:

A verdadeira média populacional g pertence ao intervalo [1,78; 2,92] com 95% de

confianca.

llustragdo da obtencaode t =2, 145.

0,025

Como @@ = n -1 =14 graus de liberdade e area a direita da curva é 0,025. Entdo, da

tabela C, temos que t, .= 2,145.
) \ 0,025
...-'/r ..x“"'\-\__
]
2145

Figura 4. 11 llustracdo de valores tabelados de t

Tabela 4. 1:Reproducdo parcial da tabela C

Graus d Area da cauda direita
raus de 0,2 01 0,05 0,025 0,01 0,005
___ liberdade
1
2
12
13
14 2,145
15
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5. 2. 3. Intervalos de confianga para a média populacional, quando
e for desconhecido e n 2 30

Quando n —00, a distribuicdo t de student se aproxima da distribuicdo Normal. Logo 2

0= s2.

O intervalo de confian¢a da média populacional , quando o for desconhecidoen>30¢

cip), . =Xtz

(4]
A
|| "
{188

em que (1 — &) é o coeficiente de confianca e z_ s, € ovalor z que produz uma area de

a/2 na cauda a direita da distribuicdo normal padrdo de probabilidade.

Exemplo 5: Uma amostra de 80 motoristas de determinado estado indica que um
automovel roda, em média, 22.000 km, com desvio padrao de 3800 km. Construa um

intervalo de 98% de confianca para a rodagem anual média dos carros.

n=80; X =22.000; s =3.800; & =0,02; =2.33

70,01 T

IC(p)y-p = fizwz (i)

VI
1C () = 22.000 + 233(38']{')
I-L = A ¥
R V80

1C(p) 5,55 = 22.000 + 989,91

Interpretagdo: A verdadeira média populacional j& pertence ao intervalo [21.010,09;
22.989,91] com 98% de confianca.

llustragdo da obtencao de 2, ,=2,33.

(1- @) o a/2 Zaj2

0,98 0,02 0,01 2,33

Primeiro, colocamos na extremidade a direita da curva, a area 0,01.
Entdo, a area 0,99 ( =1- 0,01) fica a esquerda da curva.

Finalmente, procura-se nointerior da tabela B o valor mais préoximo de 0,99 que € 0,9901,

o0 qual correspondente ao z, = 2,33. Veja no esbogo a seguir.
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/ %%\ o01
- /Jf |x‘\\\-..
" 233

Figura 4. 12 llustracdo de valores tabelados de z

5. 3. Intervalos de Confianga para a proporg¢ao

Seja X o numero de elementos de uma amostra de tamanho n que apresentam a
caracteristica de interesse. Iremos agora estabelecer um intervalo de confianga para a
proporcdo populacional p. Temos:

. X
B
T
Quando n for suficientemente grande (n > 30), pelo Teorema Central do Limite, teremos
que a distribuicdo amostral de g pode ser aproximada por meio de uma distribuicdo
normal. _BTR
——— ~N(0,1)
J‘pfl —B)
T

Entdo, para(1 — a) fixo, podemos construir:

fiz) §

i

Tigrd i Fi2

Fonte: http://www.mspc.eng.br/matm/prob_est362.shtml
Figura 4. 9 llustragdo da curva da distribuicdo normal
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Logo, podemos dizer que:

P[:—zﬁ_,rg =z= zwz) =1—a

P—p
llp(l—pj
A n

Utilizando propriedades algébricas, podemos isolar a propor¢ao populacional p da

expressao acima.

O intervalo de confianga da proporgao populacional , quando n > 30

. |B(1—P)
IC(p)y . =P t zg.-:( ..—)
y Fil!

I

em que (1 — @) é o coeficiente de confianca e z,,2 € ovalor z que produz uma area de

a/2 na cauda a direita da distribuicdo normal padrdo de probabilidade.

~ J ﬁ':l_'ﬁ} ~ Jﬁ( 1_15::'
B-Zaia\ w0t Rl

com (1 — @)100% de confianca.

Interpretacgao:

A proporg¢ao populacional p £

Exemplo: Dois candidatos disputam as elei¢des para prefeito em uma cidade. 98 eleitores

foram entrevistados e 53 deles pretendem votar no candidato A.

a) construir um intervalo de confianga de 95% de confianga para a proporg¢ao

populacional p de eleitores que pretendem votar no candidato A

E:E =054e (1—$)=0,46; a=0,05ez

58 0,025

p= 1,96

MODULO 3

ESTATISTICA: DA EDUCAGCAO BASICA AO ENSINO SUPERIOR

139



Inferéncia: Distribuicdo Amostral e Estimagao

. B(1—p)
IC(FJ:_—E =p =t Zura |—n
\

’3,54 (0,46)
IC(p)ges =054+ 196 [—=n—

|
J 98

1C(p) g5 = 0,54 1 0,11C(p) g5 = 0,54 + 0,1.

Interpretagao: a verdadeira proporgao populacional p pertence ao intervalo [0,44; 0,64]
com 95% de confianga.

De modo analogo, podemos obter o intervalo de confianca para a propor¢ao p, quando
n for pequeno.

O intervalo de confianga da proporgao populacional , quando n < 30

RE e
Al B(1—p)
IC(p), =P % tg.g( e

1.\‘ n

em que (1 — a) é o coeficiente de confianca e t.s € ovalort que produz uma drea de

a/2 na cauda a direita da distribuicdo t de student, com @ = n -1 graus de liberdade.

5. 4. Intervalos de Confianga para a variancia

Sabe-se que a estatistica
= 1)s?
=

I:.
o

tem distribuicdo qui-quadrado com ¢ = n -1 graus de liberdade.

Veja a forma da distribui¢ao qui-quadrado a seguir:
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(ST

'| r;x;- 2

i
2 2
1% = x

ralR

Figura 4. 10Q llustracdo da curva da distribuicdo qui-quadrado

Z . ~ . . .~ . . , &
Sexz/;z € Xj‘_'_:r,-'z sao valores da distribui¢ao qui-quadrado que deixam areas ;e
£

(1 -;5) respectivamente a direita, temos:

= n—1)s?
Ply: a; ﬂ%f; yia|l=1— &
r2 o 3
Invertendo a equacgdo teremos :
1 al 1
P = = =1 —ix

Xf_ctfx,, (n—1)s? ng

Logo:
n—1)s? i n—1)s*
";':":I-_E‘:."r"| X%
Ou:
n—1)s? i n—1)s?

2
g ¢
Xa Xi-ay,
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O intervalo de confianga para a variancia populacional é:

— 2 = 2
Icl:alzjl_g. g [H Xl )S :I:r;: :]S
E S 2

R

em que (1 — a) é o coeficiente de confianca, s é a varidncia de uma amostra de
2 2 ~ / i [

tamanhon ey, s e Xj_ay, S300S valores de ¥ que produz uma area de S e —=1,
= .I' -

respectivamente, a direita da distribuicao qui-quadrado com @ =n-1 graus de liberdade.

Exemplo: Tém-se os seguintes pesos, em gramas, de 10 pacotes postais, remetidos por

certa empresa:
46,4 46,1 45,8 47,0 46,1 459 458 46,9 45,2 46,0

Entdo X = 46,12 (média amostral), s> = 0,286 (variancia amostral) e s = 0,535 (desvio
padrdoamostral). Admitindo ser normal a distribuicao dos pesos, determinarumintervalo
de 95% de confianga para a variancia de todos os pacotes (populagdo) expedidos pela

empresa.
Resolugdo:

®=n-1=9gl; ¥3oss=19€ Xgevs = 2,7, conforme Tabela D.

(n—1)s* (n—1)s?
IC(HE)1—¢ T 2 ; 2
" K1/,
[(n— 1)s* (n—1)s?]
IC(HEJI}.'}E i i i Z
L X 0,025 Xl},'}?E
. 9 (0,286) 9(0,286)
IC(6%)gss = i

19 2.7

IC(6%) g5 = [0,1355;0,9533]

e
.

Interpretagdo: a verdadeira variancia populacional o
[0,1355;0,9533] com 95% de confianca.

pertence ao intervalo

Todos os intervalos de confianga acima podem ser construidos apenas para dados

provenientes de populagao normal.
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llustragdo da obtengdo de ¥5 g0z =19€ Xgsrs = 2,7
Se @ =n-1=9 graus de liberdade.
Quando &rea a direita da curva é 0,025. Ento, da tabela D, temos ¥ g2 = 19.

Quando &rea a direita da curva é 0,975. Entdo, da tabela D, temos ¥ s7s = 2,7

0,025

19,023 2’?00

Figura 4. 15 llustracdo de valores tabelados da distribuicdo qui-quadradro

Tabela 4. 2:Reproducdo parcial da tabela D

Area da cauda direita
Graus de
_ liberdade 0995 099 0975 095 005 0025 001 0.005
1
2
X (200] (1902]

0

5. 5. Tamanho da amostra

Se o objetivo de um estudo for estimar a média populacional, entdo podemos calcular o
tamanho da amostra para uma margem de erro (E) pré-fixada.

Seja a equagdo do intervalo de confianga IC(u), , =X+ z_,, (—)
Entdo, a margem de erro (E) deve ser no maximo [zn:.-"i (;—E)]

Logo,
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o
Za/2 (_.—) =E
vn

Portanto, isolando n da equacdo anterior, temos:

Exemplo:

Em um estudo para a determinacdo do perfil dos alunos de um colégio, sabe-se de outros
estudos em que a altura tem desvio padrdo 0,3. Qual deve ser o tamanho da amostra
para que tenhamos 95% de confianca em que o erro da estimativa da média das alturas

nao supere 0,057

7 =0,3; Zggs = 1,96 € E= 0,05

E

c 2
1,96)0,3

n = —( j
0,05

n = [11,76]% =138,30

Portanto, n 2139 amostras.

Se o objetivo de um estudo for estimar a proporcao populacional, entdo podemos

calcular o tamanho da amostra para uma margem de erro (E) pré-fixada.
Seja a equacdo do intervalo de confianga
Jﬁil —p)

IC(pjl—rz =pE Zas2 | n
&

3 . Gl 1—F)
Entdo, a margem de erro (E) deve ser no maximo z_ ; (-qlm—n = )

Logo,
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Portanto, isolando n da equacgao anterior, temos:

I:zn.-"ﬂ,»l] ;‘:L'.I - ﬁ-}

n =
E

Exemplo 10: Sabe-se de um estudo preliminar em que 68% das familias possuem televisor
LCD. Se quisermos estimar a proporg¢ao populacional de familias que possuem televisor
LCD, qual o tamanho da amostra necessario para que tenhamos 95% de confianga em

gue o erro de nossa estimativa nao seja superior a 0,027

B =0,68; Zgg0s= 1,96 € E= 0,02

n - (za.-"z} z..n-.{-l_..n.}
- o
1,96] °
n = LJ,DZ} 0,68(0,32)
n =2089,83.

Portanto, n = 2090.

MODULO 3

Neste mddulo, apresentamos os conceitos de amostragem aleatdria e distribuicdes

amostrais. Foram apresentados varios métodos de amostragem; amostragem aleatdria
simples, amostragem sistemdtica, amostragem por conglomerado, amostragem
estratificada. Os dados amostrais podem ser usados para obtencdo de estimativas por

pontos e por intervalo para os parametros populacionais (média, proporgdo e variancia).
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Teste de hipoteses, Correlacio e Regressio e
Aplicacoes

Contetidos basicos do Mbdulo:

1. Teste de hipdteses
2. Correlagao
3. Regressao linear simples

(Obj etivos do Mbdulo:

Ao final deste estudo, esperamos que vocé, aluno(a), possa:

° Verificar afirmac0es estatisticas
° Estabelecer a relacdo linear entre duas varidveis.



Teste de hipéteses, Correlacdo e Regressao e Aplicagées
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TESTE DE HIPOTESES, CORRELACAO E REGRESSAO E
APLICACOES

| - TEXTO BASICO

6. Testes de hipoteses

No mddulo anterior, comegamos a estudar inferéncia estatistica e vimos como obter um
intervalo de confianga para um parametro populacional, por exemplo, para a média (g
), variancia (¢?) e proporcdo (p). Neste médulo, continuaremos estudando inferéncia
estatistica, mas, aqui, aprenderemos como utilizar um teste de hipdteses para testar se

uma afirmacgdo sobre um parametro é verdadeira ou ndo.

6. 1. Introducgao : conceitos fundamentais e tipo de erros

6. 1. 1. Conceitos fundamentais.

Teste de hipdteses é uma regra de decisdo para aceitar ou rejeitar uma hipdtese

estatistica com base nos dados amostrais.

Hipétese estatistica é uma suposicao quanto ao valor de um parametro da populagdo, a

qual sera verificada por um teste. Sdo exemplos de hipdteses estatisticas:

1) A altura média dos brasileiros é de 1, 65 m. Ou, usando a nomenclatura estatistica,
U =1,65.

2) A altura média dos brasileiros € menor que 1, 65 m (u < 1,65).
3) 10% dos brasileiros sdao fumantes (p = 0,1).
Notagdo: H é a notacdo de hipdtese estatistica

Ahipdtese H € a hipétese nula, que € a hipétese estatistica que sera testada. A hipétese

nula contém a afirmacdo sobre o parametro populacional.

A hipdtese H, é a hipétese alternativa, que € o complemento da hipétese nula.
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Exemplos:

H;:u =1,65 hipotese nula
H:u # 1,65 hipdtese alternativa
H:u=1,65 hipdtese nula

H:u<1,65 hipdtese alternativa

H:u=1,65 hipdtese nula

H:u>1,65 hipdtese alternativa

Na hipétese nula, é comum o emprego do sinal de “=", Esta opgdo serd adotada

aqui. Mas, também podem ser usados “ = “ou “ = “,

6. 1. 2. Tipo de erros
Na hipétese alternativa podem ser utilizados os sinais de“#" ou “<” ou “>”.

Num teste de hipotese, toma-se como referéncia a hipdtese nula (H)) e havera duas

decisbes possiveis: aceitar H  ou rejeitar H,.

Ao aceitar H , estamos, consequentemente, rejeitando H . Ao rejeitar H, estamos

consequentemente aceitando H,. Essa decisdo esta sujeita a erros, ja que a hipotese H,

pode ser falsa ou verdadeira. Assim, podemos rejeitar H,, quando H € verdadeira. Veja

a seguir

Erro tipo I: consiste em rejeitar H quando H_ € verdadeira

Erro tipo II: consiste em aceitar H quando H_ € falsa

a:(nivel de significancia): é a probabilidade de se cometer o erro do tipo I.

[3: é a probabilidade de se cometer o erro tipo Il

152

ESTATISTICA: DA EDUCACAO BASICA AO ENSINO SUPERIOR



(1-R): é o poder do teste.

Quadro 6. 1: Erro tipo | e erro tipo Il

DECISAO
REALIDADE Aceitar H Rejeitar H,
H, € verdadeira | decisdo correta (1 - @) Erro tipo I -
H, ¢ falsa Erro tipo IT- 3 decisdo correta - (1 - B)

A situacdo ideal seria aquela em que ambas as probabilidades a e 3 fossem zero.
Entretanto a medida que se diminui @ , [} tende a aumentar. Deve-se ter cuidado ao
efetuar um teste de hipdtese para que o erro mais importante a ser evitado seja o erro
tipo . Os niveis de significancia mais usados sdao @ = 0,01; 0,05 e 0,1.

6. 1. 6. Procedimento para se efetuar um teste de hipoteses

1) Identificar as hipéteses do teste (H e H,) .

2) Especificar o nivel de significancia ()

3) Obter o valor critico (Z ouT,, . OUJXiseaco)€ €Sbogararegido critica (regido

tabelado t

de rejeicao).
4) Calcular a estatistica do teste.

5) Decisdo. "Através da comparacdo da estatistica do teste com o valor critico da regido
critica"

6) Interpretar a decisdo de forma contextualizada.

6. 2. Teste de hipdtese para a média

A média de uma populacdo é uma das caracteristicas mais importantes. Assim sendo,
frequentemente temos de tomar decisdes a seu respeito.

6. 2. 1. Teste de hipotese para a médiae conhecido

O teste de hipéteses para a média g (ou teste Z para média gt) é um teste estatistico
para a média populacional. O teste Z para média gt pode ser usado quando a populacdo
€ normal e o conhecido.

MODULO 4
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O desenvolvimento do teste Z para média jt depende das hipdteses que serdo testadas.
Se as hipoteses forem H:ft =g e H: [t <l 6 entdo teremos teste bilateral com duas
regiGes de rejeicao (regido critica) e dois valores criticos (Z =-za e z=)

z z

tabelado

Regido | \ Regidio
rejeicdg Regido ‘rejeicdo

£ v LT b
r. aceitacao s
et & | S,

Figura 6. 1 Regido critica e valores criticos para teste bilateral

Se as hipoteses forem H: pt=p eH :H<#  entdo teremos teste unilateral a esquerda

com uma regido de rejei¢do a esquerda (regido critica) e um valor critico (Z,, . =-z,)

Regido a-" ."~.
rejeicds Regido A\
-'j/-l aceitagdo 1"-»,__
[
-z

Figura 6. 2 Regido critica e valor critico para teste unilateral a esquerda
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Se as hipoteses forem H : =t e H : 1> i, entdo teremos teste uniateral a direita com

uma regido de rejeigdo a direita (regido critica) e um valor critico (Z_, . =2z,)

;’l Regido Regido
A aceitagio )IEI€ICa0

Ly

Figura 6. 3 Regido critica e valor critico para teste unilateral a direita

MODULO 4

A estatistica do teste de hipoteses da media populacional ¢, com & conhecido €:
X~ iy

Z = Z =
calculads rale l.".l',-"r\.E

em que & € o valor de referéncia proveniente da afirmacdo a ser testada.

Finalmente, tome a decisdo de rejeitar H se Z _estiver na regido de rejeigdo.

Veja o resumo teste Z para média i no Quadro 6. 2.
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Quadro 6. 2: Resumo do teste Z para média fi

Teste Bilateral Unilateral a esquerda | Unilateral a direita
1. Hipoteses
H: p=py Hp:m=py Hp: p=py
H:p+#py H:p<py H: > py
2.a fixar a fixar a fixar ar
3. Regido critica N N N
lll'll \‘II |l II,' \ II | / \ \I
| .'\II | / . _.-f I"'.\
\ / \'\ r'x
\ / \
/ \ / \\_I // N
» D | -
-za za -Zs Za
3 Z
4. Estatistica do e X — g e X — g L X — lig
teste calc aﬁ@ calc aﬁ@ calc ﬂ'f‘\.@
5..D.ecis€10: z_ < -Zg, z_ . <-Zg Z,. >y
rejeita-se H ou
anlc = Z‘r/Z

Exemplo:

O governo de um pais afirma que a expectativa de vida (média) é maior do que 70 anos.
Uma amostra aleatdria com 100 registros de mortes durante o ano passado mostrou que
a expectativa de vida é 71,8 anos . Assumindo um desvio padrdo de 8,9 anos (conhecido
de estudos anteriores), isso indica que a expectativa de vida média é maior do que 70

anos? Use nivel de significancia de 5%.

Resolugdo:

As informacgdes em relagdo a amostrasdao:n=100e x=71,8 anos
A informacdao em relacdo a populacao é: & = 8,9 anos.

Queremos testar se i > 70 anos (afirmacdo do governo). Logo, o valor de referéncia é
M, = 70.

Como o nivel de significancia é 5%, entdao @ =0,05.
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Quadro 6. 3: Exemplo do teste Z para média [
Teste Unilateral a direita
1. Hipoteses
P H,: =170
H:z>70 *afirmagdo do governo”
2.a o = 0,05
3. Regido critica A
] \
[ A
/ |
{
[\
/

D

1,65

Z,.: = 1,65 natabela B da distribuicdo normal padrao
4. Estatistica do teste x—u, 718-70
Z cale T

= = 2,02
g/yn  89/4100
5. Decisdo:

Rejeita-se H : g = 70, ao nivel de significancia de 5%.
Pois, 2,02 > 1,65 (2,02 esta na regido de rejeicdo de H).

Interpretagao: Portanto, confirma-se que a expectativa de vida (média) é maior do que
70 anos, ao nivel de significancia de 5 %. A afirmagdo do governo estd correta.

PARE

Adecisdo pode ser diferente se usarmos outros valores de & (nivel de significancia). I

Na decisdo e na interpretacdo, vocé deve informar o nivel de significancia utilizado no
teste.
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6. 2. 2. Teste de hipdtese para a média,e desconhecido e n <30

O teste t para média gt é um teste para a média populacional e pode ser usado quando

a populacdo é normal e o desconhecido.

O desenvolvimento do teste t para média i também depende das hipdteses que serdo
testadas. Se as hip6teses forem H: # = fee H : & < K, entdo, teremos teste bilateral

com duas regibes de rejeigdo (regido critica) e dois valores criticos (T, . =-tz e ta)
z z

Regido | \ Regi%o
rejeicdy pagizo  \rejeicdo

/ (IR -
A aceitagao .

— [
I I
-t tx

z z

Figura 6. 4 Regido critica e valores criticos para teste bilateral

Na figura 6.4, t,,, é o valor t que produz uma drea de a/2 na cauda a direita da

distribuicdo t de student, com @ =n -1 graus de liberdade, na tabela C.

Se as hipoteses forem H : £ = e H : <[t  entdo teremos teste unilateral a esquerda

com uma regido de rejei¢do a esquerda (regido critica) e um valor critico (T, ~=-t,)

Regido :

rejeisds Regida
A aceitagdo .
|
-t

o

Figura 6. 5 Regido critica e valor critico para teste unilateral a esquerda
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Na figura 6.5, - t, é o valor simétrico ao valor de t, , o qual produz uma darea de @ na
cauda a direita da distribuicdo t de student, com @ = n -1 graus de liberdade, na tabela C.

Se as hipoteses forem H : B = £ e H : £ > I entdo teremos teste bilateral a direita

com uma regido de rejeicdo a direita (regido critica) e um valor critico (T, =t;)

,f.. Regldo Rogido
4 aceitagdo )J€jeid0

|
t

o

Figura 6. 6 Regido critica e valor critico para teste unilateral a direita

Nafigura 6.6, t, éovalordetque produzuma areade @& nacauda adireita da distribui¢dao

t de student, com g = n -1 graus de liberdade, na tabela C.

MODULO 4

A estatistica do teste de hipdteses da média populacional i, com o desconhecido e
n<30 é: _
A~ Hy
T =T =
calculado calc S,"‘ME

em que # € o valor de referéncia proveniente da afirmagéo a ser testada.

Finalmente, tome a decisdo de rejeitar H se T_,_estiver na regido de rejeicdo.

Veja o resumo teste t para média & no Quadro 6. 4.
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Quadro 6. 4: Resumo do teste t para média ji

Teste Bilateral Unilateral a esquerda | Unilateral a direita
1. Hipoteses Hy: 1=t Hy: i =t Hy: i =t
H g+ pg H g < py H:p>p,
2. o fixar @ fixar & fixar &
N a A
. . [\ fJ'I \ / '-.\
3. Regido critica |\ i -
/ \ \ x'll \
f \ / \ /
/ \ f_,*f \‘\ / \\\
= R | 4 N o -
- ta ta -t te
z z
4 (stica d :E_Ffa T Xl :E_ﬂu
. Estatistica do teste cale sl cale siin cale i
. .. Tcalc< -ta-/2
5. Deciséo: rejeita-se H; | ou T, . <-la T . >ta
Tcalc - tﬂ-/Z

Exemplo:

Uma industria afirma que a média do nivel do pH na dgua do rio mais préximo é de

6,8. Vocé seleciona 19 amostras de agua e mede os niveis de pH de cada uma, as quais

apresentam média amostral é 6,7 e desvio padrdo 0,24. Ao nivel de significancia de 5%,

verifique se a afirmagdo da indUstria esta correta.

Resolugao:

As informacdes sobre a amostrasdo:n=19e x=6,7es=0,24

N3o ha informacdo sobre a populacao.

Para nivel de significancia é 5% (@ = 0,05), queremos testar se g = 6,8 (alegacdo da

industria). Logo, o valor de referéncia é i = 6,8. Neste exemplo, podemos escolher
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APENAS um teste: o teste bilateral ou o teste unilateral a esquerda.

Entdo, para o teste bilateral, teriamos:

Quadro 6. 5: Exemplo do teste t para média ji

Teste Bilateral
1. Hipoteses
P H: u=6,8 “Afirmagdo da industria”
H: g #6,8
2. = 0,05.
3. Regiao ~
critica \'ﬁ
I|l: '|II
/
/
."II III'.
/ \
8 D
& |
-2,101 -1,81 2,101
te =1 ,.= 2,101, com 18 graus de liberdade (na tabela C, da distribuigéo
3 ,
t, @ =n -1 graus de liberdade)
4. Estatistica X—p, 67—68
do teste Teate = = = —181
s/4n 0,24/+/19
5. Decisao
Aceita-se H: 4 = 6,8, ao nivel de significancia de 5%.
Pois -2,101 = -1,81 = 2,101 (- 1,81 estad na regido de aceitagdo de H ).

Interpretagdo: Portanto, confirma-se que a média do nivel do pH na dgua dorio é de 6,8,

ao nivel de significancia de 5%. A afirmagdo da industria estd correta.

E para o teste unilateral a esquerda, teriamos:

MODULO 4
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Quadro 6. 6: Exemplo do teste t para média ji

Teste

Unilateral a esquerda

1. Hipoteses

H: = 6,8 “Afirmagdo da industria”

H: <63
2.a a = 0,05.
.':I .I'u
[ )
.'II II"'.
3. Regido !
critica / \
/ \‘x,
< N
T [
-1,81 -1,734

-t = - t,,s=-1,734, com 18 graus de liberdade (na tabela C, da
distribuicdo ¢, @ = n -1 graus de liberdade)

4. Estatistica

E—py  67—68

¢ = = = —1 B
do teste el s/ 024/V19
5. Decisdo: |Rejeita-se H: ¢ = 6,8, ao nivel de significancia de 5%.

Pois, -1,81 <-1,734 (- 1,81 esta na regido de rejei¢do de H ).

Interpretagao: Portanto, a média do nivel do pH na dgua do rio é menor que 6,8, ao nivel

de significancia de 5%. A afirmacdo da indUstria esta errada.

6. 2. 3. Teste de hipétese para a média,e desconhecido e n = 30

Quando n — oo, a distribuicdo t de Student se aproxima da distribuicdo normal. Logo

g =s.
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MODULO 4

A estatistica do teste de hipdteses da média populacional g , com @ desconhecido e
n= 30 ¢é:

X — 1y
zculcu!udn = zrﬂic =

\‘.'.l',n"r 1,‘.";

em que o =s e & € o valor de referéncia proveniente da afirmagao a ser testada.

A execucdo do teste Z para média i, quando & é desconhecido e n = 30 segue o

procedimento apresentado no Quadro 6. 2.
Exemplo:

Em um anuncio, uma pizzaria afirma que a média de seu tempo de entrega é menor que
30 minutos. Uma selecdo aleatéria de 36 tempos de entrega tem média amostral de 28,5
minutos e desvio padrao de 3,5 minutos. Vocé concorda com a afirmacdo da pizzaria ao

nivel de significancia de 1%?
Resolugdo:
As informacdes sobre a amostrasdo:n=36e ¥ =285es5s=3,5.

N3o ha informacdo sobre a populacdo, no entanto, como n = 30, o & pode ser estimado

pors, logo @ =s=3,5.

Para nivel de significancia de 1% (& = 0,01), queremos testar se g < 30 (alegacdo da
pizzaria). Logo, o valor de referéncia é £ = 28,5. Entdo, teremos o teste unilateral a

esquerda.
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Quadro 6. 7: Exemplo do teste Z para média i

Teste Unilateral a esquerda
1. Hipoteses H: “_ 1

H,: ¥ <30 “afirmagdo da pizzaria”
2. a=0,01

3. Regiao critica

2,57 ‘
-2,33

- Zy0.=-2,33, pois Z,,,= 2,33 na tabela B, da distribuicdo normal
padrao.

4. Estatistica do teste

_x—p, 285—30 _

Z  =—"0= =
e sfdn 3536

—2,57

5. Decisao:

Rejeita-se H : ¢ = 30 ao nivel de significancia de 1%.
Pois, -2,57 <-2,33 (-2,57 esta na regido de rejeigdo de H ).

Interpretagdo: Portanto, confirma-se a média de seu tempo de entrega é menor que 30

minutos, ao nivel de significancia de 1%. A afirmagdo da pizzaria esta correta.

6. 3. Teste de hipdtese para a propor¢ao

Seja X o numero de elementos de uma populagdo de tamanho N que apresenta a

f e . ~ . p &
caracteristica de interesse. A proporg¢do populacional é p = —.

N

Seja x o numero de elementos de uma amostra de tamanho n que apresenta a

s _ X
caracteristica de interesse. A propor¢do amostral é A
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O teste Z para a proporg¢do p é um teste estatistico para uma proporgdo populacional p.

A estatistica do teste de hipoteses para proporgao, com n = 30 é:
P— 1o

anifu{adn . zcuic =
Pol(1—po)
n

em que p, ¢ o valor de referéncia proveniente da afirmagao a ser testada.

Veja o resumo teste Z para a propor¢dao p no Quadro 6. 8.

Quadro 6. 8: Resumo do teste Z para a proporgdo p

Teste Bilateral Unilateral a esquerda | Unilateral a direita
1. Hipoteses |H: p=p, H:p=p, H:p=p,

H:p=p, H:p<p, H:p>p,
2. fixar ar fixar ar fixar &
3. Regiao N N N
critica [\ [\ I\

[\ / [
\ £y
\"-. / ; \
/ \‘ e hY /f N\
=& > = " = ==
- ZE EE - zlx zlx
I Iz
4. Estatistica s B m & P 7 _ P—pg
do teste cele ~ —— cale ~ [ ——————— cale —  ——
po (1 —po) po (1 —po) Po(1—po)
n n n

5 . 'I)'e(nsa(;_:l anlc < -Zq/Z anlc <-za calc =z
rejeita-se o ou

anlc = Za-/Z

Exemplo: Os médicos acreditam que um medicamento comumente prescrito para aliviar
a tensdo nervosa tem 60% de eficicia. O laboratdrio ndo concorda e decide investigar
essa eficacia. Os resultados experimentais com o medicamento administrado em uma
amostra aleatéria de 100 adultos que sofrem de tensao nervosa mostraram que 70 deles

sentiram alivio. Vocé concorda com os médicos, ao nivel de significancia de 5%?
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Resolugdo:

As informacdes da amostrasdo: n=100e g = E = % =0,70

Queremos testar se p =0,6 (afirmagdo dos médicos). Logo, o valor de referéncia é p,=0,6.

Como nivel de significancia é 5%, entdao @ =0,05.
Quadro 6. 9: Exemplo do teste Z para a proporgao p

Teste Unilateral a direita
1. Hipoteses |H: p = 0,6 “Alegagdo dos medicos™
H:p>0,6
2.a a=0,05
3. Regido N\
critica gl
PN
I 1
I|I !
/ \
."|l Ill'
/ 0,95 'n\ 0,05
¥ 5 \
__'_'_,.r" | \\\._‘_‘_\_
1,65 2,04
Z,.: = 1,65, natabela B da distribui¢do normal padrao
4. Estatistica B — 1, 0,7—-06
do teste Zeate = = = 2,04
o (1-p) [06(04)
n % 100
5. Decisdo:  |Rejeita-se H: p = 0,6 , ao nivel de significancia de 5%.
Pois, 2,04 > 1,65 (2,04 esta na regido de rejeicdo de H).

Interpretagao: Portanto, um medicamento comumente prescrito para aliviar a tensao
nervosa tem eficacia maior que 60%, ao nivel de significancia de 5%. A afirmag¢do dos

médicos esta errada.

6. 4. Teste de hipdteses para independéncia
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Na secdo 3, aprendemos que dois eventos sdo independentes se a ocorréncia de um
evento ndo afeta a probabilidade da ocorréncia de outro evento. Por exemplo, os
resultados do lancamento de dados e de moedas sao independentes. Mas suponha
que um médico pesquisador queira determinar se hd uma relacdo entre o consumo de
cafeina e o risco de ataque do coracdo ou que um professor queira saber se ha uma
relacdo entre o desempenho em matematica (notas A, B e C) e o turno do aluno (manha

e noite). Essas varidveis sdo independentes ou dependentes?

Aqui vocé vai aprender como usar o teste qui-quadrado para independéncia de modo a
responder esse tipo de pergunta. Para fazer o teste qui-quadrado para independéncia,

vocé vai usar amostras de dados que sdo organizados em uma tabela de contingéncia.

Uma tabela de contingéncia r x ¢ mostra as frequéncias observadas para duas varidveis.
As frequéncias observadas sdo arranjadas nas linhas r e nas colunas c. A interse¢ao de

uma linha e uma coluna é chamada célula.

Tabela 6. 1: Tabela de contingéncia r X ¢

Colunas
Linhas 1 2 c
1 11 12 i Olc
2 021 OZZ i OZC
r Orl Or2 Orc

O teste qui- quadrado para independéncia é usado para testar a independéncia de duas

variaveis.

Para usar o teste qui-quadrado para independéncia, as seguintes condi¢cdes devem ser

satisfeitas:
As frequéncias observadas devem ser obtidas usando uma amostra aleatéria.

Cada frequéncia esperada deve ser maior ou igual a 5.

MODULO 4
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A regido critica serad aproximada pela distribuicdo qui-quadrado com @ = (r-1)(c-1) graus
de liberdade, em que r é o numero de linhas e ¢ é o niumero de colunas da tabela de

contingéncia.

Regido de Regido de rejeigdo

aceitagio

Figura 6. 7 Regido critica e valor critico para teste qui-quadrado

Na figura 6.7, @ corresponde a drea da cauda direita da curva da distribuicdo qui-

quadrado.

A estatistica do teste para o teste qui-quadrado de independéncia ¢

(0—E)*

2 i L=
KXrealeuldade — Xeale — z E

Em que O representa as frequéncias observadas e E representa as frequéncias

esperadas

A frequéncia esperada de uma célula £, em uma tabela de contingéncia é:

E Lo (Semea da linka rix(Somea da coluna o)

LT

Total da amostra
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Tabela 6. 2: Tabela de contingéncia r X ¢, com frequéncias esperadas

Colunas
Linhas 1 2 €
1 Oll(Ell) Olz(Elz) Olc(Elc)
2 Ozl(E 21) Ozz(E 22) e Ozc(E 2c)
r Orl (Erl) OrZ (ErZ) W Orc(Erc)

Veja o resumo teste qui-quadrado para independéncia no Quadro 6. 10.

Quadro 6. 10: Resumo do teste qui-quadrado para independéncia

1. Hipoteses

H,: As variaveis X e Y sdo independentes

H: As varidveis X e Y ndo sdo independentes.

2.6

fixar a

3. Regiao
critica

4. Estatistica do
teste.

5.Decisao:

rejeita-se H

MODULO 4

Exemplo: Os resultados de uma amostra aleatéria de 237 alunos, que foram classificados
guanto ao desempenho em matematica e turno em que frequentam a escola, estao
apresentados na tabela de contingéncia. Com nivel de significancia de 5%, teste a

hipotese de que o desempenho e o turno dos alunos sao independentes.
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Tabela 6. 3: Frequéncias observadas do desempenho em matematica, por turno

Desempenho em

matematica
Turno A B C TOTAL
Manha 45 60 40 145
Noite 20 50 22 92
TOTAL 65 110 62 237

Resolugdo:

Na tabela de contingéncia, com r = 2 linhas e ¢ = 3 colunas, identificamos as frequéncias
observadas O :

0, =45; 0, =60; O, =40;

11 12 13

0, =20; O

21

=50, O__=22;

22 23

Agora, devemos encontrar as frequéncias esperadas:

__ (Soma da linka rix{Some da coluna c)

E’"*c - Total da amostra

AR % =39,77; Ey,= % = 67,30, Ey5= % =37.93
(g2l (g2l i 52352

g, =) _ o503 g7, =2 g0, B, =200 _ aa07

237 237 237

Na tabela de contingéncia a seguir, apresentamos as frequéncias observadas e a

respectiva frequéncia esperada, em cada célula.

Tabela 6. 4: Frequéncias observadas e esperadas do desempenho em matematica, por

turno
Desempenho em matematica
Turno A B C TOTAL
Manha 45 (39,77) 60(67,30) 40(37,93) 145
Noite 20(25,23) 50 (42,70) 22(24,07) 92
TOTAL 65 110 62 237
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1. Hipoteses | H: O desempenho em matematica ¢ o turno dos alunos sdo independentes
H,: O desempenho em matematica ¢ o turno dos alunos ndo sdo independentes

2.@ a=0,05

3. Regido
critica

4,10 5,00

Xe =Xops = 5,99, com @ = (r-1)(c-1) = (2-1)(3-1) = 2 graus de liberdade (na
tabela D, da distribui¢do qui-quadrado)

4. Estatistica

{o-E)*
do teste. ) =
2 _ (45-39,770% | (s0-67.3)" 3 (40-37,93)* | (20-25.23)° , (s0—427)° ,k (22-2407)°
Xoale = ™ 3977 67.3 a783 | 25,23 12,7 24,07
x2,. =069+079+011+1,08+1,2540,18
Iczrz!c = 4'11‘]
5. Decisdo: Aceita-se H, ao nivel de significdncia de 5%.

Pois, 4,10 < 5,99 (4,10 esta na regido de aceitagdo de H).

Interpretagao: O desempenho em matematica e o turno dos alunos sao independentes,

ao nivel de significancia de 5%.
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7. Regressao e Correlagao

Em algumas situacdes, interessa-se pelo estudo do comportamento de duas variaveis , X
e Y, ouseja, deseja-se saber se existe relacdo entre elas. Por exemplo, altura (X) e Peso
(¥).

Esse comportamento pode ser observado através do diagrama de dispersdao e medido
através do coeficiente de correlagao linear.
7.1 Diagrama de dispersao

O diagrama de dispersdo ¢ o grafico no qual cada par (x, y) € representado com um
ponto plotado em um sistema bidimensional de coordenadas. A variavel independente
(ou explanatdria) X, é medida pelo eixo horizontal, e a varidvel dependente (resposta) Y

é medida pelo eixo vertical.

Um diagrama de dispersao pode ser usado para determinar se existe uma correlagao

linear (linha reta) entre duas variaveis.

Os diagramas de dispersdao mostram diversos tipos de correlacdo.

a) Correlagdo linear positiva: os valores de X e Y aumentam.

6
+®
5 ¢ *
4 .
> 3 M
3
2 5
1 s
0 T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
X

Figura 7. 1.Correlacdo linear positiva
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b) Correlagdo linear negativa: os valores de uma das varidveis aumentam enquanto os

valores da outra decrescem.

Figura 7. 2.Correlagdo linear negativa

¢) Nao ha correlagdo: nao é possivel identificar um comportamento para Xe Y

Figura 7. 3. N3do ha correlagdo
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d) Correlagdo nao linear:a relacdo entre X e Y é do tipo nao linear.

*

*

>

N W A~ OO N @
>

5N

Figura 7. 4.Correlagdo nao linear
A correlacdo ndo linear ndo é tema de estudo nessa disciplina.
Desvantagem do diagrama de dispersdo : leva a conclusdes subjetivas sobre a correlacao,
as quais podem levar a equivocos.
7. 2 Coeficiente de Correlagao de Pearson

O coeficiente de correlagdo de Pearson (ou coeficiente de correlagdao) mede a relacdo

linear entre duas variaveis

g
- n
e ) (zrE0)

em que n é o numero de pares ordenados

O coeficiente de correlagdo de Person pode ter valores no intervalo -1 = r < 1.
Se r =0, entdo ndo ha correlagdo linear entre as varidveis X e V.

Se r=1, entdo ha correlagdo linear positiva PERFEITA entre as varidveis X e Y.

Se r=-1, entdo ha correlagao linear negativa PERFEITA entre as varidveis X e Y.
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r =0 indica que ndo ha correlagao linear. No entanto, existe a possibilidade de a

correlacdo ser do tipo ndo linear, como situagao da Figura 7.4.

Nao ha regra para interpretar outros valores do coeficiente de correlagao. No entanto, é

razoavel considerar que:

r = 0,9: correlagdo linear positiva FORTE
r=0,7: correlacdo linear positiva MODERADA
r = 0,5: correlacgdo linear positiva FRACA.

r = -0,9: correlacao linear negativa FORTE

r = -0,7: correlagcao linear negativa MODERADA

r = -0,5: correlacao linear negativa FRACA

O numerador do coeficiente de correlagdo pode ser nomeado de S,

T

E, no denominador, temos os termos S, e S, :

Syx = ZX: - (227

T

Logo, podemos escrever o coeficiente de correlacdo de outra maneira:

SXY

V (82x) (Syy)

MODULO 4
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Exemplo:

Um estudo quer verificar se ha relacdo linear entre nimero de horas de estudo (X), por

semana, e a nota final (Y) dos alunos, conforme mostrado na Tabela 7.1.

Tabela 7. 1 Horas de estudo, por semana, e a nota final

Horas de estudo

(X), Nota final (Y)
por semana
1 1
2 2
3 4
4 5
5 8

a) Obtenha o diagrama de dispersao e interprete.

9

8 *

7

6

> 5 *

4 *

3

2 *

1 *

0 : ;

0 1 2 3 4 5 6

X

Grafico 7. 1. Grafico de dispersdo para dados da Tabela7.1
Interpretagdo: Suspeita-se que ha correlacdo linear positiva.
b) Calcule o coeficiente de correlagdo (r) e interprete.

Tabela7.2 Célculode X, LV, ZXYV, 2 X e X¥?

XY X2 y2
1 1 1
4 4 4
12 9 16

20 16 25

oA W N P X
o U AN R <

40 25 64

Soma (Z): 45 200 77 55 110
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Para calcular o coeficiente de correlagao devemos:

10.

No procedimento que calcula o coeficiente de correlacdo:

Encontrar o valor de n: n = 5. Pois, temos cinco pares de dados.
Encontrar a soma dos valores de X: X X = 15.

Encontrar a soma dos valores de Y: X ¥ = 20.

Encontrar a soma dos valores de XY: X XY = 77.

Encontrar a soma dos valores de X?: X X?= 55,

Encontrar a soma dos valores de Y% X ¥?=110.

1 1)

17.

EXES — 77
T

Calcular o valor de Sy = X XV —

{ z [ z
Calcular o valor de 5, = ¥ X* —% ooppa Bl _

o 7 P,
Calcular o valor de Sy = EYE—‘T = 110 —— =30.

Calcular o coeficiente de correlagdo (r)

_ Sy _ 1
V) (Sey)  4(10)(30)

= 0,98

Interpretagao: hda correlacdo linear positiva forte.

2X? # (X X) pois,55+(15)2 e L¥? # (X ¥)? pois 110 # (20)?

7. 3. Regressao linear simples

Quando for identificado que ha correlacdo linear entre duas varidveis, através do

diagrama de dispersdo e/ou coeficiente de correlacdo (r), torna-se necessario modelar e

investigar a relacdo entre essas varidveis, ou seja, como a varidvel Y varia em funcdo da
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variavel X.

Y =f(X) =a+ X

Y=a+ FX éaequacdodareta, conforme estudado em dlgebra.

Y é a variavel dependente (ou variavel resposta)
X é a variavel independente (ou explicativa ou exdgena).

Por exemplo, o peso de criancas (Y) varia conforme a idade (X).

7. 3. 1 Mbdelo matematico

Podemos obter o seguinte modelo para representar um conjunto de pontos:
};Ii =+ ﬁX: + Ef

em que ¥ é o valor estimado de Y para um determinado valor de X.

Além disso, os valores de @ e 8 sdo os coeficientes de regressao, tal que B fornece a

inclinacdo da reta e & fornece a intersecao da reta com o eixo Y.

Ja £; é o erro aleatorio, tal que &; =¥, — ¥

S3o necessarias algumas suposicoes para o erro &;:

0s £; ‘s sdo variaveis aleatdrias ndo-correlacionadas entre si.

Como E(s;) =0 e Var (g:) = 5%, os erros &; ‘s sdo varidveis aleatdrias independentes e
possuem distribuigdo normal: g;~N(0,22).

7. 3. 2. Equac¢ao da reta do modelo regressao linear simples

Consiste em estimar os pardmetros @ e j§ da equacdo da reta de regressdo: ¥ = a + X .

178
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Através do método de estimagao dos mi nimos quadrados , obtém-se que

Na equagdo que calcula §, valoresde S, e S, sdoaqueles usados no célculo do coeficiente

de correlagao.

~ = | Ly . Y e, Ly
Na equacado que calcula &, ¥ é a média dos valores de Y, ou seja, ¥ = = © XX éamédia
. 5 hX
dos valores de X, ou seja X = et

Exemplo: Obter o modelo de regressao para os dados da Tabela 7.1 do exemplo anterior.

o i i = =
Teremos § = S 1,7. Pois, do exemplo anterior, S,=17eS =10.
Teremos a =¥ — §X =4 —1,7(3) =-1,1. Pois, ¥ = i—Y=2—:=4e.5?= ‘ETX=E =3

Logo, o modelo da reta de regressao é F=—11+17X.

Graficamente, teremos a reta de regressao:

y=17x-1.1

Y
O =2 NWhOO N ®O

o
N
B
)]

Podemos usar valores de X do intervalo de dados da tabela 7.1 (1 a 5 horas), para
obter estimativas da nota final (Y). Se X = 3,5 horas, ¥ = —1,1 + 1,7(3,5) = 4,85.

Interpretacao: Estima-se que se o aluno estudar 3,5 horas, por semana, terd nota final
4,85.
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PARE

Para fazer estimativas de Y, é recomendado ndo usar valores de X que extrapolam fP
o intervalo usado na obtencdo do modelo de regressao linear, pois a precisao da

estimativa ficard comprometida.

Por exemplo, para X = 6, ndo devemos usar o modelo para estimativas.

Quando o coeficiente de correlacdo for moderado ou fraco, o modelo ndo deve ser usado

para fazer estimativas de Y.

O teste de hipdtese é um procedimento estatistico para verificar, com base em dados
amostrais, se a afirmacdo a respeito de um parametro populacional deve ou ndo ser
rejeitada. Na secdo 6 deste mddulo, apresentamos alguns testes que sdo frequentemente
encontrados na pratica, sdo eles: teste de hipoteses para a média, para a proporc¢do e para
a independéncia. Na sessdo 7, apresentamos o diagrama de dispersao e o coeficiente de
correlacdo de Pearson, para investigar a existéncia de relacdo linear entre duas variaveis
e vimos como obter a equacdo da reta do modelo de regressao linear simples.
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Tabela A : Distribuigdo normal padrao para valores negativos , P (Z < 0)

Exemplo: P (Z<-1,96) =0,0250

2, 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 | 0.4960 | 0.4920 | 0.4880 | 0.4840 | 0.4801 | 0.4761 | 0.4721 | 0.4681 | 0.4641
-0.1 0.4602 | 0.4562 | 0.4522 | 0.4483 | 0.4443 | 0.4404 | 0.4364 | 0.4325 | 0.4286 | 0.4247
-0.2 0.4207 | 0.4168 | 0.4129 | 0.4090 | 0.4052 | 0.4013 | 0.3974 | 0.3936 | 0.3897 | 0.3859
-0.3 0.3821 | 0.3783 | 0.3745 | 0.3707 | 0.3669 | 0.3632 | 0.3594 | 0.3557 | 0.3520 | 0.3483
-0.4 0.3446 | 0.3409 | 0.3372 | 0.3336 | 0.3300 | 0.3264 | 0.3228 | 0.3192 | 0.3156 | 0.3121
-0.5 0.3085 | 0.3050 | 0.3015 | 0.2981 | 0.2946 | 0.2912 | 0.2877 | 0.2843 [ 0.2810 | 0.2776
-0.6 0.2743 | 0.2709 | 0.2676 | 0.2643 | 0.2611 | 0.2578 | 0.2546 | 0.2514 | 0.2483 | 0.2451
-0.7 0.2420 | 0.2389 | 0.2358 | 0.2327 | 0.2296 | 0.2266 | 0.2236 | 0.2206 | 0.2177 | 0.2148
-0.8 0.2119 | 0.2090 | 0.2061 | 0.2033 | 0.2005 | 0.1977 | 0.1949 | 0.1922 | 0.1894 | 0.1867
-0.9 0.1841 | 0.1814 | 0.1788 | 0.1762 | 0.1736 | 0.1711 | 0.1685 | 0.1660 | 0.1635 | 0.1611
-1.0 0.1587 | 0.1562 | 0.1539 | 0.1515 | 0.1492 | 0.1469 | 0.1446 | 0.1423 | 0.1401 | 0.1379
-1.1 0.1357 | 0.1335 | 0.1314 | 0.1292 | 0.1271 | 0.1251 | 0.1230 | 0.1210 | 0.1190 | 0.1170
-1.2 0.1151 | 0.1131 | 0.1112 | 0.1093 | 0.1075 | 0.1056 | 0.1038 | 0.1020 | 0.1003 | 0.0985
-1.3 0.0968 | 0.0951 | 0.0934 | 0.0918 | 0.0901 | 0.0885 | 0.0869 | 0.0853 | 0.0838 | 0.0823
-1.4 0.0808 | 0.0793 | 0.0778 | 0.0764 | 0.0749 | 0.0735 | 0.0721 | 0.0708 | 0.0694 [ 0.0681
-1.5 0.0668 | 0.0655 | 0.0643 | 0.0630 | 0.0618 | 0.0606 | 0.0594 | 0.0582 [ 0.0571 [ 0.0559
-1.6 0.0548 | 0.0537 | 0.0526 | 0.0516 | 0.0505 | 0.0495 | 0.0485 | 0.0475 | 0.0465 | 0.0455
-1.7 0.0446 | 0.0436 | 0.0427 | 0.0418 | 0.0409 | 0.0401 | 0.0392 | 0.0384 | 0.0375 [ 0.0367
-1.8 0.0359 | 0.0351 | 0.0344 | 0.0336 | 0.0329 | 0.0322 | 0.0314 | 0.0307 | 0.0301 [ 0.0294
-1.9 0.0287 | 0.0281 | 0.0274 | 0.0268 | 0.0262 | 0.0256 | 0.0250 | 0.0244 | 0.0239 | 0.0233
-2.0 0.0228 | 0.0222 | 0.0217 | 0.0212 | 0.0207 | 0.0202 | 0.0197 | 0.0192 | 0.0188 | 0.0183
-2.1 0.0179 | 0.0174 | 0.0170 | 0.0166 | 0.0162 | 0.0158 | 0.0154 | 0.0150 | 0.0146 | 0.0143
-2.2 0.0139 | 0.0136 | 0.0132 | 0.0129 | 0.0125 | 0.0122 | 0.0119 | 0.0116 | 0.0113 | 0.0110
-2.3 0.0107 | 0.0104 | 0.0102 | 0.0099 | 0.0096 | 0.0094 | 0.0091 | 0.0089 [ 0.0087 [ 0.0084
-2.4 0.0082 | 0.0080 | 0.0078 | 0.0075 | 0.0073 | 0.0071 | 0.0069 | 0.0068 | 0.0066 [ 0.0064
-2.5 0.0062 | 0.0060 | 0.0059 | 0.0057 | 0.0055 | 0.0054 | 0.0052 | 0.0051 [ 0.0049 [ 0.0048
-2.6 0.0047 | 0.0045 | 0.0044 | 0.0043 | 0.0041 | 0.0040 | 0.0039 | 0.0038 [ 0.0037 [ 0.0036
-2.7 0.0035 | 0.0034 | 0.0033 | 0.0032 | 0.0031 | 0.0030 | 0.0029 | 0.0028 | 0.0027 | 0.0026
-2.8 0.0026 | 0.0025 | 0.0024 | 0.0023 | 0.0023 | 0.0022 | 0.0021 | 0.0021 [ 0.0020 [ 0.0019
-2.9 0.0019 | 0.0018 | 0.0018 | 0.0017 | 0.0016 | 0.0016 | 0.0015 | 0.0015 | 0.0014 [ 0.0014
-3.0 0.0013 | 0.0013 | 0.0013 | 0.0012 | 0.0012 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0010 | 0.0010
-3.1 0.0010 | 0.0009 | 0.0009 | 0.0009 | 0.0008 | 0.0008 | 0.0008 | 0.0008 | 0.0007 | 0.0007
-3.2 0.0007 | 0.0007 | 0.0006 | 0.0006 | 0.0006 | 0.0006 | 0.0006 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0005
-3.3 0.0005 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0003

MODULO 4

ESTATISTICA: DA EDUCAGCAO BASICA AO ENSINO SUPERIOR

181



Teste de hipéteses, Correlacdo e Regressao e Aplicagées

Tabela B : Distribui¢ao normal padrao para valores positivos , P ( Z <0)

Exemplo: P (Z<1,96) =0,9750

2 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359

0.1 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753

0.2 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 [ 0.6103 [ 0.6141

0.3 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 [ 0.6480 [ 0.6517

0.4 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879

0.5 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224

0.6 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549

0.7 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852

0.8 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133

0.9 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 [ 0.8365 [ 0.8389

1.0 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621

1.1 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 [ 0.8830

1.2 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015

1.3 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177

1.4 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 [ 0.9306 [ 0.9319

1.5 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441

1.6 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545

1.7 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633

1.8 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 [ 0.9699 [ 0.9706

1.9 0.9713 | 0.9719 | 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 [ 0.9761 | 0.9767

2.0 0.9772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817

2.1 0.9821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857

2.2 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 [ 0.9887 | 0.9890

2.3 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 [ 0.9913 [ 0.9916

2.4 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 [ 0.9934 | 0.9936

2.5 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952

2.6 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 [ 0.9964

2.7 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 [ 0.9974

2.8 0.9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 [ 0.9980 [ 0.9981

2.9 0.9981 | 0.9982 | 0.9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 [ 0.9986 [ 0.9986

3.0 0.9987 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990

3.1 0.9990 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993

3.2 0.9993 | 0.9993 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995

3.3 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 [ 0.9996 [ 0.9997
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Tabela C: Distribuicdo t de student

Exemplo: Para t, . =1,812, com 10 graus de liberdade.

Area da cauda direita

Graus de

__liberdade 0.2 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005
1 1.376 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 1.061 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
3 0.978 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
4 0.941 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604
5 0.920 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
6 0.906 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
7 0.896 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499
8 0.889 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
9 0.883 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10 0.879 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169
11 0.876 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
12 0.873 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055
13 0.870 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012
14 0.868 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977
15 0.866 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
16 0.865 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921
17 0.863 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898
18 0.862 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
19 0.861 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861
20 0.860 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
21 0.859 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831
22 0.858 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819
23 0.858 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807
24 0.857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797
25 0.856 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787
26 0.856 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779
27 0.855 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771
28 0.855 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763
29 0.854 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756
30 0.854 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750
31 0.853 1.309 1.696 2.040 2.453 2.744
32 0.853 1.309 1.694 2.037 2.449 2.738
33 0.853 1.308 1.692 2.035 2.445 2.733
34 0.852 1.307 1.691 2.032 2.441 2.728
35 0.852 1.306 1.690 2.030 2.438 2.724
40 0.851 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704
50 0.849 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678
100 0.845 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626
200 0.843 1.286 1.653 1.972 2.345 2.601

. ? 0842 128 1645 1960 = 2327 @ 25576
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Teste de hipéteses, Correlacdo e Regressao e Aplicagées

Tabela D: Distribuicdo qui-quadrado

Exemplo: Para x°, . = 18,3, com 10 graus de liberdade.
Area da cauda direita
Graus de

_liberdade 0995 099 0975 095 005 0025 001 0.005

1 0.000 0.000 0.001 0.004 3.841 5.024 6.635 7.879
2 0.010 0.020 0.051 0.103 50991 7.378 9.210 10.597
3 0.072 0.115 0.216 0.352 7.815 9.348 11.345 12.838
4 0.207 0.297 0.484 0.711 9.488 11.143 13.277 14.860
5 0.412 0.554 0.831 1.145 11.070 12.833 15.086 16.750
6 0.676 0.872 1.237 1.635 12.592 14.449 16.812 18.548
7 0.989 1.239 1.690 2.167 14.067 16.013 18.475 20.278
8 1.344 1.646 2.180 2.733 15.507 17.535 20.090 21.955
o} 1.735 2.088 2.700 3.325 16.919 19.023 21.666 23.589
10 2.156 2.558 3.247 3.940 18.307 20.483 23.209 25.188
11 2.603 3.053 3.816 4.575 19.675 21.920 24.725 26.757
12 3.074 3.571 4.404 5.226 21.026 23.337 26.217 28.300
13 3.565 4.107 5.009 5.892 22362 24.736 27.688 29.819
14 4.075 4.660 5.629 6.571 23.685 26.119 29.141 31.319
15 4601 5.229 6.262 7.261 24.996 27.488 30.578 32.801
16 5.142 5.812 6.908 7.962 26.296 28.845 32.000 34.267
17 5.697 6.408 7.564 8.672 27.587 30.191 33.409 35.718
18 6.265 7.015 8.231 9.390 28.869 31.526 34.805 37.156
19 6.844 7.633 8.907 10.117 30.144 32.852 36.191 38.582
20 7.434 8.260 9.591 10.851 31.410 34.170 37.566 39.997
21 8.034 8.897 10.283 11.591 32.671 35.479 38.932 41.401
22 8.643 9.542 10.982 12.338 33.924 36.781 40.289 42.796
23 9.260 10.196 11.689 13.091 35.172 38.076 41.638 44.181
24 9.886 10.856 12.401 13.848 36.415 39.364 42.980 45.559
25 10.520 11.524 13.120 14.611 37.652 40.646 44.314 46.928
26 11.160 12.198 13.844 15.379 38.885 41.923 45.642 48.290
27 11.808 12.879 14.573 16.151 40.113 43.195 46.963 49.645
28 12.461 13.565 15.308 16.928 41.337 44.461 48.278 50.993
29 13.121 14.256 16.047 17.708 42.557 45.722 49.588 52.336
30 13.787 14.953 16.791 18.493 43.773 46.979 50.892 53.672
40 20.707 22.164 24.433 26.509 55.758 59.342 63.691 66.766
50 27.991 29.707 32.357 34.764 67.505 71.420 76.154 79.490
60 35.534 37.485 40.482 43.188 79.082 83.298 88.379 91.952
70 43.275 45.442 48.758 51.739 90.531 95.023 100.425 104.215
80 51.172 53.540 57.153 60.391 101.879 106.629 112.329 116.321
90 59.196 61.754 65.647 69.126 113.145 118.136 124.116 128.299

100  67.328 70.065 74.222 77.929 124,342 129,561 135.807 140.169

184 ESTATISTICA: DA EDUCACAO BASICA AO ENSINO SUPERIOR



MODULO 4

REFERENCIAS

LARSON, R; FABER, B. Estatistica Aplicada . 4 ed. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2010.

ESTATISTICA: DA EDUCACAO BASICA AO ENSINO SUPERIOR 185



