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UNIDAD 1: Analisis Combinatorio.

La Teoria Combinatoria es la rama de las matematicas que se ocupa del estudio de las formas de contar.
Aparte del interés que tiene en sf misma, la combinatoria tiene aplicaciones de gran importancia en
otras areas como la teoria de cédigos, la probabilidad y estadistica, y el anélisis de algoritmos.

1 Reglas de la suma y del producto. Permutaciones

Comencemos presentando dos principios basicos del conteo: las reglas de la suma y del producto.

Regla de la suma: Si una primera tarea puede realizarse de m formas, mientras que una segunda
tarea puede realizarse de n formas, y no es posible realizar ambas tareas simultdneamente, entonces la
tarea de llevar a cabo cualquiera de ellas puede realizarse de m + n formas.

Nota 1 Vale destacar que cuando decimos que una tarea puede realizarse de m formas, supondremos
que estas m son distintas, en caso de que se indique lo contrario.

Ejemplo 1 Veamos algunos ejemplos:

1. La biblioteca de la facultad tiene 15 libros de Matemdtica Discreta y 7 de Geometria Analitica.
Por la regla de la suma, un estudiante puede elegir entre 15+ 7 = 22 libros de texto para aprender
acerca de alguno de estos temas.

2. Claramente, esta regla puede ampliarse a mds de dos tareas. En efecto, si suponemos que el
estudiante estd interesado, ademds en el drea del Cdlculo, y se sabe que la biblioteca cuenta con
35 libros de este tema, podemos asequrar que el estudiante podrd elegir entre 15 4+ 7 4+ 35 = 57
libros para aprender acerca de alguno de estos temas.

Regla del producto: Si un procedimiento se puede descomponer en las etapas primera y segunda,
de manera que existen m resultados posibles de la primera etapa, y, para cada uno de estos resultados
existen n resultados posibles para la segunda etapa, entonces el procedimiento total se puede realizar,
en el orden dado, de mn formas.

Ejemplo 2 Veamos algunos ejemplos:

1. Se encuentran ensayando para una obra de teatro 6 hombres y 8 mujeres. Se necesitan para el
papel principal un hombre y una mujer. Por la regla del producto, el director puede elegir para
protagonizar de 6 X 8 = 48 formas.

2. Las patentes del Mercosur para la Argentina cuentan de 2 letras, 8 nimeros y 2 letras, (por
ejemplo AA 345 EX). Argentina descarté la letra N para que no sea confundida con la N. Qué
cantidad de autos es posible patentar?

3. Queremos plantear un problema donde las variables son sdlo letras, o bien una letra sequida de
un nimero. Entre cudntas variables puedo elegir si
i) las mayisculas y minisculas son indistinguibles?
i1) se distingue entre mayusculas y minisculas?



4. Las ciudades A, B, y C estan conectadas de la siguiente manera: hay seis caminos de A a B y
cuatro de B a C, pero ninguno de A o C directamente. De cudntas maneras podemos ir de A a
Cc?

Tanto la regla de la suma como la del producto pueden ser aplicadas reiteradamente. A veces es
necesario combinar estas reglas de conteo para la soluciéon de un problema.

Ejemplo 3 Una persona visita dos tiendas con intencion de comprar un pantalon. En la primera
tienda hay seis modelos diferentes y para cada uno hay tres colores. En la sequnda hay diez modelos y
cuatro colores para cada modelo. Entre cuantos pantalones tiene que escoger la persona?

Veamos ahora el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4 En un grupo de 10 estudiantes, se desea elegir a 5 y ubicarlos en fila para tomar una
foto. ;Cudntas disposiciones lineales (importa el orden) son posibles? Observemos que en este caso,
las repeticiones no son posibles! Si bien cualquiera de los 10 estudiantes puede ocupar el lugar de la
1zquierda, sélo podremos elegir entre los 9 restantes para ocupar el sequndo lugar y asi sucesivamente.

Definiciéon 1 Dada una coleccion de n objetos distintos, cualquier disposicion (lineal) de estos objetos
se denominag permutacion de la coleccion.

Ejemplo 5 Consideremos las cinco vocales de nuestro alfabeto. ;De cudntas formas podemos permu-
tarlas? Si, en cambio, queremos disponer de dos de estas letras, cudntas permutaciones de tamano dos
podemos realizar?

En general, si existen n objetos distintos a los que podemos denotar con aq, aso, ..., a, y T €s un entero
1 < r < n, entonces, por la regla del producto, el nimero de permutaciones de tamano r para los n
objetos es

n X (n—1) x (n—2) X o X (n—r+1)
primera posic. segunda posic. tercera posic. r-ésima, posic.

y lo notaremos con P(n,r). Para r =0, P(n,0) = 1.

Una forma més practica para escribir este tipo de productos es mediante la utilizacién del simbolo
factorial que se define:

ol=1

nl=n-(n—-1)---3-2-1, neN.

Luego,
(n—r)n—(r+1)---3-2-1) n!

Pn,r)=nn—-1)---(n—r+1) x ==+ 3210 = Rk

Ejemplo 6 FEl nimero de permutaciones de la palabra MURCIELAGO es 10!. Si sélo se utilizan 4 de

las letras, el nimero de permutaciones (de tamano 4) es P(10,4) = (1&79!4)!, Si se permiten repeticiones

de las letras, el nimero de secuencias posibles de 12 letras es 1012.

Analicemos qué ocurre si quisiéramos permutar ahora las letras de una palabra donde hay letras
repetidas.
Ejemplo 7

1. Consideremos la palabra CASA. Silas letras A fueran distinguibles, digamos C A1S As, claramente
tendriamos P(4,4) = 4! permutaciones diferentes. Ahora bien, si fueran indistinguibles, podemos
realizar la siguiente tabla donde a cada par de casos distintos le asociamos sdlo:



CSA1A; CSAA | CSAA
A1CSAy ACSA; | ACSA
A1ACS A A1CS | AACS
SA1AC SAAC | SAAC
CA1SAy CASA; | CASA
A1SAC ASAC | ASAC
SA1CAy SACA; | SACA
A1CAS ACAS | ACAS
SCA1Ay SCAA; | SCAA
A1SCAy ASCA, | ASCA
A1A2SC  AA1SC | AASC
CA1AS CAALS | CAAS

En este caso, tenemos un par de letras repetidas y podemos ver que se pueden realizar 12 per-
mutaciones.

4!
Cant. de permut. de 4 con dos objetos repetidos = 5

2. Supongamos ahora que queremos permutar las letras de la palabra BANANA. Si razonamos como
en el ejemplo anterior, suponiendo primero que las tres letras son distinguibles, BA1 N1 Ao Ny As,
tendriamos 6! permutaciones.

Ahora bien, scudntas de estas disposiciones son en realidad las mismas si las letras son indistin-

guibles?
Con respecto a la letra A, las 3! formas de combinar las tres letras A corresponden a la misma
combinacion:

BA1N1A2N2A3

BA;N{A3NyAs

BA2N1A3N2A1 — BANlANQA

BA2N1A1N2A3

BA3N1A2N2A1

BA3N1A1N2A2
Con respecto a la letra N, las 2! formas de combinar las dos letras N corresponden a la misma
combinacion:

Por lo tanto, la cantidad de permutaciones de letras de la palabra BANANA, donde hay 3 letras
Ay 2 letras N, es:

|
numero de disposiciones de las letras BANANA = %

En general...

Si existen n objetos con n; de un primer tipo, ne de un segundo tipo,..., y n, de un r-ésimo tipo, donde
ny +ng + - - +n, = n, entonces existen disposiciones lineales de los n objetos. (Los objetos
del mismo tipo son indistinguibles).

n!
nilnal--n,.!

Ejemplo 8 Determinar el nimero de trayectorias escalonadas del plano xy del punto (2,1) al (7,4),
entendiendo por trayectoria escalonada a aquellas formadas por escalones individuales que van una
unidad hacia la derecha (D) o una unidad hacia arriba (A).

Notemos que cada trayectoria consta de 5 movimientos hacia la derecha y 3 hacia arriba (DDADADAD
es un camino posible), luego, la cantidad de trayectoria corresponde a la cantidad de disposiciones
lineales con repeticiones de 5 letras D y 8 letras A, y esto se obtiene realizando el cdlculo 5%, = 56.

Un caso especial es el de las disposiciones circulares, esto es, en vez de ubicar los elementos en fila,
lo hacemos de forma circular.



Ejemplo 9 Supongamos que queremos designar los lugares de 6 personas A, B, C, D, E y F alrededor
de una mesa circular.

1.

Si las disposiciones fueran lineales, claramente tendriamos 6! formas diferentes de realizar las
disposiciones. Ahora bien, si la disposicion es alrededor de una mesa circular las siguientes
disposiciones serdn indistinguibles:

ABCDEF, BCDEFA, CDEFAB, DEFABC, EFABCD, y FABCDEF.

O sea que 6 disposiciones lineales corresponden a una misma disposicion circular, ya que dos
disposiciones circulares serdn idénticas st podemos obtener una de la otra mediante una rotacion.
Podemos deducir entonces que existen %! = 5! = 120 disposiciones de A, B, C, D, E y F alrededor
de una mesa redonda.

Otra forma de resolver este mismo problema, es plantear que fijamos la letra A en un lugar
determinado (que luego serd, eventualmente, cualquier lugar alrededor de la mesa!). Observemos
que podemos ocupar los lugares que faltan ubicando de manera lineal las 5 letras restantes y
esto puede hacerse de 5! = 120 maneras diferentes. Haber fijado una letra, transformo el
problema de las disposiciones circulares en un problema de disposiciones lineales!

Supongamos ahora que las 6 personas que deseamos ubicar alrededor de la mesa son 8 mujeres y
3 hombres, y queremos ubicarlas alternando los sexos.
Tenemos entonces My, Mo, M3 y Hy, Hy y Hs. Podemos proceder segin el método anterior y
figar una letra cualquiera, digamos Ms. Pero entonces tenemos 3 opciones (a elegir entre Hy,
Hy y Hs) para el siguiente lugar, dos opciones (a elegir entre My y M) para el tercero, y asi
sucesivamente...
O sea que una vez bien planteado el problema, lo resolvemos meiante la regla del producto y
tenemos por lo tanto

I X2x2x1x1=12

maneras diferentes de sentar o las seis personas alrededor de la mesa redonda alternando los
sexos.

2 Combinaciones. El binomio de Newton

La baraja francesa es un conjunto de naipes, formado por 52 unidades repartidas en cuatro palos:
corazones (C), diamantes (D), tréboles (T) y picas (P). Cada palo tiene 13 cartas: A,2,3,---,9,10,J,

QyK.

Si nos piden sacar tres cartas, una tras otra y sin sustituirlas, ;de cuantas formas podemos hacerlo?

Si nos importara el orden en que disponemos de las tres cartas, tendriamos

52 x 51 x 50 = P(52,3).

Pero, como hemos hecho anteriormente, las disposiciones AD—-3P—-5C, AD—-5C'—3P,3P—AD—5C,
3P—-5C—AD,5C—-3P—AD y 5C — AD — 3P corresponden a la misma opcién ya que no nos interesa
el orden en que se extraen las cartas.

Luego, la cantidad de formas diferentes que tenemos de extraer 3 cartas sin importar el orden es de

P(523) _ 52!
3 T 4913l
En general...



Si existen n objetos distintos, cada seleccién o combinacién de r de esos objetos, sin hacer referencia al

orden, corresponde a r! permutaciones de tamano r de los n objetos. Asi, el niimero de combinaciones

de tamafio r de una coleccion de tamarfio n, que se denota C(n,r), donde 0 < r < n esta dado por
P(n,r) n!

Clnr) = o (n—nr)lrl’ Osrsm.

Definicion 2 Se denomina niimero combinatorio al definido por (:f) = para todo n € Ny

yr €Ny tal que 0 < r < n.

n!
(n—m)lrl”

Resulta entonces que, el niimero combinatorio (:f) nos dice la cantidad de formas distintas que tenemos
de elegir r elementos tomados de entre n elementos, sin considerar el orden.

Proposiciéon 1 Sea n € Ng. Para todo k € Ny tal que 0 < k < n, el nimero combinatorio (Z) es un
ndmero natural.

Demos. Consideremos la proposicion
. . n
P(n): Yk € Np, tal que 0 <k <n, el namero combinatorio (k) es un namero natural.

Debemos probar que P(n) es verdadera para todo n € N. Completar la prueba por inducciéon. =
Nota 2 En adelante, serd fundamental preguntarnos a la hora de plantear un problema, si importa
el orden, o no.

Ejemplo 10

1. En una escuela secundaria, la profesora de gimnasia debe elegir a nueve estudiantes de sequndo
y tercer ano para el equipo de voley femenino. Si hay 28 estudiantes en sequndo y 25 en tercero,
ella puede hacer la eleccion de (593) = 4.431.613.550 formas.

2. Supongamos ahora que la profesora debe formar cuatro equipos, de 9 integrantes cada uno, con
las 36 estudiantes de su curso de primer anio. ;De cudntas formas puede elegir estos equipos?

Supongamos que denominamos a los equipos por A, B, C'y D. Para armar el equipo A cuenta
con (396) formas de elegir. A la vez, por cada una de esas formas, quedan ahora 27 estudiantes

y puede elegir de (297) formas para el equipo B. Nuevamente, por cada una de estas opciones,
tenemos ahora (198) posibles elecciones para el equipo C'y finalmente restan (g) =1 para el equipo

D.

Por la regla del producto, resulta que la profesora puede elegir los cuatro equipos de
36 27\ (18 [9) _ 36! 27 18! _ 9 30!
9 9 9 9/) 91270 9118l 919! 9lo!  9!9!9!19!

3. Otra forma de plantear el caso anterior es la siguiente. Alineamos a los 36 estudiantes:

formas.

1° 2° 35° 36°
estudiante estudiante --- estudiante estudiante

Para seleccionar los 4 equipos podemos distribuir las letras A, B, C y D en los 36 espacios. O
sea, debemos realizar disposiciones de 36 letras donde 4 de ellas se repiten 9 veces. Sabemos que
esto se calcula por ﬁ%ﬂg!.



Cadenas: En teoria de cédigos y de lenguaje de computacion, se consideran ciertas disposiciones
llamadas cadenas, formadas a partir de un alfabeto que consta de determinados simbolos.

Si el alfabeto consta de los simbolos 0, 1 y 2, entonces 01, 11, 21 y 20 son cuatro de las nueve cadenas
de longitud dos. Posibles cadenas de entre las 27 de longitud 3 son: 000, 012 o 202.

En general, si n es un entero positivo, por la regla del producto existen 3" cadenas de longitud n para
el alfabeto 0,1y 2. Si x = z1x2- -z, es una de estas cadenas, definimos el peso de x, que se denota
wt(x) = x1 + -+ + xy,. Por ejemplo wt(12) = 3, wt(210) = 3 y wt(101) = 2.

Entre las 3'° cadenas de longitud 10, queremos determinar el niimero de ellas que tengan peso par. Ob-

servemos que esto depende s6lo del numero de unos que contenga! Completemos entonces la siguiente
tabla para realizar el conteo:

Nuamero de unos Numero de cadenas  Explicaciones

0 210 Cada posicién puede ser ocupada por un 0 o un 2
10
2 < 5 ) .28 Podemos elegir las posiciones de los 2 unos de (120) formas,
y por cada una de ellas habra 28 formas de ubicar 0 y 2.
4 10 o6
4
10 4
6 -2
6
10
8 .22
8
10
10
10

Luego, por la regla de la suma, el nimero de cadenas de longitud 10 que tienen peso par es:

5
10 10 10 10 10 10
910 .98 .96 o4 .92 _ . 9102k
+<2> +<4> * 6 + 8 + 10 k:zo 2k
Ejemplo 11 Un error muy escurridizo...
Supongamos que queremos extraer 5 cartas de una baraja francesa.

o ;Cudntas selecciones de cartas existen si pedimos que no hayan tréboles en la eleccion?

En este caso, tendremos que pensar en las combinaciones de todas las cartas menos los tréboles

(52 — 13 = 39), esto es C(39,5) = 575.757.

o ;Cudntas selecciones son posibles si pedimos que en el conjunto de 5 cartas haya AL MENOS un
trebol?

Claramente, estas opciones son las que no se consideraron en el apartado anterior, luego tenemos

(552) B (359> — 2.598.960 — 575.757

posibilidades.

e Supongamos ahora que, para contestar la misma pregunta del ejercicio anterior, hacemos el sigu-
tente razonamiento:
Como queremos tener al menos un trebol en la mano, contamos primero esta posibilidad, que
puede hacerse de (113) formas. Una vez que no tenemos que preocuparnos por tener un trebol, el
resto de las posibilidades son (541). Por la regla del producto, la cantidad de opciones son:

1 1
< 13> . <54> = 13- 249.900 = 3.248.700.



Ups!!! Hay un millén de posibilidades de diferencia respecto de la respuesta dada anteriormente!!

El error estd en el razonamiento actual ya que las siguientes opciones:
3T - 5T 3C QD AC y 5T - 3T 3C QD AC

son distintas en este razonamiento, pero son idénticas en lo que de verdad nos concierne. O sea
que estamos contando de mds...

e Una forma de contar esta situacion de un modo parecido ol anterior, PERO CORRECTO, es:

N° de & N° de formas de selecc. N° de cartas que  N° de formas de selec.

este n°. de & NO son & este n° de NO &

13 39
1 4

1 4

13 39
2 3

2 3

13 39
3 2

3 2

13 39
4 4

4 1

13 39
5 0

5 0

° 39
La suma de estas posibilidades < 5 ) = 2.023.203.
—1
k=1

n
Veamos ahora algunas propiedades del nimero combinatorio ( )
r

Proposicion 2 Sean r < n dos enteros no negativos. Entonces:

1. (1) =n.

2 () = (")

3. (") + (") = (") (Tridngulo de Pascal).

r—1 r

Demos. Ejercicio.

Una aplicacién interesante del item 3 de esta proposicién es la configuracion del Tridngulo de Pascal:

(0)
(1)
()

(o)
(¥)

5

(o)

Que, resolviendo los niimeros combinatorios nos da:

(o)
(7)
(2
(5)

1
1 2 1
1
1 4 6 4
1 ) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1

Estos numeros aparecen en las sucesivas potencias de la suma de dos nimeros cualesquiera:



%+ 2xy + y2
3+ 3:n2y + 3fcy2 + y3

(z+y)Pz+y) =

(23 + 322y + 32y® + v¥) (z + )

(23 + 322y + 3212 + 2 + (22 + 322y + 3zy® + 3y

ot + 423y + 6222

y, en general vale el siguiente teorema:

+ dxy® + y?

Teorema 1 (El teorema del binomio) Sean x, y € R y n € Ny. Entonces

n_ ("™\ n 0 N\ n-11 n—2,2 |
(m+y)<0>xy+<l>x y—|—<2> Yo+

_ ~ (n sk R
()

Demos. Haremos la demostracién por induccién:

e Fl caso n = 1 claramente se verifica.

n
e Supongamos que (z + y)" = Z( > Fyn=Fk,
k=0
n+1
n+1 _
(z +y)H = ( 5 )xkyn—i-l k
k=0
(z+y)" =@+y)"(r+y) = (x+y)'z
n n
= " a:ky"k> T+
k
k=0 k=
—~ (n k+1, n—k — (n
=3 ()
k=0 k=0
n+1 n n
_ k, n+1—k
e R D
k=1 =0

Nota 3 Acabamos de mostrar que

(z+y)" =

(z+y)(z+y) -

:U+y

Queremos probar

chx ynk

+< n > 1yn 1+<”>w0yn
n—1 n

entonces

que

donde cy, es la cantidad de sumandos en los cuales aparece k veces la x yn—k veces la y. Si aplicdramos
arriba lo propiedad distributiva, cada sumando seria una “palabra” de n letras formadas por letras x e
y. El coeficiente ci, corresponde a la cantidad de palabras de n letras en las que hay k letras x yn —k

letras y. Luego c =

Corolario 1

1. kz: (Z)(

n!
kl(n—k)!

-

n
k

).



n n .
23 (1)
k=0

Ejemplo 12 El coeficiente de x5y? en el desarrollo de (x +1y)" es (g) = (;) = 21.

El coeficiente de a®b* en el desarrollo de (2a — 3b)7 es (g) (2)5(—-3)%.

Teorema 2 Sean ni,--- ,n, € Ny tales que n; < n, i =1,--- ,r yni +---+n, = n. Entonces el

coeficiente de x7'xy? - -z en el desarrollo de (1 + x2 + -+ + x,)"es

n!
nilng! - - n,!

3 Combinaciones con repeticiéon: Distribuciones.

Cuando se permiten las repeticiones, hemos visto que, para n objetos distintos, una disposicién de
tamarno r de estos objetos puede obtenerse de n” formas, para un entero r > (0. Ahora analizaremos el
problema comparable para las combinaciones y de nuevo obtendremos un problema relacionado con el
anterior cuya solucién se sigue de las reglas de conteo anteriores.

Ejemplo 13

1. Siete amigos van a cenar a un restaurante donde hay 4 menies fijos entre los cuales pueden
elegir. ;Cudntas compras diferentes son posibles?
Observemos que nos interesa el nimero de mentes de cada tipo que se encarguen sin importar el
orden en que se encarguen.
Veamos algunas posibles representaciones del pedido (cada nimero corresponde a un ment):

a) 1,1,2,2,3,3,4
b) 1,1,1,2,2,2,4
c) 1,2,2,4,4,4,4.

No podemos decir que estamos haciendo combinaciones de 28 elementos tomados de a 7 ya que
entre estos 28 elementos hay muchos repetidos... Tampoco son permutaciones con repeticiones
pues no me interesa el orden en que pida los mendies...

Busquemos entonces otra forma de representar los mismos pedidos que antes:

a) rx |zx |zx |x

donde los x o la izquierda de la primera barra representan el primer meni, y ast sucesivamente.
En este caso, podemos notar que cada posible pedido es una disposicion lineal de letras x y barras
“”. O sea debemos contar la cantidad de formas de disponer 10 letras donde hay 7 x y 8 barras.

| . .
O sea, tenemos % = (130) formas diferentes de encargar el pedido.

2. ;De cudntas formas podemos distribuir siete manzanas y seis naranjas enire cuatro ninos de
modo de que cada uno reciba al menos una manzana?

Si cada nino recibe una manzana, en realidad debemos repartir 8 manzanas y 6 naranjas entre

los 4 ninos.
Opciones de reparto de manzanas: m|m|m|, mm||lm|, ||m|mm — ﬁ =20
Opciones de reparto de naranjas: nn|n|n|nn, nnn||n|nn, nnn|n|n|n — @ =84

Por la regla del producto, podemos distribuir las frutas de 20 - 84 formas diferentes.

En general...



Si X es un conjunto con n elementos distintos, y queremos elegir r pero tenemos la posibilidad de

repetir objetos en la eleccion, estamos considerando todas las disposiciones de r letras x y n — 1 |, que

. r4+n—1 _ (ntr—1
se calcula: =D = ( , )

Luego, el namero de combinaciones de r objetos tomados de X permitiendo repeticiones es C(r +
n—1,r).

Nota 4 En el ejemplo 1. r =7 yn = 4. O sea que cuando trabajamos con combinaciones con
repeticiones puede ser v > n. Pero observemos que en la forma de calcularlas, a través del nimero
combinatorio n +r — 1 > r siempre, como debe ser.

Ejemplo 14 Soluciones enteras no negativas de ecuaciones:

1. Queremos determinar la cantidad de soluciones enteras no negativas de la ecuacion
1 +rot+x3t+aa=7 2;,>20Vi=1,--- 4

Podriamos pensar que resolver esa ecuacion en el conjunto de los naturales y el cero, es equivalente

a disponer 7 elementos entre 4 casilleros (separados por 3 barras!), donde estos elementos son

exactamente iguales (a una unidad). Luego tendremos C(7T+4 —1,7) = 71,—%', = 120 soluciones.

Notemos que hubiera sido lo mismo prequntarnos de cudntas formas podemos distribuir 7 canicas
en 4 recipientes.

2. Supongamos que nos prequntamos ahora cudntas soluciones enteras no negativas hay de la in-
ecuacion
T+ -+ xg < 10.

Pero esto es equivalente a prequntarnos cudntas soluciones no negativas hay de la ecuacion
1+ -+x6+2x7 =10 con xz7 > 0.
O bien cudntas soluciones no negativas hay de la ecuacion

N+ +ye+yr =9 donde y; =x;,i=1,---,6 e yr =a7—1

. ‘ . !
Por lo analizado antes sabemos que las soluciones de esta ecuacion son (99J,r6?) = 5005.

4 Funciones asociadas a disposiciones lineales. El principio de las
casillas.

En la secciéon anterior nos hemos dedicado a analizar distintas técnicas de conteo asociadas a diferentes
situaciones que se fueron planteando.

Ahora bien, supongamos que tenemos el conjunto X = {1,2,3} y queremos saber cuantas funciones
f: X — X existen.

Si asociamos a cada posible funcion con la terna (f(1), f(2), f(3)) entonces tendremos las siguientes
posibilidades:

1,1,1) (1,1,2) (1,1,3) (1,2,1) (1,2,2) (1,2,3) (1,3,1) (1,3,2) (1,3,3)
(2,1,1) (2,1,2) (2,1,3) (2,2,1) (2,2,2) (2,2,3) (2,3,1) (2,3,2) (2,3,3)
3,1,1) (3,1,2) (3,1,3) (3,2,1) (3,22 (3,2,3) (3,3,1) (3,3,2) (3,3,3)

Observemos que de las 27 posibles funciones que existen, s6lo 6 son inyectivas. Pero lo interesante es
notar que:

e Preguntarnos cuantas funciones f: X — X existen es equivalente a preguntarnos
cuantas disposiciones lineales de tres elementos con repeticiones pueden realizarse.
Por la regla del producto, sabemos que la respuesta a esta pregunta es: 33 = 27.
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e Preguntarnos cuantas funciones inyectivas f: X — X existen es equivalente a pre-
guntarnos cuantas permutaciones de tres elementos pueden realizarse.
Vimos que la respuesta a esta pregunta es: P(3) = 3! = 6.

Formalizaremos méas adelante este comentario.

Ahora nos concentraremos en propiedades de los conjuntos y de las funciones. Empecemos por la
notacién que vamos a utilizar:

e Sean m,n, € N, m < n. Notaremos

[m,n] ={m,m+1,--- ,n} ={keN: m<k<n}.

e Cantidad de elementos: |[m,n]|=n—(m—1)=n—m+ 1.

Teorema 3 (Principio de las casillas (o del palomar)) Sean m,n € N tales que n > m. Entonces
no existe ninguna funcion inyectiva f: [1,n] — [1,m]. En otras palabras, si quisiéramos ubicar n
objetos en m casillas, entonces tendremos que poner mds de un elemento en alguna de
las casillas.

Demos. Ejercicio. (Sugerencia: Buscar en los libros de texto la prueba.) "

Ejemplo 15
1. Dadas 13 personas, hay dos que cumplen afios el mismo mes.

2. En un conjunto A de m > 2 personas, existen dos personas con el mismo nimeros de amigos (en

A).
Vamos a convenir que a es amigo de a para todo a € A. Ademds, notemos que
a es amigo de b < b es amigo de a.

Luego, si f(x) :=namero de amigos de = en A, resulta que:
e Si alguien tiene m amigos, entonces nadie puede tener un solo amigo y f: A — [2,m].
e Si nadie tiene m amigos, entonces f: A — [1,m — 1].

En ambos casos, resulta que, por el principio de las casillas f no puede ser inyectiva y, por lo
tanto existen dos personas que tienen la misma cantidad de amigos en A.

Corolario 2 Sin # m, no existe f: [1,n] — [1,m] biyectiva.

Definicion 3 Un conjunto X tiene cardinalidad n € N si existe una funcion biyectiva f: [1,n] - X
y se denota | X| = n. Para X = 0 definimos |X| = 0. Todo conjunto que tenga cardinalidad n, para
algin n € N se dird un conjunto finito.

El siguiente principio de adicién es la formalizacion de la regla de la suma que vimos en la secciéon
anterior:

Teorema 4 (Principio de Adicion) Si A, B son dos conjuntos finitos disjuntos entonces
|AU B| = |A] + [B]
Demos. Siendo A y B conjuntos finitos, exiten n y m naturales y dos funciones biyectivas f: [1,n] — A

y g: [1,m] — B.
Notemos que, la funcién

f(x), x € [1,n]

h: AUB = [1,n+m] /h(z) = {g(g;—n) z€n+1,n+m]

es biyectiva. Luego |[AU B| =n+m = |A| + |B|. .
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Corolario 3
1. Si Ay, Ag,- -+, Ay son conjuntos disjuntos entonces |A1 U Ag U---U Ap| = > 00 | Al
2. Si A, B son conjuntos finitos entonces |AU B| = |A| + |B| — |[AN B,

El siguiente teorema es la formalizaciéon de la regla del producto:

Teorema 5 Si A, B son conjuntos finitos entonces |A x B| = |A||B].

Demos. Sean A = {a1, -+ ,an}y B ={b1, - ,b,}. Tenemos que probar que |A x B| = mn. Fijaremos
m y haremos la prueba por induccién sobre n.

I.n=1. Ax B = {(a1,b1), -+, (a1,bm)}. Definiendo la funciéon f: [1,m] — A x B por f(i) =
(a1, b;), resulta que f es biyectiva y por lo tanto |A X B| =m = m -1 como queriamos ver.

2. Supongamos ahora que si A tiene n elementos entonces |A x B| = n - m. Queremos ver que esto
es valido también para n + 1.
Sea entonces A = {a1, -+ ,an+1}. Poniendo Ax B = ((A—{an+1}) x B)U({an+1 x B}), resulta
que hemos escrito a A X B como unién disjunta de conjuntos y, utilizando el principio de adicion
y la HI, resulta que
|[Ax Bl =nm+n=(n+1)m.

Corolario 4 Si Ay, As,--- , A, son conjuntos finitos, entonces

| Ay x Ay - x Ag| = [T 144l

=1

Teorema 6 Si F(A, B) es el conjunto de todas las funciones de A en B, entonces |F(A, B)| = m™.

Demos. Basta observar que si f es una funcién de A en B y, si ponemos A = {aj,- - ,a,}, en-
tonces f(a;) = b; donde b; es algin elemento de B. Podemos asi, identificar a f con la n-upla
(f(a1), -, f(ap)) € B x --- x B. Por Teorema 5, la cantidad de elementos de B x --- X B es
m". Luego |F(A, B)| = m™. .

Nota 5 Llamaremos P(A) = {B: B C A} al conjunto de todos los subconjuntos de A (incluye al
conjunto vacio).
Podemos identificar a cada subconjunto B C A con la funcion (llamada caracteristica)

0, siz¢B.
:A—{0,1 x) =<
X A= {01}/ xa(a) {1’ e
Claramente, xg(x) =0,Vz € A y xa(x)=1,Vz € A.
La correspondencia B <— xp es biunivoca. Luego, si A = {ay, - ,an}, contar la cantidad de subcon-

juntos B de A es equivalente a contar la cantidad de funciones caracteristicas xp cuyo dominio es A.
Aplicando el teorema anterior resulta que

[P(A)] = [F(A,{0,1})] = 2"

Nota 6 Recordemos que una funcion f: A — B es una relacion de A en B en la que cada elemento
de A aparece exactamente una vez como la primer componente de un par ordenado en la relacion.

Por otro lado, vimos que cualquier subconjunto de A X B es una relacion de A en B, luego
F(A,B) C P(A x B).

En particular, se verifica que |P(A x B)| =2™" y |F(A, B)| =m™ < 2™m",
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Utilizaremos la siguiente notacién para los siguientes conjuntos:

Fi(A,B)={f € F(A,B): finyectiva} v Fy(A,B)={f € F(A,B): fbiyectiva} .

Ya vimos que si |A| > |B|, entonces |F;(A, B)| = 0. Ahora bien:

Teorema 7 Si|A| =n, |B| =m yn <m entonces |F;(A, B)| = ™

(m—n)!"

Demos. Como antes, si A = {ay,--- ,an}, podemos identificar a f con la n—upla (f(a1),---, f(an)))
donde debido a la inyectividad de f podemos asegurar que hay:

e m valores posibles para f(ay),
e m — 1 valores posibles para f(a2),
° .-
e m — (n — 1) valores posibles para f(ay,).
Lucgo, | 5(A, B)| = m(m — 1)(m = 2)-+-(m — (n — 1)) = 2. .

Corolario 5 Si n =m entonces |Fp(A, B)| = ml.

Nota 7 Como dijimos al comenzar la seccidn, podemos hacerla siguiente asociacion

disposiciones lineales <— funciones

Por ejemplo:

1.

Queremos saber cudntas banderas se pueden hacer con tres bandas verticales de colores rojo,
blanco, azul y verde, si se permiten dos o mds franjas del mismo color...

posible disposicion: 1° color 2° color 3° color <+—  f:{1,2,3} = {R,B,AV}

Luego, por teorema 6:
Cantidad de banderas 4 x 4 x 4 +— |F({1,2,3},{R, B, A, V})| = 43 = 64.

Si queremos saber cudntas banderas se pueden hacer con tres bandas verticales de colores rojo,
blanco, azul y verde, si NO se permiten dos o mds franjas del mismo color...

posible disposicion: 1° color 2° color 3 color <+— f:{1,2,3} - {R,B,A,V}

Luego, por teorema 7:
Cantidad de banderas 4 x 3 x2 <+— |F;({1,2,3},{R,B,A,V})| = (4%!3)! = 24.

Si en un colectivo hay 10 asientos vacios, sde cudntas maneras distintas pueden sentarse 7

personas?
10!
AL T [1.10)] = g, = 604800

. St bien pensar a las disposiciones como funciones formaliza nuestros planteos, no siempre es fdcil

definirlas y, por ejemplo, para contar cudntos numeros capiciias de cinco digitos hay, es mejor
razonar con un esquema, como hicimos en la seccidn anterior:

nimero capiciazyzyr, x € [1,9],y, z € [0,9].

Definicion 4 Sea A un conjunto de n elementos y sea r < n. Llamaremos permutacion o disposi-
cion lineal ordenada de n elementos de A a cualquier funcion inyectiva f: [1,n] — A. Es comin
representar una permutacion con la n — upla (ay,--- ,a,) donde a; € A son todos distintos.

Como hemos dicho en las combinaciones C'(n, ) no interesa el orden en la selecciéon luego, si tomamos
las permutaciones de r elementos tomados de n, tendremos 7! permutaciones de esos r elementos que
para nosotros corresponderin a la misma combinacién. Luego:

Corolario 6 P(n)=n!, P(n,r) —nt_ oy C(n,r) = n!

- (n—‘r)! (n—r)!r!
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