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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Uma breve perspectiva historica

O objetivo desta secao ¢ situar a época onde varios ramos da mecanica dos
fluidos se desenvolveram bem como introduzir alguns dos nomes que encon-
traremos mais tarde. Muitos dos que se ilustraram nao sao citados e o leitor
mais interessado neste aspecto histérico pode consultar livros como [1.1] ou
pesquisar na internet.

Civilizagoes da Antiguidade (grosseiramente 500 AC) tinham conhecimen-
tos empiricos de mecanica dos fluidos, por exemplo a respeito de sistemas de
distribucao de dgua e de irrigacao. De um ponto de visto mais conceitual,
o primeiro passo no desenvolvimento da mecanica dos fluidos é atribuido ao
cientifico grego Arquimedes (285-212 AC). Ele formulou o principio do em-
puxo e o aplicou para determinar o teor de ouro da coroa do rei Hierdao II 1. E
considerado o primeiro resultado da teoria dos fluidos em equilibrio. Conhe-
cimentos nao progrediram muito até os trabalhos de Torricelli (1608-1647)
e Pascal (1623-1662). Torricelli fez uma experiéncia famosa demostrando
a existéncia da pressao atmosférica e do vacuo e Pascal sistematizou estes
resultados no seu livro “L’équilibre des liqueurs”. Com isto a estdtica dos
fluidos era estabelecida.

A formulagao da dindmica dos fluidos iniciou com Euler (1707-1783) que
escreveu a lei de movimento dos fluidos nao viscosos. D.Bernouilli (1700-

' A lenda de Arquimedes e sua banheira transbordando estd sendo bastante questionada
como irrealista e outros métodos que Arquimedes poderia ter empregados sao pesquisados
[1.2].
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1782) contribuiu ao estudo deste tipo de fluido com teoremas a respeito da
conservacao de energia’?. O préximo avanco importante foi a inclusao dos
efeitos da viscosidade por Navier (1785-1836), Stokes (1819-1904), Poiseuille
(1799-1869) e outros, chegando em particular a formulacao da equacao de
movimento para fluidos viscosos chamada equagao de Navier-Stokes.

Em meados do século XIX, a mecanica dos fluidos avangou sobre varias
novas frentes como a estabilidade dos fluidos e turbuléncia e o transporte de
calor. Em particular Reynolds (1842-1912) estudou a passagem do regime
liminar ao turbulento.

O inicio do século XX trouxe dois desenvolvimentos importantes: a teoria
da asa baseada entre outros em trabalhos de Joukovski (1847-1921) e a teoria
da camada limite de Prandtl (1875-1953) que clarifica as regides num fluido
onde efeitos viscosos importam ou nao. Posteriormente, com a aparicao dos
computadores, o século XX se distinguiu pelo grande ntimero e a variedade
de areas de pesquisa onde a mecanica dos fluidos encontrou aplicacoes: des-
crigdo de fendmenos naturais (ex. previsoes sobre tempo ou ondas ocednicas),
astrofisica e cosmologia (ex. acre¢ao por um buraco negro, expansao do uni-
verso primordial), biologia (ex. sistema cardiovascular, propulsdo animal),
esportes (ex. trajetéria de uma bola de futebol, voo de uma asa delta) até
mesmo fisica das particulas (expansao do plasma de quarks e gluons). Com
certeza em nosso século, havera novas areas que se beneficiarao do uso da
mecanica dos fluidos. Assim o objetivo deste curso é de dar as ferramentas
que o estudante de fisica possa aplicar a qualquer campo de seu interesse,
nao cobrir um maximo de exemplos. Mesmo assim, com os exemplos que
veremos, espero que ele se surpreenda e se encante.

1.2 Conceito de fluido ‘“usual”

1.2.1 Um pouco de nomenclatura

Ha uma grande quantidade de problemas de escoamento de fluidos encontra-
dos na pratica e é util classifica-los.
A mecanica trata dos corpos estacionarios ou em movimento sob a acao

2A familia Bernoulli, originaria da Suica, produziu entre os séculos XVII e XVIII, oito
famosos matematicos. Alguns se ilustraram também em outros ramos das ciéncias, como
é o caso de Daniel Bernouilli na mecéanica dos fluidos. Eles brigaram terrivelmente entre
si e sua vida faria uma boa novela (pelo menos para fisicos e matemédticos).
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de forcas. O ramo da mecanica que envolve corpos estaciondrios é a estatica
e o que diz respeito a corpos em movimento é a dindmica. A subcategoria da
mecanica que descreve os fluidos é a mecanica dos fluidos, a qual se subdi-
vide em estatica dos fluidos e dinamica dos fluidos. Além desta divisao,
se o fluido for incompressivel como a agua, usamos a hidrodinamica. Por
outro lado, se a densidade do fluido muda de maneira significativa, utilisamos
a dinamica dos gases.

1.2.2 Fluidos vs. sdlidos

Um corpo pode existir em trés estados principalmente: soélido, liquido ou
gasoso. Uma substancia no estado liquido ou gasoso (ndo rarefeito) é um
fluido.

Os fluidos nao possuem forma propria, ao contrario dos sélidos. Um exem-
plo disto é mostrado na figura 1.1. Esta facilidade de deformacao dos fluidos
permite movimentos relativos entre suas partes e a mecanica dos fluidos é
usada para descrever esses movimentos.

b c'

7

Figura 1.1: Diferenca entre fluido e so6lido. Uma substancia fluida é colocada
entre duas placas paralelas. A placa inferior é fixa e uma forca é aplicada
a placa superior. Um fluido (viscoso) gruda as paredes. Assim, ele se des-
loca com a de cima e fica parado com a de baixo. Um pedago de fluido
originalmente em a, b, ¢, d, escoa para novas posicoes como ab’'cd'd e nao volta
mais a posicao original quando a forca para de agir. Um sélido nao tem
este comportamente. Se uma substancia como borracha for colocada entre
as placas, ela se deforma até um certo angulo podendo voltar a sua forma
inicial quando a forca para de agir.
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1.2.3 Fluidos: gas vs. liquido

A diferenca mais importante entre liquidos e gases é a compressibilidade: os
liquidos tem volume praticamente constante enquanto que os gases podem
mudar de volume facilmente. Assim como ilustrado na fig. 1.2, uma certa
quantidade de liquido ocupa um volume fixo, independente do tamanho do
recipiente, e forma uma superficie livre se o volume do recipiente for maior
do que o volume do liquido. O gas ocupa todo o volume do recipiente.

gas

liquido

Figura 1.2: Diferenga entre gas e liquido: um gas ocupa todo o volume
disponivel, nao um liquido.

Como a palavra indica, um pedaco de fluido incompressivel nao muda
de volume. Assim podemos definir um fluido incompressivel como um
fluido de densidade de massa constante: p = const. (no espago e no
tempo). Pelo que foi mencionado acima, poderia-se pensar que liquidos sao
incompressiveis e gases compressiveis. Na realidade como veremos mais adi-
ante, um gas com baixa velocidade pode ser considerado incompressivel e em
certas circunstancias (como no estudo da propagacao do som), um liquido
deve ser considerado compressivel. Portanto, a compressibilidade e a in-
compressibilidade correspondem muito mais a tratamentos tedricos distintos
(associados a diferentes fenomenos) do que a estados distintos de um fluido.

1.2.4 Discussao microscopica

As caracteristicas mencionadas acima de sélidos, liquidos e gases tem origem
microscopica. Dois fatores determinam a fase: a forca entre as moléculas e
sua energia cinética.
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A forga entre moléculas ¢ atrativa a grandes distancias (> r) e repulsiva
para pequenas distancias (< ), a energia potencial de interacao associada é
mostrada na figura 1.3. A distancia ry corresponde aproxidamente a distancia
entre moléculas no estado sélido ou liquido. Uma ordem de grandeza tipica
para ry é alguns angstroms (cf. exercicio 1). Num gas em condigoes padroes
de pressao e temperatura, a distancia intermolecular média é muito maior
do que ry por exemplo 107, (cf. exercicio 1) e a interagao entre as diferentes
moléculas é pequena, o que da origem a grande compressibilidade. Podemos
desprezar completamente a interagao mutua e também tratar cada
molécula como puntiforme — é a aproximacao de gas ideal.

Além de ter energia potencial, as moléculas estao sempre em movimento
e tem energia cinética, geralmente crescendo com a temperatura. A alta
temperatura, a energia cinética é maior do que |Up|, a energia a fornecer
para liberar uma molécula localizada a distancia ro de outra (cf. figura 1.3),
as moléculas podem escapar a atragao intermolecular e se mover livremente,
formando um gas ideal. Para baixa temperatura, a energia cinética pode
ser muito menor do que |Up|, as moléculas condensam na fase sélida ou
liquida mantendo uma distancia intermolecular de ordem ry. Num liquido, as
moléculas tem certa liberdade de movimento. Num sélido, a ligacao entre as
moléculas é praticamente permanente, podendo dar origem a uma estrutura
periddica.

1.3 Hipdtese de meio continuo

O conceito de fluido pode ser usado em situacoes menos 6bvias do que para
liquidos e gases assim vale a pena aprofundar o queremos dizer por “fluido”.

Quando tratamos uma subsancia como um fluido, temos em mente que
ela pode ser considerada como um meio continuo. Isto parece em contradicao
com o fato que ela é constituida de moléculas ou atomos, portanto apresenta
uma estrutura descontinua. Ao descrever uma subsancia como um fluido,
nao consideramos o movimento de moléculas ou atomos individualmente.
Substituimos um conjunto de moléculas ou dtomos por um pequeno volume
de matéria tal que possamos calcular quantidades como densidade de massa,
temperatura ou velocidade fazendo uma média sobre particulas e que esta
média seja constante®. A temperatura, densidade, velocidade, etc, num certo

3Num meio continuo é implicito o fato que hé equilibrio térmico local.
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Figura 1.3: Variacao da energia potencial entre moléculas separadas de r.
A forga é obtida com F' = —dU/dr7 onde 7 é um versor apontando de uma
molécula para outra. Ela é atrativa para r > ry e repulsiva para r < ry.

ponto do fluido terdao o valor obtido para este pequeno volume.

Assim, o volume considerado tem que satisfazer as condigoes seguintes. (i)
Ele deve ser grande o suficiente para conter um nimero elevado de particulas
e permitir que a nocao de média tenha sentido. Por exemplo considerando
o ar, se pegarmos um volume tao pequeno que caberia uma molécula so, a
densidade de massa varia muito (hd ou ndo uma molécula no volume). (ii)
O volume tem também que ser pequeno o suficiente para a média nele seja
constante. Por exemplo considerando de novo o ar, se o volume for muito
grande, a densidade de massa nao seria constante pois sabemos que ela muda
na atmosfera. (iii) Precisa também que a distancia entre as particulas seja
pequena o suficiente para que elas colidem e nogoes como temperatura facam
sentido.

Exemplo (1.1)
Podemos tratar como um fluido o ar nas condigoes padroes p = 1 atm e
T =273 K?

Solucgao: Consideremos 1um? de ar. Usando o fato que um mol de ar
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7 , . , 23 —18
ocupa 224 1, o numero de moléculas contidas no volume é % ~

2.7 x 107. Este ntimero é grande e o volume pequeno, de modo que a densi-
dade de massa deve ser constante. Podemos também calcular o livro caminho
no ar nestas condigoes com [ ~ 1/(on) e ¢ ~ m(2R)? (estamos tratando as
moléculas de ar como esferas duras de raio R que sé colidem se a distancia
entre elas for menor que 2R, ver por exemplo §11.6 da ref.[1.3]). Usando
n = % e R =0,15 nm, temos [ ~ 0,1 gm. Assim as moléculas no pe-
queno volume colidem bastante para que a no¢ao de temperatura (constante)

por exemplo tenha sentido.

Uma maneira compacta de resumir estas condigoes e que pode ser 1util é
via o numero de Knudsen

[
—— 1.1
Kn 7 (1.1)

onde [ é o livre-caminho médio do meio e L uma dimensao caractéristica
do problema. O conceito de meio continuo se aplica se Kn << 1.

Para verificar isto, escolhemos um volume cibico pequeno de aresta a
com [ << a << L. Como [ é o livre caminho médio, deve ser maior que
a distancia entre particulas de modo que no volume pequeno podemos ter
muitas particulas. Além disto, a condicao [ << a << L assegura que quanti-
dades como a temperatura possam ser constantes dentro do volume pequeno.

Exemplo (1.2)
Podemos aplicar o conceito de fluido ao ar em volta de um satelite?

Solucgao: Nao podemos. No ar rarefeito, ha poucas colisoes de modo que
[ é grande em relacao a L uma dimensao caracteristica do satelite.

Exemplo (1.3)
Suponha que esteja num helicoptero acima de um trecho de estrada de 1 km
com carros. Quando poderia modelizar esta situacao como um fluido?
Solugao: Supomos que haja um engarrafamento e a distancia entre car-
ros seja 1m. Deve ser possivel considerar um trechinho de estrada por exem-
plo de 50m com varios carros andando com uma certa velocidade média e
tratar o conjunto de carros como um fluido. De fato vemos que Kn ~ 1073,
Por outro lado se tiver somente 1 carro no trecho de 1 km, Kn > 1 e esta
situacao nao sera tratada como um fluido.
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1.4 Forcas que agem sobre um fluido

No préximo cépitulo, estudaremos as equagoes de movimento para o fluido.
Em vista disto, vamos discutir as forcas que atuam sobre um fluido.

Consideremos um elemento de um fluido V' delimitado por uma superficie
S. Ha dois tipos de forcas que atuam sobre V:

1.4.1 Forcgas volumétricas

Existe forcas (de longo alcance) que agem sobre todos os pontos do meio como
a forca gravitacional. Isto é também o caso das forgas elétricas e magnéticas
bem como das forgas centrifugas (que parecem atuar em um elemento de
massa quando seu movimento é estudado num referencial acelerado, veremos
exemplos disto no capitulo 3).

Se tomarmos V' suficientemente pequeno, podemos considerar os efeitos
destas interacoes como uniformes sobre todo o volume V. Neste caso, elas
sao proporcionais a V, por isto sao chamadas de forcas volumétricas.

1.4.2 Forcas superficiais

H4 também forcas (de curto alcance) devidas a moléculas vizinhas e, por-
tanto, proporcionais a area da superficie S. Por isto, sao chamadas de forcas
superficiais.

Consideremos primeiro um fluido em repouso. Sobre uma parte infinite-
simal AS da superficie S, atua uma forga Aﬁf normal a AS (cf. fig. 1.4) tal
que

Af = —pASHh = —pAS. (1.2)

onde o versor 1 é normal a AS orientado para fora. O fator de proporciona-
lidade p é chamado de pressao.

Se o fluido considerado estd em movimento, a forga exercida sobre AS nao
é necessariamente normal a superficie. Pode existir um atrito interno entre
as diferentes partes do fluido e também entre o fluido e o recipiente. Esta
propriedade do fluido de provocar o atrito é ligada a wiscosidade do fluido.
Um exemplo de fluido com viscosidade baixa é a agua, ela escoa facilmente
num tubo. Um exemplo de fluido com viscosidade alta é o mel. Ele “gruda”
nas paredes de um tubo. O efeito da viscosidade ¢é ilustrado nas fig. 1.1 e
1.5.
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Figura 1.4: A forca A f sobre AS corresponde uma pressao (escalar) que
satisfaz a eq. (1.2).

Na fig. 1.1 devido a viscosidade, o fluido em contato com a placa de cima
passa a se deslocar com a velocidade desta. Na fig. 1.5 o fluido em contato
com o balde passa a se deslocar com a velocidade (de rotacao) deste?. Sem
viscosidade, isto nao aconteceria.

Este atrito sé aparece se houver movimento e viscosidade. Assim a eq.
(1.2) vale para fluidos em repouso viscosos ou nao, bem como para fluidos
sem viscosidade em movimento. A maneira de modificar a eq. (1.2) para
fluidos viscosos em movimento sera vista no capitulo 7.

o

Figura 1.5: Um balde cheio d’agua posto em movimento de rotacao acaba
provocando o movimento da prépria agua devido a sua viscosidade.

4Talvez o leitor j4 tenha ouvido falar em outro contexto desta experiéncia, chamada
de experiéncia do balde de Newton. Newton a introduziu para argumentar que existe
um espago absoluto, isto gerou uma ampla discussao, foi criticado por Mach e influenciou
Einstein no desenvolvimento da teoria da relatividade geral (ver por exemplo o final do
livro [1.4]).
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1.4.3 Fluido perfeito

A nivel microscopico a viscosidade vem da troca de momento entre moléculas,
entao todos os fluidos devem ter viscosidade. Seu valor depende da substancia,
condicoes de temperatura, etc. Mais adiante veremos que quando escreve-
mos as equagoes de movimento, termos envolvendo a viscosidade podem ser
desprezidos em relacao aos outros em certos casos. Em adi¢ao para proble-
mas envolvendo obstaculos ou paredes, somente numa camada perto deles a
viscosidade é importante. Assim é comum fazer a aproximacao de fluido
perfeito, i.e. fluido de viscosidade nula® para estes problemas. Tem
outras situagoes onde isto nao podera ser feito (por exemplo asa de aviao).

Nos ultimos anos, a questao de quao pequena pode ser a viscosidade
recebeu certa atengao. Do ponto de visto tedrico, especula-se (usando tedrias
ditas de supercordas) que existe um limite minimo universal. Do ponto de
visto experimental, os dois fluidos com menor viscosidade descorbertos ¢ sao
os gases de atomos frios e o plasma de quarks e gluons, ver por ex. [1.5].

1.5 Alguns Resultados da Termodinamica Classica

Quando escreveremos as equagoes de movimento e conservacgao para um fluido
no préximo capitulo, aparecerao termos dependendo da densidade de energia,
pressao, densidade de entropia. Na termodinamica classica, estamos acostu-
mados a tratar estados de equilibrio de matéria uniforme, i.e. independentes
do instante ou da posicao. Na mecanica dos fluidos, estamos muitas vezes
interessados em fluidos em movimento cujas propriedades variam tanto no
espaco como no tempo. Embora pouco se conheca sobre a termodinamica de
estados ndo em equilibrio, observa-se na pratica para liquidos e gases (nao
rarefeitos) que os resultados para estados em equilibrio valem aproximada-
mente também para estados nao em equilibrio encontrados no estudo dos
fluidos. Isto é devido ao fato que o tempo para interagoes é muito pequeno.

Exemplo (1.4)
Como no exemplo (1.1) consideremos ar nas condigoes padroes p = 1 atm =

5Cuidado para nao confundir fluido perfeito as vezes chamado fluido ideal, com gas
ideal as vezes chamado gés perfeito. Um tem viscosidade nula e o outro nao tem interagao
(a nao ser as colisoes).

SPrecisamente, é a viscosidade dividida pela densidade de particulas ou a densidade de
entropia que é considerada.
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1,01310° Nm=2 e T = 273 K. Qual é o intervalo de tempo médio entre
colisoes?

Solugao: Da teoria cinética dos gases a velocidade quadratica média
(ver por exemplo [1.3]) é: vy, = 1/3p/p. Inserindo a densidade de massa
par = 1,29 kg/m® obtemos vy, ~ 500m/s. Usando o resultado para o livre-
caminho médio [ do exemplo (1.1), o tempo entre colisdes é entdo em média
1/Vgm ~ 2 x 107, 0 que é muito menor do que as outras escalas de tempo
envolvidas nos escoamentos em geral.

1.5.1 Equacgao de estado

Uma pergunta natural de se fazer é como as quantidades densidade de massa
ou volume, pressao, densidade de entropia, temperatura, etc, sao relacionadas
entre si.

Para um fluido simples como agua ou ar, basta conhecer duas quantidades
termodinamicas, por exemplo a densidade de massa p e a temperatura T'. As
outras podem ser calculadas a partir destas, por exemplo a pressao p é funcao
de peT. A relagdo p = g(p,T) ou f(p,p,T) = 0 se chama equagao de
estado. (Para sistemas mais complexos onde alguma quantidade como carga
elétrica é conservada, precisa de mais que duas variaveis termodinamicas para
descrever um estado, uma varidvel a mais para cada quantidade conservada.)

Alguns exemplos de equacao de estado simples sao:

pV =nRT & p= %pT para um gas ideal, com R = 8.3 .J/(mol.K),
n ntmero de moles e m a massa molar,

(p+ap?)(p~' —b) = RT, chamada equagao de Van der Waals, leva em
conta volume das moléculas e atragao num gas,

® p = po, em geral adequado para um liquido,

p = (po—f—B)pﬁO”—B comn ~7eB ~ 3x 105 Nm2 para a agua
quando sua compressibilidade precisa ser levada em conta e T é mantida
constante.
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1.5.2 Diagrama PV, processos isotérmicos e processos
adiabaticos

Processo isotérmico:

A equagao de estado f(p,V,T) = 0 pode ser representada como uma su-
perficie em um espaco de 3 dimensoes, com coordenadas p, V, T. Porém ¢
mais comum desenhar curvas em um espago de 2 dimensoes P e V, cada curva
correspondendo ao comportamento do fluido a T constante. Num processo
isotérmico. i.e. a T constante, o sistema se desloca sobre uma destas curvas.

Exemplo (1.5)
Para um mol de gés ideal, desenhar a curva que corresponde a um processo
isotérmico a T'= 273 K e T = 400 K.

Solugao: Neste caso, p = 2266.J/V ou p = 3320J/V (com V volume):

patm

V litros

2 4 6 8 10

Figura 1.6: Processo isotérmico num gas ideal.

Processo adiabatico:

A primeira lei da termodinamica relaciona a variacao da energia interna dU
ao calor fornecido ao sistema d(Q) e o trabalho realizado pelo sistema §W:
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dU = 6Q — §W (1.3)

onde usamos notacoes distintas, “d” ou “¢”, para quantidades que nao de-
pendem ou dependem do caminho percorrido.
Esta lei é uma generalizacao do principio da conservagao da energia para
incluir o calor. Os termos 0Q) e dWW sao medidas de efeitos entre o sistema
e o exterior ao passo que dU dé a variacao de uma caracteristica interna do
sistema.

Para os sistemas que consideraremos o trabalho é devido a compressao
ou expansao de modo que

oW = pdV (1.4)

Num processo adiabatico por definicao
0Q =0 (1.5)
Notamos que num processo reversivel a temperatura T,
0Q =TdS (1.6)

onde S é a entropia. Assim num processo adiabatico reversivel a entropia S
nao varia.

Exemplo (1.6)

a) Para um gés ideal num processo adiabatico, mostrar que pV? = cste. Este
resultado é importante e o usaremos mais vezes. v = C,/Cy, C, e Cy sao
as capacidades térmicas molares a p e V constantes respetivamente e sao
relacionadas por Cp = Cy + R (ver por exemplo [1.3] Cap.9).

b) Para um mol de gas ideal monoatomico, desenhar a curva correspondendo
a um processo adiabatico passando pelo ponto de condigoes padroes de tem-
peratura e pressao no diagrama PV do exemplo anterior.

Solugao: a) Para um gés ideal, a variacdo de energia interna pode ser
calculada a partir da variacao de temperatura dU = nCydT. Podemos re-
escrever isto usando a equacao de estado do gas ideal que implica pdV +
Vdp = nRdT, de modo que dU = (Cy/R)(pdV + Vdp). Até agora nao
usamos o fato que o processo é adiabatico, fazemos isto agora. No caso
adiabatico a primeira lei se escreve: dU = —pdV. Combinando as duas
expressoes para dU: vdV/V + p/dp = 0 de modo que pV"? = cste.
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b) Queremos desenhar p = py(Vy/V')?. Nas condigoes padroes de temperatura
e pressao, Vo = 22,4 (basta inserir pg = 1,01310°Nm~2 e T = 273K na
equagao de estado do gés ideal para verificar) e como o gds é monoatomico

v=15/3.

V litros

Figura 1.7: Processo adiabatico num gas ideal (linha continua) e processos
isotérmicos do exemplo (1.5) (linhas tracejadas).

1.5.3 Potenciais termodinamicos

Como dito acima para um sistema simples, basta conhecer duas quantidades
como T e V para calcular as outras. Porém dependendo do problema, pode
ser mais pratico trabalhar com outras duas. Vamos ver como passar de um
conjunto para outro.

Energia interna U(S,V)

Vimos que a energia interna satisfaz

dU = TdS — pdV. (1.7)

Nesta expressao, U, T' e p sao considerados funcoes de S e V, isto é,

- (%), (),



1.5. ALGUNS RESULTADOS DA TERMODINAMICA CLASSICA15

Derivando mais uma vez, obtemos

02U 02U
ovVoS 9SOV <1'9)
ou,
oT dp
(5v).=(55), (1.10)

(Este dltimo tipo de equagao é chamado equagao de Maxwell mas nao tem
nada a ver com as equagoes de mesmo nome no eletromagnetismo.)

Assim as variaveis naturais para a energia interna sao S e V' e podemos
determinar 7" e p a partir das derivadas de U(S, V) portanto, 7" e p também
sao fungoes de S e V. Uma fungao como U(S, V), expressa em termos de
duas variaveis quaisquer e cujo conhecimento permite a determinacao de to-
das as outras grandezas termodinamicas (no caso de U, T e p) é chamada
de potencial termodinamico (em sentido amplo). Como experimental-
mente, nao se varia S facilmente, costuma-se introduzir outros potenciais
termodinamicos dependendo de outras variaveis.

Para ter uma ideia mais intuitiva do que é a energia interna, notamos que
mum processo em que o volume permanece fixo, dU = §(@), isto é a variacao
da energia interna é igual ao calor fornecido.

Entalpia H(S,p)

Vamos construir uma funcao a partir de U de modo a subtituir V por p,
consideramos ”

H(S,p)=U+pV. (1.11)
Temos
dH = dU+pdV+Vdp = (TdS—pdV)+pdV+V dp =TdS+Vdp, (1.12)
OH o0H
T= (%% = (22 1.1
((95)10’ v (8}?)5’ (1.13)
oT oV
— =(— . 1.14

Para ter uma ideia mais intuitiva do que é a entalpia, notamos que num
processo em que a pressao ¢ mantida constante, dH = 0@, isto é a variacao
da entalpia ¢ igual ao calor fornecido.

"Em linguagem matemdtica, estamos fazendo uma transformacao de Legendre.
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Energia livre (de Helmholtz) F(T,V)

Agora no lugar de substituir V por p, queremos substituir .S por T. Consi-
deramos

F(T,V)y=U-TS. (1.15)
Temos
dF =de —TdS — SdT' = —pdV — SdT, (1.16)
oF OF
= (=), S-—() , 1.17
P (av)T ar )y (L17)
dp oS
— ) == . 1.18
(7)., = (v, (115)
Para ter uma ideia mais intuitiva do que é a energia livre, notamos que
num processo em que a temperatura é mentida fixa, dFF = —pdV, isto é a

variagao de energia livre € igual ao trabalho mecanico realizado pelo exterior
sobre o elemento do fluido.

Potencial termodinamico (em sentido restrito) ou energia livre de
Gibbs (7', p)

Para ter um potencial que dependa de T e p, consideremos a entalpia e
susbstituemos S por T

®(T,p) =H—-TS. (1.19)
Temos

dd =dw—TdS —SdT' =V dp— SdT, (1.20)

0o 0P
_ (2= — (= 1.21
v <3p>T7 S <8T>p’ ( )

ov oS

(o), =~ (5)» (122)

Para ®, ndo podemos dar um significado fisico intuitivo e imediato (em
termos de calor ou trabalho) como nos casos anteriores.

Qualquer um dos potenciais termodinamicas U, H, F' e ¢ ¢ funcao de
duas das variaveis p,V,T e S e as duas restantes podem ser calculadas a
partir deste potencial escolhido. Também, uma vez escolhido um, os outros
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potenciais podem ser determinados. Portanto, qualquer uma das varidveis
p, V.T,S, U, H, F e® pode ser considerada como funcdao de apenas duas delas.
A relacao funcional entre qualquer uma delas com duas outras é chamada de
equacao de estado. Isto generaliza a definicao vista anteriormente.

1.6 Grandezas especificas

Na mecanica dos fluidos, é comum usar grandezas especificas ou por unidade
de massa. Por exemplo no lugar da energia interna U usamos € = U/M. A
equacao dU = T'dS —pdV se torna de = T'ds — pdV, com s entropia especifica
e V. = 1/p volume especifico. Similarmente a equagao para a entalpia H =
U+pV daw=¢€e+pV,edH =TdS+ Vdp fornece dw = Tds+ V.dp, e assim
por diante.

1.7 Exercicios

1. a) Faga uma estimativa da distancia entre moléculas de 4gua em condigdes
padroes de pressao e temperatura.

b) Faga o mesmo para vapor de dgua.

2. Obter a forma da entropia S(7") para um fluido incompressivel de capaci-
dade térmica C' suposta constante entre T e T'. Porque a entropia depende
de uma variavel s6?

3. Sabemos que a energia interna de um gas ideal é fungao da temperatura
s6 mas pelo que vimos na iltima se¢ao, ela também pode ser escrita como
funcao de S e V. Derive uma expressao para S(7,V) e deduza U(S,V).

4. a) Calcule S(p,V) para um gés ideal. Se o sistema foi submetido a um
processo adiabatico reversivel, verifique que a entropia nao muda.

b) Obter p(S, V). Verificar usando a forma de U(S, V') do exercicio anterior,
que p=—(0U/9V )g.

5. Um mol de gas diatomico nas condi¢oes padroes de temperatura e pressao,
dobra de volume a pressao constante e em seguida se esfria até a pressao
atingir 0.75 atm a volume constante. Qual é a variagao de entropia?

6. Qual é a temperatura de ar originalmente a 293K apds estar comprimido
rapidamente até 1/25 do seu volume original?
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1.8 Respostas

1. a) Cada molécula ocupa um volume ~ (181073 x 1073)/(6 10%) m3 de
modo que a distancia entre elas é ~ 3 A.

b) Cada molécula ocupa um volume ~ (22,4 x 1073)/(610%*) m® de modo
que a distancia entre elas é ~ 30 A

2. Fornecemos calor num processo reversivel: dU = C'dT = T'dS de modo
que S = In(T/Ty)¢ + Sp. Nao hd dependéncia em V pois p é constante.

3. dS = (dU + pdV)/T = nCydT /T + nRdV/V de modo que S(T,V) =
In[(T/Ty)"v (V/Vo)"E + Sy. A expressao para U(T, V) é obtida usando U =
nCy (T —Ty)+Uy. Supondo Uy = nCy'Ty, U(T, V) = Uy(Vy/V )/ CvelS=50)/(nCv),
4. a) dS = (dU +pdV) /T = nCy(dV/V +dp/p) + nRAV/V = nCydIn(pV")
de modo que S(p,V) = nCydln[(pV")/peVy)] + So. Se o processo for
adiabdtico reversivel pV/7 é constante e S(p,V) = Sy i..e a entropia nao
varia, como esperado.

b) p(S, V) = po(Vo/V)eS=50)/(nCv) " que é igual a —(OU/OV)s.

5. Usando a férmula para S(p,V') do exercicio 5 para cada processo e so-
mando os AS respetivos: ASy; = (5/2)RIn(27/° x 0,75) ~ 14.2J/K.

6. O processo ocorre rapidamente entao podemos supor que nao hé troca de
calor i.e. o processo é adiabatico: pV/7 é constante, ou usando a equacao de

estado, TV~ é constante assim T = 293 x 25%° ~ 1062k .



Capitulo 2

EQUACOES
FUNDAMENTAIS DA
MECANICA DOS FLUIDOS
(PERFEITOS)

2.1 Grandezas que descrevem o movimento

2.1.1 Descricoes de Euler e de Lagrange

Para a determinagao completa do estado de movimento de um fluido, conside-
rando um elemento AV do fluido, precisamos conhecer as seguintes grandezas
(i) cinematicas: a velocidade do fluido ¥, que é um vetor i.e. um conjunto de
trés quantidades.

(ii) termodinamicas: duas grandezas entre p (ou V. = 1/p), p,T,€, s, ..., pois
as demais podem ser obtidas a partir da equacao de estado.

Para escrever as equagbes que governam o movimento de um pedacgo de
fluido, podemos usar um referencial fixo no espago (descrigao Euleriana)
ou amarrado ao pedago de fluido (descrigao Lagrangiana). Na descrigdo
Lagrangiana, seguemos o movimento de uma particula de fluido como na
mecanica classica para um ponto. Na descricao Euleriana, olhamos o que
acontece num volume de controle fixo através do qual o fluido escoa para
dentro e para fora. Talvez o exemplo seguinte possa ajudar a esclarecer
a diferenca entre as duas descrigoes. Imaginamos um barco sobre um rio.

21
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Um observador na margem, pode acompanhar o movimento do barco (por
exemplo o barco passa perto de uma dada arvore num instante t,, perto de
uma casa em t.). Alternativamente ele pode olhar pontos do rio e descrever
0 que passa por la (perto da arvore, nao hé nada de especial exceto em t,,
perto da casa nao ha nada de especial exceto em t.).

Se usarmos coordenadas Fulerianas, as quantidades que calcularemos
serao obtidas em varios pontos (z,y, z) do espago, para tempos t. Por exem-
plo

v = U(x,y,2,1t)
p = plx,y,2,1) (2.1)
p = pz,y,21)

Por outro lado para coordenadas Lagrangianas, as quantidades dependem
da posicao inicial xg, 19, 20 € do tempo t. Por exemplo

= ¥(2o, Yo, 20 t)
= p(To, Yo, 20; 1) (2.2)
= p(wo, Yo, 203 t)

Queremos conhecer cinco grandezas (as componentes de ¢ e duas gran-
dezas termodinamicas). Em consequéncia, necessitamos de 5 equagdes (além
da equagao de estado para fixar o restante das grandezas termodinamicas).

Um fluido é um sistema dinamico e como tal deve satisfazer as leis de
conservacgao da massa, momento linear e energia bem como entropia no caso
perfeito!. As equacoes procuradas surjem como consequéncias destas leis de
CONServagao como veremos.

k"D )

2.1.2 Vizualizando escoamentos
Definicao de trajetérias e linhas de corrente

Podemos vizualizar um escoamento de duas maneiras: seguindo o percurso
de um “pedaco” ou particula de fluido conforme o tempo passa, ou olhando o
movimento das varias particulas que constituem o fluido num instante dado.

No primeiro caso, observamos a trajetéria de uma particula de fluido,
o caminho que ela percorre conforme o tempo passa. Para vizualizar uma
trajetéria no fluido, podemos imaginar introduzir uma gota de corante nele
e depois tirar uma fotografia com tempo de exposicao longo.

LOutras leis de conservacio (e.g. momento angular) serdo consideradas mais adiante.
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No segundo caso, olhamos linhas de corrente. Linhas de corrente sao as
linhas de “forga” do campo de velocidade (de maneira andloga as linhas de
campo para o campo elétrico ou magnético). Sao curvas tangentes em todos
seus pontos ao campo de velocidade num dado instante. Para as materializar,
podemos imaginar introduzir gotas de corante em diferentes pontos do fluido
e depois tirar uma fotografia com tempo de exposicao curto. Obteriamos
pequenos segmentos de tinta proporcionais a velocidade e podemos adicionar
neles um simbolo de seta orientado na direcao do escoamento. Desenhando
as tengentes a estes vetores velocidades, obtemos as linhas de corrente.

A figura 2.1 ilustra este método no caso do escoamento para a direita
numa canalizacao cujo diametro diminui na regiao central.

.
— e — . —— | — . ——
—i
~—
_»/

Figura 2.1: Num dado instante, o campo de velocidade (setas) e as linhas de
corrente (tracejado)

Em geral o comportamento do fluido num dado instante nao é similar ao
que acontece em varios instantes de modo que linhas de corrente e trajetérias
nao precisam coincidir. Porém ha um caso importante onde elas coincidem:
o escoamento estacionario onde vU(t,z,y,z) = U(z,y,z). Estudaremos
mais em detalhe este tipo de escoamento no capitulo I'V.

Calculo das linhas de corrente e trajetorias

Para calcular a equacao das linhas de corrente, fixamos um tempo e escolhe-
mos um vetor posicao [ num certo ponto de uma linha de corrente. O vetor
dl tangente a linha é paralelo a v i.e. dl = )\U(Z t) ou de modo equivalente
usando coordenadas cartesianas:

dz _dy _ dz
vx_vy_vz

(2.3)

onde num ponto dado da linha de corrente no instante t, dl' = (dz,dy,dz) é
a tangente e U = (vy, vy, v,) ¢ a velocidade do fluido.
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—

Figura 2.2: Visualizacao das linhas de corrente num instante dado.

A trajetéria de uma particula de fluido é o caminho que ela percorre
conforme o tempo passa. As tangentes a uma trajetéria dao as diregoes das
velocidades do elemento do fluido em varios instantes. Assim integrando
dr/dt = (7, t), encontramos a equagao da trajetoria.

Exemplo (2.1)

Supomos a velocidade num fluido dada por ¥ = (¢, 1).
a) Calcular a trajetéria que passa por (0,0) em ¢t = 0.
b) Calcular a linha de corrente no instante ¢t = 1 e que intercepta (0, 0).

Solucgao:
a)Precisamos resolver as equagoes

dx
ar - —
{ff;; _ 1 (2.4)

z(t) = t*/2
{y@ - ! (25)
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Conforme o tempo passa, a particula inicialmente em (0, 0) se desloca sobre
a parabola z = y?/2.
b) Precisamos resolver

— =dy (2.6)

onde t é constante e vale 1. Obtemos como solucao = = y + cste. Usando o
fato que a curva deve interceptar o ponto (z = 0,y = 0), temos cste = 0. No
instante ¢ = 1, a linha de corrente ¢é a reta x = y.

Como a velocidade depende do tempo, nao esperavamos que trajetéria e linha
de corrente coincidam.

Derivada material

Muitas vezes queremos olhar a evolucao no tempo de uma quantidade ligada
a um pedaco de fluido. Calculamos este tipo de derivada considerando uma
grandeza escalar f referente ao elemento do fluido V' (f pode ser uma fungao,
uma das componentes de um vetor, de um tensor). Temos f(z,y,z2,t) =
flz(t),y(t), 2(t),t) j& que estamos seguindo a trajetéria de um pedago de
fluido.

T = (G U B Yy

2.7
— (a{+8£vx+gyvy+g£ v, )dt. (2.7)

onde usamos dx/dt = v,, etc.
Portanto,

g:g‘ivw+g]ycvy+g£vz+%§EZ—{-(U-V)f, (2.8)
Em palavras, para o pedaco de fluido, f varia com o tempo porque num
ponto fixo do espaco x, vy, z ela pode mudar com o tempo e também porque
o pedaco de fluido sera transportado para x + v.dt,y + v,dt, z + v.dt num
tempo dt, o ponto onde ele chega depende de dt.
Temos de maneira geral:

d 0

= (@ V). (2.9)

A derivada calculada com a eq. 2.9 é chamada de derivada material ou as
vezes derivada convectiva, substancial, Lagrangiana,... Ela conecta a taxa de
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mudanca de f seguindo a particula a esquerda (descri¢do de Lagrange) com
o que é medido em pontos fixos (descri¢ao de Euler) a direita.

Exemplo (2.2)
Supomos um fluido onde a velocidade é dada por ¥ = (az, —ay) com a

constante. Calcular a aceleragao e a posicao de uma particula de fluido em
t.

Solucao:

E mais facil usar a descricao de Lagrange. x,y dependem de t. Podemos
derivar v, = dz/dt = az e v, = dy/dt = —ay, obtemos dv/dt = a*(z,y) =
a*r(t).

Na descricao de Euler, z,y sao fixos, nao dependem de t, entao % =0

mas podemos calcular (7- V)7 = (azd/0x — ayd/dy)(az, —ay) =)(axd/dx —
ayd/0y)(az), (axd/0x — ayd/dy)(—ay) = a*7. Usando a eq. (2.9), temos
dv/dt = a*F. Tsto é, calculando corretamente a aceleracio, as duas descrigoes
dao o mesmo resultado.

Podemos integrar dz/dt = ax e dy/dt = —ay o que leva a z(t) = xoe™ e

at

y(t) = yoe™ .

2.2 Equacao de Continuidade para a massa
para um fluido qualquer:

2.2.1 Caso geral

Discutiremos inicialmente a conservacao da massa. Consideramos um volume
arbitrario fixo completamente dentro do fluido. Vamos chaméa-lo de V' e a
superficie que o delimita de S.

Calculamos a variagao da massa no seu interior com o tempo de duas
maneiras diferentes:

(i) Se a densidade em cada ponto é p(z,y, z,t), a massa total dentro de
V no instante ¢ é [, pdV. Portanto a taxa de mudanca com o tempo ¢ dada
por

d [ Op
%/VpdV—/V v (2.10)
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(Usamos o fato que V' é fixo.)

(ii) Por outro lado, devido & conservacao da matéria, este aumento de
massa s6 pode ser causado pelo fluxo através da superficie S. Se sobre um
elemento de superficie dS, com a normal 7 dirigida para fora do volume,
a velocidade do fluido é v e a densidade p, a quantidade de matéria que
atravessa dS por unidade de tempo é pir - 7 dS(= p7 - dS) (cf. fig. 2.3).

Figura 2.3: A matéria sai de dS. v pode ser decomposto em parte per-
pendicular e parte paralela a dS. Somente a primeira parte corresponde a
transporte de matéria através de dS.

A integral desta quantidade sobre toda a superficie S é a taxa de mudanca
total de massa contida em V' por unidade de tempo:

f P - dS. (2.11)
S

Vamos igualar agora as duas expressoes para a taxa de variagao de massa,
calculadas independentemente acima, colocando sinais apropriados (se a massa
aumenta, v é antiparalelo a 7 e a eq. (2.11) precisa de um sinal negativo
para ser uma quantidade positiva; se a massa diminui, ¢ é paralelo a 77 e a
eq. (2.11) precisa de um sinal negativo também para ser uma quantidade
negativa) :

/ngdv: —fng-JS: —/Vﬁ-(pﬁ)dv, (2.12)

onde na ultima passagem foi usado o teorema de Gauss?. Portanto,

2A partir de agora, usaremos muito resultados de analise vetorial de modo que reco-
mendo fortemente uma revisao sobre este assunto: por exemplo propriedades e teoremas
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/V [(Z? +V. (pﬁ)] dV = 0. (2.13)

Esta igualdade foi obtida, tomando-se um volume arbirario V. Em par-
ticular, se o volume considerado for um volume infinitesimal V' — 0, temos

{afﬂrﬁ.(pg)]vzo (2.14)
ot
ou seja

o = o

5% + V- (pv) =0. (2.15)

Esta ¢ a Equagao de Continuidade (na forma diferencial) e constitui
uma das equacgoes fundamentais da Mecanica dos Fluidos. Ela expressa a
conservagao da matéria. O vetor ; = pv é a corrente de densidade de matéria:
a direcao e o sentido do vetor sao os do movimento do fluido e de modo geral
/. Sj'- ds representa a quantidade de fluido que atravessa S por unidade de
tempo. No curso de eletromagnetismo, encontra-se uma equacao similar a
(2.15) para a conservagao de carga (cf. exercicio 2.7).

Exemplo (2.3)

Na derivagao acima, usamos um volume fixo no espaco, i.e. um referencial
de Euler. Como fazer esta derivacao para um volume em movimento com o
fluido i.e. num referencial de Lagrange?

Solucgao: Consideramos um volume V' pequeno de fluido delimitado pela
superficie S e que contem uma massa fixa. Ao se deslocar durante o tempo,
este volume muda de forma. Durante dt o volume aumenta de:

5V = jéﬁ-df%t:/ V- GdV ot (2.16)
1%

(Onde usamos o teorema de Gauss).
Como V é pequeno, V - U é constante sobre ele. Temos entao

10V 14V - ;
Il - V.= __ZZ U - 2.17
v T va VT e TV (210)

onde usamos o fato que a massa dentro de V' é constante e a eq. (2.9).

sobre gradiente, divergéncia, rotacional §1.2 a 1.4 da referéncia [1.1] junto com §1.2 a 1.6
da referéncia [1.2].
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Recombinando os termos de (2.17), re-encontramos a equagao de conti-
nuidade (2.15).

2.2.2 Caso particular de um fluido incompressivel

Um caso interessante é o de um fluido incompressivel i.e. cuja densidade nao
varia no espago e no tempo: p(x,y, z,t) = p (cste).

Inserindo p = cste na eq. (2.15) temos imediatamente um resultado
importante: para um fluido incompressivel a divergéncia do campo
de velocidade deve ser nula, V.-7=0.

Uma maneira de visualizar este resultado é assim. Consideramos um
volume V fixo no fluido delimitado por linhas de corrente (= tubo de corrente)
como na figura 2.4:

‘/(Tﬂlllp()

tampa transversal

Figura 2.4: tubo de linhas de corrente.

Temos . .
/v.ﬁ:ozfﬁ.ds (2.18)
1% S

Decompomos a superflcle S do tubo em tampas e corpo. Sobre o corpo do
tubo: pv- dS =0 pois U L dS . Para as tampas A; e Ay supostas transversais
e pequenas o suficiente para que p e U sejam constantes sobre elas, devemos
ter:

Al V1 = A2 V3. (219)

A quantidade A v é o volume de fluido atravessando uma secao transversal
qualquer por unidade de tempo e se chama vazdio. Ela é expresso em m?/s. A
equacao de continuidade para fluido incompressivel é uma equacao
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de constancia da vazao Av. Em particular, a velocidade aumenta nos
estrangulamentos para manter a vazao constante.

Exemplo (2.3)

Uma ilustracao bonita da constancia da vazao ¢ a seguinte. Quando uma
torneira é aberta pouco a pouco, forma-se um jato de agua fino cujo raio
diminui com a distancia a torneira (e que ao final se rompe em gotas). A
forma do jato de dgua pode ser calculada em funcao da velocidade vy e raio
ro na saida da torneira. Como?

Solugao: A uma distancia h da torneira, o raio r e a velocidade do agua
satisfazem:

(2.20)

Figura 2.5: Escoamento estaciénario de um fluxo incompressivel por uma
torneira.

Por outro lado a velocidade v é a velocidade atingida em queda livre de
uma altura h (no caso estaciénario). Isto é razoavel mas serd demostrado no
proximo capitulo. A féormula de Torricelli fornece

v’ =uvg +2gh (2.21)
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Combinando as duas equagoes anteriores, obtemos o raio do jato em
funcao da distancia a torneira:

Ug 1/4
= —_— 2.22
re=o <08+2gh> ( )

Na referéncia [2.3], foi comparado o resultado analitico (2.22) com uma
fotografia mostrando o jato. O acordo é étimo.

Exemplo (2.4)

A constancia da vazao tem muitas aplicagoes. Aqui esta outra. A secao
transversal da aorta de uma pessoa normal em repouso é 3 cm? e a velocidade
do sangue 30 cm/s. Um capilar tipico tem diametro de ~ 6um? e velocidade
sanguinea de 0,05 cm/s. Quantos capilares esta pessoa tem?

Solugao: Chamamos A; = 3cm?, vy = 30cem/s, Ay = m(31071)2em? e

vy = 0,05¢cm/s. O nimero n da capilares satisfaz A; v; = n Ay vy de modo
que n ~ 610°.

2.3 Equagao de Euler (equagao do movimento
de um fluido perfeito)

2.3.1 Caso geral

Consideramos agora a conservacao da quantidade de movimento. Neste caso,
¢ mais conveniente escolhermos um certo volume V' arbitrario de um fluido
perfeito, movimentando-se sob acao de forcas ao invés de um volume fixo no
espago como no caso anterior.

Vejamos entao qual é a forca externa total aplicada sobre V. Temos a
forga exercida pelas partes vizinhas (forca superficial)

—%gpd_g _ —/Vﬁpdv. (2.23)

O sinal - vem do fato que temos uma forca de pressao, i.e. atuando em
sentido oposto a 7. Usamos aqui uma formulagao do teorema de Gauss mas
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que involve gradientes?.

Podemos ter também uma forca volumétrica, por exemplo a forga gravi-
tacional [i, pgdV .

A forca total serd a soma destes termos:

/V(—ﬁp + pg) dV. (2.24)

(Para um fluido perfeito, nao tem forgas ligadas ao deslizamento das camadas
fluidas uma sobre outra.)

Devido a acao destas forgas, cada elemento do fluido sofre uma aceleracao
dv/dt e a integral sobre V' desta aceleracao multiplicada pela densidade deve
igualar (2.24). Isto é

dv -
v = / _ 7)dV. 2.2
/Vpdt V( Vp + pg) (2.25)
Como V ¢ arbitrario, segue
dv 6}9
— =—— 4. 2.2
o +3 (2.26)

Esta equacao é uma equagcao de movimento ou equacao de Euler.
Em palavras, o elemento de volume de densidade de massa p é acelerado
devido ao (negativo do) gradiente da pressao e a forga gravitacional.

Exemplo (2.5)

Na derivagao acima, usamos um volume de fluido em movimento devido as
forcas, i.e. um referencial de Lagrange. Como fazer esta derivacao para um
volume fixo no espaco i.e. num referencial de Euler?

Solugao: Agora o volume V ¢ fixo no espaco. [, pv;dV é a componente
i do vetor momento (aqui i vale 1,2,3 representando x,y,z). Sua varia¢do no
tempo é dada por:

dpv;
v ot

v (2.27)

3Usamos F = fa com f uma fungao e @ um vetor constante. 555 F.-dS=a- 565 fd§ =
fvﬁ -Fav = a- Iy VidV = [ fds = I VfdV. Existe um resultado similar para
rotacional, ver por exemplo §1.11 da referéncia [2.4]).
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(Estamos usando um raciocinio similar ao das eq. (2.10) e (2.11) com o
escalar pv; no lugar de p.)

Esta variagao tem varias causas. Ha entrada ou saida de momento. O
fluxo da componente i de momento através S é

—]{ pv; - dS (2.28)
S
Ha também for¢a devido a pressao sobre dS; e a componente i da gravidade:
- j{ pdS; + / pg:dV (2.29)
S 1%
Juntando temos:
Jv 85? dV. = —$gpuv; U- ds — $s pdS; + [y pgidV

2.30
= Jvlpgi = 5 52 (pviv; + pdiz)|dV (2:30)
onde d;; é o delta de Kronecker e usamos o teorema de Gauss (usual e para
gradiente) bem como V - F' = 37, 0F;/0x; em coordenadas cartesianas.
Como V' ¢é arbitrario:

opv; 0
S — pa 2.31
5 +%:8xj(pvzvj+p%) pY; (2.31)

Usando a equacao de continuidade (2.15), temos:

81)@- 81)1' 0
— — = pg; 2.32
p(at +“Jaxj>+aa:ip P (2:52)
ou vetorialmente:
ov - Vp
— v-V)U=——-+¢qG 2.33
5 + (- V)U p +g (2.33)

Usando a eq. (2.9), vemos que esta formulacao é equivalente a equagao
(2.26).

Precisa estar cuidadoso com a quantidade (7 - V), trata-se de um
operador. Ele deve ser calculado primeiro e depois aplicado a v. Em geral

(7- V)T # TV - 7) cf. exercicio 2.
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2.3.2 Caso particular de um fluido incompressivel
Nesse caso, a equacao de Euler pode ser reescrita

dv  ov

dt ot

Veremos muitas vezes a vantagem de sé ter um gradiente no termo mais

a direita. Por enquanto vemos uma consequéncia.
Usando

+ (T V)T = —ﬁ[(i) + gz] (2.34)

Vi? | (2.35)

obtemos

—(Vx7)=V x[7x (V). (2.37)

Esta forma da equacao de Euler s6 envolve a velocidade.

2.3.3 Caso particular de um escoamento homentroépico
(s = cste)

Um movimento é chamado homentrépico quando s = cste, i.e. s nao
depende da posicao e tempo?, da mesma maneira que p é constante num
fluido incompressivel. Na préxima secao, discutemos em que situacao isto
pode acontecer.

Nesse caso, a equacao de Euler pode ser reescrita em termos de entalpia.
Lembramos que (cf. §1.6)

w(s,p) =e+pVe , (Vo= ;) (2.38)

1
dw = de+pdV,+V.dp = (T ds—pdV,)+pdV.+V.dp = T ds+—dp . (2.39)
p

4Estou seguindo a definigao de Batchelor [2.5], Kambe [2.6] “Elementary Fluid Dyna-
mics”, que é diferente da de Laudau & Lifshitz [2.7].
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Como s = cste, temos dw = (1/p)dp. No caso particular onde queremos
comparar a diferenca de estado de varias particulas de fluido, as diferenciais
totais podem ser expressas em funcao das variaveis espaciais i.e. (ﬁw —
(1/p)ﬁp/) - di’ = 0 para di qualquer de modo que

— ]_ —
Vw = - Vp. (2.40)
Portanto a equacao de Euler se re-escreve,

i 0v

v Y TR VAV v. . 2.41
priln + (v-V)U V(w + gz) ( )

De novo conseguimos escrever o termo mais a direita como um gradiente sé.
Podemos também escrever uma equagao do tipo 2.37.

2.4 Equacao de Continuidade para a entropia
de um fluido perfeito

Consideramos um fluido perfeito i.e. desprovido de viscosidade (e sem condugao
térmica no seu interior) num processo reversivel. Nesse caso, nao tem troca
de calor, o movimento é adiabatico 6¢) = 0 e como ¢é reversivel 6Q) = T'ds de
modo que ds = 0 Um processo deste tipo, adiabatico e reversivel, é chamado
de isentropico®.
Cada elemento do fluido executa o seu movimento sem mudar a sua en-
tropia especifica, assim:
ds =0, (2.42)
dt
onde s = s(x,y, z,t) é a entropia especifica.
Usando a eq. (2.9), podemos reescrever
§:%+U-§s:o, (2.43)
dt ot
Isto significa que um pedaco de fluido se desloca mantendo sua entropia
especifica constante mas se olharmos o fluido em varios pontos do espaco
e/ou em varios instantes, a entropia especifica pode mudar.

5Podem existir processos adiabéticos ndo reversiveis num fluido, por exemplo quando
ha uma onda de choque.
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No caso particular onde inicialmente a entropia é distribuida uniforme-
mente no espaco, se o movimento é adiabatico reversivel, a entropia conti-
nuara uniforme conforme o tempo passa. Este movimento é homentropico.

Podemos considerar a densidade de entropia (entropia por unidade de
volume) ps, temos

dps) 0s  Op . <o S P
o~ "o + Sop = U Vs —sV(pt) = =V(psv) , (2.44)

onde usamos a eq. de continuidade para a massa. (2.15) e a eq. de con-
servagao de entropia especifica (2.43).
Temos entao
d(ps)

. 7)) — 2.4
L1 (pst) = 0, (2.45)

onde psv é a densidade de corrente de entropia.

Esta equacao é uma equacao de continuidade para a densidade de entropia
p s, da mesma maneira que obtivemos uma equacao de continuidade para a
densidade de massa p.

A tabela seguinte resuma nossos resultados. Temos 5 equacoes obtidas a
partir da consideragao da conservagao de massa, momento (3 componentes) e
entropia. Isto ja é suficiente para determinar a evol¢cao de um fluido perfeito.
A conservagao de energia é discutida no exercicio 8.

equacao caso
geral particular
conservacao da % - ﬁ(pﬁ) =0 A vy = Ay vy
dens. de massa || fluido qualquer incompress.
(cont.p/massa)
equagao do 9+ (7 V)7 = —% +q 8(%:6) =V x (0% (V% 7))
movimento fluido perfeito perfeito +incompress.
(Euler) ou homentropico
conservagao da 859’);) + V(pst) =0

dens. de entr. fluido perfeito
(cont. p/entr.)

Além disto:
d/dt =0/ot+ (V- V)
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2.5 Condicoes Iniciais e de Contorno:

Temos 5 grandezas (¥ e duas grandezas termodinamicas) e 5 equagdes. Es-
tas equacoes no caso geral envolvem derivadas parciais de primeira ordem
mas sao complicadas pois sao acopladas e contem termos néo lineares (como
(7 - V)7). Para resolve-las precisam ser fixadas condicdes iniciais e/ou de
contorno. Estas dependem do problema, podemos ter:

(i) Condigoes iniciais, i.e. parat =0,

vy = v(z,y,z,t=0)
Po = p(l‘7ya Z,t = O) (246)
pPo = p(x7yaz7t:0)

ou duas outras grandezas termodinamicas no lugar de py e pp.

(ii) Condigoes de contorno:

a) Paredes: Se uma parede de separagao estd em repouso, na sua superficie,
chamando 7 sua normal, devemos ter v - 7 = 0, pois caso contrario, haveria
uma penetracao do fluido dentro da parede ou formacao de vacuo junto a
parede. Assim ¢ tem que ser tangencial a superficie.

Similarmente, se a parede do recipiente estiver em movimento, devemos ter
U1l = Uparede - 1, 1sto é a velocidade normal do fluido ¢é igual a velocidade
normal da parede.

b) Superficie de separagdao entre dois fluidos nao missiveis: Devemos ter
{ o= (2.47)
V1N = V2-N.

c¢) Condigoes no infinito: Se tiver um obstaculo, longe dele p(t, |F] — o0) =
Poo € U(t,|T] = 00) = Uy onde po, € Uy sao dados do problema.
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2.6 Exercicios

1. Dois riachos se juntam para formar um rio. Um dos riachos tem largura
de 8,2 m, profundidade de 3,4 m e correnteza de velocidade 2,3 m/s. O
outro riacho tem largura de 6,8 m, profundidade de 3,2 m e correnteza de
velocidade 2,6 m/s. A largura do rio é 10,5 m e a velocidade da correnteza é
2,9 m/s. Qual é sua profundidade?

2. Escrever explicitamente a expressao de (v - 6)17 e 17(6 - ¥) para U =
(Vg Uy, V).

3. Consideremos um fluido com velocidade de escoamento ¥ = (xt, —y,0) e
supomos o tempo inicial tg = 0.

a) Calcular a trajetoria e aceleragdo de um elemento de fluido na descri¢ao
Lagrangiana.

b) Calcular a aceleracao de um elemento de fluido na descri¢ao Euleriana.
4. Um escoamento tem velocidade v = /2gyy. Calcular a aceleracao de
um elemento de fluido na descricao de Lagrange e na de Euler. Que tipo de
movimento esta sendo descrito?

5. Repetir 0 4 com ¥ = Rwg com R e w = d¢/dt constantes e (r, ¢) coorde-
nadas polares.

6. Com computador: um fluido tem movimento unidimensional com v, =
—x. Considerar um elemento de fluido em xg = 1m em tq = 0Os.

a) Calcular analiticamente a trajetéria deste elemento de fluido.

b) Calcular numericamente a trajetéria deste elemento de fluido e comparar
com o a).

7. No caso de um fluido composto de particulas com carga elétrica, derivar
a equacao de continuidade adicional.

8. a) Escrever a equagao de conservagao de energia para um volume V' em
movimento na auséncia de forgas externas.

b) Mesma pegunta usando um volume fixo. Comparar.

O caso com forgas externas pode ser encontrado em [2.8] §1.4.4 ou [2.6] §3.4.2.
9. Escrever as 5 equagés que vimos na forma de Lagrange (isto é s podem
aparecer derivadas em g e t).

Isto é um problema “famoso”, cf. [2.7] §2 , [2.6] §3.5.
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2.7 Respostas

1. Profundidade=(8,2 x 3,4 x 2,34 6,8 x 3,2 x 2,6)/(10,5 x 2,9) ~ 4m.
2. (T V)T = (00002 + 0,000 + 0:0,02)7 + (V2050 + v,Byvy + 1.0,0,)7 +
(V0,0 40y 0yv, +v,0,v,) % € 17(647) = (V30,05 4+ V;0yVy +0,0,0, ) &+ (0,050, +
Uy Oy Uy + 0y, 0,0,) Y + (V,0,V, + v;0,v, +v,0,v,) 2. Observar que estas equagoes
sao diferentes em geral.

3. a) dz/dt = zt = In(z/xg) = t*/2 e dy/dt = —y = In(y/yo) = —t,
combinando [In(y/yo)]? = In(2?/x3). d*x/dt* = x(t* + 1) e d*y/dt* =y

b) dv,/dt = dv, /Ot + (v,.0, + v,0,)(vs) = x + (2t0, — ydy)(xt) = x(1 + %)
e dvy,/dt = 0v, /0t + (0,0, + v,0,)(v,) = 0+ (2t0, — y0,)(—y) = y, ambos
estao em acordo com o a).

4. dijdt = /29 d\fy/dty = v/2g1/2dy/dt |\ = g§ 95/0t + (¥ -V V)T =
0+ (v29y0,)(vV29y9) = 29\/yd\/y/dyy = gy. Escoamento com aceleragao
constante (e.g. num campo gravitacional).

5. di/dt = Rwdqﬁ/dt Rwdé/dgbda;/dt — Rw?(—) (onde usamos do/d¢ =

—7). OT/Ot+(T-V)T = 04+Rw - [f9/dr + $d/(RI¢)]([Rwd) = Rw?d/dp(¢) Rw?

Escoamento circular com velocidade angular constante.

6. a) dr/dt = —z comx(t=0)=1=z=¢".

b) Pode-se resolver numericamente dx/dt = —x usando o método de Euler
ou uma forma melhorada.

7. Chamando p. a densidade de carga elétrica, o mesmo raciocinio do que
na §2.2.1 leva a 9p. /0t + V - (p.7) = 0.

8. a) Para um fluido perfeito de = —pdV, = (p/p )dp Para uma particula
de fluido em movimento de/dt = (p/p?)dp/dt = —p/pV - 7. A conservacio
de energia tem uma forma simples num referencial de Lagrange. b) Num
volume fixo V', a variacao no tempo da energia total é

/ gt[ e+ ;v )dv. (2.48)

Esta mudanga ocorre pois pois tem fluxo de energia e trabalho feito pelas
forcas de pressao. De modo que (2.48) ¢é igual a

—f (e + v N7 -dS — fpv ds = — /V (w+ v)]dV (2.49)

entao 5 . .
i — 2 Y4 . — 2 U =
g [p(e + 5V N+ V- pw+ 5" o =0. (2.50)

(_

72

).
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O fato de ter a entalpia pw e nao sé pe no segundo termo vem do trabalho das
forcas de pressao. Esta formulagao num referencial de Euler clarifica como
prossegue a conservacao de energia.

Podemos re-escrever:

(€+50°) 50 + pgi(e+ 50%) + (e +
= (e+ 30*) (5 p+ Vi) + plf (e +
:pdt(e—l— 1v2)+pv T+ (—2d2)
= pdte —i—pV U,
(2.51)
i.e. as formulagoes do a) e do b) sao equivalentes.
9. A conservagao da massa de uma particula de fluido d& M = podxy =

p(t, xo)dx(t, xg) ou pg = p(Ox(t, x)/0x0)s.

A eq. de Euler dv/dt = —(1/p)dp/dz se escreve (Ov(t, zo)/0t), = —(1/po)(02(t, x0)/Ox0):Op/Ox =

—(1/po)(9p/ Do)
A eq. de conservacao de entropia ds/dt = 0 se escreve (0s(t, o) /0t), = 0.
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Capitulo 3

ESTATICA

3.1 Equacoes gerais:

Consideremos neste capitulo diferentes problemas, que envolvem fluidos em
repouso. A ideia é primeiro entender o estado de equilibrio para depois, em
outros capitulos, estudar o estado de movimento. Temos entao v = 0 e as
equacoes do Cap.2 se simplificam bastante.

% + V- (pst) =0 ) — s=s(z,y,2), (3.1)
G=5t @ V)i==+F — Vp=pg

isto é, a densidade de massa p, a densidade especifica de entropia s, a den-
sidade de entropia ps e todas as grandezas termodinamicas sao fungoes so-
mente das coordenadas (constantes em t) e a equacao de Euler se reduz a
equacao .

Vp = pg, (3.2)
que descreve o equilibrio mecanico de um fluido: a forca devida ao gradiente
de pressao —ﬁp equilibra a forca devida a gravidade, pg.

E interessante observar que esta equagao vale também para fluidos visco-
sos, pois pela prépria natureza (atritos) os efeitos da viscosidade aparecem
somente quando o fluido estd em movimento.

Na auseéncia de gravidade, a condicao de equilibrio se reduz a ﬁp =0,
i.e. a pressao é a mesma em todo o fluido.

Apesar das formulas da hidrostatica serem muito simples, suas consequéncias
nao sempre sao muito intuitivas e merecem reflexdes como veremos a seguir.
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3.2 Fluido incompressivel sob acao da gravi-
dade

3.2.1 Sem rotacao

Suponhamos

{p = po (constante) (3.3)

g = —gk

Podemos imaginar, por exemplo, uma coluna de agua como na fig. 3.1.

Figura 3.1: Fluido incompressivel em equilibrio sob agao da gravidade.

Na figura 3.1, pg é a pressao atmosférica, isto é, ela vem da coluna de
ar que pesa sobre nds. Ela atua sobre a superficie do liquido, localizada em
Z = 20,

Exemplo (3.1)
Se eu estender minha palma para baixo, sobre o dorso da mao, qual é a forca
que sinto?

Solugao: Sinto uma pressao de latm ~ 10°N/m? = 10N/cm?, ie. o
peso de uma massa de 1kg sobre cada cm?. Usando 120 em? para a superficie
da minha mao, tenho o efeito de 120 kg sobre o dorso dela. Como consigo
segurar isto sem que minha mao caia? A pressao atua em todas as diregoes
e perpendicularmente as superficies de modo que ha também uma forca para
cima sobre a palma da minha mao.
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Precisamos resolver

Vp = —pogk (34)
Temos
% = %:O —)p(fﬂ,y,Z) :p<2) (35)
R~ _pg  —p(2) = —pog~z + const. '

Como em z = zg, p = pp, temos para a constante de integracao

const. = pg + pPogzo (3.6)

p(2) = po + pog(z0 — 2) (3.7)

De modo que num ponto dentro do liquido, a pressao é a pressao atmosférica
mais a pressao devido a coluna de liquido acima do ponto. E a lei de Stevin.

Chamamos de superficie livre, a superficie do liquido em contato com o
ar. Ela é obtida resolvendo p(z) = po, i.e. é o plano z = 2. Similarmente,
uma superficie de pressao constante py > py abaixo da superficie livre ¢ um
plano horizontal dado por z = 2o — (py — po)/(Pog)-

3.2.2 Com rotacao

O problema de um fluido incompressivel em rotacao uniforme num campo
gravitacional (cf. fig. 3.2) também pode ser resolvido relativamente facil-
mente indo para o referencial de repouso.

Apo6s alguns instantes de o recipiente comengar a girar, o liquido passa a
girar rigidamente com o recipiente. Consideremos um referencial S’ que se
move com o recipiente, de modo que o liquido estd em repouso.

Em §’; além da forga da gravidade (por unidade de volume), p g, atua a
forca centrifuga! (por unidade de volume), pw?r.

Vp = pod + pow’r (3.8)
com

_Op,, Lop  0p,

Vp 8TT+;8¢ —|—azz (3.9)

1Caso precise rever este conceito, pode-se consultar por exemplo o capitulo 13 de [3.1].
2 Agora precisaremos usar o gradiente em coordenadas cilindricas. Se tiver dividas veja
as revisoes recomendadas na nota de rodapé 2 do capitulo anterior.
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pwrtr i

pg

Figura 3.2: Fluido incompressivel em rotacao uniforme num campo gravita-
cional.

Esta equacao diferencial significa que no referencial S’, um volume infinite-
simal de fluido esta em equilibrio com o negativo do gradiente de pressao se
opondo a gravidade e a forga centrifuga.

A solugao é em coordenadas cilindricas

% =0 —p =p(r,2)
3%’ = —pg —p = —pogz+c(r) (3.10)
& = pw'r —p =po— pogz + zpow’r’

onde supomos p = py no ponto O, i.e. em z =1r = 0.

A equagao da superficie livre da dgua (p = py) é z = w?r?/(2g), i.e. é um
paraboléide de revolucao (cf. figura). As superficies de pressao constante
p; > po sao também paraboloides z = w?r?/(2g) — (py — po)/(pog)

Exemplo (3.2)

Resolver o problema de um fluido em rotacao uniforme no referencial do
laboratério.

Solucao: Temos 7 = rw¢ de modo que 7 -V = (v,7 + v¢$ +v,2)(r0, +
QB%% + 20.) = 0,0, + 20y + 0.0, = w0y e (V- 6)17 = rwz(%(ﬁ = —rw??. Com
isto a equacao de Euler se torna —rw?f = —ﬁp/ po + g. Isto é exatamente a
mesma equacao (3.8) que resolvemos anteriormente, podemos resolve-la da

mesma maneira, obtendo como solu¢ao a eq. (3.10).
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Num referencial fixo no laborarério, nao tem a forca centrifuga +pgrw?#
representada na fig. 3.2. O negativo do gradiente de pressao se decompoe
em parte que se opoe a gravidade e parte que constitue a forca centripeta

— porw?F.

As fotos embaixo mostram a superficie livre de um liquido parado e em
rotacao angular constante.

Figura 3.3: Crédito: fotos feitas no museo Catavento de Sao Paulo.

Os mesmos métodos (mudar para o referencial de repouso ou considerar
um referencial fixo no laborarério) podem ser usados para resolver o problema
de aceleracao linear uniforme (cf. exercicio 2).

3.2.3 Consequéncias
Principio de Pascal e prensa hidraulica

Pela lei de Stevin dada em (3.7), a diferenga de pressao entre dois pontos
de um liquido incompressivel em equilibrio depende apenas do desnivel entre
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esses pontos®. Assim, se produzirmos uma variacao de pressao num

ponto do liquido em equilibrio, essa variacao se transmite a todo
o liquido (Principio de Pascal). E isto que usamos cada dia quando
apoiamos sobre nosso tubo de pasta dental em alguma ponto e vemos a
pasta sair pela abertura. Este principio é atras do funcionamento da prensa
hidrélica, macaco hidrdlico, etc, conforme veremos agora.

Na figura 3.4, consideremos um recipiente contendo um liquido e fechado
por um pistao. A medida que o pistao é empurado para dentro, a pressao
aumenta em todo o fluido do mesmo valor. A forca de pressao dado pela eq.
(1.2) é perpendicular a parede.

Figura 3.4: Uma forca aplicada ao pistao leva a um aumendo de pressao com o
mesmo valor em todo o fluido. No desenho o efeito da gravidade (pg X altura)
é suposto muito menor do que a forga aplicada no pistao de modo que as
setas representando a forca de pressao tem todas o mesmo comprimento.

Agora podemos ver o principio de funcionamento da prensa hidraulica.
Na fig. 3.5, uma forca para baixo Fy é aplicada no lado esquerdo resultando
numa forga para cima F} no lado direto. Para manter o sistema em equilibrio,
uma forca —F2 é exercida do lado direito. F 1€ —F2 causam um aumento de
pressao em relacao a pressao atmosférica py. No equilibrio, cada forca tem

3Uma outra maneira de enxergar isto, é que no caso de aplicar uma pressao maior e
chegar ao equilibrio, temos que resolver 3.5 simplesmente com py maior.
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que produzir o mesmo aumento de pressao senao o fluido iria se movimentar.
[gualando os aumentos de pressao temos:

Fi/A, = Fy/A, (3.11)

de modo que F, = (As/A;) Fi. Assim a forga aplicada sobre A; pode ser
pequena e resultar numa forca grande sobre As.

TF:Q

e

i
4

Figura 3.5: Uma forca pequena aplicada para baixo a esquerda pelo pistao
de area menor resulta numa forca grande para cima no pistao de area maior
a direita. (Os dois pistoes nao precisam ficar na mesma altura para ter
equilibrio, cf. exercicio 6.)

As fotos (3.6) ilustram o que foi explicado acima: duas seringas de dia-
metro diferente sao ligadas por um tubo, o dispositivo é enchido de dgua com
o ar removido. No equilibrio a massa sobre a seringa de diametro pequeno é
menor do que sobre a seringa de diametro grande.

Vasos comunicantes e manometro

Se um recipiente é formado de diversos ramos comunicantes (cf. fig. 3.7
esquerda), a superficie livre estd localizada numa mesma altura h em todos
os ramos e fica a pressao atmosférica py. A pressao em qualquer ponto no
plano a altura z é p = py + pg(h — z). Se em dois ramos de um tubo em
U temos dois liquidos de densidades diferentes, que nao se misturam, eles
subiram a alturas diferentes nos ramos (cf. fig. 3.7 direita). Para pontos
sobre o plano pontilhado inferior, temos p = py + p1ghi = po + p2ghs i.e.
pihi = pahs.
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Figura 3.6: Um exemplo pratico (caseiro) do arranjo sugerido na fig. 3.5. No
centro o arranjo todo, a esquerda com o cilindro menor em cima e o maior em
baixo (configuracao de prensa hidraulica) e a direita com o maior em cima e
o menor em baixo, configuracao invertida. A esquerda a leitura da balanca
é 1267g e a direita 87g, o que mostra o ganho de forca.

A& o\

Figura 3.7: Vasos comunicantes.
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Exemplo (3.3)

Manometros sao aparelhos para medir a pressao em relagao a pressao
atmosférica. Existem muitos tipos de manometro: com tubo aberto, reser-
vatorio, tubo inclinado, etc.

¥
U

Figura 3.8: Exemplo de manometro

Como obter a pressao desconhecida p na fig. 3.87

Solugao: No desenho p > pg. Supondo que a densidade do liquido no
tubo é p, podemos medir h a altura de fluido acima do plano onde a pressao
¢é p e obter o valor de p com p = py + pgh.

Paradoxo hidrostatico

Na figura 3.9, trés recipientes abertos em cima com formas diferentes e mesma
base sao cheios de liquido até uma mesma altura. Como eles tem mesma
altura de liquido, a pressao nas suas bases é a mesma. A forca Fj corres-
pondendo a esta pressdao sobre a base do recipiente ¢ entdo a mesma (F,=
pressdao x superficie da base). Porém se estes recipientes fossem colocados
sobre uma balanga, leriamos pesos diferentes. Como isto é possivel? Isto é o
paradoxo hidrostatico descoberto por Pascal.

No caso do recipiente cilindrico, o peso do liquido é exatamente igual a
forca de pressao F, exercida pelo liquido sobre a base. As paredes rigidas do
recipiente transmitem este forca ao prato da balanca.
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No recipiente em forma de funil, o liquido exerce uma forca para baixo
sobre as paredes. Esta forca e ﬁb sao transmitidas ao prato da balanca que
indica um peso maior como deve.

No recipiente em forma de cone, o liquido exerce uma forca para cima
sobre as paredes. Esta forga e ﬁb sao transmitidas ao prato da balanca que
indica um peso menor como deve.

A A A

Figura 3.9: O paradoxo hidrostatico: o peso do liquido no recipiente em
forma de funil (no centro) é maior do que o do cilindro e o peso no recipiente
em forma de cone (a direita) é menor do que o do cilindro mas a pressao
sobre a base ¢ a mesma nos trés casos.

Exemplo (3.4)

Na figura 3.10, consideremos trés recipientes do mesmo tipo do que na
figura 3.9 mas de geometria mais simples. Calcular explicitamente as forcas
exercidas sobre os recipientes e verificar que sao iguais ao peso.

Solugao: Como a atmosfera terrestre atua como um banho que afeta da
mesma forma a mesa, balanca, recipientes e liquido, nao a levamos em conta
(mas com cuidado isto pode ser feito). Para o recipiente cilindrico, a forca
sobre a base devida a pressao é F, = pghiA;. O peso do liquido pode ser
escrito F; = pghy A; por tanto iguala Fj,.

Para o recipiente em “funil”, tem forgas de pressao sobre a base do recipi-
ente e sobre a superficie anular A, de modo que a forca total de pressao é F), =
pgh1 A1+ pgheAs. O peso do fluido pode ser escrito F, = pghi Ay + p g haAs
por tanto iguala F,,.
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Figura 3.10: As setas indicam as forcas devida a pressao.

Para o recipiente em “cone”, tem forcas de pressao sobre a base do reci-
piente e sobre a superficie anular A, mas esta tltima é para cima de modo
que a forca total de pressao é F), = pghi A} — p g ho Ay, O peso do fluido pode
ser escrito F, = pgh1 A} — p g ho A por tanto iguala F),.

Seringa, bomba de sucgao e barémetro

Uma aplicagao da lei de Stevin (3.7) é calcular a profundidade maxima de
um pogo do qual uma bomba de succao consegue puxar a agua. Primeiro
podemos experimentar com uma seringa cuja extremidade (a da agulha) é
inserida num copo de gua incialmente com o pistao abaixado (pode deixar um
pouc de ar). Quando o pistao é puxado para cima, liquido sobe no corpo da
seringa até uma altura h. Isto signfica que a pressao atmosférica py empura
a dgua para dentro e a pressao piyp, no topo do liquido no corpo da seringa
¢ menor. Podemos calcular que

Ptopo = Po — Pgh (312)

O mesmo fenomeno pode ser observado quando sugamos um liquido com um
canudo. Podemos até equilibrar o liquido no canudo, tirando sua extremidade
da bebida, confirmando que a diferenca de pressao se opoe ao peso.

O mesmo principio é aplicado numa bomba de suc¢ao. Podemos calcular
a altura maxima da coluna de agua que uma bomba consegue sugar.
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Figura 3.11: Tustragao do fenomeno de suc¢ao com uma seringa.

Figura 3.12: Bomba de sucgao.
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Na coluna, a pressao diminue até chegar no minimo a pressao do vacuo,
i.e. zero* como mostrado na fig. 3.12. Substituindo pyp, = 0 na eq. 3.12,
obtemos para a altura maxima h,,q.

hoaw = 22 (3.13)

Pog
Ao nivel do mar, com py = pagm = 1,013 10° N/m? e py = 1kg/1 obtemos

Bmaz = 10.3m. (3.14)

Isto é a altura maxima até a qual uma bomba pode elevar agua usando
unicamente sucgao.

Na internet, pode-se encontrar videos de pessoas tentando sugar um
liquido com canudo gigante a partir de um ponto muito elevado. Agora
vimos que ha um limite, da ordem de 10 metros, em quao alto podem subir.
Porém tem uma possibilidade de vencer este limite que talvez voceé possa
sugerir apés ler este texto com cuidado®.

Podemos também tentar calcular a altura maxima até a qual a atmosfera
terrestre pode se elevar. A férmula anterior para a atmosfera, da hp s =~
8km (com pg ~ 1,3kg/m?). Esta estimativa da espessura da atmosfera,
no entanto, é muito grosseira, pois sabemos que a densidade do ar nao é
constante e, de fato, experimentalmente h, 4, >> 8km. Voltamos a questao
da atmosfera terrestre na proxima secao.

Exemplo (3.5)

O barometro de mercurio é usado para medir a pressao atmosferica. O
dispositivo é mostrado na fig. 3.13.
Como funciona?

Solugao: O principio é o mesmo da bomba de succao. Usa-se mercurio
no lugar da dgua. A altura da coluna da a pressao atmosférica: py = ghppu,.
Usando py, = 13,6kg/m?, obtemos uma altura de ~ 76cm.

Varios outros exemplos podem ser encontrados nos exercicios.

4Na realidade, um véacuo total ndo pode ser criado pois quando a pressdao decresce, o
ponto de ebuligao da dgua é abaixado e uma camada de vapor aparece na bomba.
5Se necessdrio consultar a ref. [3.2]
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)

p=0

.

—

Figura 3.13: Barometro de mercurio.

3.2.4 Principio de Arquimedes e Corpos flutuantes

Os resultados anteriores permitem também estudar corpos flutuantes:

Figura 3.14: Empuxo sobre um corpo imerso.

Primeiro, verificamos o Principio de Arquimedes: o empuxo tem médula
igual ao do peso do fluido deslocado. Na figura 3.14, as forgas sobre o
corpo nas laterais se cancelam mas na vertical, a forga para cima é maior do
que a para baixo, isto é o chamado empuxo. Ele vale

E=pA—pA= pliqghA = Myiqg (3-15)

conforme esperavamos.
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Notamos que a equacdo anterior é uma maneira de re-escrever nossa
equagao de equibrio (3.2):

P2 — D1
h

Num corpo flutuante em equilibrio como na fig. 3.14, o empuxo e o peso
do corpo se cancelam. Se o empuxo for menor do que o peso, o corpo afunda.
Se o empuxo for maior, o corpo sobe até deslocar menos agua e ter equilibrio
entre empuxo e peso.

Um outro problema interessante é a estabilidade de corpos flutuantes ou
submersos. A discussao a seguir pode ser aplicada a barcos, submarinos,
baloes de ar quente. Para fixar as ideias, consideramos barcos.

O ponto onde se aplica o empuxo € o centro de gravidade do fluido deslo-
cado. Num barco, este ponto é chamado centro de carena. O centro de gra-
vidade do barco G e seu centro de carena C ficam numa vertical no equilibrio
(cf. fig.3.15 e 3.16 a esquerda) mas isto ndo garante a estabilidade.

Se o barco for inclinado, a porcao de barco imersa muda e o centro de
carena também. Aparece um torque restaurador como na fig. 3.15 no caso
de pequena inclinacao ou nao restaurador como na fig. 3.166.

= Pligd = ﬁp = Piiqg.- (3.16)

-

Figura 3.15: Esquerda: centro de carena onde se aplica o empuxo C e centro
de gravidade do barco G nao coincidem necesseramente (o barco é visto de
tras ou de frente). Direita: torque restaurador para pequena inclinagao.

Existem véarias maneiras de planejar um barco mais estdvel. 1) Nas fig.
3.15 e 3.16 , vemos que o maior a distancia entre G e C’, o maior o torque

6Para calculos mais detalhados ver por exemplo o cap. 2 da ref. [3.3].
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&

Figura 3.16: Esquerda: centro de carena onde se aplica o empuxo C e centro
de gravidade do barco G no equilibrio. Direita: torque nao restaurador.

(restaurador ou nao). E interessante entdo ter um barco mais largo como
ilustrado na fig. 3.17 para evitar que ele capote (mas se capotar vai ser dificil
fazer ele de-capotar). Intuitivamente sabemos que é mais facil entrar num
barco bem largo do que numa canoa estreita. 2) Na fig. 3.15, percebemos
que se G for mais baixo, o torque restaurador é maior. Para manter G baixo,
¢ melhor que nao todo mundo se levante junto num barco pequeno, que os
objetos pesados sejam armazenados o mais baixo possivel, etc. Similarmente
para melhorar sua estabilidade, os veleiros océanicos tem quilha (apéndice
preso no fundo do casco) pesada. Isto permite que eles voltem a posigao
normal apés capotar 180°, devido a agao das ondas (nao digo que seja muito
agradével). Eles podem até mesmo ter quilha basculante que permite mudar
a posi¢ao de G durante a navegacao. Isto é ilustrado nas fig. 3.17. Sabemos
do papel da posi¢ao de G intuitivamente: se nosso barco se inclinar, subemos
sobre a borda mais elevada para equilibra-o.

3.3 Fluido compressivel sob acao da gravi-
dade (campo uniforme)

Passamos agora ao estudo do equilibrio de fluidos compressiveis. Nesta
seccao, temos mais particularmente em mente o tratamento da atmosfera
em equilibrio mecanico (sem ventos). Este tipo de modelizacdo para a at-
mosfera terrestre é 1util por exemplo para construtores de avioes, pode ser



3.3. FLUIDO COMPRESSIVEL SOB ACAO DA GRAVIDADE (CAMPO UNIFORME)5!

Figura 3.17: Aumentando a estabilidade de um barco com popa mais larga
(esquerda) ou quilha basculante (direita).

aplicado a atmosfera de outros planetas, tem aplicagoes como a sedimetacao,
etc.

3.3.1 Foérmula barométrica

A equacao de equilibrio mecanico num campo uniforme de gravitacao vertical
é

Vp = —ng. (3.17)
Temos Op/0z = Op/dy = 0, entao
p=p(z) (3.18)
) d
p
— = —pg. 3.19
o= P9 (3.19)
Com isto, como p s6 depende de z, p também
o= pl2). (3.20)
Como p e p determinam univocamente todas as grandezas termodinamicas,
segue que
T=T(2) (3.21)

isto é, numa atmosfera em equilibrio mecanico (parado), todas as grandezas
dependem somente da altitude. Por exemplo, se a temperatura varia no
sentido horizontal, necessariamente hé vento.
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As consideragoes acima valem de maneira geral mas para integrar a eq.
(3.19), precisamos dar alguma informagao adicional sobre p, por exemplo a
equagao de estado. Supomos que o ar é um gas ideal i.e. p = R/mTp e
estudamos varios casos.

Substituindo p em fungdo de p e T em (3.19), temos

dp mg dz

— = 3.22
) RT() (3:22)
ou, integrando,
mg [* dz)
= - ) 2
P pOeXp( R / T(z) (3.23)

Este equacao é chamada formula barométrica. Vé-se que conhecida a tempe-
ratura como fungao da altitude z, podemos determinar p = p(z).

3.3.2 Atmosfera padrao

Esta modelizacao foi introduzida na década de 1920 para servir como padrao
ao fazer comparagoes por exemplo entre performances de aviaoes e seus equi-
pamentos. Nesta modelizacao, a atmosfera terrestre é divida em camadas
dentro das quais o gradiente de T é constante. Assim

T=az+b (3.24)

e pode-se integrar a eq. (3.23). Se a # 0 (se a = 0 ver préxima sub-se¢io),

az+b Tk
=p; ) 3.25
p=p (aZier) (3.25)

Devido ao expoente, esta variagao da pressao com a altitude é diferente da
lei de Stevin dentro de um fluido incompressivel. De fato com a lei de gas

ideal p varia como
_mg_1
az+b\ °Ff
= pPi . 3.26
p=p (azi n b) (3.26)

Aplicamos isto a camada mais perto da terra e indo até 11km, a tro-
posfera. Usamos para a temperatura e a pressao em z; = Om: b = 15°C),
pi = 1,013310°N/m? bem como o gradiente a = —6,5K/km. Com isto ob-
temos o primeiro segmento da figura 3.18. Outros trechos com a # 0 podem
ser tratados da mesma maneira.
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3.3.3 Atmosfera isotérmica

Se a =0,
T = const., (3.27)

podemos re-escrever a eq. (3.23):
_ g
p=piexp| — (2 —z)| - (3.28)

com p(z;) = p;. pi € ajustada para reproduzir a pressao numa certa altura z;
(cf. fig. 3.18). p descresce exponencialmente com a altitude z, o que é muito
diferente da lei de Stevin..

Temos usando a lei de gas ideal

p = piexp| — %(2 — 2zl (3.29)

Este tratamento pode ser usado para a cama da estratosfera de 11 a 20
km, o segundo segemento da fig. 3.18.

8]
in
o~
50 r
_ 1 47,3 km
(p=0,1 kPa)
40
§ 30 Estratosfera ©
= ir)
) 8
S :
220 20,1 km (p=5,5 kPa)
<
10 r 11,0 km (p=22,6 kPa)
O
Troposfera p=101,3 kPa ¢
-
0 |
-100 -80 -60 -40 -20 0 20

Temperatura (°C)

Figura 3.18: A atmosfera padrao internacional (ISA) fornece valores médios
de temperatura e pressao para varias altitudes. E publicada pela Internati-
onal Standardization Organization (ISO).
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3.3.4 Atmosfera adiabatica

Na troposfera, podemos supor que o movimento de um volume de ar é
adiabético (o ar ndao é um bom condutor de calor). Para um gas ideal,
isto implica que pV"7 = este com v = Cp/Cy (cf. cap. I).

Com p'"V = p'/7/p = p(l)/A’/po) (po e po medidas em zy = 0 (py € po
medidas em z = 0), podemos escrever p em fungao de p e substituir em
(3.19), obtemos:

dp v ot 1/
pn dﬁp 7= —gpopy ' dz (3.30)

que pode ser integrado (é comum introduzir a altura H onde p(H) = 0):

v

v —lgpoH N
= |— 1—— 3.31
pe) = |- (331)
e re-escrito .
p=po(l— )" (3.32)

pois p(0) = po. Em consequéncia H = v/(v—1) X po/(g po). Como p(H) = 0,
este modelo se aplica para 0 < z < H e p decresce com z.
Temos também

p=po (L= )77 (3.33)
) T =Tyl — %) (3.34)

Vemos que a temperatura decresce linearmente com a altitude como na
atmosfera padrao mas os expoentes de p e p sao diferentes. Usando Ty =
15°C, py = 1,01310° N/m?, py = 1,23kg/m3~y = 7/5 = 1,40, podemos
calcular H = 29,5km e o gradiente dT'/dz = —Ty/H = —9,8K/km ~
—10°C'/km. Este gradiente ¢ diferente daquele da atmosfera padrao onde
dT/dz ~ —6°C/km.

3.3.5 Condicao de auséncia de conveccao

Um fluido pode estar em equilibrio mecénico i.e. a equagéao (3.19) é satisfeita
sem que este seja estavel. Se parte do ar for em contacto com um corpo
quente, esta parte aquece e se expande. Sendo menos denso que o ar mais
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A
AV atm

von |- ,_,_p(pr,s) S p(phs)
) ,_,_,,(,,,S) vvvvvv - plps)

/

Figura 3.19: Movimento ascencional de AV.

frio vizinho, ela sobe. Pode-se derivar uma condi¢cao para mao haver este
movimento de conveccao.

Consideremos um elemento AV do fluido situado a altura z (cf. fig. 3.19)
onde a pressao, a entropia especifica e a densidade de massa sao respectiva-
mente p, s e p = p(p,s). A uma altura maior 2z’ = z + Az, a atmosfera
tem pressao p’, entropia especifica s’ e densidade de massa p' = p(p/,s).
Suponhamos que o elemento do fluido tente subir, ele sentird uma pressao
menor p’ < p, mas a sua entropia permanecera constante = s, pois nao ha-
verd tempo suficiente para trocar calor (movimento adiabético). O empuxo
em z+ Az, p(p', s")gAV deve ser maior do que o peso de AV chegando neste
ponto p(p’, s)gAV ). Assim o movimento é possivel somente se

p(p',s") > p(p', s) para Az > 0. (3.35)

Em palavras: para que AV sobe até 2/, ele precisa ter densidade de massa
menor do que aquela do fluido em 2’ (uma condi¢ao bastante natural).

No caso contrario, o elemento AV sentira uma forca no sentido contrario
que nao permitird o seu movimento. A condicao de estabilidade do equilibrio
(que impede o movimento ascencional) é, entao,

p(p',s") < p(p',s) para Az > 0. (3.36)

Expandemos p(p', s’) em torno de p(p/, s):

dp

VAN / vp @
p(p',s") = p(p',s) + (as>pldzAz. (3.37)
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Substituindo em 3.36, vem

ap\ ds
(as)p,dz <0 . (3.38)

Consideremos p = p(T, p)

0 0 oT 0 T
(), = @7),(5), - Go).z, 339
as/p T/ ,\ 0s /, T/ pcy
onde a ultima passagem segue da definicao do calor especifico a pressao cons-

tante c,: 0Q = c,dT = Tds.
Portanto, a condicao de auséncia de convecgao 3.36 se escreve

T /0p\ ds
—(57) & <0 (3.40)

ou, como em geral (9p/0T), < 0 (um corpo expande ao aquecer-se),

ds
— > 0. 3.41
i (3.41)

Esta é a condicao de estabilidade do equilibrio mecanico. E interessante
reescrever esta condi¢ao em termos de grandezas facilmente medidas. Con-

sideremos s = s(T,p) e usamos (g;)T = —<%‘Y/§)p (cf. cap. I 85.3) e
(g,;) = % (cf. acima)
P

s (O5y AT (35 dp_codT (Ve dy
dz  \OT),dz ap or ) ,dz

b Tds >0 . (3.42)

ou, com dp/dz = —gpe V., =1/p,

dT Tg(&)) . (3.43)

—_— >
dz = ¢, p\OT

Podemos fazer uma estimativa para a atmosfera, tratando-a como um gés

perfeito,

_mp @0) __r
P=RT (aT,,_ T (344)
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Portanto a condicao de estabilidade se reduz, neste caso, a

dr
“ . 9 (3.45)
dz Cp
A condigao (3.45) limita o quao negativo pode ser o gradiente de T, i.e. o
quanto T decresce com a altitude. Se ela for satisfeita, nao ha movimento de

convecgao.
Na atmosfera padrao sabemos que d7'/dz = —6°C'/km. Por outro lado
tratando o ar seco com um um gés ideal —g/c, = —10°C'/km (onde usamos

¢, = (7/2)R/m). Isto significa que para ar seco, nao hé convecgao. Uma con-
sequéncia é que poluintes por exemplo nao podem se dispersar (uma condigao
comum no inverno seco paulistano).

Em contraste, o ar imido tem calor especifico maior do que o seco e pode
nao satisfazer (3.45) permitindo que haja conveccdo: a presenga do ar imido
é essencial para o aparecimento de corrente ascendente de ar.

3.3.6 Separacao de uma mistura por sedimentacao:

Uma aplicacao do que calculamos para a atmosfera é a separacao de uma
mistura de gases por sedimentacao. Consideremos uma mistura de gases a
temperatura constante. Por exemplo, dois gases 1 e 2 com massas moleculares
mq e Moy, respectivamente. Temos

p(z) = pi(z) + p2(2),
{ p(z) = pi(z) +p2(2) , (p1, p2 sdo pressoes parciais) . (3.46)

Temos, sob acao da gravidade e supondo p; = (R/m;)p;T,

% = —p19 — P1 = PueXp| — %('Z —20)| (3.47)
B2 = —pog — py = payexp| — (= — )] |
Portanto
p1 = pexp| — Gz — 20)| (3.48)
p2 = paexp| — T (2 — 20)

Vé-se que a distribuicao cai exponencialemente com m;. Assim o gas
com maior massa molecular se concentra na parte inferior, ao passo que o
mais leve fica na parte superior, como realmente acontece, por exemplo, na
atmosfera.
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Uma aplicagao tecnoldgica do que vimos é o uso de centrifugador (que au-
menta artificialmente a “forca gravitacional” ou melhor a for¢a volumétrica)
para separar dois gases de massas moleculares diferentes (por exemplo is6topos
de uranio).

3.4 Fluido num campo gravitacional com si-
metria esférica

3.4.1 Equacao de equilibrio de uma estréla

Consideremos uma grande massa fluida cuja coesao ¢ devida a atragao gra-
vitacional. Suposemos a massa esfericamente simétrica. Tipicamente esta
massa seria uma estrela. Para escrever a equacao de equilibrio hidrostatico,
consideremos uma massa infinitesimal dm’ = pd Adr.

Figura 3.20: Equilibrio de um volume infinitesimal de fluido dentro de uma
estrela.

Ela esta submetida a uma forca gravitacional que a puxa para o centro
devido & m(r) = [! p(r') 4w r"* dr’, massa contida até o raio r dentro da es-
trela’

"Ver por exemplo a ref. [3.1].
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~ G dm/
Fo= —Mf (3.49)
r
e isto é contrabalangado pela forga liquida devida a pressao que aponta para
fora (cf. fig. 3.20)

_ d
Fp = ~[p(r + dr) — p(r)|dA7 = — S drd A7 (3.50)

(com dp/dr < 0) dai

dp _ Gm(r)p
dr r2

(3.51)

Esta equagao geraliza (3.19).
Podemos multiplicar por 72/p a equacao anterior, a derivar e usar (cf. a
expressao para m(r))

dm/dr = p4mr? (3.52)
para obter
1 d/r*dp
—— (=) =-4 . :
r2dr ( p dr) mGp (3.53)

Com isto, nos nos livramos de m e temos s6 p.

3.4.2 Exemplos
Estrela de densidade de massa constante

Para obter o comportamento da temperatura, densidade de massa, pressao
numa estrela, temos que resolver as eq. (3.52) e (3.53) junto com equacoes
para levar em conta o transporte de energia e a producao de energia. Porém
para ter ordens de grandeza, podemos simplificar e considerar uma estrela
de densidade de massa constante py. Neste caso a integragao das eq. (3.52)
e (3.53) d4 a massa total

4
M = %RZ’,OO (3.54)

e a pressao diminuindo com o raio

p(r) = STGA(R: — ) (3.55)
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onde R, é o raio da estrela i.e. até a superficie onde a pressao cai para zero.

Exemplo (3.6)
Fazer uma estimativa da temperatura central do sol supondo que ele tem
densidade de massa constante e é s6 constituido de hidrogénio.

Solugao: A equacao de estado para gas ideal fornece

R
pc - 7)00Tc (356)

mpg

A pressao no centro pode ser re-escrita como

GM
pe=p(r=0)= TR (3.57)
Combinando temos .
MmH
‘TR R (3:58)

Usando M ~ 210%kg e R, ~ 109m bem como my ~ 10~3kg/mol temos
T, ~ 10°K. O valor estimado com tratamento mais preciso é 1,57 107 K.
Apesar do modelo que usamos ser muito rudimentario (em realidade o hi-
drogénio ¢ ionizado, portanto tem eletrons, ha também hélio ionizado e mais
eletrons, a densidade de massa nao é constante, etc), ele captura a fisica
importante, i.e. a pressao de um gas ideal que se opoe a gravidade.

Exemplo (3.7)

Na estimativa anterior, foi suposto que toda a pressao vinha do hidrogénio
e que este se comportava como um gas ideal onde a pressao vem das colisoes
entre particulas. Porém deve haver também pressao de radiacao, devida a
colisoes entre fotons e matéria. Mostrar que esta ultima pode ser desprezida
no centro do sol.

Solugao: p,.q = an /3 com a constante de radiagdo a = 40 gte fan— Boltzmann/ €
e pr = mipoTe assim praa/py = mua/(3R) x T2 [py < 1.
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Estrela ana branca e estrela de neutrons

As estrelas como o sol se mantem brilhando devido a fusdes nucleares (hi-
drogénio transformado em hélio, este eventualmente em carbono etc). Quando
isto nao é mais possivel, elas acabam se transormando em estrela ana braca,
estrela de neutrons ou buraco negro, dependendo da sua massa. Anas bran-
cas e estrelas de neutrons sao objetos fascinantes: sua temperatura é baixa
(ndo ha mais fusado nuclear) e nelas, a pressdo que consegue se opor a gra-
vidade nao é nem pressao de radiacao nem de um gas ideal usual como no
sol. Estas estrelas sao muito densas e é um fenomeno quantico que se torma
importante: as anas brancas contem um gas de electrons e as estrelas de neu-
trons um gas de neutrons. Eletrons e neutrons sao fermions. Numa estrela
densa, eles ficam muito perto um do outro mas o principio de Pauli impede
que eles estajam no mesmo estado quantico, em particular de mais baixa
energia. Isto lhes forga a ter uma certa quantidade de momento e causa uma
pressao, chamada de pressao de Fermi ou de degenerescéncia. E esta pressao
que se opoe a gravidade.

Uma ana branca é o que nosso sol se tornara quando ele tera consumido
todo seu “combustivel” nuclear. Sirius, a estrela mais brilhante do cel no-
turno, é de fato um sistema binario com uma estrela de duas vezes a massa
do sol, Sirius A, e uma companheira pequeninha®, Sirius B, que é uma anao
branca. Tipicamente uma ana branca tem massa do ordem da do sol, 2 103°kg
mas raio comparavel ao da terra, 6000 km. Por tanto sua densidade de massa
¢ muito maior do que a da terra e da ordem de alguns 10° kgm 3.

Estrelas de neutrons sao mais densas ainda, tendo massa de 1,4 a 3 mas-
sas solares com raio de 10 km, i.e. densidade de massa de alguns 10'7 kgm=3.
Sua existéncia foi postulada por L.Landau, provavelmente antes mesmo da
descoberta do neutron por J.Chadwick em 1932 [3.4]. Elas podem estar em
rotacao rapida e emitir radiacao eletromagnética colimatada num feixe, como
um farol maritimo, sendo entdo chamadas de pulsares. Assim a primeira
evidéncia observacional de que existem estrelas de neutrons foi a descoberta
dos pulsares por Jocelyn Bell Burnell® em 1967. O primeiro pulsar relacio-
nado a uma supernova foi descoberto em 1968 na nebulosa do Caranguejo.
Esta nebulosa é a sobra de uma supernova muito conhecida pois sua luz ficou

8A existéncia desta companheira foi sugerida por Bessel -aquele das funcdes- apés
analisar dados astrondmicos de Sirius em 1844 e descoberta em 1862 por A.Clark.

9Seu orientador A.Hewish foi agradecido por um prémio Nobel por isto e ndo ela,
gerando uma certa controversa.
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visivel até mesmo de dia em 1054 seguindo escritos chineses.

Para prever massa e raio de uma ana branca estrela, as equagoes (3.52) e
(3.53) devem ser resolvidas usando uma equacao de estado que é complexa
[3.5] e supondo alguma condicao inicial (densidade central). Porém de novo,
para obter ordens de grandeza podemos supor a estrela composta s6 de um
gas de Fermi de elétrons com equacao de estado pgeg o p°/3 para gas nao-
relativistico (v < ¢) e paey o p*3 para gas relativistico (v ~ c).

Para equagoes de estado deste tipo, as equagoes (3.52) e (3.53) podem ser
resolvidas analiticamente ou semi-analiticamente (ver por exemplo exercicio
22 e §3.3 em [3.5]). No caso pge, o< p°/3, a massa da and branca e seu raio
satifazem M R3 = constante. Isto significa que o mais massiva a estrela, o
menor seu raio e o maior sua densidade de massa. A medida que a densidade
aumenta, o gas fica mais relativistico e a equacao de estado fica do tipo
Pdeg X p*?. Neste caso, a massa da estrela é independente do raio e tem um
valor limite chamada de massa de Chandrasekhar, da ordem de 1,4 massa
solar. Nao pode existe anas brancas maior do que isto.

Para estrelas de neutrons, devido a seus pequenos raios e grandes massas,
a versao vindo da relatividade geral da eq. (3.53) tem que ser usada. O
leitor curioso pode achar mais detalhes a um nivel de (pds) graduagao em
[3.6]. Estas estrelas viraram manchetes de journais em 2017 com a primeira
detecao de ondas gravitacionais em conjunto com ondas eletromagnéticas
vindo de un sistema bindrio de estrelas de neutrons fusionando. Dois anos
antes, ondas gravitacionais tinham sido detectadas pela primeira vez (de
maneira direta) oriundo da fusao de dois buracos negros. Weiss, Barish e
Thorne receberam o prémio Nobel de 2017 por esta descoberta.
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Figura 3.21: Esquerda: Imagem obtida em 2003 com o Hubble teles-
cope mostrando Sirius A e sua pequeninha companheira, a ana branca
Sirius B (pontinho embaixo a esquerda). Crédito:  NASA, ESA,
H. Bond (STScl), and M. Barstow (University of Leicester) no link
www.spacetelescope.org/images/heic0516a/ . Direita: Imagem obtida em
2016 com o Hubble telescope mostrando o centro da nebulosa do Caranguejo
e seu pulsar (a mais a direita do grupo de duas estrelas mais brilhantes no
centro da imagem) Crédito: NASA, ESA, J. Hester (ASU), M. Weisskopf
(NASA / MSFC) no link /www.spacetelescope.org/images/heicl614a/
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3.5 Exercicios

1. Um tubo em U contendo liquido é colocado em rotacao em torno de um
de seus ramos com velociade angular w = 10rad/s. A distancia d entre os
dois ramos é 30 cm. A pressao aplicada é a mesma nos dois ramos. Qual é
a diferenca de altura h entre os dois ramos?

'y

2. Suponha que um tanque de base [ x L com | < L cheio até a altura h
e o liquido que ele contem tenham aceleracao linear constante @ = aZ com
a > 0. O campo gravitacional é dado por § = —gz. Calcular a equacao da
superficie livre. Para evitar que o liquido transborde, é melhor colocar o lado
[ ou o lado L paralelo a dire¢ao do movimento?

3. a) Um tambor de raio a contendo um gas de massa molar m e temperatura
T é posto em movimento de rotagao em torno do seu eixo vertical com velo-
cidade angular w constante. Apds um certo intervalo de tempo, todo o gas
no interior também estarda em movimento com a mesma velocidade angular.
Calcular p(z,r).

b) Substituir o gas pelo ar (21% de Oy e 79% de Ny a 300 K) e usar
a=1mew = 200rads~'. Qual é a diferenaa de pressio entre o eixo de
rotacao e a borda em r = a? (verificar que os termos em z sao despreziveis).

4. No sistema da figura, determine a pressao ps no ponto A em funcao das
quantidades mostradas.
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5. a) No manodmetro de reservatério da figura, calcule a diferenca de pressao
p1 — po entre dois ramos em fungao da densidade p do fluido, dos diametros
d e D, e da altura h de elevacao do fluido no tubo, relativamente ao nivel de
equilibrio (linha tracejada) que o fluido ocupa quando p; = py.(Nao usar H).

b) Mesma pergunta para o manométro de tubo inclinado da figura.

D,

Este tipo de manométro é utilizado para medir pequenas diferencas de pressao.
Para uma dada diferenca de pressao, como pode-se aumentar o comprimento
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L que é justamento o que é lido?

6. Calcular h; e hy da prensa hidraulica da figura, supondo que hd uma massa
my = 0, 75kg no pistao 1 da esquerda, uma massa desprezivel no pistao 1 da
direita, os raios dos tubos verticais sao r; = bem, 19 = 10cm e a altura de
equilibrio hg = 20cm.

7. Uma experiéncia famosa é a seguinte. Um copo de agua é enchido até
a borda e uma tampa de cartolina colocada encima. Em seguida o copo é
invertido mantendo a tampa com uma mao. Finalmente retira-se a mao da
tempa. A tampa fica no seu lugar e a dgua nao cai. Porqué? Verificar que a
dgua também nao cai se o copo é girado de 90°.

8. O mergulhador cartesiano, ou ludiao, é um aparato simples frequentemente
apresentado em demonstracoes de ciéncias. O ludiao, na sua versao mais
despojada, é um cilindro fechado numa extremidade (pode ser uma caneta
bic com cola numa extremidade para tampéa-la) e com um peso para servir
de lastro na extremidade aberta (por exemplo uma aruela). Ele é inserido
numa garrafa pet cheia de agua, ajustando a quantidade de ar nele para que
ele flutue perto da superficie. A garrafa é fechada com sua tampa. Ao se
apertar a garrafa, observa-se que o ludiao desce. Porqué?
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9. Suponha que Arquimedes tivesse verificado que colocando a coroa do rei
Herao dentro de uma banheira cheia de d4gua até a borda 0,5 1 transbordavam
e uma forga de 49 N era necessaria para suspender a coroa dentro da agua.
Sabendo que a densidade de ouro é 19,3 g/cm? e da prata 10,5 g/cm3, que
conclusao Arquimedes teria tirado?

10. a) Um cubo de gelo flutua sobre dgua gelada num copo, com a tem-
peratura da dgua em torno de 0°C. Quando o gelo derrete, sem que haja
mudanca apreciavel da temperatura, o nivel da dgua no copo sobe, desce ou
nao se altera?

b) Se tivermos dgua salgada e cubo de gelo de dgua salgada, muda a
resposta?

¢) Se tivermos Se tivermos dgua salgada e cubo de gelo de 4gua normal,
muda a resposta? Fazer uma conta quantitativa supondo para a agua salgada
Pas = 1,05g/cm?.

d) Porqué o derretimento do gelo da Antértica ou Groenlandia é um pro-
blema?

11. Este problema é um classico e existe em varias versoes. Um barquinho
flutua numa piscina, dentro dele estao uma pessoa e uma pedra. A pessoa
joga a pedra dentro da piscina. O nivel de agua da piscina sobe, desce ou
nao se altera?

12. Podemos estimar a estabilidade de uma embarcacao fazendo-a balancar.
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Se ela oscilar rapidamente, é sinal que ela é muito estavel?

13. Um gas estd contido em um dispositivo vertical pistao-cilindro (sem
atrito). O pistdao tem massa mp = 5kg e uma segao transversal de 10 cm?.
Uma mola comprimida acima do pistao exerce uma forga de 50 N sobre ele.
Determina a pressao dentro do cilindro.

14. Um copo de 13 cm altura é abaixado na agua, a partir da superficie,
até que seu fundo fique a 20 cm de profundidade. Qual é a altura h de ar
dentro do copo? Faca a experiéncia para checar a ordem de grandeza do seu
resultado.

15. Un recipiente fechado de altura h e seccao quadrada A contem ar a
pressao atmosférica. Ele flutua verticalmente, com uma altura k& dentro da
agua (i.e. h — k fora). Ferrugem provoca a aparigdo de um pequeno furo na
base imersa e dgua penetra lentamente. Mostre que o recipiente flutua em
equilibrio quando a dgua nele atinge a altura hk/(H + k) onde H é a altura
de 4gua num barometro de agua.

16. O oxigénio é um gas perigoso quando ele é respirado em pressao (par-
cial) elevada demais (hiperoxia) ou baixa demais (hipdéxia). O objetivo deste
exercicio ¢ estudar os limites que um mergulhador ou um alpinista nunca
deveriam ultrapassar.

O ar é aproxidamente composto de 80% de nitrogénio e 20% de oxigénio.
A pressao parcial de um gas é a pressao que o gas teria se ele ocupasse sozinho
o volume da mistura (lei de Dalton). Assim a pressao parcial do oxigénio
no ar é ppoz = px % Oz, por exemplo no nivel do mar (usando o bar como
unidade de pressdao pg ~ 10°N/m? = 1bar): ppos ~ 1 x 0,2 = 0,2 bar.
Os livros de medicina indicam:
ppo2 > 1,6 bar — risco de hiperoxia
ppo2 < 0,1bar — risco de hipdxia.
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a) Caso do mergulhador com garrafa de ar comprimido:
O mergulhador usa um aparelho chamado regulador que abaixa a pressao
do ar comprimido da garrafa até a pressao ambiente. Assim o mergulhador
respira ar a pressao ambiente (a qual aumenta com a profundidade). Calcular
a profundidade maxima até a qual o mergulhador pode descer sem risco de
hiperoxia. A dgua serd considerada incompressivel.

b) Caso do alpinista:
Mostrar que p(z) = Patm[l — (z/H)]77 com H = v/(y — 1) X patm/(9Patm)
na atmosfera adiabatica. Calcular a altitude maxima que o alpinista pode
alcancgar sem risco de hipdxia.

17. Devido a variagao de temperatura, pressao e salinidade, a densidade p
da agua do mar aumenta com a profundidade segundo a lei p = pg+ch onde
po ¢ a densidade na superficie e ¢ uma constante positiva e h a profundidade.
Calcule a pressao a uma profundidade h.

18. Calcular a temperatura em funcao da altitude para uma atmosfera de
densidade de massa constante. Esta atmosfera é estavel?

19. Um balao atmosférico é tal que, se for inflado a um raio 7,,4., ele explode.
Ele é inflado a um raio 7(< 7,,4,;) com um gas mais leve que o ar e é solto.
Supor a atmosfera isotérmica.

a) Mostre que, se o balao subir devagar até éle se estourar, a altitude maxima
atingida serd dada por ~ 3[RT/(m g)|Ln (Fmaz/7)-

b) Se o baldo sobe rapidamente, qual deve ser a altitude atingida pelo balao
antes de estourar?

20. a) Obtenha uma expressdo para a pressao no centro de uma estrela
esférica de raio R, cuja densidade a distancia r do centro é p = p.(1 — r?).
Comparar com a solucao para uma estrela de densidade uniforme p..

b) Calcular a massa total.

Comparar com a solucao para uma estrela de densidade uniforme p..

21. Ana branca politropica:

Supomos que a equagao de estado é do tipo p = Kp” e o indice politrépico
n é definido por v = 1 + 1/n. Introduzemos as varidveis adimensionadas
0 e & definidas por: p = pb" e r = «af onde p. é a densidade central e
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o = \/(n+ 1)K/ (4rGpl" V™),
a) Mostrar que a eq. (3.53) se re-escreve (equagao de Lane-Emden)

1 d, ,df
€ de de

e as condigoes de contorno sao 6(§ =0) =1 e df/d&(E = 0) = 0.

b) Para n < 5, 6 decresce. Chamamos &; o primeiro zero. Calcular R e
M.

¢) A equagao de Lane-Emden tem solugdo analitica para alguns valores
de n, em particular n = 1. Verificar neste caso que 0(§) = sen(§) /€ é solugao
e dar o valor de &. Calcular R e M. Calcular p. e K usando o fato que
Sirius B tem massa ~ M e raio ~ Rg.

d) Verificar sua resposta calculando a solugao de (3.53) e (3.52) numeri-
camente.

(%) = 0"
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3.6 Respostas

1. 0= —=Vp/p+ G+ 1w = p(z,1) = —pgz + pwr?/2 + cste p(H,0) =
p(H + h,d) =py = h =w?d*/(2g) = 46 cm.

2. Supomos o lado L paralelo a Ox. 0 = —ﬁp/p +4§d—d = pz,z) =
—pgz — pax + cst. Para calcular cst, observar que p(h, L/2) = py de modo
que p(z,x) = —pg(z — h) — pa(x — L/2) + py. A superficie livre é dada por
z=—(a/g)(x—L/2)+h. Para ter Az menor, colocar o lado de comprimento
[ paralelo a Ox.

»
>
T

L2 L

3. a) 0 = —Vp/p+i+rw*t = p(z,1) = poexp|—mgz/(RT)+m r2w?/(2RT)).
b) Ap ~ (0,21 mp, + 0,79mp,)po a*w?/(2RT) ~ 210* N/m?.

4. po = pa+ paghs = pp + pgh1 = (po + pogho) + pghy = pa = po + pogho +
p1gh1 — paghs

5.a) p1 —pa = pg(H + h) com d*h = D*H = p; — py = pgh(1 + d?/D?).
b) p1—ps = pg (H+Lsin6) com d*L = D*H = p;—py = pg L(sin 6+d?/D?).
Diminuir § ou d?/D?.

6. Temos po + pghi +mug/(nr}) = po + pgha e (ho — ha)r? = (ha — ho)r3.
Resolvendo para hy e hs e inserindo os valors do enunciado, temos h; =
0,124m e hy = 0,219 m.

7. Na posicao vertical, nao se pode dizer simplesmente que o peso da agua
sobre a tampa de cartolina (pghA ~ 103A com A &rea) ¢é equilibrada pela
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forga devida & pressao atmosférica (~ 10°A). Tem um fator 100 de diferenca.
Para entender o que acontece, é mais facil fazer a analise na posicao “girada
de 90°” e considerar o que acontece na horizontal: a forca devida & pressao
atmosférica atua sobre a cartolina para a direita e sobre o fundo do copo
para a esquerda. E uma compressao.

8. Ao apertar a garrafa, o aumento de pressao se transmete em todo o
liquido da garrafa (principio de Pascal). A agud sobe no ludiao e sua bolha
de ar fica comprimida. O volume de dgua deslocada pelo ludiao com bolha
diminui entao o empuxo também (principio de Arquimedes). Com isto o peso
do ludiao com bolha lhe puxa para baixo.

9. Escrevendo “empuxo+forga=peso” temos p = 49/(0.5g) + 1 = 11g/cm?
de modo que psiver < P << Pouro-

10. a) Escrevendo “empuxo=peso” temos pugucVg = PgeioV ¢ com v volume
imerso do cubo e V volume total do cubo. O peso do gelo nao muda quando
derete, ele fica com densidade pygu, € entao volume v. Assim o nivel de
liquido no copo nao muda.

b) Cf. a).

C) Pagua salgada'U, = pgelov = Pagua- Como Pagua salgada = Paguas v" < v eonivel
de liquido no copo sobe. O efeito é pequeno (v —v')/v =5 %.

d) E gelo terrestre (ndo flutuante). Ao derreter enche mais os oceanos.

11. Nao vou estragar seu prazer e dar a resposta.

12. Supomos pequeno ¢, o angulo de inclinagao em relacao a vertical. Cha-
mamos I/ o momento de inercia. O torque é: —Id?¢/dt* ~ I¢P (o centro
de oscilagao fica verticalmente acima do centro de carena). O barco tem um
movimento de oscilagdo com a frequéncia angular w = /IP/I. Se o barco

oscila mais rapidamente (é desconfortavel) mas ele é mais estavel (torque
maior).

13. p=po+5xg/(10 x 107*) 4+ 50/(10 x 107*) ~ 2py
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14. p = po + pagg(h +0,2) e p = py0,13/h. Combinando e resolvendo uma
equagao de segundo grau:h ~ 12,6cm. A adgua sobe pouco.

15. Inicialmente “peso=empuxo” fornece mg = pgkA com m peso do recipi-
ente. Quando a dgua tem penetrado, a pressao dentro satisfaz p = poVy/V =
poh/(h—K) = po+ pg(L— K) e “peso=empuxo” fornece mg = pgA(L — K).
Podemos substituir mg por sua expressao obtida inicialmente de modo que
L — K =k. Assim = poh/(h — K) = po + pgk. Usando py = pgH obtemos
K = hk/(H + k).

s I
1l

16. a) ppOs = (po + PGhmaz)0,2 = 1,6 10°N/m = hpee ~ T0m.

b) Cf. §3.34. ppOy = p x 0,2 = 0,110°N/m? = p = 0,510°N/m? =
patm[l - (Zmaac/Hﬂ% COM Patm = 1a 013 105N/m27 Patm = 17 23 k.g/m37 Y=
1,4. Temos entao H = 29,5 km e 2,4, = 5400 m.

17. Supondo z nulo na superficie, h = —z. Integrando dp/dz = —gp, temos
p(2) = po+gpoh+gc/2h?, i.e. tem um termo novo em relagao a lei de Stevin.
18. Temos dp/dz = —gpy. Usando p = (R/m)T py, temos dT'/dz = —gm/R
e T =Ty— (gm/R)z. Usando m = 28,96g/mol, dT'/dz ~ —34K/km. Por
outro lado, para ar seco cp = 7/2R/m e —g/cp = —10K/km A condicao de
estabilidade nao é satisfeita.

19. a) Inicialmente, a temperatura no balao é a da atmosfera, Tyo. Se o
balao sobe rapido, a temperatura dentro nao muda e a pressao dentro satis-
faz pV = cst de modo que quando o baldo estoura p = po(7/Tmaz )>.

Na atmosféra isotérmica, a pressdo diminue como p = pyexp[—mg/(RT)z] e
o volume do balao aumenta. Igualando as expressoes para a pressao (despre-
zendo tensao de superficie), temos 2,4, = [RT/(mg)|3Ln("maz/7)-

b) Se o balao sobe devagar, podemos supor que sua pressao se ajusta adiaba-
ticamente pV? = cst de modo que quando o balao estoura p = po(r/Tmaz)>
Na atmosféra isotérmica, isto ocorre para zpya. = [RT/(mg)]3vLn(rmae/T).

20. a) Integramos uma primeira vez a eq. (3.53) com p(r) = p.(1 — Br?),
obtemos dp/dr = —4wGp?(r/3 — 8/158r® + (3*/5r°) (usamos dp/dr(r =
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0) = 0 pois p é maxima em r=0). Integramos outra vez, obtemos p =
4rGp2[(R2—r?)/6—2/153(Ri—r*)+ 32 /30(RS—r)] (usamos p(r = Ry) = 0).
Fazendo 8 = 0 re-encontramos a pressao da estrela de densidade de massa
constante da §3.4.2.
b) Integramos (3.52) com p(r) = p.(1 — Br?), obtemos M = m(r = R,) =
4rp.(R2/3 — BR2/5). Fazendo 8 = 0 re-encontramos a massa da estrela de
densidade de massa constante da §3.4.2.
21. a) Basta substituir com cuidado para obter a eq. de Lane-Emden. p(r =
0) = pf(0)" = p. = 6(0) = 1. p e p sdo méxima no centro e decrescem com
r de modo que df/d{(E =0) =0

b) R = a&. M =4x [§F p(r)rdr = dwap, [5* 0"€2dE = —4ma’p, [§' (d/d€)(£2d0/dE)dE =
—4radp.£2d0/dE(;) (onde foi usada a eq. Lane-Emden para obter a pentltima
expressao).

c¢) Basta substituir a expressao dada para 0. & = 7. R = /K7/(2G) e
M =\27(K/G)3?p.. K ~ 103kg™'m®s™2 e p. ~ 10"kg/m?>.

d) Pode-se integrar numericamente (3.52) e (3.53) com as condigoes ini-
ciais m(0) = 0 e p(0) = p.. Péra-se a integracdo para um raio R (que é o
raio da estrela) tal que p(R) ~ 0.
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Capitulo 4

ESCOAMENTOS
ESTACIONARIOS

Neste capitulo consideramos um fluido em movimento estacionario. Como
ja definido na §2.1.2, neste caso ¥(t,z,y,z) = v(x,y,2). O fluido passa
por um ponto dado sempre com a mesma velocidade, mas esta velocidade
pode variar de ponto para ponto. O escoamento de dgua a baixa velocidade
numa canalizagao ligada a um grande reservatorio é, com boa aproximacao,
estacionario. As grandezas termodinamicas também permanecem constantes
no tempo. Por exemplo, p(t,x,y, z) = p(x,y, 2),s(t, z,y,2) = s(z,y,2),. ...
Lembramos também que no caso estacionario, linhas de corrente e trajetérias
coincidem.

4.1 Equacoes fundamentais para escoamento
estacionario

4.1.1 Equagao de Continuidade da massa

Temos dp/0t = 0 e, portanto, a equagao de continuidade da massa (2.15) se
reduz a

—

V- (pv) =0. (4.1)

O mesmo tipo de raciocinio do que na §2.2.2 leva a
p1 A1 v = p2 Az vy (4.2)

85
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pAv é a massa atravessando uma sec¢ao transversal de tubo qualquer por
unidade tempo. A equagao de continuidade da massa para o escoa-
mento estacionario é uma equacao de constancia para p A v, fluxo de
massa por unidade de tempo atraves da secao transversal do tubo.

Para um fluido compressivel, se a area do tubo for mantida constante,
a densidade varia com o inverso da velocidade. Este resultado pode ser
aplicado ao escoamento estacionario de carros na estrada: em regioes onde a
velocidade diminui (por exemplo perto de um radar), a densidade de carros
tende a aumentar.

4.1.2 Conservacao da entropia

Para um fluido perfeito, vimos que ps obedece uma equacao de continuidade
(2.45). Como temos dps/dt = 0, a equagdo de continuidade da entropia
(2.45) se reduz a

V - (pst) = 0. (4.3)

De novo, o mesmo tipo de raciocinio do que na §2.2.2 leva a
P151 Al V1 = P282 A2 (%) (44)

ps Av é a entropia atravessando uma secao transversal de tubo por unidade
tempo. A equagao de continuidade da entropia para o escoamento
estacionario é uma equacgao de constancia para ps A v, fluxo de entro-
pia por unidade de tempo atraves da secao transversal do tubo.

Podemos também estudar diretamente a entropia (especifica) s, partindo
da equacao de conservagao (2.43). Nesse caso, como 0s/0t = 0, temos

7-Vs = 0. (4.5)

De modo geral, quando temos v - v f = 0 para escoamento es-
tacionario, podemos escolher um vetor dl tangente a linha de corrente num
ponto, ele é paralelo a v neste ponto. Podemos também decompor v f em
(Of/al)f mais termos ortogonais. Assim 7 - Vf = vdf/0l, o que implica
0f/0l = 0 ie. f nao muda ao longo da linha de corrente (e no
tempo).

Chamamos filete um tubo de corrente de se¢ao transversal tao pequena
que as grandezas tais como p,p,s,v sejam constantes sobre ela. Assim
concluimos que a entropia especifica é constante ao longo de um
filete.
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4.1.3 Equacgao de movimento
Caso particular de um fluido incompressivel

Consideremos agora a equagao de Euler. Como 0v/0t = 0, ela se reduz a

- \Y
@ V=243 (4.6)
p
Usando a identidade
— — 1 —
(- V)0 = (V x0)x T+ §Vv2 , (4.7)

podemos re-escrever o primeiro membro da equagao (4.6). Escrevemos também
g = —V(gz). Temos

1= - 1= -
§V1)2 +(V x0) x v=—-=Vp—V(g2). (4.8)
p
Multiplicando cada termo desta equacao por U, segue

2
17-V<U2+Z;+gz>:(). (4.9)

Obtemos entao a equagao de Bernoulli para o caso incompressivel:

2
% + P + gz = cste sobre um filete. (4.10)
0

Exemplo (4.1)

Consideramos um pedaco de tubo de corrente delimitado pelas tampas A;
e Ay conforme mostrado na figura. Apds um certo tempo, o pedaco de fluido
mudou de posicao: a tampa A; se desloca de Azx; e a tampa Ay de Awxs.
Como derivar a equacao de Bernouilli a partir da conservacao de energia?

Solucao: Queremos escrever uma equacao do tipo K; + U; + W,y =
K+ Uy. Como o escoamento ¢ estacionario, as condigoes na parte cinza do
fluido sao as mesmas. Precisamos s6 levar em conta o que aconteceu no fluido
hachurado que se deslocou de Ax; e o que se deslocou de Azy. A equacgao
de conservacao de energia fica da forma
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- p2
AQ
Az,
-
< D,
A

Figura 4.1: Derivacao da equacao de Bernouilli analisando o balanco de
energia num pedaco de tubo de corrente.

1 1
in% + Mgys + Wie = 5]\/[1)% + Mgys (4.11)

com M = pA;Axy = pAy Az, (conservagao de massa).

O trabalho das forcas de pressao sobre o pedago de fluido é Wi_,, =
p1A1Azy — poAsAxy (o fluido fora e a esquerda de A; empura o fluido, o
fluido fora e a direita de A, resiste ao seu movimento). Obtemos entao:

1 1
5@? +gy1 + ];1 = 5/)?}3 + gy + ppz- (4.12)

O fato de poder resolver um problema considerando a equagao de movi-
mento/Euler ou usando a conservagao da energia é similar a o que encontra-
mos na mecanica usual por exemplo lancando um projétil.
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Caso geral

A diferenga entre o caso geral e o caso incompressivel é que no lugar de (4.9),
chegamos a:

=

5 v? R
v-V - 19z —i—v-;Vp:O. (4.13)

O 1ltimo termo desta equacao em ﬁp/ p pode ser re-escrito. Um fluido
em movimento é um sistema para o qual as leis da termodinamica se aplicam.
Em particular temos dw = T'ds + (1/p) dp de modo que Vp/p = Vw —TV's

Entao
2

U-ﬁ(%+w+gz)—TU-§s:O . (4.14)

Mas, como o movimento é estacionario, da conservacao da entropia segue

v-Vs =0, assim
2

L /U .
U-V(E—irw—irgz) =0 (4.15)
ou seja, temos a equagao de Bernouilli generalizada:
02
5 Twtgz= cste sobre um filete. (4.16)

A equagao de Bernoulli (Daniel Bernoulli, 1700-1782), (4.16), vale para
um filete num escoamento estaciondrio de fluido perfeito. A forma (4.10) vale
para um filete num escoamento estacionario de fluido perfeito incompressivel.
Dizemos que sao formas fracas da equacao de Bernouilli. E natural se per-
guntar em qual caso, (4.16) ou (4.10) valem nao sé para linhas de corrente
mas todo o espaco, o que chamamos de forma forte da equacao de Bernouilli.

Exemplo (4.2)

Mostrar que se o fluido for incompressivel, (4.10) é consquéncia de (4.16).

Solugao: Vimos que w = € + p/p na §1.6 de modo que a eq. (4.16)
pode ser escrita % + (e + p/p) + gz = cste sobre um filete.. Observamos
que de/dt = Tds/dt — pd(1/p)/dt = 0 devido & conservacao de entropia
especifica e incompressibilidade do fluido. Como o escoamento é estacionario,
de/dt = U - Ve = 0 assim € é constante sobre um filete. Em consequéncia
% + p/p + gz também tem que ser constante sobre um filete.
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Forma forte da equagao de Bernoulli no espaco todo

Se V x @ = 0, 0 movimento é chamado de irrotacional. A equacao (4.8) se

escreve, entao,
2

€(g+gz>+;-ﬁp20. (4.17)

Vejamos agora varios casos onde esta equacao pode ser reduzida a um gra-
diente s0.
. . . . , - 2
Vemos imediatamente que se o fluido for incompressivel, V(% + p/p +

gz) = 0 e podemos integrar sem a restrigao sobre o caminho de integracao.
Assim teremos

2 . .

03 + = + gz = cste irrot.+incompr. (4.18)

P

em todo o interior do fluido.

No caso de um escoamento homentropico (s = este), dw = T'ds+1/pdp =

1/pdp e Vw = (1/p)Vp de modo que

02
5 + w + gz = cste irrot.+homent. (4.19)
em todo o interior do fluido.

Um fluido é dito barométrico se p = p(p) ou equivalentemente p =
p(p). Ja conhecemos varios exemplos de fluidos barométricos: escoamento
isotérmico p = p(p,T) = p(p), escoamento homentropico p = p(p, s) = p(p),
escoamento adiabatico de um gas ideal p = Kp?. No caso barométrico temos
por exemplo:

1 9p 0 / 1 9p,, O dp
44q,:4,A4f4%x:4f/447 4.20
o~ 05 ) spor™ =0 ) pip) 420)
Mais geralmente
1 = - dp
——vp:V/——— 421
p(p) p(p) @21)
Assim obtemos
v? dp .
— +/7 + gz = cste irrot.+barom. (4-22)
2 p(p)

em todo o interior do fluido.
A tabela seguinte resume o que vimos sobre a equacao de Bernouilli.
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esc. estac. fluido qualquer | incompressivel

fluido perfeito % +w+gz = % +L4gz=
cste/ filete cste/ filete
caso irrot. caso irrot. caso irrot.
+incompress. +homentr. + barometr.
v? _ v2 _ v2 d _
THEtgz= | SHwtgz= |5+ 5Tz =
cste cste cste

4.2 Consequéncias da equacao de Bernoulli
para fluido incompressivel

4.2.1 Casos particulares

Alguns casos particulares da equacao de Bernouilli para fluido incompressivel
sao mencionados a seguir. Precisamos nos restringir a uma regiao onde o pa-
pel da viscosidade é desprezivel (basicamente nao perto de parede e obstéculo,
ver capitulo VII), i.e. o fluido é perfeito. Estes casos particulares valem sobre
um filete ou em o todo espaco se o escoamento for irrotacional.

Fluido em repouso:

p2=p1+pg(z1 — 2) (4.23)

Isto é a lei de Stevin: a pressao no interior de um fluido aumenta linearmente
com a profundidade para um fluido incompressivel num campo gravitacional.
Resumidamente ”pfyngo = p+pgh”. Nbs haviamos encontrado este resultado
diretamente resolvendo a equagao de Euler no caso de velocidade nula no
capitulo III.

Fluido com z = cste:

; (4.24)

L 2
D2 + 5pU3 = P1+ 5pUY

2
Isto é a férmula do efeito Venturi (que discuteremos mais a seguir). Em
palavras: se tiver um gradiente de pressao, tera aceleracao ou desaleracao
(como esperado).
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Fluido submetido a pressao constante p; = p
v =0 +2gh (4.25)

onde v é a velocidade em um ponto a distancia h abaixo de um ponto com
velocidade vj. E o mesmo resultado que se obtem resolvando a equacao
7 = —g para o movimento de queda livre. Isto é a formula de Torricelli.
Nés a usamos para resolver o problema de escoamento por uma torneira no
capitulo II.

4.2.2 Aplicagoes

A equacao de Bernouilli e seus casos particulares tem muitas aplicacoes
praticas tais como medidores de velocidade, efeito Venturi, escoamento por
um orificio.

Efeito Venturi e medidor Venturi

Consideremos um tubo com um estrangulamento como mostrado na figura

4.2.

P

:
g
H =
:

Figura 4.2: Principio de funcionamento do medidor Venturi: a velocidade
é maior e a pressao menor no estrangulamento (esquerda). Féto do apa-
relho ilustrando o efeito Venturi (Crédito: foto tomada no laboratério de
demostracoes do Instituto de Fisica da USP.
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Temos constancia da vazao:
Vg = —|(/—V1 (426)

com A; segao vertical passando pelo ponto 1 e Ay por 2. Assim, vy > vy,
i.e. como sabemos, a velocidade aumenta num estrangulamento para fluidos
incompressiveis.

Como (para pontos num mesmo z)

1L+ ;pvf =p2+ ;pvg = cste (4.27)
temos py < py. (Pode-se ver que na equagao anterior o valor “cste” é o mesmo
para todos os filetes de modo que ela vale no espago todo.) Resumindo em
palavras: como o fluido é incompressivel, a velocidade precisa ser
maior no estrangulamento. Para ter esta aceleracao, deve haver um
gradiente de pressao i.e. a pressao é menor no estrangulamento.

O fato de num estrangulamento, a velocidade ser maior e a pressao menor,
¢ chamado efeito Venturi. Observe bem como isto se traduz na figura 4.2 pela
altura de fluido nos tubos verticais.

A pressao nos pontos 1 e 2 satisfaz:

p1 — p2 = (po + pgh1) — (po + pghs) = pgh (4.28)

onde h é a diferenca de altura.
As trés equacgoOes anteriores podem ser combinadas para obter v; em
funcao das caractéristicas do sistema A; e Ay e da medida de h:

2gh
V1 = A2 s o (429)
A2 — A3
Isto é usado no medidor Venturi, um estrangulamento que se introduz
numa tubulagdo para medir a velocidade de um fluido (ou sua vazao).

Efeito Venturi no dia-a-dia

Podemos facilmente fazer experiencias ilustrando o efeito Venturi. Por exem-
plo seguramos duas folhas de papel verticalmente, com um pequeno espago
entre elas. Se soprarmos entre elas, elas nao se afastam uma da outra como
talvez se esperaria, elas grudam uma na outra pois com o ar (incompressivel
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nestas baixas velociades) circulando entre elas, a pressao diminuiu. Outra
experiéncia simples consiste em soprar numa bobina de linha coberta por
um pedaco de papel na outra extremidade. O papel nao cai como talvez
poderia-se esperar, ele gruda na bobina (ver exercicio 4.10).

Outra expriéncia mais delicada de explicar mas que ilustra uma situacao
interessante é a seguinte. Seguramos uma folha pela borda e sopramos hori-
zontalmente sobre a face de cima como na fig. 4.3: a folha se levanta. Isto
significa que deve haver uma pressao maior debaixo da folha e menor encima,
o gradiente —ﬁp levanta a folha. A questao é entender como este gradiente
aparece. Neste caso nao ha um afunelamento do ar num certo espaco com
acima, i.e. nao é estritamente um efeito Venturi.

Figura 4.3: A experiéncia da folha de papel (que ndo envolve estritamente o
efeito Venturi, cf. texto).

O ar em movimento que circula encima da folha (que tem curvatura
para baixo) tende a continuar reto. Ao fazer isto, ele arrasta ar que estava
abaixo dele perto da folha (devido Viscosidade). Isto abaixa a pressao acima
da folha e tem duas consequéncias. Primeiro, o ar que circula encima da
folha encontra uma regiao de pressao menor entao acelera. Segundo, como a
pressao do ar na face superior do papel diminuiu e a pressao do ar embaixo
nao mudou, a folha é levantada.

Na vida de todo dia, ha numerosos exemplos do efeito Venturi. Quando
um caminhao comprido passa perto de um carro, as linhas de corrente do ar
sao estranguladas como na fig. 4.2, a pressao entre os veiculos é reduzida e
o motorista do carro tem a impressao que seu carro esta sendo sugado pelo
caminhao. Outro caso é a arteriosclerose: placas se formam sobre as paredes
internas das arterias, ocasionando uma baixa de pressao e podando até fechar
momentaneamente uma artéria.
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Tubo de Pitot

E um aparelho que usa a diferenca de pressao para medir velocidade de aviao.
barco, etc.

De modo geral, para medir pressao ou velocidade num fluido em mo-
vimento, é necessario introduzir nele algum instrumento de medida, que
geralmente perturba o escoamento. Consideremos um objeto colocado na
correnteza de um fluido. Sobre sua superficie, sempre aparecem pontos onde
v = 0, chamados de pontos de estagnacao. Chamemos p,. a pressao num
tal ponto.

N >

Figura 4.4: No ponto E a velocidade do fluido é nula, é um ponto de es-
tagnacao.

Para um ponto P perto da face superior ou inferior do objeto onde o esco-
amento nao é perturbado, a pressao p e a velocidade do fluido v satisfazem:

2
2(pe —
po=p+ P oy = [P ZP) (4.30)

2 P

(Estamos supondo as dimensoes do objeto pequenas de modo que z = cste
na equagao de Bernouilli e podemos usar a férmula (4.24).) Aqui também
todos os filetes tem o mesmo valor de “cste“.

Acoplando ao corpo um aparelho para medir p. — p (por exemplo um

manometro como no capitulo I1I), obtemos um tubo de Pitot como mostrado
na figura 4.5.
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D.U

P, v=0

x
[

U

PR P §P)

Aparelho para medir

diferenga de pressao

Figura 4.5: Corte tranversal de um tubo de Pitot (esquerda) e foto de tubos
de Pitot num Boeing 777 (Crédito: Creative Commons/Cassiopeia sweet).

Escoamento por um orificio

Consideramos o escoamento de um fluido incompressivel saindo de um tonel
com um pequeno tubo num lado. Chamamos A(h) a segao transversal do
fluido no tonel e a a do tubo. Supomos A >> a. Como o orificio de saida é

pequeno, o escoamento pode ser considerado estaciondrio®.

/ pyV \

Figura 4.6: Escoamento de um fluido incompressivel por um orificio pequeno.

As linhas de corrente iniciam na superficie com pressao igual a da atmos-

1Supomos o tubo nido muito estreito nem comprido de modo que a viscosidade pode
ser ignorada.
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fera pg, velocidade V' e numa altura h em relacao a z = 0. Ao sair pelo tubo,
de novo a pressao € py e a velocidade tem um valor v.

Temos:
V2 | po _ 2 po
VEgmypgh = Cym
2 p 2 p 4.31
A(h)V = av (4:31)
Podemos re-escrever isto como:
= +/2qgh +V?2
-y (4.32)

Ay,

Observamos que para escrever a equacao de Bernouilli podemos utilizar um
outro ponto da linha de corrente, por exemplo P. Temos V?/2+pp/p+ghp =
v%/24po/p. Como pp = po+pg(h—hp), obtemos de novo V?/2+py/p+gh =

v*/2 + po/p.
No caso estacionario: h = cste e V.= —dh/dt = 0, de modo que v =

V2gh.
No caso quase estacionério, podemos escrever: +/2gh 4+ V? = (A/a)V o

que leva a: V = \/Qgh/(—l + A?/a?) ~ (a/A)v/2gh (onde usamos A >> a).
Usando V' = —dh/dt, e supondo A(h) = A, obtemos h(t) = [—(a/A)\/g/2t+
Vho]? onde h(t = 0) = hy. Podemos calcular o tempo para esvaziar o tonel:

h =0 para t = (A/a)\/m.

Exemplo (4.3)

A velocidade de saida do fluido depende da geometria do orificio. O caso
que tratamos acima corresponde ao lado esquerdo da figura 4.7: as linhas
de corrente sao paralelas ao sair do tubo. No caso a direita, o diametro do
jato que sai é menor do que o do orificio, este fenoméno é chamado “vena
contracta” e vem da impossibilidade das linhas de corrente fazer uma curva
a 90°. Calcular o coeficiente de contracao a./a onde a. é a se¢do tranversal
na menor parte da “vena contracta’.

Solugao: Podemos desprezar a gravitacao. Supomos o orificio fechado.
Seja p = po + pgh a pressao ao nivel do orificio. O fluido é submetido a
diversas forcas que se cancelam, por exemplo uma forca pA devido a parede
do lado oposto ao orificio e -pA pela parede do orificio fechado.

2Um caso com A(h) nao constante é considerado no exercio 4.10.
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~ L
=

Vl yyy

L g

Figura 4.7: Formato das linhas de corrente dependendo da geometria do
orificio. Esquerda: nao ha contracao do jato em relagao ao orificio. Direita:
o diametro do jato é menor do que o do orificio.

Agora consideramos que o orificio aberto. O fato das linhas de corrente
nao serem paralelas ao sair indica que ha um gradiente de pressao transversal
atuando sobre elas e a pressao varia de uma para outra, entao a velocidade
também. Aproximadament p = py + pgh é a pressao do jato antes de sair
pelo orificio e o raciocinio anterior leva a v = /2gh sua velocidade. Como
a pressao do outro lado do orificio é pg, o jato é submetido a uma forca
horizontal (p — po)a = pgha. Por outro lado, esta forga é também a taxa
de emissdo de momento emitido horizontalmente: (pvdta.) x v/dt = pvia. =
p2gha.. Vemos entao que a./a ~ 0,5.

4.3 Consequéncias da equacao de Bernoulli
para fluido compressivel

Vemos agora como a compressibilidade pode modificar os resultados vistos
anteriormente.
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4.3.1 Tubo de secao variavel

Supomos um escoamento num tubo que muda de secao muito devagar de
modo que possamos considerar o problema em uma dimensao. A conservagao
de massa para um fluido compressivel p(x)v(x)A(x) = cste leva a resultados
interessantes. Temos

dp dv dA
Tt — =

- 0 4.33
PR (4.33)
A equagao de Euler (para z = cste) fornece
dv 1dp
i 4.34
Y dx pdx ( )

Introduzemos também a velocidade do som (que serd estudada mais em de-

talhe no capitulo VI)
9p
=P 4.35
c 9. (4.35)

onde a derivativa é calculada para s fixo. A equacdao de Euler pode ser

re-escrita:
d 2d
L= (4.36)
p c2 v
e eliminando p na equagao de continuidade (4.33) temos
d dA 1
v (4.37)

v A Ma2—1

onde Ma = |v|/es é chamado nimero de Mach.

Vemos com isto que se Ma < 1, temos um comportamento similar ao de
um fluido incompressivel: se A decresce (dA < 0), v cresce (dv > 0) e se A
cresce, v decresce. Por outro lado Ma > 1, o oposto acontece: A decresce
(dA < 0), v decresce (dv < 0) e se A cresce, v cresce.

4.3.2 Gas ideal num processo adiabatico reversivel

Nos nos restringimos agora a um gas ideal num processo adiabatico reversivel.
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Equagao de Bernoulli

Podemos calcular a entalpia. Temos
p=Kp’ com”y:c—p>1. (4.38)
Cv
Sobre um filete ds = 0 de modo que dw = (1/p)dp = /(v — 1)d(p/p) e
P
w = 4.39
v=1p (4.39)
Portanto, inserindo na (4.16) vem

2
% + ng + gz = cste/filete. (4.40)

Tubo de Pitot
Usando (4.40) com o dispositivo da fig. 4.5, temos

_ |2 Pe Py [ 2V Pery (Pt
_\/7—1(/7@ p) 7_1/)6[1 (pe> ] (4.41)

(Todos os filetes tem o mesmo valor de “cste®.)
Precisamos conhecer p, py e py para usar esta féormula.

Escoamento por um orificio

Consideremos um gas que escapa de um recipiente através de um pequeno
orificio.

Calculamos v, em funcao de p,pg e po. O mesmo céalculo do que para
tubo de Pitot leva a velocidade de escape

Al QTR Q7] e

(Todos os filetes tem o mesmo valor de “cste*.)
Nesta equacao, vemos que aumentando a pressao interna py do tanque
podemos aumentar a velocidade de escape v., mas existe um valor limite

2 2 R
Oy = 4| —L B0 —V—TO , (4.43)
— 1p0 —1m
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P, T
Py Py I,
U

v.—0

Figura 4.8: Escapamento de um gas idela por um orificio.

que depende somente da temperatura interna. Isto é, por mais que aumente
a pressao interna pg, a velocidade de escape nao podera ultrapassar o valor
limite v, e para aumentar v,, serd necessario aumentar a temperatura.
Esta diferenca de comportamento do gas, quando comparado com um
fluido incompressivel (onde a velociade de escape v/2gh cresce sem limite se
h cresce), é devida ao trabalho adicional que ele realiza para se expandir

(de = —pdV # 0).

Exemplo (4.4)
Calcular p em fungao de py e Ma e discutir quando o gas deve ser consi-
derado compressivel.

Solucgao:
Temos ¢ = vyp/p. A equacao de Bernouilli 4.40 pode ser escrita
2 2 2 7—1
SR T (4.44)
2 =1 ~v—=1\p
dai p
0
o= : (4.45)

(A’TflMa2 + 1)ﬁ

Vemos que se Ma << 1ie v << ¢s 0 gas pode ser considerado incom-
pressivel neste escoamento (e como esperado, v, depende s6 da diferenca de
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pressao py — p).

O leitor interessado em ir além deste texto e estudar mais em detalhe o es-
coamento de gases a alta velocidade pode consultar por exemplo a referéncia
[4.1] capitulo XIV.
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Exercicios

1. Um fluido tem como campo de velocidade ¢ = (%, 3y — 3). O escoamento
¢é estacionario? O fluido é incompressivel?

2. O objetivo deste exercicio é aprofundar nossa derivacao da equacao de
Bernouilli a partir da de Euler. Para simplificar, desprezamos a gravidade,
supomos o fluido incompressivel e trabalhamos em 2 dimensoes. Chamar s
a distancia ao longo das linhas de corrente e n a distancia perpendicular as
linhas de corrente. Escrever as duas componente da equagao de movimento,
nas diregoes s e n, e interpreta-las. [Usar o fato que para este tipo de coorde-
nadas, 05/0s = —n/R com R o raio de curvatura local da linha de corrente.|
O que acontece se o raio de curvatura vai para o infinito?

3. Considerar um escoamento isotérmico de um gas ideal. Derivar a equagao
de Bernouilli, a férmula da velocidade medida com um tubo de Pitot e a
velocidade de escoamento por um orificio.

4. Dois tubinhos, um retilineo e o outro com um cotovelo estao imersos num
fluido como na figura. Se o fluido for parado (¥ = 0) comparar as alturas nos
tubos?. Mesma pergunta se o fluido for em movimento.

lu

5. Um estudante de mecanica dos fluidos foi a praia de carro durante a
semana da Patria. Infelizmente preocupado com provas, listas, etc, ele es-
queceu de encher o tanque de combustivel e ficou em pana seca. Contudo,
uma boa alma lhe deu gasolina num recipiente cilindrico de raio R, cheio até
o topo (z = h) bem como uma mangueira de raio r para sifonar o fluido.
Supor R >>r.
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0 b B ) IO l AAAAAAAA | A Z Zi__ ....... Ao o] .

Supor o escoamento estacionario e calcular a velocidade do fluido na man-
gueira. Calcular a pressao na parte horizontal da mangueira de modo a poder
comparar com a pressao atmosférica py. Na configuracao da figura, quando
o fluido paar de circular na mangueira? E melhor abaixar ou levantar o
recipiente de esquerda para o fluido circular por mais tempo?

6.
a) Calcular a altura h' e velocidade de saida da dgua do chafariz a direita da
figura em funcao de h.
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b) Tampar a extremidade de um tubo com filme pléstico e segurar o filme
com um elastico. Fazer um buraco no plastico com um palito de dente. Re-
alizar a experiéncia na figura da direita. A equacao entre h e h’ é satisfeita?
Comentar. Calcular a pressao da agua ao sair pelo burraco.

7. Um experimentador negligente deixou a valvula de um tanque de hélio
ligeiramente aberta durante um fim de semana. O gas, inicialmente a pressao
de 200 atm, escapou lentamente e isotermicamente a 20°C.

a) Qual foi a velocidade de escape inicial?

b) Mesma pergunta se o processo for adiabatico.

¢) Nos dois casos, qual foi a mudanga em entropia que 1kg do gés (que restou
no interior do recipiente) sofreu?

8. Uma piscina grande, de profundidade L esta cheia d’dagua. Através de um
tubo pequeno localizado a h < L da superficie da agua perto do fundo, ela
esta sendo esvaziada lentamente.
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a) Explicar porqué todos os filetes tem o mesmo valor da constante na férmula
de Bernouilli.

Qual é a velocidade no jato d’agua perto do orificio?

b) Mostrar que as equacoes do movimento no jato sao dv,/dt = 0 e dv, /dt =
—g e integra-las.

A que distancia maxima D da parede o jato de dgua saindo pelo orificio ird
atingir o chao?

Qual deve ser o valor de h para que o valor de D seja o maior possivel e qual
é este valor de D?

9. Um reservatério de dgua de area A como na figura estda sendo esvaziado
através de um tubo de secao transversal a adaptado ao fundo do mesmo.

‘A

— S ———

a) Calcule a velocidade de escape.

Faca uma estimativa do tempo gasto para o esvaziamento.

b) O que aconteceria se houvesse um pequeno furo na metade do compri-
mento do tubo.

10. A clepsidra, ou relégio de agua, é um dos sistemas para medir tempo
mais antigo. Consiste num vaso com um furo perto do fundo. Era enchido de
agua e uma escala indicava o tempo dependendo do nivel de agua. Supomos
que ela tenha a forma de um tronco de cone circular de altura h = 22 cm,
diametro da base maior D = 30 cm e da base menor d = 16 cm. O furo tem
diametro 0 = 2 mm.
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Clepsidra egipcia da época de Ptolemeu II, 285-246 a.C., Oriental Institute
Museum, University of Chicago. Crédito: Wikicommons/Daderot

a) calcule a velocidade inicial de descida do nivel da dgua se a clepsidra é
totalmente cheia de dgua. Mesma pergunta apds o nivel ter baixado de me-
tade.

b) Que forma deveria ter a superficie lateral (de revolugao) para que o nivel
da agua baixasse uniformemente?

11. Segura-se um pedago de papel com um dedo na parte inferior de um
carretel de raio R, contendo um pequeno orificio de raio r (ver a figura
4.5).Em seguida assopra-se da extremidade superior do orificio. O ar em
contato com o papel sai de baixo da bobina com velocidade vj.

«— R—>

~ 11 7

O que acontece com o papel ao retirar o dedo e solté-lo? Faca uma estimativa
da forca que atua sobre o cartao.

Z
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12. Uma bola de ping-pong pode ser equilibrada de maneira bastante estavel
sobre um jato de ar, como na figura.

Explique por que a bola pode ficar suspensa no ar. Porqué este equilibrio é
estéavel se a posicao da bola mudar em relacao ao jato?

4.4 Bibliografia

[4.1] A.R.Paterson “A first course in Fluid Dynamics”, Cambridge 1983.

4.5 Respostas

1. ¥ nao depende de t entao o movimento é estacionario. V-7 =3entdo o
fluido nao é incpressivel.

2. A equacdo de Euler 7- Vo = —V(p/p) se re-escreve vdv/ds = —d(p/p)/ds
e —pv?/R = — —09p/0ds. A primeira equagio fornece p/p+v?/2 = cste sobre
a linha de corrente como esperado. A segunda mostra como a pressao varia
de linha de corrente para linha de corrente. Se o raio de curvatura vai para
o infinito, as linhas de corrente sao retas, a pressao nao varia de linha de
corrente para linha de corrente.

3. Refazemos o raciocinio da §4.1.3 at e obter a eq. (4.13). Temos agora
(1/p)Vp = (R/m)T(Vp)/p = (R/m)TV In p de modo que v%/24(R/m)T In p+
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gz = cste/ filete. Para o tubo de Pitot v = \/2(R/m)Tln(p/pg). Mesmo re-
sultado para o escoamento por um orificio. (Em geral, escoamentos isotérmicos
nao sao modelados como fluidos perfeitos.)

4. Escolhemos um ponto na superficie do recipiente de esquerda, de veloci-
dade V', pressao pg e z = z; e um ponto na saida do tubo no recipiente de
direita, de velocidade v, pressao po+pgzs € z = 0. Temos py/p+V?/2+ gz =

(po + pgz2)/p + V?/2. Além disto, por conservagao da massa R*V = r?v.

Obtemos assim: v = \/2gd/(1 —r4/R*) ~ y/2gd. Consideramos um ponto
no alto da mangueira com pressao py, velocidade v e z = H. Temos

pr/p+v*+ gH = (po + pgz2)/p + v*/2 assim py = (po + pg(z2 — H) < po
como esperado para sugao.

pl]

6. Sobre uma linha de corrente, escolhemos um ponto na superficie com
pressao py, velocidade Ve z = h e um ponto na saida do tubo a direita com
pressao po, velocidade v,e z = 0. Temos py + pgh = po + 1/2pv? de modo
que v = y/2gh. Para um ponto encima do jato a direita temos: pressao po,
velocidade O,e z = k' e py + 1/2pv* = py + pgh’ de modo que I/ = h.

Ao fazer a experiéncia b’ < h. Isto acontece porqué ha perda de energia
devido entre outro a viscosidade. Se o buraco é aumentado, A’ fica mais perto
de h. Supondo h = 30cm, p = py + pgh, po ~ 10°N/m? e pgh ~ 3000N/m?.
7. a)v = \/2(R/m)Tln(po/p) (cf. exercicio 3) pode ser re-escrito v =
V2(R/m)T In(po/p) = /28,3293 1n200/(410-3) = 2,5km/s.

b) v = \/27/@ — 1)(RTy/m)(1 — (p/po)r=Y/7. Aqui v = 5/3 de modo que
v~ 1,7km/s.

¢) No exercicio 4 do Cap. I, aprendemos a escrever S(p, V') para um gas ideal.
Podemos proceder da mesma maneira para obter s(7, P): de = Tds—pdV, =
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cvdT = s(T,p) — s(To, po) = In[(T/To)* (p/po)¥™]. No caso do exercicio:
S(To,p) — S(To, po) = (p/po)R ™) x massa = 1,110 J/K.

8.

a) As linhas de corrente iniciam na superficie com pressao py, velocidade
quasi nula V e z = 0 de modo que elas tem todas o esmo valor de cste
na equacao de Bernouilli. Ao sair, um ponto numa linha de corrente tem
pressao pg, velocidade v e z = —h. Como a superficie da piscina é muito
maior do que a secao do tubo obtemos combinando as equacoes de Bernouilli
e de conservacao de massa v ~ /2gh.

b) A pressao no jato é py e a velocidade muda por causa do campo gravitacio-
nal. Assim dv,/dt =0 e dv,/dt = —g o que leva a v, = v(= \/2gh) e z = vt,

v, = —gt e 2 = —gt*/2 — h. Para z = —L, temos t = \/2(L — h)/g. Subs-
tuindo t obtemos © = D = 24/h(L — h). dD/dh = (L — 2h)/\/h(L — h) =

0O=h=L/2eD=L.

9.
a) Temos po/p + V2/2 + gh = po/p + v*/2 — gl ¢ AV = av de modo que

=/29(h +1)/(1 — a2/A?) ~ \/2g(h +1).
= —dh/dt = a/A\/2g(h +1)/(1 — a?/A2) ~ a/A\/2g(h + I). Como isto
—(A/a)\/2/gdh/VEFT t = (A)a)\/2/g(—V1 + Vho +1) com h(t =

)
dt =
0) = ho.
¢) pj2/p+v?/2—gl/2 =po/p+v*/2 =gl = pyja = po—gh/2 < po: entra ar.

10.

a) po/p + V?/2 + gh = po/p + v?/2 e D*V = §?v de modo que v =
\/29h/(1 —02/D?) ~ \2gh e V = (6*/D?*)v = 0,09 mm/s. py/p+ V"?/2 +
gh/2 = po/p +v?/2 e D?V' = §?0v' com D' = (D + d)/2 de modo que
v =\/gh/(1 - 02/D?2) ~ \/gh e V' = (8*/D*)' = 0,11 mm/s.

b) Queremos V' = —dz/dt = (6*/D"?*)W' = (§?/D"*\/2gz = cste = V i.e.
z(D'") = [V?/(2¢6*| D".

11. Temos p/p + v*/2 = py/p + v3/2 e vr* = v,R* de modo que p =
po + pvi(1 — RY/r*) < pg. A forga é (py — p)7R?, orientada para cima.
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N /

LD,

Corte transversal da bobina.

12. A pressao é a pressao atmosférica py de cada lado do jato perto da saida
bem como dentro do jato (onde as linhas de corrente de ar sao paralelas). A
pressao é também pg de cada lado do jato apds ele se separar®. Precisamos
verificar que a pressao no ponto P é menor que py para poder ter uma forca
que se opoe ao peso da bola. De fato P é um ponto de estagnacao de modo

que p = po + pv*/2 e p < po.

Na configuragao da figura, v, < vg (como representado pelas linhas de
corrente respetivamente mais e menos espaca das) de modo que p. > py.
A forca devida a este gradiente de pressao tende a fazer voltar a bola para
dentro do jato.

3Além disto, ha formacdo de uma regiado com turbilhdes atrds da bola com pressio
aproximadamente pg, cf. capitulo VII.
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Capitulo 5

VORTICIDADE

Vimos que uma consideracao da conservacao de energia para os fluidos perfei-
tos nos conduziu a um importante resultado, o teorema de Bernoulli. Analo-
gamente, neste capitulo, veremos que a conservagao do momento angular em
fluidos perfeitos conduz a resultados intessantes, em particular o teorema de
Kelvin (William Thomson, lord Kelvin, 1824-1907) e o teorema de Helmholtz
(Hermann von Helmholtz, 1821-1894). Primeiro precisamos introduzir algu-
mas definigoes.

5.1 Escoamentos rotacionais e irrotacionais

Na mecanica dos fluidos, o rotacional da velocidade, V x ¥ = €, é uma
quantidade que tem um papel importante e tem nome proprio: “vorticidade”.

5.1.1 O que mede o rotacional?

Em capitulos anteriores, encontramos a quantidade V- U, ou divergéncia do
campo v. A divergéncia de um campo mede o quanto ele se espalha. Na figura
abaixo, tenderiamos a pensar que o escoamento de esquerda tem divergéncia
nula enquanto o de direita teria divergéncia nao nula.

Na realidade, para o escoamento de direita temos que estar mais cuidadoso
como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo (5.1)

113
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7
PETEN

Figura 5.1: Esquerda: campo vectorial de divergéncia nula. Direita: a di-
vergéncia pode ou nao ser nula.

a) Consideremos o campo vetorial x& + yg + z2. Esboga-lo e calcular sua
divergéncia.
b) Mesma pergunta com (1/(x? + y? + 22)32(zd + yg + 22).

Solucgao:

a)

\T/
e
/*\

/l\

Figura 5.2: Exemplo de campo vectorial de divergéncia nao nula.

Temos

dr Oy 0z
%—i—afy—l—%—ii (5.1)
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b) ‘
f
'

v

Figura 5.3: Exemplo de campo vectorial de divergéncia nula.

\/
AW

Temos

8x/(12+y2+22)3/2 + ay/(m2+y2+22)3/2 + az/(m2+y2+22)3/2
ox oy 0z (5 2)
_ 3(e?+y2+2%) -3(2? 4y’ +2?) :
= =0
(x2+y2+z2)5/2

Usando coordenadas esféricas, vemos que os dois campos acima sao radiais
i.e. do tipo V = V,(r,0,¢)7. A divergéncia fica V -V = (1/r2)(0(r2V,)(dr).
Vemos assim que este tipo de campo tem divergéncia nao nula a nao ser que
a dependéncia em r de V, seja em 1/r? (o que é o caso do campo do b)).

No caso do rotacional, temos uma situacao similar. O rotacional mede
o quanto a matéria gira localmente. O fato de girar localmente implica o
seguinte: imaginamos colocar no escoamento uma pequena roda com pas
como na fig. 5.4. Em seguida tentamos determinar se a roda permanece com
a mesma orientagao ou gira (marcamos um dos pés para facilitar).

Na figura 5.1.1, tenderiamos a pensar que o escoamento de esquerda tem
rotacional nulo enquanto que o de direita poderia ter rotacional nao nulo.

De novo, para o escoamento de direita temos que estar cuidadoso como
mostra o exemplo abaixo.

Exemplo (5.2)
Consideremos campos como os da figura a direita na fig. 5.1.1: 'V =
Vo(r)o.
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Figura 5.4: Se a roda de pas inserida no escoamento girar, o rotacional tem
componente nao nula perpendicular a folha.

_>

—
Figura 5.5: Esquerda: campo vectorial com componente do rotacional per-
pendicular a folha nula. Direita: esta componente pode ser nao nula.
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a) Supor Vy(r) = ar. Esbocar o campo de velocidade e e calcular seu
rotacional.

b) Mesma pergunta para Vy(r) = a/r.

/- \
N

Figura 5.6: Exemplo de campo vectorial com rotacional nao nula.

Solucao:

a)

Temos (usando coordenadas polares ou cilindricas)

= — 1(97“/4)
V=-—-"-——F—F=2 5.3
VX r Or ¢ (5:3)
b)
Temos L ory
— — qu
V=-——-—=0 5.4
Vv r Or (5.4)

Olhando os esbogos dos casos a) e b), vemos que a regra da roda nao
teria sida ébvia de usar para prever se o rotacional seria nulo ou nao. Estes
campos sio do tipo V = V¢(r)q5. O rotacional fica V x V = %ag‘:"’ = 0.
Vemos assim que este tipo de campo tem rotacional nao nulo a nao ser que
a dependéncia em r de Vy(r) seja em 1/r (o que é o caso do campo do b)).

5.1.2 Exemplos concretos simplés

Rotagao com velocidade angular constante ou de corpo rigido
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TN
N

Figura 5.7: Exemplo de campo vectorial com rotacional nulo.

Consideremos um recipiente contendo um liquido em rotacao uniforme
com velocidade angular w (cf. fig. 5.8):

7= wro. (5.5)

As linhas de corrente sao circulares. A vorticidade é ) = V x ¢ = 2wz, i.e.
perpendicular a folha.

<
N

)

cl\

U
Figura 5.8: Movimento de corpo rigido v = rwé.

Este tipo de rotacao ja foi encontrado no capitulo III. Vimos que podia
ser tratado como um problema de estatica introduzindo uma forga inercial
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pw?r?, ou alternativemente de dinamica (exemplo 3.2). Em ambos casos
(claro), a solugao da equagao de Euler leva a p(r, 2) = po — pgz + (1/2) pw?r?
e a superficie livre é uma paraboloide dada por z = w?r?/(2g), i.e. a alura
do fluido z cresce como r2.

Rotagao tipo redemoinho
Consideremos agora outro escoamento com linhas de correntes circulares
e |v] fungao s6 de r, (de modo que ' = v(r)¢):

i Lé. (5.6)

- 2rr

Neste caso, temos O=0.

A figura embaixo 5.9 mostra uma realizagdo pratica deste tipo de es-
coamento: um liquido escapa de um recipiente por uma tampa no fundo.
Forma-se um redemoinho (similar ao de uma banheira que se esvazia) em
que a velocidade aumenta a medida que se aproxima do eixo.

Figura 5.9: Exemplo de movimento do tipo redemoinho. Na foto, duas
garrafas pets, sendo uma sem fundo, sao juntadas pelas tampas - coladas
e furadas. Despejamos dgua na de cima e damos um pequeno movimento de
rotacao nela.

Exemplo (5.3)
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Calcular a forma da superficie livre deste escoamento supondo o fluido
incompressivel.

Solucgao:

Para um fluido incompressivel, usando o fato que o escoamento é irrota-
cional, podemos usar a férmula de Bernouilli no espago todo (exceto r=0).
Obtemos:

p/p+ gz +T?/(4n°r®) = cste (5.7)

A superficie livre assume uma forma afunilada que podemos determinar
usando p = pg (pressao atmosférica) constante nela. Temos

1’\2
Z 4+ Sr2g? cste (5.8)
dai )
r
= cste/ — ) .
pmestd - h (5.9)

O liquido ocupa a regiao externa ao funil centrado no eixo excluindo a sin-
gularidade em r = 0. A altura do fluido 2 decresce como —1/r?.

Vértice de Rankine
Este escoamento é uma combinagao dos dois anteriores. Ele é definido
por
<
?7_{ wroser <R (5.10)

T/(2mr)¢ se r > R

Exemplo (5.4)

Em margo de 2004, o ciclone Catarina atingiu a regiao sul do Brasil.
Foi o primeiro ciclone tropical a ser registrado oficialmente no Atlantico Sul.
No pico de intensidade (28 de margo), ventos de 160 km/h teriam sidos
alcancados.

Um ciclone tropical origina sobre aguas tropicais quentes, é um sistema
de nuvens compacto circular. Ventos fortes circulam em volta de uma regiao
central calma de baixa pressao, chamada o olho do ciclone. Para ter uma ideia
das escalas envolvidas, num ciclone intenso (furacao), os ventos aumentam em
intensidade do centro do ciclone até atingir seu maximo acima de 100 km/h
na “parede” do olho, localizada a uns 15-30 km do centro e diminuem para
raios maiores (até uns 150 km). O objetivo deste exemplo é apresentar um
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Figura 5.10: Furacao Catarina perto da costa brasileira. Crédito: J. Sch-
maltz, MODIS Land Rapid Response Team at NASA GSFC.

modelo simplés para este fenemomena (um modelo um pouco mais elaborado
é apresentado no exercicio 8).

Modelizamos um ciclone por um escoamento perfeito incompressivel do
tipo vortice de Rankine.

a) Calcular I' impondo a continuidade da velocidade. Plotar v(r). Qual
é a forma das trajetérias do vento?

b) Desprezando a gravidade, obter p(r) e plotar esta fun¢ao. Calcular o
valor minimo da pressao no caso do furacao Catarina.

Solucgao:

a)Precisamos ter wR =T'/(27R) i.e. T = w2r R2.

v nao depende de t, de modo que trajetorias e linhas de corrente coninci-
dem e sao circulos.

b)Temos di/dt = 7-V)7 = (v/r0y)(v(r)p) = —v2/ri e dT/dt = —Vp/p =
—1/p0p/0rt. Integrando e usando p(00) = Patm bem como a continuidade de
p temos p(r) = pw?r? /24 pasm — pw’R? se 7 < R e p(r) = pw?R*/(2r*) 4 Patm
ser > R.

Usando v4; = v(R) = Rw = 160km/h obtemos pp, = p(r = 0) =
Patm — pw?R? ~ 10° — 1 x (160 10°/3600)% ~ 0, 98 10° N /m?.
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max

L
r

Figura 5.11: Velocidade do vértice de Rankine.

p min

Figura 5.12: Pressao do vortice de Rankine.
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5.1.3 Linhas e tubos de vdrtice

Analogamente a linha de corrente, podemos definir uma linha de vértice
ou vortex como sendo uma linha tangente a () em todos os pontos num dado
instante. Similarmente também sua equacao pode ser obtida com dl /ds = 0.
Por exemplo para a rotacao de corpo rigido @ = wré, as linhas de corrente sdo
cfrculos de raio r. Como €} = 2wz, as linhas de vortice sao linhas paralelas a
Oz.

Da mesma maneira que tubos de corrente, podemos também considerar
tubos de vortice formados de linhas de vértice.

<4

Figura 5.13: Tubo de vdrtice.

Aneis de fumacga sao as vezes produzidos por chaminés, volcanos, fuman-
tes. Este tipo de aneis também pode ser produzido no laboratdério como
mostrado na figura 5.14. Golfinhos e certas baleias sao capazes de produzir
aneis de ar. Pode-se encontrar varios filmes sobre isto na internet. O artigo
[1] apresenta uma explicagao interessante de como eles fazem, tipos de bolha,
fisica envovida.

Outro exemplo de tubo de vértice sao os tornados. A configuracao do
tubo é mostrada na figura 5.15.

5.1.4 Equacao de movimento para a vorticidade

Para um fluido incompressivel, usando

(T-V)T=(VX7) xT+-Vo? , (5.11)

1
2
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_____

'''''

Figura 5.14: Mecanismo para formacao de tubo de vortices: devido a visco-
sidade, a velocidade diminue nas bordas do jato saind da aberura, o que gera
um movimento de rotacao. Demostrcao. Uma garrafa pet é na metade e
esta extremidade é coberta por um pedago de bexiga. Em seguida introduz-
se fumuga com um bastao de incenso aceso. Finalmente bate-se na parte
coberta por bexiga para ver aneis escapando.

a equacao de Euler pode ser re-escrita

ov - - (v? p
il 7 X 0= — — 4= . 12
at+(V><v)><v V<2+p+gz> (5.12)

Aplicando V x a ambos lados, temos

—

?;Jrﬁx(ﬁxﬁ):o. (5.13)

Vemos que esta equacgao sé envolve €2 e v. Usando a igualidade

Vx(AxB)=(NV-B)A+ (B-V)A—(V-AB—-(A-V)B  (5.14)

podemos re-escrever 5.13 na forma de uma equagao de movimento para €2

—

s

=

ol

V)7, (5.15)
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7

Figura 5.15: Outro exemplo do tubo de vértice: um tornado.

5.2 Teorema da circulacao de Kelvin

5.2.1 Definicao da circulacao

Uma grandeza importante para caracterizar um escoamento é a circulagao
da velocidade. A circulagao I' ao longo de uma curva fechada orientada C' é
definido como:

F:]{ -dl (5.16)
C

onde ¥ é a velocidade do fluido e dl o elemento de linha ao longo de C,
orientado no sentido positivo do percurso, cf. fig. 5.16. Para calcular a
circulagao s6 importa a componente da velocidade ao longo do caminho.

Exemplo (5.5)
a) Calcular a circulagdo sobre um circulo centrado em O para um escoa-
mento com rotagao ao redor de O do tipo a) corpo rigido, b) redemoinho.

Solucao:

a) Temos U = wrd e dl = rdop. Assim Tupe = vr §.dod = vr [FTdo =
271w,

b) Temos v = %Qg edl = rdgp. Assim [epe = vr §.do = vr [Fdp =
2mvr = I'. Neste caso, a circulagao sobre qualquer circulo centrado em O
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S

Figura 5.16: Caminho C para o cédlculo da circulagao.

vale I qualquer que seja o raio do circulo.

Exemplo (5.6)
a) Calcular a circulagdo sobre o circuito ABCDA da figura 5.17 para um
escoamento com rotacao ao redor de O do tipo a) corpo rigido, b) redemoinho.

Figura 5.17: Caminho ABCDA.

Solucgao:

a) T'upcpa = $apcpa¥- dl. Como ¥ é perpendicular a AB e DC, a
contribucao destes trechos a integral é nula.

Tapcpa = — [pv(r)rdd + f(f%(r + or)(r + dr)dd = —wr?0f + w(r +
or)%60 = wol(2rdr + or?).
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b) similarmente Tapcpa = — [y v(r)rdd + [P v(r + 6r)(r + 6r)d =
I'/(27) (=66 + 66) = 0.

5.2.2 Enunciado do teorema de Kelvin

O enunciado do teorema pode ser dado da seguinte maneira: “Num fluido

perfeito,
dl'c

— =0 5.17
i (5.17)
onde C' é uma curva constituida sempre das mesmas particulas,
portanto acompanhando o movimento do fluido”. Em palavras: se

seguirmos as particulas que formam o circuito C, a circulagao I'¢ é sempre
a mesma. Isto vale se o fluido for de densidade uniforme (p = cste) ou
baromeétrico (p = p(p), cf. §4.1.3).

Demostramos este teorema. Num dado instante ¢,

o = f 7-dl. (5.18)
L

No instante ¢ + dt, o caminho C' se deslocou para uma nova posicao,
podendo se deformar.

Figura 5.18: Caminho formado de particulas em ¢ e t + dt.

Introduzemos uma parametrizacao s de C, de modo que [= f(s, t) Temos

ar d [ . - v - _d (dl
E‘%ﬁv'dl_ Ldt.dH]{Lv.ds(dt)ds (5.19)
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Usamos o fato que para fluido incompressivel ou barométrico, dv'/dt =
—(1/p)Vp — Vgz = —Vf. Em adigdo, commo o circuito é formado de
particulas de fluido, dl/dt = v. Temos

dr L . .

[ Gral 74 2 19)di 5.20

— == Vid+ § V()2 (5.20)
Ambos termos a direita sao nulos de modo que

dar
— = 0. 5.21

5.3 Teorema das linhas de vortice de Helmholtz

5.3.1 Definicao da intensidade de um tubo de vértice

Podemos relacionar a circulacao com a vorticidade usando o teorema de
Stokes!.
Consideramos Cs formado por particulas de fluido. Temos

I = U-df:/ﬁxﬁ-d’sz/ﬁ-cis (5.22)
Cs s s

A quantidade [ ()-dS é chamada intensidade do tubo de vortex, ela
coincide com a circulacao. Sabemos que ela nao muda com o tempo se
valem as condigoes onde o teorema de Kelvin se aplica.

5.3.2 Enunciado do teorema de Helmholtz

O teorema dé regras sobre o movimento de linhas de vértice.

(i) A intensidade de um tubo de vértice é constante ao longo do tubo.
Isto implica que os tubos de vértice sao fechados ou acabam nas fronteiras
do fluido.

(ii) Um tubo de vértice (ou linha de vértice) se movimenta com o fluido
i.e. sempre é formado das mesmas particulas.

Tsto nao pode ser feito no caso do redemoinho quando a circulacdo é calculada em
volta de um circulo centrado em O pois a velocidade e seu rotacional nao sao definidos em
r=0.
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(iii) A intensidade de um tubo de vdrtice se mantem constante durante o
movimento. Em particular um movimento inicialmente irrotacional perma-
nece irrotacional.

Para verificar o (i), basta observar que V- = 0 pois é a divergéncia de
um rotacional. Assim como vimos nas secoes 2.2.2 e 4.1.2, considerando um
pedago de tubo de vértice limitado pelas tampas A; e Ay, temos: [, QdS =

Ja, QdS (que se reduz a A1)y = As{)y para tampas transversais pequenas).
Tubos de vortice tem que ser fechados como num anel de fumaca ou ar, ou
acabar nas fronteiras do fluido como num tornado.

A demostracao do (ii) usa o teorema de Kelvin. Consideremos um pedago
de tubo de vértice e um circuito sobre o corpo do tubo. A circulacao ao
redor deste circuito é nula (Q 1.dS ). A medida que o fluido se movimenta, a
circulagao sobre este circuito ligado as particulas do fluido permanece nula i.e.
nao ha fluxo de vorticidade atraveés da superficie delimitada pelo circuito.
Isto vale para qualquer circuito da parede assim nao héa fluxo de vorticidade
para fora ou dentro das paredes do tubo. Um raciocinio similar pode ser
feito para um circuito sobre a tampa do tubo: a circulacao sobre este circuito
ligado as particulas do fluido permanece com o mesmo valor. O fluido que
forma o tubo de vértice (ou linha de vortice, que é o limite de un tubo muito
pequeno) continua dentro conforme o tempo passa. Se colorimos as particulas
de fluido formando um tubo de vorticidade, quando o fluido se desloca, estas
partilas com cor indicarao a nova posi¢ao do tubo. Quando observamos o
deslocamento de um anel de fumaca ou ar, testemonhamos isto (cf. exercicio
10).

O (iii) ja foi visto na §5.3.1.

5.3.3 Ligacao com a conservacao de momento angular

Nas demonstracoes acima, nao fizemos mencgao explicita da conservagao de
momento angular. Ela vem embutida na equacao de Euler, valida somente
para os fluidos perfeitos, e onde nao existe forca tangencial. Nesta secao
mostramos como usa-la explicitamente num caso particular (fluido perfeito
de densidade uniforme com rotagao de corpo rigido) para obter a parte (iii)
do teorema de Helmholtz.

Consideremos, num instante ¢, um pequeno cilindro de fluido de volume
como mostrado na figura 5.19 a esquerda.

Tomemos a base AS perpendicular a Q. Devido ao escoamento, este
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+
AS

¢ 1% t+At

1
A —

M~
5»:

Figura 5.19: No escoamento rotacional, um elemento do fluido incompressivel
gira com centro num ponto, conservando seu momento angular em relagao a
este ponto enquanto ele é transportado.

cilindro vai-se encontrar, no instante ¢t + A¢, num outro ponto (figura lado
direto) e, em geral, deformado porém conservando o volume pois p =const.
e a conservacao da massa implica em [AS = I'AS’.

Como o fluido é perfeito, nao ha nenhuma forca tangencial agindo sobre a
superficie do volume, nem torque externo, portanto o seu momento angular
deve permanecer constante (3 Top = dM /dt). Calculemos entdo o momento
angular no instante ¢ e depois em t+ At e igualemos entre si (supondo rotagao
de corpo rigido para fixar as ideias)

M = |/F>< pvdV| = pl /()Rr(wr)%rr dr = 27rwpl]z4 = wleQAQS (5.23)
no instante ¢.No instante ¢t + At, temos analogamente
M' = w’pl’R’zAzsl. (5.24)
Portanto, igualando M = M’ e, lembrando que [AS = 'AS’, segue
QAS = Q'AY, (5.25)

isto é, o movimento é tal que o produto da vorticidade e a area da secao reta
de um tubo de vortice, a intensidade, permanece constante.
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Em adicao, vemos que se o tubo fica mais alongado, ele tem que ser mais
estreito (para conservar a massa) e girar mais rapido (para satisfazer a eq.
5.25).

Exemplo (5.7)

Supor um fluido perfeito incompressivel com vorticidade () = Q2. Usando
a equacao (5.15) mostrar direitamente que o alongamento do tubo de vértice
leva a um aumento da vorticidade.

Solucao:

Na direcao z, a eq. (5.15) leva a
dQ) ov
e iy 2
dt 0z (5.26)

Se alongarmos na dire¢ao z um pedago de tubo de vértice, dv,/0z > 0, de
modo que d§2/dt > 0.
Este resultado pode ser generalizado facilmente para aneis cf. §5.3 da ref.

[2].

Para rever alguns dos assuntos deste capitula (e alguns novos) de maneira
intuitiva e lidica, recomendo a leitura de [3]. Para quem quiser se aprofundar
mais no assunto dos fluidos com vorticidade (em particular superfluidos),
sugiro a leitura do livro de Kambe [4].

5.4 Exercicios

1. Revisao sobre coordenadas cilindricas
Para calcular o gradiente, divergencia e rotacional em coordenadas ci-
lindricas, pode-se transformar 0/0x, 0/0y, 0/0z, Z, y, 2 en coordenadas
cilindricas, Um método alternativa mais rapido € usar o operador
V=g + 055+ 5 .
No céalculo das derivadas, precisa-se levar em conta:
9p/0d = ¢ e 0/0¢ = —p.a) Calcular V.
b) Calcular V - A.
¢) Calcular V x A.
L poopd
d) Verificar que se pode escrever V x A como % d/0p 0/0¢ 0/0z
A,  pAy A,
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2.

Um escoamento tem velocidade dada em coordenadas polares por v =
fr,t)o.
a) Calcular 1/2V? ¢ (V x 7) x .
b) Calcular a aceleracdo e interpretar os dois termos 97/t e (7 - V)7,

3. Revisao sobre coordenadas esféricas

Repetir o 1, usando V = f% + ngia% + é@%. No ¢), usar

7 r¢f r sin qﬁé
m a/or 0/d¢  0/00
A, 1A, rsingAy

4.

Determine as linhas de corrente e de vorticidade dos seguintes escoamen-
tos:
a) U= (—Cy,Cz,0) e
b) 0= (=Cy/r*, Cx/r*0) , P =x>+y* |
onde C' é uma constante. Calcule |¢] e comentar sobre o que representa a
constante C' nos dois casos.

5.

Considere um campo de velocicidade v = (ky, 0,0) com k constante.
a) Calcule a circulagdo ao redor de um circulo de raio R como uma integral
de linha.
b) Mesma pergunta mas usando uma integral de superficie.

6.

Considere um fluido incompressivel.
a) Para o escoamento de tipo redemoinho (velocidade o 1/7), num plano
horizontal, escreva uma equagao para dp/dr. Obtenha p como funcao de
r a partir desta equagao (supondo o fluido incompreesivel). Este resultado
obtido era esperado?
b) Repite o calculo para a rotacao de corpo rigido (velocidade o 7).

7.

Derive uma equacao do tipo de 5.13 no caso compressivel homentropico.

8.

Considere um circuito C de particulas de um fluido perfeito, dado pela
expressao seguinte em t=0

[= (Acos s, Asen s,0), 0<s < 2m.

Cada valor de s corresponde a uma particula de C'. Posteriormente C(t) e
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dado por
[ = (Acos s + Aat sen s, Asen s,0), 0<s < 2.

Calcular a velocidade ¥/(s, t) das particulas. Calcular a circulacao I'c(). Nesta
expressao, verifique que o integrado depedende de ¢ mas a integral nao de-
pedende de t. Isto lhe surpreende?

9.

Um tornado pode ser modelizado por um escoamento de velocidade V(t, T, Z) =
u(t,r, 2)F 4+ v(t,r, 2)$ + w(t,r, z)2 com vorticidade V x V = Q(t,r, 2) .

a) Mostrar que v e §2 s6 dependem de r e t e que Ju/0z = dw/0r.

b) Use a equacao da vorticidade para mostrar que u s6 depende de r e t e w
s6 depende de z e t.

¢) Para um fluido incompressivel, mostrar que du/dr = —0w/dz e calcular
u e w com os vinculos: u(r =0) =0, w(z=0)=0ew(z=H)=W.

d) No caso estacionario, calcular v(r) e (r). A solugado obtida para v e €2 é
razoavel para todos os valores de r?

10.

Na experiencia onde fumaca escapa de um recipiente com abertura cir-
cular, observa-se que os aneis de fumaca se deslocam e mantem sua forma
por algum tempo antes de se deformar e parar. O objetivo do exercicio é de
entender isto qualitativamente.

G

2b

Y C
a) Um anel de fumaga consiste de um tubo de vorticidade estreito en-
volto por um escoamento irrotacional e fechado sobre si mesmo. Assim

para entender seu movimento, consideremos um conjunto de dois redemoi-
nhos afastados de uma distancia 2b e com velocidades de rotacao opostas
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—

#(r) = £I'/(2nr)0. Mostrar que eles se deslocam como um conjunto com
velocidade U = T'/(4wb).

Para um tubo de voértices de segao reta circular de raio a, pode-se mostrar
(§3.4.3.4 de [6], §7.6.2 de [4]) que

r 8 1

47th (In a 4)

b) Tratando a fumaga num anel como um fluido incompressivel, explique
porqué que os aneis inicialmente se deslocam mantendo sua forma.

c¢) Devido & viscosidade a equagdo de movimento para vorticidade da
§5.1.4 se torna 9Q/0t + V x (Q x ¥) = (n/p)V2Q, onde 1 ¢ viscosidade
de cisalhamento (cf. Cap. VIII) e v = n/p. No caso de um redemoi-
nho e fluido incompressivel, isto se reduz? & equagao de difusdao: 90/t =
v(1/r)0(roS2/or)/0r. Verique que 0=z = ['/(4wvt)exp(—r?/(4vt)z é
solucao e calcule a velocidade correspondente. O que deve acontecer com o
anel conforme o tempo passa?

11.

Pode-se fazer uma analogia com o magnetismo para fluido incompressivel
com vorticidade. Ela é resumida na tabela abaixo?.

U =

Magnetismo Mec. Flu. (fluido incrompressivel)
V-B=0 V-i=0

V xB= ,uoj Vxi=0

Conhecendo j, podemos obter B? || Conhecendo ﬁ, podemos obter v7
Ampere: Ampére:

§B-dl = pol §7-dl =T

(c/I = J jdS) (/T = [ §3dS)

Biot-Savart: Biot-Savart:

dB = 219 dv = LT

B = [ 4edDXay 7= 4; U0 gy

a) Um voértice linear (ndo confundir com linha de vorticidade?) é um tubo
de vorticidade €2 contraido até ficar uma linha mantendo sua intensidade,

20 laplacionao de um vetor sera discutido no Cap. VIIL.

3Para uma demostracio sobre a lei de Biot-Savart para fluido e detalhes sobre as
condigoes de aplicabilidade ver §7.1.2 em [4].

4Se vocé pensa que é complicado, em inglés & pior: “line vortex” e “vortex
line” respetivamento.
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i.e. circulagao I'. Calcular a velocidade produzida por um vértice linear de
circulagao I' ao longo do eixo z de duas maneiras.

b) Calcular a velocidade a uma distancia z de um vortice circular i.e. vértice
linear de circulacao I' dobrado num circulo de raio a.
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5.6 Dicas e respostas

1. Se precisar, ver a §6 do capitulo 1 em [5]. Verifique suas respotas num
formulario confiavel.

2. a) (1/2)Vo2 = f(Of /0r)e. NV x T = (1/r)[0(rf)/0r)3. (V X T) x T =
—[f(8f)Or) + f2/r)F. b) di/dt = (07/0t) + (1/2)V? + (V X 0) x T =
(of/ 825)45 — (f/r?)7. O primeiro termo é a aceleragao tangencial e o segundo
a aceleracao radial para o movimento circular. Como alternativa, poderiamos
ter calculado diretamene @V e (7 V)7.

3. Eum pouco trabalhoso mas da para proceder como no 1. Se precisar,
ver as dicas para resolver o exercicio 8 do capitulo 1 em [5]. Verifique suas
respotas num formulario confiavel.

4. a) Resolvemos dz/v, = dy/v, & dx/y = dy/dx & 2% + y* = cste: as
linhas de correnet sio circulos. V x ¥ = 2C2. As linhas de vorticidade sao
retas paralelas ao eixo Oz. |¢] = C'r, i.e. 0 movimento é uma rotagao de
corpo rigido com velocidade angular C'.

b) Resolvemos dz /v, = dy/v, & —dz/y = dy/x < x? + y* = cste: as linhas
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de correnet sao circulos. V x @ = 0. Nao hd linhas de vorticidade. |#] = C/r,
i.e. o movimento é uma rotacao de tipo redemoinho. C' é relacionado com a
circulacio Lere = $.iy0 0 - dl = $(C/r)rdp = C2r.

5.

a) Tore = $¥ - dl = [ kyi - Rdpp = —kR> [ sen®¢dp = —kR2pi
onde usamos y = Rsen¢ e T = cos¢r — sengbq@.

D) Jyisee V X T+ dS = [F [2"(—k2)(rdrd¢2) = —kR*m = T4y como espe-
rado.

6

a) Temos 7 = I'/(27r)¢. Este escoamento é estaciondrio e de rotacional
nulo, o fluido é incompressivel, de modo que a equacao de Euler se reduz
a: dv/dt = (0- V)T = (1/2)Vo? = =V (p/p) < d(p/p + v2/2)/dr = 0 &
p/p + v?/2 = cste, i.e. obtemos um equagio do tipo “Bernouilli no espaco
todo” como esperado. Integrando e usando v(r = co) = 0, obtemos p(r) =
—pI'?/(8m%r? + p(o0).

b) Temos v = wr¢. Este escoamento é estacionario e de rotacional NAO
nulo, o fluido ¢ incompressivel. Temos (7 - V)7 = rw(1/r)d(rwd)/d¢ =
—rw?f. A equacao de Euler se reduz a: dp/dr = rw?p. Obtemos p(r) =
(1/2)r*w?p + p(0). Nao é do tipo “Bernouilli no espago todo”, o que nao
precisa ser o caso ja que o escoamento nao é irrotacional.

7 A derivagao é bastante similar a da §5.1.4. Com dw = dp/p para
escoamento homentropico, a equacao de Euler pode ser re-escrita 0v/0t +
(V x 7)) x 0 = =V(02/2 4+ w + gz). Aplicando Vx a ambos lados, temos
9Q/0t + V x (Q x ©) = 0. O segundo termo pode ser re-escrito e obtemos
dQ/dt = —(V - 9)Q + (- V)¥. Usando a equagio de continuidade para p
vem d($3/p)/dt = (1/p)(€ - V)7

8 7 = (l/dt);s = (Aasens,0,0). Loy = §0-dl = §7 - (91/9s)ds =
2T(Aasen si)(—Asen s + Aatcos s)ids = —aA?r. A circulagio nao pode
depender de t para um circuito formado sempre pelas mesmas particulas.
Observar que o circuito é um circilo que se deforma com o tempo.

9a)Q=VxV = (=0v/02)F + (0u)dz — Ow/dr)¢ + (1/r)[8(rv)/Or)
sé tem componente na dire¢cao z de modo que v(t,r, z) = v(t,r), Ou/dz =
ow/or, Q(t,r,z) = (1/r)[0(rv)/0r) = Q(t,r).

b) (9§/0t)+(V-V)Q = ((-V)V. Isto implica (9Q/0t)2+(ud/d 1) (Qt,r)2) =
(Q8/0 2)(uf +vp+wz) de modo que (8Q/dt+ (ud/dT)(Qt,r) = QOw/d 2),
u(t,r,z) = u(t,r), w(t,r, z) = w(t, z) (usamos du/0z = dw/0r).

) V-V =0 = (1/r)(0ru/or) = —(0w/dz) = K. Obtemos u =
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(=W/2H)r e w = (W/H)z.

d) Usando o b), temos u0Q/0r = Q0w/dz. Usando o c), obtemos € =
C/r?. Usando o a), temos Q2 = (1/r)[0(rv)/dr] e obtemos v = C'lnr/r+k/r.
Ambos Q2 e v divergem para r — 0.

10 a) Um dado redemoinho induz um escoamento de velocidade I'/(47b)
na posicao (temporéria do outro). Como resultado o conjunto se desloca com
velocidade I'/(47b) para a direita.

b) Isto é resultado do teorema de Helmholtz: se colori-mos as particulas
de fluido sobre um tubo de vorticidade (o que a fumaga faz), elas se deslocam
com o fluido marcando a nova posicao do tubo e a intensidade do tubo de
vorticidade 2 AS se mantém constante no movimento.

¢) 0Q/0t = —QJt + r2/(4wt)Q = v(1/r)0rdQ/or)/or. NV x T = Q2
< J(rv)/0r = Qr. Integrando e usando v(r,t = 0) = I'/(27r) temos v =
I'/(27r)[1 — exp(—r?/(4vt))]. Para r grandes, precisamente r >> v/4vt, a
velocidade e vorticidade nao sao afeitadas. Para r pequenos, r << V/4ut, a
velocidade ¢ linear em r i.e. um movimento de corpo rigido: v = I'/(87vt)]r,
o movimento nao é mais irrotacional mas {2 — 0 para t — co. Similarmente
para o anel de fumaga, a vorticidade difusa para fora da regiao r ~ 0.

11 a) A derivacao se faz como para calcular o campo magnético de um
fio reto infinito de corrente I ao longo de Oz usando a lei de Ampere como no
exemplo 5.7 de [7]. Substituindo po/ por I, obtem-se 7 = I'/(27r)$. Pode-
se ver que o vortice linear é um redemoinho extendido em 3 dimensoes. A
derivacao pode ser feita também com a lei de Biot-Savart como no exemplo
5.5 de [7].

b) A derivacao pode ser feita também com a lei de Biot-Savart como no
exemplo 5.6 de [7]. Obtem-se 7 = (I'/2)a?/(a® + 2%)3/%2.
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Capitulo 6

ONDAS COMO
MOVIMENTOS POTENCIAIS

No capitulo anterior, estudamos movimentos rotacionais e irrotacionais. Neste
capltulo aprofundamos o caso 1rr0ta(310na1 Consideremos um fluido com
V x¥=0. Na eletrostatica vemos que VxE=0 implica que podemos es-

crever £ = V(b, com ¢ = potencial eletrostatico. Similarmente na mecanica
dos fluidos, podemos introduzir uma funcao escalar ¢ tal que
7=V (6.1)

Por esta razao, o movimento irrotacional é também chamado de
movimento potencial. A vantagem deste tipo de movimento é que o estudo
de um campo escalar é em geral mais simples do que o estudo de um campo
vetorial.

6.1 Exemplos de critérios para a existéncia
de movimentos potenciais

Nesta secao discutimos casos onde o movimento pode ser considerado poten-
cial.

6.1.1 Passagem por um obstaculo

Conforme vimos na capitulo anterior, se um fluido perfeito estiver inicial-
mente em movimento potencial, ele continuard assim para sempre. Na rea-

139
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lidade nenhum fluido é rigorosamente perfeito. Quando um fluido passa por
um obstaculo, a viscosidade e o atrito com o obstaculo provocam o apareci-
mento de turbilhoes atrds dele como veremos no Cap.VIII. Mas excetuando
a regiao muito préxima ou atras do obstaculo, o movimento é aproximada-
mente potencial.

6.1.2 Movimento de oscilagao num fluido

A ideia neste caso é observar que em certas condigoes V x ¥ pode ser muito
menor que os outros termos da equacao de Euler e assim desprezado.

Consideremos um objeto de dimensao caracteristica ~ [, mergulhado num
fluido e executando um movimento de oscilagao de amplitude a << [ com
velocidade ~ wu.

Figura 6.1: Amplitude de oscilagdo de um objeto.

Desprezando o termo da interacao gravitacional e supondo que o movi-
mento seja homentrépico (onde dw = dp/p)*, a equacao de Euler se escreve

%,
ot

Vamos fazer uma estimativa da ordem de grandeza dos termos que contém

(7- V)7 = —Vuw. (6.2)

v.

1A demonstracio pode ser feita em outros casos: fluido de densidade constante, fluido
bariotrépico.
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Esperamos que a velocidade do fluido v seja da ordem de u e que ela varie
sobre distancias ~ [. Portanto,

u2

uaﬁmwja (6.3)

Por outro lado, o tempo caracteristico para mudancas é o periodo de
oscilagao 7, i.e. deve ser da ordem de a/u. Assim,

u2

~ (6.4)

v
at

Comparando os dois termos e levando em conta que a << [, temos

>>|(7- V)7 . (6.5)

Portanto, podemos desprezar o termo (v - V)u em comparagao a 0v/0t
na equagao de Euler. Temos, entao,

ov -

Calculando o rotacional do 1° e do 2° membros desta equacao, vem

;me:o (6.7)
de modo que
V X ¥ =~ const. (6.8)

Fazendo a média no tempo, (V X #) = const = V X Zv} = 0 (para um
movimento oscilatério < ¢ >= 0). Portanto, VXxo~0.

Assim, o movimento de um fluido perfeito com um objeto oscilando imerso
com a << [ é aproximadamente irrotacional.

6.1.3 Outros exemplos

A seguir veremos que as ondas do mar e as ondas sonoras também podem
ser consideradas movimentos potenciais.



142 CAPITULO 6. ONDAS COMO MOVIMENTOS POTENCIAIS

6.2 Potencial ¢

6.2.1 Equacoes para o potencial

Vamos obter agora duas equagoes para o potencial de velocidade ¢.
Consideremos inicialmente a equagao de Euler

=

o7 Vp

— 4 (0-V)i=—"+7 6.9

G+ ==L 4 (6.9
e usemos | .

(7- V)T = 56772 + (VX0 xT= 56172 (6.10)

Vamos também supor o movimento homentrépico de modo que? ﬁp/ p= Vuw
e escrever § = —V(gz) . Temos, entao,

o =[v?

— V[ } =0. 6.11

BT + 5 +w+ gz (6.11)

Substituindo v = ﬁqﬁ temos

=100 (Vo) }
v =0. 12
v[8t+ 5 +w+gz| =0 (6.12)
Esta equacao pode ser integrada dando
9o (Vo)
((;f—i— ( 2¢) +w+ gz = f(t). (6.13)

E a forma da equacao de Euler para ¢.

A fungao f(t) que aparece no 2° membro é uma funcao arbitréaria de ¢ e
pode ser escolhida igual a 0. Suponhamos que temos achado a solucao ¢ de
(6.13). Consideremos

7 t / /
o=o+ [ f)ar. (6.14)
Temos v = ﬁgz; de modo que ¢ satisfaz uma equacio do tipo (6.13)
9 (Vo)?
£+( 2¢) +w+ gz = f(t) (6.15)

2De novo, podemos fazer esta derivacdo no caso de fluido de densidade constante ou
bariotrépico.
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Substituindo por (6.14) obtemos

96 (Vo)
o T

+w+gz=0 (6.16)

que é a equagao de Euler/Bernoulli generalizada para escoamento irrotacional
homentropico, nossa primeira equagao.

Haviamos visto que, para um movimento estacionario homentrépico ir-
rotacional, o teorema de Bernoulli % + w + gz = cte num filete podia ser
generalizado para % +w+gz = cte. Este resultado segue também da equagao
(6.13), pois para um fluxo estaciondrio, podemos escolher ¢ independente de
t e f(t) = cte. Nesse sentido, a nova equagao (6.16) é uma generalizagao

ainda maior do teorema de Bernoulli, valendo no caso nao-estacionario.

Vamos agora obter a outra equacao para ¢. Substituindo v = ﬁgb na
equacao de continuidade, temos

a — —
a—f LV (pVe) =0 (6.17)
que ¢é a equacao da continuidade para escoamento irrotacional.
Para um movimento homentrépico p(p,s) = p(p). Portanto as duas

equagoes acima podem ser consideradas como equagoes acopladas para as
incégnitas® ¢ e p.

6.2.2 Condicoes de contorno para ¢
Sobre as paredes de um obstaculo (em repouso), devemos ter
v-n=20 (6.18)

ou, em termos de ¢, e decompondo ﬁgf) em parte paralela a 77 e parte per-
pendicular a 7
dp

on

onde a derivada é calculada na direcao da normal a superficie.

0 (6.19)

No caso em que a parede esta em movimento, condi¢oes similares devem
ser satisfeitas em relacao ao referencial de repouso da parede.

3Isto também é o caso para um fluido de densidade uniforme ou bariotrépico.
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6.2.3 Caso particular de um fluido com p = cte

No caso de movimento potencial de um fluido com p = cte temos*:
v-o=0, (6.20)
V xv=0.

Uma vez obtida ¥, usamos a equagao de Euler para obter p.
Este sistema de equacgoes é exatamente o mesmo encontrado na ele-
trostatica no vacuo

v-E=0, (6.21)
V x E=0.

ou na magnetostatica no vacuo
v-B=0, (6.22)
VxB=0

Portanto, podemos usar os mesmos métodos usados l& para resolver os pro-
blemas de movimentos irrotacionais de um fluido incompressivel.

Em particular, podemos introduzir a fungao potencial, cuja existéncia é
garantida pela segunda das equacgoes 6.20, e substituir na primeira, obtendo
a equacao de Laplace

V2 = 0. (6.23)

6.3 Ondas do mar

Esta secao apresenta um exemplo de aplicagao das ideias desenvolvidas na
secao anterior.

6.3.1 Os tipos de onda de superficie

A superficie livre de um liquido em equilibrio no campo de gravitacao terres-
tre é plana. As ondas se propagando nesta superficie podem ser classificadas
segundo o mecanismo que as gerou, a for¢ca que tende a atenud-las e seu
periodo.

4Mais geralmente poderiamos supor simplesmente V-i=0o0 que ¢é equivalente a
dp/dt = 0 (devido & equagdo de continuidade).
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Por exemplo:

e As menores ondas (ex. ondinhas num pogo), com comprimento nao
maior do que uns centimetros, tem periodo menor que uns décimos de
segundo. Elas sao geradas por un pequeno sopro de vento e como sao
pequenas, a tensao superficial atua como forca restauradora principal.
Sao chamadas ondas capilares.

e As ondas mais comuns, as ondas de gravidade, tem periodo entre 1
e 30 s. Elas sao geradas pela acao do vento soprando na superficie
da dgua (energia e momento sao transferidos pelo vento a dgua) e sao
restauradas pela gravidade.

e Ondas com periodo maior que 5 minutos tem comprimento de onda
grande. Elas sao geradas por intensos temporais e terremotos. Sao
restauradas pela gravidade.

e As ondas de maré com periodo de 12 ou 24 horas tem grande com-
primento de onda. Elas sao geradas pela acao do Sol e da Lua, sao
restauradas pela gravidade e a forga de Coriolis.

Neste capitulo, estudaremos as ondas de gravidade.

6.3.2 As ondas do mar como exemplo de movimento
potencial

Vamos considerar ondas cuja amplitude do movimento é muito menor do que
o comprimento de onda:
a << A\ (6.24)

Vamos mostrar que na equacao de Euler [07/8t| >> |(7- V)7]. A ordem
de grandeza do termo (' - 6)17 pode ser estimada como segue. Durante o
periodo 7 de oscilacao de uma particula de fluido, ela percorre um trajeto da
ordem de a de modo que sua velocidade é em ordem de grandeza v ~ a/7.
Esta velocidade varia substancialmente (por exemplo ela pode se inverter)
sobre distancias da ordem do comprimento de onda, de modo que

Vol ~ 5 ~ i(f_) , (6.25)
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- - 1 2
(@ V)| ~ v|Vo| ~ X(%) . (6.26)
(De fato os dois termos |[V2/2| e |(V x ) x §] sdo de ordem 1/ (a/7)2).
A velocidade varia substancialmente para tempos da ordem do periodo de
modo que
ov
ot

Levando em conta (6.24), vemos que

v a

(T V)5 <<

9%
-~ ‘ (6.28)

Podemos, portanto, aproximar a equacao de Euler por

v Vp
- _ Yz 6.29
o PR (6.29)

Raciocinando como na secao 6.1, obtemos V x 7 ~ 0 Assim o movimento das
ondas do mar com a << A pode ser tratado como potencial.

Para movimento potencial com p = const., ¢ satisfaz uma equagao de
Laplace portanto,

V3¢ = 0. (6.30)

Isto é nossa 2% equacao. A velocidade v é obtida resolvendo esta equacao.

6.3.3 Condicao de contorno na superficie

Para resolver a equac@o (6.30), precisamos estabelecer as condigoes de con-
torno. Para simplificar a discussao, consideremos uma superficie ilimitada
nas direcoes x e y, um movimento independente de y, e uma profundidade in-
finita. Outros casos como ondas no caso de profundidade finita e ondas num
fluido limitado por um recipiente sao tratados nos exercicios. Na superficie
livre, a pressao é constante e igual a pressao atmosférica.

Da equagao de Euler (6.29), vem

oNo  Vp o
o, V(gz) (6.31)
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e portanto,

7+E+gz: . (6.32)
(J& vimos que a funcdo arbitréria f(¢) que deveria aparecer a direita pode
ser tomada igual a 0).

Chamamos de ((z;t) a altura da superficie em relacdo a posicao de
equilibrio z = 0 como mostrado na figura 6.2.

¢(z,t)

/
\
\

Figura 6.2: Movimento da superficie do mar em relacao a posicao de
equilibrio z = 0.

Temos, para a superficie,

09
Po=—pg¢ — p; (6.33)
0 ot 2=C
ou redefinindo o potencial ¢ — ¢ — %t o que nao altera v
o¢
— =0. 6.34
90+ 5] _ (6.34)
Lembrando que v, = 0¢/0z , temos®
o¢ d¢
a ~ UZ|Z:C = & = (635)

5A relacdo nao é exata pois se ¢ varia, a dgua tem velocidade com componentes nas
diregoes = e z. Temos na superficie z — {(x;t) = 0 de modo que d/dt(z — ((z;t)) = 0.
Usando d/dt = 8/0t+ 7 -V e ¥ = (u,0,w) temos w — /0t — ud(/0x = 0. Como para
pequena amplitude, devemos ter v pequena, chegamos a w = 0¢/9z|,=¢ ~ 0(/0t.
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Derivando a pentltima equacao em relacao ao tempo e usando a tltima,

vem 96 10%
—_ +-—— =0. 6.36
(82’ g ot? > 2=C (6.36)
Como ( é muito pequeno, por hipétese, podemos ainda aproximar
op 1%
— +-—— =0. 6.37
<8z+gat2>z—o (6:37)

Esta equacao representa a condi¢ao de contorno na superficie livre e constitui,
juntamente com a equacao de Laplace e uma equagao de contorno no fundo,
0¢ /0% fundo = 0, 0 sistema de equacoes que determinam o movimento numa
onda de gravidade.

6.3.4 Calculo do potencial e de v para aguas profundas

Vamos supor que haja uma onda plana propagando-se na direcao Ox e pro-
curamos uma solucao da forma

o(x,y, z;t) = cos(kx — wt) f(2) . (6.38)
Substituindo ¢ na equacao de Laplace, vem
d*f ()
2 _
—k* f(2) + R 0, (6.39)

que pode ser facilmente integrada e d&a
f(z) = Ae** 4 Be* . (6.40)

Como queremos que v, = 0¢/0z seja finito para z — —oo, segue que B = 0,
isto é
o(z,y,z;t) = A cos(kx — wt) ek (6.41)

Substituindo agora este ¢ na equacao para a superficie (6.37), temos

w=/gk. (6.42)

A menos da amplitude A, o potencial ¢ estd agora completamente determi-
nado. A onda que nos vemos é dada por

¢~ —(1/9)0¢/0t|.—0 = —(Aw/g)sen (kx — wt) ~ —asen (kx — wt)
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A quantidade fisica é a e A = aw/k.
A velocidade é dada por V.

Uy = gi = —Ake"sen (kx —wt) |
0
?}y = 8? = 0 s (643)
_ 8¢ _ kz
V=g = Ake™ cos(kx — wt) .

Podemos usar estas equagoes para obter as trajetorias das particulas de
fluido.

6.3.5 Trajetoria de uma particula do fluido para aguas
profundas

Ja que o movimento ¢é independente de y para a onda que estamos consi-
derando, vamos designar com (X(t), Z(t)) as coordenadas de uma particula
do fluido. Neste caso, (Xo, Zy) correspondem as coordenadas da mesma
particula em equilibrio. Escrevemos X (t) = Xo + 0X e Z(t) = Zy + 02
com X e §Z pequenos. Inserimos estas expressoes em (6.43) e conser-
vemos os termos dominantes (exp(kZ) = exp(kZy)exp(kdZ) ~ exp(kZy),
sen (kX — wt) = sen (kXy — wt)cos(kdX) — cos(kXy — wt)sen (k6 X) ~
sen (kXy — wt), etc)

dX
e —Ake"osen (kX — wt)
: Zt (6.44)
— = Ake" cos(kXy — wt) .
dt
Integrando estas equacgoes, temos
Ak
X = Xog— — " cos(kXy — wt) ,
« (6.45)

Ak
Z = Zy — —ePsen (kKXo — wt) .
w

Observamos que uma particula de fluido percorre um circulo de
raio Ak/we*? ao redor de sua posigao de equilibrio (Xj, Z;), o raio
decresce exponencialmente com a profundidade (Z, < 0). A veloci-
dade de particula de fluido (dX/dt,dZ/dt) tem médulo Ak e*#0. Vemos que
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devido ao fator exponencial (com z negativo), o efeito da onda se faz sentir
s6 até uma profundidade da ordem do comprimento de onda A (k = 27/\).
Isto pode ser percebido por quem mergulha por exemplo com garrafa de ar:
o mergulhador pode ficar enjoado na superficie e se sentir muito melhor no
fundo.

A figura 6.3 ilustra os movimentos de particulas de fluido. A parte es-
querda é obtida com t = 0 e Zy = 0. Neste caso dX/dt = —Aksen (kX,),dZ/t =
Ak cos(kXy), X = Xy — (Ak/w) cos(kXy), Z = —(Ak/w)sen (kX,). A parte
direita corresponde a uma particula de fluido com posi¢ao de equilibrio Xy =
0,Zy = 0, observada em ¢t = 0,7/(2w), 7/(w),37/(2w) e usando dX/dt =
Aksen (wt),dZ/t = Ak cos(wt), X = —(Ak/w) cos(wt), Z = (Ak/w)sen (wt).

Figura 6.3: “Foto” da onda num momento dado e trajetéria circular de uma
particula de fluido. As setas representam a velocidade.

Como exemplos praticos, podemos observar que objetos na superficie do
mar descrevem circulos com o balango do mar (cf. figura 6.4). Além disto,
para uma onda se aproximando da praia, podemos sentir, nas cristas, uma
velocidade que nos leva para a praia, e nos cavados, uma velocidade que nos
afastas da praia. Isto pode ser aproveitado para avancar contra a proxima
onda.



6.3. ONDAS DO MAR 151

A

{ ‘sz":

Figura 6.4: “Fotos” de um barquinho de papel sobre o mar em véarios ins-
tantes. (Isto é o efeito dominante mas existem outros [6.2].)

6.3.6 Velocidade de fase e velocidade de grupo para
aguas profundas

O deslocamento com o tempo de um ponto de fase constante kz — wt (ex.
crista) se faz com velocidade dz/dt = w/k = vy.
Da relagao (6.42), podemos calcular

vf = \/g (6.46)

A relagao (6.46) mostra que as ondas de gravidade apresentam dispersao,
isto é, a velocidade de fase depende do comprimento de onda A (k = 27 /)).
As ondas de maiores )\ sao as mais rapidas. A existéncia da dispersao
pode ser observada na pratica, jogando-se uma pedra numa lagoa num dia
sem ventos. Quando a pedra cai, ondas de varios A sao geradas, mas elas se
organizam rapidamente e as de maior A ( e vy) sdo as mais externas.
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As ondas criadas tem vérios A e podem se combinar em pacotes. (As
vezes no mar, observamos uma série de ondas com cristas altas, seguida
por um “calmo” e de novo uma série de ondas com cristas altas.) Quando
combinamos 2 ondas na superficie com k 4+ dk e w + dw, obtemos ((z,t) =
2asen (kx — wt) cos(dkx — dwt). O segundo termo a direita, em cosseno, é o
envelope do pacote e viaja com velocidade dw/d0k ~ dw/dk que nao precisa
coincidir com vy.

Figura 6.5: Pacote de onda

De fato a velocidade de grupo é

dw 1 [g vy
= — =4/ =—. 4
Tk 2\/; 2 (6.47)

Como as ondas individuais tem velocidade vy maior do que a do pacote, elas
parecem nascer atras e atravessa-lo.

Pode-se mostrar que v, ¢ a velocidade de deslocamento da energia, tendo
assim uma importancia fisica grande (cf. exercicio 3).

Exemplo (6.1)

No mar (e mesmo perto da costa desde que A << h com h profundidade),
contando o tempo entre duas cristas sucessivas 7, podemos obter o compri-
mento de onda e a velocidade de fase. Como?

Suponha que encontrou um periodo 7 = 1s, quais sao o comprimento de
onda e velocidade de fase?
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Solucgao:
A partir da equagao (6.42) temos

A\ =27/k = 2ng/w® = [g/(27)]7* ~ 1.67%. (6.48)

Usando (6.42) em (6.46)

vp = \/9/7 =g/w=g/2m)T ~ 1.67 (6.49)

Assim, se observamos ondas de periodo 7 = 1 s, seu comprimento de onda é
1,6 m e velocidade 1,6 m/s.

Exemplo (6.2)

No mar ou perto de um litoral, a chegada de ondas de grandes 7 (i.e.
A) seguidas por ondas de 7 (i.e. ) cada vez menor assinala a vinda de um
temporal. Se no mar uma tempestade gerar ondas de periodo 30 s a uma
distancia de 4000 km do litoral, quando serd sentido seu efeito?

Solucgao:

A velocidade de fase para 7 =30 s é vy ~ 48 m/s = 173 km/h, as ondas
com esta velocidade de fase podem viajar 4000 km em 24 horas. Como a
velocidade de grupo é v, = 86 km/h, os efeitos devastadores do temporal
demoram mais para atingir o litoral.

6.3.7 Ondas em aguas pouco fundas

Consideremos agora o caso onde A > h com h a profundidade mas ainda
a << A (para ter um movimento potencial). Este caso é bastante parecido
com o anterior como vemos no (importante) exercicio 1. As trajetdrias sao
elipticas e as velocidades de fase e de grupo coincidem (de modo que uma
onda pode se propagar sem dispersao). Precisamente

vF =, =1/gh (6.50)

Experiéncias em canais mostram que esta relacao é bem obedecida.
Em consequéncia desta relagao, ao se aproximar da praia, varias coisas
acontecem:
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e A velocidade vy de uma onda diminui pois A diminui.

e Como o periodo ndo muda e vy = wA/(27) diminui, o comprimento de
onda diminui.

e Como a velocidade diminui, a energia cinética decresce e a energia
potencial aumenta para manter a energia transportada pela onda cons-
tante. Esta energia é proporcional a A X a® com a a amplitude da onda
(cf. exercicio 3). Assim a tem que aumentar ja que A decresce. (Este
aumento de a é o que torna os tsunamis perigosos cf. exercicio 5).

Exemplo (6.3)

Porqué as ondas chegando numa praia (com inclina¢ao gradual) parecem
sempre ter suas cristas paralelas a praia?

Solucao:

A parte da linha de crista mais perto da praia tem sua velocidade reduzida
mais cedo, assim o fundo raso provoca uma refracao da onda do mar parecido
com a mudanca de dire¢ao da luz ao atravessar um meio (de indice de refragao
diferente).

Linhas de
Fundo h constante

Figura 6.6: A foto do litoral de Gravatd, ao Norte de Itajai),SC, extraida
de Google Earth (30/04/2019), mostra o efeito do fundo (exemplo 6.3) e de
obstaculos (exercicio 6) sobre as ondas do mar.
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6.4 Ondas sonoras

Pode-se usar também o método de potencial para estudar ondas sonoras.

6.4.1 Equacoes a satisfazer

O som é uma perturbacao da pressao que se desloca via uma onda com
uma certa velocidade (ver mais adiante). A seguir consideremos pequenas
perturbacgoes se propagando numa regiao uniforme de ar inicialmente em
repouso. Se a perturbacgao for uma oscilacao de pequena amplitude, a velo-
cidade do fluido deve ser pequena e raciocinando como na se¢ao anterior, o
termo em (¥ - 6)27 na equagao de Euler pode ser desprezado.

Vamos partir da equacao de Euler e da equacgao de continuidade

o %
ot p’ 51
@+ﬁ-(*)—o oo
at IOU - )

onde o termo (¢ - V)t foi desprezado e o termo § nao é importante. Ao
contrario do caso das ondas de gravidade, neste problema nao podemos to-
mar p = cte. Entretanto, como estamos considerando pequenas oscilagoes,
podemos introduzir uma outra aproximacao que simplifica o problema. Te-
mos que no equilibrio

<U>=0 <p>=py e <p>=py . (6.52)
Entao p e p podem ser expressas como

p=po+Ap , Ap<<py ,

p=po+Lp , Ap<<py |, (6.53)
v pequena.
de modo que

Vp - V(Ap)

p po

dp  A(Ap) (6.54)

o ot

V- (pt) = poV - U+ V- (Ap¥) =~ pV - ¥
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Com esta aproximacao, as equagoes (6.51) se reduzem a

o7 V(Ap)
a — po (6.55)
d(Ap) =

ot + pOV =0 .

Ainda com o mesmo raciocinio da secao anterior, o movimento é irrota-
cional e podemos introduzir um potencial ¢ tal que v = ﬁqzﬁ. Em seguida,
vamos relacionar Ap com Ap, considerando que As = 0 (no caso contrério,
haverd dissipacdo de energia e, em consequéncia, amortecimento da onda).
Considerando p = p(p, s),

Ap = (%)SA'O . (6.56)
Portanto (6.55) se re-escrevem:
0 A
v( ((;f +=2) =0,
P (6.57)
9(Ap) +(3p> $26 = 0
ot op /s '
A
A primeira equagao leva a Gagb + il = f(t) = 0 de modo que
Po
9¢
Ap = —pg— . 6.58
P=—po, (6.58)
Substituindo na segunda equagao, obtemos a equacao de onda
1 0%¢
2 _— —— =
\Y% 2 o 0, (6.59)
com a velocidade de propagacao
Jp
co = — : 6.60
0 ( dp )s (6.60)

Vemos, portanto, que as pequenas oscilacoes se propagam como ondas
de velocidade ¢q. Esta velocidade é pequena se (0p/dp)s for pequeno, ou
(0p/0p)s grande.
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Exemplo (6.4)

Qual é a velocidade de propagacao do som no ar?

Solucgao:
Supomos um processo adiabatico de modo que p = p?, e T' = 20° C assim

r B e

Susbstituindo v = 1, 4; = 0,029kg; R = 8.834J/mol K, obtém-se
co ~ 350m/s.

Exemplo (6.5)
Qual é velocidade de propagacao do som num fluido com p = cte

~ 0 : :
Solucgao: Neste caso (a—p) — 0 ecy — oo. O fluido sendo incapaz de se
p S

comprimir, qualquer perturbacao é transmitida instantaneamente a pontos
distantes (como num sélido).

Da equagao para ¢, podemos obter uma para v, aplicando o operador \Y,
a (6.59)
1 0*v B

v 6.62
Vo — 2 ot (6.62)
Como Ap = —py(0¢/0t) e p = py + Ap, derivando (6.59) em relagao ao
tempo, vem

1 0%
p— S = 6.63
VP c2 ot2 0 ( )

e, como Ap = (9p/0p)sAp e p = py+ Ap,

2y L =0. 6.64
Ve ct ot? (6.64)

Isto é, todas as grandezas satisfazem a mesma equacao das ondas.
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6.4.2 Ondas planas

Vamos estudar, em particular, movimentos que dependem de uma variavel
espacial so:

P 10%
A solugao geral desta equagao é
¢ = fi(x —cot) + fa(x + cot) (6.66)

onde f; e fy sao fungoes arbitrarias, representando ondas se propagando no
sentido positivo de z e no negativo, respectivamente. Consideremos, por
exemplo, o primeiro termo

Calculemos v = 6925. Como ¢ depende somente de x e t,
96
v=5-1 (6.68)
ou
Uy = 0¢
x % )
v, =0 (6.69)
v, =0,

isto é, a onda sonora é longitudinal.

6.4.3 Aplicagcao a instrumentos de sopro

Alguns aspectos simples destes podem ser descritos com nosso enfoque. Como
modelo, consideramos o movimento de uma coluna de ar unidimensional com
extremidadesem x =0e z = [.
(i) Flauta transversal

Consideramos que é um tubo aberto nas duas extremidades entao ali a
pressao tem que ser a pressao atmosférica. As equacgoes a satisfazer sao

Py 10%

ox? o2 (6.70)

Ap:—poaaf:()em r=0ex=1
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Pode-se verificar que as solugoes sao do tipo

nmwT nmwcot

¢n = Apsen ( l ) cos( z + ay) (6.71)

i.e. ondas estacionérias com k, = nmw/l. Como w, = k,co e f, = w,/(27)

fn = con/(20) (6.72)

Vemos que o modo fundamental ocorre para n = 1 com f; = ¢y/(20). O
estado de n = 2 (obtido com o mesmo comprimento da coluna [ i.e. sem
mexer os dedos nos buracos mas um sopro um pouco diferente) tem fo = 2f;
i.e. fica uma oitava acima. Lembramos que as notas da escala cromatica sao
espagadas em frequéncia assim:

Nota dé ré mi fa sol 14 si dé
frota/ fao | 11,1225 12600 1,3348 1,4983 1,6818 1,8877 2

A nota 14 de referéncia usual tem frequéncia 440 Hz.

As notas de frequéncias intermediarias entre f; e fy sao obtidas mudando
[ (o que seria abrindo/fechando buracos numa flauta usual).

Exemplo (6.6)
Calcular por exemplo o comprimento da uma flauta transversal de nota mais
baixa do.

Solucgao:
Encontramos primeiro a frequéncia deste dé: f; = 440/1.6818 Hz.
Usando f; = ¢y/(2l) segue entdo | = 66,3 cm o que é basicamente o
comprimento de uma flauta transversal real. (Na prética, ndo é extamente
o comprimento inteiro da flauta que importa e ha pequenas correcoes de
extremidades a fazer [6.3,6.4].)

(i1) Clarineta

Outro instrumento que pode ser tratado de maneira similar a flauta ¢ a
clarineta. A diferenca é que podemos considerar que ela tem uma extremi-
dade fechada na parte da boca.
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As equagoes a satisfazer sao

o _10% _
dx? 3 ot?

99
Ap=—py— =0em x =1
ot
o
= 5 em T =

Pode-se verificar que as solugoes sao do tipo

b = M, cos(<2n —;ll)m:) COS((Qn +2})7rcgt +B)

i.e. ondas estacionérias com k, = (2n + 1)7/(2l), dai

fo=co(2n+1)/(4])

(6.73)

(6.74)

(6.75)

Vemos que o modo fundamental ocorre para n = 0 com fy = ¢o/(4l). O

estado de n =1 tem f; = 3f; i.e. nao fica uma oitava acima.

Exemplo (6.7)

Calcular por exemplo o comprimento de uma clarineta em si bemol que tem
como fundamental a nota ré de frequéncia 146,8 Hz (uma otava abaixo do ré

da tabela).

Solugao: Temos fy = 146,8 Hz = ¢/ (41) Isto da | = 59 cm, também perto
do valor real (e com as mesmas ressalvas do que para a flauta). O primeiro

harmonico fica em 3fy = 440 Hz, i.e. é o 1a.
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6.5 Exercicios

1. Ondas em aguas rasas

Considere uma onda plana de frequéncia angular w sobre a superficie de um
lago cuja profundidade é h. Supomos que a << X onde a é a amplitude da
onda e A seu comprimento de onda.

a) Quais sdo as equagoes que o potential ¢ deve satisfazer?

b) Supor ¢(z,y, z,t) = cos(kz—wt) f(2). Mostrar que o potencial ¢(x,y, z,t) =
Be % coshlk(z + h)] cos(kx — wt) e w? = gktanh(kh). Verificar que se
h — oo, estas equagoes tem sua forma para dguas profundas.

c¢) Calcular as velocidades de fase vy e de grupo v,. Verificar que para
h — oo, estas equacgoes tem sua forma para aguas profundas. Mostrar

que se h <<\, vy = vy = /gh.
d) Calcular a forma da superficie ((z,y, z, t).

e) Obter as trajetéria das particulas de fluido e mostrar que sao elipticas.

2. Ondas num tanque retangular
Consideremos um liquido com profundidade h num tanque retangular de
lados a e b.

a) Quais s@o as equagdes que o potential ¢ deve satisfazer?

b) Usando a separagao de variaveis ¢(z,y, z,t) = F(2)G(y)H(2)T(t), mos-
trar que o(z,y,z,t) = Acos(mmc/a) cos(nmy/b) cosh[k(z + h)]coswt
(onda estacionéria), w? = gktanh(kh) e k? = (mm/a)* + (nw/b)? (fre-

quéncias angulares propnas).

¢) Suponha que um liquido num prato retangular comece a oscilar no modo
mais baixo. Quais seriam a frequéncia angular e forma da superficie (se
a>b)?

3. Energia numa onda
Mostrar que para uma onda plana como na §6.3.4 a densidade de energia
por area horizontal é (1/2)pga®.

4. Fluxo de energia numa onda
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a) Mostrar que o fluxo de energia por area horizontal ¢ (1/2)pga’w/k.

b) Verificar que a energia é transportada na velocidade de grupo.

5. Tsunami [6.5,6.6]
Num tsunami o comprimento de onda é grande, por exemplo A >> h, de
modo que uma onda de tsunami pode ser tratada como onda em aguas rasas.

a) Considere que o tsunami aparega para h; = 4000 m. Qual é sua veloci-
dade? Mesma pergunta quando ele chega em hy, = 10 m. Uma pessoa
nadando ou correndo consegue escapar?

b) Considere que em h; = 4000 m, A; = 100 km. Qual é o tempo (= periodo)
para que a onda percorra A\;? Qual é Ay em hy e 0 tempo (= periodo)
para que a onda percorra \o?

¢) Em analogia com o exercicio 3, a energia na superficie A Ay é F =
(1/2)pga* Ay [6.2]. Mostrar que amplitude e profundidade em dois lu-
gares sao relacionadas por as/a; = (hy/h2)®?*. Se a; = 1 m para h; =
4000 m, qual é as em hy = 10 m?

6. Ondas em volta de uma ilha
Esbocar as linhas de cristas de onda perto de uma ilha circular com
contornos de profundidade constantes circulares em volta.

7. Séliton

Em 1844, Russel seguiu a cavalo por varios kilémetros ao longo de um
canal, uma onda que nao “se desfazia”, um séliton. O estudo tedrico destes
solitons foi feito em 1895 por Korteweg e de Vries. Os tsunamis e ondas mons-
truosas (“rogue waves”) também podem ser descritos com este formalismo.
Sélitons tem aplicagoes em vérias areas da fisica: Gtica (fibras), modelos efe-
tivos para a interagao forte (skyrmions), condensados de Bose-Einstein (de
gas atomico diluido), etc.

Tratemos a agua como um fluido perfeito, de densidade constante e con-
sideremos um escoamento potencial (=irrotacional) bidimensional.
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a)

“ A

Figura 6.7: Soliton

Mostrar que a fungao potencial ¢ satisfaz a equagao seguinte:

06 p 1 [ [06\> [0¢\’ B
onde ¢(t) é alguma funcao de t.

Esta equacdo (usando as condigbes de contorno e a hipdtese de que a
amplitude da onda seja bem menor que a profundidade, a qual é bem
menor que extensao espacial da onda) pode ser re-escrita para o caso do
séliton (equagao de Korteweg-de Vries ou KdV):

oF oOF O3F

— +6F—+4+ —=0

or "0 T o
com F' = (/h, £ = x/xo, T = t/ty onde xq e 1y sdo respectivamente um
comprimento e um tempo. ( ¢é a superficie da agua e h a profundidade
média (cf. figura 6.7).

Para entender as solugoes consideremos primeiro a equagao
oF n OF 0
—+v—=0.
or o€

Verificar que esta equagdo admite solugoes do tipo f(§ — vT) (que se
propagam entao para os  positivos com velocidade v).
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Consideremos agora a equagao (de Burgers):

OF oF
— 4+ F—=0.

or o€

No lugar de ter um pulso que nao se deforme como na primeira equagao,
como se propaga o pulso da segunda equagao (Burgers)?

¢) Agora consideremos a equagao

oF oF_
or o0&

Mostrar que esta equacdo admite solucoes do tipo Ae'*—47) se k e w
satisfazem uma certa equagao.
Calcular a velocidade de fase w/k. A onda apresenta dispersao?

A existéncia de solucoes de tipo séliton vem do equilibrio dos efeitos
descritos em b) e c).

8. Tubo de orgao cilindrico

O teclado de um orgao tem 5 oitavas i.e. 5x12+1 notas (12 é o nimero de
semi-tons de dé a si), cada nota correspondendo a um tubo. Um conjunto de
61 tubos serve a produzir um tipo de som. Para ter acessos a outros tipos, ha
também outros conjuntos de 61. Os tubos podem ser de varios tipos: duas
extremidades abertas, uma so, secao cilindrica, quadrada, podem ser feitos
de varios materiais, etc. Pode ter varios teclados, inclusive acionados pelos
pés.

Um tubo de orgao cilindrico tem dois harmonicos sucessivos com frequéncias
1372 and 1764 Hz.

a) O tubo tem as duas extremidades abertas ou uma aberta e outra fechada?
b) Quais sao estes dois harménicos?

¢) Qual é o comprimento deste tubo?

9. Tubo de orgao de secao quadrada
Um tubo de orgao tem secao quadrada de lado a e comprimento 20a, ele
¢é aberto nas 2 extremidades.
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Figura 6.8: Orgao de armario, Biblioteca Brasiliana-USP, 2017

a) Escrever o potencial que satisfaz as condigoes de contorno para este pro-
blema.

b) Calcular as primeiras 21 frequéncias possiveis e explicar a que elas corres-
pondem fisicamente.

10. Fagote e oboé
Uma onda sonora no ar obedece as equagoes seguintes:

1 9%

2 —_——_——— =
v ¢ﬁ & ot?
Uv=Vo¢

0¢
Ap = —Poa

O fagote e 0 oboé sao dois instrumentos cuja coluna de ar é um cone. Eles
podem ser modelizados como tendo extremidades abertas em 71 e ry [6.7].

a) Usando o fato que um cone é um pedaco de esfera (cf. figura 6.9), escreva
a equacao de onda satisfeita por ¢ e as condig¢oes de contorno a obedecer.

b) Verifique que a fungao seguinte é uma solu¢ao do item a) se uma certa
relacao a determinar é satisfeita:

sen(k(r —ry)

olrt) = A%

cos(wt)
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ey — e ey e = r \
oI T A B
BRI -
Figura 6.9: Esquerda: Oboé Yamaha. (Crédito Yamaha Corp.). Direita:
aproximacao do oboé.

Obter uma equacao para as frequéncias possiveis.

c¢) Calcular a frequéncia da nota mais baixa de um fagote de 250 cm.

11. Nota de uma garrafa

No fim do dia, esta conversando com seus amigos. Um deles sopra numa
garrafa de coca e sua vizinha, uma mtsica, comenta que ele fez praticamente
um 14 sustenido (233 Hz), abaixo do 14 de referéncia. Voceé, aluno/a de
mecanica dos fluidos, pensa imediatamente em aplicar seus conhecimentos
para entender isto.

a) Aproxime a garrafa por um cilindro de comprimento L = 18,5 cm (fe-
chado numa extremidade e aberto na outra) e suponha o movimento do
ar nela unidimensional. Uma onda sonora no ar obedece as equacoes

seguintes:
1 0%
2 —_ —— =
Ve ¢y o 0
Uv=Vo¢
d¢
Ap = — pn—"
D Po ot

Supor ¢(x,t) = Acos(kzx) cos(wt).
Calcule a frequéncia mais baixa que deve ouvir. A velocidade do som no
ar é ¢ = 350 m/s

b) Como vocé nao ficou muito satisfeito com sua resposta anterior, vai usar
outro modelo. Cavidades com ar tem uma frequéncia de ressonancia es-
pecifica chamada de frequéncia de Helmholtz. (Isto é usado para fazer
instrumentos de musica). Vamos calcular esta frequéncia.
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Consideremos o movimento do ar contido na parte estreita da garrafa
(gargalo) de secao A. Quando sopramos, ele se desloca para dentro de x, a
pressao do ar dentro aumenta de Ap e seu volume decresce de AV = —Ax.

e Supondo o movimento adiabatico e o ar um gas ideal, mostrar que

Ap = —ypAV/V.

e Calcular a aceleracao d?z/dt* da massa de ar na parte estreita m =
pAl sob efeito da forca ApA. Verificar que esta massa de ar efetua
um movimento de oscilagao.

e Mostre que a frequéncia da oscilagao é f = ¢i/(2m)/A/(VI) onde
usamos para um gas ideal ¢ = yp/p. Isto é a frequéncia de Helmholtz.
Calcule aproximadamente seu valor usando V' = 225 cm3, | = 4,45 cm,
A =22 cm? (Estas dimensoes correspondem a uma garrafa de coca
tradicional).
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6.7 Dicas e respostas
Exercicio 1.
a) V2¢ =0, (0¢/0z +1/gd?¢p/0t?).—o = 0, v.(z = —h) = 0¢/Dz.—_}, = 0.

b) B*f + f" =0= f = aexp(kz) + Bexp(—kz).
v,(z = —h) = 0 = [ = aexp(—2kh) e ¢ = Bexp(—kh)cosh[k(z +
h)] cos(kx — wt) com B = 2.
(00/0z +1/gd?¢/0t?).—0 = 0 = w* = gk tanh(kh).
Para h — oo, ¢ = aexp(kz) cos(kz — wt) e w? = kg.

¢) vy =dz/dt =w/k = \/gtanh(kh)/k e vy = dw/dk = v /2 [1+2kh/ sinh(2kh)].

Para h — o0, vy = \/g/k e vy, = vs/2.
Se h << \, kh << 1, vy ~ Vkh ¢ v, ~ V/h.

d) v, = —Bkexp(—kh) coshlk(z 4+ h)]sen (kz — wt),
v, = Bkexp(—kh) cosh[k(z + h)] cos(kx — wt),
X = Xy — (Bk/w) cosh[k(Zy + h)] cos(kXo — wt),
Z = Zy — (Bk/w) sinh[k(Zy + h)]sen (KXo — wt).
Assim (X — X¢)?/{(Bk/w)? exp(—2kh) cosh®[k(Zy + h)]} +
(Z — Zy)*/{(Bk/w)? exp(—2kh) sinh®[k(Zy + h)]} = 1, estas trajetérias
elipticas tem eixos cada vez menores a medida que a profundidade au-
menta z — —h. Para h — o0, sdo circulos de raio ak/w.

Exercicio 2.

a) V2¢ =0, (0¢/0z + 1/gd?¢p/0t?).—o = 0,
v,(z=—h) =00/0z,—_ =0,
a<b/axﬂ£:0,a = 07 a¢/ayaz:0,b =0.

b) V¢ = 0 = 0°F/0x? 0*°G/0y* 0*°H/Dz* constantes. As condicoes de
contorno nas bordas e fundo sugerem escolher 9?F/0x* = —p?, 9°G /dy* =
—q¢?, ?H/02* = k* = p* + ¢*. Com 0¢/0xy—04 = 0, 0¢/Dyp—0p = 0,
p=mm/aeq=nn/b. Com a condi¢ao na superficie w? = gk tanh(kh).

¢) Como a > b, a menor frequéncia possivel é wy o e a forma da superficie é
C(z,y,t) = —(1/9)09/0t .0 = (wA/g) cos(mx/a) cosh(mh/a)sen wt.
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Exercicio 3. Para a energia cinética por drea horizontal 1/2p [2 (Ak)? exp(2kz)dz =

1/4pga® (com ¢ ~ 0). Para a energia potencial por area horizontal 1/2p [§ gzdz =
1/2pg¢?. Em média num ciclo, (¢?) = (a?sen®(kx — wt)) = a*/2 de modo
que a energia potencial média por drea horizontal fica 1/4pga® e energia total
média por area horizontal 1/2pga?.

Exercicio 4.

a) O fluxo de energia através de uma superficie vertical em x = cte de largura
Ay e altura —oo a 0 é a taxa de trabalho f_ooo pv,Aydz. Com a equagao
de Bernouilli generalizada, p = —pd¢ /0t — pgz e v, = 0p/dx. O fluxo de
energia por unidade de comprimento na direcao y é em média num ciclo
1/4pga*w/k.

b) Comparando com o resultado do exercicio 3, vemos que a velocidade de
transporte da energia é w/k = v,.

Exercicio 5.

a) vy =+/gh. Para h = 4000 m, vy ~ 200 m/s ~ 713 km/h e para h = 10 m,
vf ~ 10 m/s ~ 36 km/h, isto é rdpido demais para uma pessoa correndo
ou nadando escapar.

b) t1 = Ai/vpr ~ 500 s ~ 8 min. vy = \/gh; = w2r/\; (w ndo muda) de

modo que Ay = \jvg2/vf1 ~ b km mas ty = ¢; (pois w ndo muda).

c¢) E conservada = \ja? = \ydd. vy = /gh = w21 /\ = A\ /Vh1 = Ao/ ha.

Combinando: (hy/he)?% = ay/a;. as ~ 4,5 m.
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Exercicio 6.

Como vy = +/gh, a velocidade das linhas de crista diminui perto da ilha.
Como os contornos de h constante sao circulares em volta da ilha, esta di-
minuicao de velocidade é maior para a parte de uma linha de crista perto da
ilha:

@

Exercicio 7.

a) Fazer o raciocinio da segdo 6.2.1 com p = cte.

Fﬂ

\

b) y ~ & —wvr. OF /0T = dF/dydy /0T = —vdF/dy. OF/0¢ = dF/dy. Com
isto OF /0t 4+ vOF /0§ = 0.
F(£) em O é maior do F(§) em A, assim é como ter v maior em O do em
A. Tsto tende a localizar mais (deixar mais estreito) o pulso.

c) —iwAexpli(ké — wt)] + (ik)3Aexpli(ké — wT)] = —i(w + k) Aexpli(k& —
wt)]. w= -k v; = —k* Tem dispersao.
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Exercicio 8.

a)

b)
c)

Se tiver duas extremidades abertas, f, = nco/(20) € fu/(fos1 — fn) = n.
Se tiver uma extremidade aberta e uma fechada f, = (n + 1/2)co/(21) e

)
fo/(fos1—fn) = n+1/2 (cf. flauta e clarinete). Aqui f,,/(fos1—fn) = 3.5
de modo que tem uma extremidade aberta e uma fechada.

fs e fa
=35 Co/(2 fg) ~ 45 cm.

Exercicio 9.

a)

A equagao a resolver é V3¢ — (1/c3)0?¢/dt* = 0 com v, = 0¢/0x = 0
em z = 0,a, v, = 00/0y = 0em y = 0,a, Ap = —py0¢p/0t = 0 em
z = 0,20a. Isto sugere procurar ¢ na forma

o(z,y,2,t) = A cos(nma/a) cos(mmy/a)sen (pr/(20a) cos(wt).

Devemos ter w? = c2[(nr/a)* + (mn/a)? + (pr/(20a))?].

Temos modos longitudinais com frequéncia angular crescente: n = m = 0,
p=1,w=com/(20a),n =m =0, p =2, w = ¢27/(20a), ..n = m = 0,
p =19 e com w = ¢197/(20a). O modo transversal n = m = 0, p = 20
e os dois modos transversais n = 1, m = 0, p = 0en =0, m = 1,
p = 0 tem mesma frequéncia angular w = com/(a). A 21 frequéncia
angular ocorre paran =1, m=0,p=1en=0,m=1,p =1 e vale

w = com/(a),/401/400.

Exercicio 10.

a)

b)

c)

Vip—(1/c3)0%p/0t* = 0 com Ap = —py dé/0t = (1/r*)D/Or(r*d¢/0r) —
(1/c3)0%¢/0t* =0 em r = 71, 19.

Apés fazer as derivagoes em r, V2¢ = —k?¢ enquanto (1/c¢2)0%¢/0t* =
—w?/c2. Devemos ter entao w = k ¢.

Ap = poAwsen [k(r —rq1)/r]sen (wt) vale 0 em r = r; e se kL = nm &
fn=co/(2L)n vale 0 em r = r5. (O limite r; — 0 é discutido em [6.7].

f=¢)/(2L) ~ T0Hz.

Exercicio 11.
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a) k? —w?/c? = 0. vy(x = 0) = 0¢/0x,—9 = —Aksen (kzx) cos(wt) = 0.
Ap(z = L) = —p0¢/ot;, = pAwcos(kz)sen (wt) = 0 = f, = (2n +
es/(4L). fo = cs/(4l) ~ 470 Hz.

b)) p=CV™7" = dp = —ypdV/V. Ap > 0 = AV = —Ax (se x > 0).
d*z/dt* = —ApA/m = vp/V (—Az)A/(pAl) = —w?x com w? = A/ (V)
e f=w/(2m) ~ 260Hz
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Capitulo 7

ESCOAMENTOS
POTENCIAIS
INCOMPRESSIVEIS EM 2
DIMENSOES

Consideramos agora escoamentos que sao ambos potenciais, como no capitulo
anterior, e incompressiveis. Estaremos particularmente interessados em esco-
amentos com obstaculos. Em 2 dimensoes, é possivel calcular sua velocidade
com varias técnicas (superposicao de escoamentos simplés, transformagao
conforme bem como as mais tradicionais solucoes por separacao de variaveis
da equagao de Laplace e método das imagens). Uma vez conhecida a veloci-
dade pode-se calcular a pressao e forcas, o que leva a resultados interessantes
como o paradoxo de d’Alembert e o efeito Magnus.

7.1 Funcao de Corrente para fluido incom-
pressivel

Consideremos um escoamento incompressivel. A equacao de continuidade se
reduz a

<
<y
|
o

(7.1)
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Isto é, em coordenadas cartesianas em 2 dimensoes,

Ov, — Ovy
— =0. 7.2
ox + oy (72)
Introduzimos uma fungao ¥ (z,y) tal que
_ o
Vg = 5,
{ B 8yaw (7.3)
'Uy = T8z

a equagao (7.2) seja automaticamente satisfeita.
Vemos que entdo em funcao de v (verifique)

U zﬁwxé
. ’ 7.4
{Vxﬁ = -V%)z (7.4)

Para entender melhor o que é esta nova funcao 1 escrevemos que sobre
as linhas de corrente (pois ¥ é paralelo a dl):

vydr — vydy =0 (7.5)
Substituindo com (7.3), obtemos

?idx + g;j)dy =dy=0 (7.6)
Isto significa que as linhas de 1) constante sao linhas de corrente.
1 é chamada de funcgao de corrente e pode-se ver que ela serad pratica de usar
para visualisar escoamentos.

Uma outra interpretacao de ¢ é a seguinte. Consideremos agora dois
pontos A e B no plano zy (estamos supondo U = (v, v,)). Calculamos @, o
fluxo de massa por unidade de altura do fluido através de uma fita de altura
0z ligando os dois pontos A e B.

Vemos no desenho 7.1 que dl = (dz,dy) = (cosf,sinf), n = cos(f —
7/2,8in(0 — 7/2) = (dy, —dz), dS = dldz de modo que

1 - B _ B B
Q=— /pv-dS = ,0/ v-ndl = ,0/ (—vydr+v,dy) = p/ di = p(p—1)4).
0z A A A
(7.7)
Assim @, o fluxo de massa por unidade de altura, é proporcional & variacao
de v entre A e B, nao dependendo do caminho.
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Figura 7.1: Caminho para o calculo do fluxo de massa por unidade de altura.

7.2 Funcao de corrente e funcao potencial para
escoamento potencial incompressivel

Consideremos daqui para frente um escoamento potencial incompressivel.

7.2.1 Coordenadas cartesianas

Primeiro observamos que V x 7 = —V2¢ 2 = 0 implica

V2 =0 (7.8)
Além disto deve existir uma funcao ¢ (cf. cap.VI) tal que

7=Vo (7.9)
Observamos que V-7=0 implica

Vg = 0. (7.10)

Assim, para um fluido incompressivel e irrotacional, temos:
L _w
oo (7.11)

Y = oy Oz’
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além de V2¢p =0, V) =0e §¢ . 61& = 0. (Esta tltima igualidade segue de
(7.11).

7.2.2 Coordenadas polares

Similarmente, considerando um escoamento potencial incompressivel em co-
ordenadas polares:

- 1 N
(r,0) =Vo¢= %A—l— *%9
Sy x s (P 10 100 OV, '
_vwxz_(ar +7“8¢9 )Xz_ré?ér 87‘9'
Usando
F(r, 0) = v,(r,0)7 + vy(r, 0)0 (7.13)
temos
N dgp  10¢
C o ron
YRS (7.14)
V9 = (7, = "3
r 00 or
além de V2 =0, V2 =0 e V- Vi) = 0.
7.2.3 Fluxo axi-simétrico
Problemas envolvendo fluxo axi-simetrico (0(r,z) = v.(r,2)7 + v.(r, 2)2)

também podem ser tratados com os métodos deste capitulo (a fungao de
corrente, chamada de Stokes, tem que ser definida (cf. [7.2] e [7.3]).

Em resumo, as formulas importantes vistas até aqui sao:
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Escoamento incompressivel irrotacional
7=V x 2 7= ?3;2’2%)
Vx 5= —V23 | 5= g‘;gé‘;f

7.2.4 Condicoes de contorno

Em geral queremos resolver as equacoes de Laplace V2¢ = 0, V1) = 0 com
um objeto fixo num fluido (ou o que é equivalente, um fluido parado com
um objeto em movimento). O tipo de condigoes de contorno que usamos
sdao entaol 7 - Usuperf. = 0. Decompondo 17superf. = vs§ + v,n, devemos
ter v, = 0, i.e. dp/On = 0 ou /Ids = 0. Além disto, longe do objeto a

velocidade e pressao devem ser as do fluido nao perturbado.

7.2.5 Rede de escoamento

Uma rede de escoamento é um conjunto de linhas ¢ = constante (chama-
das equipotenciais) e de linhas de corrente i) = constante, regularmente
espagadas de Ac. Como vimos, elas se cruzam a angulo reto (V¢ - Vi = 0).

A velocidade v, segundo uma direcao s é dada por

0¢p  Ac
ou o0 A
C
v (7.16)

Assim, nas regides onde as linhas da rede convergem (As e An pequenas), a
velocidade é maior.

A seguir, estudamos varios tipos de rede de escoamento simples e com-
binagoes (somas) que permitem tratar problemas mais complicados. A razao

sto 6, condigdes do tipo Neumann ou Dirichlet, [7.1].
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Figura 7.2: Linhas de corrente ¢ = cte e equipotenciais ¢ = cte.

pela qual podemos somar solugoes é que combinagoes lineares de solugoes de
V3¢ = 0 e V% = 0 também sao solucoes. Precisa ser cuidadoso para que
as condicoes de contorno obedecidas pela combinacao linear sejam as que
queremos.

7.3 Escoamentos elementares

7.3.1 Escoamento retilinear uniforme

Supomos v = Uz + V7.
Podemos resolver U = 0¢/0x e V = ¢/dy, obtemos?

p=Uzx+Vy. (7.17)
Similarmente, U = 0v /0y e V = —01/0x pode ser integrado e leva a
v =—-Vx+Uy. (7.18)

As linhas de corrente sao retas paralelas com inclinagao V/U (como es-
perado), figura 7.3.

2 Adicionar uma constante de integracdo nio muda ¥ e ndo é necessario.
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wl/

Yo
Y1

b P2

Figura 7.3: Linhas de corrente para escoamento retilinear uniforme. O indice
indica o valor de ¢ = cte.

7.3.2 Escoamento radial

Supomos v(r,0) = wv(r)r (velocidade radial, dependendo s6 de r). Como
queremos V - ¥ = (1/r)d(rv(r))/0r = 0, devemos escolher v(r) = A/r.
Podemos resolver
_ 99

Uy %—A/r,
T

T roh

(7.19)
Vo

(7.20)

Obtemos
¢=Alnr (7.21)

b= Af (7.22)

Observamos que para um caminho circular, Q = p(t9, — 1) = pA27 de
modo que é comum re-escrever A = +¢q/2mr. Com isto

6= i% nr o= i%@. (7.23)



182CAPITULO 7. ESCOAMENTOS POTENCIAIS INCOMPRESSIVEIS EM 2 DIMENSOE

Figura 7.4: Linhas de corrente de uma fonte.

Para o sinal mais, as linhas de corrente sao radiais orientadas para fora e
dizemos que é uma fonte. Para o sinal menos, as linhas de corrente sao
radiais orientadas para dentro e dizemos que é um sorvedouro.

7.3.3 Escoamento circular

Supomos #(r,0) = v(r)d. Como queremos V x @ = (1/r) d(rv(r))/drz = 0,
devemos escolher v(r) = A/r (que é definido para r # 0).
Podemos resolver

[0l0)

Ur :EZO’
P, (7.24)
v = eg T
e

10y
UV = —F5,=Y,

r 90 (7.25)
v ——%—A/r
© T o '

Como a circulagao sobre um caminho é I' = § 7 ® dl = A27, costuma-se
escolher A = 4+1"/27, de modo que

r r
p=x+—0lnr ¢ =F—Inr (7.26)
2m 2m
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Figura 7.5: Linhas de corrente de um escoamento circular irrotacional.

Para sinal mais, as linhas de corrente sao radiais orientadas no sentido anti-
horario e para sinal menos, horario.

7.3.4 O dipolo

Outro escoamento elementar 1util é o devido a uma fonte e um sorvedouro
proximos (de mesmo valor de q), o que é chamado de dipolo.
Consideremos entao

Y= —q/(2m)(01 — 0o) (7.27)

¢ =—q/2m)(Inr; —Inry) (7.28)

Se a distancia 2a entre fonte e sorvedouro é pequena, como na fig. 7.6,
pode-se mostrar que

w:_%senﬁi_qa Y

T T 22+ 12

(7.29)

_qacost)  qa

¢ (7.30)

T o7 T 22 + 12
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Figura 7.6: Esquerda: geometria da fonte e sorvedouro de mesma intensidade
ao longo de Ox e separados de 2a. Direita: linhas de corrente para dipolo
(@ — 0). O fluxo é sempre da fonte para o sorvedouro.

Exemplo (7.1)

Verificar as equagoes (7.29), (7.30).

Solugao:
Temos tan(—2m/q) = 6, — 6,. Pela figura 7.6,

tanthy = rsen 0/(r cos 6 —a) e
tanfy = rsen 0/(r cos 0+ a),

assim
Y = —q/(27) tan"![2arsen 0/(r? — a?)].

Se a for pequeno,

Y = —q/(27)2arsen 0/(r* — a?)]
—(ga/m)sen 0/r.

Temos também

o = ln\/ rsen 6)2 4 (rcosf — a)? —ln\/(rsen 0)2 + (rcosf + a)?]
= q/( )[lnr2(1—2a0089/r+a2/r) Inr?(1+ 2acos/r + a*/r?))
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que é igual a (ga/7) cos@/r em primeira ordem em a.

Exemplo (7.2)

Mostrar que as linhas de corrente sao circulos como na figura 7.6.

Solucao:

Usando (7.29), se ¢ # 0, vem 2> + (y + d)? = d* onde d = qa/(7). Sao
circulos passando por (0,0) e (0, —2d). Estes circulos estdo abaixo de Ox se
1 > 0 e acima se ¢ < 0. Se ¢ = 0, a linha de corrente é o eixo Ox (y = 0).

Em resumo os escoamentos elementares que vimos sao os seguintes:

Fluido incompressivel irrotacional

Esc. retilineo | FEsc. radial Esc. circular Dipolo sobre Oz

U= (—qa/m)(1/r?)

x (cosbF + sendh)
v=Uy—Vua|p==q/(2r)0 v=FT/2nm)Inr | Y= (—qa/7)sinb/r
p=Uz+Vy |op==2q/2r)Inr | ¢ ==x(T/(2m)0 ¢ = (qa/m))cos@/r

T=Uit+Vj |¥==%q/(2nr)i |7T==+(0/27r)d

7.4 Combinacao de escoamentos elementares

7.4.1 O meio-corpo

Fazemos a combinacao de um fluxo retilineo uniforme ao longo do eixo = no
sentido dos x positivos e uma fonte localizada num x negativo como na figura

7.7.
¢ =Ursinf + Ly, (7.31)
2m

Deve haver algum ponto, chamado ponto de estagnacao, onde a veloci-
dade da fonte cancela exatamente a do escoamento uniforme. Este ponto é
interessante pois fica na fronteira com um possivel obstaculo. Procuremos sua
localizac¢do. A velocidade do fluido é v, = (1/r)0v/00 = U cos 6 + q/(27r),
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vg = —0Y/0r = —Usen 6. O ponto de estagnagao, de velocidade nula, esta
localizado em r = b = ¢/(27U), = 7 (usando ¢ > 0).

Uma linha de corrente qualquer pode ser suposta uma fronteira sélida:
por defini¢ao a velocidade é tangente a ela (ndo tem componente perpendi-
cular a ela) e as linhas de corrente nao se cruzam. Assim a linha de corrente
que passa pelo ponto de estagnacao é particularmente interessante pois pode
representar o caso de um objeto parado mergulhado num fluido em movi-
mento.

A linha de corrente que passa pelo ponto de estagnacao em nosso caso
satisfaz ¥ = ¢/2 = Ursen 6 + ¢f/(2m). Isto pode ser re-escrito em termo de
b:

b(m — )
r=— (7.32)

Esta linha de corrente e outras sao representadas na figura 7.7. A linha
passando pelo ponto de estagnacao é mais grossa e delimita uma regiao cinza
que pode ser a fronteira de um objeto sélido, chamado meio-corpo. Podemos

Figura 7.7: Esquerda: geometria da combinacao escoamento retilinear uni-
forme+fonte. Direita linhas de corrente resultantes, com aquela que passa
pelo ponto de estagnagao E mais grossa. Os valores de ¢/U estao indicados
a direita. As culvas foram calculadas com U =1 e ¢ = 4w, ou seja, b = 2

calcular a espessura deste corpo. Re-escrevemos (7.32) como y = b(m — 0)
e procuramos o limite a jusante, para § = 0 ou 2m. Obtemos +br dai a
espessura 2bm.

Podemos também calcular a pressao em qualquer ponto do espaco usando
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a equacao de Bernouilli.

11)(7‘, 6)? (7.33)

1
p(r,0) = Patm T §U2 9

com
2

v(r,0)* = [Ucosf + q/(277r)]> + (Usen 0)? = U?[1 + 25? cos + 532] (7.34)

7.4.2 Corpo de Rankine

O objeto anterior é semi-infinito. Agora queremos obter um objeto finito.
Experimentamos colocar um sorvedouro em x = b no eixo dos x positivos.

) . (7.35)

2arsen 6
2 _ g2

@ = Ursen 6 — i(91 —05) = Ursen 0 — 4 tan! (
2m 2m

(A dltima igualidade foi derivada anteriormente para o dipolo.)

Ha dois pontos de estagnacao localizados em 8 = 0 e w. FEles estao
localizados sobre a linha de corrente ¢ = 0, que delimita uma regiao cinza
ovalada que pode ser a fronteira de um objeto sélido, chamado corpo de
Rankine, mostrada na figura 7.8.

As dimensoes deste objeto sao 2L ao longo do eixo x e 2 ao longo do eixo
y. L pode ser calculado com v.(r = L,0 = 7) = 0= —-U + (¢/7)a/(L?* —
a?) (verifique) de modo que L = y/a®+ qa/(Ur). [ é obtido colocando
0 = +m/2 na expressao de ¥ e usando » = 0. [ é a solugdo da equacao

[ = (I — a*®)/(2a) tan(27Ul/q) (verifique).

Exemplo (7.3)

Como fica a forma do corpo de Rankine quando Ua/q diminui?

Solucgao:
Temos

L/a= \/q/(WUa) +1— \/q/(ﬂUa

l/a = (1/2)(I*/a® — 1) tan(2nUa/q l/a) — \/q/(7Ua.

O corpo fica mais redondo. Isto sugere tentar usar para um cilindro num
escoamento retilinear uniforme uma fonte e um sorvedouro muito perto um
do outro, i.e., um dipolo num escoamento retilinear uniforme.
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Figura 7.8: Em cima: geometria da combinacao escoamento retilinear uni-
forme+fonte+sorvedouro. Em baixo: linhas de corrente resultantes, com
aquela que passa pelos pontos de estagnacdo F e E’ mais grossa. As li-
nhas foram calculadas com a = 1, ¢ = 1, U = 1 para varios valores de
—1<y < +1

7.4.3 Cilindro parado num escoamento retilineo uni-
forme

Supomos o cilindre de raio R. Conforme sugerido no exemplo (7.3), usamos

K
Y =Ursen 0 — Sin 9. (7.36)

Precisamos que 1) seja constante sobre a superficie de raio R, i.e. U —
K/R? = 0. Podemos re-escrever

2

Y =Ur(l- i)sen 0. (7.37)
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Temos
R2
v, =U(l— —5)cos0,
"p2 (7.38)
vg =—-U(1+ ﬁ)sen 6.

A velocidade radial é nula sobre o cilindro e a velocidade tangencial vale
vg = —2Usen 6. A velocidade é méxima em +7/2 e vale 2U em mddulo.
Podemos calcular a pressao sobre o cilindro com pus, + 1/2 pU? = pey +
1/2 p(2Usen 0)2. Obtemos peii = Patm + 1/2 pU?(1 — 4sen 20).
Podemos calcular as forgas sobre o cilindro por unidade de comprimento
nas diregoes x e y:

2
F, =— Peit cosORAO = 0,

O (7.39)
F, =- Pesen O RdO = 0.

0

(Usamos [ cos0df = [;"sen 0d = [;™ sen 20 cos 0df) = [7" sen 20df = 0.)
F, ¢ paralela ao escoamento e chamada forca de arrasto. F), ¢ perpendicular
ao escoamento e chamada forca de sustentacdo. Ambas sao nulas quando
calculadas com a teoria da funcao de corrente ou potencial. Sabemos que
corpos num escoamento sofrem arrasto entao chegamos a uma contradigao.
Esta contradicao é chamada de Paradoxo de d’Alembert, que foi quem
primeiro a notou no século XVIII. Ela foi resolvida mais tarde quando o papel
da viscosidade foi melhor entendido. Hoje sabemos que a teoria da fungao
de corrente ou potencial para fluido perfeito se aplica fora de uma camada
fina em contacto com o obstaculo e fora da esteira dele.

7.4.4 Cilindro em rotacao num escoamento retilineo
uniforme

Estamos prontos agora a estudar um problema que pode parecer a priori
complicado: um cilindro em rotacao num escoamento retilineo uniforme.
Simplesmente adicionamos um escoamento circular a funcao de corrente de
corrente do cilindro num escoamento retilineo uniforme.

2

W(r,0) =4y =Ur(l — i)sen@ + ZI;T Inr. (7.40)

Observamos que a linha de corrente ¢ é constante sobre a superficie de raio
R entao pode representar um cilindro. Sobre esta superficie v,.(R,0) = 0
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e v(R,0) = —2Usenf — I'/(2rR). Os pontos de estagnacao satisfazem
ve(R,0g) = 0 ie. senfp = —I'/(4rUR). Se I' = 0, eles sao localizados
em 0 ou . Se I' < 47U R, eles sao sobre a superficie. Se I' = 47U R, tem um
unico ponto de estagnacao e ele é sobre a superficie. Se I' > 47U R, o ponto
de estagnacao desgruda da superficie. Isto é mostrado na figura 7.9.
Podemos proceder como antes para calcular as forgas (por unidade de
comprimento) de arrasto e sustentagao sobre o cilindro. A pressao é

(R, 0) = parm + 1/2 pU?[1 — 4sen®d — 2I'send/(mRU) — I'? /(47> R?U?)]

F,=0, F,=pUT.

De novo a forca de arrasto é nula mas aparece uma forca de sustentacao
que atua para levantar o cilindro® . Podemos entender sua origem olhando
a figura 7.9. Em pontos acima do cilindro, as velocidades do escoamento
retilinear e de rotacao tem mesmo sentido e se somam em magnitude, ao passo
que embaixo se subtraem. Em consequéncia, a pressao acima € menor do que
embaixo e aparece um empuxo dinamico para cima, a forca de sustentagao.
Este efeito de forca sobre um objeto em rotagao num escoamento uniforme,
foi estudado experimentalemente por Magnus em 1853 e é chamado efeito
Magnus.

O efeito Magnus tem um papel importante em esportes com bola (ténis,
pingue-pongue, futebol). O filme neste link mostra um gol famoso de Roberto
Carlos, usando o efeito Magnus:

www . youtube. com/watch?gl=FR\&h1=fr\&v=W5XpXU8TBoo\&feature

Ele chuta a bola imprimindo-lhe uma rotacao anti-horéria, de modo que a
parte esquerda da bola estd com velocidade no mesmo sentido que o fluxo
de ar que passa pela bola e entdo com pressao menor. (Cuidado: o fluxo
de ar tem sentido oposta a dire¢do de translacao da bola). A pressdo maior
do lado direito faz com que a bola faca uma curva para a esquerda*. Isto
também ¢é o tema de um dos exercicios.

Um barco, o Buckau, usando o efeito Magnus para se deslocar, foi de-
senvolvido por Flettner e atravessou o Atlantico em 1926. Este barco tinha
dois rotores cilindricos verticais em rotacao. Na época, a ideia acabou sendo

3Uma das integrais em 6 nio é nula: fOQTr sen?0df = .
4 Algumas referéncias sobre Fisica e Futebol sao [7.4-7.6].
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Figura 7.9: Cilindro parado num escoamento retilineo uniforme, sem e com
rotagao, para 3 regimes de rotagdao. As curvas foram calculadas pela equagao
(7.40) com U = 1, R = 1. O valor de I' estd indicado nas figuras assim
como o valor de ¥ para cada linha de corrente tragada. A linha mais espessa
contem o ponto de estagnacgao E.
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abandonada pois motores convencionais eram mais eficientes. Hoje em dia,
com a crescente preocupacao em economizar energia e diminuir a poluicao,
a ideia foi retomada. Em particular o fabricante alemao Enercom lancou
seu novo barco a rotor E-Shipl em 2008, ele é usado para o transporte de
componentes de turbinas edlicas. Os rotores ajudam a propulsao a diesel
captando energia do vento (figura 7.10). Hoje varias companias tem navios
equipados com rotores.

Figura 7.10: Barcos Buckau (foto da Library of Congress) a esquerda e E-
Shipl no porto de Rio Grande a direita (foto prépria).

7.5 O potencial complexo

7.5.1 O potencial complexo e sua derivada

Podemos combinar os potenciais ¢ e ¥ que estudamos na se¢ao anterior num
potencial s6, chamado potencial complexo

w(z) = ¢(z,y) +i(z,y) (7.41)

onde z = z +1y. As vezes é mais pratico escrever z = re? com r = /a2 + 12
e 0 = tan~!(y/z). w transforma uma variavel complexa numa vériavel com-
plexa e é chamada func¢ao complexa.

Uma fungdo complexa qualquer f(z) que é derivavel é chamada fungao
complexa analitica. A maneira de calcular a derivada no espacgo dos z deve
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ser independente da direcao que se usa (e.g. ao longo do eixo x, ao longo do
eixo 1y, etc) e isto impoe um vinculo forte as partes real e imagindaria de f:
elas tem que satisfazer as condig¢oes de Cauchy-Riemann.

ORef  Olmf ORef  Olmf
or Oy ody  Oxr

(7.42)

Reciprocamente se as partes real e imagindria de uma fungao complexa sao
continuas e satisfazem as condi¢oes de Cauchy-Riemann, ela é analitica.

Com as definicoes que usamos para os potenciais ¢ e 1, vemos que o
potencial complexo w é uma funcao complexa analitica. A derivada de w,
chamada velocidade complexa, pode ser calculada como

dw op O
&= "o 'ow
=Up — 10y (7.43)
=ve
Vemos que:
d d
Uy = Re—w ou v = @
dz dz (7.44)
I dw 0 dw
v, = —Im— , = —arg —
v dz & dz
A seguir damos alguns exemplos de potenciais complexos.
7.5.2 Escoamento retilineo uniforme
O potencial complexo mais simples é
w(z)=Cxz (7.45)
com C' = |Ce” "™, uma constante complexa arbitraria.
Temos
¢ = (|C|cosa)x + (|Clsen o)y, ¥ = (|C|cosa)y — (|Clsen a)z.
(7.46)

Isto significa que w é o potencial complexo para escoamento retilineo
uniforme de velocidade vU? +V? = |C] e inclinagao tan™(V/U) = « da
velocidade em relacao a Ox.
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Exemplo (7.4)

Calcular a velocidade complexa.

Solugao:

dw/dz = C = |Clexp(—ia) = v, — v,

de modo que v, = |C|cos o e v, = |C|sen «, como esperado para escoamento
retilineo uniforme de velocidade |C| e inclinacao a.

7.5.3 Escoamento radial

Consideremos agora o potencial

w(z) = — Inz, (7.47)

Usando z = re®, temos

q
— 1 = 0. 4
) o nr, Y . 0 (7.48)

Isto significa que w é o potencial complexo para uma fonte (§7.3.2).

7.5.4 Escoamento circular

Um potencial parecido ao anterior é

i
w(z) = é In z, (7.49)
Temos
r r
¢ = or 0, P = o Inr. (7.50)

Isto é o potencial complexo do escoamento circular (7.3.3).
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7.5.5 Dipolo

Usando
w(z) = — —, (7.51)

temos 9 9
qa cos qa sen
b= ’ P =—— ) (7.52)

™ r ™ r

Isto é o potencial complexo do dipolo (§7.3.4).

Temos uma tabela similar a da §7.3.

Fluido incompressivel irrotacional

Escoamento retilineo | Escoamento radial | Escoamento circular | Dipolo sobre Ox

I
w=Cz w:iilnz w::F—Zlnz
21 21

qa 1
w=-—-

™z

7.6 Transformacao conforme

7.6.1 Porque a transformacao conforme tem este nome

A técnica de transformagao conforme (da teoria de varidveis complexas) pode
ser usada para transformar um problema com escoamento complicado num
mais simples (e vice-versa).
Consideramos uma fungdo f(z) = Z. Ela mapeia uma regiao no plano
z = (x,y) em outra no plano f(z) = Z = (X,Y). Se ela for analitica,
ela preserva angulos entre curvas, isto é, dois segmentos pequenos com um
certo angulo no plano z sao mapeados em dois segmentos pequenos no plano
f(2) = Z com mesmo angulo. Pode ser verificado assim. Sejam duas curvas
C, e C! no espaco dos z, elas sdo transformadas em Cyz e C7 no espago
dos Z. Chamamos 6z, §z', 0Z, §Z', pequenos segmentos destas curvas como
mostrado na figura 7.11. Temos
dz dz

857 = —6z e 07 =

—57. 7.53
dz z & ( )

dZ/dz tem o mesmo valor nas duas equagoes pois a derivada de Z nao de-
pende da direcao para obté-la. Para obter 07 e 6Z', §z e 0z’ sdo girados do
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mesmo angulo, arg(dZ/dz), o que demonstra que a forma de uma pequena
figura (por exemplo um pequeno retangulo) no plano z é preservada no plano
Z (dai o nome mapeamento conforme).

Ya Y,

Figura 7.11: Preservagao do angulo entre curvas por uma transformagao
conforme ao passar do espaco dos z ao dos Z.

7.6.2 Exemplos de transformacgoes conformes

Exemplo (7.5)

Como se transformam retas x = cte e y = cte por f(z) = cos z?

Solucao:
Podemos escrever
f(z) = cosz
= (e"+e7)/2
— (em—y + e—zm+y)/2
= coshycosx —¢sinhysinz.
Assim X = coshycosxz e Y = —sinhysin z.

Eliminando x temos

X?/cosh®y 4+ Y?/sinh®y = 1.
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As curvas de y = cte sao transformadas em elipses com focos em (-1,0) e
(+1,0).
Similarmente eliminando y temos

X?/cos®’r —Y?/sin’x = 1.

As curvas com x = cte se tornam hipérboles com focos em (-1,0) e (+1,0).
Estas curvas no plano Z formam um sistema de curvas ortogonais como
esperado (figura 7.12).

Ya

f(z) =cosz

\

H"

Figura 7.12: Retas x = £0.5, z = 1.0, y = 0.5 e y = £1.0 se transfor-
mando em elipses e hipérboles com f(z) = cosz. (Observar como se mantém
os angulos entre curvas solidas e pontiladas ao passar da esquerda a direita).

Exemplo (7.6)

Como se transformam hipérboles por f(z) = a z2?

Solucgao:

Hipérboles no plano z sao dadas por 2% — y? = cte e zy = cte.

Temos f(z) = a(z? — y?) + 2iaxy de modo que via f elas se transformam
em X = a(2? —y?) = cte e Y = 2axy = cte. Isto é, as hipérboles se
transformaram em retas, como mostrado na figura 7.13.
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YA

Figura 7.13: Hipérboles se transformando em retas com f(z) = a 2%

Exemplo (7.7)

Como se transforma um circulo de raio Ry por f(z) = (z + R%/z) (trans-
formacao de Joukowski ou Zhukhovsky)?

Solugao:

Temos f(z = Rpe?) = 2Ry cos. Para 0 de 0 a m, f(z) descreve o
segmento do eixo X de 2Ry a —2R,. Para 6 de m a 2w, f(z) descreve o
segmento do eixo X de —2Ry a 2Ry. Isto é, o circulo se transformou em
segmento de reta de comprimento 4R, como mostrado na figura 7.14

Em adicao verificamos que a regiao fora do circulo se transforma no espago
Y < 0 exceto o segmento. Ser # Ry, f(z) = (r+R2/r) cos 0+i(r—R2/r)sen 6
tem parte imaginaria a nao ser que § = 0 ou m. Para este caso observamos
que (r — Ry)> > 0 & r+ R2/r > 2R,, de modo que pontos com r > Ry
e @ =0 (resp. 0 = 7) sado transormados no eixo X com X > 2R, (resp.
X < —2R0)
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©)
z
E——
Ro
/@>\ —2R, 2R,
-® . O— O O G

Figura 7.14: Circulo de raio Ry se transformando em segmento com f(z) =
z+ R%/z.

7.7 Uso de transformacao conforme para re-
solver problemas de escoamento

7.7.1 Método geral

Suponhamos um escoamento com potencial complexo w(z) = ¢(z,y)+i(x,y)
conhecido e que tenhamos uma fungao analitica f(z) = Z inversa de F(Z) =
z, A fungao W(Z) = w(F(Z)) é analitica e é um potencial com-
plexo no espago Z. Isto é, escrevendo W (Z) = &(X,Y)+i¥(X,Y), temos
0P/0X =0V /0Y e 00/JY = -0V /0X.

Observamos que como W (Z) = w(F(Z)), segue ImW (Z) = Imw(F(2))
e uma linha de corrente ¢ = C' se transforma numa linha de corrente ¥ = (|
figura 7.15. Em particular uma fronteira sélida, que obrigatoriamente ¢ uma
linha de corrente no plano z se transforma numa linha de corrente que pode
ser considerada uma fronteira sélida no plano Z.

Mostramos como aplicar este método em alguns casos a seguir.

7.7.2 Escoamento num canto a 90°

Tentemos mapear este problema com um escoamento w(z) = Uz (i.e. re-
tilineo uniforme ao longo do eixo z) limitado por uma parede “horizontal”
(i.e. y = 0) como mostrado na figura 7.16. Aplicamos o mapeamento

Z— 7* (7.54)

que podemos escrever Z = Re® — z = 72 = R?€™9. O semi-eixo X
positivo (Z = R) é transformado no semi-eixo dos x positivo (z = R?,
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YA Z = f(z) Y
z=F(Z)
Y = Co
g%o
Y =C (&\\ 2
<
> >
z X

Figura 7.15: Rede de escoamento do potencial w(z) no plano z transformada
em rede de escoamento do potencial W (Z) no plano Z, via a transformagao
conforme f.

0 =20 = 0). O semi-eixo Y positivo (Z = iR) é transformado no semi-eixo
dos x negativos (z = —R?). Conseguimos mapear o problema do escoamento
num canto a 90° no problema de escoamento retilineo uniforme ao longo do
eixo . Com isto podemos calcular seu potencial complexo

W(Z)=w(F(Z)=w(Z?)=UZ*=U(X*-Y?) +i2UXY  (7.55)

ie. ® =U(X?—-Y?) e ¥ =2UXY. Vemos que as linhas de corrente que
eram retas ao longo do eixo x sao transformadas em hipérboles retangulares
como mostrado na figura 7.16.

Mais geralmente, o mapeamento Z — z* permite tratar problemas de
escoamento em cunha de qualquer angulo.

7.7.3 Cilindro num escoamento retilineo uniforme

Tentemos mapear este problema com um escoamento w(z) = Uz (i.e. re-
tilineo uniforme ao longo do eixo x) limitado por uma parede “horizontal”
(i.e. y = 0) como mostrado na figura 7.17.

Por simetria sé precisamos considerar a metade do cilindro e a regiao
Y > 0 fora dele®. Esta regiao pode ser mapeada no semi-plano y > 0 da

5Nao usamos a regido Y > 0 dentro do cilindro, que é desnecessaria e levaria a pontos
de Z mapeados no mesmo ponto de z.
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%Y

Z—z=2"

X x
7 7

Figura 7.16: Mapeamento Z — z = Z? para o problema do canto.

figura 7.14, usando a transformagao de Joukowski (para um cilindro de raio
Ry) como nos ja vimos.

Z—2=7Z+R}7Z=Re®+Ry/Re ™ (7.56)
Assim o potencial complexo do cilindro pode ser calculado:

W(Z) =w(F(2)) =w(Z+R*/Z) = U(Z+R*/Z) = UIR e + (Rj/R)e™"]

(7.57)
de modo que ¥ = (R—R3/R)sen O. Isto é de fato o que haviamos encontrado
anteriormente com método de superposicao e que pode ser encontrado por

R2
nNg Z—>ZZZ+7O A Y

/’_\ g

=

A /

[

Figura 7.17: Cilindro num escoamento retilineo uniforme.
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separacao de variaveis (cf. exercicios). Mas aqui a solu¢ao é de uma linha sé
(eq. (7.57)).

7.7.4 Escoamento em volta de uma asa

Um dos escoamentos potenciais mais importantes que pode ser obtido com
transformacao conforme é o do aerofdlio de Joukowski ou asa.

Como o cilindro pode ser deformado em segmento ou elipse (cf. exercicio),
parece um bom candidato para o mapemento. Sabemos que para o cilindro
num escoamento retilineo uniforme no infinito Uz o potencial mais geral é

9 :
w(z") =U(Z" + ifl)) _x In 2”. (7.58)
z 2
Introduzimos uma inclinagao no angulo de chegada do escoamento retilineo
uniforme sobre o cilindro

) ) RZ 1o’ T )

2 2 = w(z) =U(Z'e ™ + (;7?) — ;—T In(z'e’).  (7.59)
Deslocamos o centro do cilindro de modo que ele fique em z = —b, i.e fazemos
/ / —i (a + b)2€ia o ,

— o _ i | i
2= 2=2-0b w(z) =U[(z+b)e +7(z—|—b) ] o n((z+0b)e"|

(7.60)
Finalmente fazemos a transformacao de Joukowski com a = Ry — b

a’ Z?
z—)Z:z—l—;:f(z)<:>z:Z/2+\/Z—a2:F(Z). (7.61)

Verificamos a forma na qual o cilindro foi transformado. Usando z =
2"e™ — b e a equagao (7.61)

&2

—b+ (a+ b)e@r®’

Isto é a um aerofélio como mostrado na figura 7.18.
Para calcular W(Z) = w(F(Z)) para a asa, basta substituir (7.61) em
(7.60). Podemos também obter a velocidade complexa:

(a+0b)%>] T 1

7 = —b+ (a+b)e @t 4 (7.62)

dw(z) 7 |e-ie

e B — _— —
T 2
aw g (z+0) 2mz+b (7.63)
dz az . a’
dz (1- ;)
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Z 72
Z—z=7%4+\— —a? y
2 4 :
Yy
—— 0 X—:‘Iﬂ
0.2 ; :
—— 0.0 Ro ” ()02.0

ﬁ:‘//& 3 D p——d )
=

Figura 7.18: Mapeamento de um aerofélio num cilindro. As linhas foram
calculadas com o« = 0.3, U = 1, Ry = 1, b = 0.1 (logo a = 0.9) e ' =
—4nU Rpsen o = 3.714. O valor de 1 esta indicado nas respectivas linhas

Para nao ter um infinito em z = a (Z = 2a), o numerador tem que ser nulo®

para este z, i.e.
[' = —47U(a + b)sen a. (7.64)

Obtemos entao para a forga de sustentagdo (por unidade de comprimento,
cf. §7.4.4)
F, = 4mpU?(a + b)sen a. (7.65)

Para a pequeno, o acordo com dados é bom ([7.7], [7.8]) e esta teoria teve
um papel muito importante no desenvolvimento da aerodinamica. Talvez
isto possa lhe reconfortar apds o problema do Paradoxo de d’Alembert...

62 = —a corresponde a um ponto dentro da asa entdo ndo é um problema.
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7.8 Exercicios

1. Revisao sobre equacao de Laplace em coordenadas polares

Em coordenadas polares a equacao de Laplace toma a forma:

o ( 0¢ 0?¢ 0
r— (r—=— 5 =0.
or \ or 002
Por separacao de variavel, obtemos a solucao geral
o(r,0) = cte+AgInr+ _Z (A" +ALr~") cosnf+ i (Bur™+B,r~")sinnf.
n=1 n=1

Consideremos o escoamento de um fluido perfeito incompressivel e ho-
mogéneo, de massa volumétrica p, em volta de um cilindro imoével de raio
a e eixo Oz perpendicular ao escoamento principal. A grande distancia do
cilindro, a velocidade do fluido é uniforme @ = u(t)Z. O escoamento é irro-
tacional. A gravidade é desprezivel.

a) Mostrar que nestas condigbes deve existir um potencial ¢(¢,7) tal que
U= V¢ e ¢ satisfaz a equagao de Laplace.

b) Mostrar que a equagao de Bernoulli pode ser escrita na forma:

0o v?
== — = ().
P TPHPS f(t)

¢) Uma solugao da equagao de Laplace se escreve

r

A(t)rcos@ + B(t) In (2) + D) (COS 9) .

Calcular as componentes do campo de velocidade em coordenadas polares.
Quais devem ser os valores de A, B e D?

d) No caso estaciondrio, calcular a pressao exercida pelo fluido sobre a su-
perficie do cilindro e a forca resultante da pressao, por unidade de com-
primento (Paradozo de D’Alembert).
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2. Revisao sobre equacao de Laplace em coordenadas esféricas
Em coordenadas esféricas a equagao de Laplace com simetria axial toma

a forma:
9 (,06\ 1 0 (. 96\
ar ( a) T Snd o0 (Sm%e> =0

Por separacao de variavel, a solucao geral pode ser obtida como combinacao
linear das solucoes

" P,(cosf) e r~"TVP (cosh)

onde n = 0,41,42, ... e as funcoes de Legendre sao polinomios, por exemplo

1
Py(cosf) =1 Py(cosf) =cost Py(cosb) = 5(3 cos? — 1)

Coloca-se uma esfera parada de raio A num fluido perfeito incompressivel
em movimento uniforme com velocidade vy paralela a Oz e pressao py, resul-
tando num escoamento estacionario e irrotacional.

a) Verificar que o potencial do problema pode ser da forma
Q= (ar + %)cos@ .
r

b) Determinar a distribui¢ao de velocidade em todos os pontos.
¢) Determinar a pressao em todos os pontos.

d) Calcular a forga que atua sobre a esfera (Paradozo de D’Alembert).

3. Método de imagens: fonte perto de uma parede

Problemas onde se deve calcular o escoamento para uma configuracao de
fontes, sorvedouros e vortices com nenhuma linha de corrente atravessando
uma superficie podem ser tratados substuindo a superficie por imagens ade-
quadas. Na pratica, para conseguir calcular, a superficie é plana (ou consti-
tuida de vérios planos), cilindrica ou esférica.
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Considerar uma fonte em z = (0, +b) e um plano em y = 0.
Substituir o plano por uma outra fonte similar a primeira localizada em
(0, —b). Mostrar que para este problema

QI _4y—b Lytb] Q. 2yx
= |tan ' T + ¢ T T L —
¥ o |1 x +tan x o M 2+ b2 — 92

e que é a solucao do problema fonte+plano.

4. Método de imagens: fonte num canto
Considerar uma fonte em (a,b) e um canto formada pelos eixos x positivo
e y positivo. Calcular a funcao corrente.

5. Método de imagens: fonte perto de um cilindro
Considerar uma fonte em z = (a,0) e um cilindro centrado em (0, 0).
Mostrar que

Y = [‘can_1

é a solucao do problema.

6. Calculo da funcao de corrente

O perfil de velocidade de um jato estreito bidimensional satisfaz Vo=
w(x,y)& +v(x,y)) com u(x,y) = UBx~3sech?(ayx=2/3) comx # 0 e o, 3, U
constantes. Calcular ¢ (supondo ¢ =0se y =0) e v(z,y)

7. Calculo de linhas de corrente
Desenhar as linhas de corrente (inclusive a orientagao) da fungao de cor-
rente ¢» = /rsin(f/2). Que tipo de escoamento isto pode modelizar?

8. Um escoamento por superposigcao: fonte+redemoinho

Desenhar as linhas de corrente de um escoamento que corresponde a um
escoamento circular irrotacional horario com um escoamento radial para fora.
Obtemos um escoamento em espiral:

1
Y= (Tﬂ(quLFlnr)

9. Meio corpo
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No escoamento ao redor de um meio corpo, a velocidade do escoamento
retilinear é vg = 0.5 m/s e ¢ = 2 m?/s (cf. fig. 7.7). Determine a velocidade
do fluido e sua dire¢ao (dngulo em relacao a Ox) em r = 1.0 m 6 = 120°.

10. Corpo de Rankine

Uma fonte com ¢ = 10 m?/s em (1,0) e um sorvedouro com mesmo ¢
em (-1,0) sdo combinados com um fluxo retilineo uniforme, de velocidade
25 m/s, na dire¢ao —Oz.

a) Mostrar que ¢ = —25y + (5/7)(tan"!(y/(z — 1)) — tan"!(y/(x + 1)).

b) Determine o tamanho do corpo de Rankine obtido (distancia entre os dois
pontos de estagnacao sobre Ox, pertencendo a um certo 1g e distancia
entre os dois pontos sobre este ¢g de velocidade paralela a Ox).

¢) Determine a diferenga de pressao (em funcao de p) entre o ponto (1,1) e
um ponto longe no escoamento retilineo.

11. Cilindro num escoamento retilineo uniforme

Um cilindro de diametro 40 mm estd imerso num escoamento retilineo de
velocidade 1.0 m/s. Determine as componentes radial e normal da velocidade
no ponto r = 50 mm e # = 135°. Determine a distribugao de pressao com r,
ao longo do eixo Oy.

12. O gol de Roberto Carlos

Este gol famoso ilustra o papel da for¢ca de Magnus de forma muito bonita
como ja comentado. Neste exericio queremos estimar o desvio da bola devido
a rotacao.

a) Consideremos um cilindro de raio r e comprimento [ girando num es-
coamento retilineo uniforme com velocidade angular w. Mostrar que a
forca de sustentagao F = 27 parr2lwU7q (Oy é na direcao perpendicular ao
escoamento).

b) Consideremos uma esfera como um empilhamento de cilindros de altura
dl e raio r = Rsinf. Mostrar que a for¢a sobre um pedago de esfera
de comprimento dl = Rsinfdf é dF = 2rpUwR?sin® 0df e a resultante
é 87/3par RPwU = (1/6) X par X Dj,. X frot X Vpola- A formula usada
para bolas de futebol tem um fator nimerico um pouco diferente: F' =

1.23 X par X D3 X frot X Upota [7-5].
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¢) Calcular a aceleracio a usando pg, = 1,20 kg / m®, Dyoe = 0,22 m,
frot = 10/8, Vpora = 25 m/s, mpoa = 0,430 kg.
Supondo que a diferenga entre trajetéria reta e curva seja at?/2, calcular
esta distancia para um tempo de voo da bola de 1s. (D4 para entender a
supresa dos jogadores e espectadores?)

13. Um veleiro com rotor de Flettner

Consideremos um cilindro de raio a e comprimento b em rotagao num
escoamento de ar uniforme no infinito (perpendicular ao eixo). Desprezamos
a gravidade. Tratemos o ar como um fluido perfeito e incompressivel assim
podemos usar a fungao de corrente:

P(r,0) = (U — %)rsen 0 — Llnf

r ™ a

a) Calcular a velocidade e verificar que ela satisfaz as condi¢oes de contorno
para uma certa escolha de \. Verifique que o movimento ¢ irrotacional.

b) Mostre que a pressao sobre a superficie do cilindro é

r
o 2Ta

)2

1
p(a,0) = poo + §PU<>2<> 1 — (2senf —

Mostre que a forga sobre o cilindro tem componente D = 0 na direcao
paralela ao escoamento (Paradoxo de d’Alembert) e L = p,,.I'Uyb na
dire¢do perpendicular (efeito Magnus).

c) A ideia de aproveitar o efeito Magnus para deslocar-se teve impacto
grande. A foto abaixo, 7.19, mostra um veleiro adaptado por Lt. Jo-
seph Kiernan e W. Hastings, estudantes em arquitetura naval no MIT,
logo apds a chegada do Buckau aos EUA em 1925. O veleiro usa para
propulsao um cilindro de 1m de diametro e 3m de altura girando a 360
r/min gragas a um motor de 5hp [7.9].

Qual é o melhor angulo do vento em relagao ao barco?
Com vento de 25km/h, qual seria a for¢a de sustentacao sobre o rotor?
(Na pratica o valor é menor devido a viscosidade mas ainda substancial

7.10]).

14. Potenciais complexos
Que tipo de escoamentos representam as expressoes seguinentes?



7.8. EXERCICIOS 209

Figura 7.19: Veleiro adaptado por Lt. Joseph Kiernan e W. Hastings utili-
zando o efeito Magnus

a) w(z) =V(z+a*/z) com V,a reais.
b) w(z) = C'ln(z — €) com C, € reais.
¢) w(z) =Cl[(z —¢€)/(2+¢€)] com C, e reais.

d) w(z) =V(z+a*/z) —iCln(z/a) com V,C,a reais.

15. Potencial complexo a identificar
Estudamos no plano complexo z = x + iy o potencial complexo f(z) =

d+ip =Vz+[qg/(2m)]Inz.

a) Podemos considerar este escoamento como superposigdo de outros dois.
Quais?

b) Mostrar que 1) = ¢/2 tem um ponto de estagnagao. Desenhar esta curva
toda. (Em particular ela tem uma parte em U que se estende até o
infinito.)

¢) Argumentar que se pode subsituir a linha 1) = ¢/2 por uma parede sélida
da mesma forma sem modificar o escoamento.
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16. Potencial complexo a identificar
Considere o potencial complexo w(z) definido pela fungao inversa z =
w+ev.

a) Desenhe as linhas de corrente 1» =0 e ¢ = £7.

b) Mostre que, para ¢ << —1 e —1 < 1) < 7, o potencial tende a w(z) ~ z,
isto é, neste limite éle corresponde a um escoamento uniforme.

c) Mostre que, para ¢ >> 1 e —7 < ¥ < 7, 0 escoamento tende ao proveni-
ente de uma fonte puntiforme.

d) Baseado nos resultados obtidos nos itens anteriores, diga o que poderia
representar esse escoamento?

17. Escoamento por um canto

Uma corrente estacionaria bidimensional de um certo fluido perfeito de
densidade p segue ao longo de uma parede até atingir um canto (ver a figura
7.20). O escoamento é suposto potencial incompressivel.

Figura 7.20: Exercicio 17 - Escoamento por uma cunha

a) Escreva o potencial complexo para este problema.

b) Determine o médulo da velocidade.
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c¢) Calcule a pressao exercida sobre a cunha.

18. Outro escoamento, por uma placa
Mesmas perguntas do que o exercicio 17 com a figura 7.21

Figura 7.21: Exercicio 18 - Escoamento por uma placa

19. Escoamento inclinado sobre uma placa

a) Mostre que o potencial seguinte descreve um escoamento retilineo uni-
forme inclinado sobre um circulo de raio a no plano z e indique qual é o
angulo de inclinagao:

com « real.

b) Mostre que com a transformagiao de Joukowski z — z + R2/R o circulo
se transforma numa placa de comprimento 4a inclinada.

c) Para a = m/2, mostre que o escoamento da placa é

2 2

W(Z) = —iU(z — %) com Z = —i(z + %)

20. Transformacao de Joukowski de um circulo em elipse
Como se transforma um circulo de raio R > Ry com z — z + R3/R?
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7.10 Dicas e respostas

! (g6 +T'Inr)

8. = —
v 21
Yp =2
wF:3 =1
4 Yry =8
Yy =17
Yp =4 Yrp =0
23
4
)
Py =6
Yp =5 Yp =
Yp =6

Figura 7.22: Exercicio 8 - Combinagao de um escoamento circular irrotacional
e um radial. Curvas calculadas com ¢ = 8, I' = 20.

12.
b) Mostrar que F, = pUT (cf. §7.44) e T = §,, . 7@ dl = R%w2r.

c¢) Calcular a com F/m. O desvio da bola em relagdo a uma reta seria da
ordem de 4,6m.

17.
a) Proceder como na §7.7, precisara resolver z = r e'™ = RF ¢?37/2,

b) Calcular dW/dZ.

c) Usar a eq. de Bernouilli.
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Capitulo 8
FLUIDOS VISCOSOS

Estudamos até aqui movimentos de fluidos perfeitos e obtivemos resultados
interessantes, verificados aproximadamente por diversos fluidos. No entanto,
encontramos também problemas. O paradoxo de D’Alembert é um exemplo.
Um outro exemplo é o teorema de Thomson (sobre a circulacao) que, se
fosse valido rigorosamente, nao nos permitiria compreender o aparecimento
de redemoinhos numa correnteza junto a obstaculos.

Um fluido perfeito nao tem viscosidade: dois filetes de fluido podem des-
lizar um do lado do outro com velocidades diferentes sem interagir. Num
fluido real, por causa da agitagao molecular de origem térmica, hé colisoes
entre as moleculas dos dois filetes e entao troca progressiva de momento. A
viscosidade é um coeficiente que mede esta difusao da quantidade de mo-
vimento. Assim um fluido real opde resisténcia ao deslizamento relativo de
camadas adjacentes e esta resisténcia depende da viscosidade do fluido.

8.1 Equacao de Navier-Stokes para fluidos in-
compressiveis

8.1.1 Objetivo

Para tratar fluidos viscosos, temos que incorporar um termo novo na equagao
do movimento ou equacao de Euler. Lembramos que, para a derivar, tinha-
mos considerado um pedaco de fluido e escrito a soma das forgas atuando
sobre ele devido a pressao, gravitacao, etc. O termo novo, a forca de vis-
cosidade (especifica), é uma for¢a de superficie pois vem do atrito que as

215
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camadas adjacentes ao volume de prova exercam sobre ele:

ov Vp o f'uisc
- + v -
ot g

(8.1)

Além desta equacao, o fluido deve obedecer a equacao de continuidade
para massa, pois a massa continua conservada. Por enquanto suporemos o
fluido incompressivel de modo que ele simplesmente satisfaz

V-7=0 (8.2)

Por outro lado, a entropia nao sera conservada em principio, assim a equacao
de continuidade para entropia nao deve ser imposta. As equagoes (8.1) e (8.2)
formam um conjunto de 4 equacoes para as 4 incognitas p e .

O problema é escrever f_;isc de maneira explicita. Comecemos por um
exemplo simples.

8.1.2 Forca devida a viscosidade num caso simples

Quando estudamos escoamentos potenciais, por exemplo um cilindro num
escoamento retilineo uniforme, o fluido tinha uma velocidade tangencial na
superficie do cilindro (s6 a componente normal era nula). Mas sempre existem
forcas de coesao e experimentalmente, apesar de nao ser ébvio, a velocidade
de um fluido real é exatamente zero na superficie de um sélido. E por isto por
exemplo que sempre tem uma camada de po nas pas de um ventilador e que
gruda nele mesmo quando quando o ventilador funciona. Por isto também
que para enxaguar louga ensaboada, nao é suficiente passar ela na agua.

A condicao de contorno sobre uma placa fixa, era, para um fluido perfeito:
v, = 0. Para um fluido real, temos que impor v, =0 e v} = 0 (esta
ultima equagao é chamada de condicao de nao-escorregamento ou
“no slip”), ou de maneira compacta Us,p..r. = 0. Se a placa estiver em
movimento, o fluido tem que se movimentar com mesma velocidade.

Vamos supor que tenhamos duas placas paralelas com agua entre elas, dei-
xamos uma placa parada e deslizamos a outra com velocidade vy pequena.
Se medirmos a forca necessaria para manter a placa em movimento, encon-
tramos que ela é proporcional a vg/d, onde d é o espagamento entre as placas.
Precisamente, a tensao F'/A (forga por unidade de superficie) é

F Vo

A 775 (8.3)
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onde n é chamada coeficiente de viscosidade de cisalhamento ou dinamica e
¢ uma constante (a temperatura e pressao fixas).

adrea A Uo

s

L.
s

=0

Figura 8.1: Escoamento de um fluido real entre placas com velocidade rela-
tiva. Observar que sobre a placa parada a velocidade do fluido é nula e sobre
a placa com velocidade v, a velocidade do fluido é vy.

De modo geral, nao sé a placa desliza sobre a camada superior do fluido,
mas cada camada desliza sobre a camada inferior adjacente. Assim para um
pedaco de fluido de espessura perpendicular ao escoamento Ay e superficie
paralela ao escoamento AA (cf. fig. 8.2), podemos escrever para a forca de
cisalhamento atuando sobre ele:

AF  Av,  Ov,
A~ Tay Ty

(8.4)

Esta equagao descreve como o fluido reage a uma tensao AF/AA. Um fluido
que obdece uma rela¢ado como (8.4) é chamado fluido Newtoniano.

8.1.3 Equacao de Navier-Stokes para fluido incompressivel

Agora passemos ao caso geral de um elemento de fluido ciibico como na
figura 8.3. Procuramos nao f,;s. diretamente mas a forca superficial f =

_VP + fvisc~

Sobre cada face atua uma tensio 7. A forca resultante das tensoes atu-
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'
— '
.......... AF, T+ AT
— Aﬂ ; >
""" NAZZ T .
yL

Figura 8.2: Movimento de um pedago de fluido entre placas com velocidade
relativa.

ando sobre as seis faces é:

fov =

- ) f _’_
-+ (Tg + 835.’133) — T3 61‘151‘2
81'3

oT, 0T, OTh
81’1 + 8x2 + 8x3

oV

A componente i de f tem contribugoes das 3 tensoes fj Introduzimos a
notacao seguinte para as componente ¢ das tensoes 7Tj:

A componente i de f entao pode ser escrita como

8@1 60i2 802-3

_ 0015
fi= 0x; * Oxs + ors ;0% (8.7)
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I

x2

x1

Figura 8.3: Tensoes (for¢as por unidade de superficie) sobre as faces de um
cubo de fluido.

No caso de fluido ideal, 0;,; = —pd;; (i.e. as tensodes nas faces sao devidas a
’ J J
pressao nas faces). Isto nos leva a re-escrever

05 = —pdij + 07/;3- (8:8)

com agj = 0sen = 0. 0;; ¢ chamado tensor de tensoes. Usando propriedades
do fluido é possivel encontrar a forma de o7;.

Seguindo a se¢ao anterior, os agj devem envolver combinacoes lineares de
termos em Oug/0z;, a forma mais geral seria

8vk
L= ek 8.9
04 %O‘Jkl o, (8.9)

O movimento relativo de dois pontos vizinhos num fluido pode ser escrito
como soma do movimento devido a deformagao e a rotagao. Somente a
deformagao pura dissipa energia e deve dar origem a f,;s.. Podemos escrever

8’Uk 1 al}k (%l 1 c%k 81}1
o[ ZE 422 - = - == 1

Nesta equacao, a parte de rotacao ¢é a anti-simétrica' e a parte de deformacao

Se um fluido gira como um corpo rigido, v; = (& x 7); = (wjzy —wyx;), dai Ov; /Ox; +
0v;j/0x; = —wy, + wy, = 0.
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que nos interessa a simétrica, de modo que devemos ter:

1 8vk 6@1

Xy

Finalmente, o fluido é isotrépico, entao o;; nao deve depender da diregao
e o tensor de ordem 4 «;j; também nao, isto implica que ele é da forma
ikt = A0ijOt +1(0irdj1 + 6idjk) + v (801 — 04101) = AyjOkr +1(0i 051+ 030 k).

No tltimo termo usamos o fato que devemos ter o}; = o7;. (O argumento de

isotropia é implicito ao escrever o;; = —pd;; no repouso. )
Assim 5 5 5
Uk Vi v,
L=\ —F 2. 8.12
%ij J zk: (&m) i <8wj * ox; ( )
Y4 vy

Para fluido incompressivel, V - 7 = Y (5%) = 0 de modo que chegamos a
k

oxy
formula final

ov;  O0v;
o= : . 8.13
UZ] " (8.1'] + aill'Z) ( )
Em coordenadas cartesianas
Vg VU v Vg Vz
8277%7 (e ) n(237 +52)
oy = | G+ %) 20y, G %) (8.14)
(% +52) (% + %58 2%
Em coordenadas cilindricas
2% ng () + 2% 05+ %)
o= | n0g ()£ 315 mGg ) w(GEeig) | (19)
G+ %) () 25
Juntando (8.7), (8.8) e (8.13)
80ij
R L
Op 0%, 0*v;
- s, i j

82UZ‘
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(Usamos V - & = 0.) Observamos que

Com isto podemos re-escrever a equagao do movimento como:

—

o7 B} v
U (V)i = —pp+g+2v%7. (8.18)

ot
Esta equacao é a equacao de Navier-Stokes para fluido incom-
pressivel.
O termo V27 merece cuidado: V27 = (V- V)7 é o Laplaciano do vetor @
e nao de uma funcao?.
Em coordenadas cartesianas

0? 0? 0?
2
=44+ 1
\V4 9 + B + 9.2 (8.19)
e
[82vx N 9%v, N 82%] .
0x? oy? 522 "
0%v v, 0%
24 w2 4 2 2 A .
V0 = Vo2 + Vou,g + Vv, 2 = + [0ny 8y2y az?@/}y (8.20)
[3202 i 827}2 i aQUz]é
ox?  Oyz 02277
Em coordenadas cilindricas
10 0 1 0? 0?
e [ I 21
v ror <T8r> * 72 062 + 022 (8.21)
e
[lg( avr) _ U + ia2vr _ z% + 82UT]A
ror " or r2 - r2 092 r2 00 022 "
2 2
VQU: +[1g avg Vo 1 8 Vo 2 av,« 8 Ug]é (822)

rorl o) TR T e T o
+12(Tﬁvz) N i@%z N 8202]2
ror: Or r2 062 022"

Podemos fazer vérias observagoes sobre (8.18).

20bservar que V25 = V(V - 7) — V x (V x 7) # V(V - ) em geral.
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e Ambas a equacao de Euler e a de Navier-Stokes tem termos nao line-

—

ares em (U - V)U. Isto significa que ndo podemos usar o teorema de
superposicao para obter solugdes (nem o de unicidade).

A ordem das derivadas espaciais na equacdo de Euler é 1 (cf. (7- V)7,
ﬁp, etc). Na equagao de Navier-Stokes esta ordem é 2 devido ao termo
V27, Isto a torna mais dificil de resolver. Outra consequéncia desta
ordem 2 é que precisa de mais condi¢oes de contorno para resolver a
equacao de Navier-Stokes do que a de Euler.

Na equacao de Navier-Stokes, o coeficiente de viscosidade 7 aparece
dividido pela densidade p. Do ponto de vista cinemético, o que carac-
teriza um fluido viscoso é mais a razdo n/p = v chamada de viscosidade
cinemética, do que n propriamente.

A tabela seguinte da os valores de 1 e v de alguns fluidos mais co-

muns. Por esta tabela vemos que o ar é o menos viscoso dos trés
n(g/s-cm) | v(cm?/s)
agua 0.010 0.010
ar 1.8x107* 0.150
mercurio 0.0156 0.0012

fluidos considerados e o mercirio o mais. Entretanto, sob o ponto de
vista cineméatico, o ar é o mais viscoso e o mercurio o menos. Isto sig-
nifica, por exemplo, que é muito mais facil observar turbuléncias no ar
do que na 4dgua ou no mercurio.

A equacao de movimento da vorticidade €2 = V x ¢/, usando o raciocinio
da §5.1.4 fica

(8.23)

8.1.4 Condicoes de contorno

As condicoes de contorno sao importantes para ter uma solucao adequada.
Aqui discutiremos as mais comuns. Precisamos de duas condigbes de con-
torno para cada direcao de 7.
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(i) Condigao de ndo-escorregamento

Como ja discutido, para um fluido real, a condicao de contorno para
Ufuido SObre uma superficie parada é ¥t = 0. Mais geralemente
Ufuido = Uparede- Para dois fluidos nao misciveis, devemos ter v, = 0y

(ii) Condigdes de equilibrio na interface

A forca que age sobre a superficie do volume dV pode ser calculada.

ao_i j auss
J J J J
(8.24)
onde dS; = n; dS (com normal apontando para fora) . O primeiro termo
¢é a pressao, sempre existente, e o segundo termo a forca de atrito devido

& viscosidade.

Quando temos dois fluidos por exemplo, as forcas que o fluido 2 exerce
sobre o fluido 1 devem cancelar as do fluido 1 sobre o 2. No exemplo
da figura 8.4, na interface (plana) dS, =0 e JSy = dxdzy e U = vT de
modo que as forgas sobre o fluido 1 sao

dF;U = _pde + O;rdsﬂﬁ + O-;Z/dsy - a’xdey,

dF, = —pdS,+ 0,dS, + o) dS, = —pdS,. (8:25)

e as forcas sobre o fluido 2 sao opostas.

- pdgy
Yy
/
U v _laxy dSy
T =
U1 +05,dS,
+pd§y

Figura 8.4: Exemplo de condi¢oes numa interface
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(iii) Condigoes no infinito
Por exemplo para um objeto num escoamento retilineo uniforme, longe

do objeto a velocidade do fluido deve voltar a ser a do escoamento
retilineo uniforme.

8.2 Applicacoes

8.2.1 Escoamento estacionario entre duas placas que se
movem com velocidade relativa (Couette plano)

Voltemos ao problema da §8.1.2. Temos duas placas com velocidade relativa
vox. Desprezemos o campo gravitacional e impomos p = cte. Estudemos o
problema estacionario.

A velocidade do fluido também ¢ ao longo de Ox: ¥ = v,(z,y, 2)&. Por
simetria v, nao pode depender de z. Como o fluido é incompressivel, V7=
Ov, /O0x = 0 i.e. v, nao depende de x. Assim

U= v,(y)z. (8.26)
Temos
ovjot = 0,
(- V)T = (v:0;)(va(y)2) = 0,
Vp = 0 e
\Vait = V20,7 = (v, /dy*)T
. A equagao de Navier-Stokes se reduz a
d*v
-0 8.27
o (8.27)

daf a solugao v,(y) = ay + b. Usando as condigdes de contorno v,(0) =0 e
vz (d) = vo:

Vo

v, (y) = TV (8.28)

Assim a velocidade aumenta linearmente com y.

E interessante calcular as forgas sobre o fluido em y = 0 e y = d. Usamos
(8.24) com dS, = dS, =0 e JSy(h) = dxdzy e CTSy(O) = —dzdzy e todos os
o' sdo nulos exceto o, = 0, = 1n0v,/dy = von/d.
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Figura 8.5: Esquerda: perfil de velocidade no caso de um fluido entre placas
com velocidade relativa mas pressao constante. Direita: forgas das interfaces
sobre o fluido (linha continua) e do fluido sobre as interfaces (linha ponti-
lhada). Em cada interface as somas s@o iguais a zero. Além disto a soma das
forgas sobre o fluido é nula (ele ndo é acelerado.)

Na direcao y:

Fyy=d) = [pds,+ [0}, ds. = —pA (8.29)

e F,(y = 0) = pA (pois dS aponta em sentido oposto).

Na direcao z:
F.(y=4d) = /0;y ds, = voAn/d (8.30)

e Fy(y = 0) = —vgAn/d (pois dS aponta em sentido oposto).

Na direcao z:

Fy=d)=0=F,(y=0) (8.31)

Na interface y = d, o fluido é submetido a for¢ca —pAy + (voAn/d)z e
responde com forca oposta. Na interface y = 0, o fluido é submetido a forca
pAYy — (vgAn/d)z e responde com forga oposta.

Além disto, a soma das forcas que atuam sobre o fluido é nula como
esperado pois o fluido nao é acelerado.
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8.2.2 Escoamento estacionario entre duas placas fixas
com gradiente de pressao (Poiseuille plano)

Agora supomos que as placas estao paradas e que a pressao nas extremidades
é diferente, valendo p; em z = —[/2, e um valor menor p, em x = /2, de
modo que se estabelece um escoamento. Desprezamos o campo gravitacional.

A velocidade do fluido do fluido é ao longo de Ox: U = v,(x,y, 2)Z.
Por simetria v, nao pode depender de z. Como o fluido é incompressivel,
V. 7= v, /0x = 0 i.e. v, nao depende de x. Assim

+(Y) 2. (8.32)

e como no caso anterior 97/t = 0, (7- V)& = 0 e V2 = (d?v,/dy?)z . Mas
agora Vp # 0.
A equacao de Navier-Stokes se escreve

U=

<

_ @ d* Yz 0
oz dy?
_op _0 (8.33)
y
_op _0
0z N
d?v,

Vemos que p sé depende de x enquanto T s6 depende de y, entao
Y

0
o _
ox
&0, (8.34)
dy? -
Podemos resolver
p=Cx+c. (8.35)

Usando as condigoes de contorno C' = (ps — p1)/l e ¢ = (pa + p1)/2 de modo
que

:p2—p1$+p2 —|—p1' (8.36)
l 2
Temos também

2
%@:c;+w+a (8.37)
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Usando as condicoes de contorno e o valor de C' ja determinado

vely) = PP uly = ) (8.38)

v, cresce parabolicamente, atingindo seu valor maximo entre as placas em

y=nh/2.

x=-1/2 7 x=1/2

Figura 8.6: Esquerda: perfil de velocidade no caso de um fluido entre placas
paradas mas com diferenca de pressao. Direita: forcas das interfaces sobre
o fluido (na dire¢do x), a soma das forcas sobre o fluido é nula (ele nao é
acelerado.)

As forcgas sobre o fluido podem ser calculadas. Para as paredes JSz =
dS, =0e JSy(h) = dxdzy Todos os o’ sdo nulos exceto o}, = 0, = [(p2 —
1)/l (y — h/2). Supomos que z varia de —L/2 a L/2.

Na direcao z:

Fo(h) = / o S, = (ps — p1)Lh/2 (8.39)

e F,(0) = (p2 — p1)Lh/2. A forga total sobre o fluido na dire¢do x devido
ao cisalhamento é (py — p1) Lhi o que equilibra a forga devida a diferenga de
pressao —VpV = [(p1 — p2)/IJhlL& = —(p2 — p1) Lhi.

Na diregao y (integrando em x):

Fy(y=h)=— /pdSy — —(pr + p2)IL)2 (8.40)

(onde a integral em z tem que ser feita com cuidado) e F,(y = 0) = (p; +

Na direcao z:

F.(y=h)=F,(y=0)=0 (8.41)
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A forca total sobre o fluido é nula como esperado para um fluido nao acele-
rado.

8.3 Equacao de Navier-Stokes para um fluido
compressivel

Para extender o que fizemos para o caso de um fluido compressivel voltamos
a equagao (8.12)

ol = Ay Ek: (g;‘:) +7 (g;’j + gzﬂ ) : (8.42)
E comun re-escrever esta equa(;éo COImMo
, ov;  0Ov; 2
Ty =0 <axj oz ) ( 3”>
(2 225t %) s 2“’“

ie. A= — (2/3)n.

Usando f; = 00;;/0x;, a equagao de Navier-Stokes se torna

(8.43)

v _ _12@5,,
a —  p 5 Ox; Y
n 0%v; D*v; 2 0%y, C 0%y,
a z Sii
+p (Zj: Ox3 + Z (%cjaxz 3 zk: (9xk ) zk: Ox;0xy, "
1 0%v; 1 ov; oy,
= —= —0pdx; + Ly N
pfmc poe (Z 3 Z Oz, p@x, Z &Bk)
(8.44)
ou numa forma mais compacta e re-introzindo a gravidade
W0 gy CH G654 7 (8.45)
dt PP p ' '

¢ é a viscosidade de volume, ligada a resisténcia em mudar de volume, ela
¢ nula para gases monoatomico, nao é nula para o ar. Tradicionalmente é
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importante na acustica e pode ser importante para o plasma de quarks e
gluons.

A seguir consideremos somente fluidos incompressiveis (ndo tem o termo
em V - ¥ e nem (). O coeficiente de viscosidade que sobra, 7, corresponde
ao coeficiente de difusio do momento. E gracas a esta viscosidade de ci-
salhamento que o movimento de uma camada de fluido pode induzir um
movimento nas camadas vizinhas. Este coeficiente depende da temperatura.
Com temperatura crescente, ele diminui para um liquido e aumenta para um
gas.

8.4 Dissipacao de energia num fluido viscoso
incompressivel

A ocorréncia de viscosidade leva a dissipacao de energia, que no final é trans-
formada em calor. Faremos o cédlculo sem a gravidade.

Considerando um volume V' do fluido fixo, delimitado por uma superficie
fechada S (como no Cap.2), a variagao da energia cinética com o tempo pode

ser escrita
p/Wd —p[7 L "
2v6tvl)vvatv‘ (8.46)

Substituindo 0v/0t com o auxilio da equagao de Navier-Stokes e lembrando
que V - ¥ = 0, podemos reescrever a funcao integrada como

—».@’ o — — — VP ﬂ—;. _’2—.\

UG =0 (0 V)T R 410 (V)
- (¥-V 42 n | 0% 0 (Ovg
=—(v-V) { P +pizlivl|:8xk8xk+3xi(axk):|
N v/ *ﬁ P N5~ 9 |y (v 4 Ovk) | _ my v Qv Oug
=V [U 2 p):|+pik8xk Ui Bxk—i_(‘)ri p%axk 8xk+8xl
— V. |g(Z 4 0 | mui(Ovi 4 Qv )| _ n (5 Qv y Ovg
=-V: [U<2 p) +§8xk|: p \ Oz _'_(9:1:1' 2p Zkaxk +8x1

(8.47)
para passar da 1* a 2% linha, usamos (17 V)0 = (1/2)V(7 - 0) + (V X 7) x
de modo que 7'- (U V)U =0- Vv2/2 e V-v=Y,00,/0x; =0. Na 3 hnha
usamos v - Vf = va ja que V-i=0cea regra da cadeia. Na 4° linha,
usamos o fato que Z]:C(@vz/@xk) = 4k(avk/8x2) :
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Portanto,
dE. - 8112 8'Uk 81}1
e AL ( P”Z/a i ]dv 23 /axk
(8.48)
Usando agora o teorema de Gauss, chegamos finalmente a
dEc 81}@ c%k 81}1 c%k
7 7{ pv( dS—l—Z%nvl 8:(:1 dSk Z / 8:61 av .
(8.49)

Os dois primeiros termos desta expressao representam a variacao da ener-
gia cinética do fluido devido ao transporte direto (através da superficie S)
e o ultimo termo é devido a dissipacao. Em particular, se S — oo, os dois
primeiros termos tendem a 0 (no referencial em que o fluido esta em repouso
a grandes distancias). (Se existirem superficies sélidas, as duas primeiras in-
tegrais serao nulas sobre elas, pois ¢ = 0 14). Portanto, a variagao da energia
cinética de todo o fluido é

dE avz avk
_—fz/ e (8.50)

O sinal menos é porque ha dissipagao de energia. dE./dt é nulo se todos os
Ov; /Oxy + Ovg/Oz; sdo nulos, i.e. ndo ha deformacao.

8.5 Adimensionamento da equacao de Navier-
Stokes e nimero de Reynolds

A equagao de Navier-Stokes para um fluido incompressivel se escreve:

dv ov -
at ot + (- V)o
%S, (8.51)
= + 5+ v
P P

O termo 97/dt é chamado termo instacionario e o termo (7- V)7 inercial.
Na segunda linha, os termos sao devidos respectivamente as forcas de pressao,
de volume e viscosas. Esta equacao estd escrita por unidade de massa e
queremos torna-la adimensional.

8?%

av .
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Introduzimos:
t=t"T, z;=x2.L v=2Vy, p=pFyedg= gG, onde as letras maiisculas cor-
respondem a quantidades dimensionais fixas e as letras com linha a variaveis
adimensionais. A equagao de Navier-Stokes se re-escreve:

%877, %2 o\ A PO 6/13/ 77%
077 4 20y —_29 Gq + 122
T T T (v - Vo +Gg + p

ou fazendo aparecer o coeficiente unidade na frente do termo inercial:

V2 (8.52)

L ov

PV LG, n 1
VoT o' V2

RGN

+ (- V) = V2 (8.53)

Muitos problemas que consideraremos envolvem um fluido escoando sobre
um obstdaculo. Assim consideremos o caso de um objeto de dimensao L
(perpendicular a velocidade) deslocando-se com velocidade V) num fluido
em repouso. L e Vj sao as tunicas escalas do problema. Nao tem escala
independente de tempo ou pressao. Supomos também que a gravidade nao é
importante. Podemos construir 7' = L/Vjy e Py = pV{. Obtemos a equagao
adimensional:

o’
o "
onde definimos o nimero de Reynolds

L

(7 - V)T = -V'p + >

\YARCT (8.54)

pVoL
1

Re =

(8.55)

A grande vantagem desta equagao adimensional é a seguinte:
quando a resolvemos para um valor de Re dado, todos os problemas
que tem o mesmo Re tem a mesma solugao. Isto é a ideia atras dos
testes de arrasto em tunel de vento com modelo reduzido (cf. exercicios).

O numero de Reynolds apareceu como a razao entre termo inercial e termo
ViScoso ~
_@-vyd| _ V@/L_ pWl

In/pV2all n/p Vo/L?  n

Assim podemos distinguir varios regimes:

Re

(8.56)

e No caso Re — 0, os efeitos viscosos dominam. O escoamento é laminar
(elementos de fluido vizinhos permanecem vizinhos).
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e No caso Re — o0, os efeitos inerciais dominam, o escoamento vira
turbulento ( ¥(t, z,y, z) varia aleatoriamente.)

e Para valores intermediarios, (entre 1 e 2000), as forgas de inercia sao
preponderantes mas o escoamento permanece laminar. Eventualmente
pode-se desprezar os termos de viscosidade.

Alguns valores de niimero de Reynolds sao:

uma paramécia nadando na dgua Re ~ 1072

- uma gota chuva caindo no ar Re ~ 1000

- o arrasto de um pedestre Re ~ 4 x 30000
- o arrasto de um carro Re ~ 4 x 108

- 0 arrasto de um aviao Re ~ 2 x 108,

Este tipo de raciocinio (usando o numero de Reynolds e a equagao de
Navier-Stokes adimensional) pode ser aplicado a problemas onde aparecem
uma escala de pressao Fy ou tempo T, efeitos de gravidade, varios tamanhos.
Alguns outros nuimeros podem ser introduzidos (Strouhal, Froude, Euler)
nestes casos.

8.6 Escoamento muito viscoso incompressivel
ao redor de uma esfera

Para um fluido passando por um obstaculo, existem dois regimes: longe onde
o escoamento nao é perturbado e a viscosidade nao é importante e perto,
onde o momento pode se difundir devido a viscosidade. A regiao perto do
obstaculo é chamada camada-limite e precisa ser tratada com a equagao de
Navier-Stokes. A regiao fora pode ser tratada como um fluido perfeito. Nesta
secao consideramos a regiao perto de um obstaculo.

Chama-se escoamento paralelo um escoamento unidirecional e invariante
ao longo do escoamento (7 = (v.(y),0,0) ou ¥ = (v,(y, 2),0,0)). Os escoa-
mentos de Couette e de Poiseuille sdo deste tipo. Neste caso, (¥ - 6)17 =0
eV -7=0. A equacao de Navier-Stokes s6 tem termos lineares ﬁp e V27
(eventualemente §) e fica relativamente simples de resolver.

Existe um outro caso interessante onde podemos resolver esta
equacao de Navier-Stokes, um escoamento estacionario com obsta-
culo esférico e nimero de Reynolds pequeno. O termo inercial (- 6)17
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pode ser desprezado e a equagao a resolver fica:
g+ -V (8.57)
P

Esta equacao é chamada equacao de Stokes.

Consideraremos o caso onde o obstaculo é uma esfera de raio R e o es-
coamento tem velocidade U = UZ. Vamos mostrar que a forca de atrito
é

F = 6mnRU (8.58)

Esta forca é chamada forca de Stokes.

Figura 8.7: Escoamento axi-simétrico ao redor de uma esfera.

Supomos o escoamento incompressivel, estacionario e axisimétrico ao re-
dor de Oz (desprezamos a gravidade):

N

U = v,.(r,0)7 4+ vg(r, 0)6. (8.59)

Como V - 7 = 0, pode-se introduzir a funcao de Stokes que faz um papel

similar a funcao de corrente. Ela pode ser calculada em coordenadas esféricas
e ¢ da forma (cf. §7.2 de [8.1] por exemplo)

U = (A/r + Br* + Cr)sen %0 (8.60)

A, B, C constantes a determinar com as condigoes de contorno.
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As componentes da velocidade sao:

1 oV

1
vp(r,0) = e 000 T—2(A/r + Br® + Cr)2cos
1 v 1 (8.61)
— oY _l(—A/2 4 2B .
Vg m— 7“( /" + 2Br + C)sen 0

As condicdes de contorno sio #(R,0) = 0 e 7 = Uz = U cos 07 — Usen 60
(fig. 8.7) se r — 0o0. A condigao no infinito leva a B = U/2 e as na superficie
aA=UR3/4e C =—-3UR/4. Assim

Ll 3R 1R?
1 —2U7’sm9(1—2r+2r3)
3R 1R?
1 3
ve(r,0) = —Usind(1 — if + 41;%3)

Com a equacio de Stokes na forma Vp = nV20 = 5[V(V - 7 — V x (V X
U)] = —nV x (V x ¥) (cf. nota de rodapé na §8.1.3), pode-se obter a pressao
(cf. por exemplo §7.2 de [8.1])

3nUR
2 r?

A forga ao longo de Oz é (cf. fig. 8.8)

cos . (8.63)

p(ra 9) = Poo —

dF, = dF, cosf — dFysinf = o,,dS, cos — 0,4dS, sinf (8.64)

A partir de ¥ e p pode-se calcular para r = R as componentes necessarias
do tensor o;; e obter (as féormulas em coordenadas esféricas para os o; ;
podem ser encontradas no apéndice A de [8.1]):

o, = 27]8UT =0
or 8.65
, 10v, Ovg g 3nU (8.65)
0/9 = 0y, = nil- 4+ — — — | = ——sen (9
r " r 00 or r 2R

Com isto obtemos

3nU
dF, = | — 0+ —)dS.,. .
L ( Poo COS O + 5R ) S, (8.66)
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Uz

D —

— >
x

D —

Figura 8.8: Decomposicao da forga sobre um elemento de superficie dS,

Usando dS, = R?sen 0d¢ e integrando
F, = 6mnRU, (8.67)

como anunciado.

A existéncia desta forca vindo da viscosidade resolve o paradoxo de d’Alembert.
Pode-se verificar também que a forca transversal de sustentacao é nula como
esperado par este caso axisimétrico.

No curso de Fisica Experimental, vocés talvez ouviram falar desta forca
de Stokes, numa experiéncia de queda de uma esfera num tubo com oleo.
Procurava-se obter a velocidade limite vy da esfera quando ela estd em
equilibrio sob os efeitos da forca de peso, do empuxo devido aos gradien-
tes de pressao e a forga de atrito viscoso ou forga de Stokes. A previsao
tedrica para vy, (vezes uma corregao para levar em conta que o diametro do
tubo é finito) é que ela varie com o raio da esfera ao quadrado. Ela tem
muitas outras aplicagoes, por exemplo em esportes com bola (cf. exercicios).

8.7 Coeficiente de arrasto e coeficiente de sus-
tentacao

Para qualquer nimero de Reynolds, o coeficiente de arrasto de um objeto
de secao S num escoamento de velocidade i, é definido a partir da forca de



236 CAPITULO 8. FLUIDOS VISCOSOS

arrasto F'y:
Fy

1.2
ZpuS

Para uma esfera e um nimero de Reynolds pequeno, usando a expressao
de Stokes, temos

Cp = (8.68)

Cy = 24/Re. (8.69)

Experimentalmente, esta expressao vale até Re ~ 1. Existem outras férmulas
aproximadas para outros intervalos de Re.
E comum introduzir também o coeficiente de sustentacao

Fs

Cs

onde Fyg ¢ a forca de sustentacao do tipo Magnus que vimos para objetos em
rotacao e a que vimos para aerofolios.

8.8 Camada-limite

8.8.1 Caracteristicas

Um grande avanco na mecanica dos fluidos foi feito em 1904 por Prandtl.
Ele concebeu a ideia de camada-limite, regiao fina sobre um objeto num es-
coamento, onde a viscosidade é importante. Podemos obter uma ordem de
grandeza desta espessura no caso de escoamento U(z) de um fluido incom-
pressivel sobre uma placa em duas dimensoes da seguinte maneira.

As equacoes a resolver sao

. v, o d,  1dp n 0%v, N 0%v,
* oz Yoy — pox  p\ o2 Oy?
2 2
vx% i Uy% __19p _ n (0%, 0%, (8.71)
ox oy pOy p \ 0z? 0y?
Oy + % =0
ox Oy o

v, e v, mudam mais rapidamente na direcao perpendicular ao escoamento
y, do que na direcao paralela x por causa da condicao de nao escorregamento.
Seja Uy um valor tipico de v, e suponhamos que v, mude de U, sobre uma
distancia L. Chamemos 0 a espessura da camada.
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Fazemos a hipdtese

8’096 UO 8093 UQ
150 = =2 >> 1520 = 2 (8.72)
isto significa
0 << L. (8.73)
Uma outra consequeéncia é
v, Uo v, U
= — = — 74
1511 = 52 >> 1551 = 73 (3.74)
Usando a tltima equagao em (8.71)
v, 0v, U,
Z = =2 8.75
1520 = 1520 = 5 (5.75)

em consequencia v, que vale 0 sobre a placa deve atinge um valor aproximado
de Upd/L na camada. Assim v, é muito menor que v, (pois este tem valor
tipico Up).

Inserindo os valores aproximados de Uyd/L para v, e Uy para v, nas duas
primeiras equagoes em (8.71), vemos que —(1/p)0p/dx varia como 1/6% e
—(1/p)0p/0y como 1/, de modo que

p __Op
9y << (8.76)
Em primeira aproximacao, p(z,y) = p(z). Assim ja que p é uniforme ao longo
da espessura, ela tem o valor da regiao de fluido perfeito imediatamente fora
da camada (por continuidade).

Os resultados que encontramos sao resumidos na figura 8.9

Juntando (8.74), os fatos que v, << v, e p = p(z), as equagodes a resolver
(8.71) se simplificam

0, e, Oy Ldp O
Y Ox Yoy  pdx  pOy?
(8.77)
(%x_'_% _0
oxr Oy o

A espessura da camada pode ser estimada. Na primeira equacgao, o termo
de viscosidade a direita ¢ de ordem (1/p)Uy/6%. Ele deve ser comparével aos
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u(z)
—

>
>
>

PR N S—

0

Y -

Figura 8.9: Placa num escoamento U(z): na camada-limite v, ~ 0, p(z,y) ~
pperfeito(xa Yy = 5)

termos nao lineares & esquerda® que sao ambos de ordem UZ/L. Obtemos
0

entao
0 [1

A hipotese de camada fina (8.73) vale se o nimero de Reynolds for grande.

As equagdes (8.77) podem ser resolvidas semi-analiticamente para placa
plana num escoamento retilineo uniforme ao longo de Ox como mostrado
nas §8.3 da ref.[8.1] e 10.3 de [8.3]. A solugao, chamada solu¢ao de Blasius,
concorda bem com dados experimentais no regime laminar com nimero de
Reynolds grande.

8.8.2 Descolamento da camada-limite

Quando a velocidade aumenta, a camada-limite pode se desgrudar do objeto,
um pouco como um carro que passa embr alta velocidade voa acima de uma
lombada.

A figura 8.10 resume o que acontece para um cilindro num escoamento
cuja velocidade aumenta.

30 termo de pressdo nao é crucial, por exemplo num escoamento retilineo uniforme ao
longo de Ox, p é constante.
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Ponto de separagéo

Bolha de
separacao

Ponto de separagéo

Esteira

Re = 10°

Figura 8.10: Fenomeno de separacao da camada-limite. A regidao onde a
viscosidade importa estd indicada em cinza.

e Inicialmente, a baixa velocidade, isto ¢ pequeno Re, o termo inercial
na equacao de Navier-Stokes é desprezivel e a regiao onde a viscosidade
importa é muito grande. As linhas de corrente sao simétricas na frente
e na parte posterior do cilindro.

e Quando a velocidade aumenta, surge uma camada-limite com pequena
extensao a montante do cilindro e grande a jusante. Esta regiao a
jusante é chamada esteira. Outro fenomeno importante é a separacao
quando o fluido nao consegue mais manter sua trajetéria curva ao redor
do cilindro. O resultado é a formacao de uma bolha de fluido atras do
cilindro (onde o movimento é em parte contrario ao do escoamento fora

da bolha.

e Quando a velocidade aumenta ainda mais, a camada-limite fica mais
fina e tem turbuléncia na esteira.

Podemos entender melhor o fendmeno de separacao da camada-limite.
Nos calculamos a velocidade e a pressao na auséncia de viscosidade para um
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cilindro num escoamento retilineo uniforme na secao 7.4.3. Nossa solucao
esta representada na figura 8.11

Figura 8.11: Velocidade e pressao na superficie de um cilindro num escoa-
mento retilineo uniforme sem viscosidade.

Na camada-limite a pressao é a do fluido fora da camada, i.e sem efeito
de viscosidade e tal como mostrado na figura 8.11. Ao passar de A a B
na figura 8.12, uma particula de fluido encontra um (negativo do) gradiente
de pressao favoravel que ajuda o movimento mas ela sofre perda de energia
devido a viscosidade. Em B, ela encontra um (negativo do) gradiente de
pressao desfavoravel que dificulta o movimento. Se a particula de fluido nao
tiver energia suficiente, ela nao pode continuar sua trajetoria curva até C e
isto causa o descolamento da camada-limite.

8.8.3 Vorticidade em volta de uma asa

No capitulo anterior, nos vimos que se tiver vorticidade em volta de um ae-
rofolio num escoamento, haveria sustentagao mas a origem desta vorticidade
nao tinha sido esclarecida. Em particular num fluido perfeito, ela nao pode-
ria aparecer. Quando um aviao é posto em movimento, aparece um vortice
anti-horario: o equivalente da figura 8.10 do cilindro para o caso da asa, é
mostrado na figura 8.13. Este vortice é varrido pelo escoamento principal
(perpendicular a folha) deixando um voértice horario (e sustentagao) na asa.
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Figura 8.12: Descolamento da camada-limite.

Isto acontece porque fora da camada-limite, o fluido é perfeito e a circulagao
deve ser nula (teorema de Kelvin) de modo que para compensar a perda de
um vortice deve aparecer outro em sentido oposto.

I["’.

L

by

Figura 8.13: Aparicao de vorticidade em volta de uma asa.
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8.9 Exercicios

1. Escoamento de Couette plano

Um fluido incompressivel de viscosidade 1 é localizado entre duas placas
infinitas, espagadas de 2d. A placa de cima tem velocidade Vz e a de baixo
—Vz. (A gravidade é desprezada e a pressao constante.)

4 +Vi
+d|-—- —>
T >
—d| -—
~Vi

Figura 8.14: Exercicio 1.

a) Calcular a velocidade do fluido.

b) Fazer um esboco das forgas atuando sobre o fluido e as calcular.

2. Escoamento de Couette cilindrico - 1
Consideremos um escoamento estacionario entre dois cilindros de compri-
mento [.(A gravidade é desprezada.)

7=V (r)d com V(a) =aQ e V(b) =0
Usando coordenadas cilindricas:
a) Calcular a velocidade.

b) Calcular o torque sobre cada cilindro.
3. Escoamento de Couette cilindrico - 2

Resolver o mesmo problema do que o exercicio 2. em coordenadas carte-
sianas
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Figura 8.15: Exercicio 2.

4. Escoamento de Couette cilindrico - 3

Considere um cilindro de comprimento infinito em movimento de rotagao
constante (velocidade angular w) dentro de um liquido viscoso.

a) Usando um raciocinio andlogo ao caso de escoamentos unidirecionais, mos-
tre que, neste caso, U(r, ¢, 2) = vs(r)¢ e a equacdo de Navier-Stokes se
escreve

v _10p
r o por’
0 __1619+77(02v 10@_v>
 prded  p\orr  ror r2
0 —1op
 p0z

Lembre-se de que (87)/(8¢) = ¢ e (9)/(dp) = —# (F e ¢ sdo versores).

b) Usando a simetria do problema e as equagbes do item a), conclua que
p =p(r) e a segunda equagao se reduz a

v 1dv v

W—i_rdr 72

¢) Determine a distribuigdo de velocidade, procurando solugdes da equagao
acima na forma 1" e a pressao.

d) Determine o torque por unidade de comprimento necessario para manter
o cilindro em rotagao constante.
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5. Escoamento de Poiseuille cilindrico

Num tubo de secao circular de raio R e comprimento [, supor um escoa-
mento U = v(r)Z, nulo em r = R, com gradiente de pressao G = (py — p1)/I.
(A gravidade é desprezada.)

a) Escrever a equacdo de Navier-Stokes. (Calcular V27 em coordenadas
cilindricas usando o truque dado no texto.)

b) Calcular a pressao.

c¢) Calcular a velocidade do fluido.

6. Escoamento sobre um plano inclinado

Um liquido viscoso (de densidade p e viscosidade 1) escorre sob acao da
gravidade sobre um plano inclinado com angulo « em relacao a horizontal.
Supor a espessura do fluido constante igual a d e que o escoamento esteja no
regime estacionario.

L
x d Datm

d
(8

Figura 8.16: Exercicio 6.

a) Mostre que v = v(z)Z, p = p(2) e escreva as equagoes do movimento em
coordenadas cartesianas.

) Quais s@o as condigbes de contorno?
) Determine a distribuigao de pressao.

d) Determine a distribuigao de velocidade.
)

Calcule a forca de atrito por unidade de area exercida sobre o plano
inclinado.
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f) Qual é a resultante de todas as forgas que agem sobre um volume do fluido
com Ar = Ay = 1 e delimitados pelo plano inclinado e pela superficie
livre. Calcule explicitamente.

7. Escoamento da agua e do mel

O objetivo deste exercicio é comparar o escoamento estacionario sob efeito
da gravidade da dgua e do mel. Na figura, Z e § apontam no mesmo sentido.
¥ = v(z)2. Para a 4gua, a densidade é ~ 10°kg/m® e a viscosidade ~

e
<

Figura 8.17: Exercicio 7.

_ 1 . . 3 . :
103kgm 's~'. Para o mel, a densidade é ~ 10°kg/m” e a viscosidade
~ 1kgm's~. Ambos sao considerados incompressiveis.

a) Para a dgua, usaremos a equagao de Euler (porqué?). Mostrar que a
velocidade satisfaz (supor o escoamento irrotacional e a pressao constante
no fluido): ,

dv

dz 29
Obter v(z) supondo que v(z = 0) = vy. Usando a constancia da vazao,
obter R(z).

b) Para o mel, usaremos a equacao de Navier-Stokes (porqué?). Mostrar que
a velocidade satisfaz (supor que o termo de viscosidade domina o termo
de acelareracao e a pressao constante no fluido):

d*v p

a2 =
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Obter v(z) supondo que v(z = 0) = vy e dv/dz(z = 0) = . Usando a
constancia da vazao, obter R(z).

8. Adimensionamento

O arrasto aerodinamico de um novo automovel de esporte deve ser tes-
tado a uma velocidade de 75,0 km/h em ar com temperatura de 25°C. Os
engenheiros automotivos criaram um modelo em escala um para cinco do
automovel para testa-lo em tunel de vento. E inverno e o ar no tinel de
vento esta a 5°C.

Determine a velocidade do vento que os engenheiros devem colocar no
tunel de vento para atingir a similaridade entre o modelo e o protétipo.
Para o ar a pressao atmosférica e T=25°C, p = 1,184 kg/m3 en=1,849 x
1075 kg/m.s. Da mesma forma a T=5°C, p = 1,269 kg/m3 en = 1,754 x
10~°kg/m.s.

9. Escalas
Usando argumentos de similitude, explicar porque

a) as criangas andam descalgas sobre pedrinhas mais facilmente do que adul-
tos.

b) nado tem animal maior do que 50 metros na terra.

10. Nimero de Reynolds para uma torneira

Vimos na aula que acima de um certo nimero de Reynolds, os escoa-
mentos passam de laminar a turbulento. Para determinar este nimero de
maneira caseira [8.5], pode se proceder como descrito neste exercicio.
Duas pessoas deixam a agua escorrer de uma torneira de 0,8cm de raio,
aberta o suficiente para que bolinhas de ar comengam a se agitar nos limites
do escoamento. FElas contam que em 10s, sai 450 ml de dgua. Calcular o
numero de Reynolds deste escoamento (a viscosidade da agua é 0,001 N s
m~2 e pode-se usar o raio da torneira como dimensao caracteristica apesar

do que o diametro também seria uma escolha possivel [8.5]).

11. Lei de Stokes

Uma particula de 1 mm de diametro e densidade 1.1 10° kg m=3 cai
livremente do repouso em 6leo de densidade 0.910% kg m~3 e viscosidade
0.03 N s m~2.

a) Supondo que a lei de Stokes se aplica, obter v(t).
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b) Quanto tempo a particula leva para atingir 0.99 % de sua velocidade
limite? Qual é o nimero de Reynolds correspondendo a esta velocidade
limite?

12. Arrasto de uma bola de futebol

Para que chutar uma bola forte?
O coeficiente de arrasto de uma esfera lisa em funcao do niimero de Reynolds
¢ mostrado na figura:

103; T T TTTT T T TTTT T T TTTT T T TTTTI T T TTTTI T T TTTTI T T TTTTI T \HH%
102\\ ]
10— |
Ca g RN &
1L .

% ~~~ \\_’- E

1, //:
10~ \_ |
10—27 L LI L LI L LI L LI L L LI L | \HH;
107! 1 10! 102 103 104 10° 106 107

R

Figura 8.18: Exercicio 12.

a) A partir da forga de Stokes, mostrar que o coeficiente de arrasto pode ser
escrito como 24/Re. Até qual valor de Re vale esta expressao segundo a
figura?

b) Como varia Cy para Re entre 10° e 310°?7 Como varia a forca de arrasto
com a velocidade?

c¢) Calcular o nimero de Reynolds de uma bola de futebol (diametro 22 c¢m)
de velocidade 25m/s, no ar (n = 18,210_6Ns/m2, p = 1,20 kg/m_3 a
20%rcC e 1 atm).
Segundo a figura, o que acontece com o coeficiente de arrasto para este
valor de Re? Esta crise do arrasto, indesejavel para um aviao é utilisavel
no futebol?
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13. Arrasto de uma bola de futebol

Consideremos uma bola de futebol em movimento retilinear uniforme
com velocidade —# num fluido viscoso suposto incompressivel, o ar. Este
problema é equivalente a considerar o escoamento do ar com velocidade « no
infinito ao redor da bola. Utilize a figura 8.19

H“

Figura 8.19: Exercicio 13.

a) Explicar porque para nimero de Reynolds Re pequeno, a equagao satis-
feita por este escoamento é: —% + %V%?—i— g=0

b) Pode-se mostrar (nao é preciso fazé-lo!) que a velocidade tem componen-
tes (desprezando a gravidade)

3R 1R?

T 70 - (1 — —— -

u,(1,0) = ucos f( 2T+2r3)
) 3

) 3R 1R

ug(r,0) = —usinf(1 — 1 ZF)’

a pressao é
Snult

p(r,0) = Puym — 5 2 O 0,
e sobre a esfera

Opr = 099 = Ogpp — —P

o9 = 0gr = —3n/(2R)usin @

(0s outros ¢’s sao nulos).
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Usando estas informagoes: (i) verificar que p e ¢ satisfazem as condigoes
de contorno desejadas; (ii) mostrar que a forga de arrasto é dada pela
férmula de Stokes: Fayrasto = Fr = 6mnRu (para Re pequeno).

[Dicas: dF, = dF, cosf — dFysinf, dSg = R?sin 0dfde.]

c) Para Re qualquer, costuma-se escrever Flu, qst0 = Ca X (%puszz). Os
graficos abaixo (ver [8.6]) mostram o coeficiente de arrasto C'4 em funcao
de Re obtido em simulacoes com tiunel de vento para a bola usada na
Copa do Mundo de 2014 no Brasil, a Brazuca, na copa de 2010 na Africa
do Sul, a Jabulani, e uma esfera lisa.

a 07, =m=Hrazuca &
—k—Brazuca B
06 4 —Gmocth sphere
8 05
g o
2
‘E 03 4
g o2
=1
0.1 4
]
i} 100000 200000 300000 400000 SO0000 600000

Reynolds Mumber, Re

= Jabulani A
1] = Jabalam B

Drag coeflicient, Cd
(=1 o
& B

0 100000 200000 300000 400000 SO0000  GOOOOC

Reynolds Number, Re

Calcular Re quando u = 60km/h. (Usar 2R = 22 cm, p ~ lkg/m’n ~
2107%kg/m.s)

Para este valor, calcular (aproxidamente) a forca de atrito da Brazuca,
Jabulani e esfera lisa.

Se a bola for chutada com esta velocidade, qual da Brazuca, Jabulani e
esfera lisa manterd a maior velocidade?
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14. Arrasto de um barco

Um barco estd alinhado com um vento de v, = 50 km/h e numa corrente
(perpendicular ao vento) de v, = 1 km/h. As dimensoes do barco sao largura
B=3m , altura fora da agua H=1,5m, altura na dgua D=1m e comprimento
na linha de agua L=8m.

a) Estes escoamentos sao turbulentos?

b) Mostre que as forcas de arrasto atuando sobre o barco sao da forma F, ~
1,2v> BH e F. ~ 100002 LD e calcule-as.

Procure os coeficientes p, n que voce precisa na lista de exercicios e utilize
como coeficiente de arrasto (muito aproximado) o de um paralelipedo ~ 2
(qual seria a maneira rigorosa de calcular estes coeficientes?).
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8.11 Dicas e respostas

4. Escoamento de Couette cilindrico - 3

a) 0U/0t =0, (-V)T = — (v /r)i, V-7 =0, Vp = (9p/dr)i+(1/r)(dp/0)0),
V20 = [d*vp/dr® + (1/r)dvg/dr — ve/r?]0 (usando a eq. (8.22))

b) Por simetria p(r, z,6) = p(r).

¢) Obtemos (n — 1)(n + 1) = 0 dal a solucao geral vy(r) = A/r + Br. Com
as condicoes de contorno de velocidade nula no infinito e valendo Rw na
superficie vy = R*w/r. Obtemos p(r) = patm — pR*w?/(2r?)

d) dFy = 0',(—dS,)0 = nrd(rve/r)/dr(—rd8dz)0 = 2nwrdddz < Fy(r =
R) = 4mnwRl (usando (8.15)) e 7/l = RFy(r = R)/l = 4mnR? (anti-
horério).

12. Arrasto de uma bola de futebol

a) Usar Fq = 6mRnU, a definicdo de Cy e a de Re com L = 2R. Vale até
Re ~ 1 (ver linha tracejada).

b) Ca=ctee F =Cy x (1/2)pU?S o U

c) Re ~ 3,54105.
C's decresce réapido neste regime. A bola sofre menos atrito e se desloca
mais rapido.



Capitulo 9

INSTABILIDADE E
TURBULENCIA

9.1 Ideia geral da teoria de perturbacoes li-
near

Um fenomeno fisico que seria permitido pois satisfaz as leis de conservacao
nao necesseramente existe pois pode nao ser estavel se pequenas perturbagoes
sao efetuadas. Na mecanica dos fluidos, como ndés vimos no capitulo anterior
para um cilindro, experimentalmente, a grande ntimero de Reynolds, um
escoamento pode cessar de ser laminar e se tornar turbulento. E interessante
entao estudar em quais condicoes um escoamento vira instavel. Nos nos
limitaremos ao caso de pequenas perturbagoes e teoria linear que apesar de
suas limitacoes!

A ideia geral da teoria de perturbagoes linear é a seguinte. Conside-
ramos um escoamento estacionario incompressivel e fazemos uma pequena
perturbagao:

170 — 170 +0U=1
Po — pot+op=p (9.1)
Po — Po

10 fato de ndo estar estdvel sob pequenas perturbacdes ndo comprova que um escoa-
mento vai entrar num regime turbulento. O fato estar estdvel sob pequenas perturbagoes
nao impede instabilidade para grandes perturbagoes. leva a resultados interessantes.

253
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Turbulent flow

Laminar flow

Figura 9.1: Esquerda: o fluido escoa em camadas, por exemplo, de maneira
organizada. Sabendo o valor da velocidade num ¢, sabe-se 0 valor para > t.
Direita:O fluido escoa de maneira desorganizada. Além de uma diregao geral
de escoamento, observamos flutuagoes de velocidade ao acaso.

A equacao de movimento muda da maneira seguinte

(10.V)1y = —ﬂ—i—ﬁV%O—kg = —+(U.V)U = ——p+ﬂv20—|—g (9.2)
pPo Po ot Po  Po

Subtraindo e conservando os termos de perturbacao lineares obtemos

9% . . Vo
B (5, ¥)67 + (65.9)d = —~—2L 4 Ly255 (9.3)
ot Po Po
Procuramos uma solucao da forma
SU(T,t, ) = el TG Z, o) (9.4)

e expressoes similares para p.
Substituindo em 9.60 e impondo condigoes de contorno, obtem-se valores
possiveis (discretas ou continuas) para .

Se a, < 0 : a perturbagao decai exponencialmente com o tempo
— escoamento estavel.

Se «a, = 0 : escoamento com estabilidade neutra
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Se a, > 0 : a perturbacao cresce exponencialmente com o tempo
— escoamento instavel.

Vamos aplicar este esquema em alguns exemplos.

9.2 Instabilidade de Kelvin-Helmholtz

Consideramos uma camada espessa de fluido de densidade de massa py, ve-
locidade retilinear uniforme U, por cima de outra camada espessa com den-
sidade de massa p; e velocidade retilinear uniforme U; em duas dimensoes.
Ambos fluidos sao supostos perfeitos. Chamamos ((z,t) sua interface.

Figura 9.2: Duas camadas de fluidos perfeitos incompressiveis com densidade
de massa e velocidade retilinear uniforme distintas em equilibrio.

Perturbamos a interface. Seguindo o teorema de Kelvin, apds a per-
tubacao, o escoamento em cada fluido que era irrotacional permance irrota-
cional. Podemos introduzir potenciais.

No caso nao perturbado, sao:

Py =Uz sez <0,
Py, =Usxr sez>0.

Escrevemos os protenciais apds a perturbagao na forma:

(I)l = Ul.’L' + ¢1 (I)Q = UQZI? + ¢2. (96)
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Como os fluidos 1 e 2 sao incompressiveis: V2@, = V2py = 0
A interface entre as duas regioes 1 e 2 se deforma e fica dada por z =
((x,t). Temos?

GG (@) =0 = L=+ ([@V)(=-0) (9.7)

Dai: o o 96 96
ot o (Uz* ax> = 6.8)
e conservando so os termos lineares:
¢ ¢ 0
=4 2, = 9.9
ot + ox 0z |z=0 (9:9)
Re-escrevemos agora as equacoes de Bernouilli na interface:
op; 1 99\ Poi + Opoi 1 5 Do
— | U; —— =cste; = U + —, 9.10
6t+2< +8x> +9¢ + i cste 21+pi (9.10)

onde cste; é determinada usando o fato que o resultado deve valer em z = 0
quando nao héa pertubacao. Na interface pg; + 0p; = po2 + dpo. Substituindo
isto na equacao 9.10 e conservando os termos lineares

0 0 0 0
P1 <£+U1£+QC> = p2 (;;4—[]2;;24'%) (9.11)

Procuramos a solucao das duas equagoes (9.9) e da equagdo (9.11) na
forma:

C — Aei(ka:—wt)
¢i — fi<z>€i(k:z—wt) (912)
Como ambos ¢; satisfazem a equagao de Laplace obtemos
02
&i = k%o (9.13)
e
fi(z) ox e e k2 (9.14)

2Estas equacoes podem também ser derivadas como uma condicao de contorno, a igua-
lidade das componentes normais a interface para fluidos e prépria interface, cf. [9.1, 9.2].
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A perturbacgao da interface nao deve ser sentida longe dela assim:

(bl — B1 ekzei(k:w—wt)
¢2 — Bze—kzei(k:c—wt) (915)
Substituindo em (9.9) e (9.11)
—iwA + Usitk A = —kbB, (9.16)
pl(—iWBl + ZUll{?Bl + gA) = pg(—iWBQ + ZUQkBQ + gA)
Obtemos
By = AU, — ¢
B2 - _ZA(UQ - %
w(p1 + p2) — 2wk(p1Us + poUs) + k* (01U + paU3) + (p2 — p1)kg = 0
(9.17)
Esta ultima equagao quadratica em w admite como solucoes
1/2
w p1UL + p2Us g9 (p1 — p2) (9.18)
=i P=r= e _
k p1+ p2 k (p1+ p2) — p1p(2p(lli1p2()f2g)

Temos instabilidade® se Imw > 0. Na préatica temos que olhar o sinal do
termo entre colchetes quadrados.
Alguns particulares sao interessantes de discutir:

.SeUleQZO

w g (o1 —p2)]"?
- T P2)] (9.19)

Tem estabilidade neutra se p; > py (fluido pesado por baixo).

e Se U; # U, para perturbagoes de A = 27/k pequenas, sempre havera
instabilidade. Na pratica, para ter um critério mais preciso, precisaria
levar em conta a tensdo de superficie e a viscosidade [9.1]. Esta ins-
tabilidade chamada de instabilidade de Kelvin-Helmholtzné bastante
comum na atmosfera e nos oceanos. Ela pode ser criada no laboratério
com dois fluidos de densidades levemente diferentes (um deles com co-
lorante) num longo tubo horizontal que é levemente inclinado como

—iwt

3Podemos escrever e na forma e®rti®it,
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mostrado na figura 9.3. O link seguinte mostra a experiéncia de ma-
neira bastante expectacular:

www . youtube. com/watch?v=UbAfvca¥Yr00

Ela pode ser observada por exemplo em nuvens cf. figura 9.4.

e Se Uy # Uy e p1 = po, sempre tem instabilidade qualquer que seja o
valor de A.

Figura 9.3: Demostragao na laboratorio da instabilidade de Kelvin-Helmholtz
com dois fluidos de densidades levemente diferentes.

9.3 Escoamento plano paralelo

Estudamos agora a questao da estabilidade num caso mais geral, onde a
velocidade aindé é ao longo do plano Ox mas ela é continua. Nao incluemos
a gravidade. Continuamos supondo o escoamento incompressivel em duas
dimensoes:

to = (U(y),0) se -b<y<b (9.20)
Estudamos perturbacoes como na primeira secao .
Como V - (7y + 60) == 0 = V - 60 = 0 podemos introduzir a fungao de
corrente para dv:
=3, (921)
”C y 9.21
o
vy, = —a—f
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Figura 9.4: forma ondulada de nuvem com instabilidade de Kelvin-
Helmholtz. Crédito: Climatempo/Aline Tochio.

9.3.1 Fluido perfeito
A equagao (9.60) para o7 fica:

00U, 00vy dU _  __1096p
o F UG 0t = (922)
e tUWT = oy

Eliminamos dp aplicando respectivamente a% e % e subtraindo, bem como

introduzindo a fun¢ao de corrente

0 0 0? 0? d*U o
- — ==+ = - = 2
<8t +UW) 890) (8302 + 8y2> dy? Ox 0 (9:23)
V2
As condigbes de contorno sao v, =0 = —g—f em y = *+b
Procuramos as solucoes na forma
b = P(k,y,w)etr (9.24)

Substituindo em (9.23), obtemos a equagao de estabilidade de Rayleigh:

(v-2) (di” _ kQ@Z) _2Us (9.25)
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As condigoes de contorno sao @Z =0 em y = +b.

Introduzamos ¢ = C' = Cg + iC;. Assim ¢ = Uk, y, w)ehs e kCrtCrt

temos estabilidade se C; < 0 e instabilidade se C; > 0.

Para resolver esta equagao precisariams conhecer U(y) mas existe varios
teoremas interessante que podemos usar. Aqui estao dois.

e Pode-se mostrar [9.1,9.2] que se o escoamento for instavel, U(y) tem
um ponto de inflexdo (teorema do ponto de inflexdo de Rayleigh). Ter
um ponto de inflexao é uma condicao necessaria para instabilidade.

e Pode-se mostrar [9.1,9.2] uma condigao necessaria mais forte: se o esco-
amento for instavel, em algum ponto (U — U, ;)U” é negativa (teorema
de Fjortoft).

A figura ?? mostra alguns exemplos de aplicacao .

9.3.2 Caso viscoso

Esbocamos sé a generalizacao do caso anterior para incluir a viscosidade A
equagao (9.23) (na forma adimensional0 tem um termo a mais:

0 0 9 dQUal/)_n 99

Uma anédlise similar & anterior leva a equacdo (adimensionada) de Orr-
Sommerfeld [9.1]:

& N- LU~ 1 (B
©=0 (G2 i () o0 o

onde usamos I = b e V = maxU(y) para obter Re = Y2&. Vemos que

Re — 0, reencontramos a equagao de Rayleigh. As condi¢oes de contorno

50 1 — dp _
sao ¥ —'0 €y = O~nas placas. ) .
Precisamos entao resolver uma equacao do tipo

F(k,C;kRe) =0 (9.28)

Estamos interessados em valores de k e Re para os quais C; > 0. Tipicamente
existe Repit tal que para Re > Reipi¢ temos instabilidade.
Por exemplo [9.2]:
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Figura 9.5: Os escoamentos de Blasius (a) e Poiseuille (b) nao tem ponto de
inflexdo (onde a curva atravessa sua tengente) e sdo estavel (dentro da apro-
ximagao de fluido perfeito). O escoamento c) satisfaz o critério de Rayleigh
mas nao de Fjortoft (tem (U — Uinfl)U"” > 0 (cuidado com a orientagao dos
eixos. O escoamento d) satisfaz ambos os critérios de Rayleigh e Fjortoft e
pode ser instavel.
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e Para escoamento de Couette, Re it = oo. Isto é em contradigao com
observacoe e pode ser devido a necessidadede considerar perturbagcoe
grandes.

e Para escoamento de Poiseuille Re. ¢ ~ 5800. Na analise de fluido
perfeito, tinhamos encontrado que este escoamento seria estavel. Pode-
se ver o papel da viscodidade na instabilidade. Calculos mais
precisos estao em bom acorodo com o valor experimental Regpjy ~
2500.

9.4 Transicao do regime lamiar para a tur-
buléncia

Fluidos turbulentos sao comuns em nosso volta, em torneiras, rios, ondas
chegando na praia, nuvens, fumaga,... Neles a velocidade e a pressao mudam
rapidamente no espago e tempo, de maneira irregular (mas continua).

9.4.1 Experimento de Reynolds

O primeiro estudo da passagem de escoamento laminar para turbulento é
geralemente creditado a Reynolds. Em 1883, ele fez a experiéncia famosa
seguinte: em agua num tubo circular, ele introduzia um filete de tinta e
aumentava a velocidade do escoamento (de Poiseuille) como mostrado na
figura 9.6.

Assim ele observou a transicao de laminar para turbulento e percebeu que
dependia de %. No seu caso, a saida do laminar acontecia para Re > 2000
mas dependia muito de condicoes como ter paredes lisas.

9.4.2 Situacao atual

Hoje acredita-se que fluidos turbulentos sao descritos pela equagao de Navier-
Stokes e que a solucao continua desta equacao, que corresponde ao fluxo
laminar, vira instével devido a pequenas flutuagdes no escoamento (que sao
presentes na vida real).

A turbuléncia vem de um excesso de energia cinética local que vence o
efeito de atenuacao que a viscosidade proporciona. Assim a turbuléncia é
comum em fluidos de baixa viscosidade. Em geral aparecem vértices num
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Laminar flow

M

Turbulent flow

— 0598335

Turbulent flow (observed with an electric spark)

Figura 9.6: Experimento de Reynolds: a esquerda, o equipamento (ainda
conservado na Universidade Manchester, a direita, um exemplo de resultado
no seu artigo. Crédito: dominio publico.

fluxo turbulento, eles interagem entre si, o arrasto aumenta e a perda de
energia também.

A descricao completa da turbuléncia é um problema nao resolvido da
fisica. Nas palavras de Feynman (§3-9 [9.3]) “there is a physical problem that
is common to many fields, that is very old, and that has not been solved.
It is not the problem of finding new fundamental particles, but something
left over from a long time ago - over a hundred years. Nobody in physics
has really been able to analyze it mathematically satisfactorily in spite of its
importance to the sister sciences. It is the analysis of circulating or turbulent
fluids.

Circula também a histéria seguinte sobre Heisenberg. Ao ser indagado
sobre o que perguntaria a Deus quando o encontrar: “Quando entrarei Deus,
eu lhe farei duas perguntas: Porqué a relatividade? E porqué a turbuléncia?
Eu acredito realmente que ele tera uma resposta para a primeira pergunta.”
Existe uma outra versao desta hostéria envolvendo H.Lamb (especialista de
mecanica dos fluidos).

Como entender a equagao de Navier-Stokes (particularmente a existéncia
de solucao suave em trés dimensoes) é considerado um primeiro passo para
melhorar nosso entendimento da turbuléncia, o Clay Mathematics Institute
selecionou isto como sendo um dos sete “Millennium Prize problems” (com



264 CAPITULO 9. INSTABILIDADE E TURBULENCIA

um prémio de 1 milhao de dollares a ganhar).

9.5 Meédias no tempo

Até onde sabemos, a equacao de Navier-Stokes vale para escoamento turbu-
lento. O problema é que nem com computador conseguimos extrair ¥(z, y, z, t)
para Re grandes. Por isto, a andlise padrao da turbuléncia é separar as flu-
tuagoes do valor médio no tempo.

O valor médio no tempo é definido por

1 (T
v; = —/ v;dt I=2,Y,2 (9.29)
T Jo

onde T é um tempo maior do que a escala de variacao de v;.
Com isto escrevemos:
vV, = ’l_Ji + U;, (930)
onde v; nao depende de t e v} = 0 (0o que pode ser visto fazendo a média no
tempo de cada lado da equagao (9.30). Por outro lado em geral vjv} # 0 e

vip' # 0.

Algumas propriedades uteis sao:

o /=0,

o f=1.

° f3=13.

o = flg=0,

o f+yg=[+g,
of _ of

® 9 T o

o fg=fi+ [y,

o [fds= [ fds].

9.6 Equacoes para escoamento turbulento

Aplicamos a ideia da decomposi¢ao (9.30) no caso de um fluido incom-
pressivel.
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9.6.1 Equacao de continuidade

Inserindo (9.30) na equacdo de continuidade obtem-se

0v; 0v; o’

Fazendo a média no tempo, vem:

o,

Y ou =
70 (9.32)

Isto é, ambos o valor médio e as flutuagoes satisfazem a mesma equagao do
que o fluxo laminar.

9.6.2 Equacao de Navier-Stokes

Temos

—

pdi; = —Vp+pg + V37 (9.33)

ou para a componente 7, inserindo a decomposi¢ao (9.30)

Ov; + v! v; + v Ip+p 0?
p( + D (5 + ) - )—— pPrp +pgi+n2@(w+v§)
J J

at j 8ZL’j 8@
B (9.34)
Fazendo a média no tempo e lembrando f/ = 0, obtemos
(%z 802 ap 0?
=— ; —7; 9.35
Z J axz + n Z axJQ'U ( )

Levando em conta v; = 0 e a equagao de continuidade para a parte que
flutua, podemos re-escrever o segundo termo

< ,, Ov —~ 9v; /3”
Zjngj _Z UJB:E +Z] J Oz
— 9, dv

=2 “Ja; T2 éazj (9.36)

. — 9u; 81}]1}1
=2 Vjoe T 25 o,
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de modo que

dv; _ Oy 7. 00 _ 7. 90
i = o T 25U oz, 225 Uj oz
P (9.37)

— _190p 1 02 5 iU
— pOx +gi + p Zj 8x?vl Zj Oz ;

Isto é, a quantidade média v; satisfaz uma equacao de Navier=Stokes com
termo adicional.
Subtraindo (9.37) de (9.35) obtem-se uma equagao para parte que flutua

82'01,‘ a I 1,1
813 + Z 07% (vivj — vivj>
(9.38)

O ultimo termo ilustra o problema para determinar v}: precisamos conhecer
as médias no tempo vjv;. Poderiamos escrever uma equagao para dvjv’/dt

ov; OV ,00;  10p
i +§j:vja$j+§j:v.a% = +p%:

;8%

mas apareceriam termos em v;vivy, Isto é chamado problema de ”closure.

Na secao a seguir mostramos como estimar o termo U;U; num exemplo.

9.7 Escoamento turbulento bidimensional com
fronteira

Consideramos o caso de um escoamento turbulento bidimensional que seja
em média da forma © = (u(y),0), onde nido conhecemos a forma precisa de
u(y). Pode ser por exemplo um escoamento turbulento entre placas planas
e que estamos observando longe das extremidades, i.e. do tipo Poiseuille ou
Couette. Pode ser também uma camada viscosa de um escoamento ao longo
de uma placa.

Intruduzemos a notacdo v = (u,v) e supomos que os u’ e v' flutuam s6
na direcao y

As equagbes (9.38) para u e v ficam

0 =-12 4 ndu _ 4y
{ 0 - _fop_ Gty (9.39)
pOy  dy

Podemos integrar a segunda equacgao

P+ pv = po() (9.40)
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e inserir na primeira

ldpy nd*u d
0= -0 120 2 0.41
pdx+pdy2 dy(uv) ( )

Sobre a parede a velocidade é nula em cada instante:
-0, -0 ¥ =0,v =0 =uv =0, 02=0 (9.42)
Integrando (9.41) da posicao da parede —h até um certo y temos:
1 dpg n (du du ) S—
O=———F@W+h)+=|(——- |- (=0 9.43)
p dx ) p\dy dy_ ( ) (
Introduzimos a velocidade

nd

2 _—
"opdyy

u (9.44)

Na equacdo (9.43), consideremos o ponto que seria no meio das placas, i.e.

fazemos y = 0. Usamos %m =0 (i.e. em média a velocidade é maxima em

y = 0) e como em média a velocidade é simétrica em relagao a y = 0, u’ = 0,
v =0,uv=0
1 dpo

0=
p dx

h — u? (9.45)

*

Podemos interpretar u? como basicamente, a derivada de py(z).
Com isto, re-escrevemos (eq:pres) para um y qualquer:

du
0= uf% + Qdﬁ W (9.46)
pdy

Mudamos de variavel de modo que a parede seja localizada em y; = 0

e assim i
Y1 navw  ——
0= —u? (1 - ) + L= — U 9.48
h p dy ( )

Esta equagao acopla a velocidade média (via sua derivada) e w/v’, o equilibrio
entre os dois depende de y;.
Tem 3 regioes num escoamento perto de uma parede
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e Perto da parede, a viscosidade domina
e Longe da parede, os termo de turbuléncia dominam
e Entre as duas, os dois efeitos sao importantes

Considermos cada regiao.

e Camada externa

A escala de tamanho para a camada externa é h, re-escrevemos 9.48 na
forma

0=—-14">+4+— — 9.49
* h ~ Re dy/h u? (9.49)
onde Re = %
Re deve ser grande, de modo que
y1 1 dufu., U
O0=—-14>=+— - — 9.50
* h * Re dy/h u? (9:50)
com Re = %, g de em geral,
m w

Com isto,

u'v’

.. n
varia linearmente com n

(9.52)

u

isto é conseguimos obter uma informacao sobre o termo ligado a turbuléncia.
Experimentalmente, esta linearidade com y;/h é bem satisfeita.
O valor médio u sumiu da equagao mas dimensionalmente espera-se:

Up—u y1>
=F (= )
Uy (h (9.53)
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Esta equacao é chamada lei de desvio de velocidade (“velocity-defect
law”): a velocidade (média) u é reduzida em relagdo a do escoamento re-
tililneo uniforme UyZ e isto depende da velocidade de atrito u, e de uma
fungao de y;/h.

e Camada interna

Esperamos que a viscosidade perto da parede importa e podemos cons-
truir uma escala re-escrevendo 9.48

Yy, 1 du/u, w'v’

0=—-1+ (9.54)
n/p Re — d(yiup/n)  u?
Aparece uma distancia adimensionada
+ = 2 (9.55)
Ui
a ser comparada com Re = %, bem como uma velocidade adimensional
u
= —. 9.56
Uy . ( )
de modo que re-escrevemos
Yy  duy  uv
O=—-14+—+—- 9.57
+ Re + dy,  u? (9:57)
Para Re grande i.e. perto da parede(y; << h), temos
dU/+ W
0=-14—— . 9.58
" dy+ ug ( )

. Wi , . ,
Assim perto da parede, u, e “u—g s0 dependem de vy, isto é,

uy = f(yy)
v = g(yy) (9:59)

A equagdo para u é chamada de lei de parede (“law of the wall”). Como
no caso anterior, conseguimos uma informacao sobre o termo ligado a tur-
buléncia e sobre a forma da velocidade média u. Experimentalmente v/v'/u?
en funcao de y, é constante sobre boa parte da camada interna.
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No caso de um escoamento de Poiseuille com viscosidade e virando tur-
bulento, perto da parede espera-se u = o/ny com o = —dp/dx = pu?/y,
assim u = pu?/n(y/h e

ws = ys, (9.60)
i.e. a relagao entre u, e y, ¢é linear.

e Regido de superposi¢cao
Na regiao de superposigao as duas formas de - devem concordar:
*

L fl) = P + (9.61)

U U

onde denotamos & = y;/h. derivando ambos lado em y, e multiplicando por
Y1, obtemos
df dFr

Yy, e

O lado esquerdo depende s6 de y e o direito de &, entao devem ser iguais a
uma constante denotada por 1/k.
Obtemos entao

= —¢ (9.62)

= flyy) =iy, +B
U — _p(e) =-llng+ A

U s

(9.63)

As equagoes (9.63) valem de modo geral para escoamento com parede.
Uma ou outra destas equgoes da a velocidade média na regiao de superposigao
como uma lei logaritmica. Para uma grande variedade de escoamentos tur-
bulentos com parede encontra-se um bom acordo experimental com k ~ 0.4
e B~4orbe A~ 1. Isto é um resultado muito importante no estudo da
turbuléncia e é ilustrado na figura 9.7.

Com este exemplo, vemos que a decomposicao das quantidades como
velocidade e pressao em parte média mais flutuagoes permite entender esco-
amentos com parede de maneira supreendentemente boa.
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Figura 9.7: Verificagao experimental das leis para as vérias regiodes (9.60),
(9.53) e (9.63): a linha sélida indica os dados, e as linhas tracajedas previsoes.
As deviagoes na camada externa é porqué ela depende direitamente de & e
nao y+. (Notar que a escala horizontal é logaritmica).

9.8 Exercicios

1. Instablidade em escoamento de Poiseuille

Um fluido incompressivel circula entre dois cilindros respectivamente de
raio r; para o externo e ry para o interno, devido a uma diferenga de pressao.
O escoamento é estacionario, incompressivel, viscoso. A gravidade é despre-
zida. A velocidade é da forma v = v(r)z.

2

e
32

R

a) Sem fazer cdlculos, indique qual deve ser o comportamento qualitativo
de p(z) e v(r)? (Explicar)

b) Resolver a equacao de Navier-Stokes para obter a velocidade e a
pressdo. [Dica: Mostre que (7- V)& = 0.] Use as notacdes: L para o compri-
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mento dos cilindros, p; em z = 0 e py em z = L para as pressoes aplicadas,
com p; > py.

c¢) Verificar que a forga de cisalhamento sobre as paredes equilibra a forca
devida a diferenca de pressao.

d) Suponha que a pressao e a velocidade sejam pertubadas:

p(z) — p(2) + 0p(0, 2, t) e U(r) — 0(r) + 09(6, 2, t).

Escreva a equacao que é satisfeita por estas quantidades perturbadas em
ordem 1 em dp e 4v.

Shapiro, Shtilman e Tumin, estudaram este problema [9.4]. Eles suporam
que as componentes da velocidade e a pressao tinham adquirido perturbacoes
proporcionais a

ei(m9+n27"z—wt) )

Apoés inserir isto na equacao que voce calculou acima, eles a resolveram nu-
mericamente. Para Re = 20000 e m = 1, eles obtiveram o resultado abaixo
para a quantidade complexa w. O que vocé pode concluir sobre a estabilidade
do escoamento?

] L T T
o002 F 1
0.0l J" é .
E‘- nﬂu ‘:_ ...... ﬂ B & 1
= .o . -
= r .
002 - .
003 .
-0.04 C 1 ] 1 - ]
0 0.5 1.5 2 2.5

1
Re(w)
Fig. 1 Eigenvalues in the complex plane w. ©
-rafry =09, +~ryfr; =08, 0-rz/r =0.7,
®x—rzfry =006, 4 ~rgfr; =0.5.

2. Escoamentos de Poiseuille laminar e turbulento

O objetivo deste exercicio é entender a diferenca entre o perfil de veloci-
dade para fluxos laminar e turbulento num tubo circular mostrado na figura
abaixo.
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Parabolic
curve

La)

— =y

)
| Wity ——to
= -

(b)

Supor o tubo de secao circular de raio R e comprimento [, com escoamento
@ = u(r)z, nulo em r = R, devido a um gradiente de pressao G = —(po—p1)/1
(po > p1)- (A gravitagao é desprezada.)
a) Escrever a equagao de Navier-Stokes a resolver para este caso.
b) Calcular a pressao e a velocidade do fluido (no regime laminar).
Calcular a velocidade V média sobre a drea do tubo (V = 1/(7R?) [Fu(r)(2r)rdr)
e mostrar V/uyq, = 0.5 com ., valor méximo de wu(r).
¢) No caso do escoamento turbulento, a velocidade u(r) obedece

u(r) 1 [(R—T)u*] B

=—In
Ue K n/p

onde a barra horizontal indica uma média sobre o tempo adequada para
regime turbulento, k e B sao constantes e u, é uma velocidade caracteristica.
Calcular a velocidade V média sobre a drea do tubo e ,,q; 0 valor maximo
de u(r) .

Numericamente pode-se mostrar V/Te; ~ 0.8 —0.9. Com isto podemos
entender a figura inicial?
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