MPSI 2 - FABERT Plan d’étude d’une fonction 1. Généralités

Rappels et compléments sur
les fonctions réelles

1 GENERALITES

Définition 1 : Fonction réelle A

Une fonction réelle est la donnée d’un ensemble de départ X C R, et d’une maniere d’associer a chaque x € X un
unique élément de R noté f(z). On note génralement

f: X — R
x — f(z)

On note F(X,R) lensemble des fonctions réelles définie sur X.

L J
e . . )
Définition 2 : Vocabulaire sur les fonctions

Pour tout (z,y) € X X R, tel que y = f(z) , on dit que y est I'image de = par f et que z est un antécédent de y
par f.
On dit que f est bien définie lorsque pour tout € X, f(z) a un sens et appartient bien & F.
L’ensemble de définition d’une fonction f est le plus grand ensemble de départ possible pour f. On peut le noter
Dy. Tout réel f(z) avec x € Dy est appelé une valeur de f.

L J

Exemple 1
Déterminons 'ensemble de définition de la fonction f définie par I'expression

fx) =T

Comme la fonction x — /z n’est définie que pour x > 0 et que la fonction z ﬁ n’est définie que pour x # —2
seulement f(x), alors

[ Dj =] — 00, ~2[ U] — 2,0 = R_\{~2} . j

Exemple 2
Déterminons 'ensemble de définition de la fonction f définie par I’expression

—cos(z/3)

J) = In(sin(z + 7/2))

o Condition pour la racine carrée. /= cos(z/3) existe <= —cos(x/3) >0, donc  cos (%) < 0.
Les solutions de cos@ < 0 sont 6 € [g + 2mm, 37“ + Zmﬂ pour m € Z. En remplacant ¢ = £, on obtient

z € [2F +6mm, 5 +6mn] , avecem€Z.
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¢ Condition pour le logarithme.
In(sin(z + 7/2)) est défini et non nul si et seulement si  sin (z+ %) €]0,1[ . Or sin(z+ %) = cosz. Les
intervalles ot cosz > 0 sont

T € —%—}—2]@%,%4—21@71’[ , avec k € 7 ,

et les points a exclure, ou cosx = 1, sont x = 2km.

¢ Intersection des deux conditions.

On intersecte les deux ensembles périodiques. En remarquant la périodicité commune, période 67 liée a cos(x/3),
pour tout m € Z on obtient a 'intérieur du segment [37” + 6mm, 97” + 6m7r] les deux intervalles ot cosz > 0, a
savoir

3 5 7 9
];+6m7r,27r+6m77{ et };+6m7r,27r+6m7r{.
11 faut en outre exclure tous les points 2k, car alors In(cosz) =1In1 = 0 et on diviserait par 0. Donc ’ensemble

de définition de f est

2 2

& 5) I 9
Dy = <U }7T+6m7r727r+6m7r[u]7r—|—6m7r,27r+6m77D \{2kr |k eZ} .
mEZ

(Déﬁnition 3 : Image d’une fonction, restriction )
Soit f: Dy — R une fonction. Pour toute partie X de Dy, on appelle image de ¥ par [, notée f (X), 'ensemble
f(X)={f(z) |z e X}

L’image de Dy tout entier est simplement appelée 'image de /.
Si g: X — R est une fonction, telle que pour tout = € X, f(z) = g(z), on dit que g est la restriction de [ a X et
on la note f|.
Soit ¥ C R telle que Dy C Y. Si h: Y — R est une fonction, telle que pour tout € Dy, f(x) = h(x), on dit que h
est un prolongement de f a Y.

L J

Exemple 3

o L’image de Ry par la fonction exponentielle est 'intervalle [1, +oo[ . L’image de R_ est ]0, 1].

e L’image de 7Z par la fonction sinus est {0}, I'image de [0, 7] est [0, 1], 'image de [fg, g] est [—1,1] et 'image
de [0, 27] est aussi [—1, 1].

A ArTENTION  Quand on dit "Soit f : X — R une fonction.", on dit que f est a valeurs dans R si toute valeur
de f est élément de R, c’est a dire, si Vo € X, f(x) € R, ou encore de maniere équivalente si f(X) C R.

Opérations sur les fonctions

On fixe un ensemble de départ X et deux fonctions f et g définies sur X. Soit A un réel. On définit respectivement
f+9g,Af et fg sur X par les expressions suivantes, pour tout x € E :

(f +9)(@) = f2) +9(x),  (Af)(x) = Af(z), (fo)(z)= f(z)g(x) .

On dit que I’ensemble des fonctions est une algébre. Si de plus, g ne s’annule pas sur E on définit

G-
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Si on suppose f a valeurs dans Y, on appelle composée de g et f la fonction g o f définie pour tout x € X par

go flx) =g(f(x)) .

A ArTENTION  Est-il vrai qu'un produit de deux fonctions est nul si, et seulement si, 'une des deux fonctions est
nulle?
Avant de répondre, il faut savoir ce qu’est "un produit de fonctions nul". C’est quand le produit des fonctions donne la
fonction nulle, c’est a dire
0: R — R
z — 0,

la fonction constante égale a 0. La réponse est alors non !
Prenons les fonctions 1, et 1g-, qui sont deux fonctions non nulles. Pourtant, pour tout x € R,

(]IR+ ]lRi)(x) = 1g, (x)lg- (x) =0 .

On dit que la multiplication de fonctions, contrairement & la multiplication des nombres réels, n’est pas intégre : un
produit peut étre nul sans qu’aucun facteur ne le soit! On verra d’autres exemple de multiplications non intégres cette
année.

A ATTENTION  La composition n’est pas commutative, ne confondez pas go f et f o g. Il arrive d’ailleurs souvent
que l'une de ces fonctions soit définie sans que l'autre le soit. Par exemple, si f est la fonction x — 22 et si g la
fonction x — x + 1, alors g o f est la fonction

r— 241

et f o g la fonction
z— (z4+1) =2+ 22+ 1.

Soit f : X — R une fonction.
e On dit que f est croissante si Vz,y € X, © <y = f(x) < f(y).
e On dit que f est strictement croissante si Va,y € X, z <y = f(z) < f(y).
e On dit que f est décroissante si Vz,y € X, 2 <y = f(z) = f(y).
o On dit que f est strictement décroissante si Vz,y € X, z <y = f(x) > f(y).

o On dit que f est (resp. strictement) monotone si f est (resp. strictement) croissante ou décroissante.

Proposition 1 : Conservation des monotonies )
Soient f: X — R et g: X — R deux fonctions. On suppose que la composition est possible, dans les cas ou elle
est écrite.

o Si f et g sont croissantes, alors f + g, et \f sont croissantes, pour tout A > 0. Si A < 0, alors \f est
décroissante.

o Si f et g sont strictement croissantes, alors f + g, et Af sont croissantes, pour tout A > 0. Si A <0, alors Af
est décroissante.

o Si f et g sont (resp. strictement) monotones de méme sens de variation, alors g o f est (resp. strictement)
croissante.

o Si f et g sont (resp. strictement) monotones de sens de variation opposés, alors go f est (resp. strictement)
décroissante.

& J
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Preuve. On montre pour la somme de deux fonctions croissantes. Les autres démonstrations sont similaires. Soient
z,y€ X avec: @ <y. Par hypothése f(z) < f(y) et g(x) < g(y), donc par somme f(z) + g(x) < f(y) + g(y). O

Exemple 4

Dérivation inutiles.

Il est inutiles de dériver les fonctions suivantes pour connaitre leurs sens de variation.

r — x + e* est croissante sur R, comme somme de fonctions croissantes sur R.

x +— In(1 — z) est décroissante sur | — oo, 1[, comme composée d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante.
x +— Va2 + 5 est croissante sur Ry, comme somme et composée de fonctions croissantes sur R, .

T — Vx? + 5 est décroissante sur R_, comme somme et composée d’une fonction croissante et d’une fonction décrois-
sante sur R .

Soit f : X — R une fonction.

e On dit que f est si: IMeR, VeelX, f(x)<M. Un telréel M est appelé un majorant de f.
On dit aussi que f est majorée par M ou que M majore f.

e On dit que f est si: dImeR, VexelX, f(z)=>m. Un telréel m est appelé un minorant de f.
On dit aussi que f est minorée par m ou que m minore f.

e On dit que f est si f est & la fois majorée et minorée, c’est & dire, si : IK > 0,Vx € X, |f(z)| < K.

Soient f : X — R une fonction et a € X.

e On dit que f admet un en a si pour tout z € X :  f(z) < f(a). Le réel f(a) est alors appelé le
maximum de f et noté maxx f ou max,cx f(x).

e On dit que f admet un en a si pour tout z € X :  f(z) = f(a). Le réel f(a) est alors appelé le
minimum de f et noté miny f ou mingcx f(z).

A ATTENTION  Une fonction peut ne pas avoir de minimum et/ou de maximum. Comme par exemple le fonction
T T

A ATTENTION Quand une fonction admet un maximum ou un minimium, il peut étre atteint plusieurs fois, comme
la fonction
T sine .

2 CAS PARTICULIERS DES TRANSFORMATIONS AFFINES DU GRAPHE

Dans cette partie, f : X — R est une fonction réelle. Les graphes ci-dessous sont représentés dans un repeére orthonormal
(0,7.)).
2.1 SYMETRIES

Comment fait-on pour obtenir la fonction qui un graphe symétrique par rapport a ’axe des ordonnées 7 des abscisses 7 Par
exemple, quelles sont les expressions des fonctions du graphe vert et rouge ?
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Proposition 2 )
o La fonction x — —f(x) est définie sur D et son graphe s’obtient d partir de celui de f par une symétrie par
rapport ¢ (Ox).
e La fonction x — f(—x) est définie sur —D, i.e. le symétrique de D par rapport a 0 , et son graphe s’obtient
aussi & partir de celui de f par la méme symétrie.
G J

2.2 TRANSLATIONS

Définition 7 : Translation d’un ensemble

Soit A C R et t € R. On appelle ’ensemble translaté de A par ¢ et on note A + ¢ 'ensemble

At+t:={a+t|acA}.
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Proposition 3
Soit f : X — Y, une fonction. Soit ty € R.

e La fonction © — f(x) + to est définie sur X et son graphe s’obtient a partir de celui de f par une translation

de vecteur tyJ.

o La fonction x — f(xz+to) est définie sur X — to, l’ensemble X translaté du vecteur —to7, et son graphe
s’obtient a partir de celui de f par une translation de vecteur —tyv.

\.

2.3 CONTRACTIONS, DILATATIONS

On rappelle qu’une est la transformation h du plan (0,7, 7) qui laisse

le point O invariant et telle que, pour tout point M distinct de O :
o Les points O, M et f(M) sont alignés;

e On a I’égalité

= = k
En fonction du rapport k, si
o |k| > 1, est un ou une de rapport |k|;
o |k| <1, est une ou une de rapport |£|.



MPSI 2 - FABERT Plan d’étude d’une fonction 3. Limites d’une fonction

2.4 GRAPHE INCHANGE PAR TRANSFORMATION DU PLAN

On suppose X symétrique par rapport a 0, c’est a dire que Vo € X, —x € X.
Soit f : X — R une fonction.

@ On dit que f est si VzeX, f(—z)= f(x),cest a dire, sile graphe de f est symétrique par rapport
a l’axe des ordonnées.

@ On dit que f est siVe € X, f(—x) = —f(z), c’est & dire, si le graphe de f est symétrique par
rapport a 'origine.

Pas besoin d’étudier une fonction f : X — R paire ou impaire sur X tout entier, une étude sur X N R, suffit.

Soit T' > 0. On suppose que X est T-périodique, c’est a dire que
VeeD, x+TeD e x—-T€D

Soit f : X — R une fonction. On dit que f est ou périodique de période T'si  Vax € X, f(z+T) =
f(z). Le réel T est alors appelé une période de f.

Pas besoin d’étudier une fonction f: X — R qui est T-périodique sur X tout entier, une étude sur une période suffit,
par exemple X N[0, 7.

A ArTENTION  Une fonction périodique ne posséde jamais qu'une seule période. Tout multiple entier d’une période
T est encore une période : 27,37T,4T . ...

Voila pourquoi on ne parle jamais de «la » période, mais toujours d’une période. Certaines fonctions possedent
en revanche une plus petite période, mais pas toutes. On peut montrer que toute fonction continue non constante
périodique possede une plus petite période. Les fonctions sinus et cosinus admettent par exemple 27 pour plus petite
période. Certaines fonctions admettent au contraire tout réel strictement positif pour période et n’en ont donc pas de
plus petite. C’est le cas des fonctions constantes et de la fonction indicatrice de Q.

Proposition 4 : Opérations sur les fonctions périodiques )
Soit T > 0. On suppose que X est T-périodique. Soient f: X — R et g: X — R deux fonctions T-périodiques.
@ Les fonctions f + g et f x g sont aussi T-périodiques, ainsi que 5 st g ne s’annule pas.
@ Pour tout w > 0, la fonction x — f(wx) est g-périodique sur l’ensemble dilaté/contracté %X.
L J

Exemple 5
Par exemple, si  w = 2, le graphe de la fonction = — f(2x) s’obtient & partir de celui de f par une contraction
horizontale de facteur 2. Si f est T-périodique, rien d’étonnant du coup a ce que z — f(2z) soit g—périodique.

Preuve.
@ Concernant f + g, pourtout z € X : (f+g)(a+T)=fe+T)+g9(x+T) = f(z)+g(x)=(f+g)(x).

@ Notons ¢ la fonction x — f(wx) définie en tout point x pour lequel wz € X, c’est a dire, sur %X. Pour tout
zelx: gr+i)=fw@+I))=flwr+T)=flwz)=g(x).
O

3 LIMITES D’UNE FONCTION

On donnera la définition de limite plus tard. Les démonstrations, ne sont pas vraiment faisables sans celle-ci.
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Notations de limite : Pour a,! € R, on peut noter le
fait que f a une limite [ en a

lim f(x) =¢ ou limf="/¢

r—ra a

ou f(z)—¥¢ ou f—/¢
r—a a

Théoréme 1 : Unicité de la limite )
Soient f : X — R une fonction et a € R adhérent d X .
@ Si f posséde une limite en a, cette limite est unique.
@ Si f est définie en a et posséde une limite en a, alors : lim f = f(a).
a
L J
On écrit lim pour lim et lim pour lim.
at r—a a— rT—a
r>a rx<a

3.1 OPERATIONS SUR LES LIMITES

On dit que a est adhérent & une partie X de R, s’il "colle” X. Par exemple, 1, v/2, 3 et +oo sont adhérents & [1,+oo[. On
verra le définition exacte plus tard.
On pose R : =R U {—o00, +00}.

(Proposition 5 b
Soient X, Y deux parties de R. Soient f : X —Y, g: X — R et h: Y — R deuz fonctions, a € R adhérent a X,
b e R adhérent a 'Y et c,d € R. Prenons A\, u € R.
@ Silim f = c et limg = ¢, alors im(\f + ug)(z) = e + pc.
@ Silim f =c et limg = ¢, alorslim (fg)(x) = cc’.
a a r—ra
@ Silim f=cetlimg=c etsic #0, alors im(f/g)(x) = c/c.
a a a
@Si limf=b etsi lilI)nh:c, alors limho f=c.
a a
U J

A ATTENTION  Dans la proposition ci-dessus les limites de type
00/00,0/0,0 x 00,400 — 00,0°, 0c?, 1%

sont & traiter au cas par cas. Il faut comparer les vitesses avec lesquelles les limites sont atteintes.

Exemple 6
—2x 1
lim In 674_2 =0
r——+00 (e—:lf + 1)

2
. e . — oyt +1
Par composition des trois limites, on a lim e~ =0, lim

z—4o00 WS g+ 12 =1et llﬁml lnz=0.
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3.2 THEOREMES

Théoréme 2 B
Soient f : X — R, m:X — R et M: X — R trois fonctions, a € R adhérent @ X et £ € R.
@ Théoreme d’encadrement
Si limm=lmM=¢ etsi m(z)< f(z)<M(x) auvoisinage de a, alors
lim f existe et lim f = ¢ .
a a
Théoreme de minoration
Si limm =400 etsi f(x) =m(z) au voisinage de a, alors
lim f existe et lim f = 400 .
a a
Théoréme de majoration
St limM = —oo et si  f(z) < M(x) au voisinage de a, alors
lim f existe et lim f = —oo .
a a
. J
Exemple 7

@ Exemple pour le théoréeme d’encadrement.

sin @
Soit f(x) = définie sur R\ {0}. On sait que pour tout x # 0,
x

1 si
L1<sin@) <1 = -1 <@

1

<.

. 1 . 1 P P
Or hlf —— =0et lim,_, 1 — = 0. Par le théoreme d’encadrement, on en déduit que
T—+co T T

lim sin(z) =0.
r—+0o0 €T

@ Exemple pour le théoréme de minoration.
Soit f(x) = e* et m(x) = 22 sur |0, +oo[. On a e > 22 pour x assez grand, et lim, o 2> = +00. Donc par le
théoreme de minoration :

lim e* = 4oo0.
T—+0o0

@ Exemple pour le théoréme de majoration.
Soit f(z) = —e® et M(x) = —2? sur |0, +o0[. On a —e® < —z2 pour z > 0, et lim,_, o —2% = —oco. Donc par
le théoréme de majoration :

lim —e” = —co.
Tr—+o0
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Théoreme 3 : Théoréme de la limite monotone
Soient a € R et b € RU {+00} avec a < b et f: [a,b[— R une fonction croissante

@ La limite lim f existe et est finie. Autrement dit, fla) < lim f(z).
a T—a

@ Pour tout ¢ €]a,b[, lim f et lir+nf ezistent et sont finies. Autrement dit
(o (&

lim f(z) < f(c) < lim, f(z) .

@ La limite lilr)nf existe et est soit finie, soit égale a +o00.

.

Corollaire 3.1
Soit f : X — Y une fonction réelle. Soit a € R, adhérent d X.

o Si f est croissante, non majorée dans un voisinage de a, alors

lim f(z) =40,
Tr—a~

o Si f est croissante, majorée dans un voisinage de a, alors

lim f(z) est finie
r—a—

o Si f est décroissante, non minorée dans un voisinage de a, alors

lim f(z)=—oc0,
r—a—

e Si f est décroissante, minorée dans un voisinage de a, alors

lim f(z) est finie ,
r—a—

Exemple 8

1 . .
= = définie sur ]0,1]. f est décroissante, non minorée dans un voisinage de 0%. Donc,

@ Soit f(z) =

T
lim 1 = +00.
rz—0t X

@ Soit f(x) = In(x) définie sur |0, +oo[. La fonction est croissante et non majorée. Ainsi,

lim In(z) = +o0.
xr—r—+00

Aucun théoréeme ne dit que, comme la fonction z — — est décroissante et minorée par 0,
T

A ATTENTION
1

d lim — =0.
P, tm =0

10
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4 CONTINUITE

Soit f une application réelle définie sur une partie non vide X de R. Soit a un élément de X. On suppose qu’il existe
un réel o > 0 tel que Ja — o, a + o[C X (On dit aussi que a est intérieur a X).

On dit que f est si et seulement si
lim f(z) = f(a) .
On dit que f est , s’il existe un réel a > 0 tel que

[a,a + a[C X (resp. |a — a,a] C A) et tel que

lim f(z) = f(a) (respectivement lim f(z)= f(a)).

z—a™t T—a—

Une application réelle f est dite continue sur

. ,a€RetbeRsifest continue en tout point de 1.

. ,a€RetbecRsif est continue & droite en a et f est continue en tout point de ]a, b[.
. ,a €RetbeRsif est continue & gauche en b et f est continue en tout point de ]a, b|.
. , a < b, si f est continue en tout point de I'intervalle ]a, b[, continue & droite en a et continue

a gauche en b.

Exemple 9
Montrer les propositions suivantes.

@ Toute fonction polynoémiale est continue sur R.
@ Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.
@ La fonction In est continue sur ]0, +o0].

@ La fonction exponentielle est continue sur R.

Proposition 6 A
La somme et le produit de deux applications continues, f et g, en un point a sont continues au point a. Si de plus f
ne s’annule pas dans un voisinage de a, alors ? est continue en a.
Soient I et J deux intervalles non vides de R. Soit f une application réelle définie sur I et telle que f(I) C J. Soit
g une application réelle définie sur J. Soient a un point de I et b= f(a). Si f est continue en a et g est continue en
b= f(a), alors Uapplication composée g o f est continue au point a.
U J

Exemple 10

La fonction x + exp(1 + 2? — In(z)) est continue sur ]0, +o0o[, comme composée de sommes de fonctions continues.

Théoréme 4 : Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)

Soit f une fonction réelle, continue sur un segment [a,b],a < b de R. Soit A\ un nombre réel compris entre f(a) et
f(b). Alors il exsite un c € [a,b] tel que A = f(c).

11
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Exemple 11

On considere la fonction f(x) = 3

3 —1.
o La fonction est continue sur R.

« Ona f(1)=—1<0et f(2)=5>0.

e Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc un réel ¢ € (1,2) tel que
f(e)=0.

3

Autrement dit, 'équation z° — 2z — 1 = 0 admet une solution unique dans (1, 2).

Corollaire 6.1

L’image d’un intervalle non vide de R, par une application continue est un intervalle.

A ArTENTION  La réciproque est fausse !
On consideére l'application f définie sur lintervalle [0, 1] par

1
flz) =2z, si 0§x<§ et f(z)=w=, si

1
f est discontinue au point 3 et £([0,1]) = [0, 1].

Théoréeme 5 R
Soient [a,b],a < b, un segment de R et f une fonction réelle continue sur [a,b]. Alors
@ f est bornée sur [a,b).
@ f atteint ses bornes sur [a,b].
. J

Exemple 12

rlnx
Montrons que la fonction x N 3
T e’

On pourrait sans doute étudier les variations de f, mais on préfere éviter les calculs. Prolongée par continuité en 0 par
la valeur 0, f est continue donc posséde un minimum sur le segment [0, 1], d’apres le théoréme précédent. Ce minimum
est en fait atteint sur ]0,1] car f est strictement négative sur ]0,1[ et  f(0) = 0.

posséde un minimum sur |0, 1].

12
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5 DERIVABILITE

Définition 13 : Dérivabilité, Nombre dérivé, fonction dérivée
Soit a € X. On dit que f est dérivable en a (respectivement a gauche ou & droite) si la limite

i £@) = 1)

Tr—a r—Qa

J(@) - (@) i 1) 10)

<respectivement lim ———— ou

existe et est finie.

T—a~ r—a T—a~ r—a
Cette limite est alors appelée le nombre dérivé de [ en a et notée f'(a) (respectivement nombre dérivé a gauche
noté f;(a) ou a droite noté fy(a)) .

On dit que f est dérivable sur X si f est dérivable en tout point de X. La fonction  — f’(z) est alors appelée
la dérivée de f. On note D(X,R) ’ensemble des fonctions dérivables sur X a valeurs dans R.

Exemple 13
Soient n € N et a € R. Cherchons la dérivée de la fonction x — 2™ en a.
n—1

" an n—1
Pour tout z € R\ {a}, — = g R aba" kTt = pat L
roa k=0 R

Donc la fonction z — x™ est dérivable sur R de dérivée x — nz" 1.

Une fonction dérivable est continue

Si f est dérivable en a € R alors

o £@) = 1(a)

lim —=———— = f'(a).

Comme z —a — 0, et f'(a) € R alors lim f(z) — f(a) = 0. Donc f est continue en a.
r—a

Exemple 14
Mais il existe des fonctions continues non dérivables.

o La fonction valeur absolue | - | n’est pas dérivable en 0. En effet, pour tout = € R*,

|x—|0|_{ 1 si z>0,

x—0 -1 s x<0.
x| — 10 x| —10
Done  fim Iy op g BIZON_
z—0t x —0 z—0- x—0
Comme les limites & gauche et a droite sont différentes, la limite du taux d’accroissement |‘7;|:‘0| en 0 n’existe
pas, donc | - | n’est pas dérivable en 0.

R : . ’ 4o f@)=f0) _ 1
La fonction f : x +— /x n’est pas dérivable en 0 , car o =7 w—_}g ~+00.

Fonctions usuelles C*®

Les fonctions suivantes sont indéfiniments dérivables:

e Les fonctions polynomiales sur R, e La fonction In sur R,
e Les fonctions rationnelles sur leur ensemble de défi- e Les fonctions sin et cos sur R,
nition,

o La fonction  — x®, ou a €]0, 1], sur leur ensemble
e La fonction exp sur R, de définition privé de 0.

13
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Proposition 7 : Tangente a la courbe

Si la fonction f est dérivable en a, sa courbe admet au point d’abscisse a une tangente qui a pour équation :
y = fla)+ f'(a)(z —a)
f(x) = f(a)

Si le tauz d’accroissement admet une limite infinie en a, alors la courbe admet une tangente verticale

en a.

J
o

Proposition 8 : Combinaison linéaire, produit et quotient

Soient f, g: X — R sont des fonctions dérivables en a € X. Les opérations suivantes conservent la dérivabilité.
e Combinaisons linéaires Vr € X, et VAeR, (Af+9)(z)=Af(z)+7(z),
» Produit VzeX, (fg)(z)=f(x)g(x)+ flz)g'(z),

1y’ f'(x)

N (z) = -

7) @)=~y

f)' (z) = f(@)g(x) — f(z)g' (x)

= x) = >

g g(x)

o Composition Yx € X tel que g soit dérivable au point y = f(z), (go f)(a)=4¢'(f(a))- f'(a),

Inverse VYx € X tel que f(z) #0, (

Quotient Vx € X tel que g(z) # 0, (

Réciproque Si f: X biective v ot s f'(z) # 0 alors Yz € X,

1

(f7h) @) = @y

\.

.

Proposition 9

Soit f une application dérivable sur un intervalle I mon vide de R.

@ f est nulle sur I si et seulement si [ est constante sur I.

@ [ est positive sur I si et seulement si f est croissante sur I.

. J
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