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1.1

1.1.1

[l. Logica Aristotélica

A Légica surgiu a cerca de 350 a.C., com os estudos de Aristételes. Ele buscou elencar as bases
para a chamada Ciéncia da Argumentacgdo: o estudo da forma dos argumentos.

Argumento

Suscintamente, um argumento € um conjunto de sentengas declarativas ou enunciados, que, por
sua vez, sdo aquelas que admitem um valor-verdade — podem ser verdadeiras ou falsas, e sdo
constituidas de termos que representam objetos (ou individuos) e termos que representam categorias
(ou colegdes).

Sentenca declarativa

Segundo Aristételes, existem dois tipos de sentencas declarativas:

1. As que relacionam objetos a categorias:

x é P — x é um objeto e P uma categoria.
x nao é P
2. As que relacionam categorias a categorias:

Todo P é Q — universal positiva
Nenhum P é Q — universal negativa
Algum P é Q — existencial positiva

Algum P nio é Q — existencial negativa

Perceba duas coisas: primeiro, nés podemos representar objetos e categorias como elementos
e conjuntos. Assim, "x é P"pode ser interpretado como x € P, bem como "Todo P é Q"pode ser
interpretado como P C Q. Segundo, note que € impossivel x ser P e ndo ser P ao mesmo tempo. Ao
afirmarmos as duas sentengas, encontramos um erro légico. Esse erro chama-se contradicdo.
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Contradicdo

Aristételes identificou um requisito fundamental que deve ser atendido por todo bom argumento:
a auséncia de contradi¢do. Quando combinacgdes de sentencas declarativas levam a um absurdo
ou impossibilidade l6gica, temos uma contradicdo. Perceba que, para sentencas do tipo (1), ela é
6bvia, afinal, x ser P e ndo ser P a0 mesmo tempo é impossivel. O mesmo nio acontece para as
sentencas do tipo (2). Para lidar com estas, Aristételes usou o Quadrado das Oposigdes:

O Quadrado das Oposicoes

AlSare P NoeSisP

NS

contradictory

/N

Some Sare P Some S are not P

As Leis do Quadrado
As arestas do quadrado sdo chamadas de leis. Sentengas:

Contrarias ndo podem ser verdadeiras juntas, mas podem ser falsas juntas.
Subcontrarias niao podem ser falsas juntas, mas podem ser verdadeiras juntas.
Contraditérias nao podem ter o mesmo valor-verdade (nem verdadeiras nem falsas juntas).

Subalternas estabelecem a relagdo "se o universal € verdadeiro, o existencial também ¢é".

O diagrama acima ilustra as trés primeiras leis.
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1.3 Validez

1.3.1 Ato de Inferéncia
Além dos elementos basicos de um argumento definidos por Aristételes, surge a necessidade de
caracteriza-lo como algo ndo apenas descritivo. Isso é possivel ao se verificar que um argumento
envolve um ou mais atos de inferéncia a partir de sentengas tomadas como premissas, que

permitem tirar conclusoes.
Premissa 1

Premissa 2

Premissa n
logo, Conclusao

Dizemos que um ato de inferéncia € valido se se todas as suas premissas forem verdadeiras, a
conclusdo também for. Quando isso acontece, dd-se a ele o nome de silogismo.

m Exemplo 1.1 Determine a validez do ato de inferéncia a seguir:

Todo H é M.
s é H.
logo, s é M.
S Ry
[ ] [ ]

Como, em ambas as configuracdes possiveis para as premissas, a conclusdo é verdadeira, o ato
¢ valido. "
m Exemplo 1.2 Determine a validez do ato de inferéncia a seguir:

Todo A é B.
Algum B nio é C.
logo, Algum C nfo é A.

Perceba que os trés diagramas mostram uma configuragdo correta das premissas, mas o terceiro
mostra uma conclus@o contraditéria a esperada. Assim, temos um ato de inferéncia invalido, pois
h4 um caso em que todas as premissas sdo verdadeiras mas a conclusdo nao é. "
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Agora, temos o que precisamos para definir apropriadamente argumento e sua validez.

Defini¢do 1.3.1 — Argumento. Um argumento é uma colecéo de atos de inferéncia, e ele é
vélido se todos os seus atos também sdo — de modo que, se suas premissas forem verdadeiras,
a conclusdo final também é.

Consisténcia

Considere o seguinte conjunto de sentengas (vamos analisd-lo sem os diagramas dessa vez, mas
fique livre para testa-los aqui):

Todo A é B.
Todo B € D.
Algum A ndo é D.

Se todo A € B, temos que A C B. Se todo B € D, temos que B C D. Por propriedade de
conjuntos, concluimos seguramente que A C D. Porém, temos uma terceira sentenca, "Algum A
ndo € D", que nos dizque A Z D. Como A C De A Z D € impossivel, temos uma contradicéo.
Quando isso ocorre, dizemos que o conjunto de sentengas € inconsistente.

Definicdo 1.4.1 — Consisténcia (definicdo formal). Um conjunto de sentencas € dito in-
consistente se existe um ato de inferéncia baseado em algum subconjunto desse conjunto que
deduz validamente uma sentenca e, com base em outro subconjunto desse conjunto, deduz
validamente uma sentenga contraditdria a anterior. O conjunto é consistente caso contrario.

Uma consequéncia direta da defini¢do é que as sentencas do conjunto ndo terdo o mesmo valor-
verdade quando juntas. Como néo estamos interessados em sentengas falsas — para premissas
falsas, temos argumentos validos por vacuidade —, podemos definir informalmente consisténcia
da seguinte forma:

Definicdo 1.4.2 — Consisténcia (defini¢do informal). Um conjunto de sentencas é dito
consistente se existe uma configuragdo em que todas elas sdo verdadeiras a0 mesmo tempo.

m Exemplo 1.3 Determine se o seguinte conjunto de sentengas é consistente.

Todo A é B.

Todo B é C.

Todo A é D.
Nenhum D é C.

Como todo A é B, A C B. Como todo B é C, B C C. Por propriedade de conjuntos, temos que
A CC. Como todo A éD, A C D. Desse modo, como A C C e A C D, concluimos seguramente
que A é uma intersecdo entre C e D. Porém, como nenhum D é C, temos que D NC = &. Temos
uma contradi¢do, tornando o conjunto inconsistente.

Perceba que, ao usarmos diagramas de Venn, teriamos que mostrar que, para todas as configu-
racdes possiveis para as sentencas, nenhuma delas é verdade. "

m Exemplo 1.4 Tome as sentengas do exemplo anterior como premissas e a sentenga "Algum A
nao € B"como conclusdo. Determine a validez do argumento.

Apesar de termos uma contradi¢do direta entre a primeira premissa, "Todo A é B", e a conclusio,
"Algum A nao é B", o conjunto de premissas é inconsistente. Isso significa que ndo conseguimos
avaliar se a conclusdo € legitima ou ndo. Desse modo, o argumento é valido por vacuidade. =
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Restricdo da Loégica Aristotélica

A légica antiga ndo era plenamente formal, pois ndo era apética aos contetidos das sentengas nem
ao conhecimento dos sujeitos. Ou seja, era atribuida a uma sentenca um valor-verdade baseado na
falsidade ou verdade do conhecimento do sujeito. Desse modo, ambiguidades, equivocos e falta de
clareza eram problemas enfrentados frequentemente pelos 16gicos. Em oposi¢do a essa linha de
pensamento, surgiu independentemente ao estudo tradicional da l6gica e como um sub-ramo da
Matemdtica, a Logica Simbdlica. Sentencas e colecdes de sentengas agora podiam ser representadas
por simbolos, em um modelo matemaético formal.
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2.1

(2. Sintaxe

Estudaremos inicialmente o processo de formacéo e a forma de expressdes da l6gica — a sintaxe.
Precisamos, portanto, definir um alfabeto (todos os simbolos que podemos usar para gerar uma
expressao).

O Alfabeto da Logica

Nosso alfabeto Y, € composto por:
Variaveis: x,y,z,w...
Operadores: A,V,—,—
Constantes: 0,1
Parénteses: (,)
Palavras que podem ser formadas por esse alfabeto sdo, por exemplo:

(xAy)V-w
(zA0) — 1
O*)—!—\))
((OQxwV A

Podemos formar infinitas palavras com Y, e entdo definimos }_* como o conjunto de todas as
palavras sobre o alfabeto.

As duas ultimas palavras parecem um tanto estranhas, ndo? De fato, elas ndo expressoes
legitimas. Podemos definir assim o conjunto EXPR como o conjunto de todas as expressdes
legitimas da légica. Além disso, vamos precisar de um conjunto menor, que contenha as constantes
e as varidveis — a nossa base X, e um conjunto de funcoes F, no qual seus elementos sdo
representados pelos operadores.

Assim, temos algo semelhante a isto:
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2.1.1 O Conjunto de Funcoes

Cada operador possui uma respectiva funcao presente em F com sua prépria aridade.

frX X

[-(@0)=-o

A XY =Y
A (@, @) = o Aan

Vi XY =Yt
fV(o,m)=aw Vo

f= XY =Y
f—=(0,m;) =0 — o

2.2 Conjuntos Indutivos

Como podemos definir o conjunto das expressdes legitimas? Precisamos fazer isso indutivamente:
e toda varidvel € uma expressdo legitima;
e toda constante ¢ uma expressio legitima;
e se o for uma expressado legitima, entdo —® também é&;
e se @ e o, forem expressdes legitimas, entdo (@; A ;) também é,;
e se m; e m, forem expressdes legitimas, entdo (@; V @,) também é&;
e se m; e m, forem expressdes legitimas, entdo (@, — @,) também é;

Esse conjunto € um exemplo de conjunto indutivo, no qual a base, que possui certa caracteris-
tica, é "expandida"em um conjunto pela aplicagcdo de fungdes nesse conjunto. Assim, generalizando
nossa defini¢ao:

Defini¢do 2.2.1 — Conjunto Indutivo. Seja A um conjunto qualquer e seja X um subconjunto
proprio de A. Seja F um conjunto de funcdes sobre A, cada uma com sua aridade.
Um subconjunto Y de A ¢ dito indutivo sobre X e F se:

1. Y contém X;
2. Y é fechado sobre as funcgdes de F.

Note que o menor conjunto indutivo sobre X e F, na légica, ¢ o EXPR, enquanto o maior é o
préprio Y. *.



2.3

23.1

23.2

2.3 Fecho Indutivo 19

m Exemplo 2.1 Defina indutivamente o conjunto dos niimeros naturais pares.

e Dominio =N
e Base X = {0}

e Conjunto de fung¢des F ={ f(—) } , onde
f:N—N
flx)=x+2

Fazendo um paralelo com a defini¢do, A € o dominio (N), Y € o conjunto desejado (o conjunto
dos naturais pares), X ¢é a base e F o conjunto de funcdes sobre A. Infinitas aplicacdes sucessivas de
f(—) resultam no conjunto dos nimeros naturais pares. "

Fecho Indutivo

Assim como, em Teoria das Relagdes, possuimos fecho simétrico, transitivo e reflexivo de uma
relagdo R em um conjunto B (a menor relacdo com a propriedade em B que contém R), também
possuimos fecho indutivo sobre X e F: o menor conjunto que € indutivo sobre X e F. Para aché-lo,
dispomos de dois métodos.

O Método Up-Down

Para encontrar o menor conjunto indutivo sobre X e F, tomemos a interse¢ao de todos os subcon-
juntos de A que sdo conjuntos indutivos sobre X e F — como o préprio A ¢ indutivo, a interse¢io
ndo € vazia. Teremos, portanto, 0 menor conjunto indutivo sobre X e F (e sua notagio é X ™).

X+ = conjuntos indutivos sobre X e F

O Método Bottom-Up

A partir da base, come¢amos a fazer aplicacdes sucessivas das fungdes de F em uma relacdo de
recorréncia. O fecho indutivo sobre X e F é tomado a partir da unido de todos os conjuntos da
sequéncia (e sua notacdo € X ).

e Xo=X
o X, =X, U{f(o,mn,....0¢)/f € F,aridade(f) =k, (@, @, ...,0) € X,}

X =UZoXi

I Lema 2.3.1 — X, = X*. O fecho indutivo é o menor conjunto indutivo sobre X e F.

Demonstracdo. Mostraremos um esbogo da demonstragao.
Queremos provar que X; C X" e X C X,. A prova serd direta.

° X+ g X+:
Pela defini¢do, X, € um conjunto indutivo. Desse modo, fez parte da intersecao que formou
Xt. Assim, Xt C X,.

[ X+ - X +:
Queremos provar que todos os conjuntos que participaram da unido que formou X, sao
subconjuntos de X ™. Faremos uma indugo.
Passo base. Xo C X*. Como Xo =X e X" é indutivo, X" contém X.



20 Capitulo 2. Sintaxe

Passo indutivo.

- Hipétese indutiva: X C X ™.

- Tese: X1 CXT.

Aplicando as fung¢des de F em X e unindo ao mesmo, obtemos X; U{ f(w;, @, ...,w,)/f €
F,aridade(f) = n,(®, @, ...,®,) € X;}. Pela hipétese, X; C X*. Além disso, como X é
indutivo, é fechado sobre as funcdes de F, logo, a unido ainda pertence ao conjunto. Desse
modo, pela defini¢do, temos que X; | C X, concluindo a tese.

Assim, X = XT. [ |

2.4 Conjunto Livremente Gerado

2.4.1

Como dissemos anteriormente, desejamos caracterizar o conjunto de palavras sobre o alfabeto que
sdo expressdes da logica proposicional (vamos nos referir a elas como proposicoes e ao conjunto
EXPR, como PROP). Usando os conceitos de conjunto indutivo, somos capazes de:

e Reconhecer palavras sobre ) que sdo proposi¢des.

e Aplicar fungdes recursivas sobre o conjunto das proposi¢cdes para encontrar propriedades de
sintaxe sobre seus elementos.

e Usar induc¢do matemadtica para provar uma afirmacao do tipo "todo elemento do conjunto das
proposicdes tem propriedade X".

Para garantir que essas afirmacdes sdo seguras matematicamente, é necessario que cada proposicao
tenha apenas uma tunica linha de formagao, ou seja, que o conjunto das proposi¢cdes tenha a
propriedade de leitura vinica. Assim, o conjunto precisa atender certas condi¢des, sistematizadas
no conceito a seguir.

Definicdo 2.4.1 — Conjunto Liviemente Gerado. Seja A um conjunto qualquer e X um
subconjunto préprio de A. Seja F um conjunto de funcdes sobre A, cada uma com sua aridade.
O fecho indutivo X, de X sob F é dito livremente gerado se:

1. Todas as funcdes de F sdo injetoras;

2. Para quaisquer duas fungdes f e g de F, seus conjuntos imagem em relacdo a X, s@o
disjuntos.

3. O conjunto imagem de qualquer fun¢do f de F em relagdo a Xy ndo contém nenhum
elemento da base X.

m Exemplo 2.2 O conjunto definido no exemplo 2.1 € livremente gerado?
1. f, atnica fun¢do de F, € injetora.

2. F s6 possui uma funcio, entdo é garantido que nao ha outra com conjunto imagem nao
disjunto ao conjunto imagem de f.

3. O conjunto imagem de f, a tnica fungdo de F, € {2,4,6,8,...}. Assim, ndo possui 0, que é o
Unico elemento da base.

Atendendo as trés condi¢des, temos que o conjunto € livremente gerado. "

Definindo fun¢des recursivas sobre PROP

Podemos, agora que sabemos identificar expressdes legitimas, definir fun¢des recursivas que nos
dao propriedades de uma proposi¢do. Vamos passar por algumas delas.
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Numero de parénteses
f:PROP— N
f(@) =0, se ¢ é atdmica.

foy) = f(y) +2.
f(p06) = f(p)+ f(6)+2,0onde O € {V,A,—}.

Numero de operadores
g : PROP — N
2(9) =0, se ¢ é atdmica.

gy) =g(y)+1.
g(pd6) =g(p)+g(0)+1,onde O e {V,A,—}.

Arvore Sintdtica
h: PROP — GRAFO

h(p) = , se @ ¢ atdmica.

h(—y) =

()
h(p06) = ,onde O € {V,A,—}

Posto da Arvore Sintdtica

Poderiamos definir uma funcdo u : GRAF O — N, mas podemos ser mais prdticos! Seja p =uoh.
p:PROP— N

p(@) =0, se ¢ é atdmica.

p(=y) = p(y) +1.
p(p00O) = max(p(p),p(0))+1,onde O € {V,A,—}.

Conjunto das Subexpressoes

s : PROP — {PROP}

s(@) ={o}, se ¢ é atdmica.

s(-y) =s(y)Uu{-vy}.

s(p00) =s(p)Us(0)U{p6}, onde O € {V,A,—}.

Se quisermos o niimero de subexpressoes, basta tomar a cardinalidade do conjunto.

= Exemplo 2.3 Determine o conjunto de subexpressdes da proposi¢ao ((—((wVx))Az) — 1).

Tomemos s(((—((wVx))Az) = 1)).
s((=((wVx))Az))Us(1) U{((=((wVx))Az) = 1)}
s(=((wVx)))Us(z) U{(=((wVx)) A2) }U{THU{((=((wVx)) Az) = 1)}
=s((wVx))U{=((wVx))U{z} U{(= ((W\/x)) 2), L ((=((wVvx))Az) = 1)}

( L ((=((wvix)Az) = 1)}
V

= s(w)Us(x) U{((wVx))}U{=~((wVx)),z,(=((wVx))Az), 1, (
= {wu{xjU{((wVx)),~((wVx)),z (((wa)) 2), L((=((wVx))Az) = 1)}
= {wx, (WVx)), =((wVx)),z, (=((wVx)) A2), 1, (=((wVx)) Az) = D} .

Prova por inducdo sobre propriedades dos elementos de PROP

Finalmente, uma vez que sabemos definir fun¢des que nos retornam propriedades sobre proposi-
¢oes, podemos usar indugdo para provar lemas do tipo "toda proposi¢cdo tem a propriedade X".
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Como proposicdes podem assumir 3 formas, precisamos fazer uma prova por indugdo sobre a
complexidade da proposi¢do. Vamos percorrer alguns exemplos.

I Lema 2.4.1 Para toda proposicdo ¢, o niimero de parénteses de ¢ € par.

Demonstra¢do. Queremos provar que f (@) = 2k, onde k € Z.
Passo base. ¢ é atdbmica. Assim, f(¢) =0=2 x 0, que é par.

Passo indutivo para ¢ da forma —y.

- Hipdtese indutiva: f(y) =2k .

- Tese: f(—y) =2k

Adicionando 2 em ambos os lados da hipétese, temos f(y) +2 = 2k + 2.
Pela defini¢do, f(—y) = f(y)+2e, tomemos k' = k+ 1.

Assim, temos f(—y) = 2k , concluindo a tese.

Passo indutivo para ¢ da forma p36, onde O € {V,N\,—}.

- Hipdtese indutiva: (1) f(p) = 2k1; (2) f(0) = 2k>.

- Tese: f(p6) =2k .

Somando as duas hipéteses, temos f(p) + f(0) = 2k + 2k,.

Adicionando 2 em ambos os lados da hipétese, temos f(p) + f(0) +2 = 2k + 2kp + 2.

Pela definicdo, f(p0) = f(p) + f(0)+2 e, tomemos k = k; +ky + 1.

Assim, temos f(p[10) = 2k, concluindo a tese. [

Lema 2.4.2 Para toda proposicdo ¢, o nimero de subexpressoes de ¢ € no maximo igual ao
sucessor do dobro do nimero de operadores de ¢.

Demonstra¢do. Queremos provar que |s(¢)| < 2g(¢)+ 1.
Passo base. ¢ é atdmica. Assim, [s(¢)| =[{9}| =1 e g(¢) = 0. Temos, portanto, 1 < 1.

Passo indutivo para ¢ da forma —y.

- Hipdtese indutiva: |s(y)| < 2g(w)+ 1.

- Tese: |s(—y)| < 2g(—y) + 1.

Adicionando 1 ao primeiro lado da hipétese e 2 ao segundo, temos |s(y)|+1 < 2g(y)+1+2.
—W)|' = [s(W)[+ {=w} = [s(W)|+ 1 (s() e {~y} sdo disjuntos).

Como g(—y) = (l[/) +1, temos que 2g(—y) = 2g(y) + 2.

Assim, temos |s(—y)| < 2g(—y) + 1, concluindo a tese.

Passo indutivo para ¢ da forma p36, onde O € {V,N\,—}.

- Hipdtese indutiva: (1) |s(p)| < 2g(p)+1; (2) |s(0)| <2g(0)+1.

- Tese: |s(p00)| < 2g(p00)+1.

Somando as duas hipéteses, temos |s(p)|+|s(0)| < 2g(p) +2g(0) +

Adicionando 1 a ambos os lados, temos [s(p)|+ |s(0)|+1 < 2g(p )+2g( )+2+1.

Pela definigéo, [s(p010)[* = |s(p)| +[s(6)| +[{p0I6}| = s ( )+ ! )| +1.
Como g(p00) =g(p) +g(6)+ 1, temos que 2g(p1O) =2g(p) +2g(0) + 2.
Assim, temos |s(p[10)| < 2g(p1O) + 1, concluindo a tese. [ ]

'1AUB| =|A| +|B| — |ANB|
2JAUBUC| = |A| + |B| +|C| — (JANB| +]ANC|+|BNC|+ |ANBNC|)
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Lema 2.4.3 Para toda proposicdo ¢, o posto da arvore sintatica de ¢ é no maximo igual ao
ntimero de operadores de ¢.

Demonstra¢do. Queremos provar que p(@) < g(¢).
Passo base. ¢ é atdmica. Assim, p(¢) =0e g(¢) = 0. Temos, portanto, 0 < 0.

Passo indutivo para ¢ da forma —y.

- Hipdtese indutiva: p(y) < g(y).

- Tese: p(—y) < g(—).

Adicionando 1 em ambos os lados da hip6tese, temos p(y) +1 < g(y) + 1.

Pela defini¢do, p(—y) = p(y) + 1 e g(~y) =g(y) + 1.
Assim, temos p(—y) < g(—y), concluindo a tese.

Passo indutivo para ¢ da forma p[16, onde 0 € {V,\,—}.

- Hipdtese indutiva: (1) p(p) < g(p); (2) p(0) < g(8).

- Tese: p(pd0) < g(p0).

Somando as duas hipéteses, temos p(p)+ p(0) < g(p)+g(0).

Sabemos que max(p(p), p(0)) < p(p)+ p(6). Por transitividade, max(p(p), p(0)) < g(p )+g(9)
Adicionando 1 aos dois lados da inequagio, temos max(p(p),p(0))+1 < g(p)+g(6)+

Pela defini¢do, p(p0) = max(p(p),p(0))+1e g(p0) =g(p)+g(6)+1.

Assim, temos p(p10) < g(pl0O), concluindo a tese. [
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[3. Semantica

Agora que estudamos a forma de expressdes da logica, precisamos atribuir significados a elas — o
estudo da seméantica.

O Teorema da Extensdo Homomérfica Unica

Suponha as seguintes sentengas (como estamos na Léogica Simboélica, vamos coloca-las na forma
de simbolos):

x = "O ano 2017 tem 365 dias."
y = "O ano 2013 ¢ bissexto."
z= "O ano 2100 é miltiplo de 4."

Queremos saber o valor-verdade da proposicdo ((xVy) — (yAz)). Perceba que ela de fato é uma
expressdo legitima da l6gica, mas ndo conseguimos determinar seu valor-verdade imediatamente.
O mesmo ndo ocorre com as varidveis: sabemos que os valores-verdade de x, y e z sdo verdadeiro,
falso e verdadeiro, respectivamente. Assim, precisamos de um meio que nos permita valorar
(atribuir valores-verdade a) expressdes fora da base. E af que entra o teorema a seguir.

Teorema 3.1.1 — Teorema da Extenséo Homomérfica Unica. Seja A um conjunto qualquer,
X um subconjunto préprio de A e F um conjunto de funcdes sobre A, cada uma com sua aridade.
Seja B um outro conjunto, G um conjunto de fungdes sobre B e seja d : F — G um mapeamento
entre as funcdes de F e G. Se o fecho indutivo de X sobre F for livremente gerado, entdo, para
toda funcdo 4 : X — B, existe uma tnica extensdo & : X, — B, de modo que:

1. h(®) = h(o), se ® € X;

2. Paratoda fungéo f € F /aridade(f) = k, e para toda k-upla (@;, ..., @) de elementos de
X, h(f(@r, ..., o)) = g(h(@1), .., h(ex)), onde g = d(f).
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O teorema € generalizado para quaisquer conjuntos que atendam as suas condi¢des. Contudo,
por ora, vamos ver a consequéncia dele na Légica Simbdlica:

d

S Negacao(-)
</

A Conjuncao(-,-)
¢ |

v Disjuncéo(-,-)
d

f— Implicagao(-,-)

F G

3.1.1 As Funcoes Booleanas

As funcdes de G na légica sdo chamadas de fungdes booleanas. Elas agem sobre o conjunto B — o
conjunto dos valores booleanos —, com 0 representando o valor-verdade falso, e 1, o verdadeiro.

Negacdo
A negacdo de um valor-verdade € o seu inverso.

Negacao(0) =1 ‘ Negacdo(1) =0

Conjuncdo
A conjungdo entre dois valores-verdade é verdadeira quando ambos sdo verdadeiros.

Conjungiio(0,0) =0 | Conjungiio(0,1) =0 | Conjunciio(1,0) =0 | Conjuncio(1,1) =1
Disjuncdo
A disjunc@o entre dois valores-verdade é verdadeira quando pelo menos um deles é verdadeiro.

Disjunciio(0,0) = 0 | Disjungdio(0,1) =1 | Disjunciio(1,0) =1 | Disjungdo(1,1) =1

Implicacdo
A implicacdo entre dois valores-verdade é verdadeira quando o primeiro € falso ou o segundo é
verdadeiro.

Implicacio(0,0) =1 ‘ Implicacio(0,1) =1 ‘ Implicacio(1,0) =0 ‘ Implicacio(1,1) =1
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Valoracdo-Verdade

A funcdo ¥ : X, — B ¢é a funcao de valoracao-verdade, que € extensdo de v: X — B. Ela é um
caso especial do Teorema da Extensio Homomorfica Unica, no qual este nos permite calcular
a valoracao-verdade de uma proposicao recursivamente, baseado no fato de que os valores-
-verdade das variaveis que nela ocorrem estio fixados.

Definicdo 3.2.1 — Valoracdo-Verdade. A func¢io de valoracdo-verdade é uma fungio v :
X — BOOLEANOS, tal que sua extensdo homomorfica ¥ : X, — BOOLEANOS atende as
condicdes:

o V(w) =v(w),se weX;

* ¥(f~(w)) = Negagao(¥(®)):

e 9(f A(o1,@)) = Conjuncao(¥(wr), ¥(2));

e ¥(fV (o1, @)) = Disjuncdo(¥(w1), P(ar));

e ¥(f = (@1, ®)) = Implicagdo(¥(a; ), P());

Seja ¢ uma proposi¢do. Dizemos que uma dada valoragdo-verdade satisfaz ¢ se 9(¢) = 1.

Caso contrdrio, se ¥(¢) = 0, dizemos que a valoragdo-verdade refuta ¢.

m Exemplo 3.1 Use valoracdo-verdade para valorar a proposi¢do do exemplo inicial — ¢ =
((xVy) = (yAZ)), onde v(x) = 1,v(y) = 0,v(z) = L.

Tomemos 9(¢) = 0(((xVy) = (yA2)))-
9(9) = Implicagio(d((x V'), #((+A.2)))

(¢) = Implicagdo(Disjungdo(9(x), ?(y)), Conjuncdo(¥(y),9(z)))
(9) = Implicagao(Dls]un(;ao(1,0)7 Conjungio(0,1))

(¢) = Implicagdo(1,0) =

= < <

Nossa proposicdo € falsa, afinal, e a valoracdo-verdade {1, 0, 1} a refuta. "

Conjuntos de conectivos funcionalmente completos

Muitas vezes, desejamos escrever proposi¢cdes que estdo dadas sobre um conjunto de conectivos na
forma de um outro conjunto de conectivos — geralmente menor, a fim de acelerar a computagdo
—, mas que, no fim, as proposi¢des sejam equivalentes. Por exemplo, o conjunto {—,V} é funcio-
nalmente completo, pois temos uma equivaléncia a qualquer férmula da légica proposicional
com apenas seus elementos:

(] —\Q)E—!¢
e pVY=9oVy
o VANY=—(=¢V-Vy) - Lei de DeMorgan

* P Y="90VYy
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[4. O Problema da Satisfatibilidade

Dada uma proposicdo ¢, pergunta-se: ¢ é satisfativel?

Responder a pergunta nao é ficil. O problema da satisfatibilidade (também conhecido como
SAT) € o precursor dos problemas NP-Completo: dada a solugdo pronta de uma instancia do
problema, podemos verifica-la (comprova-la) rapidamente, mas ainda nédo existem algoritmos
rapidos o suficiente para efetivamente encontrar a solucdo — todos eles aumentam seu tempo
muito depressa conforme a entrada aumenta. Contudo, heuristicas que resolvem o problema,
atualmente, s@o capazes de resolver essas instancias envolvendo férmulas consistindo de milhdes
de simbolos. Vamos estudar algumas delas neste capitulo.

Satisfatibilidade

Tomemos alguns conceitos importantes.

¢ é satisfativel se existe pelo menos uma valoragdo-verdade que satisfaz ¢.

¢ é refutavel se existe pelo menos uma valoragdo-verdade que refuta @.

¢ é tautologia se todas as valora¢Ges-verdade satisfazem ¢.

¢ € insatisfativel se todas as valora¢des-verdade refutam ¢.

¢ e y sio logicamente equivalentes se, para toda valoragdo-verdade v, V(@) = V().

Um conjunto I" de proposicoes € satisfativel se existe pelo menos uma valoracdo-verdade que
satisfaz todas as proposicoes de I

¢ € consequéncia logica de I" se todas as valoragdes-verdade que satisfazem todas as proposicoes
de I" também satisfazem ¢ (notagio: I' = @).
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Método da Tabela-Verdade

Definido em 1921 pelo filésofo austriaco Ludwig Witigenstein, o método da tabela-verdade
foi o primeiro método algoritmico que resolve SAT. Construimos uma tabela, onde suas linhas
representam valores-verdade, e as colunas, as subexpressdes (em ordem de complexidade) de uma
proposicdo a qual desejamos analisar sua satisfatibilidade. Se, na dltima coluna, o valor 1 aparecer,
a proposicao ¢ satisfativel.

m Exemplo 4.1 (=(x — (y = —z)) — ) é satisfativel?

xlylz|2| =2 | x=>0=272) | = 0—=2) | = 6—2) =)
0]0]|0] 1 1 1 0 1
0j0|1]|0 1 1 0 1
0]1]0] 1 1 1 0 1
01|10 0 1 0 1
1100 1 1 1 0 1
10|10 1 1 0 1
1110 1 1 1 0 1
1{1]1|0 0 0 1 1
Note que, além de ser safistativel, também é tautologia. "

= Exemplo 4.2 Mostre que {—Q, (P — Q)} = =P - Contrapositividade.

Plo|-P|-0Q|(P~0)
00 1 1 1
0|1 1 0 1
10 0 1 0
1|1 0 0 1

Como todas as valoragdes que satisfazem as duas proposi¢des do conjunto (somente na primeira
isso acontece) também satisfazem —P, temos que € consequéncia légica. "

Complexidade computacional

O método da tabela tem um problema muito grave: ele é o método que resolve SAT mais exaustivo
que existe, pois verifica todos os valores-verdade possiveis para uma proposi¢do. Vamos analisar
isso computacionalmente. Dada uma entrada com n varidveis e k conectivos, a tabela tem 2"
linhas (o ndmero de possibilidades para os valores-verdade das variaveis) e, no maximo, 2k + 1
colunas (provamos isso por indugdo 14 atrds). Assim, sdo necessérias 2" x (2k + 1) operagdes para
monté-la. Isso quer dizer que a complexidade computacional do método da tabela-verdade é
da ordem de ®(2")! Custos exponenciais sdo totalmente indesejiveis em computagdo, tornando o
método invidvel. Porém, se quisermos conferir se uma valoragao-verdade satisfaz uma proposigao,
precisamos apenas olhar a linha dessa valoracgdo, tornando o custo a apenas 2k + 1.

Corretude e completude

Apesar de seu custo grande, o método da tabela-verdade foi a base para todos os métodos seguintes,
os quais tem que atender duas condigdes:

Corretude A resposta que o método fornece deve ser a mesma que o método da tabela-verdade
forneceria.

Completude O método ndo deve prosseguir indefinidamente, ou seja, ele deve dar uma resposta
com um tempo menor ou igual a 2" x (2k+1).
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4.3 Método dos Tableaux Analiticos

Na década de 50, os 16gicos Evert Beth (holandés) e Jaako Hintikka (finland€s) buscaram indepen-
dentemente uma formulacio intuitiva do conceito de valoracdo-verdade e encontraram uma no¢ao
filos6fica de mundo possivel. Assim, buscaram estabelecer uma ponte entre valoracido-verdade
e mundo possivel e, entdo, formularam um método algoritmico que resolve SAT, que se baseia
numa arvore de possibilidades — o método dos tableaux. Com auséncia de contradi¢do, o mundo
possivel seria revelado por um caminho da raiz a uma folha. Mais tarde, em 1970, a fim de me-
lhorar o desempenho do método, o 16gico americano Raymond Smullyan definiu uma metodologia
para a aplicag@o de suas regras. A partir de entdo, o método ficou conhecido como o método dos
tableaux analiticos.

4.3.1 Asregras do tableau
Temos um conjunto de 8 regras, divididas de acordo com os operadores e seu tipo de bifurcacio:
regras do tipo o ndo forgam a arvore a bifurcar, enquanto regras do tipo 8 bifurcam a arvore.

v v
Pp—0)=0 vp—0)=1
pi AN

. 5(6)=0 P(p) =0 5(6) =1

O tableau s6 pode responder se uma férmula € satisfativel ou refutdvel. Dado uma instancia do
problema, construimos inicialmente uma arvore com as condic¢oes iniciais do tableau, aplicamos
suas regras (dando preferéncia para as do tipo @) até encontrarmos as proposicdes atdomicas e
verificamos um caminho sem contradi¢do da raiz as folhas. Caso haja, a resposta do método é
"sim"e dizemos que o tableau est4 aberto. Caso contrario, a resposta do método € "ndo"e dizemos
que o tableau esta fechado.

m Exemplo 4.3 ((x — (—zVYy)) = ((myAz) = —x)) € satisfativel?

(((r = (mzVy)) = ((yAz) = ) =1

P((x—= (mzVvy))) =0 O(((yAz) = ) =1
v(x) =1 V() =1
?((mzVy))) =0 P(x)=0
¥(—z) =0
v(y) =0 0 (z)=0
P(z) =1 P(y)=1

Como existe pelo menos um mundo possivel, a resposta do método € sim. "
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= Exemplo4.4 ((x— (y —2z)) = ((x = y) = (x = 2))) é tautologia?

Aqui temos um problema, pois o método néo responde se uma proposicao é tautologia. Contudo,
temos que uma proposicio ¢ é tautologia se, e somente se, ¢ nao é refutavel. Assim, desejamos
fazer com que o método responda nao ao perguntarmos se a proposicao € refutavel.

Encontramos uma contradi¢do em todos os ramos. Assim, o tableau estd fechado e a resposta do
método é nao. Logo, a proposicio € tautologia.

Perceba que existe mais de um modo de montar o tableau. Aqui, demos preferéncia para as regras
que ndo bifurcam, diminuindo o ndmero de operacdes (mas vocé poderia monta-lo em ordem de
apari¢do dos vértices, por exemplo). Além disso, note que, ao encontrarmos uma contradi¢do em
um caminho, ndo precisamos mais seguir por ele — tal mundo nio existe. "

» Exemplo 4.5 Prove que {(A — B),(B — C)} = (A — C) - Transitividade da implicagdo.

Precisamos que nio exista um mundo onde as proposicdes do conjunto sejam verdadeiras e a de
fora seja falsa (em outras palavras, o conjunto precisa ser satisfativel e a proposicao, tautologia).

4.3.2 Complexidade computacional

Para alguns casos, o custo computacional do método dos tableaux analiticos se equipara ao da
tabela-verdade — O(2"), tornando-o invidvel nesses casos. Isso porque ocorrem muitas bifurcagdes
e criacdes de novos vértices (que podem possivelmente também bifurcar). Por exemplo, tente
resolver "(((x Ay)V (x A=y)) V ((mx Ay) V (=x A—y))) € tautologia?".
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Método da Resolucdo

Em 1965, o matemdtico americano John Alan Robinson publicou um artigo descrevendo um
método algoritmico que resolve SAT com duas caracteristicas: € eficiente para algumas entradas e
eficiente em reconhecé-las. A ideia basica consiste em que uma férmula conjuntiva (composta por
conjuncgdes) € insatisfativel se alguma das suas subférmulas for insatisfativel. Assim, o método s6
receberia como entrada férmulas nessa condicao.

Forma Normal Conjuntiva (FNC)

O método da resolucdo s aceita férmulas como entrada que estejam em sua forma normal conjun-
tiva. Vamos abordar isso mais a fundo.

I Definicdo 4.4.1 — Literal. Uma férmula é um literal se for atdmica ou a negacéo de uma
atomica (por exemplo, x, -y, z...).

Definicdo 4.4.2 — Cldausula. Uma férmula é uma clausula se for disjungio de literais (por
exemplo, (AV B), =y, (WV —x)...).

DefinicGo 4.4.3 — Forma Normal Conjuntiva. Uma férmula estd em sua forma normal
conjuntiva se for conjuncdo de clausulas (por exemplo, (AN B) A (AV D), =y, zA (wV —x)...).

Teorema 4.4.1 Toda proposi¢do possui uma logicamente equivalente na FNC.

Demonstracdo. Queremos provar que, para toda ¢ € PROP, existe ¢’ € PROP tal que ¢’ estd na
FNC e ¢’ = ¢. A prova sera por indugio.
Passo base. @ é atbmica. Assim, ¢’ = ¢.

Passo indutivo para ¢ da forma —y.

- Hipétese indutiva: 3y’ = y/y’ estd na FNC.

- Tese: A(—y') = -y /(—y') estd na FNC.

Como ' =y, ~y/' =~y

Além disso, podemos transformar =y’ para a FNC usando as equivaléncias 16gicas: Lei da Dupla
Negacdo, Leis de De Morgan e Distributividade.

Assim, temos (—y') = —y/(—y’) estd na FNC, concluindo a tese.

Passo indutivo para ¢ da forma p0, onde O € {\,V,—}.

- Hipétese indutiva: (1) 3p’ = p/p’ estd na FNC; (2) 36’ = 6/6’ estd na FNC.

- Tese: 3(p'0O") = (p00)/(p'110’) estd na FNC.

Comop'=peb =0, (p'000") = (p10).

Ainda, como p’ e 6’ estdo na FNC,

* para [ = A: (p’ A 0’) estd na FNC;

* para [J = V: podemos usar as equivaléncias 16gicas para transformar (p’\ 6’) para a FNC;

* para [J =—: podemos usar as equivaléncias 16gicas para transformar (p’ — 0’) para a FNC.
Assim, (p'000") = (pJO)/(p'110’) estd na FNC, concluindo a tese. [ |

A regra da resolugdo

A resolugdo consiste em aplicar sucessivamente a seguinte equivaléncia légica:

(xVY)A(myVz) = (xVy)A(myVZ)A(xVz)
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Ou seja, procuramos encontrar literais ditos complementares em clausulas distintas e criar uma
nova clausula com os literais restantes. Se, ao fazermos esse processo, encontrarmos a clausula
vazia (sem literais), a formula ¢ insatisfativel (o método faz provas por contradicdo).

n Exemplo 4.6 (-AANENA(—-BV—C)A(AVB)A(—BVCV—-D)A(DV—E)) é insatisfativel?

Suponha C; para a k-ésima cldusula.

Tomando C) e Cs4: (B) - C7 (uma nova conjungdo foi feita com ela);

Tomando C; e C3: (—C) - Cg (atendendo a regra, podemos fazer a combinagdo que quisermos),
Tomando C; e Cs: (CV —D) - Co;

Tomando Cg e Co: (—D) - Co;

Tomando Cg e Cs: (—E) - C11;

Tomando Cy; e Cy: () (a cldusula vazia);

(
H(

Com o surgimento da cldusula vazia, uma contradi¢do foi encontrada. Logo, a resposta é sim. Note
que poderiamos ter gerado mais cldusulas (combinando, por exemplo, Cs e Cg). "

» Exemplo 4.7 Prove que A = ((A — (BVC)) — (((=C) AD) — B)).

Aqui nos deparamos com dois problemas. Primeiro: o método ndo responde se ¢ é consequéncia
l6gica de I". Porém, temos que I" |= ¢ se, e somente se, ['U {—¢} é insatisfativel. Além disso, ele
s6 aceita como entrada férmulas na FNC. Para continuar, devemos transformar o conjunto.

FU{=¢} ={A,~((A = (BVC)) = (=€) AD) — B))}

e (A): estd na FNC (olharemos cada elemento do conjunto),

e ((A—(BVC))— (((-C)AD) — B)):

=((-AV (BVC)) = (=((=C) AD) V B)) ("retirando"as implicacdes mais internas);
~((FAVBVC) — ((CV—D)V B)) (aplicando as Leis de De Morgan);
=(=(-AVBVC)V(CV—-DV B)) (retirando a implicagcdo mais externa),
((AA=BA-C)V (CV—-DVB)),
(AA—=BA—=C)A—~(CV =DV B);
(=AV BV C) A—=C AD A —B (Forma Normal Conjuntiva);

J

]

Assim, TU{—-¢} ={A,(-AVBVC),~-C,D,—B}.

Suponha Cj para a k-ésima cldusula.
Tomando C; e C;: (BVC) - C;
Tomando Cs e Cq: (B) - C7;
Tomando Cs e C7: ();

Com o surgimento da cldusula vazia, uma contradi¢o foi encontrada. Logo, I"'U {—¢} € insatisfati-
vel e, portanto, I' = ¢. .

Vocé percebeu que a abordagem que fizemos para resolver o problema foi um pouco diferente
nos dois exemplos? No 4.7, usamos notacdo de conjuntos, enquanto no 4.6, tratamos a férmula
em sua forma pura (a FNC). A questdo é: computacionalmente, a abordagem por conjuntos é mais
eficiente. Porém, nds, como seres inteligentes, somos livres para escolher qualquer uma delas.
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Acelerando a resolugdo

Veremos adiante que a resolu¢do também € custosa. Porém, com duas técnicas diferenciais (que a
tornam especial), podemos diminuir significantemente seu custo.

Clausulas de Horn

Nos anos 1950, o matemadtico também americano Alfred Horn estudou intensamente as propriedades
de um determinado tipo da l6gica proposicional que tinham um certo apelo a representagcao de
"condi¢des implicam numa consequéncia':

(XIAXQAXZA o AXy) =y
onde y e todos os x; sao proposicoes atomicas (literais positivos)
= (X A2 AX3A . AX,) VY
=(—x V- V-ouxz V... Vo, Vy)

A essas cldusulas especiais foram dadas o nome de cldusulas de Horn.
I Definicdo 4.4.4 — Cldusula de Horn. Uma cldusula é dita clausula de Horn se, e somente

se, contém, no maximo, um literal positivo.

Quando todas as clausulas de uma férmula sdo clausulas de Horn, o esfor¢o para procurar
literais complementares em toda a cldusula € poupado: precisamos apenas olhar os literais positivos
(que serd no maximo um por cldusula).

Propagacdo da Cldusula Unitdria
Quando uma cldusula contém apenas um literal, a designamos cldusula unitaria. Elas sdo especiais
porque € gracas a elas que podemos encontrar a cldusula vazia:

Lema 4.4.2 Seja uma férmula ¢ € PROP na FNC. Se ¢ ndo tem cldusulas unitdrias, entdo ¢ é
satisfativel.

Demonstracdo. Esse lema € muito poderoso para a computacdo! A prova serd por contradicao.

1): Seja @ uma proposi¢ao na FNC sem cldusulas unitérias e insatisfativel.
(2): Por 1, existe uma contradic@o entre dois conjuntos de cldusulas C; e C; de ¢ (C; AC, =0).
(3): Por 2, temos que C; = —Cj.
(4): Pela Lei de De Morgan, podemos escrever C; como conjungdo das negagdes dos literais de Cj.

Assim, cada literal formara uma cldausula unitaria.

Por 1 e 4, temos uma contradi¢do, pois nossa férmula ndo tem cldusulas unitarias.
A prova estd completa. |

Assim, ao fazermos a regra da resolucdo, damos prioridade para as cldusulas unitdrias (conside-
rando que novas cldusulas unitarias podem surgir). Isso nos poupa o trabalho de aplicar a regra em
todas as cldusulas possiveis. Cuidado! A reciproca ndo é verdadeira. Por exemplo: (mAV A) \B.

Complexidade computacional

No pior caso, o custo do método da resolucdo é, também, exponencial — O(2"). Contudo, as duas
maneiras de acelerd-lo tornam-no muito amigavel: se uma entrada s6 contém cldusulas de Horn,
precisamos visitar apenas os literais positivos em todas as cldusulas, ou seja, o nimero de operagcdes
€ k x n, onde k é uma constante e n o nimero de clausulas — o custo do método torna-se O(n), ou
seja, linear! E por isso que o método da Resolugdo é o mais atraente: linguagens de programagio
como Prolog — usada amplamente em inteligéncia artificial —, por exemplo, se baseiam nele.
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Método da Deducdo Natural

Em meados de 1934, o matematico alemao Gerhard Gentzen buscou definir um método de for-
maliza¢do dos procedimentos dedutivos utilizados "naturalmente"pelos mateméticos em suas
demonstragdes. Dai, se propds a encontrar um conjunto de regras simples de dedugdes que
correspondesse ao conjunto de passos dedutivos em provas matematicas.

Ao invés de partir do conceito de valoracdo-verdade, seu método partiu da nocdo de regra
de deducio, que independe de uma interpretacido em valores booleanos. Dai, para cada operador
16gico, Gentzen definiu dois conjuntos de regras de deducio.

As regras de deducdao

Suponha que ¢, uma férmula qualquer, seja verdade. Se, a partir dela, conseguimos deduzir v,
podemos deduzir seguramente (¢ — ). Isso é um exemplo do que vem a seguir.

Regras de Introducao determinam as condi¢ées minimas para que se pudesse deduzir uma
proposicao cujo operador principal fosse o em questdo;

Para deduzirmos Precisamos de
. A
(¢ )
¢ v
(¢Vvy)
[¢]
(¢ —v) v

[¢] significa que ¢ é uma suposi¢do ou premissa.

Regras de Eliminacdo determinam as consequéncias imediatas que poderiam ser obtidas a partir
de uma proposicao cujo operador principal fosse o em questio.

Se temos Podemos deduzir
(9 AW) ’ m
4] [v]
(o Vy)
0 0
0
¢ (¢ —y) v
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Dedutibilidade

u u S u S ¢ dedutivel?", ida a u
A pergunta que o método procura responder € " dedutivel?", em contrapartida as perguntas
usuais dos outros métodos.

Definicdio 4.5.1 — Dedutibilidade. Dizemos que uma sentenca ¢ é dedutivel, a partir de um
conjunto de sentencas I', se existe uma arvore de deducdo cuja raiz € @, cujos vértices sdo
aplicagdes das regras de deducdo e cujas folhas sdo sentencas de I ou suposi¢des adicionais
devidamente descartadas. A notacdo é 't ¢.

Pode-se estabelecer uma relag@o entre consequéncia légica e dedutibilidade, apesar de serem
conceitos distintos: I'- @ <> ' = ¢.

n Exemplo 4.8 {(¢ — y),(¢ = 0)}F (¢ — 0)?

Inicialmente, nés montamos a drvore de baixo para cima, aplicando as regras, para preencher
nosso conjunto de premissas.

Iniciamos com.

Pela regra —-introducao,

(¢ —0)

Aqui é nosso limite. Assim, nossas premissas sao {[¢|}. Agora, de cima para baixo, vamos
usar as sentencas do conjunto, as premissas e as regras para tentar deduzir a raiz.

1
Pela regra —-eliminagdo, [¢] ((5/ — V)

[o]' (¢ = )
Pela regra —-eliminagdo, v (‘V — 9)

0

[o]' (¢ = )
Pela regra —-introducdo, L4 5 (y—6)
(p—0) /)

Regras que utilizam de premissas, ao serem aplicadas no processo de cima para baixo, provocam
descarte de premissas (foi o caso com o [@]). Nao podemos reutilizar uma premissa descartada e
precisamos garantir que todas sejam devidamente descartadas.

Assim, temos que tal arvore de deducio existe. Logo, a resposta do método ¢ sim. "

n Exemplo 4.9 ((¢ — v) = ((6 A @) — (6 Ay))) é tautologia?

O método ndo responde se uma proposigdo ¢ ¢é tautologia. Contudo, temos que ¢ € tautologia se,
e somente se, O = ¢ (ou seja, —¢ € insatisfativel). Assim, podemos avancar.
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Iniciamos com: ((p—=w)—=((6NQ) = (6AY)))

[ — y]!

Pela regra —-introdugdo,

((6AQ) = (6AY))
(= v) = ((6AQ) = (6AY)))

[0 — v]'[6 A@]?

Pela regra —-introdugdo, (6AY)
(6AQ) = (6/AY))
(0= y) = (67 @) = (6AY)))

[0 — w]'[6 A @]

0 vy
(OAY)
(6ng) = (6AY))
(p—=y) = ((6A9) = (6AY)))

Nao conseguimos mais avangar. Assim, nosso conjunto de premissas é {[¢ — v/, [0 A ¢]}. Tente-
mos deduzir a raiz com elas:

Pela regra N-introdugdo,

[6AQ]>  [6AQ

Pela regra N-eliminagdo,

6 ¢
070> [OA9)?
Pela regra —-eliminagdo, 0 [0 (o — y]!
v
07 [670]
1
Pela regra N-introducdo, 0 L ‘If[(p mld
CIN"))
67> [OA9)?
0 O
Pela regra —-introdugao, v
(6Ay) i
(6AQ) = (6AY)) //°
[0rg]> [0
6 ¢ lp — y]'
Pela regra —-introdugdo, R ‘I’) v j
((6A@) = (6AY)) //*

(p—w)—=((6rQ) = (6AY)) //

Concluimos que tal drvore de prova existe. Assim, a resposta do método € sim. "
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A negacdo
Note que ndo mencionamos a negacdo no conjunto de regras de dedu¢do nem nos exemplos. Isso
porque a negacdo nio tem uma regra prépria. Além do mais, o método da deducio natural, assim
como a prépria logica e seus métodos de prova, sofreram "adaptacdes”ao longo do tempo para lidar
com ela.

Inicialmente, temos que:

(—¢)=(-ovLi)=(¢— 1)
Assim, usamos as regras da implicacao para lidar com a negacao.

= Exemplo 4.10 ((—¢V y) — (—y — —¢)) é tautologia?

Onde encontrarmos a negacao, faremos uma substituicdo para a implica¢do equivalente.

Iniciamos com.

((p=L)Vy) = (v = 1) = (p— 1))

(@ — L)vy]

Pela regra —-introducao,

(y=1)= (9= 1))
(o= L)Vy) = (v = 1) = (p— 1))

(o= L) Vyl'ly — L]

Pela regra —-introdugdo, (p— 1)
(y=1)—=(¢—= 1))
(o= L)Vy) = (v = 1) = (p— 1))

Pela regra —-introdugao,

Nossas premissas sao {[(¢ — L)V y],[y — L], [9]}. Vamos tentar deduzir a raiz.

[(p— L)V
[ — 11" [yP

Pela regra V-eliminagdo,

* Atengdo! A regra nos diz que, a partir desse momento, devemos ser capazes de inferir uma
mesma sentenga de [¢ — L] e [y]. Se conseguirmos, podemos afirmd-la.

(o= L)Vl
Pela regra —-eliminagao, (0]’ [p — 1]* W[y — 1]
4 4

x Encontramos 1 a partir de ambas as premissas: podemos deduzi-lo seguramente. Além disso,
como o V-eliminacdo é uma regra que usa premissas e estd sendo usada para a deducdo da raiz
(de cima para baixo), haverd um descarte.
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. (¢ - L)V ] : i
Pela regra \/-eliminagdo (término), o] [(PJ_—> 1] V] [WJ_—> 1
L1 /1%
[(p— L)Vy]'
Pl — 1" [yPly— 1]
Pela regra —-introdugdo, 1 1
1 Il
(p—1) /]
[(p— L)Vy]'
Pl —L]* [Py~ L]
. - 1 1L
Pela regra —-introdugdo, # / /4 / /5
(p—1) /]
(y—=>1)—=(p—1) //?
[(p— L)Vy]'
Pl —L]*  [yPly— 1]
1 1L
Pela regra —-introdugdo, # / /4 / /5
(p—1) /]
(y—=1l)—(9—1) //?

(p=L)vy) = ((y—=L)=(e—1))  //

Temos que a arvore de deducio existe. Logo, a resposta do método € sim. "

As trés logicas

Como dissemos anteriormente, a 16gica teve de se adaptar para incluir a negacdo em seus métodos
dedutivos. Um dos motivos serd mostrado no exemplo abaixo.

m Exemplo 4.11 (—¢ — (¢ — y)) é tautologia?

De baixo para cima, obtemos o seguinte conjunto de premissas: {[¢ — L], [¢]}. Veja o que
acontece ao tentarmos deduzir a raiz.

[9]l¢ — 1]

Pela regra —-eliminacdo, T

Nao podemos mais avangar. Como nao conseguimos montar a arvore de dedugdo — ndo deduzimos
araiz nem fizemos o descarte devido das premissas —, a resposta do método é nao. Contudo:

¢y || (@—=y) | (0= (0—=W))
0|0 1 1 1
0|1 1 1 1
1/0] 0 0 1
1|1 0 1 1

A tabela-verdade mostra o contrario. n
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Precisamos fazer com que o método atinja sua corretude. Para isso, € necessario a introdugao
de mais uma regra:

Se temos Podemos deduzir

1 7 se @ é atomica.

A regra é chamada Principio da Explosao ou Ex Falsum Quolibet — a partir do falso, deduzi-
mos qualquer coisa. Podemos usé-la para deduzir ¥ no exemplo anterior.

Sua adicdo ajuda bastante o método da Deducao Natural, mas, infelizmente, ainda ndo é
suficiente. Veja os dois exemplos abaixo.

m Exemplo 4.12 (¢ V ¢) é tautologia?

Vamos buscar as premissas.

Iniciamos com:

(90— 1)ve)
. ) (¢—1) 9
Pela regra \/-introdugdo, (CESRET)) (¢ — L)Vve)
[9]'
_ _ il
Pela regra —-introdugdo, W o

((¢—=L)ve) (¢ —=1)ve)

Temos [¢] como tnica premissa. Ao tentarmos deduzir a raiz, note que se quisermos deduzir direto
a expressdo usando V-introdug¢do (nossa tnica opgdo), ndo faremos um descarte devido de [¢].
Assim, o método responderd erroneamente com um nao. "

= Exemplo 4.13 ——¢ E ¢?

Iniciamos com: ——

¢

Note que ((¢ — L) — L) estd disponivel, mas ndo podemos aplicar nenhuma regra. Assim, o
método encerrard aqui com um nao também errado. "

Novamente, precisamos adicionar mais uma regra dedutiva (que nés ja conhecemos!).

Para deduzirmos | Precisamos de

[~¢]

0 1

Essa regra se chama Reducio ao Absurdo ou Reductio ad Absurdum — se, ao supormos o
contrdrio de uma sentenca, chegamos a uma contradicdo, podemos deduzir a sentenca. Podemos
supor [—¢] em ambos os exemplos e aplicar as regras usuais para concluir a sentenga. Para reforcar:
ao usar a regra na montagem de cima para baixo, um descarte na suposi¢do serd provocado.

As sentencas dos dois exemplos anteriores ndo foram escolhidas ao acaso: elas sdo duas leis do
pensamento:
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Lei do Terceiro Excluido Tertium nom Datur Uma proposicdo € ou verdadeira, ou falsa. —
(=@ V 9) ¢ tautologia.

Lei da Dupla Negacao Duplex Negatio Affirmat Se uma proposi¢ao € verdadeira, no é o caso de
que ndo seja verdadeira. — ¢ = ¢

Definicdo 4.5.2 — As Trés Logicas. As duas leis do pensamento, junto com o Principio da
Explosdo, dividem a l6gica em trés vertentes.

Logica de Relevancia (ou Minimal) ndo admite nenhuma das leis em suas demonstracdes;

Logica Intuicionista admite o Principio da Explosdo, mas ndo admite o restante, em suas
demonstragdes;

Légica Classica admite a Lei do Terceiro Excluido, a Lei da Dupla Negag¢do — a Reducéo ao
Absurdo — e o Principio da Explosdo em suas demonstragoes;

De cima para baixo, cada uma delas € uma versdo mais forte que a anterior.

4.5.5 Forma normal e redunddncias

Uma outra caracteristica positiva do método da Deducdo Natural é a capacidade de avaliar ma-
tematicamente diversas solu¢des para o mesmo problema e definir a melhor (ndo conseguimos
fazer isso com o método dos Tableaux Analiticos nem com o da Resolucdo): uma drvore de prova é
dita estar na forma normal — a melhor solu¢do — se nao contém redundancias.

Definic@o 4.5.3 — Redundéncia. Quando aplicamos as regras de introducao e eliminagao
em sequéncia para o mesmo operador, temos uma redundancia. Podem ser divididas em 2
tipos:

e Aplicar uma regra de introdugdo seguida de uma de eliminacéo (tipo f8);

e Aplicar uma regra de eliminag@o seguida de uma de introdugdo (tipo 7n);

Normalizacéo

Mesmo quando uma drvore de prova nao estd na forma normal, ela sempre pode ser normalizada,
com um conjunto de regras chamadas regras de reducio, descritas abaixo. Esse fato foi provado
em 1965 pelo 16gico sueco Dag Prawitz.

Teorema 4.5.1 — Teorema da Normalizacdo. Toda arvore de prova em Deducao Natural
que contenha redundancias pode ser normalizada.

Regras de Reducdo

Existe um conjunto de 6 regras, que nos permite normalizar uma 4rvore de prova com redundéncias,
dividido de acordo com os operadores e os tipos de redundancias.

e Regras de reducéo para redundancias 8 (A e V representam subdrvores):
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Operador Redundancia Reducio
vV, V, vV, V,
o v o vy Vi Vs
A (pAy)  ou  (9AVY) @ ou Yy
(P W A3 A4
Az Ay
Vi Vs
% v
\% \%
(oVy) (oVy) 0 ;
(o] [v] (o] [v]
\Y, A A ou A A A93 ou A94
0 0 0 0 A A
] ) 5 5
As As
]
A %
S Vo v A
¢ (p—y)
v
v As
Az

e Regras de reducdo para redundancias 7:

Operador Redundancia Reducdo
Vi Vi
(pAy) (e V) Vi
A [ 4 (pAY)
(pAY) Ay
Ay
\
CRaT v
v v
(evy) (¢Vy) (@Aw)
2
(pVy)
TAY)
(@] Vi
(o — ) Vi
— 4 (0 —v)
(¢ —vy) Ay
Ay

Podemos medir o tamanho da férmula no centro da redundancia: para as do tipo f3, ela é dita
maxima. Para as do tipo 7, ela é dita minima. Isso nos permite determinar quao longe uma drvore
de deducio estd de sua forma normal.
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4.6 Método do Cdlculo de Sequentes

Também definido por Gentzen, o método do célculo de sequentes surgiu quando foi notado que as
regras de deducgdo nao sdo inversiveis — s6 podem ser aplicadas em um utnico sentido por vez. O
método € semelhante ao da Dedugdo Natural, mas com regras inversiveis e dando a negacdo um
tratamento condizente com os outros operadores. Ele toma, como base, sequentes.

Definicdo 4.6.1 — Sequente. Um sequente é uma estrutura do tipo:

01,02, 03,0, O = W1, Y2, W3, Yy
Onde ¢1, ¢, @3, ..., 9, sdo as premissas do sequente e Wi, Yo, Y3, ..., I, sdo as conclusdes do

sequente, de modo que se (1 A APz A ... A @), entdo (Y VY Vs V...V ).

4.6.1 Asregras de deducdo

O método utiliza dois tipos de regras simples de deducdo para cada operador 16gico (T e A sdo
conjuntos de féormulas).

Introducio a Direita Regras que podemos aplicar a uma férmula a direita de |-.

Para deduzirmos Precisamos de
TEEAA e

TF (G AY)A I'-¢,A 'y, A
T 9V y).A Lroy.a
(6= ). mo v

Introducao a Esquerda Regras que podemos aplicar a uma férmula a esquerda de |-

Para deduzirmos Precisamos de
T,(~¢)FA _TFeA
L,(0Ay)FA Lo yhA
L, 0Vy)FA LA LLykA
L0~ w)FA TLybAr TobgA,
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As regras de deducdo sé podem ser aplicadas em férmulas adjacentes ao I-. Para permitir isso
(e auxiliar na prova), temos mais regras que permitem estruturar o sequente — regras estruturais,
que podem ser aplicadas a qualquer momento, tanto a esquerda quanto a direita:

Se temos Podemos deduzir
o, wkEA W Permutacao
¢, oA TTora Contracio
I'EA Tora Enfraquecimento
Temos mais uma regra especial:
CiEg,A TooFA I T ALA Regra do Corte

Finalmente, temos a condicao de parada do método:
O F¢ Axioma
Quando todas as folhas da arvore de deducdo forem axiomas, o método encerra, respondendo "sim".

n Exemplo 4.14 {(x —»y),(y = 2)} F (x = (wV2))?

Ao contrario da Deducdo Natural, possuimos um tnico sentido de montar a arvore — de baixo para
cima —, pois 0 sequente jd possui premissas em sua definicdo. As sentencas do conjunto estardo
do lado esquerdo (as premissas), enquanto a de fora estard do lado direito (a conclusio).

Note também que o método se assemelha muito ao dos Tableaux Analiticos: podemos tomar
o lado esquerdo do sequente como o lado do verdadeiro (¥(¢) = 1) e o lado direito como o lado
do falso (V(y) = 0). Além disso, ndo continuamos em um ramo onde um axioma foi encontrado,
similar a contradi¢do no tableau.

Inici .
niciamos com x—=y),0—2)F (x— wVz))

(x—=y),(y—=2),xF (wVz)
(x—=¥), (=2 Fx—(wvz)

—-Introducdo a direita:

(x=y),(y = 2),xFwz
V-Introdugdo a direita: (x—=y),y—=2),xF(wVz)
(x=y),(y =2k (x—=(wVz))

(x—=y),x,(y—=2)Fwz
(x—=y),y—=2),xFwz
(x—=y),y—=2,xF(wVz)
(x—=y),0=2)F(x—=(wVvz)

Permutagdo:

* Nesse momento, a proxima regra nos diz para tomar um conjunto de sentengas do lado esquerdo
junto com o consequente e um outro do lado direito junto com o antecendente e separd-los.
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—-Introducdo a esquerda:

Permutacdo:

—-Introducdo a esquerda:

Enfraquecimento:

(x—=y),xtkyw zkz
(x=y),x,(y—=2)Fwz
(x—=y),(y—=2z2),xFwz
(x—=y),(y—=>2),xF(wVz)
(x—=y),y—=>2)F(x—(wVz)

x(x—=y)Fyw
(x—=y),xFyw zhtz
(x=y),x,(—=2)Fwz
(x—=y),0—=2),xFwz
(x—=y),(y—=2,xE(wVz)
(x=y),0—=2)F(x—=(wVz)

xEx yFyw
x(x—=y)Fyw
(x—=y),xkyw ztz
(x—=y)x,(y—=2)Fwz
(x—=y),(y —=2z),xFwz
(x—=y),(y—=z),xF (wVz)
(x—=y),(y = 2)F(x— (wVz))

yy
xHFx ykFyw
x(x—=ykw
(x—=y),xkFyw zkz
(x=y),x,(—=2)Fwz
(x—=y),0—=2),xFwz
(x—=y),(y—=2),xF(wVz)
(x—=y),y—=>2F(x—(wVz)

Todas as folhas sdo axiomas: a arvore de deducio existe e a resposta é sim. "

» Exemplo 4.15 (—(AV B) — (-A A—B)) é tautologia?

Vamos mostrar a drvore pronta, desta vez.

@n A A
®er) A - B, A B B &~
-mAFAB BFA B -p
om F—-AA B F—=B,A,B b

[ (—|A A —|B),A,B (PER)

FA, (—\A A ﬂB),B (PER)

|—A,B, (—|A A —|B) (V-E)

~(AVB)F ("AA-B)

F(=(AVB) — (-AA-B))

A resposta é sim.

» Exemplo 4.16 ((—-A — B) A ((WBA(AVC)) A—C)) é satisfativel?
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Este tltimo exemplo nos remete a pergunta original do Problema da Satisfatibilidade. O método do
Cilculo de Sequentes ndo a responde, mas sabemos que uma proposicdo ¢ € satisfativel <> —¢
nio € tautologia (¥ —¢). Assim, avangamos.

AF C @p
A,AFC p CF C @~
-5 BFB Al -A,C —p —85 BFB CH-A,C -5
®ev A, (A — B) - B,C C,(—A — B) - B,C @r»
(—E) (—\A—>B),A|—B,C (—|A—>B) CHB,C-p
(PER) <—\A — B),A,—\B FC (—|A — B) —|B FC (PER)
(V-E) (ﬁAHB),—'B,Al—C (ﬁA%B) —‘B CFC v

(A — B),—B,(AVC)FC vp
(A= B),(-BA(AVC)FC -p
(-A = B),(mBA(AVC),~CF w
(=A = B),((-BA(AVC))A=C) - w5
(FA = B)A((BA(AVC))A=C)) F b
F=((-A = B)A((-BA(AVC))A—C))

No vértice A - C, nenhuma regra estrutural nos ajudard, assim, ndo encontraremos um axioma.
Além disso, pela definicdo de sequente, A — C ndo € sempre verdade. A drvore de dedugdo nio

existe e o método responde com nao. Assim, a formula ¢ satisfativel. "
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5. Estruturas

Introducdo a Primeira Ordem

Enquanto a légica proposicional lida com expressdes declarativas simples, a l6gica de primeira
ordem introduz uma linguagem mais rica, envolvendo predicados e quantificadores. A locucao
adjetiva “de primeira ordem” significa que suas linguagens podem se expressar sobre todos os
objetos em um determinado dominio. Veja a figura abaixo.

LEAN
K H . H B

arski’s World)

S
bﬂ

Godel’s World (retirado de

Ela envolve figuras geométricas — objetos — de diferentes formatos e tamanhos. Suponha
que queremos nos expressar que “H4 um quadrado médio acima de todos os pentdgonos” e “H4 um
quadrado e um tridAngulo grandes na mesma linha”. Na l6gica proposicional, ambas as sentencas
seriam representadas por duas varidveis, digamos, x € y. Contudo, note trés observacdes em
comum: as duas sentencas discursam sobre os formatos e os tamanhos (propriedades) dos objetos
— predicados —, as posi¢des relativas entre objetos — relacées — e uma quantificacdo (“hd um”,
“todos”). Assim, podemos separd-las para nos tornarmos mais expressivos.

Por envolver predicados, a 16gica de primeira ordem também é chamada Ldgica de Predicados.
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Alfabeto
A linguagem simbdlica da 16gica de predicados consiste em trés tipos de simbolos:

Simbolos de objetos x,a,h...

Simbolos para predicados e relacdes A(x),R(y,z)...

Simbolos para funcdes de referéncia indireta f(x),g(y,z)...
Podemos usa-los para representar os conceitos a seguir.

Constantes e varidaveis: funcées de aridade zero

Constantes sdo simbolos usados para referenciar um, e apenas um, determinado objeto. Por
exemplo, podemos referenciar o vértice raiz de uma arvore enraizada com uma constante, bem
como o 0 no conjunto dos naturais. Varidveis, por outro lado, representam qualquer objeto.

Predicados e relagoes: funcdes proposicionais

Podemos usar esses simbolos para denotar alguma propriedade de objetos ou alguma relacio entre
objetos. De modo a introduzir uma notagdo simbdlico-matemaética para predicados e relagdes, o
matematico Gottlob Frege mostrou como esses conceitos podem ser representados como fungdes
proposicionais, cujas imagens resultam verdadeiro ou falso. Por exemplo:

Par: N— {0,1} Primos-entre-si: N x N — {0,1}

Par(15) =0 Primos-entre-si(2,3) = 1
Par(3) =0 Primos-entre-si(4,2) =0
Par(4) = 1 Primos-entre-si(9,5) = 1

Funcoes de referéncia indireta
Frege também definiu os simbolos para funcdes de referéncia indireta, que servem para referenciar
um objeto a partir de outros. Por exemplo:

f:NOMES — NOMES
f(x) = feminino de x
m(y) = masculino de y

Claro, ainda possuimos os mesmos operadores 16gicos. Além disso, temos mais dois simbolos,
que representam os quantificadores.

Universal (V) - todo objeto satisfaz uma condicao;

Existencial (3) - pelo menos um objeto satisfaz uma condigéo.
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Estrutura Matemadtica

Ao contrario da légica proposicional, onde ha um tipo de simbolo para cada sentengca — cada
sentenca ¢ uma varidvel diferente —, na légica de primeira ordem temos trés tipos de simbolos
para representar sentengas, o que a torna incompativel com a no¢ao de valoracdo-verdade. Para
prosseguirmos, precisamos tomar o conceito de estrutura matematica.

Definicdo 5.2.1 — Estrutura Matemdtica. Uma estrutura matematica é composta por quatro
componentes:

Dominio ou Universo Colecdo de objetos que habitam a estrutura.
Destaques Subcolecdo do dominio que contém as constantes da estrutura.
Relagoes Colecdo de relacdes sobre o dominio, cada uma com sua aridade.
Funcoes Colecao de fungdes sobre o dominio, cada uma com sua aridade.

Podemos representar estruturas usando Diagramas de Venn:

RELACOES FUNCOES

DESTAQUES

Assinatura

Como vimos, usamos simbolos pra representar constantes, relacdes e fungdes. Devemos entdo,
definir a linguagem simbdlica para uma estrutura. Para isso, temos a assinatura e a linguagem.
Enquanto a assinatura determina a quantidade de simbolos, a linguagem determina propriamente os
mesmos. Podemos unir os dois conceitos, a fim de simplificagao.

Definicdo 5.2.2 — Assinatura. Seja A uma estrutura matematica. A assinatura de A ¢
definida pelos seguintes componentes:

1. Quantidade de destaques;
2. Quantidade de relagdes n-drias, onde n € N;
3. Quantidade de fung¢des n-drias, onde n € N;

Dizemos que uma estrutura com assinatura L ¢ uma L-Estrutura. Observe que uma assinatura
pode ser compartilhada por vdrias estruturas simultaneamente, sem necessariamente estas serem
iguais.
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Definicdo 5.2.3 — Linguagem. Seja A uma estrutura matematica. A linguagem de A toma
por base sua assinatura e é constituida de:

1. Um simbolo de constante para cada destaque de A;
2. Um simbolo de relacdo n-dria para cada relagdo n-aria de A, onde n € N;

3. Um simbolo de func¢do n-dria para cada funcio n-dria de A, onde n € N;

5.2.2 Interpretacdo

Finalmente, uma vez definida uma linguagem simbdlica, devemos fazer uma interpretacdo — a que
o simbolo corresponde em uma estrutura. Assim:

Definicdo 5.2.4 — Interpretagdo. Seja A uma L-Estrutura. A interpretagdo da assinatura L.
na estrutura A € uma funcio que associa cada simbolo de L. a um elemento de cada componente
de A. Portanto,

1. A cada simbolo de constante ¢ de L, é associado um destaque de A — ¢;
2. A cada simbolo de relacio n-dria R de L, é associado uma relaciio n-dria de A — R4;
3. A cada simbolo de funcio n-dria f de L, é associado uma fungdo n-dria de A — f4;

m Exemplo 5.1 Defina uma estrutura A, a assinatura L. de A e uma interpretacio de L em A para
ser possivel representar matematicamente as duas sentencas abaixo (do exemplo da secdo 5.1).

Vamos fazer uma analise:

1. Ha um quadrado médio acima de todos os pentagonos.
- quadrado, pentdgono e médio sdo predicados.
- acima €é uma relacdo entre objetos.

2. Ha um quadrado e um tridngulo grandes na mesma linha.
- quadrado, tridngulo e grande sio predicados.
- na mesma linha € uma relagao entre objetos.

Assim, construimos nossa estrutura baseado no que coletamos:

RELACOES

FIGURAS
GEOMETRICAS

Quadrado FUNGOES

Tridngulo

)
)

Pentdgono(—)
Médio(—)
Grande(—)

Acima(—,—)

MesmaLinha(—, —)

(,
(,

DESTAQUES

Logo, definimos a assinatura L de A desta maneira:
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e ( constantes;
e 5 simbolos de rela¢do undria: Q(—),T(—),P(—),M(—),G(—);
e 2 simbolos de relagdo bindria: A(—,—),L(—,—);
e ( funcoes;
Finalmente, devemos definir a que corresponde cada simbolo: uma interpretacao.
e 0"(—): Quadrado(—);
T4(—): Triangulo(—);

PA(—): Pentagono(—);
o MA(—): Médio(—);
e G*(—): Grande(—);
o AA
e [A(—,—): MesmaLinha(—,—);

Estas seriam as duas sentencas representadas na légica de primeira ordem:
L Ix(Q* (x) AMA (x) Ay(P(y) — A4 (x,)))
2. ATy(Q () AGH ) ATA (V) ANGH () A LA (x,3))

5.3 Funcoes entre estruturas

Podemos fazer uma “comunicagdo” entre estruturas através de funcdes de mapeamento, isto &,
cada elemento de uma estrutura tem um correspondente em outra mediante a fungao (chamamos
isso de preservacio de componentes). O tipo de fun¢do de mapeamento mais bésico é o homo-
morfismo.

Definicdo 5.3.1 — Homomorfismo. Sejam A e B estruturas de uma mesma assinatura L. Uma
fungdo h : dom(A) — dom(B) é dita homomorfismo se, e somente se:

1. Para todo simbolo de constante ¢ de L,
h(c*) = cB (Preserva destaques),

2. Para todo simbolo de rela¢@o n-dria R de L e toda n-upla (ay,...,a,) € dom(A),
(a,...,an) € R* = (h(ay),...,h(a,)) € R (Preserva relagoes: R* C RENA");

3. Para todo simbolo de fungdo n-dria f de L e toda n-upla (ay,...,a,) € dom(A),

h(fA(ay,...a,)) = fB(h(ar),...h(a,)) (Preserva fungées);

5.3.1 Imersdo e variagées
Um homomorfismo % : dom(A) — dom(B) é dito imersao se:

1. hé injetora;

2. Para todo simbolo de relagdo n-dria R de L e toda n-upla (ay, ...,a,) € dom(A),
(ar,...,an) € R < (h(ay),...,h(a,)) € RE (Versdo mais forte: R* = RENA");
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Isomorfismo

Uma imersao & : dom(A) — dom(B) é dito isomorfismo se for sobrejetora.

Endomorfismo
Um homomorfismo 4 : dom(A) — dom(A) é dito endomorfismo.

Automorfismo
Um isomorfismo & : dom(A) — dom(A) é dito automorfismo.

Subestruturas

Dispondo de duas estruturas similares, queremos saber se uma ¢ subestrutura da outra — subgrafos,
por exemplo. Para tal, deve-se atender a duas condicdes.

Definic@o 5.4.1 — Subestrutura. Sejam A e B duas estruturas de mesma assinatura. Dizemos
que A é subestrutura de B— notagdo A C B — se, e somente se:

1. O dominio de A estd contido no dominio de B (dom(A) C dom(B));
2. A fungio identidade i : dom(A) — dom(B)/i(x) = x é uma imersao.

m Exemplo 5.2 Mostre que A C B, definidas abaixo.

A B
Dominio  {1,2,10} {1,2,5,10,13}
Destaques {1} {1}
Relagdes  Divide(—,—) Menor-ou-igual(—,—)
Funcées  MDC(—,—) MDC(—,—)

Tomemos:

A=1,E=1;

RA(—,—): Divide(—, —), R®(—,—): Menor-ou-igual(—, —);
fA(_v_): MDC(_7_)’ fB(_’_): MDC(_v_)'

Temos que {1,2,10} C {1,2,5,10,13}, assim, a 1* condigdo ¢é satisfeita;

Analisemos a funcdo identidade. Ela, pela sua defini¢do, € injetora.
Temos que i(c*) = ¢B (1 = 1); Assim, i preserva destaques.
Vejamos as duplas de A: A2 = {(1,1),(1,2),(1,10),(2,1),(2,2),(2,10),(10,1),(10,2),(10,10))}.
Temos que:
={(1,1),(1,2),(1,10),(2,2),(2,10),(10,10) }
={(1,1),(1,2),(1,5),(1,10),(1,13),(2,2),(2,5),(2,10),(2,13),(10,10),(10,13),(13,13) }
Como R* = RBNA?, i preserva relacdes.
Também temos que

i(fA(1,1)) = FE3(1), (1)) i(f4(1,2)) = f2(i(1),i(2)) = i(f4(1,10)) = f2(i(1),i

i(f4(2,1)) = (1(2) )= i(£4(2,2)) = f2(i(2), (2))= i(£4(2,10)) = f(i(2), i(
i(f4(10,1)) = f2(i(10),i(1)) =1 i(f4(10,2)) = f2(i(1 ),1(2)2 i(£(10,10)) = f5(i(10),i
Assim, i preserva funcées. Logo, i ¢ uma imersdo e a 2% condigdo ¢ satisfeita.

Desse modo, A C B. n
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A menor subestrutura

Dada uma L-Estrutura A e um conjunto X de elementos do dominio de A, tomemos a menor
subestrutura que contém X em seu dominio. Assim, desejamos construir, de forma minima, uma
estrutura B tal que B C A e X C dom(B). A notagdo é < X >4. Este é um problema de otimizagdo.
Precisamos adicionar a estrutura B as mesmas fungdes, constantes e relagdes de A, e adicionar
entdo ao dominio de B, que inicia com X, os elementos de A necessdrios para que B C A.
Se X € finito e < X >4= A (nfo ha subestrutura de A menor que a prépria A), ela é dita
finitamente gerada.

» Exemplo 5.3 Dado X = {2,6} e a estrutura A abaixo, determine B =< X >4.
Dominio {0,1,2,3,4,5,6,9,11,15,20}

Destaques {0,5,11}

Relaces Divide(—,—)

Funcdes Quadrado-mod-10(—)

Tomemos f#: Quadrado-mod-10(—). As mesmas constantes, relagdes e fungdes sdo adicionadas a
B. Assim, veremos a progressdo do dominio:

Iniciamos com:  {2,6}
Para manter consisa a definicdo, precisamos adicionar os destaques ao dominio.

Adicdo dos destaques:  {0,2,5,6,11}
Finalmente, precisamos fazer com que B seja subestrutura de A. Note, por exemplo, que f5(2) = 4,
que ndo estd no dominio. Assim, para fazermos i(f2(2)) = f4(i(2)), precisamos adiciona-lo.
Repetir essa andlise em todos os elementos causa:

Preservando componentes: {0,1,2,4,5,6,11}

Assim, < X >4 € a estrutura com mesmos componentes que A e de dominio {0,1,2,4,5,6,11}. m

Extensdao

Quando < @ >4= A, todos os elementos do dominio de A sdo acessiveis a partir dos destaques e
funcdes de A. Caso contrério, podemos estender o conjunto de destaques com novos quantos forem
os elementos inacessiveis. Essa nova estrutura B ¢ dita extensao de A e A ¢ dita reduto de B.
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6.2

(6. Sintaxe

De modo similar a Légica Proposicional, estudaremos o processo de formacao das expressdes da
l6gica de predicados. No capitulo seguinte, veremos a semantica.

Alfabeto

Nés ja abordamos o alfabeto da légica de primeira ordem. Mas, uma vez que vimos estruturas,
podemos introduzir mais um conceito: simbolos que ndo mudam seu significado, como os ope-
radores, quantificadores e varidveis, sdo chamados simbolos légicos. Por outro lado, simbolos
de constantes, relacdes e funcdes, os quais fazem parte do alfabeto, mas precisamos criar uma
assinatura para introduzi-los e uma interpretagdo para terem sentido, s3o chamados simbolos nao
légicos.

Termos e Formulas Atémicas

A formacao de expressoes se dd a partir da reunidio de termos e férmulas atdmicas. Informalmente,
termos sdo representagdes de objetos, enquanto formulas atomicas sdo representagdes de relagoes.
Podemos definir o conjunto de todos os termos de uma assinatura indutivamente.

Definicdo 6.2.1 — Conjunto dos Termos. Seja L uma linguagem. O conjunto dos termos
TERMOS;, de L é o menor conjunto de expressdes sobre o vocabuldrio simbdélico de L tal que:

1. Toda variavel € um termo;
2. Todo simbolo de constante € um termo;

3. Se1,...,t, forem termos e f for um simbolo de funcdo n-dria de L, entdo f(t1,...,1,) é
um termo;

Se um termo ndo contém variaveis, ele € dito fechado.
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Definicdo 6.2.2 — Formula Atdémica. Seja L uma linguagem. Uma férmula atémica de L é
uma palavra sobre o vocabulario simbdlico de L com um dos dois formatos:

e R(t1,...t;), onde R é um simbolo de relagdo n-dria de L e 1y, ...,1, sdo termos de L.
e {1 =1, onde t] et sdo termos de L.
Se uma férmula atémica ndo contém variaveis, ela é dita sentenca atomica.

Formulas bem formadas

De modo similar a 16gica proposicional, existem palavras sobre o alfabeto simbdlico de uma
assinatura que nio sdo legitimas. Podemos definir o conjunto de expressoes legitimas — férmulas
bem formadas (FORM) — indutivamente:

e toda férmula atdbmica é uma férmula bem formada;
e se ® é uma formula bem formada, entdo —@ também é;
e se m e m, sdo formulas bem formadas, entéo (@) A @,) também é;
e se m; e m sdo formulas bem formadas, entdo (@; V @,) também é;
e se m; e @, sdo férmulas bem formadas, entéo (®; — @) também é;
e se ® é uma férmula bem formada, entdo Ix®(x) também &,
e se ® é uma férmula bem formada, entdo Vx®(x) também é;

o(x) significa que a varidvel x ocorre em @.

Varidaveis

Podemos fazer um estudo preciso das varidveis que ocorrem em uma férmula. Lembre: varidveis
sdo termos que representam qualquer objeto.

Variaveis livres e ligadas

Variavel livre é uma varidvel fora da acdo de um quantificador. Por exemplo, na férmula abaixo,

Vx(R(x,y))

y é uma variavel livre, enquanto x € uma variavel ligada. Podemos definir o conjunto de varidveis
livres em uma férmula usando uma funcao recursiva:

VL : FORM — P(VARIAVEIS)

VL(p) = {xl, Xn}, se @ é atbmica e xy, ..., X, ocorrem em
VLCY) S VLY

VL(pO6) =VL(p)UVL(0),onde O € {V,A,—}
VL(Ox®w) = VL(w) — {x}, onde ] € {3,V}

= Exemplo 6.1 Determine o conjunto de varidveis livres de Ix(R(x,y) — Vy(P(z,y) AIw(S(w,u) Vv

“R(w,y)))).

Tomemos VL(Ix(R(x,y) — Vy(P(z,y) A Iw(S(w,u) V=R(w,y))))).
= VL((R(x,y) = Vy(P(z,y) AGw(S(w,u) V =R(w,))))) — {x}
= (VL(R(x,y)) UVL(Yy(P(z,y) A Iw(S(w,u) V —R(wy))))) — {x}
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= ({xy} U(VL(Vy(P(z,y))) UVLEW(S(w,u) V =R(w, y))))) — {x}

= ({xy U((VL(P(z,y)) = {y}) U(VL(S(w,u) V =R (w, y)) —{w}))) — {x}

= ({ry U ({20} =y} UVLIS(w,u)) UVL(=R(w,y))) = {w}))) — {x}

= ({xy Uz U(({wu} UVL(R(w,y))) —{w}))) — {x}

= ({ryr U {2 U(({wu} U{w,y}) —{w}))) — {x}

= ({xy Uz U({wuy} —{w}))) — {x}

= ({xy Uz} u{u,y})) —{x}

= ({X,y} U{Zvuay}) - {X}

= {x,y,z,u} - {x}

:{y,z,u}. u

Substituicdo de varidveis

Em uma interpretagdo, definimos as constantes e as func¢des, entdo a semantica dos termos fechados
¢é definida imediatamente. Para termos abertos, se quisermos definir a que objeto uma varidvel se
refere, usamos uma substitui¢do. Valendo-se do fato de que o conjunto dos termos de uma linguagem
é livremente gerado, podemos definir recursivamente uma funcdo que realiza a substituicao de
varidveis por termos (vamos dividi-la em trés partes).

Em termos

Definimos a fungdo de substituicéo [s,/x] — “s entra no lugar de x” — remove todas as ocorréncias
de x em um termo e pde s em seu lugar recursivamente:

[./.] : TERMOS; x TERMOS; x VARIAVEIS  TERMOS],

X[s/y|=s,sex=y

x[s/y|=x,sex#y

cls/y=c

frsta)[s /3] = f(ta[s /3], s tals /3])

Em férmulas atdmicas

[./.] : FORM x TERMOS x VARIAVEIS + FORM
R(t1, s tn)[s,/¥] = R(t:[s,/Y], s tuls,/¥])
(t1=n)[s/ Y] = (tls/y] =tls])

Em férmulas ndo atémicas
[./.] : FORM x TERMOS; x VARIAVEIS — FORM
v)ls,/ v == (ylsY])

(=
(p0I6)[s,y] = (p[sy]D8ls,]), onde O € {V, A, =}
(Oxw)[s,/y] = Oxw[s,y], onde O € {3,V}

E muito importante ressaltar que, ao fazermos uma substituicao, a natureza da varidvel deve
persistir. Ou seja, se ela € ligada, deve permanecer ligada, e, se for livre, deve permanecer livre.
Veja o exemplo abaixo.

= Exemplo 6.2 Faca a substitui¢do [y,/x] em Jy(R(x,y) AVx(P(z,x))).

Tomemos (Jy(R(x,y) AVx(P(z,x))))[y, x].
= Jy(R(x,y) AVx(P(z,x))) [y, ]

= Jy(R(x,y) [y, x| AVx(P(z,x)) [y, x])

= Jy(R(x[y, x|, yy/x]) AVx(P(z,x)[y,x]))

= Iy(R(y,y) NVx(P(zly,/x],x[y,/x])))

= Iy(R(y,y) NVx(P(z,)))- .
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Note que Vx(P(z,y)) ndo é uma férmula bem formada e R(y,y) estd com um significado
diferente, gracas ao Jy. Assim, podemos definir quando uma substitui¢do pode ser feita com a
definicdo de termo livre:

Defini¢do 6.3.1 — Termo livre. Um termo ¢ esta livre para entrar no lugar da variavel x em
uma férmula ¢ se:

e ¢ ¢ atdmica;
e ¢ édaforma —y et estd livre para x em ;
e ¢ édaforma (p[10) et estd livre parax em p e em 6, onde [J € {V,A,—};

e ¢ é da forma (Oyw) e x =y ou y ndo ocorre em ¢ e t estd livre para x em @, onde
Oe {3,v}.

No nosso exemplo, x # y e y ocorre em ¢. Assim, a substituicdo ja seria interrompida na
primeira recursgo.
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Veremos como podemos valorar expressdes na 16gica de predicados (lembre que valoragdo-verdade
ndo é possivel de ser aplicada) e algumas estruturas especiais relacionadas a verdade das expressoes.

Termos e Férmulas Atémicas

Para termos fechados, seu significado ¢é definido diretamente pela interpretacio de uma assinatura
L em uma L-Estrutura A:

e Set for uma constante, entdo 1! = ¢;
e Se ¢ for um termo composto f(t1,...,t,), entdo t4 = fA(t,...11);

Ja para termos abertos, ao quisermos definir a que objeto as variaveis referenciam, precisamos fazer
uma substituicdo de varidveis: t4 = t[s| /X1, ..., 5,/ Xn].

Sabendo o significado dos termos, podemos definir quando férmulas atdmicas sdo verdadeiras.
Para sentencas atdomicas:

o RA(t},...,t1) é verdadeira «» (#},...,14) € RA

e (! =1}) é verdadeira <> 1, e t, forem 0 mesmo elemento do dominio de A.
Fazendo a mesma andlise para férmulas atdmicas abertas:

o RA(tp, ...t é verdadeira <5 (£ 51,/ X1,y S0/ Xn)s oy L2 [81,/ X1, ooy S/ Xn]) € RA

o (r =12) é verdadeira <> £[s1,/x1,.... 50,/ Xn] € £5[51,/X1, ..., S0,/ %, forem o mesmo ele-
mento do dominio de A.
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Modelo e contramodelo

Ao valorar uma sentencga atdmica em uma estrutura, podemos classificar esta como ou modelo, ou
contramodelo, ou ambos.

Definicdo 7.1.1 — Modelo. Seja L uma assinatura, A uma L-Estrutura e & uma sentenca
atdmica de L.

e Se existe pelo menos uma interpretacio tal que o seja verdadeira, A é dita modelo para
.

e Se existe pelo menos uma interpretagio tal que a seja falsa, A é dita contramodelo
para .

7.2 Modelo Canénico

Veja a estrutura A abaixo.

RELACOES FUNCOES

DESTAQUES
Tomemos: f4(—): Sucessor(—), R*(—,—): Divide(—, ), b* =0, A = 1.

Note que R4(c*,b*) é verdadeira, bem como R (c?, f4(c*)) e RA(c?, fA(f4(c*))). Consegui-
mos, nesse exemplo, gracas a infinitude do dominio, criar infinitas sentencas atdmicas que sejam
verdadeiras em A, e agrupd-las em um conjunto especial.

DefinicGo 7.2.1 — Diagrama Positivo. Seja L. uma assinatura e A uma L-Estrutura. O
conjunto de todas as sentencas atdmicas de L que sdo verdadeiras em A — ou seja, as quais A é
modelo —, é dito diagrama positivo de A, e a notagio é diag™ (A).

Caso < 0 >,+# A, usamos a extensiao de A para gerar o diagrama positivo.
Para esse exemplo, diag™(A) = {b=b,c =c, f(b) = f(b), f(b) =c,...,R(c,D),R(c, f(c)),
R(c, f(f(c)),R(f(c), f(f(f(c)))), - }-

O que fizemos chama-se processo de estruturas para sentencas atomicas. Agora, desejamos
fazer o inverso: de sentencgas atdmicas para estruturas.

Suponha um conjunto de sentengas atdmicas quaisquer. Queremos construir uma estrutura,
a mais genérica possivel, na assinatura dessas sentencas que seja modelo para todas essas. Essa
estrutura chama-se modelo canénico.

I Lema 7.2.1 Todo conjunto de sentengas atbmicas possui um modelo candnico.
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Arelacdo ~

Para definirmos o modelo candnico de um conjunto de sentencas atdmicas, precisamos definir seu
dominio, conjunto de relagGes, de destaques e de funcdes.

Inicialmente, o dominio é o conjunto de todos os termos fechados que ocorrem no conjunto de
sentengas (para o exemplo acima, teriamos {b,c, f(b), f(c), f(f(c))...}). Porém, note que c e f(b)
sdo iguais. Isso nos leva a um problema: o dominio do modelo candnico pode ser maior que o da
estrutura original, o que € impossivel.

Desse modo, precisamos agrupar os termos semelhantes em classes de equivaléncia. Para
tal, definamos uma relagéo ~:

Definicdo 7.2.2 — Relagdo ~. Seja T o diagrama positivo de alguma estrutura.
~ ={(s,t) € ~se,esomentese, (s=1) €T}

Agora demonstremos que ~ é uma relacao de equivaléncia. Se pudermos fazer isso, podemos
usar apenas o termo fechado que é representante da classe gerada, ao invés de todos os termos
fechados.

Demonstragdo. Queremos provar que ~ € reflexiva, simétrica e transitiva.
Reflexividade Como, para todo termo ¢, (t =t) € T, (t,1) € ~. Assim, ~ & reflexiva.

Simetria Suponha dois termos s e 7 tal que s = ¢. Entdo, (s =¢) € T e, pela comutatividade da
igualdade, (r =s) € T. Logo, se (s,t) € ~, entdo (t,s) € ~. Assim, ~ ¢é simétrica.

Transitividade Suponha trés termos s,z e rtalque s =t et =r. Entdo, (s=1) €T, (t =r) €T e,
pela transitividade da igualdade, (s =r) € T. Assim, se (s,¢) € ~ e (t,r) € ~, entdo (s,r) €
~. Logo, ~ é transitiva.

~ € uma relagdo de equivaléncia. |

Obtencdo do modelo candnico

Mostraremos 0 passo-a-passo para a obten¢do de um modelo can6énico A de um conjunto de
sentencas atdmicas. Seja L uma assinatura.

Dominio

Como dissemos anteriormente, ao invés de definirmos como o conjunto de todos os termos fechados,

usaremos apenas o representante da classe do termo fechado — o denotaremos por ¢~. No exemplo
anterior, teriamos:

{07, ()™, £ (€)™}

Formalmente: O dominio do modelo candnico é o conjunto das classes de equivaléncia dos
elementos de um conjunto de termos fechados X sobre a relacio ~.

Destaques
O conjunto de destaques € subconjunto do dominio. Assim, de forma similar:

{b™,¢7}

Formalmente: Para cada simbolo de constante ¢ de L, ¢™ serd uma constante do modelo
candnico.
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Relagoes
O modelo candnico tem as mesmas relagdes que ocorrem no conjunto de sentengas atdmicas.
Porém, a fim de generalizar a estrutura, usaremos apenas os simbolos.

{R(=—)}

Formalmente: Para cada simbolo de relagdo n-dria de L, (1", ...,£;") € R* se, e somente se,
R(t1,...,t,) pertence ao conjunto de sentengas atdmicas.

Funcoes
Mesma maneira que o conjunto de relacdes, mas tendo em mente que aplicagdes de fungdes em
termos também sao termos.

{f~(=)}

Formalmente: Para cada simbolo de fungdo n-dria de L, fA(£]",...,t77) = f(t1,..ertn) ™.

Desejamos uma estrutura a mais genérica possivel para que, ao encontrar qualquer estrutura
que também satisfaca a descri¢do da primeira, seja possivel definir um homomorfismo entre as
duas.

m Exemplo 7.1 Dada a estrutura A abaixo, determine seu diagrama positivo.
Dominio {0,1,2,3}

Destaques {3}

Relacées Maior-que(—, —), Impar(—)

Fungdes Quadrado-mod-4(—)

Note que Quadrado-mod-4 ndo nos permite acessar os elementos 0 e 2 do dominio usando o
destaque disponivel. Assim, < @ >4 A e, portanto, usaremos a extensio de A:
Tomando a assinatura:

e 3 simbolos de destaque: k,b,c;

e | simbolo de relagdo undria: 1(—);

e 1 simbolo de relagdo bindria: M(—, —);
e 1 simbolo de funcdo undria: f(—);

E a interpretagao:

M=30=0c=2;

14(—): Tmpar(—), MA(—,—): Maior-que(—, —);
4(—): Quadrado-mod-4(—).

Temos que, portanto:

diag+(A) = {I(k),[(f(k)),M(k,C),M(k,f(k)),M(k,b),M(C,f(k)),M(C,b),M(f(k),b),k =
k. f(k) = f(k),b=b,c=c,f(k)=f(f(k))}

Perceba que podemos aumentar nosso diagrama positivo acrescentando a ele, por exemplo, f(k) =
f(f(f(k))), mas seria redundancia. .
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m Exemplo 7.2 Determine o modelo candnico do diagrama positivo do exemplo anterior.

Apesar de A ser modelo para todas as sentengas, A ndo € a mais genérica possivel. Assim:
Dominio {k~,b™,c™, f(k)™}

Destaques {k™~,b™,c™'}

Relacoes {/(—),M(—,—)}

Fungées {/~(—)}

Observe que f(f(k)) pertence a mesma classe de equivaléncia que f (k). .

Modelo de semdntica de Tarski

Baseado no modelo de verdade definido pelo matematico Alfred Tarski, definimos recursivamente
uma funcdo sobre o conjunto FORM que retorna o valor-verdade de uma férmula sobre uma
estrutura, sujeita a uma interpretaco em sua assinatura e a possivelmente sob uma dada fungao de
substitui¢do de varidveis livres.

Seja L uma assinatura, A uma L-Estrutura e ¢ uma sentenga de L. O valor-verdade de ¢ é
definido da seguinte forma:

1. ¢ € atdmica:

e ¢ daformaR(ty,....t

e ¢ daforma (1) =1,): (]) verdadeira se, e somente se, #1 e #3' forem 0 mesmo elemento
do dominio de A.

A ¢ verdadeira se, e somente se, (¢1,...,74) € R;

2. ¢ édaforma (—y):
(—~y)A é verdadeira se, e somente se, Y nio for verdadeira.

3. ¢ édaforma (pA6):
(p A @) é verdadeira se, e somente se, p? é verdadeira e 84 é verdadeira.

4. ¢ édaforma (pVo):
(p Vv 0)" é verdadeira se, e somente se, p* é verdadeira ou 64 ¢ verdadeira.

5. ¢ édaforma (p — 0):
(p— ) ¢é verdadeira se, € somente se, se pA é verdadeira, entio 64 também é.

6. ¢ é da forma (Jo):
(3w)* ¢ verdadeira se, e somente se, existe um a € A tal que @*[a, /x| é verdadeira.

7. ¢ é daforma (Vo):
(V)" é verdadeira se, e somente se, para todo a € A, @*[a,/x] é verdadeira.






8. O Problema da Satisfatibilidade

Dada uma formula ¢, pergunta-se: ¢ é satisfativel?

Voltamos ao nosso cobicado problema computacional. Porém, ao invés de mostrarmos cinco
métodos para resolvé-los, mostraremos o mais “popular” — o método da Resolucdo — e mais um
que serviu de base para todos os seguintes. Antes disso, devemos fazer mais uma andlise de sintaxe
sobre as férmulas, preliminar para se poder resolver uma instancia do problema, bem como de um
subproblema deste envolvendo termos: o problema da unificacao.

Satisfatibilidade

¢ é satisfativel se existe uma L-Estrutura A e uma interpretacao de L em A tal que A satisfaz ¢.
¢ é refutavel se existe uma L-Estrutura A e uma interpretacdo de L. em A tal que A refuta ¢.

¢ é tautologia ou valida se para toda L-Estrutura A e toda interpretacdo de L em A, A satisfaz ¢.
¢ é insatisfativel se para toda L-Estrutura A e toda interpretagdo de L em A, A refuta ¢.

¢ e v sao logicamente equivalentes se para toda L-Estrutura A e toda interpretacdo de L em A,
A satisfaz @ se, e somente se, A satisfaz y.

Um conjunto de sentencas I é satisfativel se existe uma L-Estrutura A e uma interpretagio de L
em A tal que A satisfaz todas as sentencas de I'.

¢ é consequéncia logica de I se para toda L-Estrutura A e toda interpretagdo de L em A, se A
satisfaz I, entdo A também satisfaz ¢ (notagéo: I' = ).

Sintaxe das entradas
Forma Normal Prenex

Quando uma férmula da légica de primeira ordem tem uma divisdo entre seus quantificadores e o
restante da férmula, dizemos que ela se encontra na forma normal prenex:



8.2.2

70 Capitulo 8. O Problema da Satisfatibilidade

Q1x1...0nxy M)
Prefixo Matriz
O prefixo contém todos os quantificadores da férmula, enquanto a matriz é o restante — néo possui
quantificadores. Para que seja possivel transformar uma férmula para a FNP, introduzimos mais 7
equivaléncias logicas (Q representa um quantificador):

(i) Ox(p(x)) Ny = Ox(p(x)\y)
(ii)  Ox(o(x))Vy = Ox(p(x)Vy)
(iii) Ox(p(x)) = Ov(e(y))
(iv) -Vx(@) = Ix(—0)
(v) —3x(@) = Vx(—o)
(i) Vx(@)AVy(y) = VaVy(eAwy)
(vii) Fx(@)VIy(y) = dy(eVy)

A (iii) nos diz que podemos mudar a varidvel do quantificador e suas varidveis ligadas. Isso é
util quando a férmula possui uma ocorréncia da mesma varidvel e ndo podemos aplicar uma das
duas ultimas equivaléncias 1égicas.

» Exemplo 8.1 Transforme ¢ = (VxP(x) — 3xQ(x)) para a FNP.

Temos que ¢ = (—VxP(x) V IxQ(x))

= (Ix—P(x) VIxQ(x))

= Ix(—=P(x) V Q(x)). .
» Exemplo 8.2 Transforme ¢ = (Vx(P(x) A Iy—R(y,z)) — IxVyQ(x,y,z)) para a FNP.

= (—Vx(P(x) AJy=R(y,2)) V IVyQ(x,y,2))

| &
8
2
2]
.Q
=
[¢]
<

= (I (P(x) AFy=R(y,2)) V IVyQ(x,,2))

= (Ix(=P(x) V=3y=R(y,2)) V IxVyQ(x,y,2))

= (Ix(=P(x) VVy==R(y,2)) V IxVyQ(x,,2))

= (3x(=P(x) VVYR(y,2)) V IxVyQ(x,y,2))

= Ix(=P(x) VVyR(y,2) VVyO(x,y,2))

= Ix(—=P(x) VVyR(y,z) VVwQ(x,w,z)) (Mudang¢a de varidvel.)

= VyVw(=P(x) VR(y,2) V O(x,w,2)). "

Forma Normal de Skolem

Uma férmula na l6gica de predicados sem quantificadores existenciais € dita estar na forma normal
de Skolem, em homenagem ao matematico dinamarqués Thoralf Skolem, que definiu um método
que permite retird-los de qualquer formula: o método da skolemiza¢do. O teorema a seguir,
definido por ele e pelo matemadtico alemao Leopold Lowenheim, afirma esse método.

Teorema 8.2.1 — Teorema de Lowenheim-Skolem. Seja ¢ uma férmula na légica de predi-
cados numa assinatura L, tal que ¢ estd na forma normal prenex. Seja ¢ a férmula resultante da
eliminacdo dos quantificadores existenciais que ocorrem em ¢, e cujas varidveis correspondentes
sdo substituidas por termos do tipo f(xi,...,x,), onde f é um simbolo de fungéo e xy, ..., x, sdo
variaveis universalmente quantificadas imediatamente anteriores a esse existencial. Entao, se
existe uma L-Estrutura A que ¢ modelo para @, é possivel construir uma L’-Estrutura A’ que é
modelo para ¢’ simplesmente acrescentando a estrutura A uma interpretacdo para cada novo
simbolo de fun¢cdo em A’.

Caso ndo hajam quantificadores universais anteriores ao existencial, as varidveis sdo substituidas
por simbolos de constantes (fungdes de aridade zero) e na estrutura A é acrescentado destaques
correspondentes.
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= Exemplo 8.3 Transforme ¢ = VxVy3z(R(x,z) — P(y)) para a FNS.

¢ ja estd na FNP, entdo podemos aplicar a skolemizagao.

Como ha 2 quantificadores universais anteriores & 3z, adicionamos uma fungdo f que depende de
X ey, as varidveis quantificadas, e eliminamos o existencial. f € dita funcao de Skolem. Assim,
temos:

VY (R(x, f(x,y)) = P(y))

» Exemplo 8.4 Transforme ¢ = IxVyVzIuIvww(R(x,y,z,u,v,w)V 3t(P(t))) para a FNS.

¢ nao estd na FNP. Transformando-a:
IVyVzIuIvWw3t (R(x,y,z,u,v,w) V (P(t)))

Agora podemos aplicar a skolemizacdo. Para cada existencial, analisaremos os universais anteriores
a ele e acrescentaremos uma fung@o ou constante:

Existencial Quant. universais anteriores

Ix 0
Ju 2
Jv 2
=) 3
Assim, temos 1 constante de Skolem e 3 func¢des de Skolem. Adicionando ¢, f(—,—), g(—,—), e

h(—,—,—), temos:
VWzYw(R(c,y,2, f(3,2),8(:2),w) V P(h(y,z,w)))

Importante! As constantes e funcoes de Skolem ndo podem jd pertencer a assinatura, e devem ser
diferentes para cada existencial. ]

Unificacdo de Termos

Seja L uma assinatura e #; e #, termos de L nos quais ocorrem as varidveis xi,...x,. O problema
da unifica¢@o surge ao tentar encontrar uma substitui¢do do tipo [s; /x1,..., 5, x,] tal que sua
aplicagdo fard t| e t, serem idénticos. Caso haja, t e f, sdo ditos unificaveis. Assim, o problema se
apresenta como: Dados dois termos t| e ty, t) e ty sdo unificdveis?

Em 1930, o matematico francés Jacques Herbrand definiu um método algoritmico simples para
resolver o problema utilizando regras de transformacado de sistema de equagdes. Herbrand mostrou
que o método era correto e completo em relagdo ao conjunto de solugdes.

Antes de definir as regras de transformacdo, vejamos alguns conceitos bdsicos:

e Uma equacao é um par de termos (s =1).
e Se s et forem fechados, s = ¢ € dita basica.
e Uma substitui¢do 0 é chamada de unificadora padrao de uma equacéo se 6(s) = 0(t).

e Um sistema de equagdes é um conjunto de equacdes e uma substituicdo 8 € uma unificadora
de S se ela unifica todas as equacdes de S. O conjunto de todas as substituicdes unificadoras
de S é notado como U(S).

Também podemos definir a solu¢do 6tima: a substituicio unificadora mais geral.
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Definicdo 8.3.1 — Unificadora mais geral. Uma substituicdo 0 € dita unificadora mais
geral de um sistema de equacdes S se:

1. O dominio de 6 é subconjunto do conjunto de varidveis que ocorrem em S.
2. 0 €U(S), ou seja, 6 ¢ unificadora.

3. 0 é mais simples que qualquer outra substituicdo unificadora 7, ou seja, 8 atua em no
maximo a mesma quantidade de varidveis que 7.

Além disso, a condi¢do de parada do algoritmo: a forma resolvida.

Definicdo 8.3.2 — Forma resolvida. Uma equagdo da forma x = ¢ estd na forma resolvida
em um sistema S se x for uma variavel resolvida: x ndo ocorre em nenhuma outra equagéo de
S nem em ¢.

Um sistema de equacgdes estd na forma resolvida se todas as suas equagdes estao.

Regras de Transformacdo

O algoritmo consiste em aplicar as regras seguintes em alguma equacio do sistema até que este
esteja na forma resolvida. Se ndo conseguir, responde com nao e temos que o sistema ndo é
unificivel. Caso haja uma unificacdo, o método responde com sim e devolve a substituicdo
unificadora mais geral.

Eliminacio de Equacdes Triviais SU{r=1} — S
Decomposicio de Termos SU {f(t1,...,ty) = f(S1,...,8,)} = SU{t; =s1,...,t,, = s}
Eliminacio de Variaveis SU{x =t} = S[r,/x]U{x =1}, onde x ndo ocorre em 7.

» Exemplo 8.5 Determine se S = {f(x,g(a,y)), f(x,g(y,x))} é unificdvel.

Iniciamos com: {f(x,g(a,y)) = f(x,8(y,x))}
Decomposicdo de Termos: {x=x,g(a,y) =gly,x)}
Eliminagdo de Equagoes Triviais:  {g(a,y) = g(y,x)}
Decomposicdo de Termos: {y=a,x=y}

Eliminagado de Varidveis ([a/y]): {y=a,a=a,x=a}
Eliminacdo de Equagées Triviais: {y =a,x = a}

S estd na forma resolvida: o método encerra respondendo sim e nos informa a substituicdo

unificadora mais geral: [ay]. .
» Exemplo 8.6 Determine se S = {h(f(a), f(x)),h(f(g(x)),f(g(f(x)))} € unificavel.
Iniciamos com: {n(f(a), f(x)) = h(f(g(x)),f(g(f(x)))}
Decomposicao de Termos:  {f(a) = f(g(x)). /(x) = F(s(f()))}

Decomposicdo de Termos:  {a = g(x), f(x) = f(g(f(x)))}

a = g(x) ndo estd na forma resolvida, pois ndo é da forma x = ¢, e ndo pode ser eliminada. Assim,

o método nos responde nao. "
» Exemplo 8.7 Determine se S = {g(f(y,y)),&(f(h(a),g(b)))} € unificavel.
Iniciamos com: {e(f(v,y)) = g(f(h(a),8(P)))}

Decomposi¢do de Termos:  {f(y,y) = f(h(a),g(b))}
Decomposicdo de Termos:  {y = h(a),y =g(b)}
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y = h(a) ndo estd na forma resolvida, pois y ndo é uma varidvel resolvida: y ocorre em outra
equagdo de S. A equagdo ndo pode ser eliminada e, portanto, o método nos responde nao. "

» Exemplo 8.8 Determine se S = {h(f(g(x))),h(f(g(g(x)))),h(y)} € unificavel.

Iniciamos com: {h(f(g(x))) =h(f(g(g(x))),h(f(g(x))) = h(y),h(f(g(g(x)))) = h(y)}
Decomposicdo de Termos:  {f(g(x)) = f(g(g(x))),h(f(g(x))) = h(y),h(f(g(g(x)))) = h(y)}
Decomposigdo de Termos:  {g(x) = g(g(x)),h(f(g(x))) = h(y),h(f g)()g x)))) =h(y)}

g ) (
Decomposicdo de Termos: {x = g(x),h(f(g(x))) =h(y),h(f(g(g(x))

x = g(x) ndo estd na forma resolvida, pois x ndo é uma varidvel resolvida: x ocorre no termo g(x),
o qual estd se igualando. A equacdo nao pode ser eliminada e, portanto, o0 método nos responde
nao. "

Agora, temos o que precisamos para discutirmos os métodos para se resolver uma instancia de
SAT.

Método de Herbrand

Na légica de primeira ordem, devido a existéncia de um nimero infinito de dominios, existe um
nimero infinito de interpretacdes de uma dada férmula. Consequentemente, ndo é possivel verificar
se uma férmula € vélida ou insatisfativel avaliando-a sob todas as interpretagdes. Portanto, sdo
necessarios procedimentos diferentes para fazer isso.

Vérios mateméticos tentaram definir um procedimento geral para a verificacdo de se uma
féormula é vélida ou insatisfativel (por exemplo, Leibniz, Peano e Hilbert), entretanto Church e
Turing provaram em 1936 que tal procedimento nio existe. Porém, existem procedimentos que
verificam se uma férmula € valida (ou insatisfativel) se ela de fato for valida (ou insatisfativel).
Caso ndo seja, os procedimentos nio terminam. Assim, dizemos que a ldgica de primeira ordem é
semi-decidivel. Os procedimentos da l6gica proposicional sempre terminam, entdo temos que ela
é decidivel.

Um importante resultado para provadores automadticos de teoremas foi dado por Herbrand em
1930. Ele desenvolveu um algoritmo que encontra uma interpreta¢do na qual ela ndo seja vélida (ou
insatisfativel). Caso ela seja vélida (ou insatisfativel), o algoritmo para apds um ndmero finito de
passos. Caso seja apenas satisfativel ou refutdvel, o algoritmo ndo encerra, como esperado.

Universo de Herbrand

Para contornar o problema dos infinitos dominios, Herbrand definiu um dominio H, chamado de
universo de Herbrand, e provou que basta apenas mostrar que uma férmula € insatisfativel sob
todas as interpretagcdes em H.

Definicéo 8.4.1 — Universo de Herbrand. Considere uma férmula ¢ na forma normal de
Skolem e seja S a matriz de ¢. O conjunto H € definido pelas seguintes regras:

1. Hp possui todas as constantes de S. Caso S ndo possua constantes, Hy possui uma constante
arbitraria a.

2. Para todo simbolo de funcdo n-dria f que ocorre em S e t1, ...,#, termos que ocorrem em
H;, H;,, = H;U {f(tl, ...,tn)}

H., é dito universo de Herbrand.

Cada H; é chamado de conjunto constante.
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Base de Herbrand

Um conceito importante: uma instancia basica de uma clausula C de um conjunto S de clausulas
€ uma cldusula obtida pela substituicio das varidveis de C por elementos do universo de Herbrand
de S. Sendo assim, o algoritmo de Herbrand se baseia no seguinte teorema:

Teorema 8.4.1 — Teorema de Herbrand. Um conjunto S de cldusulas € insatisfativel se, e
somente se, existe um conjunto finito insatisfativel S’ de instancias bésicas de S.

S’ é chamado de base de Herbrand.

» Exemplo 8.9 Mostre que ¢ = Vx(P(x) A—P(f(c))) € insatisfativel.

¢ jé estd na FNS e seu conjunto de cldusulas é S = {P(x),—~P(f(c))}.
Assim, montando o universo de Herbrand de S:

Hy = {c} (¢ é uma constante que ocorre em S)

H, = {c,f(c)} (f é um simbolo de funcdo undria que ocorre em S e ¢ é um termo de Hy)
HZZ {C,f(C),f(f(C))}
H3: {Caf(c)vf(f(c))7f(f(f(c)))}

Heo = {c, f(c), f(f(e)), S (F (D) S S SE))sos [ FSSSSS SN}

E entdo, para montar a base de Herbrand, usaremos todas as combinacdes possiveis para
substituir as varidveis nas cldusulas com os elementos do universo:

Varidveis Cl4usulas
x P(x)  —=P(f(c))
¢ P(c)  =P(f(c))
fle)  P(f(c)) —P(f(c))
Encontramos P(f(c)) e =P(f(c)): o conjunto é insatisfativel. Assim, ¢ € insatisfativel. .

= Exemplo 8.10 Mostre que ¢ = Vx((P(x) — IwQ(w,x)) AP(g(b)) A—Q(y,z)) é insatisfativel.

Colocando ¢ na FNS: ¢ = Vx((—=P(x) V Q(f(x),x)) AP(g(b)) N—=Q(y,z)). Assim, seu conjunto de
cldusulas é S = {—P(x) VO(f(x),x),P(g(b)),—Q(y,z)}. Montando o universo de Herbrand de S:

Hy = {b}
H, = {b7f(b)ag(b)}
Hy = {b,f(b),8(b),f(f(b)),f(g(b)),8(f(D)),&(8(P))}

Hy = PEzL(J{(fS))({( ), f(f(g())), f(e(£(D))), f(e(g(b))),g(f(f(b))),&(f(s(P))),&(8(f())),

Heo = {b,f(b),8(D), f(f(b)),f(g(b)),..,8(8(8(g(8(£))))) -, S (F (F(F (S (S (f (£ (&(£)))))))))); -

E entdo, a base de Herbrand:
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Variaveis Clausulas
X y Z —~P(x)V O(f(x),x) P(g(b)) —~0(»,2)
b b b —P(b)V Q(f(b),b) P(g(b)) —Q(b,b)
b b 1) —P(b) vV O(f(b),b) P(g(b)) —Q(b, f(b))
b f(b) b ~P(b)VQ(f(b),b) P(g(b)) —Q(f(0),b)

O algoritmo encerra e temos que S € insatisfativel. Assim, ¢ € insatisfativel. "

m Exemplo 8.11 ¢ = Vx(R(x) A —~Q(f(x)) € insatisfativel?

¢ ja estd na FNS e seu conjunto de clausulas é S = {R(x),=Q(f(x))}.
Assim, montando o universo de Herbrand de S:

Hy = {a} (S ndo tem constantes, entdo Hy possui uma constante arbitrdria)
H, = {a,f(a)}

Hy = {a, f(a),f(f(a))}

Hs = {a,f(a),f(f(a),f(f(f(a)))}

Heo = {a, f(a), f(f(a)), f(f(f(@), f(F(S (@) S S S S S S S @)}

E entdo, a base de Herbrand:

Variaveis Clausulas

X R(x) —~0(f(x))

a R(a) —Q(f(a))
fa) R(f(a)) —0(f(f(a)))
f(f(a)) R(f(f(a))) —0(f(f(f(a))))

f(f(f(a))) R(f(f(f(a)))) —~Q(f(f(f(f(a)))))

O algoritmo nio nos diz nada. Mas cuidado, ndo podemos afirmar com base na sua indecidibilidade
que a férmula € satisfativel, afinal, ele ainda pode nos afirmar algo no futuro.
Infelizmente, a formula é de fato satisfativel, e o algoritmo ndo terminard. m

Evolugdo do método

As tentativas de implementar o método de Herbrand iniciaram em 1960: Paul Gilmore implementou
o procedimento pela primeira vez em um computador, entretanto, seu programa se mostrou
ineficiente para muitos casos. Davis e Putnam, também em 1960, melhoraram o programa de
Gilmore, mas seus resultados também se mostraram ineficientes.

Cinco anos depois, Robinson introduziu o principio da resolucio, que se mostrou muito mais
eficiente em relacdo aos anteriores, e a partir de entdo, muitos outros procedimentos surgiram. A
contribuicdo de Herbrand abriu portas para prova automética de teoremas que ndo era possivel
antes. Ao invés de infinitos diferentes dominios para testar, o dominio era confinado pelo universo
de Herbrand, e essa foi a base da Resolucio.
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Método da Resolucdo

O método de Robinson para a l6gica de primeira ordem possui 0s mesmos principios que o para
a légica proposicional: os conceitos vistos 14, como cldusulas, cldusulas de Horn e a regra da
Resolugdo se mantém. Além disso, o método continua a aceitar formulas somente na forma normal
conjuntiva (nesse caso, a matriz estd na FNC e a férmula na FNS). Porém, diferentemente do para a
l16gica proposicional, introduziremos a unifica¢do de termos para literais complementares.

Esta € a versdo da 16gica de primeira ordem para a regra da Resolucdo (¢,r,w e s s@o termos
quaisquer e 0 é uma substitui¢do unificadora):

(P(t1y.estn) V Oty ety 7)) A(R(WL ooy Wi ) V2P (814 .00y 8) ) =
(P(t1, ooy tn) VO(F1y ooy 1) ) AN (R(W1y ooy Wi ) V =P (51 ooy 80) ) A O((Q(r 1y ooy 1) VR(WE oy W) ),
S€ I = S1,...,0n = 8y

= Exemplo 8.12 Prove que {Vx(P(x) — JyQ(x,y)), Vx¥VywWz(Q(x,z) = P(f(¥)))} E Vx(P(x) —
IyP(f()))-

Temos que I' = ¢ se, e somente se, ['U{—¢} € insatisfativel. Assim:
FU{=0} = {Vx(P(x) = IyQ(x,y)), Vx¥yVz(Q(x,z) = P(f(¥))), ~Vx(P(x) = IyP(f(¥)))}

o Vx(P(x) — IyQ(x,y)):
= Vx(=P(x) V IyQ0(x,y))
= Vx3Jy(—P(x) V Q(x,y)) (Forma Normal Prenex)
Adicionando g(—), uma fungéo de Skolem:
=Vx(—P(x) V Q(x,g(x))) (Forma Normal de Skolem)
Matriz: —P(x)V Q(x,g(x)) (Forma Normal Conjuntiva)

o VxVyVz(Q(x,z) — P(f(y))):

Matriz: Q(x,y) = P(f(y))
= -Q(x,y) VP(f(y)) (Forma Normal Conjuntiva)

o ~Vx(P(x) = 3yP(f(1))):
= o (P(x) = IP(f ()
= Fo(=P(x) VIP(£(v)))
= IxJy—(=P(x) VP(f(y))) (Forma Normal Prenex)
Adicionando a e b, duas constantes de Skolem:
= —(=P(a)VP(f(b))) (Forma Normal de Skolem)
Matriz: —=(—P(a)V P(f(b)))
= P(a) N—P(f(b)) (Forma Normal Conjuntiva)

Assim, temos o conjunto de cldusulas C = {—P(x) VQ(x, g(x)),~0(x,z) VP(f(y)),P(a),=P(f(b))}.
Vamos aplicar a regra da Resolucdo.

Suponha C; para a k-ésima clausula.

Tomando C;s e Cy4 (atengdo): tomemos o sistema S = {a = f(b)}.
Iniciamos com: {a = f(b)}.
A equag@o ndo estd na forma resolvida e nao pode ser eliminada. Assim, a unificacdo ndo é
possivel, mas 0 método nao termina! Apenas ndo podemos aplicar a regra nessas clausulas.

Tomando C4 e C;: tomemos o sistema S = {f(b) = x}.
Iniciamos com:  {x = f(b)} - Forma resolvida.
Com a substitui¢do [f(b) /x|, temos Q(f(b),g(f(b))) - Cs;
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Tomando C4 e Cy: tomemos o sistema S = { f(b), f ()}
Iniciamos com: {fly)=r(b)}.
Decomposigdo de Termos: {y = b} - Forma resolvida.

Com a substitui¢do [b,y], temos ~Q(x,z) - Ce;

Tomando Cs e Cg: tomemos o sistema S = {x = f(b),z = g(f(b))}.
Iniciamos com:  {x = f(b),z=g(f (b))} - Forma resolvida.

Com a substituicdo [f(b) /x,g(f (D)), 7], temos ();

Com o surgimento da cldusula vazia, temos que I'U {—¢ } é insatisfativel. Logo, I |= ¢. "

m Exemplo 8.13 Prove que, se uma relag@o é de equivaléncia, entdo ela é circular.
Reflexividade Vx(R(x,x))

Simetria VxVy(R(x,y) — R(y,x))

Transitividade VxVyVz((R(x,y) AR(y,z)) — R(x,2))

Circular VxVyVz((R(x,y) AR(y,z)) — R(z,x))

Queremos provar que {Vx(R(x,x)), VxVy(R(x,y) = R(,x)), VxVyVz((R(x,y) AR(y,2)) = R(x,2)) } -
VxVyWz((R(x,y) AR(y,z)) = R(z,x)). Lembramos que I'+ ¢ <+ T |= ¢. Assim:

FCU{=¢} = {Vx(R(x,x)), Vx¥y(R(x,y) = R(y,x)), VxVyVz((R(x,y) AR(Y,2)) = R(x,2)),
~(VxVyVz((R(x,y) AR(,2)) = R(z,x))) }

o Vx(R(x,x)):

Matriz: R(x,x) (Forma Normal Conjuntiva)

o VxVy(R(x,y) = R(y,x)):
Matriz: R(x,y) = R(y,z)
= —R(x,y) VR(y,z) (Forma Normal Conjuntiva)

o VxVyVz((R(x,y) AR(Y,2)) — R(x,2)):
Matrlz (R(x,y) AR(y,2)) — R(x,2)
—(R(x,y) AR(,2)) V R(x,2)
,Z7) V

= —|R(x,y) =R(y,z) V R(x,z) (Forma Normal Conjuntiva)

o —(VaVyVz((R(x,y) AR(y,2)) = R(z,x))):
= IxJyJz—((R(x,y) AR(y,2)) — R(z,x)) (Forma Normal Prenex)
Adicionando a, b € c, trés constantes de Skolem:
= —((R(a,b) NR(b,c)) — R(c,a)) (Forma Normal de Skolem)
Matriz: =((R(a,b) AR(b,c)) — R(c,a))
= —(=(R(a,b) NR(b,c)) VR(c,a))
—=(R(a,b) AR(b,c)) N—R(c,a)
R(a,b) AR(b,c) N—R(c,a) (Forma Normal Conjuntiva)

Assim, temos o conjunto de cldusulas
C={=R(x,y) VR(y,2),R(x,y) V =R(y,2) VR(x,2),R(a,b),R(b,c), ~R(c,a) }

Suponha C;, para a k-ésima cldusula.
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Tomando C; e C;: tomemos o sistema S = {x =a,y = b}.
Iniciamos com:  {x =a,y = b} - Forma resolvida.
Com a substituigdo [a,x,b,y], temos R(b,z) - Cg;

Tomando Cs e C4: tomemos o sistema S = {b = b,z = c}.
Iniciamos com: {b=b,z=c}

Eliminagdo de Equagoes Triviais: {z = c} - Forma resolvida.

Com a substituigao [c,/z], temos ();

Com o surgimento da cldusula vazia, temos que I'U{—¢ } € insatisfativel. Logo, I" = ¢ e a prova

estd completa.



9.1

[9. Limites da Légica Simbélica

Vimos até agora as grandes potencialidades da 16gica simbdlica na resolugdo de validade de
argumentos, consisténcia de um conjunto de sentengas, satisfatibilidade etc. Vamos fazer uma
reflexdo sobre os limites dessa abordagem. Ela nos levara a um resultado um tanto quanto intrigante,
ao qual chegou o matemdtico austriaco Kurt Godel que mostra que, na Aritmética, nem tudo
¢é verdadeiro. Isso revela uma faceta um tanto misteriosa da Légica: nem todas as verdades
matemadticas podem ser provadas. A motivacdo de Godel partiu de um programa de pesquisa
bastante ambicioso liderado pelo matematico alemao David Hilbert em cerca do final do século
XIX.

O Programa de Hilbert

De forma a ganhar confianga na solidez das teorias da matemadtica e das ciéncias exatas (incluindo
suas grandes dreas, como Geometria, Aritmética, Algebra...), no sentido de que essas teorias
estariam livres de contradi¢des, Hilbert buscou aplicar o método da légica simbdlica para mostrar
que o conjunto de leis formalizadas como sentengas da légica de primeira ordem é consistente
(satisfativel).

Se isso pudesse ser feito de forma definitiva, as teorias seriam corretas (permitiriam provar ape-
nas o que fosse verdadeiro) e completas (ndo haveria sentenca verdadeira que nao foi demonstrada)
com relacdo as estruturas matematicas que pretendiam formalizar.

Em 1889, por exemplo, o matematico italiano Giuseppe Peano publicava um artigo propondo
uma teoria formal da Aritmética consistindo de 7 leis basicas, formalizadas na assinatura da
Aritmética:

1. =3x(a = s(x)) - O 0 ndo € sucessor de nenhum ndimero.
2. VaVy((s(x) = s(y)) — (x=1y)) - A fung@o sucessor € injetora.
3. (P(a) A\Vn(P(n) — P(s(n)))) — VxP(x) - Lei da Indu¢do Matematica.

4. VxVy((x+s(y)) = (s(x+y))) - Recursividade da Adigao.
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5. Vx((x+a) = x) - 0 é elemento neutro na adigdo.
6. VaVy((x x s(y)) = ((x x y) +x) - Recursividade da Multiplicagdo.

7. Vx((x x a) = a) - Qualquer nimero multiplicado a 0 resulta em 0.

9.2 O Teorema da Incompletude

O trabalho de Peano parecia ser promissor. Contudo, Gddel mostrou que qualquer teoria que se
proponha a formalizar a Aritmética nao poderia ser correta e completa a0 mesmo tempo.

9.2.1 A estratégia de Godel

“Eu ndo sou verdadeira.”: essa sentenca ¢ um paradoxo — mais especificamente, o Paradoxo do
Mentiroso —, pois é uma afirmacdo impossivel de determinar seu valor-verdade: ela € verdadeira
se, e somente se, ndo for verdadeira. Godel tomou uma variante do paradoxo:

“Eu ndo sou demonstrdvel.”

E tentou formaliza-la na assinatura da Aritmética. Para isso, estabeleceu um correspondéncia entre
sentengas e nimeros naturais, tomando por base o Teorema Fundamental da Aritmética, que
diz que todo inteiro possui uma fatorag@o prima e ela € tinica. Assim, atribuiu a cada simbolo da
assinatura (nfo l6gicos) e aos simbolos ldgicos um natural primo distinto, e calculou o nimero
natural correspondendo a sentenca, fazendo a multiplicac@o de poténcias de primos:

v 3 — = ( ) - +(_a_) A X(_a_) X y a S(_)
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 43 45

E assim, ele poderia calcular um ndmero natural correspondente a uma sentenga formalizada
da Aritmética usando o TFA. Por exemplo,

—dx(a =s(x)) =
217+1 % 33+l % 53l+1 % 711+1 % 1143+1 % 137+1 % 1545+l % 1711+1 % 1731+1 % 1913+1 % 2313+l

Onde os expoentes - 1 sdo os nimeros correspondentes aos simbolos.

Em razdo disso, o predicado Demonstrdavel(—) agora se torna um predicado entre nimeros, e
ele o definiu usando a linguagem da Aritmética. Desse modo, o paradoxo eu sou verdadeira se,
e somente se, eu ndo sou demonstrdvel pode ser escrito na linguagem da Aritmética, provando o
seguinte teorema:

Teorema 9.2.1 — Teorema da Incompletude. Qualquer teoria que se proponha a formalizar
a Aritmética na légica de primeira ordem ndo pode ser correta e completa a0 mesmo tempo.

O teorema também pode ser chamado de Teorema da Incorretude.
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