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TD - Primitives et EDL

EXERCICES TECHNIQUES

EXERCICE 1 BP0 Primitives

Calculer les primitives des fonctions suivantes. On précisera 'intervalle de définition.

@ x =  cos(Tx) + " In(In(z))
V2 sin(z) @ 7 x

1
@ z = " zIn(x)
@ x> 2e7%/2 1
: T —
2
@ x — cos(mr+4)e rHL sh(z)

1
(ED’I}F—>2IJC(37$2 -T’_>27
? —x+1
(6) z 27 in(2z)
— Sini z2x
= @

1+ cos(z)?
L
@ o @ x — tan(z)
x + cos(z)ch(z)

> _Indication |

> _Correction|

1
Hi
@x 2244z +2

x,_>x7+1
2 —2x+5

2 s 22 In(z)

2 > cos(x)e”
(21) = v warctan(z)
(22) = > ()
(23) 2 V1 a2

2z

@) e
In(x)
@) o ey

EXERCICE 2 MEB (O Fonctions définies a partir d’une intégrale

Montrer que les fonctions suivantes sont dérivables et calculer leurs dérivées. On pré-
cisera les ensembles de définition.

o dt ! . e
@x»—> Bvient @ 1:|—>/0 Va — tsin(t)dt @x»—>/0 f(t+a2?)dt,
@ x»—>/2w cositx) gt

|» Correction]

0
oflf:RiHR.

|» Indication |

EXERCICE 3 M”00 Ordre 1

Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes. On donnera ’ensemble
de définition de la fonction solution.
@ v

@y’+2y:—4
/ —
@2y—3y—9 @y’+4y:2+e’4m+sin(x)
Iy =1
@y Yy @y’—i—y:sin(m)
y' + 2y = cos(x)
@ y’—3y:e3w+ewsin(x)
@7y’+2y:2m3—5x2+4m—1 1
/ _
@9‘7J—i_3/_l+ef‘c
(16) (#? +1) ¢/ + 22y +1 =0
@(1+e‘”)y’+emy=1+em
VI—a?y +y=1
@ Yy —2zy = —(2x — 1)e*

@ Y +2y=2%—-22+3

@ Yy +y=mxe®

Yy — 2y = cos(x) + 2sin(z)
@y +y=c

y —y = sin’(z)

[»>_Indication |

[» _Correction|
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EXERCICE 4 BP0 Ordre 2

Déterminer les fonctions y : R — R, deux fois dérivables sur R, telles que
@ y" + 3y + 2y = e “sin(x)
@ y" —y = e” cos(2x)

@ Yy — 2y + 5y = e” cos(2x)

@ y" 4+ vy — 2y = 10sin(x)
(2 v +y=sha)
(3) v — 4y + 4y = 2¢** +4
@ y' =4y +3y =2z +1)e® @ y' — 4y + 3y = 2?e” + ze** cosw
Yy — 4y + 3y = (22 + 1)e”
OF
7

@y//72y/+y:(aj2+1)em+631

" — 2 + 5y = —4de *cos(x) +

e Tsinx — 4e” sin(2x)

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICES "COMME EN COLLE"

EXERCICE 5 mOO

Soit n € N. On pose

I /7r/2 sin” (t) & ot g /71'/2 cos” (t) d&t
" o  cos™(t) 4 sin™(t) " o cos™(t) 4 sin™(t)
@ Calculer I,, + J,,.

@ En utilisant le changement de variable y = 7 — ¢ dans I,,, montrer que I,, = J,.

@ En déduire la valeur de I,, et J,.

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 6 MP 0 Raccordements

Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes. On donnera ’ensemble
de définition de la fonction solution.

@ y’—%y=t2
@)ty —2y=1
B3) 1%y —y=0
@) -ty —y=t
® @i —y=-

sur |1, 400, puis sur ]0, +o00[

T
@ xy + 2y = T2

@ y/COSQLL' —y= etane

zy In(x) —y = 222 In’(z), sur |0, 1]

(9) Q+a)y +y=1+In(1l+z)

X

1+Inx

> _Indication | > _Correction|
EXERCICE 7 BP0 Oral INP

On considere les deux équations différentielles suivantes

{ 22y’ — 3y =0 (H)
2ty' =3y =&  (E)
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@ Résoudre I’équation (H) sur ]0, +oo.
@ Résoudre 1'équation (E) sur ]0, +oo].

@ L’équation (F) admet-elle des solutions sur [0, +oo[ ?

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 8 @B Changement de variables

Résoudre les équations différentielles suivantes:
@ y" — 1y — €%y = e3% en posant t = 7.
@ y" + v’ tan(z) — y cos?(z) = 0 en posant ¢ = sin z.
@ 2%y +y =0 en posant t = Inz.
@ (1-2?)y" —ay +y=0sur]—1,1.
@ (1+e%)y"” + 2"y + (2 + 1) y = we® en posant z(z) = (1 + e¥) y(x).

(6) 2y” +2(x + 1)y + (z +2)y = 0, en posant = = zy.

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 9 W @ [ |

Trouver toutes les fonctions f dérivables sur R telles que

vz eR, f(z)=f(-x).

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 10 ME O

Soit w un réel strictement positif. Le mouvement d’une particule chargée dans un
champ magnétique uniforme dirigé selon l'axe Oz est régi par le systeme différentiel, en
la variable t, suivant

2 :wy/
y// ——
S =0

» Indication

En considérant la fonction u = x’ +143’, résoudre ce systéme différentiel.

EXERCICE 11 WmEO

Déterminer toutes les fonctions f dérivables sur R telles que

V(z,y) €R?, flz+y) = f(x)f(y)

> Indication | [» Correction|

EXERCICE 12 mE?” Oral Centrale

Le but de cet exercice est de déterminer les fonctions f :]0,+oo[— R de classe C! et
solution de I’équation différentielle (non linéaire) (E) suivante :

aff —L=fl=1
@ Résoudre I'équation différentielle zy’ —y = 0.
@ Soit f une solution de (E). Démontrer que f est strictement croissante.

@ On suppose que f est minorée par 1. Déterminer la forme de f, puis obtenir une
contradiction.

@ On suppose que f est majorée par 1. Déterminer la forme de f, puis obtenir une
contradiction.

@ En déduire qu’il existe un unique o €]0, 400 [ tel que f (xo) = 1.

@ Déterminer toutes les solutions de (E).

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 13 HE N

T
Trouver les fonctions f continues vérifiant Vz e R, f(z)— / flzx—t)cost dt = 1.
0

> Indication |

[» Correction|
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( Indications

) INDICATION POUR L’EXERCICE 2 Fonctions définies a partir d’une intégrale __

On utilise le théoreme fondamental de ’analyse.
On fait les changement de variable pour ne plus avoir la variable x dans I'intégrande !

EXERCICES TECHNIQUES

[ A retour & 'EXERCICE 2 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 3 Ordre 1

INDICATION POUR L’EXERCICE 1 Primitives

Meéthode de variation de la constante, si nécessaire.

@ Primitive directe @ Changement de variable ¢t = cosx

[ A retour a 'EXERCICE 3 j

Primitive directe . o 12 .
@ Décomposition en éléments simples

@ Primitive directe o .
@ Primitive directe

(4) Double IPP
@ Décomposition en éléments simples,

@ Primitive directe puis arctan
@ Primitive directe @ PP
@ Primitive directe @ Double IPP
@ Linéarisation @ PP
@ Primitive directe avec force @
IPP
Double IPP
@ @ IPP ou Changement de variable x =

0
@ Changement de variable t = Inz, ou €08

PP @ PP

@ Décomposition en éléments simples Primitive directe ou Changement de

variable t = expx
@ Changement de variable t = thz

Primitive directe ou Changement de
@ Primitive directe avec force variable ¢t = Inx

[ A retour & ’EXERCICE 1 j
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INDICATION POUR L'EXERCICE 4 Ordre 2 EXERCICES "COMME EN COLLE"

Méthode de variation de la constante.

[ A retour & ’EXERCICE 4 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 5

[ A retour a 'EXERCICE 5 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 6 Raccordements

On étudie ’équation différentielle sur chaque intervalle ou I’équation est définie, puis
on teste la raccordement.

[ A retour a ’EXERCICE 6 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 7 Oral INP

On étudie ’équation différentielle sur chaque intervalle ou I’équation est définie, puis
on teste la raccordement.

[ A retour & 'EXERCICE 7 J

INDICATION POUR I’EXERCICE 8 Changement de variables

[ A retour & 'EXERCICE 8 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 9

Il faudrait faire vérifier a f une équation différentielle que ’on sait résoudre. Peut on
dériver ?

[ A retour & 'EXERCICE 9 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 10

Quelle équation différentielle vérifie u 7
On la résout, puis on en déduit les valeurs de 2’ et /'.

[ A retour a 'EXERCICE 10 ]
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INDICATION POUR L’EXERCICE 11

Il faudrait faire vérifier a f une équation différentielle que ’'on sait résoudre. Peut on
dériver ?

[ A retour a 'EXERCICE 11 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 12 Oral Centrale

[ A\ retour & ’EXERCICE 12 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 13

On doit d’abord montrer que f est dérivable, pour pouvoir dériver I’expression. Pour
cela, posez u = x — t, pour ne plus avoir de x dans I'intégrande.
Trouvez ensuite une équation différentielle vérifiée par f.

[ A retour & ’EXERCICE 13 ]
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( Corrections )

EXERCICES TECHNIQUES

Correction de ’EXERCICE 1 Primitives

Soit C' € R.

@ /cos(?m)—i—\/isin(x)dx:

de 1/x v — 1n ln(e
@/mln(m‘)/ In(z )d InfIn(z)] +C
@ /26_”’/2 dr = —4e™%/2 + C

—cos(mx + 4)e ! + wsin(nx + 4)e" o
72 +1

% sin(7z) — V2 cos(z) + C

+C,

@ /Cos(mv + 4)e "Mz =
par double IPP

2 2
@ /2586706 de = —e % +C

2e® e’ . w
@ /de:2/mdx:2arcsm(e )+ C
@/1+3 1(1+x)+C

/sin(sc)2 cos(z)?dx = % / —cos(bz) — cos(3z) + 2 cos(z) dx =
% (% —sin(bx) — % sin(3z) + 2sin(z)) + C

@ /tanz(x) dx = /tanQ(x) +1dz— /dm =tan(z) —z+C

/cos(x)ch(m) dx =

@ /@ =In(z) In[In(z)| —In(z) + C

1
i(ch(x) sin(x) + cos(x)sh(x)) + C, par double IPP

/ 1 d
(@ VIt2) (@t Vita)

Oy p——
x224+4e 427

B B 1 dx71n|fx+\ff2|fln\x+ﬂ+2|+
;2\/5 (z—V2+2) (x+v2+2) 2v/2
1 L 1/ch?(z) v 1
@ /sh(x)2 / th?(z) = th(z) e

2 arctan ( 2z—1

/ﬂfmdx;*/(mgmdx "5

@ / sin( 23@ . / 2 cos(z)(—sin(x)dr) /COS@) t dt
1+cos(z)? 1+ cos(z)? N 1+¢2
= —1n(1+cos () +C

1 1 1 1 1
/x2—1dx:/(;v—1)(x+l)dx:5/(95—1)_(a:—&—l)dx

=f(njz—1-Injz+1))+C

@ /tan(x)dx:f/ism(x)d:c:
cos(x)
x+1 1 20 —2+4 1 2x — 2
ETETR = [ T2y
./z2—21+5 2/x2—2x+5 v 2/x2—2x+5 ”/

w

—1In|cos(z)| +C

=3 ln(:zc — 22 4 5) 4 arctan <$2> +C
/;v2 In(z)dz = %x?’(i’) In(x) — 1) + C, par IPP
1
/cos(x)ezdx = i(sin(:c) + cos(z)) + C, par double IPP
1
@ /xarctan =3 ((ch + 1) arctan(x) — x) + C, par IPP
@ /ln2(x)dx = /1 x In?(z)de =z (ln2(x) —2In(z) + 2), par IPP
1 .
@ /\/ 1—a22dx = 3 (x 1—a2+ arcsm(:v)), par IPP

/1+1\/§dx:2\/5*210g(\/5+ 1) + C, par IPP

2

22 - 22 +5

dx
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@/ _/e‘”(e’”—i—l—l)
e””Jrl N e” +1

—In(e*+1)+C

1
./erxln dm_i

/

( A retour & 'EXERCICE 1 ]

dr =

2In(z)/x

1+ (In(z))?

I

dr =

(e”+1) e’

et +1 6x+1x

%ln(l + (In(x))?) + C

Correction de I’EXERCICE 2 Fonctions définies a partir d’une intégrale ______

. 1 . . . o .
@ La fonction t +— VAT est continue sur R, donc admet une primitive F', donc

\/W = F(2z) — F(—=z), est donc
Pexpression d’une fonction dérivable sur R. Pour tout z € R, en utilisant la
dérivée d’une fonction composée

Iintégrale est définie pour tout x € R, et f

2 1
+ .
V1+16z2 1+t

fiz) =

@ Méme méthode, mais il faut sortir le x de cette intégrande ! On remarque d’abord
que pour tout < 0 et pour tout ¢t € [x,0], & — ¢ n’est pas définie, et donc la
xr

fonction = +— / Va — tsin(t)dt n’est définie que sur Ry. Par changement de
0

y=1x—
dy = —dt

/1 Ve —tsin(t)dt = /z Vysin(z — y)dy
0 0
= / Vysin(z) cos(y)dy — / Vysin(y) cos(z)dy
0 0

variable, , on obtient, pour tout z € R,

= sin(x) -/OI VY cos(y)dy — cos(z) /Ow Vysin(y)dy .

On peut alors utiliser la méme méthode que @ pour trouver la dérivée de cette
expression, qui dépendra de la primitive par dérivée d'un produit.

@ Aucun probléme de définition, car ¢ ne peut pas prendre la valeur 0.
y=uxat
dy = xdt

b

t
et on obtient, pour tout x € R*,

o 2xm .
/ cositx) dt :/ COby(Z/) dy = F(2zm) — F(zn) ,

s

2T
t
Pour z = 0, on a / cos(tz) dt = In(2) et on pose, pour = # 0, {

cos
ou F est une primitive de la fonction continue y +— (y)

En dérivant 'expression, on obtient, pour tout € R*,

cos(2mx) — cos(m) .

T

On peut vérifier que cette fonction est bien prolongeable par continuité en 0.

@ Les mémes méthodes donnent que
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o La fonction est définie sur R.

y=t+z?

dt = dy

o La dérivée est z — (22 + 1) f(z + 22) — 2z f(2?).

e Changement de variable {

[ A retour a 'EXERCICE 2 j

Correction de ’EXERCICE 3 Ordre 1

@ ylz)=e *In(l+e")+Ce™*, D=R.

Pour la rédaction, voir le cours.

@ y(r)=Ce2* -2, D=R.
(2)3;(56):06%9”—37 D =R
@y(x):Ce“’fmfl, D=R.

1 2
@ y(x) = gcosx—i— gsinx—i—Ce_Q”, D=R.

2 6 16 23
@y(l’):?$3_?x2+7$_7+06_%w7 D:R
L o 7 -2
@y(m)zim —2x+§+Ce . D=R
1, ~
@y(x)zime *+Ce™, D=R.

1 4
y(x) = —g CoST — gsinx—i—CeQw, D =R.

1
(9) y(z) = 5¢°+Ce™, D=R.

L1 1 B
y(x):Ce fismxfzcosawri, D=R.
@y(m):xe_g”—i—Ce_I, D=R.
11, 4sinz—cosz Az -
@y(l’)—§+§.’[6 +177+06 5 D =R.
1

@ y(x) = 2(sin:cfcos:c)+C’e’””, D =R.

y(x)zl—i—\/lciﬁ, D=]-1,1].

y(z) = e (ze™*+C), D=R.

[ A retour a 'EXERCICE 3 j

1
y(z) = 23 — ie””(sinx +cosz)+Ce3, D=R.
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Correction de P’EXERCICE 4 Ordre 2 @ (Eg):y"+3y+2y=0

Pol. Car. : (r+1)(r+2)=0

Racines : (—1,—2)

Yn =Ae” " + pe

Forme de la solution particuliére : y, = e "(acosz + bsinz) ou

Racines : (r1,r2) .
¥h = Solutions de ’équation homogeéne (on notera A et p deux réels Yp = Im (ae™ ") avec

Forme de la solution particuliére :
¥p = Solution particuliére

(1) (Bu):y" +y —2y=0 () (Bu):y" —y=0

On rédige les réponses comme suit :
(Egn) : Equation homogene
Pol. Car. : Polynéme caractéristique

Yp=— ie_z(cosx + sin x)

Pol. Car. : r24+7r—-2=0 Pol. Car. : 72 —-1=0
Racines : (—2,1) Racines : (—1,1)
Yh =)\e 2% + pe” Yh =Ae % + pe®
Forme de la solution particuliére : y, = asinx + bcosx Forme de la solution particuliére : y, = e”(acos 2z + bsin 2z)
—  9ain g — 1
Yp =~ 2sinz —dcosw Yp :ge“’(f cos 2z + sin 2x)
(@) (Bu):y"+y=0
Pol. Car. : 2 +1=0 @(EH):y”—Qy’+5y=O
Racines : —+i Pol. Car. : 72 —2r+5=0

Racines : 1+ 2¢

Ynh =Acos(x) + psin(z
(x) (z) ¥h =€% (A cos 2z + psin 2z)

Forme de la solution particuliére : ae™® + pe®

Yo :% sh(z) Formle de la solution particuliére : y, = ze”(a cos 2z + bsin 2z)
Yp :Zme‘” sin 2x
Rédaction. L’équation homogene associée a pour équation caractéristique
r> + 1 = 0 de racines +i. La solution générale homogene est donc yy(z) = @ (En):y’ — 4y +3y=0
Acos(z) + psin(x), avec A, 1 € R. Pol. Car. : (r—1)(r—3)=0
Pour y,(z) := 3 sh(z), on a Yy + yp = sh(x), donc y, est solution particuliere de Racines : (1,3)
I’équation complete. Vi =e® + ped®
La solution générale est alors Forme de la solution particuliére : y, = (ax +b)e™™
1
1 - = -z
y(x) = 3 sh(z) + Acos(x) + psin(z) , Yp 16 (42 +5)e
avec \, u € R. Rédaction.  On commence par résoudre 1’équation homogene 3" — 4y’ +3y = 0.

Son équation caractéristique est 72 — 47 +3 = 0, dont les racines sont 1 et 3 . Les
@ (Eg):y" — 4y +4y =0 solutions de 1’équation homogene sont donc les fonctions x +— Ae® + pue®.
Pol. Car. : (r—2)2=0
Racines : 2 (double)
Yn =\ + pz)e*
Forme de la solution particuliére : y, = ar?e?* + b
yp =52%e* 4+ 1

10
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Racines : (1,3)
Yh =\e% + ,uefia:
L Forme de la solution particuliére : y, = z2(az + b)e” + €2*(ccosx + dsinx)
En dérivant, on trouve 1.3 ,1.2, 1 = z 1 . 2%
Yp = — (553 + 727+ Zm) e’ + (—7cosx—|— 551n:1c) e

y'(2) = (-az + (=b+a))e*,y"(2) = (az + (b~ 2a))e™" @ (Eu):y’ —2y +5y=0

Brouillon. Comme -1 n’est pas racine de l’équation caractéristique,
on cherche une solution particuliére sous la forme y(z) = (ax + b)e™*.

et donc a et b sont solutions du systéme : Pol. Car. : 2 —2r+5=0
Racines : 1+ 2
{ 8a =2 Yh =€% (A cos 2z + psin 2x)
8b —6a =1 Forme de la solution particuliére : y, = e~ *(acosz +bsinz) + xe”(ccos 2z +
dsin 2z)

On résout ce systéme, et on trouve qu’une solution particuliere est don-

P _ o~ T i x 92
née par (@) = (2 + &) e, yp =e "sin(z) + xze” cos(2x)

J

[ A retour & ’EXERCICE 4 ]

En posant y,(z) = (% + %) e~%, on remarque que

Yy — 4y, +3y = (2x + 1)e™",

donc les solutions de ’équation avec second membre sont les fonctions de la forme

z 5 —x T 3x
z»—>(4+16>6 + Xe” + pe’ A\ pu e R,

(En):y" —4y +3y=0
Pol. Car. : (r—1)(r—3)=0
Racines : (1,3)
Yh =Ae” + pe’”
Forme de la solution particuliére : y, = z(az + b)e”
Yo = - yole +2)e"
(9) (Bu):y" —2y/ +y=0
Pol. Car. : (r—1)2=0
Racines : 1 (double)
Yo =\ + px)e”
Forme de la solution particuliére : y, = 2?(az? + bx + c)e® + de3®

1 1
.732($2 + 6)€m + Ze?xv

Yp :E

(i) g — 4/ + 3y =0
Pol. Car. : (r—1)(r—3)=0

11
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EXERCICES "COMME EN COLLE"

Correction de I’EXERCICE 5

[ A retour & 'EXERCICE 5 j

Correction de ’EXERCICE 6 Raccordements

ONORONONC

@ On commence par résoudre I’équation sur |0,4occ[. Les solutions de 1’équation

homogene sont  yg = Cexp(—2In(z)) = 5, avec C €R.
Une solution particuliere de (E) (par exemple en utilisant la méthode de variation
x — arctan(z)
22
C + x — arctan(z)
22
sur | — 00, 0[. Posons alors, pour C1,Cs € R,

Ci1+z—arctan(x)
T

y= Cs+z—arctan(x)
9

de la constante) est y, = et donc les solutions de ’équation sont les

. On vérifie que cette fonction est aussi solution

fonctions y =

sixz <0
sixz >0

x2

Le raccordement en 0 de la solution est impossible, car la limite est +oo.
Il n’y a pas de solution sur R.

ONORC)

12

[ A retour & 'EXERCICE 6 j

Correction de I’EXERCICE 7 Oral INP

[ A retour a ’EXERCICE 7 ]

Correction de PEXERCICE 8 Changement de variables

[ A retour & 'EXERCICE 8 j

Correction de I’EXERCICE 9

Analyse. Prenons [ solution. Alors comme composition d’une fonction dérivable
et d’une fonction linéaire x — —z, f’ est dérivable. On peut alors dériver dans
I’équation pour obtenir

Vz eR, f'(z)=—f(-z) = —f(2)

donc f” + f = 0 et on résout ’équation différentielle qui donne,

Ja,b € R, f = asin+bcos .

Synthése.  En remplagant dans I’équation on obtient a = b et donc f = a(cos + sin).
Les solutions sont les

a(cos+sin), a€R
[ A retour a 'EXERCICE 9 j
Correction de ’EXERCICE 10
On a
u =" +iy’ =wy —iwr’ = —iwu .

Par conséquent, u est de la forme ¢t — Ce™ ™" avec C € C. En notant C' = Ae’?, sous
forme trigonométrique, avec A > 0 et ¢ € R, on obtient

A
2’ = Acos(—wt + ) z=—- sin(—wt + ¢) + «
y' = Asin(—wt + ¢)

Z/l:O

A
dOHC Yy = ; Cos(—wt —+ (p) —+ ﬂ

z=~t+§
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avec A, o, a, B,v et § € R.

( A retour a 'EXERCICE 10 )

Correction de I’EXERCICE 11

Analyse. Prenons f solution du probléeme. On remarque que si f s’annule en un
point, alors f = 0, qui est bien solution. On suppose donc que f ne s’annule en
aucun point de R.

Maintenant en prenant z =y = 0 on obtient f(0) = £(0)? donc f(0) =
De plus en dérivant par rapport a y dans I’équation on obtient

f@)f'(y)

Posons a := f’(0). En particulier en prenant y = 0, on obtient Vz € R, f'(z) =
a- f(x) . Donc

V(z,y) eR?, flz+y) =

dC eR, f:xw— Ce*™

mais comme f(0) =1 on obtient C =1et f:xzr— e™®

Synthése. Pour tout a € R, la fonction =z — e vérifie bien ’équation étudiée
puisqu’elle est bien dérivable sur R et
V(z,y) € R2, @#HYy) = gorgay

Conclusion.  L’ensemble des solutions est {z — €** | a € R}

[ A retour a 'EXERCICE 11 )

Correction de ’EXERCICE 12 Oral Centrale

@ Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre qu’on peut écrire,
- %y = 0. Ces solutions sont les fonctions

x»—>C’eXp</ 1dt> =Cxr
0 t

ce qu’on aurait pu observer directement bien sfir.

sur Uintervalle ]0, 400 [, y'

@ L’équation (F) entraine que f’ > 1 et donc que f est strictement croissante.

13

[, alors f vérifie

of —(f-1)=1l<af —f=0.

@ Si f >1sur]0,400

Autrement dit, f est solution de ’équation zy’ —y = 0 dont on a vu que les
solutions sont les fonctions de la forme x — Cz. En particulier, on obtiendrait
qu’au voisinage de 0, f est inférieure stricte a 1 , une contradiction.

@ Cette fois, si f < 1 sur ]0,+oo[, alors f vérifie
of —(1-fl=l<=uaf + f=2.

Il est facile de voir que les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme
T2+ %, avec C € R. Cette fois, la limite en +o0o contredit f < 1.

@ C’est une conséquence immédiate des deux questions précédentes et du théoreme
des valeurs intermédiaires.

@ Soit f une solution de (E). Alors il existe xy > 0 tel que f (x¢) = 1. Par croissance
de f, on sait que f > 1 sur [zg,+oo[. Ainsi, il existe C € R tel que f(z) = Cx
pour z > xo. De f(x9) = 1, on trouve C' = 1/zy. De méme , on sait que f <1
sur ]0,z¢[ et donc quil existe D € R tel que f(z) = 2+ 2 si z €]0,2]. De
f(zo) = 1, on trouve D = —z(. Ainsi, si f est solution de ’équation, alors il

existe zg € R tel que
9 _ o
fay=3"" "

Zo

six < xg

six > xg

Réciproquement, on vérifie facilement que ces fonctions sont bien de classe C! (le
recollement est bien de classe C! en xq ) et sont solution de (E).

( A retour a 'EXERCICE 12 )

Correction de ’EXERCICE 13

Gréace au changement de variables uw = x — t, on a pour tout x € R,
T

fx)=1+cosz | f(u)cosu du+sinz [ f(u)sinu du .

0 0
On voit alors que f est dérivable par opérations sur des fonctions dérivables (on utilise
ici le théoreme fondamentale de I'analyse. On dérive et pour tout =z € R,

f(x) :f(x)—binx/xf( ) cosu du—l—cosac/ f(w)sinu du.

Donc f’ est dérivable pour les mémes raisons, et donc, pour tout = € R, on trouve
f"(z) = f'(z) — f(z)+1, ce qui nous donne une EDL d’ordre 2. On aura remarqué que
f(0) = f'(0) =1.

On résout cette équation et on trouve que 'unique fonction solution est
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2 x 3
x»—>1+—e§sin§x.

V3

( A retour a 'EXERCICE 13 ]

14
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