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INTRODUCTION

polycopié a été réalisé durant 'année universitaire 2000-2001 alors que j'enseignais les certificats
de Licence LA1 et LA2. J’ai choisi de faire une présentation assez exhaustive (donc ne correspon-
dant pas toujours exactement au contenu des programmes officiels de la Licence de Bordeaux)
affin d’éviter au maximum les « trous » que j'ai pu constater en travaillant a la préparation de
l'oral de I'agrégation.
La présentation tache toujours de dégager en premier les concepts généraux méme si on ne
les utilise que dans des cas particuliers. Par rapport au programme officiel il n'y a finalement
que peu de changements. Pour les équations différentielles, la notion de solution approchée a été systématiquement développée
et utilisée. Ainsile Théoreme de cauchy-Lipschitz est non seulement démontré avec le Théoréme du point fixe mais aussi avec avec
la méthode d’Euler des solutions approchées. Du méme coup, on montre le Théoréme de Arzela-Cauchy-Péano.
Les exercices des fins de chapitre sont dis aux enseignants de travaux dirigés, Christophe Bavard, Gérard Galusinski, Gilles
Robert et Philippe Monnier.
Philippe Charpentier
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SECTION 1.1

Fonctions différentiables

Définition I.1.1.

1. Soient X un espace métrique, Y un espace normé, U un ouvert de X, xy un point de U et g une fonction
de U dans Y. On dit qu'une fonction f de U dans un espace normé E est un o(g) (resp. O(g)), et on écrit
f = o(g) @esp. f = O(g)) au point x, sil existe un voisinage V' de x et une fonction ¢ de V dans E telle
quevVz €V, f(x) = ||g(x)] e(z) avecmli_r)'rr}0 e(z) = 0 (resp. 1@0 lle(z)]] < +o0).

r#£xTo r#xo
2. Soient FE et F' deux espaces normés, U unouvertde E,xo € Uetf; : U — F,i = 1,2, deux fonctions.
On dit que f; et f> sont tangentes en x si, en posantm(r) = sup || fi(z) — f2(z)||, pourr assez petit,
lz—zol| <r

onam(r) = o(r) enr = 0. Il revient au méme de dire que f1 — f2 = o(||x — zo||).

3. Sous les méme hypothéses que le 2., on dit que f1 et fs sont strictement tangentes en x si,
fi(zo) — fa(wo) = 0 etVe > 0, il existe r > 0 tel que, pour ||x —zo|]| < r etl|y—xol| < rona
|(fi(z) — fa(z) — (fr(y) — f2())]| < e|lz — y||, c'est-a-dire que fi — fo est lipschitzienne de rapport &
dans la boule B(xq, ).

Bien s(r, la notion de stricte tangence est plus forte que celle de tangence.

PROPOSITION I.1.1.
Soient E et F' deux espaces normés sur K, U un ouvertde E,zqg € Uet f; : U — F,i1 = 1,2, deux fonctions.
1. La relation « f1 est tangente a f» en x( » est une relation d'équivalence. Si f est tangente a f» en x,
f1 — f2 est continue en x et vaut 0 en ce point; en particulier, si f1 est continue en xg, fo l'est aussi.
2. Il existe au plus une application linéaire g de E dans F telle que les fonctions x — f1(x) — f1(zo) et
x — g(x — xg) soient tangentes en xq. De plus, si f1 est continue en o alors g est continue et réciproquement.

Démonstration. Le 1. estimmédiat, et, la seule chose a voir dans le 2. est le fait que si deux applications linéaires g, et g2 de E dans
F sont tangentes en zéro alors elles sont égales ce qui évident puisque

sup [lg1(2) — g2(z)|| = llg1 — gall -

lzll<r

Définition I.1.2.
Soient E et I’ deux espaces normés sur K, U un ouvert de E, xg € U et f : U — F. On dit que f est
différentiable en x si les conditions suivantes sont vérifiés :
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1. f est continue en x.

2. 1l existe une application linéaire g : E — F telle que les applications x — f(z) — f(zo) etz +—
g(x — x) soient tangentes en x, c’est-a-dire f (x) = f(xg) + g(x — x¢) + o(||z — xo]|)-

De plus, lorsqu’elle existe, cette application linéaire est unique et continue. On I'appelle la différentielle
de f enx ouladérivée de f enx et elle se note df (x¢) ou encore f'(xq). Si f est différentiable en tout point
de U, on dit que f est différentiable dans U et I'application df : x — df(z) de U dans ¥ (E; F') s’appelle
Papplication dérivée de f, ou simplement la dérivée ou la différentielle de f.

Remarquel.1.1. 1. La Proposition précédente montre qu’une fonction f est différentiable en x si et seulement si la condition
2. de la Définition ci-dessus est satisfaite avec g continue.

2.df (xo) est donc une application linéaire de F dans F'. Son action sur un élément h de E sera notée df (zo)(h) oudf(zo) e h.

3. Dans toute la suite, dans un énoncé donné, les espaces vectoriels considérés sont des espaces vectoriels sur un méme corps
K qui est soit R soit C. Naturellement, lorsque les espaces normés sont complexes, on peut aussi les considérer comme des espaces
normés réels. La notion de différentiabilité dépend alors du corps sur lequel on se place. En effet, si on considére que le corps des
scalaires est R, la fonction est différentiable s’il existe une application R-linéaire tangente, et, si on considére que le corps des
scalaires est C, elle le sera s'il existe une application C-linéaire tangente. Ainsi on voit aussitét, par la définition méme, que la
différentiabilité sur C implique celle sur R, la R-différentielle étant égale a la C-différentielle, mais la réciproque n’est pas vraie en
général : une fonction R-différentiable est C-différentiable si et seulement si sa R-différentielle est C-linéaire.

4. Dans le cas ot E = R, df (z0) est une application linéaire de R dans F. Elle s’écrit donct — tdf (x¢) e 1. On identifie alors
toujours I'application linéaire df (xo) avec le point de F' df (zo) e 1. Ceci redonne, dans le cas ot E = F' = R, la notion usuelle de
dérivée.

Le but du présent cours n’est pas d’étudier les différences profondes qui existent entre la R-différentiabilité et la C-différentiabilité
(ceci est essentiellement I'objet de la théorie des fonctions holomorphes), mais de construire une théorie des fonctions différen-
tiables indépendante du corps.

Définition I.1.3.

Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvert de E et f : U — F. On dit que f est continiiment
différentiable dans U ou de classe ¢! dans U, et on note f € ¢ (U; F), ou simplement f € ¢*(U), si f
est différentiable dans U et si I'application dérivée df est continue de U dans . (E; F') (muni de la norme
usuelle des applications linéaires continues).

Définition I.1.4.

Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvertde E, f : U — F etxg € U. On dit que f est strictement
différentiable en x( s’il existe une application linéaire continue g : E — F telle que les applications
x+— f(x) — f(xo) etz — g(x — x0) soient strictement tangentes en x.

La Proposition suivante est immédiate :

PROPOSITION I.1.2.
Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvertde E, f : U — F etxg € U. f est strictement différentiable
en x si et seulement si elle est différentiable en x et siona

f(@) = f(y) = df (zo) @ (x —y) + [lz — yl[ ¥(z, y)
avec lim ¢(x,y) = 0.

T, Yy—To

Nous verrons, a la section suivante (Proposition [.2.7, page @), une condition suffisante de différentiabilité stricte qui implique
qu'une fonction continiiment différentiable est strictement différentiable.
La Proposition suivante se vérifie tres facilement a partir des définitions :

PropoSITION 1.1.3.
Les notions de fonctions différentiables, strictement différentiables, de différentielle en un point et d'applica-
tion dérivée restent inchangées si on remplace les normes des espaces E et F' par des normes équivalentes.

PROPOSITION 1.1.4.
Soient E F et G trois espaces normés, U un ouvert de E et V un ouvert de F'.

1. Si f et g sont deux applications de U dans F' différentiables en xo € U, pour tous scalaires \ et (i,
A + g est différentiable en xg et d(\f + pg)(xo) = Adf (zo) + pdg(zo).

2.Soientf :U — F,qg : V — G, xq € U etsupposons f(xq) = yo € V. Si f est différentiable en x et g
différentiable en yg alors g o f est différentiable en xo et d(g o f)(xo) = dg(yo) o df (o).

Licence de Mathématiques Pures de Bordeaux
Module LA2
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Démonstration. La preuve du 1. est élémentaire, vérifions simplement le 2. f étant différentiable en xo, elle est continue, et on
peut écrire

9(f(z)) = g(f(x0)) + dg(yo) ® (f(x) = f(z0)) + o([|f () — f(zo)]])
pour z voisin de zo. En écrivant ensuite que f est différentiable en xo et en remplagant dans 'expression précédente, il vient

9(f(x)) = g(f(x0)) + dg(yo) © df (x0) ® (x — o) + dg(yo) ® o(||z — o||) + o(l|df (x0) ® (x — z0) + o([|lz — o |})] -

Comme df (zo) et dg(yo) sont continues, on a dg(yo) ® (o ||z — xo||) = o(||x — zo]|) et

o(|ldf (xo) e (x — o) + o([lz — zol|)|| = o([|z — zol))-

ProPOSITION I.1.5.
1. Soient E et F' deux espaces normés, U unouvertde E et f : U — F. Si f est constante elle est différentiable
en tout pointdeU etdf (z) = 0,Vz € U.

2. Soient E;, 1 < i < n, et F' des espaces norméset f : E = H FE; — F une application multilinéaire
i=1
continue. Alors f est différentiable en tout pointx = (x1,...,x,) de E et

df(x).(hla"'ahn):f(hla‘TQv"'vIn)+f(xlvh27"'7$n)+"'+f(x1a"-azn—17hn)-

3. Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit 4.Z (E; F) le sous ensemble de £ (E; F') constitué des
isomorphismes de E sur F. Alors 9% (E; F) est ouvert dans £ (E; F) et lapplication ¢ : u — u~! de
9 L (E;F)dans9 ¥ (F; E) estde classe 6*. De plus, pour touteu € 4% (E; F), ona

do(u)eh=—u"tohou ™t he9Z(E;F).

Démonstration. Le 1. est évident ainsi que le 2. pour n = 1. Montrons donc le 2. pour n > 1. Par linéarité, on a
f(iBl +h1,...£€n +hn) = f(hh.rz,...,:lin)+...—|—f(l‘1,...,hn_1,l‘n) +g(l’,h),

ol g(z, h) est une somme d’expressions de la forme f(z7) avec z1 = (21,...,2,) I C {1,2,...n}, card] > 2, z; = x;, si
i ¢ Ietz; = h;sii € I. Alors la continuité de f implique qu’il existe une constante K ne dependant que de n et de x telle que
lg(z, h)|l < Klg] Sup el 11l < K llgll [1[* = o(||R]|) ce qui termine la preuve du 2.

i#£j
Démontrons maintenant le 3. Voyons tout d’abord que 4.2 (E; F') est ouvert dans .Z(E; F) : soientu € Y.Z(F; F)eth €
Z(E; F); pour voir que u+h est un isomorphisme pour || k|| assez petit, il suffit de voir que u ™' o(u+h) = idg+u~"'oh€ ¥.Z(E).

Orsion prend ||h|| < 1/2 Huil H ~!, cela résulte du Lemme important suivant :

LEMME. 1. Soit E un espace de Banach. Siu € £ (E) est telle que ||u|| < 1 alorsidg — u est inversible dans £ (E), et,
ldE -1
IC I< Hull
2.Soient E et F deux espace normés. Lapplicationu — u™ "' de9 % (E; F) dans¥ % (F; E) est continue.

Démonstration du Lemme. Considérons la série Z u". Comme ||u"|| < |ju||", cette série est absolument convergente, donc
n>0
convergente. On voit alors aussitét que sa somme v vérifie v o (idg — u) = (idg — u) o v = idg.

Montrons maintenant le 2. du Lemme. Soitu € 4.2 (E; F') et supposons qu'’il existe une suite h,, € ¥.Z(E; F') qui tends vers
zéro telle que, pour tout n, u + hy, € ¥.Z(E; F). Alors, pour toutn, idg + u toh, € ¥ .Z(FE; F) (multiplier a gauche par u™ b,
etona(u-+h,) ' —ut =(idg+utohy) touT —uTt = ((idg +uTt ohy) T —idg) ou™t, donc (u+ hy) T —uTt =
—(ide + u o hn)*1 ou"toh, ou"t. Orlaformule

(Z(l)m(ul o hn)m> o (idg + u o hn) =ide + (-)Y (u71 o hn)N+1

m=0

P . — —1 . . 2 .
montre que, pour ||hy || petit (i.e. n assez grand) la norme de (idg + u Lo hn) " est uniformément bornée ce qui permet de
conclure. O

Fin de la démonstration de la Proposition. Pour ||h| assez petit, on a o(u + h) — p(u) = (u+h) " o (u— (u+h)out =
—(u+h) " tohou™!. Pourvoir que  est différentiable, il suffit de voir que la différence entre (u+h) " *ohou* etu™'ohou ' estun
o(||k|]). Or cette différence est, en norme majorée par H(u +h)7 -t H flu™" H |||, et il suffit de voir que H(u +h)h—u|
tend vers zéro quand h tend vers zéro ce qui n’est autre que la continuité de ¢ qui est donnée par le Lemme.

Reste & voir que dy est continue de ¥.Z(E; F) dans £ (Z(E; F); Z(E; F)) ce qui est tres simple : 'application ¢ qui a
(v,w) € Z(E;F) x Z(E; F) fait correspondre 'application linéaire h — —v o h o w est continue de .Z(E; F) x Z(E; F)
dans £ (Z(F; F); £(E; F)), et, comme do(u) = ¥ (p(u), ¢(u)), le résultat découle de la continuité de ¢ que nous avons déja
établie. O

L@%/& %W 3
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PROPOSITION I.1.6.
n
Soient E et F;, 1 < ¢ < n, des espaces normés, F' = H F;, U un ouvert de E et f une fonction de U dans
i=1
F. Pour tout i, soit p; la projection de F sur F;, et u; linjection canonique de F; dans F' définie paru;(x;) =
(0,...,24,...,0).Soitzy € U. Notons f; = p; o f. Pour que f soit différentiable en x, il faut et il suffit que,
pour chaque?i, la fonction f; soit différentiable. De plus, dans ce cas, on a

df (wo) = > u; o dfi(xo).
=0

Démonstration. Les applications p; et u; étant linéaires, elles sont différentiables (Proposition [[I.3, page précédente) de dif-
férentielles en chaque point égales a elles méme, et, par suite (Proposition [[I.4, page B) f: est différentiable de différentielle
n

dfi(zo) = pi o df (zo). Inversement, ona f = Z u; o f; d’olt on déduit aussitot le résultat. O
i=1
COROLLAIRE.

n
Soient E, E;, 1 < i < n, et F des espaces normés, [ une application multilinéaire continue de £ = H E;

i=1
dans F et U un ouvert de E. Pour tout i soit u; une fonction de U dans E; et posons u(z) = f(ui(x),

.. up(2)), x € U. Soitzy € U. Si, pour tout i, u; est différentiable en xq alors u l'est aussi et on a

n

du(zg) e h = Z flur(zg), ..., dui(xo) @ hy. .. un(xo)).

i=1

n
Démonstration. En effet, il suffit de remarquer que u est la composée de f avec I'application de U dans H E; définie par z —

=1
(u1(x),...,un(x)) et d’appliquer la Proposition précédente (ainsi que la Proposition et la Proposition [.I.5). O

n
Remarquel.1.2. Si F' = @ F; est somme directe topologique de sous-espaces, il est canoniquement isomorphe a I'espace
i=1
normé produit des F;, et la Proposition précédente s’applique clairement : si on note p; la projection canonique de F' sur F;,
une fonction f : U — F est différentiable en xo si et seulement si les fonctions f; = p; o f sont différentiables et on a

df (zo) @ h.="> _ dfi(xo) ® h.

PROPOSITION I.1.7.

n
Soient E;, 1 < i < n, et I' des espaces normés, £ = H E;, U un ouvertde E, 2° = (xo xo) e U,

1y +%n
=1

et f une fonction de U dans F. Pour tout i, soient \;° la fonction de E; dans E définie par \;°(z;) =
(29, ... @i,...2%), Ui = (A2°)"L(U), qui est un ouvert contenant z¥, et f* = f o \*. Si f est dif-

R
n

férentiable en 2° alors les fonctions f* sont différentiables en 20 et on a df (z°) e h = Z dff0 (z) o hy,
=1

0
h=(hi,...,hy). Ladifférentielle de f*" enx est généralement notéedf,, (+°) ou a—f(afo) ouencore f_(z)
;i ‘
et sSappelle la différentielle partielle de f par rapport a x; au point x° ou encore la dérivée partielle de f

par rapportax; en x°, et la formule précédente devient

df (z°) = dfe, (2°) 0 ps,
=1

oiL p; est la projection canonique de E sur E;.
Si, pour tout z° € U, ffo est différentiable en z¥, 'application x — df,, (z) sappelle la dérivée partielle
de f par rapport a x; et se note df,, ou

3%-
pour que f soit de classe ¢'* dans U, il faut et il suffit que les fonctions df ., soient continues dans U .

ou encore f, . De plus, si f est différentiable en tout point de U,

4 Licence de Mathématiques Pures de Bordeaux
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Démonstration. Pour tout i, soit u; I'injection canonique de E; dans E définie par u;(z;) = (0,...z;,...0). Comme X (x;) =
20 + ui(z; — x?), XY est différentiable dans E; et on a d)\?(a:i) = wu;, pour tout z; € Ej;. Par suite, f; est différentiable en z? et
df;(2?) = df (x°) o u;, d’ol1 la premiére partie de 'énoncé. La seconde partie est immédiate. O

Remarque1.1.3. 1. L'existence des dérivées partielles df,, pour tout i, w'implique pas, a priori, que f est différentiable. Nous
reviendrons sur cette question a la section suivante.
2.Sidim E; = 1df,, est une application linéaire de K dans F' que I'on identifie toujours a sa valeur en 1.

Définition I.1.5.
Soient E et I deux espaces normés, 1 un sous-espace de E, U un ouvert de E et f une fonction deU dans
F. Ondit que f est différentiable dans la direction Ey en x( € U sila fonctionx — f(xo + x), x € E, qui
est définie dans un voisinage de 0 dans E; est différentiable en 0. On note dg, f(x() la différentielle de cette
application et on I'appelle la différentielle de f dans la direction F en x. C'est un élément de £ (E1; F).

Les deux Propositions suivantes, qui sont immédiates, permettent de relier les différentielles dans une direction aux notions de
différentielle et de différentielles partielles :

ProposSITION I.1.8.
Soient E et F' deux espaces normés, -, un sous-espace de E/, U un ouvertde E et f une fonction deU dans F.
Si f est différentiable en x alors elle est différentiable dans la direction Ey enxg etdg, f(xo) = df (x0)E, -

PROPOSITION I.1.9.
Soient E et F deux espaces normés, U un ouvert de E, f une fonction de U dans F et z° € U. Supposons
n

que E soit somme directe topologique de sous-espaces E;, 1 < 1 < n. Identifions E = @ E; avec l'espace

i=1
n n

normé produit H E; par lisomorphisme canonique (bicontinu) Zmi — (x1,...,2,). Pour tout i, f est
i=1 i=1

différentiable dans la direction E; en 2 si et seulement si elle admet une différentielle partielle par rapport

a z; au point 2°, et de plus, df,,(2") = dg, f(z°). En particulier, si f est différentiable en z°, alors, pour

h=(hi,...,hn) € E,ona

df (z°) e h = idEif(xo) o hy;.
i=1

Remarquel.1.4. On notera que, comme pour les différentielles partielles, I'existence de différentielles dans diverses directions
(par exemple, dans la proposition précédente, pour chaque F;) n'implique pas la différentiabilité de la fonction (cela n'implique
méme pas la continuité au point).

Pour terminer, résumons les résultats précédents dans le cas ol les espaces E et F' se décomposent tous les deux :

ProPOSITION 1.1.10.
Soient

E:éEl etF' = éFj
i=1 j=1

deux espaces normés sommes directes topologiques de sous-espaces, U un ouvert de E, f une fonction de U
dans I et xo un point de U. Pour tout j, soitp; la projection canonique de F' sur F; et f7 = p; o f. Si f est
différentiable en x alors pour tousi et j, f7 est différentiable dans la direction E; en x et

n

df (zo) @ h =Y _df}, (wo) e hi.
i=1
j=1

On dit que df (x¢) est donnée par la matrice Jacobienne (dfﬁéi (a:o)> L<i<n O df%i (o) € L(E;; Fj).

1<j<m

En utilisant cette écriture, on peut énoncer a nouveau la Proposition sur la différentielle d'une application composée :
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ProproSITIONI.1.11.
Soient

n n P
E=@E;, F=PFeG=EGCk
i=1 j=1 k=1

trois espaces normés sommes directes topologiques de sous-espaces, U un ouvert de E, f une fonction de U
dans F, V un ouvert de F, g une fonction de V dans G et xo un point de U tel que f(x9) = yo € V. On
suppose que f est différentiable en x et que g est différentiable enyq. Alors, avec les notations de la Proposition
précédente pour f et 'analogue pour g, pourh € E, ona

v
d(go f)eh=>Y | dgk (vo)odfy, (wo) | ®hi.
i=1 \j=1
k=1

En d’autres termes la matrice Jacobienne de g o f est le produit des matrices Jacobiennes de g et f.

SECTION 1.2

Théoreme des accroissements
finis et applications

SOUS-SECTION 1.2.1 l
Le Théoréme des accroissements finis

On considere tout d’abord le cas des fonctions d'une variable réelle pour lesquelles on a un résultat plus précis.

Définition 1.2.1.
Soit f une fonction d’un intervalle [a, b] de R dans un espace normé F'. On dit que f admet une dérivée a

f(xo +h) — f(x0)

droite (resp. gauche) en zo € [a, b[ (resp. zo €]a, b)) si fi(xg) = }llin% (resp. fo(z0) =

h>0 h
lim flzo+h) - f(xo)) existe.
h—0 h
h<0

On remarquera, bien siir, qu'une fonction de [a, b] dans F' est différentiable en zo €]a, b[ si et seulement si elle admet des
dérivées a droite et a gauche et que f;;(zo) = f4 (o).

THEOREME 1.2.1 (Théoréme des accroissements finis).
SoientF’ un espace normé, f : [a,b] — Fetg : [a,b] — R deux fonctions continues. Supposons que pour
tout x €|a, b[ sauf peut étre pour x appartenant a un sous-ensemble dénombrable D dela, b, f)(z) et g/, (x)
existe et vérifient || f(z)|| < g4(x), x €]a,b[\D. Alorsona

1£(b) = fla)ll < g(b) — g(a).

Démonstration. Supposons tout d’abord D = (). 1l suffit de montrer que, pour tout ¢ > 0, pour tout x € [a, b], on a

If(x) — f(@)|l < g(x) —g(a) +e(x—a)+e €.2.1)

(en appliquant ceci 8 z = b et en faisant tendre ¢ vers zéro). Soit U 'ensemble des x € [a, b] qui ne satisfont pas a (C2.1)). La
continuité des fonctions montre que U est ouvert. Si U est non vide, il a une borne inférieure c. Par continuité, (CZ71)) est vraie au
voisinage de a, donc ¢ > a et c ¢ U puisque ce dernier est ouvert, ce qui implique aussi que ¢ < b. On a donc || f;(c)|| < g4(c) ce
qui implique || f(z) — f(¢)|| < g(z) — g(c) + e(xz — ¢) pour ¢ < x < ¢ + 1 avec 1) assez petit. Comme c vérifie ([2:]), on a donc
If(z) = f(a)|| < g(z) — g(a) + e(xz — a) + € ce qui contredit la définition de c. Considérons maintenant le cas général ou les
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éléments de D forment une suite x,,. Au lieu de démontrer ([Z71)), nous allons démontrer que, en notant N, I’ensemble des entiers
n tels que z,, < x, pour tout z € [a, ),

If(z) = fla)|| < g(z) —gla) +€ ( Z 2") +e(z—a)+e, 1.2.2)

neNg

ce qui donnera la conclusion comme précédemment. Remarquons tout d’abord que la fonction z +— E 27" est continue en tout
neEN,
point n'appartenant pas a D, continue a gauche aux points de D et croissante : en effet, la croissance étant évidente, la continuité

résulte du fait que, siz ¢ D, pour tout m, il existe > 0 tel que |x — 6, z + [ ne contienne aucun z, avec p < m, ce qui entraine

Z 27" — Z 27" <27t et siz € D, on ale méme résultat en remplacant |z — 6, + d[ par |z — §, z[. Il en résulte
nENy NENg s
que si on désigne encore par U I'ensemble des = € [a, b] qui ne satisfont pas a ([2.2), siz € U, il existe § > Otelque |z —d,z] C U.
Supposons donc a nouveau U non vide, et soit ¢ sa borne inférieure. Comme précédemment on a a < c et ce qui précede montre
quec < b,etquec ¢ U.Sic ¢ D, on peut conclure comme dans la premiére partie. Supposons ¢ € D c’est-a-dire ¢ = . Alors,
pour toutz > cona Z 27" > Z 27" 427" et, comme c n'est pas dans U, par continuité, () est encore vérifiée sur un

nENg neENe

intervalle semi-ouvert non vide [c, ¢ + u[ ce qui contredit encore la définition de c. O

COROLLAIRE.
Soit f : [a,b] — F une application continue. Supposons que | admette une dérivée a droite f,(x) pour tout
x €la, bl et que || fi(z)|| < k. Alors, pour tous x1, x2 dans [a,b], onal f(x1) — f(x2)|| < k|21 — z2].

Remarque I.2.1. On a bien str des énoncés analogues pour les dérivées a gauche qui s’obtiennent en changeant x en —z.

Considérons maintenant les fonctions définies sur un ouvert d’'un espace normé.

THEOREME 1.2.2 (Théoréme des accroissements finis).
Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvertde E et f : U — F. Soient a etb deux points de U tels que

le segment [a, b] joignant a a b dans E soit contenu dans U. Supposons | continue sur [a, b] et que, pour tout
x €a,b|, f soit différentiable en x et que ||df (z)|| < k. Alors|| f(b) — f(a)|| < kb — al|.

Démonstration. On considere la fonction h(t) = f((1 — t)a + tb), t € [0,1]. Alors h est différentiable en tout point de ]0, 1] et
|[dh(t)|| < k ||b — a]|. 1L suffit donc d’appliquer le corollaire précédent. O

COROLLAIRE.
Soient E et ' deux espaces normés, U un ouvert convexede E et f : U — F. Supposons que, pour tout
x € U, f soit différentiable en x et que ||df (x)|| < k. Alors,Vz,y € U, ||f(z) — f()|| < k|lz — y]|

ProroOSITION I.2.1.
Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvert connexede E et f : U — F. Supposons que, pour tout
x € U, f soit différentiable en x et que df (x) = 0. Alors f est constante dans U .

Démonstration. En effet, le Théoréme précédent implique que f est localement constante. Comme f est continue et U connexe,
ceci implique que f est constante. O

Le Théoreme des accroissements finis pour les fonctions réelles d’une variable réelle classique est une égalité (f(z + h) =
f(@) + f'(9z)h, ¥ €]0,1]. 1 est bien connu que ce Théoréme est en général faux pour les fonction & valeurs dans un espace
vectoriel de dimension supérieure ou égale a 2. Par contre, si f est définie sur un ouvert d'un espace normé et a valeurs dans R, on
peut appliquer le Théoréme classique a la restriction de la fonction a un segment. Cela donne immédiatement le résultat suivant :

THEOREME 1.2.3 (Théoréme des accroissements finis).

Soit f une fonction différentiable sur un ouvert U d'un espace normé E a valeurs dans R. Soient x et h dans
E tels que le segment [x, x + h] soit contenu dans U. Alors il existe 9 €)0, 1] rel que

f(x+h) = f(z) +df(z +Oh) e h.

Ce Théoreme peut se généraliser aux fonctions a valeurs dans un espace normé de la maniére suivante :

L@%/& %W 7




CHAPITRE 1. CALCUL DIFFERENTIEL

THEOREME 1.2.4 (Théoréme des accroissements finis).
Soit f une fonction différentiable sur un ouvert U d'un espace normé E a valeurs dans un espace normé F'.
Soient x et h dans E tels que le segment [z, x + h] soit contenu dans U. Alors f(x + h) — f(x) appartient a
l'enveloppe convexe fermée de l'ensemble {df (x + 9h) e h, ¥ €]0, 1[}.

Démonstration. Notons tout d’abord qu'il suffit de considérer le cas oi1 les espaces normés sont des R-espaces vectoriels (Re-
marque [[17], page P)). Soit L une forme linéaire continue sur F'. La fonction L o f est donc différentiable sur U de différentielle
L o df (Propositions [.1.4, page P et [1.5, page B). Le Théoréme précédent appliqué a L o f montre qu'il existe 9z €]0, 1] tel que

L(f(z+h) = f(z) —df(x+ILh)eh) =0.

Alors si f(z + h) — f(x) n'appartenait pas a 'enveloppe convexe fermée de {df (z + Uh) e h, 9 €]0,1[}, cela contredirait le
Théoréme de Hahn-Banach. O

SOUS-SECTION 1.2.2 l
Applications du Théoréme des

accroissements finis

THEOREME 1.2.5.
Soient E' un espace normé, F' un espace de Banach, U un ouvert convexe de E et (f,)nen, une suite de
fonctions différentiables de U dans F'. On suppose que :
1. llexistexo € U tel que la suite (f,,(x0)) a une limite dans F' ;
2. La suite (df,,) converge uniformément, surU, versg : U — £ (F; F) cest-a-dire que l'on a
lim sup |df, (x) — g(z)]| =0.
n—0 zeU
Alors :
(i) Pour tout x € U la suite (f,(z))nen converge vers f(x) dans F'.
(ii) La suite ( f,,) converge uniformément sur toute partie bornée de U .
(iii) La fonction limite f est différentiable sur U et df = g.

Démonstration. En effet, le Théoréme des accroissements finis (Théoreme [.Z.7, page précédente) appliqué aux fonctions f, — f;
en un point z; donne

Ifo(x) = fo(z1) = (fo(2) = fa(x))|| < [lz — 2| sup ldfo(y) — dfa(y)l (1.2.3)

ce qui montre immédiatement, en prenant z1 = o, que || fp(z) — fq(z)]| tend vers zéro uniformément sur toute partie bornée
de U. La fonction limite f existe donc puisque F' est supposé complet et elle est continue. Reste a voir que f est différentiable de
différentielle g. Or, x1 € U étant fixé, on a, pourn € N,

1£(2) = fla1) — glar) o (@ — )| < [1F(@) = Fl@1) = (Ful@) = fuler)]
1 fu@) = fulwr) = dfu(er) o (2 — 21)] (12.4)
+lldf(ar) o (@ — 21) — g(a1) » (@ — 1)

Soite > 0. Le premier terme du second membre de ([2.4) se majore par ¢ || — z1|| pour n > no d’apres ([2:3) (en faisant g = n
et p — 00). Le troisieme terme se majore par la méme quantité d’apres '’hypotheése, pour ng assez grand. Fixons maintenant
n > no. Alors la différentiabilité de f, en z1 montre que, pour ||z — z1|| < h assez petit, le second terme se majore aussi par
ellz — 1] O

COROLLAIRE.
Soient U un ouvert connexe d'un espace normé E et ( f,,)ncn, une suite de fonctions de U dans un espace de
Banach F vérifiant les conditions suivantes :

1. Il existe un point xo € U tel que la suite (fy,(xo)) converge dans F';

2. Pour tout x € U il existe une boule de centre x: et de rayon > 0 sur laquelle la suite (df,,)necn converge
uniformément vers g ;

Alors, pourtoutx € U, la suite (f,,(x))nen a une limite f (x) dansF, tout point deU posséde un voisinage
sur lequel la suite (f,,) converge uniformément vers f et f est différentiable sur U etdf = g.
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Démonstration. En effet, soit O I'ensemble des points « de U en lesquels la suite ( f,, (z)) converge. Le Théoréme précédent montre
que O est ouvert et fermé, et comme O est non vide, on a O = U. Le reste de 1'énoncé résulte du Théoréme précédent. O

THEOREME I.2.6.
n
Soient F;, 1 < i < n, et F des espaces normés, E = H E;, U un ouvert de F et f une application continue
i=1

deU dans F'.

1. Si les dérivées partielles df ., (x), 1 < i < n, existent en tout pointx de U et si, pour tout i, df,, : U —
Z(E;; F) sont continues en un point x° de U, alors f est différentiable en z°.

2. Pour que f soit de classe ¢* dans U, il faut et il suffit que f ait des dérivées partielles df ., (z) en tout

pointx de U et que les applications df ,, soient continues.

On peut naturellement donner un énoncé analogue lorsque E est somme directe topologique de sous-espaces, en vertu de la
Proposition [[I.9, page B.

Démonstration. Montrons tout d’abord le 1., le 2. en sera une conséquence facile. D’apres la Proposition [[I9, page [, il faut mon-
trer que

flz, .. xn) — f(x(l), R dexi(mo) o (z; —a3)
i=1

est un o(H:r — mOH). 1l suffit donc de montrer que, pour tout e > 0, il existe > 0 tel que pour Hac] - :r?“ <n1<j<nona,
pour0 <i<n-—1,

”f(m(l), ooz wig, . Tn) — f(x(f, R x?H, oo n) = dfu, (xo) o (Tit1 — :v?_H)H <e Hxi+1 — m?_H H . (1.2.5)
Or la différentielle de la fonction & +— f(27,...27, &, Tiy2, ... Tn) — dfs,,, (2°) ® (€ — 274 1) est, dans un voisinage de ) ;,

dflq,+1 (m(l)v s .’L'?, §7 Lit2y. .- ZCn) - deH—l (':Co)v

et 'hypothése de continuité de df., implique donc que, que pour Hmj - m? H <nl<j<n, Hf - 95?+1 H < n, n assez petit, on a

degciﬂ(:c(l)7 o 20 E Tiga,. S Tp) — dfziﬂ(xO)H <e,

et, le Théoréme des accroissements finis (Théoreme [:Z.2, page []) implique (CZ.5).

Le 2. se voit alors aisément : nous savons déja que la condition est nécessaire (Proposition [[I.7, page []). Réciproquement, si
elle est satisfaite, alors f est différentiable en tout point de U d’aprés le 1., et elle est de classe € 2 nouveau d’apres la Proposition
. O

PROPOSITION 1.2.2.
Soient E et I’ deux espaces normés, U un ouvert de E et f une application deU dans F'. Soitxy € U. Si f est
différentiable dans U et sidf est continue en x( alors f est strictement différentiable en x.

Démonstration. En effet, si on pose g(z) = f(x) — f(xo) — df (zo) ® (x — x0), g est différentiable et dg(x) = df (x) — df (zo).
Par hypothese, pour ¢ > 0, il existe > 0 tel que, pour ||z — zo|| < 1, on a||dg(z)|| < e. Alors le Corollaire du Théoréme des
accroissements finis ( page [J) implique que g est e-lipschitzienne dans la boule ||z — zo|| < 7. O

Nous allons terminer cette sous-section en donnant un Théoréme célebre dont nous ne donnerons la démonstration que dans
un cas particulier, la preuve générale étant difficile :

THEOREME 1.2.7 (Théoréme de Sard).
Soient U un ouvert de RP et f une application de classe €' de U dans R™. Soit C' I'ensemble des points
critiques de f, c'est-a-dire I'ensemble des points x de U tels que le rang de df (x) soit < n (i.e. dim(df (RP)) <
n). Alors f(C) est de mesure (de Lebesgue!) nulle.

Démonstration. Comme nous I'avons dit nous ne faisons la démonstration que dans un cas particulier, pour la simplifier : nous
nous contentons du cas p = n. Par translation, il suffit de montrer que, si I = [0,1]", f(C N I) est de mesure nulle. Soit z €
C N I. Puisque df (x)(R™) est un sous-espace de dimension inférieure a n — 1, il existe un hyperplan P contenant df (z)(R™).
Soit ¢ > 0 fixé. Pour tout y € B(z,¢), le Théoreme des accroissements finis (Théoreme [.2.7, page []) appliqué a la fonction
u — f(u) — df(x) e u donne

fy) = f(x) +df(x) @ (y — 2) + ||t — ]| b(e),

[b(e)l < sup )de(w)—df(U)H,

ueB(x,e
ce qui implique liné b(e) = 0 puisque df est uniformément continue sur le compact /. Comme f(z) + df ((z)  (y — x) appartient

aThyperplan affine P = f(x) + P, la distance de f(y) a P est inférieure 4 £b(¢). Ceci montre que f(B(z, ¢)) est située entre les
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deux hyperplans affines dont la distance a Pest eb(e). Une autre application du méme Théoréme des accroissements finis montre
par ailleurs que

1) = F(@)] < sup df ()l lly — =l
de sorte que f(y) appartient a la boule de centre f(x) et de rayon «re ot oy = sup ||df (u)||. Finalement, f(B(z, ) est contenu
u€el

dans un cylindre droit dont la base est I'intersection de P avec la boule de centre f (z) et de rayon «z¢ et la hauteur est 2¢b(e).
Ainsi, f(B(z, €) est contenu dans un pavé de R™ dont les cotés paralleles a P sont de longueurs \/na;e et le coté perpendiculaire
a P est de longueur 2¢b(¢). Le volume d'un tel pavé est 2n("~1/2a7 "1 b(¢).

Découpons maintenant chacun des n cotés du pavé I en k parties égales : on obtient ainsi k™ cubes de coté 1/k. Chacun de
ces cubes est contenu dans une boule (centré en 1'un quelconque des points du cube) de rayon (/n)/k. D’apres ce qui précede, si
I'un de ces cubes intersecte C' alors son image par f est contenue dans un pavé de volume

2020l T T (V) [K).

Comme il y a au plus k™ tels cubes, on en déduit que f(C N I) est contenu dans une réunion finie de pavés dont la somme des
volumes est 2n"™ /2~ 'b((y/n)/k), quantité qui tend vers zéro lorsque k tend vers I'infini. Compte tenu des propriétés bien
connues de la mesure de Lebesgue sur R™ cela signifie exactement que la mesure (de Lebesgue) de f(C N I) est nulle, et la preuve
du Théoréme est achevée dans ce cas particulier.

C.Q.ED.

SECTION 1.3

Théoremes d 'inversion locale et
des fonctions implicites

SOUS-SECTION 1.3.1 l
Le Théoreme dinversion locale

PROPOSITION I.3.1.
Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E, xo un point de U et f une fonction de U dans
F. Supposons que f soit strictement différentiable en x et que df (xo) soit un isomorphisme de E sur F (i.e.
df (zo) bijective, df (zo) et df (o) ™! continues (c.f. le commentaire qui suit la Définition [[3.1). Alors il existe
un voisinage ouvert V de xo (contenu dans U) et un voisinage ouvert W de yo = f(x¢) tels que f soit un
homéomorphisme deV surW.

Démonstration. Soit fi = (df(x0))™' o f : U — E.Comme df(xo) est linéaire, f1 est aussi strictement différentiable en
et dfi(xzo) = idg. Soit 0 < k < 1.1l existe donc r > O tel que I'application z — ¢(z) = x — fi1(z) soit lipschitzienne de
rapport k dans la boule B(xo, r). Utilisons maintenant le Lemme suivant qui est une conséquence facile du Théoréme du point
fixe classique :

LEMME. Soient E un espace de Banach, xo un pointde E,r > 0 et g une fonction continue de la boule ouverte B(xo,r) dans E
telle que la fonction x — (x) = x — g(x) soit lipschitzienne de rapport k < 1. Soityo = g(xo). Alors, il existe un voisinage ouvert
V dex contenu dans B(zo, 1) tel que g soit un homéomorphisme de V' sur la boule ouverte B(yo, (1 — k)r). De plus, l'application
réciproque g~ de cet homéomorphisme est lipschitzienne de rapport1/(1 — k).

Démonstration du Lemme. En effet, considérons la fonction ';Z?(x) = ¥(z) +yo — xo. ll est clair que 1,5 est lipschitzienne de rapport
k dans B(xo,7) et )(xo) = 0. Par suite, pour z € B(xo,7) ona Hzﬁ(m)” < k|lz — ol < kr.Alors,siy € B(zo, (1 — k)r), la

fonction w(z) = y + (z) est lipschitzienne de rapport k et vérifie
(@) = woll < lly = zoll + ()]

Ainsi, sion pose (1—k)r1 = ||y — xo||, w est une fonction lipschitzienne de rapport k de la boule fermée B(x, 71 ) dans elle méme.
Le Théoréeme du point fixe classique implique que w a un unique point fixe dans cette boule fermée ce qui signifie que I'’équation
¥(z) = z —yaune unique solution dans la boule B(zo, ). En d’autres termes, pour touty € B(yo, (1 —k)r), 'équation g(z) = y
a une unique solution h(y) dans la boule B(zo, 7). Ceci définit donc une fonction h de B(yo, (1 — k)r) dans B(zo, r) et comme

9(z) = g(2")[| = ||z = 2’| = [[v(2) = ()] = 1 = &) [l = 2"[],
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ona
1

Hh(y) - h(y/)H < 1—%

ce qui montre en particulier que h est continue. Si alors on pose V = g~ (B(yo, (1 — k)r)), V est un voisinage ouvert de zo et h
est 'inverse de la restriction a V' de g. O

ly =4l

Fin de la démonstration de la Proposition. D’apres le Lemme, il existe un voisinage ouvert V' de xg tel que f; soit un homéomor-
phisme de V' sur un voisinage ouvert Wi de f1(zo). Comme df (zo) est un homéomorphisme de E sur F, f est un homéomor-
phisme de V' sur un voisinage ouvert W de yo. O

On notera que dans la démonstration de la Proposition précédente on a simplement utilisé que E est complet. Mais ’hypothese
«df (zo) est un isomorphisme » implique que F est aussi complet.

Définition 1.3.1.
Soient E et F' deux espaces normés, V' un ouvert de E et W un ouvert de F. On dit que f est un difféo-
morphisme de classe €' de V sur W si f est une bijection de classe €' de V sur W et si son inverse
f~' : W — V estaussi de classe €.

Avant de poursuivre plus avant, faisons une remarque importante. Si E et F’ sont deux espaces normés, une application linéaire
continue bijective f de E sur F n’a pas nécessairement un inverse f ' continu. Dans toute la suite nous appellerons isomor-
phisme d’espaces normés (ou simplement isomorphisme) de E sur F une application linéaire continue bijective f telle que f~*
soit continue. Rappelons au passage que le Théoréme d’isomorphie de Banach dit que, quand E et F' sont des espaces complets,
toute application linéaire continue bijective est un isomorphisme.

PROPOSITION 1.3.2.
Soient E et I' deux espaces normés, V un ouvert de E et W un ouvert de F. Soit f un homéomorphisme de
V sur W différentiable en xo € V. Pour que f~! soit différentiable en f(x) il faut et il suffit que df (z) soit
un isomorphisme. De plus, dans ce cas d(f~1)(f(xo)) = (df (z0)) .

Démonstration. La condition est clairement nécessaire (en utilisant la formule de différentiation d’'une fonction composée), mon-
trons donc qu’elle est suffisante. Par hypothése on a f(x) — f(xo) = df(zo) ® (x — o) + || — zo| e(x — x0), x € V, avec
lim e(x — zo) = 0, ce qui s’écrit encore

T—xQ

z —xo = (df (20)) " o (f(2) = f(x0)) — [lz — wol| (df (x0)) ™" @ &(x — o),
soit encore, poury € W eten posant yo = f(xo),

F7H W) = 7 (yo) = (df (20)) ™ @ (y—wo) — || £ () = F " (o) || (df (z0)) ™" @ e(f ™ (y) = f " (%0)), (13.1)
d’ol1 on tire
£ ) = £ o) || (1 = || (df (o) "M || |e(F (@) — £ o)1) < [[(df (o))~ lly — woll
et comme ylirzlo e(f '(y) — £ '(y0)) = O (car f est un homéomorphisme), il vient || f ' —y) — f ' (y0)|| < K [ly — yo||, pour

y proche de yo (pour une certaine constante K), ce qui prouve que le second terme du second membre de (22) estun o(||y — yol|)
et termine la démonstration. O

PROPOSITION 1.3.3.
Soient E et F' deux espaces normés, V un ouvert de EE et W un ouvert de F'. Soit f un homéomorphisme de
classe 6" deV surW . Pour que f soit un difféomorphisme de classe¢'* deV sur W il faut et il suffit que, pour
toutz € V, df (x) soit un isomorphisme et alorsd(f~1)(y) = (df (f "*(y)) "L,y € W.

Démonstration. La Proposition montre que f ! est différentiable en tout point de W. Il faut seulement voir que f ' est de
classe €' c’est a dire que y — (df (f~*(y))) ™" est continue. Mais, comme df est supposée continue, ceci résulte du Lemme de la

Proposition [LI.5, page B. O

THEOREME 1.3.1 (Théoréme d’inversion locale).
Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E et f une application de classe ¢'* deU dans F. On
suppose qu'il existe o € U tel que df (xo) soit un isomorphisme de E sur F'. Alors il existe un voisinage ouvert
V de xq contenu dans U et un voisinage ouvert W de f(xq) tels que f soit un difféomorphisme de classe ¢!
deV surW.

Démonstration. D’apres la Proposition [[Z.7, page[, f est strictement différentiable en xq, et la Proposition [[371], page précédente,
implique qu'il existe un voisinage ouvert V/ C U de o tel que f soit un homéomorphisme de classe €* de V’ sur son image.
Comme 4.4 (E; F) est ouvert (Proposition 1.5, page B) son image réciproque par df est ouverte dans F et contient o par hy-
pothese. 1l existe donc un voisinage ouvert V' C V' de x tel que df (z) soit un isomorphisme pour tout z € V. Ainsi, si on pose
W = f(V), on est dans les conditions de la Proposition [:3.3, de la présente page, ce qui termine la preuve. O
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COROLLAIRE.
Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de E et f une application de classe €' de U dans F.
Pour que f soit un difffomorphisme de classe €' deU sur son image, il faut et il suffit que les deux conditions
suivantes soient remplies :
(i) f est injective;
(iD) pour tout x € U, df (z) est un isomorphisme.

Démonstration. Les conditions sont bien s{ir nécessaires, voyons qu’elles sont suffisantes. En effet, le Théoréeme d’inversion locale
montre que f est un application ouverte, donc f(U) est ouvert, et la Proposition [3.3, page précédente, montre qu'il suffit de
remarquer que f est un homéomorphisme. Or, par hypothése, f est une bijection, et la continuité de f~* résulte du fait que f est
ouverte. O

Remarque I.3.1. Le Théoreme d’inversion locale que nous venons de voir redonne, bien sfir, le résultat classique en dimension
finie:si E = F = R", f est un difféomorphisme local en un point x si et seulement si f est de classe " au voisinage de x et le
Jacobien de f en xo est non nul.

Nous terminons cette sous-section par un résultat classique d’inversion globale :

THEOREME 1.3.2 (Théoréme de Hadamard-Lévy).
Soient E et I deux espaces de Banach et f une application de classe ¢’ de E dans F. On suppose que, pour
toutx € E, df (x) est un isomorphisme et qu'il existe un nombre A > 0 tel que H (df (z))~* || < A. Alors [ est
un difféomorphisme de E sur F (i.e. surjectif) de classe €.

Démonstration. La Proposition précédente nous dit qu'il suffit de montrer que f est bijective.

Démontrons tout d’abord que f est surjective. Soientx € E ety € F.Soity : [0,1] — F tel que v(0) = f(x)., t € [0,1].
Par hypothese, f est un difféomorphisme au voisinage de f(z) (Théoreme [3:1); il existe donc h > Oet?y : [0,h] — F telle
que f o4 = ~. Soit A I'ensemble des ¢ €]0, 1] tels qu'il existe ¥ : [0,¢] — E tels que f o 4 = . A est donc non vide. Soit a la
borne supérieure de A. Si0 < t1 < t2 < a,etsi?d; : [0,¢;] — F est continue et vérifie f o 5; = v, ¢ = 1,2, I'ensemble des
t € [0,t1] tels que 41 = A2 sur [0, t] est fermé (par continuité) et ouvert car f est un difféomorphisme local en tout point de E.
1l s’en suit qu'il existe 4 : [0,a[— E telle que f o ¥ = ~. De cette relation on tire d5(t) = (df (7(t)) ™" o dy(t), et 'hypothése
implique ||d7(t)|| < Alldy(t)|, 0 < t < a. Le Théoreme des accroissements finis (Théoreme [[2.7, page []) entraine donc que si
0 <t <tz <aonalF(t1) —F(t2)|| < Asup||dvy(¢)| |t1 — t2|. Ceci montre que si (¢, )» est une suite, dans [0, a[ qui converge

t

vers a, alors (Y(t, ))» est une suite de Cauchy dans E. Comme F est supposé complet, on conclut que ¥ se prolonge par continuité
a[0,a]. Alors sia < 1, f étant un difféomorphisme local en 7(a), 4 peut se prolonger par f~* o~ au-dela de a ce qui contredit la
définition de a. Ainsi f(5(1) = v(1). Si on choisit v(t) = (1 — ¢)f(z) + ty, y € F quelconque, on obtient f(7(1)) = vy, ce qui
conclut.

On notera que, au passage, on a montré que, pour toute fonctiony : [0,1] — F telle que v(0) € f(E), il existe une unique
fonction# : [0,1] — E'telle que f o4 = ~. De plus, ceci reste évidement vrai si on remplace [0, 1] par un segment quelconque de
R.

Montrons maintenant que f est injective. Soient = et z’ deux points de E tels que f(x) = f(x’). Soient 31 (t) = (1 — t)z + tz’
ety1(t) = foA1(t). Posons ¢(s,t) = vs(t) = s71(t), 0 < s < letyi(s) = ¢(s,t) de sorte que v5(0) = vs(1). La premiere
partie de la preuve montre que, pour tout ¢ € [0, 1], il existe une unique fonction continue @, : [0,1] — E telle que f o ¢ = @q.
posons $(s,t) = @:(s) et 7s(t) = @(s,t). Remarquons que  est continue car, si (s1,%1) € [0,1]?, comme f~! existe et est un
difféomorphisme local au voisinage de (51, t1) (Théoréme [[3.1), la fonction continue ¢ (s, t) = f ' op(s, t) définit, pout ¢ voisin
de t1 des fonctions 1), vérifiant f o1y = ¢, au voisinage de s; . Alors I'unicité obtenue dans la premiére partie de la démonstration
montre que ¥, = @, au voisinage de s1. Pour montrer que z = ', il nous suffit de montrer que, Vs € [0,1], ona7s(0) = 7(1).
Soit A 'ensemble des s € [0, 1] pour lesquels cette propriété est vraie sur [0, s]. Comme f(z) = f(z'), [|¢(s,t)|| < Ks, et comme
f estun difféomorphisme local a I'origine (Théoreme [371)), il existe A > 0 tel que A € A. Soit a > 0 la borne sutérieure de A. Par
continuité de p, onaa € A.Sia = 1, la preuve est terminée. Supposons donc a < 1. Comme ¢ est continue, il existe ¢ > 0 et
h > Otels que f " existe et soit un diffSomorphisme local au voisinage de ¢ ([a — &, a + €] x ([0, h] U [1 — h, 1]). Alors, si on pose
W(s,t) = f~ o (s, t), pour (s,t) € [a—¢&,a+ €] x ([0,R] U[1 — h,1],ona(s,0) = (s, 1) et 'unicité prouvée précédement
montre que ¥(s,t) = s(t), ce qui contredit la maximalité de a.

C.Q.ED.

SOUS-SECTION 1.3.2 l
Le Théoréme des fonctions implicites

THEOREME 1.3.3 (Théoréme des fonctions implicites).
Soient E, F et G trois espaces de Banach, U un ouvertde E x F et f un fonction de classe €' deU dans G.
Soit (g, yo) un point de U. On suppose que f(xo,yo) = 0 et que la différentielle partielle de f par rapport a
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la seconde variable au point (xo, yo), dfy (o, yo), est un isomorphisme de F sur G. Alors il existe un voisinage
ouvertV C U de(xq, yo), un voisinage ouvert W de x( dans E et un fonction g de classe &' deW dans F tels
que la relation

(x,y) €V, f(z,y) =0

équivaut a la relation
rx eV, y=gx).

Démonstration. Nous allons déduire ce Théoreme du Théoreme d’inversion locale. Considérons 'application f; : U — E x G
définie par f1(z,y) = (z, f(z,v)), (z,y) € U. Cette application est de classe ¥ et sa différentielle en (z0, o) est 'application
(h,k) — (h,dfz(z0,yo)®h+dfy(xo, yo)ek). Lhypothese faite sur dfy, (zo, yo ) implique que df1 (zo, yo) est un isomorphisme, et on
peut lui appliquer le Théoréme d’inversion locale (Théoreme [321], page [[1)) : il existe un voisinage V' de (xo, yo) contenu dans U et
un voisinage W1 de (0, 0) = fi(xo, yo) dans E x G tels que f; soit un difféomorphisme de classe €’*. Soit g; le difféomorphisme
réciproque. Il est nécessairement de la forme g (z, z) = (z, §(z, 2)), avec (z, z) € W1, ce qui définit une fonction de classe %, §,
dans 1. Comme f; et g1 sont des homéomorphismes réciproques, on a équivalence entre les deux relations suivantes :

@ (z,y) € Vet f(z,y) = z;

®) (z,2) € Whetg(z,z) =y.

Si on fait z = 0 dans (a), on trouve la premiére relation de I’énoncé. Soit alors W I'ensemble des points de F tels que (z,0) €
Wi. Clairement W est un ouvert de E qui contient zo, et si on pose g(z) = g(z,0), g est une fonction de classe %' dans W telle
que la relation (b) pour z = 0 s’écrive x € W et g(z) = y, ce qui termine la preuve. O

On notera que 'ouvert W dont I'existence est prouvée par le Théoréme des fonctions implicites n'est pas nécessairement
connexe, mais il contient évidement une boule B centrée en zo telle que la relation z € B, y = g(x), implique (z,y) € U et
f(x,y) = 0. Dans un certain sens, g est la seule fonction qui posséde cette propriété :

PROPOSITION 1.3.4.

Dans les conditions du Théoréme des fonctions implicites, et avec les méme notations, soient W' un voisinage
ouvert connexe de xo contenu dans W et h une fonction continue de W' dans F telle que

{ h(zo) = yo, (x,h(z)) € U, Ve € W',
f(z,h(z)) = 0.

Alors h est la restriction aW' de la fonction g donnée par le Théoréme des fonctions implicites.

Démonstration. En effet, soit A 'ensemble des points de W' tels que h(z) = g(x). Onadonc zg € A et A est fermé car h et g
sont continues. Montrons maintenant que A est ouvert dans W'. Si A n'est pas ouvert dans W, il existe un point = de A et une
suite (z,,) de points de W’ \ A qui converge vers z tels que h(z,) # g(x»), pour tout n. Léquivalence du Théoreme des fonctions
implicites montre alors que (z,,h(z,)) ¢ V pour tout n. Mais comme (z, h(x)) € V, ceci contredit la continuité de h en z.
Comme A est connexe, on a donc bien A = W'. O

La démonstration du Théoréme des fonctions implicites montre que, si on oublie I'hypothese f(zo, yo) = 0, on a démontré le
résultat suivant :

THEOREME 1.3.4 (Théoreme des fonctions implicites).

Soient E, F et G trois espaces de Banach, U un ouvertde F, V un ouvertde F', xq un point de U, yo un point
deV et f une fonction de classe €' deU x V dans G. On suppose que df (o, yo) est un isomorphisme de I
sur G. Alors il existe un voisinage Uy de o, un voisinage W de f(xoyo) et une unique fonction g deUy; x W
dansV telle que¥(x,z) € Uy x W onait f(x, g(x, z)) = z.

COROLLAIRE.

Soient E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E/, xo un point deU et f une fonction deU dans F de
classe €. On suppose que df (x¢) est surjective et que E est somme directe topologique de ker(df (zo) et d'un
sous-espace F (qui est nécessairement complet). Alors f(U) contient un voisinage de f(zo).

Démonstration. En effet, remarquons tout d’abord que E est nécessairement complet : si (z,,) est une suite de Cauchy dans E»
alors ((0,2,)) est une suite de Cauchy dans ker(df (z0)) x E2 = F et, comme E est complet, elle converge vers © = (z*, z?);
comme les projections sont continues par hypothése, on doit avoir 2> = lim x,,. Ceci étant remarqué, le corollaire suit immédia-
tement le Théoréme une fois identifié E avec le produit ker(df (zo) x E> : f(U) contient le voisinage W de f(0, zo). O
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SECTION 1.4

Differentielles d’ordre supérieurs

SOUS-SECTION 1.4.1 l
Différentielles secondes

Définition 1.4.1.

Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvert de F, xq un pointde U et f : U — F une fonction. On
dit que f est deux fois différentiable en x si f différentiable dans un voisinage ouvert V C U de x et si la
différentielledf : V — £ (E; F) est différentiable en x. La différentielle de df en x( est notée d* f (o) (ou
" (x0)) et s’appelle Ia différentielle seconde de f au point x. C’est une application linéaire continue de F
dans £ (E; F), c’'est-a-dire un élément de £ (E; £ (E; F')). On dit que | est deux fois différentiable dans
U si elle est différentiable en tout point de U et si df est aussi différentiable en tout point de U, et on note
d? f I'application z — d?f(x) de U dans ¥ (E; £ (E; F)) et on appelle différentielle seconde de f cette
application. On dit que f est de classe € dans U si elle est deux fois différentiable dans U (i.e. en tout point
deU) et sid? f est continue de U dans I'espace normé ¥ (E; ¥ (E; F)), etonnote f € ¢*(U).

Rappelons que l'espace .Z(F; Z(E; F)) s'identifie canoniquement et isométriquement a I'espace .Z(E, E; F') des formes
bilinéaires continues sur £ X F par I'application u — @ ou@(h,k) = (ue h) e k.

On identifie alors toujours la différentielle seconde d° f (x) a la forme bilinéaire continue obtenue par cet iso-
morphisme c’est-a-dire i la forme bilinéaire continue (h, k) — (df*(zo) @ h) @ k que Von écritalorsd® f (z) e (h, k).

La définition ci-dessus et I'identification précédente montrent que

ProPOSITION 1.4.1.
Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvertde E, xq un pointdeU et f : U — F une fonction. Alors f
est deux fois différentiable en x si elle est différentiable dans un voisinage de x et s’il existe une application
bilinéaire continue g de E x E dans F telle que, pour ||h|| assez petit, h,k € E, ona

df (zo + h) e k — df (xo) ® k — g(xo) ® (h, k) = o([|h|[ ([IA]] + [[])-

La propriété fondamentale qui justifie pleinement cette identification est la suivante :

THEOREME 1.4.1.
Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvert de E, xo un point deU et f : U — F une fonction

deux fois différentiable en x. Alors d? f(x¢) est une application bilinéaire continue symétrique. Autrement
dit, d*f (zo) e (h, k) = d*f(xo) ® (k,h), h, k € E.

Démonstration. Posons A(h, k) = f(xo+h+k) — f(zo+h) — f(zo + k) + f(z0).
Démontrons tout d’abord que

| A(h, k) — d® f(w0) ® (k, b)|| = o((I2]| + IK])?) (1.4.1)
En effet, si on écrit
|A(h, k) — d®f(z0) ® (k,h)|| < ||A(h, k) — df(zo + k) ® h + df (z0) @ h|
+ ||df (w0 + k) ® h — df (z0) ® h — d° f(z0) ® (h, k)|, (1.4.2)
le second terme du second membre de cette inégalité est un o(||k|| (||| + || k||) par la Proposition précédente, et, le premier s'écrit

ll(h) —(0)|| ot p(z) = flxo + k + z) — f(xo + ) — df(zo + k) @ x + df(x0) e x. En appliquant a ¢ le Théoréme des
accroissements finis (Théoréme [[27, page [1), on majore ce terme par

1Rl sup lldf (zo + k + th) — df (xo + th) — df (zo + k) + df (zo0)]| - 1.4.3)
0<t<1

En écrivant df (zo + k + th) — df (o0 + th) = df (zo + k + th) — df (v0) — (df (zo + th) — df (20)) = d*f(z0) e (k + th) —
d*f(xo) @ th + o(||h|| + ||k||), par la définition méme de la différentielle seconde, on voit que ([4.3) est un o(||A|| (||k|| + ||%]])-
Ainsi, la premier membre de ([4.2) est un o(||k]| (||k]| + ||k])), ce qui montre (CAT).

Terminons maintenant la preuve du Théoréme. Comme A(h, k) est symétrique, ([4.1) donne

| A(h, k) — d*f(x0) & (b, k)|| = o((lIAll + [IK[I)*),
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et, par suite,
|4 f (o) ® (h, k) — d*f (o) & (k, )| = o((I]l + [IKI)?).

Alors, si h et k sont dans E de normes égales a 1, pour tout e > 0, il existe n > 0 tel que, pour |A\| < nona
[[d f (o) @ (b, Ak) — d® f (o) @ (A, AR)|| < & [N (IIR]| + [1K]))?,

ce qui, en simplifiant par |)\|2 donne le résultat cherché.
C.Q.ED.

Remarque L.4.1. Dans le cas particulier ot E = R, d®f(z0) est une application bilinéaire de R? dans F'. Elle s’écrit donc,
(A ) € R, d%f(xo) ® (A, ) = Apd? f(zo) e (1,1). On identifie toujours d* f (zo) avec le vecteur de F d° f(zo) e (1,1) ce qui
redonne la notion usuelle de dérivée seconde dans le cas ot1 ' = R.

PROPOSITION 1.4.2.
Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvert de F, xq un pointdeU et f : U — I une fonction deux
fois différentiable en x. Pour tout t fixé dans E, 'application x — df (x) e t, définie au voisinage de x est
différentiable en x de différentielle h — d> f(xq) e (h,t).

Démonstration. En effet, cette application est la composée de I'application linéaire u — uet de Z(F; F') dans F et de'application
z — df (z) d’'un voisinage de xo dans .Z(E; F') (Proposition [[1.4, page P et Proposition [.I.5, page ). O

PROPOSITION 1.4.3.

n
Soient F;, 1 < i < n, et F' des espaces normés, £ = H E;, U un ouvert de E, xo un point de U et f
i=1
une fonction de U dans F' deux fois différentiable en x(. Alors, pour touti, 1 < i < n, les différentielles
partielles df;;, sont différentiables en xq. Pour tousti et j, 1 < 4,5 < n, df,, admet une différentielle partielle
par rapport a j, notée d* f,,, (x0), qui est un élément de £ (E;, E;; F), et on a (d* f,4, (o) ® h;)  k; =
(d2ijmi (x0) ® k;) ® h;. De plus, pour tous h = (h;)i1<i<n etk = (ki)1<i<n dansE, ona

d* f (o) de“zo.h) ok,

S
_

Démonstration. En effet, pour tout ¢, df; (x) = df (z) o u; otu;(hs) = (0,..., hy,...,0), hy € E; (Proposition [[1.7, page f), ce
qui montre que df,, est différentiable en xo et que sa différentielle partielle par rapport a x; en o est d* Jrio; (®0) = d*f(xo) o
(ui, Uj). d

RemarqueI.4.2. 1. On a bien stir un énoncé analogue pour les différentielles directionnelles lorsque E est somme directe
topologique de sous-espaces.

2. Dans le cas ot dim E; = dim E; = 1, d* fz;x; (x0) est une application bilinéaire de K? dans F et on I'identifie toujours a sa
valeur au point (1, 1).

3. On notera que la Proposition ci-dessus (en particulier dans le cas du 2. ci-dessus) donne un résultat plus fort que le classique
Théoréme de Schwarz qui dit que les dérivées partielles secondes croisées sont égales lorsque la fonction est deux fois contintiment
dérivable.

PROPOSITION 1.4.4.

n
Soient F;, 1 < i < n, et F' des espaces normés, E = H E;, U un ouvert de E, xy un point de U et f
i=1
une fonction de U dans F'. Pour que f soit deux fois différentiable en x il suffit qu'elle admette des dérivées
partielles continues df,,, 1 < i < n, en tout point d’'un voisinage de x, et que les dérivées partielles secondes
dfz,z; (), 1 < i, j < n, existent en tout point d'un voisinage de x et qu'elles soient continues en .

Démonstration. 1l suffit d’appliquer deux fois le Théoreme [.Z.§, page 0. O

PROPOSITION 1.4.5.

n
Soient E;, 1 <1 < n, et F des espaces normés, E = H E; et f une application multilinéaire continue de E

i=1
dans F'.
1.Sin=1,d*f=0
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2.Sin > 2, la différentielle seconde de f en x € E est donnée par la formule
i<j

out&;;(x, h, k) est le point de E dont toutes les coordonnées sont égales a celles de x sauf lai-eme qui est h; et
la j-eéme qui est k;. En particulier, sin = 2, d° f est l'application constante qui a x fait correspondre la forme
bilinéaire symétrique continue (h, k) — f(hy, ko) + f(k1, hs).

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate des définitions et de la Proposition [LT.5, page B. O

Terminons ce paragraphe en donnant, a titre d’exercice le calcul de la différentielle seconde d'une fonction composée. Sup-
posons donc que U soit un ouvert d'un espace normé E, V' un ouvert d'un espace normé F', f une fonction de U dans V/, g une
fonction de V' dans un espace normé G, les deux fonctons f et g étant supposées deux fois différentiables, f en xo € U et g en
yo = f(xo) € V. Ladifférentielle de g o f enx estdoncd(g o f)(x) @ h = dg(f(x) o df (x) e h.Ainsid(g o f) estla composée de
'application bilinéaire ¢ (u,v) = u o v etde z — (dg(f(z), df (x)). Par des résultats que nous avons vus, on a donc

d(d(g o f))(wo) @ h = (d(dg o f)(wo) ® h, df (o)) + ¥ (dg(f (x0),d* f (o) ® h),

ce qui donne
d*(go f)(wo) & h = d’g(yo) o (df (x0) ® h) o df (x0) + dg(yo) © d” f (o) ® h.

Ainsi :

PROPOSITION 1.4.6.
Dans les conditions ci-dessus, la différentielle seconde de g o f au point x est donnée par la formule

d*(go f)(xo) ® (h, k) = d*g(yo) ® (df (xo) ® h,df (zo) & k) + dg(yo) ® (d*f(x0) e (h, k).

SOUS-SECTION 1.4.2 l
Differentielles d’ordres supérieurs

Comme nous l'avons vu au paragraphe précédent, la différentielle seconde est une application bilinéaire symétrique continue
de E x E dans F'. Pour abréger les notations nous noterons . (F; F) I'espace des formes bilinéaires symétriques continues de
E x E dans F et %(E; F) celui des formes bilinéaires continues de £ x E dans F'. Plus généralement, pour n € N,, mous note-
rons %, (E; F) I'espace des formes multilinéaires f symétriques, c’est-a-dire telles que, pour toute permutation o de {1,...,n},
f(@o@)s - Tom)) = f(x1,...,2x), et continues de E™ dans F, et £, (E; F) I'espace des formes multilinéaires continues de
E™ dans F'. Par récurrence sur n, on déduit aussitot la propriété suivante :

PROPOSITION 1.4.7.
Lespace £ (E; £, _1(E; F)) S'identifie canoniquement et isométriquement a l'espace normé £,,(E; F') par
lapplication f — f o f(h1,...,hy) = f(h1) @ (h1,..., hy).

Ces mises au point étant faites, nous pouvons généraliser aisément la notion de différerentielle seconde a celle de différentielle
d’ordre quelconque :

Définition 1.4.2.

Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvert de F, xy un point de U et f une application de U dans F'.
Par récurrence sur n, on dit que f estn fois, n > 1, différentiable au point x, si elle est n — 1 fois diffé-
rentiable dans un voisinage de xq et si I'application x — d"~! f(x) d’un voisinage de x dans .%,,_1(E; F)
est différentiable en x(. Dans ce cas, la différentielle de cette application s’appelle la différentielle (ou dé-
rivée) d’'ordre n de f en x et se note d" f(xo) (ou f)(x)) et c’est un élément de .%,,(E; F). Lorsque f
est n fois différentiable en tout point de U, I'applicationd™ f : x — d" f(z) de U dans %, (E; F) s’appelle
la différentielle d’ordre n. de f et se note d" f (ou f(")). On dit que f est de classe €" dans U, et on écrit
f e € (U),n > 1, sielle différentiable a I'ordre n dans (i.e. en tout point de) U et sid" f est continue. Par
convention, on dit qu’'une fonction f de U dans F est de classe ¢° dans U, ce que I'on écrit f € €°(U), si
elle est continue dans U. Une fonction f de U dans f qui appartient 3 ¢™(U) pour toutn € N est dite de
classe € dansU eton écrit f € €°°(U).
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THEOREME 1.4.2.

Soient E et F' deux espace normés, U un ouvert de E, v un point deU et f une fonction de U dans F' n fois
différentiable au point xo. Alorsd" f (o) € S (E; F).

Démonstration. En effet, nous avons déja vu ce résultat a la sous-section précédente pour n = 2 (Théoreme [[4.]], page [[4),
démontrons le pour n > 2 par récurrence. Supposons donc le résultat vrai pour n — 1. Comme d" f(zo) ® (h1,...,hn) =
(d(d* ' f)(xo) ® k1) @ (ha,...,hy,), d" f(x0) est déja un fonction symétrique des variables hs, ..., h,. Comme toute permu-
tation de {1, ...,n} est composée d’'un nombre fini de transpositions dont chacune permute deux éléments consécutifs, il suf-
fit de voir que d" f(zo) ® (h1,h2,...,hy,) ne change pas quand on échange hi et ho. Or, on a d” f(zo) ® (h1,h2,...hy) =
(d*(d"2f)(20) ® (h1,h2)) ® (hs, ..., hn), etle résultat découle encore du Théoreme [4.1. O

Remarque 1.4.3. Dans le cas particulier ot E = R, d" f(x0) est une application n-multilinéaire de R™ dans F. Elle s'écrit
donc, (\;) € R™, d"f(x0) ® (A1,..-,An) = A1 ... Aud>f(x0) ® (1,...,1). On identifie toujours d" f (o) avec le vecteur de F'
d" f(xzo) @ (1,...,1) (ce qui redonne la notion usuelle de dérivée n-iéme dans le cas ot F = R) etz — d" f(x) devient une
application de U dans F'.

On notera que si F' est un espace produit (ou une somme directe topologique) alors une fonction f de U C E dans F’ est de classe
%" si et seulement si chacune de ses composantes est de classe ™.
La démonstration de la Proposition suivante se fait aisément en utilisant la Proposition [:4.5, page [[3.

PROPOSITION 1.4.8.

n
Soient E;,1 <1 < n et F des espaces normés et f une application multilinéaire continue de E = H FE; dans
i=1
F. Alors f estde classe € sur E etona:
1. Pourp > n dP f est identiquement nulle.
2.Sip <n,pourtousz € Eeth= (hy,...,h,) € E,ona

df(x)e(hy,... h) = > > (b)),

I={iy,...,i, } 0 permutation
1< <ip del
I1c{1,...,n}

o r)(z, h) désigne l'élément de E dont les coordonnées &; sont&; = x; sii ¢ I et&; = ho(iyir lai-eme
coordonnée de h,;, sii € 1. En particulier d" f est constante.

PROPOSITION 1.4.9.

Soient E, F et G des espaces normés, U un ouvert de E, V un ouvert de F, f une application de U dans
V' et g une application deV dans G. Si f estn fois différentiable en vy € U et si g est n fois différentiable
enyy = f(zg) alorsh = g o f estn fois différentiable en xo. De plus si f € €™(U) etg € €™(V) alors
gofee™(U).

Démonstration. Pour n = 1, cecirésulte de la Proposition [[1.4, page g, la formule donnant la différentielle d'une fonction compo-
sée montrant la derniére assertion de la Proposition dans ce cas. Pour le cas général, on raisonne par récurrence sur n. Supposons
donc le résultat prouvé pour n— 1. Il faut donc voir que dh est n — 1 fois différentiable et, de classe €™~ pour la derniére assertion.
Or dh(x) = dg(f(z)) o df () ce qui peut s’écrire comme la composée de I'application = — (dg(f(x),df(x)) et de 'application
(u,v) — w o v. La seconde application est bilinéaire donc de classe € (Proposition précédente). Pour la premiére, il suffit de
voir que ses composantes sont . — 1 fois différentiables (ou de classe ™ 1), ce qui est 'hypothése pour la seconde et résulte de
I'hypothese de récurrence pour la premiére. La conclusion s’obtient en réutilisant ’hypothese de récurrence. O

ProPoOSITION 1.4.10.

Soient E et F deux espaces de Banach. Lapplication ¢ : 4. (E; F) — £ (F;E) définie par p(u) = u™*
est de classe €>° (c.f. Proposition [[1.5, 3., pageB). De plus, pour toutn > 1, touteuw € 4L (E; F) et tout
h=(hi,....,hn) €EYZL(E;F)",0ona

d"o(u) e h = (-1)" Z utohyqyouTto.iouTt ohymyouTt

o permutation
de{1,...,n}

Démonstration. Nous avons déja vu que ¢ est de classe € (Proposition [.1.5, page f) et que do(u) = ¥(p(u), p(u)) oit 1 est
définie par 1)(v,w) e h = —v o h o w. Montrons qu’elle est de classe " en raisonnant encore une fois par récurrence sur n :
supposons donc le résultat prouvé pour n — 1, et voyons que dy est de classe €™ *. Cela est fort simple : dy est la composée
de Tapplication u +— (@(u), @(u)) qui est de classe €™~ par hypothese de récurrence, et de 'application bilinéaire ) qui est
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de classe ¥ (Proposition [[4:8), et il suffit d’appliquer la Proposition précédente. Pour voir la formule on procéde de la maniere
suivante : soit 1, 'application multilinéaire continue définie par

¢n(u1,...,un+1)o(hl,...hn):(—1)" Z u1Oho-(l)OUQO...OunOhg(n)Oun+1.

o permutation

de{1,..., n}
On doit donc montrer que d" o (u) ® h = 1, (©(u), ..., (u)) @ h. On fait alors ceci par récurrence sur n sans grande difficulté. Les
détails sont laissés au lecteur. O

Définition 1.4.3.

Soient E et I' deux espaces normés, U un ouvert de E et f une fonction de U dans F'. On dit que f est un
difféomorphisme de classe €™ (resp. €>°) de U dans F, si f est bijective si f et f~! sont toutes deux de
classe €™ (resp. €°°).

PROPOSITION 1.4.11.

Soient E et F' deux espaces de Banach, V' un ouvert de E, W un ouvert de F et f un diffeomorphisme de
classe 6" de'V surW. Alors, si f est de classe €™ (resp. €>°), f ! U'est aussi (i.e. f est un difféomorphisme de
classe 6" (resp. €°°)).

Démonstration. En effet, on sait que d(f 1) (y) = (df (f ~*(y)) '. 1l enrésulte que d(f ') estla composée des applications f *,
df etu — u~ !, les deux premiéres étant de classe ™! si f est de classe €™, etla derniére étant de classe €°° (Proposition [4.10).
Raisonnons alors par récurrence sur n. Supposons le résultat vrai pour n — 1, alors f ' est de classe €™ ! ce qui conclut. O

COROLLAIRE 1.
Soient E et F' deux espaces de Banach, V' un ouvertde E, W un ouvertde F et f un homéomorphisme de classe
E" (resp. €°) de V sur W. Si, pour tout x € V, df (x) est un isomorphisme alors | est un difféomorphisme
de classe €™ (resp. €°°).

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la Proposition précédente et de la Proposition [[3-3, page [1. O

COROLLAIRE 2.
Dans les conditions du Théoréme d'inversion locale (Théoréme|[[.3.1, page[[1), si f est de classe €™ (resp. €°°)
alors f est un difféomorphisme de classe €™ (resp. €°°) deV sur W.

COROLLAIRE 3.
Dans les conditions du Théoreme des fonctions implicites (Théoreme[[.3.3, page[I2), si f est de classe €™ (resp.
€°) alors l'applicationg : W — F est aussi de classe €™ (resp. €°).

ProPOSITION 1.4.12.

n
Soient E/;, 1 < ¢ < n, et F' des espaces normés, U un ouvert de E = H E;, xg € U et f une fonction

i=1
de U dans F de classe €7 au point x. Alors, pour tout {j1,...,jp} C {1,...,n}, f admet des dérivées
partielles d'ordre p au point xo, d” f;, ...z, (o) qui sont des éléments de £ (Ej, , ..., Ej; ; F) vérifiant, pour

tous h; = (hi,j)lgjgn; 1<i<p,
(- (dpfril»--zip (zo) @by )e...)®hy;, = (... (dpfwi(r(l)»--zia(p) (z0) hﬂ(l)»iau)) °..)e hﬂ(:")ﬂ'a(pw

pour toute permutationo de{1,...,p}, etona

d’f(xo) ® (h1,...hy) = Z (...(d”ijl...sz(xo)0h1,j1)0...)0hp7jp).
{j1,--,dprC{1,...,n}

Démonstration. Cecise démontre par récurrence sur p comme la Proposition [[4.3, page [[3. O
Par abus de notation, on écrit usuellement d” fz; ...z, (20) = d” fzja(l) i (z0) pour toute permutation o de {1, ..., p}.
Remarquel.4.4. Dansle casoudimE;, = 1,1 < ¢ < p, alpfggi1 gy (z0) est une application multilinéaire de KP dans F

et, comme pour les dérivées partielles secondes, on I'identifie toujours a sa valeur sur (1,...,1). De plus, dans ce cas, grace a

I'invariance par permutation des indices, on écrit plus simplementdpfz?1 __zon (z0) ou méme, encore plus simplement, d° f (zo),

n
otta = (au, . .., a,) est un multi-indice tel que || = Z a; = p.
i=1
18 Licence de Mathématiques Pures de Bordeaux
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De plus, toujours dans ce cas particulier ou1 les E; sont de dimension 1, en regroupant les dérivées partielles en fonctions des
multiindices «, on trouve I'expression classique de la différentielle des fonctions définies sur un ouvert de R"™ a partir des dérivées
partielles :

PROPOSITION 1.4.13.
Soient U un ouvert de R™ et f une fonction, de U dans un espace normé F', p fois différentiable en xo € U.
Alors, avec les notations de ci-dessus, on a :

|
Pl = Y Ed ) n),
(x:((xll,(.x.‘.,:(;n)EN" !

oit ()P = (h,...,h),(h)* =h{" .. hSm, ol = aq). . aglet|o] = a;.
i=1

Démonstration. Ceci se voit facilement par récurrence sur p : supposons la formule vraie pour p et montrons la pour p + 1. En
différentiant la formule a I’ordre p, il vient

A" f(zo) o ()7 =N d'(d* ) (wo)ha(h)",

a i=1

ce qui donne bien, en regroupant les dérivées partielles une formule similaire a celle que I'on cherche. Il faut simplement vérifier

que, tous calculs faits, on trouve le bon coefficient. Or, d* (d® f) = d” f, avec 3 de longueur p + 1, si et seulement si (31, . . ., Bn) =
(a1,...,a; +1,...,ap) pour un certain s tel que 3; # 0. Ainsi le regroupement donne
!
i)W’ = 3 |\ Y g G E g | C o ®)’,
i \azo Pt (B Lo B!
ce qui donne immédiatement le résultat. O

PROPOSITION 1.4.14.

n

Soient E;, 1 < 1 < n, et F' des espaces normés, £ = H FE;, U un ouvert de E, x¢ un point de U et f une
i=1
fonction deU dans F'. Pour que f soit p fois différentiable en x, il suffit qu'elle admette des dérivées partielles
@ fuj, a5, (x) continues au voisinage de x, pour tous {ji1,...,j5,} C {1,...,n}.
Démonstration. 1l suffit de raisonner par récurrence sur p (c.f. Proposition [[4:4, page [3) en utilisant la Proposition précédente. O

Naturellement, on a des énoncés analogues (avec les différentielles directionnelles d’ordre p) a ceux des deux Propositions
précédentes lorsque E est somme directe topologique de sous-espaces.

SECTION 1.5 —

Formule de Taylor,
developpements limites

La formule de Taylor

PROPOSITION I.5.1.
Soient U un ouvert deR, F' un espace normé et f une fonctionn + 1 fois différentiable de U dans F. Alors

d

G (O Q= 0d@+ 4 =07 @) = -,

n!

L@%/& %W 19



CHAPITRE 1. CALCUL DIFFERENTIEL

d
ot la fonction entre parenthése est considérée de U dans F' (c.f. Remarque , page et T désigne la
différentielle au pointt.

Démonstration. C’est un cas particulier du Lemme suivant :

LEMME. Soient I, F' et G trois espace normés, U un ouvert de R, u une application de U dans E, v une application de U dans
F et ¢ une application bilinéaire continue de EE X F dans G. Alors l'application

te S (- DP(dult), d"Po(t))

deU dans F' a pour dérivée

t = o(u(t), d" (1)) + (=1)"e(d" " u(t), v(t)).

Preuve du Lemme. Ceci se voit trés facilement a partir du Corollaire de la Proposition [.I.§, page . O
1

Preuve de la Proposition. Il suffit d'appliquer le Lemme avec £ = R, G = F, p(t,y) = ty,y € Fetu(t) = — (1 —1)". O
n!

Nous allons maintenant avoir besoin de la notion d’intégrale d'une fonction de variable réelle a valeurs dans un espace de
Banach. Sans entrer dans les détails, précisons un peu ce point.

Soit / un intervalle de R, F" un espace de Banach et f une fonction de I dans F'. On peut alors considérer les sommes de Rie-
mann, dans F', associées a f sur /. Comme dans la définition de I'intégrale de Riemann, on définit alors la notion de fonction f
définie sur [ et a valeur dans F' intégrable au sens de Riemann . Il est alors clair que si I est fermé et f continue, par continuité uni-

xT

forme, elle est intégrable au sens de Riemann, et que, si on considere la fonction « — f(t)dt, elle est dérivable (différentiable)

b
sur l'intérieur de I de dérivée en x égale a f(z). En particulier, si f est dérivable et I = [a,b],ona f(b) — f(a) = / f'(t)dt. On

peut aussi, plus simplement, ne considérer (cela nous suffira) que les fonctions réglées :
On dit qu'une fonction f d'un segment I de R dans un espace de Banach F est réglée si elle est limite uniforme, sur /, de fonc-
tions en escalier c’est-a-dire de fonctions h de la forme suivante : il existe une subdivision finie (a;)1<i<» de I = [a,b], a1 = a,
an = b, telle que, sur ]a;, a;11], h soit constante (on ne s'interrese pas a la valeur de h aux points de la subdivision). On définit
b n—1

ensuite I'intégrale d’une fonction en escalier h par / h(t)dt = Z hi(ai+1 —a;) € Fouh; € F estlavaleur prise par h sur
a i=1

|ai, ai+1[. On verifie alors facilement que si i1 et ho sont deux fonctions en escalier, alors i1 — ha en est une aussi (quitte a changer

b
les subdivisions) et / (ha(t) — h2 (t))dtH < (b— a)sup ||h1(t) — h2(¢)]|. De 1a, on déduit que si f est une fonction de I dans
a tel

b
F qui est limite uniforme d’une suite (hy) de fonctions en escalier alors la suite ( / hn(t)dt) est de Cauchy dans F' et donc

n
converge (puisque F' est supposé complet) et sa limite ne dépends pas de la suite (h,) convergeant vers f choisie. C’est cette li-
mite que ’on appelle I'intégrale de f. Naturellement, les fonctions continues sur un segment I sont uniformément continues (I est
compact) et donc limites uniformes de fonctions en escalier. Cette méthode permet donc de définir I'intégrale des fonctions conti-
x
nues a valeurs dans 'espace de Banach F', et la propriété de différentiabilité de x — / f(t)dt est une conséquence immédiate

a

des propriétés de base de I'intégrale ainsi définie.

PROPOSITION I.5.2.
Soient U un ouvert de R contenant [0, 1], F' un espace de Banach et f une fonction de U dans F de classe

¢+, Alors
1, o R L
f(1) = f(0) 4+ df(0) + 5d fO)+...+ ;d f(0) + Td f(t)de.
. . 0 .
Dans cette formule les différentielles d f (0) sont identifiées a un vecteur de F.
Démonstration. Cela résulte aussitot de la Proposition précédente. O

PROPOSITION I.5.3.

Soient U un ouvert deR contenant [0, 1], F' un espace normé et f une fonctionn + 1 fois différentiable de U
dans F. Supposons que Hd”“f(t)H < M,1<t<1.Alors
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(1 -ttt

————et
mr1) ©

Démonstration. En effet, considérons les fonctions ¢(t) = —
1 n _gmn
o) =ft)+ A —t)df(t) +...+ 5(1 —t)"d" f().
(1-0"

1-6)" |
La Proposition dit que ||dv(?)|| < % |d ’+1f(t)H, ce qui donne [|dv(t)] < '
n! n!
résulte du Théoreme des accroissements finis (Théoréme [27]], page B). O

M = ¢'(t). Alors la conclusion

THEOREME 1.5.1 (Formule de Taylor avec reste intégral).
Soient E un espace normé, F' un espace de Banach, U un ouvert de E et f une application de classe ™!
deU dans F'. On suppose que le segment [z, xo + h| est contenu dans U . Alors

1 n
f(xO + h) - f(wo) + ...+ %dnf(xo) [ (h)n + /O\ %d”""lf(xo + th) ° (h)vz+1dt7

oit(h)? = (h,...h) € EP,1<p<n+1.

Démonstration. En effet, considérons la fonction v(t) = f(zo + th), t € [0, 1]. Alors v est de classe €™ et on vérifie aisément,
par récurrence, que, pour tout entier p, d?v(t) = dP f (xo + th) e (k)P (c.f. Proposition [[4.9, page [[5). Le Théoréme est donc un cas
particulier de la Proposition [[5.2. O

THEOREME 1.5.2 (Formule de Taylor-Lagrange).
Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvert de E et f une application n fois différentiable. Supposons
que, pour toutx € U on ait ||d"+1f(x) || < M. Alors, pour h assez petit,

Flro+R) — ) — oo~ S (o) o | < 2L
Tl =Tl
Démonstration. En effet, comme dans la preuve du Théoreme précédent, il suffit d’appliquer la Proposition [[5.3. O

THEOREME 1.5.3 (Formule de Taylor-Young).
Soient E et I deux espaces normés, U un ouvertde E, x( un pointdeU et f une fonctiondeU dans F'n — 1
fois différentiable dans U etn fois différentiable au point x. Alors

Flwo+B) = f(zo) = ... = —d" f(zo) o ()" = o [AI]").

Démonstration. Pour n = 1, c’est exactement la définition de la différentiabilité. Procédons par récurrence sur n et supposons
1 mn n 1 s .

donc le résultat vrai pour n — 1. Soit ¢(h) = f(2o + h) — ... — —d" f(zo) @ (h)". Comme d” f(20) est une forme multilinéaire
n

symétrique, le Corollaire de la Proposition [[I.8, page [, montre que la différentielle de 'application h — d” f (z0) ® (h)P au point
h est 'application linéaire
kv pd® f(zo) e (h,..., h,k).

Si on note pd? f(xo) e (h)P~" cette application (ce qui se justifie par la symétrie de d” f(xo)), on obtient une expression de la
différentielle de pen h :

T, -
dip(h) = df (zo + h) = df(w0) — ... = 57" (w0) & (1) g

Lhypothese de récurrence appliquée a df donne alors ||de(h)|| = o(||k]|"™"), ce qui implique, par le Théoréme des accroisse-

ments finis (Théoreme [2.2, page [{) que, pour toute > 0, il existe > 0 tel que, pour [|h]| < n,ona|e(h) — ¢(0)]] < e||h]|", ce

qui termine la preuve. O

Dans le cas d'une fonction définie sur un ouvert de R", la Proposition [4.13, page [, combinée aux formules de Taylor que
nous venons de donner, redonne la forme classique pour la partie principale :

PROPOSITION 1.5.4.
Dans les conditions de l'une des formules de Taylor ci-dessus, si E = R", on a, avec les notations de la Propo-
sition[[4.13,
h «
flzo+h) = Z () d® f(xzo) + Reste,

al
|| <m
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oit «Reste» est a remplacer par le reste correspondant a la formule considérée, et que I'on peut exprimer avec
les méme notations pour la formule avec reste intégral :

Reste = (n+1) Z (h)'a /1 d*f(z+th)(1 —t)"dt.
al o

|a|=n+1

SOUS-SECTION 1.5.2 l
Développements limités

Pour pouvoir définir la notion de développement limité, il nous faut tout d’abord introduire celle de polyndéme d’un espace
vectoriel dans un autre.

Définition I.5.1.
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K.

1. On appelle polynéme homogéne de degré n, n entier > 1, de E dans F' une application ¢ de E dans
F de laforme p(x) = f(z,...,z) ol f est une application multilinéaire de E™ dans F. Par convention, on
appelle polynéme homogéne de degré zéro une fonction constante de E dans F'.

2. On appelle polynéme de degré n. (ou < n) de E/ dans I' une somme de polynomes homogenes ¢, de
E dans F de degrésp < n.

PROPOSITION I.5.5.
1.Sip : E — F est un polynome homogene de degré n, il existe une application multilinéaire symétrique
g : E" — Ftellequep(x) = g(z,...,z),z € E.

2. Soient E/, F, G et H trois espaces vectoriels surK, ¢ : E — F un polynéme homogene de degré p,
¥ : E — G un polynéme homogene de degré q et ® : F' x G — H une application bilinéaire. Alors

z = B(p(x), 9(x))

est un polynéme homogene de degré p + q de I dans H . Cette propriété permet de définir le «produit» des
polynomes p et ).
3. Plus généralement, si E, F;, 1 < i < n, et H sont des espaces vectoriels, p; : E — F;,1 <1i < n,un
n
polynéme homogene de degré p;, et ® une application multilinéaire de H F; dans G alors

i=1

2= @(p1(2), .- pn(2))

n
est un polynéme homogene de degré Z p; de E dans H.
i=1

Démonstration. Le 2. et le 3. sont évidents et le 1. se voit en considérant

g(xl,...,xn) = Z f(x(,(l),...,xd(n)).

o permutation
de{1,...,n}

Il est utile de remarquer que la notion de polyndéme introduite ici généralise la notion usuelle de polynéme a n variables. En
effet, F/ et F' étant des espaces vectoriels, soit ¢ un polynéme homogene de degré p de E™ dans F'. 1l existe donc une application
f multilinéaire symétrique de (E™)? dans F telle que, pourx € E”,onap(z) = f(z,...,z). Ecrivons #; = (0,...,x;,...,0) €
E" pour tout z; € E; alors

p(z) = | > f(@iy, .. Tiy).

Comme [ est symétrique, on peut «regrouper» les x;; d’indices égaux d’oti :
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PROPOSITION I.5.6.
Soient I et F' deux espaces vectoriels et p un polynéme de degré p de E™ dans F'. Pour0 < ¢ < p, il existe une
application multilinéaire f; de (E™) dans F telle que

pla) =3 > fillz)™, o (@) ™),

i=1 a=(a1,...,ar)€{1,...,n}"
|| =32 evj=i
a; fois
()* = ((0,...,24...,0),...,(0,...,24...,0)) € (E™).
En particulier, siE =K et F' = € (U;G) ouU est un ouvert deK™ et G un espace normé, on a
o(z) = Z co(z)xit . apm,

a=(a,...an)€{L,n}"
la|=3 a; <p

x = (z1,...x,) € K", et oil ¢, est une fonction continue de U dans G, ce qui donne la notion usuelle de
fonction polynémiale de U dans G lorsque les fonctions c,, sont constantes.

Définition 1.5.2.
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. Soit ¢ une application de F dans F, et, pour tout h € E, soit
Ay la fonction de E dans F' définie par

App(r) = p(z + h) — ().

1. On appelle différence (symétrique) seconde de ¢ relative aux points 1 et xo de FE la fonction
Ap, Ay, = Ay, (Ag, ) qui vaut, au point x,

Apy Aay () = (2 + 21 + 22) — (2 + 21) — (2 + 22) + p(2).

En particulier, la notation est justifiée par le fait que A, Ay, = Ay, Ay, 0.
2. Pour tout entier n > 2, on appelle différence (symétrique) n-iéme de ¢ relative aux points 1 ,..., T,
de E lafonction A, ... A, ¢ = A, (A, ... Az, _, ). Explicitement, cette fonction est :

T Z (=)™ Po(x + x4y + ...+ x4,).
0<p<n
1< <ip
1<i;j<n

En particulier, pour toute permutationo de {1,...,n},onaly, ... Ay o =0y Dy P

PROPOSITION I.5.7.
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K, et

P = Z%‘
i=1

un polynéme de degré n. Soit f,, : E™ — F une application multilinéaire symétrique telle que o, (x) =
folz, ... x). Alors:

1. Pour tout h dans E, Ao est un polynéme de degré < n — 1.

2. Pourtous x,...,xpdans E, Ay, ... A, o =nlfp(z1,...,25).

Démonstration. On démontre ceci par récurrence sur n. pour n = 1, on a App(x) = ¢1(h), ce qui montre le résultat dans ce
cas. Supposons donc la Proposition vraie pour n — 1. Vérifions tout d’abord le premier point : en tenant compte du fait que f, est
symétrique, on a, en écrivant A = Appn + Ap(wo + - .. + pn—1) et en utilisant 'hypothese de récurrence,

Apo(z) =nfo(z,...,z,h) +Y(x,h) (1.5.1)

ol ¢ est, en z, un polyndme homogene de degré < n — 2, ce qui montre le 1. Vérifions maintenant le 2. En écrivant ([5.1)) pour
h =z, € F, on peut écrire A;,, 0 = Yn—1 + ... 1o oll Y; est un polyndme homogene de degré i dépendant du parametre z,, et,
deplus,pouri =n—1,¢Yn_1(z) = gn-1(z,...,z) avec gn—1(z1,...,Tn-1) = nfn(x1,...,Tn—1, Tn). On applique maintenant
I'hypothese de récurrence 3 Ay, 0 : Ay, ... Ay, (Dan ) = (n—1)lgn_1(z1,...zn—1) ce qui termine la preuve. O
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COROLLAIRE 1.
La donnée d’'un polynéme p : E — F détermine de maniere unique les polynémes homogenes p; tels que
n

Y= Z%‘-
i=0

Démonstration. En effet, c’est clairement vrai pour n = 0, et, si on suppose cela vrai pour n — 1, la Proposition montre que
o détermine entierement 1’application multilinéaire symétrique f,, donc ¢, et il suffit d’appliquer '’hypothese de récurrence a

¥ = Pn. O

De ce fait ; s’appelle la composante de degré ¢ de (.

COROLLAIRE 2.
Etant donné un polynéme homogeéne o,, de degrén, il existe une et une seule application multilinéaire symé-
trique f,, : E™ — F telle que p,,(z) = fn(z,...,x).

La notion de polynémes introduite ci-dessus est abstraite. Dans le cas oi1 les espaces E et f sont des espaces normés, il faut
voir ce que signifie qu'un polynéme est continu :

PROPOSITION 1.5.8.

n
Soient E et F' deux espaces normés et p = Z w; un polynéome de degré n. Pour tout i soit f; l'application
i=0

multilinéaire symétrique de E' dans f déterminée par p; (Corollaire B ci-dessus). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Les applications f; sont continues.

(ii) Les polynémes homogenes p; sont continus.

(iii) @ est continu.

(iv) p est continu a l'origine.

() L exister > 0 tel que sup ||¢(x)| < +oo.

<

x T

(vi) Pour toutr > 0, sup ||Zo(x)|| < 400.

llz]|<r

Démonstration. 1l est clair que (i)=>(ii)=-(iii)=(iv). Montrons que (iv) implique (i) par récurrence sur n. Laffirmation pourn = 0
étant triviale, supposons le résultat vrai pour n — 1. D’apres la Proposition , I'application f, est %Aml ... Az, pqui(d’apres
la Définition [5.7, page précédente) est une somme d’expressions de la forme (a un facteur multiplicatif pres) ¢ (z:,, ..., 2, ) ; ces
expressions étant continues en zéro par hypothese, il en est donc de méme de f,, qui est donc continue partout ce qui implique que
n est continue. Alors ¢ — ¢y, est continue en zéro et ’hypothese de récurrence entraine la continuité de tousles f;, 0 < i <n—1.

Limplication (i)=-(vi) est trés simple : d’apres la carctérisation des applications multilinéaires continues, les f; sont bornées
sur la boule fermée B(0,7) ce qui entraine la méme chose pour les ; et donc pour . Comme (vi)=>(v) est évidente, il n’y a plus
qu’a voir que (v)=-(i). On proceéde a nouveau par récurrence sur n. Pour n = 0 c’est évident, supposons donc le résultat obtenu
pour n — 1. Le raisonnement est similaire aux précédents : si o est bornée sur la boule 5(0, 7) alors il en est de méme de f, et, par
suite, aussi de ¢, et on peut donc appliquer '’hypotheése de récurrence a ¢ — . O

Définition 1.5.3.
Soient F et f deux espaces normés, V un voisinage de zéro dans E, n un entier positif et f une fonction de
V dans F. On dit que f est tangente a zéro a l'origine a I'ordre n si || f(z)|| = o(||z||"). On dit que deux
fonctions f, et fo de'V dans F' sont tangentes a I'origine a 'ordren si f; — fo est tangente a zéro a I'origine
al’ordren.

La Définition [5.2, page précédente montre que :

PROPOSITION I.5.9.
Dans les conditions de la Définition ci-dessus, si f est tangente a zéro a l'origine a l'ordren, on a

18z, -+ Aa, fO) = o(([lza ]| + - - flnl))™)-

Définition 1.5.4.

Soient E et f deux espaces normés, U un ouvert de E, xy un point de U et f une fonction de U dans F'. On
dit qu'un polynéme ¢ : E — F de degré < n est un développement limité de f a I'ordre n au point x si
la fonction x — f(x( + x) est tangente a I'origine a p a I'ordre n. Autrement dit si

1f (zo + ) = ()| = o([l=[|")-
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PROPOSITION 1.5.10.
Soient E et f deux espaces normés, U un ouvert de E, xo un pointdeU et f une fonction deU dans F'. Si o1
et o sont deux développements de f a l'ordren en x alors p1 = 3.

Démonstration. C’est exactement le Lemme suivant :

LEMME. Siun polynéme de degré < n est tangent a zéro a l'origine a l'ordre n il est identiquement nul.

n
Preuve du Lemme. La preuve se fait par récurrence sur n. Supposons le Lemme montré pour n — 1. Si on pose ¢ = E i, etsi fn
i=0

est 'application multilinéaire symétrique associée a ¢,,, les Propositions [[5.7, page B3 et [5.9 montrent que, pour € > 0 il existe
n > 0tel que, pour ||z1|| + ... + ||zn]] < pona | fu(z1,...2n)|| < e(|lzi|| + ... + ||zn]])". Comme f, est multilinéaire, ceci
implique f,, = 0, et, donc ¢ est un polynéme de degré < n — 1 qui est tangent a zéro a 'origine a I'ordre n — 1. Lhypothese de
récurrence donne le résultat. O

O

PROPOSITION I.5.11.
Soient E et f deux espaces normés, U un ouvertde F, xo un point deU et f une fonction deU dans F. Suppo-
sons que f admette un développement limité p a l'ordren en xy. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f est continue en x.
(ii) ¢ est continu.

Démonstration. Cecirésulte de la Proposition [[5.8, page précédente. O

PROPOSITION 1.5.12.
Soient E et f deux espaces normés, U un ouvert de E, xy un point deU et f une fonction continue deU dans
n

F'. Supposons que f admette un développement a l'ordren ¢ = Z p; enxq. Alors :

=0
P

1. pour toutp < n, Z w; est le développement limité a l'ordrep de f en x.

i=0
2. Si f,, est la forme multilinéaire symétrique associée a p,,, on a

1Az, - A, f(20) = nlfn(2y, - )|l = o(([[ea]] + -+ lzn[)")-

n

Z pi(z)

i=p+1
nue (Proposition [[5.8, page ci-contre. Le 2. se déduit des Propositions [[5.9, page précédente, et [.5.7, page 3. O

Démonstration. Pour montrer le 1., il suffit de voir que = of||z||?). Mais ceci est évident car ¢ est supposée conti-

PROPOSITION 1.5.13.
Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvert de E, xo un pointdeU et f une fonction n fois différentiable
au pointxy deU dans F'. Alors :

- 1 . ,
1. f admet un développement limité a l'ordren enxo ¢ = Z i olLp;(x) = 5dlf($o) o ()"

i=0
2.0na

1Az, - Ag, f20) = d" f(zo) @ (1, 2n) || = o((lz2]| + .- + [[n]))™)-

Démonstration. C’est une conséquence de la formule de Taylor-Young (Théoreme [[5-3, page E1)) et de la Proposition précédente.
O

PROPOSITION 1.5.14.
Soient E, F', G et H des espaces normés, U un ouvertde E, V un ouvert de F.

1. Soient f et g deux applications deU dans I et xy un pointdeU. Si f et g admettent un développement
limité a l'ordre n au point x, il en est de méme de f + g et son développement limité est la somme des
développements de f et g.

2. Soient f une application de U dans F, g une application de U dans G, ® une application bilinéaire
continue de F' x G dans H et xy un point deU. Si f (resp. g) admet un développement limité ¢ (resp.
) a lordre n au point xo alors la fonction h de U dans H définie par h(x) = ®(f(x),g(x)) (e le
«produit» de f et g) admet un développement limité a l'ordre n au point xq. Plus précisément, soit \ le
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2n
polynéme définit par (c.f. Proposition , page %} Az) = ®(p(x), 1 (x)), et posons A = Z ;. Alors

i=0

0= Z \; est le développement limité a l'ordren de h au point x.
i=0
3. Soient f une fonction de U dans V', g une fonction de V dans G, xo un point de U et yo = f(x0).
n

On suppose que f (resp. g) admet un développement limité a l'ordre n ¢ = Z Vi, Yo = Yo, (resp.

i=0
n

P = Z ;) au point xq (resp. yo). Alors g o f admet un développement limité a l'ordre n, w, au point
i=0

n
xo donné par la formulew(x) = g o f(xo) + Z Z D (i, (), .., @i, (x)) |, ot Y, désigne
j=1 \i1+...4+i;<n
Lapplication multilinéaire symétrique (de F dans G) associée a);.

Démonstration. Le 1. est évident, vérifions le 2. On écrit f(xo + =) = p(z) + r(x) et g(xo + ) = ¥(x) + s(x) our et s sont des
o(||z||™), etona

O(f(wo + 2),9(w0 + 7)) — P(p(2),P(2)) = P(p(2), 5(2)) + (r(z),P(2)) + (rz), s(z)),

et, d’apres la caractérisation des applications multilinéaires continues, le membre de gauche de I'égalité ci-dessus est un o(||z||");
on conclut en notant que A — y est aussi un o(||z||™).

Montrons maintenant le 3. Comme précédemment écrivons f(zo + ) = ¢(z) + r(z) et g(yo + y) = ¥(y) + s(y) our (resp.
s) estun o(||z||™) (resp. o(||y]|™)). I est clair que s(p(x) + r(z)) = o(]|z||™), et, en posant h = g o f, il vient

h(zo + ) = h(zo) + Z%‘ (Z i) + 7“(96)> +o([|z[]")-

Chaque terme ), (Z vi(z) + r(w)) est une somme de d’expressions de la forme 1; (p;, (2), ..., wi;(x)),1 < ip < n,o0u

i=1

¥i(...,r(x),...), les seconds étant des o(||z||™). Pour conclure, il suffit de voir que ¢; (s, (z), ..., ¢i;(x)) est un polyndme
homogene de degré 7; + ... + i; ce qui résulte de la Proposition [[5.5, page P2 O
COROLLAIRE.

Soient E, F et G des espaces normés, U un ouvertde 2,V un ouvertde F, f une fonction deU dansV , g une
fonction deV dans G, x¢ un point deU etyy = f(xo). On suppose que f estn fois différentiable au point x
et que g estn fois différentiable au point yy. Soith = go f. Pourl < p < n, soit ¥,,(z) le polynéme homogene
donné par la formule

Lo L i L i

=3 | X gt (G ) s @l ) s () )
j=1 \di1+...+i;=p

Alors la différentielle d'ordrep de g o f au point x est

1
dp(g o f)(xO) i (h17 .. '7hp) = ﬁAhl .. .Ahp\l’.

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate de la Proposition précédente et de la Proposition [[5.7, page 3. O

SOUS-SECTION 1.5.3 l
Opérateurs differentiels

Soit U un ouvert de K™. Rappelons (c.f. Remarque [[44, page [§) que, pour @ = (a1,...,ap) € {1,...,n}?, onnote
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Définition 1.5.5.
Soient U un ouvert de K" et I' un espace normé. Si P est un polynéme a n variables de degré p et a coeffi-
cients dans ¢ (U; F'),

P(x) = Z Co(z)xit . apm,

a=(ai,...,an)
lal<p

on appelle opérateur différentiel associé a P ou opérateur différentiel linéaire I'application Dp de I'en-
semble des fonctions p fois différentiables de U dans F' définie par

Dpf(x)= Y cal®)df(a).

a=(ay,...,an)
la|<p

PROPOSITION 1.5.15 (Formule de Leibnitz).

Soient E, F et G trois espaces vectoriels, ® une application bilinéaire de E x F dans G, U un ouvert de K™,
f (resp. g) une fonction p fois différentiable de U dans E (resp. F'). Soit P un polynéme an variables de degré
p a coefficients dans € (U; G). Posons

P(x14+y1,. ., Tn +Yn) = anﬁx?l Lalnyt B
a,B

Alors

P(2(f,9))(@) = Y cap®(d” f(z),d’g(x)).
o,

Démonstration. 1 suffit clairement de montrer ceci lorsque P est un monome M (z) = z$*...2%", |a| < peta; > 1.En
raisonnant par récurrence sur p, et en écrivant M (z) = 1M (x), ona Dy; = D, Das. En développant Dy (z + y) et en utilisant

I'hypothese de récurrence, on peut écrire Dy P (f, g) = Z fykfb(DMlg f, DM,Q'Q)’ out Mj, et M}/ sont des mondmes d’ol1 on déduit
k
(Proposition [LT.5, page B)

Dy ®(f,9) = Z%(‘I)(le D]\/I,’cfv DM,;’Q) + q’(DM,; [, Dz Dy g)),
k

ce qui s’écrit encore Z v ®(D ~7 f, Dn,g), la sommation étant étendue aux couples de mondmes (1V; +, N} tels que N;, =

h
x1Mj, et N}/ = M/ oubien N;, = Mj, et N;/ = y1 M}/ pour un indice k. Ceci donne la Proposition. O

SECTION 1.6

Applications

SOUS-SECTION 1.6.1 l
Maxima et minima relatifs

Dans toute cette sous-section on considere des fonction d'un ouvert U d'un espace normé E dans R.

Définition 1.6.1.
Soient ¥ un espace normé, U un ouvert de E et f une fonction de U dans R. On dit que f admet un
minimum (resp. maximum) relatif en x( € U s’il existe un voisinage V' de xy dans U tel queVx € V,
f(@) > f(xo) (resp. f(z) < f(xo). De plus, on dit que ce minimum (resp. maximum) est strict si I'inégalité
est stricte pour tout x # x.

On dira que f admet un extremum relatif en g si elle admet un minimum ou un maximum relatif en ce point.
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PROPOSITION I.6.1.
Soient E un espace normé, U un ouvert de E, xo un point de U et f une fonction de U dans R. Si f est
différentiable en x et si elle admet un extremum relatif en xo alors df (xo) = 0.

Démonstration. En effet, pour h € E,lafonctiont — f(zo+th) (quiest définie pour |¢| assez petit) admet un extremum relatif en
t = 0 ce qui implique que sa dérivée en 0 est nulle. D’apres la Proposition Proposition [.1.4, page P, on a donc df (zo) ¢ h = 0. O

Rappelons maintenant quelques résultats élémentaires concernant les formes quadratiques. Soit ¢ un polyn6me homogeéne
de degré 2 d'un espace vectoriel £ dans R (on appelle forme quadratique réelle sur £ un tel polynéme). Il existe donc une
unique forme bilinéaire symétrique ¢ de E X F dans R telle que p(z) = @(z, z), et elle est donnée par la formule @(z1,z2) =
1 (p(z1 + m2) — p(x1) — @(2)). On dit que ¢ est positive (on écrit p > 0) sip(z) > 0 pourtoutz € E c’estadiresi ¢(z, z) > 0
Vx (on dit aussi que @ est positive).

Si E est un espace normé, et si ¢ est continue, alors ¢ est une forme bilinéaire continue. Dans ce cas les notions algébriques

usuelles se définissent, pour nous, dans le cadre topologique :

Définition 1.6.2.
Soient I/ un espace normé et  une forme quadratique réelle continue sur . On dit que ¢ est non dégénérée
si la forme bilinéaire symétrique continue associée considérée comme application de E dans son dual E’
est un isomorphisme d’espaces normés (i.e. si 'application x — @, ot ¢, (y) = @¢(x,y) est bijective et son
inverse est continue).

PROPOSITION 1.6.2.
Soient E' un espace normé et v une forme quadratique réelle continue sur E.
1. Si o est non dégénérée, la relation «p(x,y) = 0Vy € E» impliquex = 0.
2. i est positive et non dégénérée il existe une constante \ > 0 telle que, YV € E, onap(x) > \|z|*.

Démonstration. Le 1. est évident, et, en dimension finie la réciproque est aussi vraie, mais ce n’est, en général, plus le cas en di-
mension infinie. Vérifions le 2. Soit x — %, I'isomorphisme de E dans E' associé a 0. Comme ¢ est non dégénérée, par définition,
il existe une constante > 0 telle que ||z|| < ||z ce qui se traduit par I'existence d'un y € E de norme inférieure a 1 tel que
llzl| < 2u|p(z,y)|. Linégalité de Cauchy-Schwarz implique alors ||z||* < 4u%@(x)p(y) < Mp?p(z), car, ¢ étant continu, elle
est bornée sur la boule unité. O

THEOREME L.6.1.
Soient E un espace normé, U un ouvert de E, o un point deU et f une fonction deU dansR. Si f est deux
fois différentiable en x et si elle admet un minimum relatif en o alors df (z9) = 0 etd? f (zo) > 0.

Démonstration. En effet, d’apres la Proposition [6.1], de la présente page, la formule de Taylor-Young (Théoreme [[5-3, page E1))
sécritici f(zo + =) — f(x0) = 3d*f(x0) ® (z,2) + r(x), avec r(z) = o(||z||*). Lhypotheése implique donc que, pour z € E et
|t| assez petit, d° f(xo) ® (tz, tx) + 2r(tz) > 0, c’est-a-dire, en posant 2r(tx) = t2e(t, x), d* f(20) ® (x,x) 4+ £(t, ) > 0. Comme

e(t, z) tends vers zéro quand ¢ tends vers zéro, le Théoréme en résulte. O

Bien stir la réciproque de ce Théoreme est fausse. On a seulement le résultat plus faible suivant :

THEOREME 1.6.2.
Soient E un espace normé, U un ouvert de E, x¢ un point de U et f une fonction deU dansR. Si f est deux
fois différentiable en x et sidf (z) = 0 etd? f (o) est positive et non dégénérée alors f admet un minimum
strict en xg.

Démonstration. En effet, la formule de Taylor-Young et la Proposition précédente implique qu'il existe une constante A > 0 telle
que

flan +2) = fla0) 2 (§ +<@) ) ol

et, pour ||z|| assez petit, ona A\/2 + () > 0. O

Remarque1.6.1. 1. On a bien stir des énoncés analogues pour les maxima relatifs.

2. Le Théoréme ci-dessus donne une condition suffisante d’extémum. Mais cette condition n’est naturellement pas nécéssaire.
Dans de nombreux exemples, I'utilisation de la formule de Taylor avec reste intégral permet de conclure lorsque I'on ne sait pas si
d? f(x0) est non dégénerée.
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1.6. APPLICATIONS

SOUS-SECTION 1.6.2 l
¢ -conjugaison

Définition 1.6.3.
Soient E, F', E; et F des espaces normés, U (resp. Uy) un ouvert de E (resp. F), O (resp. O1) un ouvert de
F (resp. F}), f une fonction de U dans O et f, une fonction de U; dans O .

1. On dit que f est €*-conjuguée a f, s'il existe des difféomorphismes de classe €* ¢ de U dans U, et
Y de O dans Oy telsque f; = o fo L.

2. Soientxo € U etx; € U,. Ondit que f est localement ¢’* -conjuguée a f, au voisinage de x et x, s'il
existe V C U (resp. W C O) un voisinage de x (resp. f(x)) et Vi, C Uy (resp. W1 C O1) un voisinage de
xy (resp. fi(x1)) telsque fiy = V — W, fiy, + Vi — Wiet fiy est%k—conjuguéeéflm.

La notion de ‘é’k-conjugaison est facile a retenir en se souvenant des diagrammes commutatifs de la FiG. [.6.1], de la présente
page.

f fiv
U 0] Vv w
@ Y @ P
f1 fiwva
U O1 Vi Wi
fi=vofop? fiy =vdo fiyop™?

FIG. 1.6.1 - €*-conjugaison

Par exemple, tout ¢*-difféomorphisme est ¢*-conjugué a I'identité.

Dans la suite de cette sous-section nous allons essentiellement considérer des espaces normés de dimension finie. Il est alors
particulierement interressant d’essayer de réduire, par ¢’* -conjugaison, une fonction donnée a une fonction de K™ dans K™. Pour
ce faire, le langage de coordonnée locale est trés commode.

Soit E un espace normé de dimension finie sur K, et U un ouvert de E. Si (e;)1<i<n» est une base de E, tout élement = de E

n
s’écrit de maniere unique u = Z use;, et, I'application u — (u1, ..., un) estunisomorphisme de E sur K", sin estla dimension
i=1
de E. Pour tout i, soit z; la fonction (linéaire) de E dans K définie par x;(u) = wu;. Alors, on dit que le n-uplet de fonctions
(z1,...,zn) estun systtme de coordonnées linéaires sur E. Plus généralement :
Définition 1.6.4.

Soient E un espace normé de dimension finie U un ouvert de E' et xo un point de U. On appelle systéme de
coordonnées locales en x de classe ¢€* la donnée de dim F fonctions z; de U dans K de classe €* telles
que l'application x +— (21(), ..., %aim 2(7)) de U dans K™ F soit un difféomorphisme de classe ¢* au
voisinage de xq. Lorsque les fonctions x; sont linéaires, on dit que le systéme est linéaire.

Le Théoreme d’inversion locale (Théoréme [377], page [1)) implique aussitot le critere suivant :

PROPOSITION 1.6.3.

Soient E un espace normé de dimension finie et xo un point de E. Une application de classe €* © —
(z1(2), ..., 20 (7)) d'un voisinage de xo dans K™ est un systéme de coordonnées locales de classe €* en
si et seulement si les formes linéaires dx1(xg), ..., dx,(xo) forment une base de E'. En d'autres termes, si le
déterminant de la matrice jacobienne en x associée a l'application est non nul.

Avant de poursuivre, précisons l'utilisation que I'on fait généralement des coordonnées locales en dimension finie. Suppo-
sons donc que E est un espace normé de dimension finie n et F' un espace normé de dimension finie m. Soit ¢ un point de
E. Supposons que I'on soit dans la situation suivante : il existe un voisinage U de zo dans F, f une application de classe €*
de U dans F, V un voisinage de yo = f(zo) dans F tel que f(U) C Vetye : U — R"ety : V — R™ deux sys-
temes de coordonnées locales aux points xo et yo. Si on note ¢ = (z1,...,%n) et = (y1,...,Ym), on dit que la fonction
fi (1, x0) — (fuu(@1,...%0), ..., fim(@1,. .., %)) définie par fi = 1 o f o ¢!, et qui est €*-conjuguée 2 f, est
Pexpression de f dans les coordonnées locales (), (y; ).

Reprenons I'exemple d'un €*-difféomorphisme d'un ouvert U d’un espace normé E de dimension n dans un espace normé
F de méme dimension. Si 2o est un point de U, choisissons un systeme de coordonnées locales (y1,...,y.) de classe €* en
yo = f(xo). Alors le systeme (z1,...,Zn) 00 z; = y; o f est clairement un systéme de coordonnées locales en xo (composé
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de deux difféomorphisme) de classe *. Clairement, I'expression de f dans les coordonnées locales (z;), (y;) est I'application
identique. Ceci peut se généraliser aisément au cas o la différentielle de f au point x¢ est soit surjective soit injective.

PROPOSITION 1.6.4.
Soient E' et F' deux espaces normés de dimensions finies de dimensions respectivesn et m, U un ouvertde F,
xo un pointdeU et f une application de classe 6%,k > 1, deU dans F.

1. Sidf (o) est surjective, f est localement €* -conjuguée a la projection canonique

(T1, -y Ty e o @) = (X1, Ta)

de K" dans K™.
2. Sidf (xo) est injective, f est localement €'* -conjuguée a l'injection canonique

(1., Zpn) — (T1,...,Zpn,0,...,0)

de K" dans K™.

Démonstration. Montrons tout d’abord le 1. Puisque df (o) est surjective on a n > m. Soit (y1, ..., Ym) un systéme de coor-
données locales en f(xo). Posons z; = y; o f 1 < ¢ < m. Comme df (xo) est surjective, les formes linéaires dz;(xo), 1 <
i < m sont linéairement indépendantes et on peut trouver n — m formes linéaires z; m + 1 < j < n sur E de sorte que
(dz1(x0),...,dTm(T0), Tm+1, - - -, Trn) forme une base de E’. La Proposition précédente montre que (z1, ..., T ) est un sys-
téme de coordonnées locales en z( ce qui termine ce cas.

Vérifions maintenant le 2. Ici df (zo) est injective ce qui impose n < m. Soit (z1, . . ., Z, ) un systéme de coordonnées locales en
xo.Posons F' = df (z0)(E)®S etsoit (z,,, 1, . . . , T1, ) un systtme de coordonnées linéaires sur S de sorte que (T1, . . ., Tn, Tr 1, -« -, Try)
est un systéme de coordonnées locales au voisinage de (zo,0) dans U x S. Soit ¢ : U x S — F la fonction définie par
o(u,s) = f(u) + s de sorte que dp(xo,0) ® (h,k) = df(xo) ® h + k, et, par suite, dp(xo,0) et un isomorphisme de sorte
que ¢ est un difféomorphisme au voisinage de (zo, 0) (Théoréme [.3.1, page [L1)). Posons ensuite 4; = z; 0 o * pour 1 < i < net
yi = 2h ot pourn+1 < i < m. Clairement les formes linéaires dyi(f(z0)),1 < i < m, formentune base de F’, ce qui, d’apres

la Proposition précédente montre que (y1, - . ., Ym ) €st un systeme de coordonnées locales sur F’ en f (o). Par construction, on a
yiof =mzipourl <i<nety;of =y op(,0) =z(0)=0pourn+1 < i< m.Lexpression de f dans les coordonnées (z;)
et (y;) est donc bien l'injection canonique de K™ dans K™. O

THEOREME 1.6.3 (Théoréme du rang constant).
Soient E et F' deux espaces normés (considérés sur R) de dimensions finies, U un ouvert de E, x( un point de
U et f une application de classe 6" deU dans F. Pour que f soit € -conjuguée a une application linéaire en
xo, il faut et il suffit que le rang de df () soit constant sur un voisinage de x.

Démonstration. La condition est évidement nécessaire, la différentielle d'une application linéaire étant égale a elle méme en
tout point. Démontrons qu’elle est suffisante. Par translation, on peut supposer que xo = 0, f(zo) = 0, et, on peut choisir
des coordonnées linéaires (z;) sur E et (y;) sur F telles que, dans ces coordonnées, df (zo) soit I'application (z7,...,x,)
(zl,...,7,,0,...,0), r étant le rang de df (zo). Nous identifions maintenant F a R" et F' a R™ par ces coordonnées. Soient f;,
1 < i < m, les composantes de f et considérons I'application ¢ de U dans R" définie par o = (f1,..., fr,Tj41,- .., 2y ). Le choix
des coordonnées implique que dy(0) est I'identité, et, par le Théoréme d’'inversion locale (Théoreme [3.], page [1), 1 = f1, ...,
Tr = fr, Tr41 = Tpyq, ..., Tn = T, est un systeme de coordonnées locales en 0. Par construction, 'expression de f dans
les coordonnées (z;) et (y.) est (z1,...,2n) — (@1,... %0, Fri1(x),. .., Fm(x)) ot les Fj sont des fonctions de classe € de
(z1,...,zs). La matrice jacobienne de cette application contient la matrice identité » X r, et comme son rang au voisinage de 0
estégalar, tout bloc (r + 1) X (r + 1) que I'on en extrait est de déterminant nul. Par suite, les dérivées partielles de F; par rapport
a toute ¢-eme coordonnées, ¢ > r, sont nulles ce qui montre que les fonction F; ne dépendent pas de 41, ..., . Posons alors
YL =YL Yr =Y Yrt1 = Ypgp1 — Frp1 (Y1, .- Yr)s oo, €0Ym = Y — Fim (Y1, - . . yr). Ceci nous définit clairement un nouveau
systeme de coordonnées locales au point 0 = f(0) (car les fonctions définissant les y; en fonction des y; sont inversibles). Si on
exprime alors la fonction f dans les coordonnées (z;) et (y;) on trouve clairement (z1,...,%n) — (z1,...,2Zr,0,...,0) ce qui
est le résultat cherché. O

Nous avons vu ce que 1'on peut dire, en termes de €’*-conjugaison, lorsque df (zo) est soit injective soit surjective. On peut se
poser la question de savoir sil’on peut dire quelque chose quand df (zo) = 0. Sans hypothése supplémentaire, il est facile de voir
que 'on peut avoir a peu prés n'importe quoi. C’est pour cette raison que I'on introduit la notion de point critique non dégénéré :

Définition 1.6.5.

Soient U un ouvert d’'un espace normé (réel) et f une application de U dans R de classe €*, k > 2. Ondit
que o € U est un point critique non dégénéré de f si df (xo) = 0 et si d* f(x) est une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée (c.f. sous-section précédente).

Le Théoréme suivant est un analogue des résultats précédents dans le cas des point critiques non dégénérés :
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THEOREME 1.6.4 (Lemme de Morse-Palais).
Soit f une fonction réelle de classe €*+2, k > 1, définie sur un voisinage de l'origine d’un espace de Hilbert
réel E.On suppose que 0 est un point critique non dégénéré de f. Alors il existe un difféomorphisme de classe

€%, o, au voisinage de 0 tel que p(0) = 0 et f(z) = 5d*f(0) o (¢(z), ¢(z)), au voisinage de 0.

Démonstration. Elle est basée sur un Lemme dont la preuve est similaire a celle du Lemme utilisé pour la démonstration du Théo-
réme se Stone-Weierstrass :

LEMME. Soient E un espace de Banach et L € £ (F) tel que ||idg — L|| < 1.Alors il existe une suite de polynémes en L qui
converge, dans l'espace de Banach £ (E), vers un endomorphisme R, noté \/L tel que R?> = L. De plus, il existe un voisinage U de
idg tel que la fonction L — /L soit un difféomorphisme de classe €°° de U sur son image.

Démonstration du Lemme. Définissons, par récurrence, une suite (A, ) d’'éléments de .7 (E) en posant Ag = 0, An 41 = % (idp —
L+ A2).Posons a = |lidg — L|| < 1. Par récurrence on voit tout d’abord que || A, || < v/a : en effet, si cela est vrai au rang n, on
al|An+1]| < 3(a+ a) < \/a. remarquons ensuite que pour tout entierp > lona Anqp — An = 3(A%,, 1 — AL_;), etcomme
les A; commutent deux a deux (ce sont des polynémes en L), il vient

1
An+p — A, = §(An+p—l - An—l) o (An+p—1 + An—l),

d’oti on déduit || Anyp — A < v/@||Anip_1 — Apn_1]|. Par récurrence on obtient donc || A, 1, — An | < (v/a)"*". Ceci montre
que la suite (A,,) est de Cauchy dans .Z(E), et comme cet espace est complet, elle converge vers B € .Z(FE). Alors R = idg — B
est I'endomorphisme cherché. De plus, on remarque que si L € B(idg,r), r < 1, alors, R € B(idg,+/r). Reste a voir que
I'endomorphisme R = +/L ainsi construit 2 partir de L € B(idg, ) définit une application de classe € sur cette boule (pour r
assez petit). soit .2 I'application de classe®> de .Z( F) dans lui méme définie par 2(A) = AZ. Sa différentielle étant d.2(A) e h =
Aoh+ hoA,ilenrésulta que d2(idg) est inversible. Le Théoreme d’inversion locale (Théoreme [3.], page [[1) entraine donc
que 2 est un difféomorphisme de classe > (Proposition [4.TT], page [[) dans un voisinage U de idg. Si on prend r assez petit
pour que B(idg,r) C U, I'application L — +/L que nous avons construite est nécessairement I'inverse de 2, ce qui termine la
preuve du Lemme. O

Démonstration du Lemme de Morse-Palais. Nous pouvons supposer que U est une boule ouverte de centre 0. Appliquons la formule
de Taylor avec reste intégral (Théoreme [5-1], page 1)), tout d’abord a f puis ensuite a df, il vient successivement :

flx) = /0 df (tz) e xdt,

et N
df (tz) = / d’ f(stz) e tads,
0

compte tenu des hypotheses, et, par suite

1,1
= d* o () tdsdt.
f(z) /0 /0 f(stz) o (x) tdsdt
Alors si on pose
g(x) = / / d? f(stx)tdsdt,
0o Jo

on peut écrire f(z) = g(z) o (x)*. Ainsi, g est une application de classe ¥* de U dans . (E, E; R) qui s'identifie canoniquement
a.Z(E; E'). Alors, le Théoréme sur la caractérisation du dual d’'un espace de Hilbert entraine I'existence de A(x) € .Z(FE) tel que,
pour tout h, k dans F on ait

g(z) e (h,k) = (A(z) e h, k). (1.6.1)

En particulier, il vient

SET(0) @ () = g(0) o ()* = (A(0) o 2,2)

ce qui montre que A(0) est un isomorphisme puisque 0 est un point critique non dégénéré par hypothese.
Nous cherchons un difféomorphisme local ¢ tel que ¢(0) = O et f(z) = $d*f(0) e () c’est-a-dire, d’aprés ce qui précede,
tel que

(A(z) o z,z) = (A(0) @ (), p(2)) - (1.6.2)

Posons B(z) = A(0)~" o A(z). puisque g est continu, A I'est aussi (par sa définition méme), et, quitte a réduire U, on peut suppo-
ser que A(0)™! o A(xz) est suffisamment voisin de id de sorte que ||idz — B(z)|| < 1 pour tout 2 € U. D’apreés le Lemme, B(x)
posséde une racine carrée R(z). Posons ¢(z) = R(z) e z, et vérifions que ¢ est le diffEomorphisme cherché. Tout d’abord, ¢ est
bien de classe €*, d’apres le Lemme, car g l'est et A et B aussi. On a bien ¢(0) = 0, et dp(x) @ h = dR(z) e (h,z) + R(z) o h,
h € E, et, par suite dp(0) = R(0) = idg estun isomorphisme, ce qui entraine, d’aprés le Théoréme d’inversion locale (Théoreme
3.1, page [L1) que ¢ est un difféomorphisme local. Pour finir, il nous reste a voir que ¢ vérifie ([6.4). Comme d” f(z) est symé-
trique (Théoréme [4.1], page [[4), il en est de méme de g(z). La relation ([6.1) montre alors que A(x) est égal a son adjoint, et,
par suite, B(z)* = A(z) o A(0)™*, soit B(x)* o A(0) = A(z) = A(0) o B(x). Clairement, dans cette derniére relation on peut
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remplacer B(x) par une puissance de B(z) et donc par un polynome en B(x), et, comme, d’apres le Lemme, R(x) est limite de
polynémes en B(z), on peut aussi remplacer B(z) par R(x). Ainsiona R(z)* 0 A(0) = A(0)o R(z). Alors, (A(0) e p(x), p(x)) =
(A(0) o R(z) ez, R(x) @ z) = (R(x)" 0 A(0) o R(x) e z,z) d’ol1 (A(0) ® p(z), p(z)) = (A(0) o B(x) e z, x) ce qui est la rela-
tion (C62).

C.Q.ED.

SOUS-SECTION 1.6.3 l
Sous-variétés différentiables, extrema liés

Définition I.6.6.

Soient ' un espace de Banach et F' un sous-espace fermé de E. On dit qu'une partie M de E est une sous-
variété (différentiable) de classe ¢* de E modelée sur F si tout point x de M posséde un voisinage ouvert
U tel qu'il existe un difféomorphisme de classe 6*, ¢, de U sur son image p(U) C E vérifiant o(U N M) =
©(U) N F. Le couple (U, p) s’appelle une carte locale de M au voisinage de x. Si le sous-espace F' est de
dimension finie d, on dit que la sous-variété M est de dimension d. Si de plus E est aussi de dimension finie
et que sa dimension estn, on dit aussi que M est de codimensionn — d.

Dans toute la suite, nous ne considérerons que le cas ou1 E est un espace normé réel de dimension finie. Autrement dit nous ne
considérerons que des sous-variétés de R". Notre but est simplement de donner des définitions équivalentes des sous-variétés, ce
qui est essentiellement une application du Théoréme des fonctions implicites, et de définir le plan tangent a une sous-variété. Par la
méme occasion, nous donnerons, dans cette sous-section, le Théoréeme classique des extrema liés qui s’exprime particulierement
bien avec le langage des sous-variétés.

PROPOSITION I.6.5.
Soient E un espace normé de dimension finien et M une partie de E. Pour que M soit une sous-variété de
dimension d de classe €* de F, il faut et il suffit que tout point x € M posséde un voisinage ouvert U sur
lequel soient définiesn — d fonctions f; : U — R declasse €%, d + 1 < i < n, telles que:
(@)U N M est l'ensemble des zéros communs aux fonctions f;,d+1 < i < n;
(ii) les formes linéaires df;(x) sont linéairement indépendantes pour toutx € U.

Démonstration. Voyons tout d’abord que les conditions sont nécessaires. Identifions £ aR™ = R x R" % et F aR? x {0} (choix
de coordonnées linéaires). Alors si (U R <p) est une carte de M (comme dans la définition ci-dessus), et si (azl) sont les coordonnées
canoniques de R", les fonctions f; = x; 0 o, d + 1 < i < n, vérifient les conditions (i) et (ii). Réciproquement, supposons que les
conditions soient vérifiées en un point  de M. Soient f; 1 < i < d, des formes linéaires sur E telles que

(fla"'afdadfd"'l(m)""?dfn(x))

forment une base de E’. Il en résulte que (f1, . . ., f») estun systéme de coordonnées locales au point z (Proposition [[6.3, page B9),
et, par suite, I'application ¢ = (f1,..., f») d'unvoisinage V de x dans R™ est un difféomorphisme vérifiant o(V N M) = p(V) N
(R% x {0}). O

COROLLAIRE 1.
Soient E et F' deux espaces normés de dimensions finies, U un ouvert de E et f une application différentiable
deU dans F. Soityy un point de F tel que f ~*(yo) ne soit pas vide et queNx € f~(yo), df (x) soit surjective.
Alors f~1(yo) est une sous-variété de E de codimension dim F'.

Démonstration. En effet, identifions F’ aRP (par des coordonnées linéaires), soient (f1, . . ., fp) les composantes de f et (yé, YY)
celles de yo. Posons g; = f; — y; de sorte que

£ (yo) = {a € Utels que gi(z) = 0, 1 < i < p}.

Puisque df (x) est supposée surjective, les dg; (x) sont linéairement indépendantes pour = € U, ce qui conclut. O

COROLLAIRE 2.
Pour que M C R" soit une sous-variété de dimension d, il faut et il suffit que chaque point x de M posséde
un voisinage ouvert U tel qu'il existe une application f : U — R"~? vérifiant :
(i) df (x) est surjective pour tout x: € U;
)M NU = f~Y(yo) pour unyy € R~

Démonstration. En effet, la suffisance résulte du Corollaire précédent et la nécessité est contenue dans la Proposition. O
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PROPOSITION 1.6.6.

1. Soit M une sous-variété de dimension d de R"™. Notons (x1,...,x,) les coordonnées canoniques de R™.
Quitte a permuter les coordonnées (x;), tout point de M posséde un voisinage U tel que U N M soit le graphe
d’une application f d'un ouvertdeR? (que l'on identifiea{(x1,...,14,0,...,0)}) dansR"~? (que l'on iden-
tifiea{(0,...,0,Zqq1,-..,Tn)}H)-

2. Soient E; et E5 deux espaces normés de dimensions finies, Uy un ouvert de F; et f une application de
U dans E5 de classe €. Alors le graphe G de f est une sous-variété de E1 © E5 de dimensiondim F .

Démonstration. Montrons tout d’abord le 1. En effet, utilisons les notations et les conclusions de la Proposition précédente : soit
f : U — R™ 9 Iapplication dont les composantes sont les f;. Par la Proposition précédente, on peut extraire de la matrice
jacobienne de f un mineur (n — d) x (n — d) de déterminant non nul; autrement dit, quitte & permuter les coordonnées de R",
on peut écrire

R" = {(z,y), z € RY, y e R" 7%}

de sorte que dfy (x) soit un isomorphisme. D’apres le Théoreme des fonctions implicites (Théoreme [3.3, page [[J), il existe une
application g d’'un ouvert UU; de R? dans R"~ telle que f((x, g(x)) = 0 ce qui montre que I'ensemble des zéros de f (i.e. les zéros
communs aux f;) est le graphe de g.

Vérifions maintenant le 2. Identifions E» a R™ par de coordonnées linéaires et soient ( f;) les composantes de f. Le graphe de
f estl’ensemble des points (z, x1, . ..,z,) de U1 X R" tels que z; = f;(z), 1 < i < r, c’est-a-dire 'ensemble des zéros communs
aux fonctions

gi(z,z1,...,2r) =z — fi(z),

et, comme les dg; sont linéairement indépendantes, le résultat découle de la Proposition précédente. O

PROPOSITION 1.6.7.

Pour que M C R" soit une sous-variété de classe 6" dimension d, il faut et il suffit que chaque pointy de M
possede un voisinage ouvert U dansR™ tel que U N M soit l'image d'un ouvertV de R¢ par une application
p : V — U declasse¢" vérifiant :

(i) dp(x) est injective pour toutx € V' ;
(ii) p est un homéomorphisme deV sur U N M muni de la topologie induite par celle de R™.
On dit que le couple (V, p) est une représentation paramétrique (ou une paramétrisation) deU N M.

Démonstration. La nécessité résulte du 1. de la Proposition précédente, montrons la suffisance. Soit yo € M et zo = p = (vo).
Comme dp(zo) est injective, si son rang est d, on peut trouver d composantes de p dont les différentielles en z sont linéairement
indépendantes. Supposons que ce soit les d premiéres. Alors si on note 71 : R™ = RY x R*™¢ — R? = R? x {0} la projection
canonique sur le premier facteur, d(m1 o p)(zo) est un isomorphisme, et, d’aprés le Théoreme d’inversion locale (Théoréme [:31],
page [LT), 71 o p est un difféomorphisme d’un voisinage, noté encore V, de o sur un ouvert U; de R%. Comme p est continue, on
peut supposer, quitte 2 réduire V, que U est le produit de U; C R% x {0} par un ouvert Us de {0} x R"~%. Soit 5 la projection
canonique sur le second facteur de R = R% x R" "¢ sur R" "¢ = {0} x R™¢. Comme 71 o p est un difféomorphisme, on peut
écrire p(x) = (w1 op(x), m20po (m1 0op) Lo (m op)(x)), cest-a-dire, en posanty = 71 o p(z), p(x) = (y, meopo (w1 op) *(y)),
ce qui montre que U N M est le graphe de m2 o p o (m o p)~' : U — Us, et la conclusion résulte du 2. de la Proposition
précédente. O

Terminons ces généralités sur les sous-variétés en définissant le plan tangent :

Définition 1.6.7.

Soit M une sous-variété d'un espace normé E. On dit qu'un vecteur v € E est tangent a M en un point x
de M ¢s'il existe une application différentiable v d’un intervalle I de R contenant0 dans E telle queVt € I,
~v(t) € M, ~(0) = x¢ ety (0) = v. Lensemble des vecteurs tangents a M au point x s’appelle I'espace
tangent a M en x et se note Ty, (M) (ouT,, M).

PROPOSITION 1.6.8.
Soit M une sous-variété de dimension d d’'un espace normé de dimension finie. Alors pour tout x de M, T, M
est un espace vectoriel de dimension d.

Démonstration. En effet, par la définition méme des sous-variétés, il existe un voisinage ouvert U d'un point = de M et un difféo-
morphisme ¢ : U — E = R% x R"™% tel que (U N M) C R? x {0}, et on peut supposer o(z) = 0. Alors si vy est une courbe
tracée sur M comme dans la Définition ci-dessus, ¢ o ~y est une courbe sur R% x {0} et réciproquement. Il en résulte aussitot que
do(z) @ Ty M = R? x {0} ce qui montre que Tx M = dp(x) " @ R? x {0} est un espace vectoriel de dimension d. O

Suivant la définition équivalente que I'’on adopte pour une sous-variété, on a une caractérisation de son plan tangent :
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PROPOSITION 1.6.9.
Soit M une sous-variété de dimension d d'un espace norme de dimension finien.
1. Avec les notation de la Proposition[[.6.3, T,, M est l'intersection des noyaux des df;(x).
2. Avec les notations du Corollaire[] de la Proposition|[[.6.3, si f (x) = yo, T M est le noyau de df (x).
3. Avec les notations de la Proposition[[.6., 2., T, (.G est le graphe de df ().
4. Avec les notation de la Proposition|[.6.7, T, M estdp(x)  R%.

Démonstration. Le 1. est immédiat : pour des raisons de dimension, il suffit de voir que 7, M est contenu dans l'intersection des
noyaux des df;(x) ce qui résulte aussitot de formule de dérivation d’'une fonction composée. Le 2. se voit de la méme maniére. Le
3. est aussi similaire : si v est tracée sur {(u, f(u))}, et sim;, i = 1,2, désigne la projection sur le i-iéme facteur, on a w2 o y(t) =
f(m1 o ~y(t)) et le résultat s’obtient en différentiant et en utilisant que v(0) = (=, f(x)). Le 4. est tout aussi simple : si y est une
courbe dans V/, alors p o + est une courbe dans M dont le vecteur tangent en 0 est dp(x) ® v’ (0), ce qui montre que dp(z) ® R? est
contenu dans 73, M et, comme ces deux espaces ont méme dimension (puisque dp(z) est injective), ils sont égaux. O

Nous terminons maintenant ce chapitre par la notion d’extrema liés.

Définition 1.6.8.

Soit M une sous-variété différentiable d’'un espace normé de dimension finie F/, U un ouvert de E qui coupe
M et f une fonction de U dansR. On dit que f présente un extremum relatifliéenxy € U sur M sizg € M
et si larestriction de f aU N M présente un extremum relatif en x.

ProOPOSITION 1.6.10.

Soit M une sous-variété différentiable d’'un espace normé de dimension finie F/, U un ouvert de E qui coupe
M et f une fonction différentiable de U dansR. Si f a un extremum lié en xy sur M, alors la restriction de
df (xo) a lespace tangent T,,, M est nulle.

Démonstration. Ceci estimmeédiat : si-y est une courbe tracée sur M passant par zo ent = 0, alors la fonction f oy a un extremum
relatif en ¢ = 0 ce qui entraine la nullité de sa dérivée, ce qui prouve la Proposition. O

Cette Proposition peut se traduire de différentes manieres en fonction du choix de la description de 'espace tangent a une
variété, comme il est dit a la Proposition [.6.9. La plus connue est celle obtenue en utilisant la caractérisation 1. de cette Proposition :

THEOREME 1.6.5 (Théoréme des multiplicateurs de Lagrange).
Soit U un ouvert deR"™, f;, 1 < i < k, des fonctions de classe &' de U dans R dont les différentielles sont
linéairement indépendantes en tout point de U, et soit M ['ensemble des zéros communs aux f;. Soit f une

fonction deU dansR différentiable présentant un extremum liéenxy € U sur M. Alors il existe des constantes
k

¢i, 1 <i < k telles que df (zo) = Z cidfi(xq). Les nombres c; sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.
i=1

Comme pour les extrema libres, on peut donner des conditions de différentielle seconde pour les extrema liés :

PrROPOSITION I.6.11.
Soit U un ouvert deR"™, f;, 1 < i < k, des fonctions de classe €1 de U dans R dont les différentielles sont
linéairement indépendantes en tout point de U, et soit M ['ensemble des zéros communs aux f;. Soit [ une
fonction deU dansR deux fois différentiable.

1. Si f présente un minimum lié en xo € U sur M, et si (¢;), 1 < i < k, sont les multiplicateurs de

Lagrange associés a f et M, alors la restriction a l'espace tangent T,,, M de M en x de la forme bilinéaire
k

d? f(zo) — Z c;d? f;(x0) est positive.

i=1

k
2. Supposons qu'il existe des constantes \;, 1 < i < k, telles quedf (xo) = Z Aidfi(xo). Alors si la restric-

i=1
k
tion a lespace tangent Ty, M de la forme bilinéaire d* f (o) — Z \id? fi(x0) est définie positive, f présente
i=1
un minimum local lié stricten xoy € U sur M.
Démonstration. Montrons tout d’abord le 1. Soity : [—7,n[— M une courbe tracée sur M telle que v(0) = x. On a donc d*(f o

7)(0) > 0 (Théoreme 6.1}, page P§). D’aprés la Proposition [4., page[l§, ona d*(f ov)(0) = d*f(xo) ® (7' (0))* +df (x0) ®" (0).
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Comme f;(y(t)) = 0 pour tout 4, on a d* fi(xo) ® (7'(0))? + dfi(x0) ® 4" (0) = 0, et, en additionnant 2 I'indentité precedente, il
vient

k
d*(f 07)(0) = d” f(z0) ® (v/(0))* — Z/\idzfi(a?o) *(7(0))* >0,

ce qui termine la preuve par définition du plan tangent.
Démontrons maintenant le 2. Raisonnons par I'absurde. Si o n’est pas un minimum local strict lié, il existe une suite (xn)nz 1
dans M qui converge vers zo telle que f(z,) < f(zo) pour toutn > 1. Posons z, = zo + dnSn avec ||sp|| = 1et lim 6, = 0.
n—oo

Comme la sphere unité de R™ est compacte, on peut extraire de la suite (s,,) une sous-suite convergente ; quitte a changer de
notations, nous pouvons donc supposer que la suite (s,) est convergente de limite so. Le Théoréme des accroissements finis
(Théoreme [2.3) appliquée a chaque f; entre z et x,, montre alors que df; (xo + ¥0,5,) ® dnsn, = 0,0 < ¥ < 1, ce qui implique,
par passage a la limite quand n — oo, df;(z0) ® so = 0, ce qui signifie que so € T, M. Par ailleurs, la formule de Taylor-Young
(Théoreme [5.3, page ET)) appliquée a chaque f; en xp donne

2
(sndfz(xo) ® Sp + %dez(IO) o (STL)Q - 0(62)7
et, apliquée a f, donne
b
F(an) = f(x0) = Gndf (z0) ® sn + - d” f(x0) ® (s0)° +0(07) <0,
d’olt on déduit, compte tenu de '’hypothése
% d’f(x )—Zk:)\-d2f-(m )| @ (s,)° +0(62) <0
2 0 vt i (L0 n n) > Y-

k
En faisant tendre n vers I'infini, cela donne (d2 flzo) — Z N\id® fi(xo)) e (50)? < 0ce qui est une contradiction avec la seconde
=1

hypothese puisque sg € Ty, M. O

‘Exercices

ExerciceI.1.
E estun espace normé, .Z (E) est'espace des applications linéaires continues de F dans lui-méme muni de la norme opérateur.
Montrer, en utilisant seulement la définition, que 'application ® : Z(E) — Z(E) définie par ®(u) = u? est différentiable en
tout point.

Exercice I.2.
E est un espace préhilbertien réel, u un élément de .Z’(E) (cf. Exercice [[.1).

1. Montrer, en utilisant seulement la définition, que 'application f : £ — R; f(x) = (u(x), =) est différentiable en tout point
et donner sa différentielle.

2. Traiter la question a) en utilisant les théorémes généraux.

3. Etudier la différentiabilité de la fonction g : g(x) = (u(z),z) z, = € E.

Exercice I.3.
E estun espace normé, .Z(E) est'espace des applications linéaires continues de F dans lui-méme muni de la norme opérateur.
Etudier la différentiabilité des applications suivantes :

1l.op: ue ZE)—uP;peN,
2. 1 (u,v) € L(E) x L(E) — uv.

Exercice I.4.
E est un espace de Banach, Q est I'espace des éléments u € .Z(FE) tels que idg + u est un isomorphisme de F (idg + u est
bijective et bicontinue).

1. Démontrer que 2 est un ouvert de £ (E).

2. Soit © I'application de  dans .Z(E) définie par ©(u) = (idg + u) ™' o (idg — u). Démontrer que © est différentiable et
donner sa différentielle.
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Exercice I.5.
1. Soit £ un espace normé et f une application définie sur un ouvert de E a valeurs dans R, différentiable en tout point.
Démontrer que si f admet un extremum local en un point, sa différentielle y est nulle.

(a) E estun espace normé, U est un ouvert de E tel que U soit compact, et f : U — R une application continue, nulle sur

la frontiere de U et différentiable dans U. Démontrer qu'il existe zo € U tel que df (zo) = 0.

Exercice 1.6.
1. Soit o > 0. Etudier la différentiabilité en (0, 0) de la fonction f de R? dans R définie par :

129 i () # (0,0)

fl@y) =9 =24 y?
0 sinon
(a) Méme question avec
By
f(I,y) o 2 + y2 s1 (xvy) 7& (070)
0 sinon

Exercice I.7.
Soit f la fonction de R? dans R définie par :

2

o) = s @) #(0,0),

0 sinon.
1. Montrer que f admet en tout point des dérivées partielles dans toutes les directions.
2. Montrer que f n'est pas différentiable en (0, 0).

Exercice 1.8.
Soit E' un espace normé, {2 un ouvert convexe de E et f une application convexe différentiable de 2 dans R.

1. Soit zp un point de €. Montrer que si f'(zo) = 0, f admet en zo un minimum absolu.
2. Montrer que 'ensemble {z € Q t.q. f'(z) = 0} est convexe.

Exercice L.9.
On étudie la différentiabilité d’'une norme.

1. Une norme peut elle étre différentiable en 0?

2. E est un espace de Hilbert réel. Montrer que I'application f : = — ||z||, ol la norme est déduite du produit scalaire, est
différentiable dans le complémentaire de I'origine.

3. Soit f : R* - R; f(z) = ||z||, , = € R*. Montrer que f est différentiable en un point z si et seulement si |1 | # |22].

4. Soit f : R* = R; f(z) = ||z|,, € R?. Montrer que f est différentiable en un point x si et seulement si |1 | et |z2| sont
non nuls.

5. On munit ¢, de la norme du sup. Soit f : co — R; f(z) = |||, ® € co. Montrer que f est différentiable en un point  si
et seulement si il existe un indice ng tel que |z,,| > |z, | pour tout n # ng.

6. Soit (F, ||.||) unespace norméet f : E — R; f(z) = ||z||. Démontrer que si f est différentiable en z¢ # 0, alors,
@ df (zo)(wo) = [lzoll;

(b) [|df (o)l = 1;
(c) Pourtout A € R*, df (Azo) = sgn(\)df (zo).

Exercice 1.10.
Soit f : R — R une application de classe €.

1. Retrouver la formule classique :
1
fla+h) = f(a) + h/ f'(a+th)dt; (a,h) € R,
0

2. Soit @ I'application de [*° dans lui-méme définie par: ®(z) = (f(zn)); z = (z») € [°°. Démontrer que P est différentiable
en tout point et calculer sa dérivée.

ExerciceI.11.
Soit F I'ensemble des applications de classe " de [0, 1] dans R, nulles en 0 et F' I'espace des applications continues de [0, 1] dans
R. On équippe E delanorme ||z|| = sup |z'(t)| et F' de la norme de la convergence uniforme. Soit ® : £ — Retp : E — F
te[0,1]

définies par:
1
pla) =o'+ etd(e) = [ p(a)(O)dt, o € E.
0

Les applications ¢ et ® sont elles différentiables ?

Licence de Mathématiques Pures de Bordeaux

36 Module LA2



EXERCICES

Exercice I.12.
Soit f une application différentiable de R? dans R et oI’ application différentiable de R? dans R? définie par ¢ (r, §) = (r cos 8, r sin ).
Ecrire les matrices jacobiennes de f et . Donner les dérivées partielles de f o ¢ en fonction de celles de f.

1. Soit A une algebre normée, a et b deux éléments de A et n un entier > 1. Donner une majoration de ||a™ — b"|| en fonction
denetlla—10|.

(a) Soit E un espace normé, p un entier > 1. Démontrer que I'application u — u? de .Z(E) dans lui-méme est de classe
¢

Exercice I.13.
Soit £/ I'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre d.

A2n+1

L. Montter quelasérie 3 (~1)" 5 5,

converge pour tout A € E.
A2n+1
2. Soit f : E — FEl'application définie par f(A) = Z(fl)nm.Montrer que f estde classe ¢ et vérifie || f(4) — f(B)]|| <
n !

n>0

||A — B||max(cosh ||A]|, cosh ||B]|).

Exercice 1.14.
E et F sont deux espaces normés, € un ouvert de E, f une application continue de 2 dans F, dérivable dans Q2 \ {a} telle que
lim7é f'(z) = L existe dans Z(E, F).

r—a, x#a

1. Montrer que ||f(a + h) — f(a) — L(h)|| < |||l (k) ol € est une fonction de limite nulle en 0.
2. En déduire que f’a) existe et f'(a) = L.

Exercice 1.15.
Soient a et b deux réels a # b. Montrer qu'il wexiste aucun réel ¢ tel que e?® — ¢** = i(b — a)e*. En déduire que la formule des
accroissements finis classique ne s’applique pas aux fonctions a valeurs vectorielles.

Exercice 1.16.
Soit f : [A, b] — R une application continue et dérivable sur |a, b[ (@ # b).

1. Montrer que si | f'(z)| > « pour tout z €]a, b[, alors | f(b) — f(a)| > a(b— a).

2. Montrer que ce résultat ne subsiste pas si on remplace dérivée par dérivée a droite, ou si on considére des fonctions a valeurs
vertorielles (on pourra prendre f(x) = exp(iz)).

3. Soitzo €]a, b[. Montrer que f’(zo) est valeurs d’adhérence de f'(z) pour z — x¢ (considérer g(z) = f(z) — (z — z0) f'(x0)
et appliquer la question 1.).

4. On pose f(z) = z*exp(i/x) pour z € R* et f(0) = 0. Prouver que f’(0) est isolé dans 'ensemble des valeurs f’(x).
Conclusion?

Exercice 1.17.
Soit f : [a,b] — E une application continue et dérivable a droite sur |a, b[ (a # b, E espace vectoriel normé). On veut établir qu'il
existe ¢ €]a, b[ tel que || f(a) — f(b)]| < (b—a) [| fa(c)l.
1. Onsuppose k = || f(b) — f(a)|| (b — a)™' > Oet| fi(z)| < k pour tout = €]a, b[. Prouver qu'il existe zo €la,b[eth > 0
tels que || f(zo + h) — f(x0)|| < kh.

2. Conclure en appliquant le théoréme des accroissements finis aux segments [a, xo] et [xo + h, b].

Exercice 1.18.
Soit U un ouvertde R" et f : U — R". On note \ la mesure de Lebesgue de R", et on suppose que m < n.

1. Soit P un pavé compact (produit d’intervalles fermés bornés) inclus dans U. On suppose que f est k-lipschitzienne sur P.
Montrer que A(f(P)) = 0 (on pourra subdiviser P en pavés).

2. Soit K un compact inclus dans U. Prouver qu’il existe une réunion finie de pavés compacts 11 telle que K C II C U.

3. Si f est de classe €', établir que \(f(U)) = 0.

Exercice 1.19.
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R et a valeurs dans un espace vectoriel normé. On suppose que f est
IO =1 o 4 yetgla,z) = f(@).
y—x
Montrer que g est différentiable au point (a, a) (on pourra utiliser la fonction h(t) = f(t) — f(a) — (t—a) f'(a) — (t—a)?* " (a) /2).

dérivable sur I et que f”(a) existe (@ € I). pour (z,y) € I x I, on pose g(x,y) =

Exercice 1.20.
1. Soit f :]a,b[— F une fonction vectorielle admettant une dérivée a droite en ¢o. Montrer qu’alors I'application || f|| admet
une dérivée a droite en tg.
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(a) Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, U un ouvert connexe de E et a un pointde U. Soit f : U — F différen-
tiable telle que ||df (w)]] < k|| f(w)||- Montrer que pour u assez proche de a ona || f(u)|| < ||f(a)|| exp(k [|[u — al|).

(b) Soitbunpointde F, V unvoisinage de betsoity : UxV — Z(E; F) satisfaisanta ||p(u, v) — p(u, w)|| < kv — w||.
Montrer qu'il existe au plus une application différentiable f de U dans V telle que df (u) = ¢ (u, f(u)) et f(a) = b.

(c) Montrer que le résultat précédent est encore vrai si 'on suppose seulement que ¢ posséde une différentielle partielle
par rapport a la seconde variable qui est continue.

Exercice I.21.
Déterminer la tangente et la concavité au point (1, 2) de la courbe définie implicitement par I'équation

zIn(y) + yIn(z) = In(2).

Exercice 1.22.
Soit f : R — R? I'application définie par f(z,y) = (u,v) avec

u=2V/1+y?+yV/1+22 v=@+VIi+a2)y+V/1+9?)

1. Ftudier la différentiabilité de f. Calculer son jacobien en (x,y) € R

2. f est-elle inversible ? Déterminer et construire f(R?).

Exercice 1.23.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et u : F — F une application de classe C! et k-Lipschitzienne avec k < 1. Montrer
que f : E — FE définie par f(z) = = 4+ u(x) est un difffomorphisme. [Indication : pour montrer que f est surjective, on pourra
montrer que I'image inverse d'une partie bornée est bornéel].

Exercice 1.24.
Soit F un espace de Banach. Montrer I’existence de deux voisinages U et V de Idp dans £(E) tels que la restriction 2 U de u +— u?
est un ¢’ °°-difféomorphisme entre U et V.

Exercice I.25.
Soitn € N* et R,,[X] I'espace affine des polynomes unitaires de degré n a coefficients complexes.
Soit S, C R, [X] I'ensemble des polynomes unitaires scindés a racines simples et U,, = {(z1,...,2,) € R" | 21 < -+ <

Zn, }. Vérifier que U,, est un ouvert de R™ et que S,, est un ouvert de R,, [ X].
Montrer que 'application ¢ : U,, — S, définie par p(z1,...,2,) = (X — 1) ... (X — x,) est un €*°-difféomorphisme.

Exercice 1.26.
Soita = (a1,...,an) € C™tel quele polynome Py (X) = X" 4+a; X" ' +- - - +a, admet n racines simples distinctes z1, . . ., Zy,.
Montrer que pour tout ¢ positif existe un 7 positif tel que pour tout b = (b1, ..., b, ) dans C" vérifiant sup, < <, |bx — ax| < nle
polynome Py(X) = X™ + b1 X" ! + - - - + b, admet n racines simples distinctes w1, . . . , w,, avec |w; — z;| < € pour tout i.
Exercice 1.27.

Soit A : R — M., (R) une fonction de classe " telle que, pour tout ¢, A(t) admet n valeurs propres distinctes.

1. Montrer qu’on peut trouver des fonctions Vi, . .., V;, : R — R" continues telles que, pour tout ¢, la famille (V4 (¢), . .., Vi (¢))
est une base de vecteurs propres de A(t). Etudier la différentiabilité des V;.

2. Ondéfinit A : R — M3 (R) par
_(1+t" 0 (1 (10
At) = ( 0 1 > pourt < 0, A(t) = ( +oq ) pourt > Oet A(0) = ( 0 1 )

Montrer que A est de classe €' sur R. Déterminer les vecteurs propres de A(t), conclure.

Exercice 1.28.
1. Montrer que, si x et y sont des réels positifs, z¥ = y® est équivalent a In(x)/x = In(y)/y.
2. Etudier la fonction £ :]0, +co[— R définie par f(z) = In(z)/z.
En déduire que, pour tout z €]1, +-o0[ différent de e, I'équation z¥ = y* admet exactement deux solutions, dont I'une est z.
On note 1 (z) la seconde solution et on pose ¥)(¢) = e. Montrer qu’on définit ainsi une fonction continue de |1, +oo| vers
1, +o0].
(a) Montrer que % est de classe ¥ sur |1, e[ et sur |e, +00].

(b) Montrer qu'il existe une fonction g :]0, +oo[— R différentiable telle que
f(@) = f(e) = [(z — e)g(x)]”

(c) Montrer que ¢ est de classe € sur |1, +o00].

Licence de Mathématiques Pures de Bordeaux

38 Module LA2



EXERCICES

Exercice .29 (Lemme de Morse (c.f. Théoréeme [6.4)).
1. On note . I'espace vectoriel des matrices symétriques de .#,(R). On fixe A € .7 inversible et on note . = {U €
Mp(R) tels que 'UA = AU}.

(a) Montrer que 2 = .# N¥Y.Z,,(R) estun ouvert de .# et que 'application ¢ : 2 — .# définie par ¢(U) = UAU estun
difféfomorphisme local en id,, .

(b) Montrer I'existence d’'un voisinage V' de A dans . et d’'une application h : V — 4.2, (R) de classe €° telle que
h(A) =id,, et "h(M)Ah(M) = M pourtout M € V.

(c) Montrer qu'il existe une matrice diagonale D dont les coefficients diagonaux sont des 1 et des —1 ainsi qu'une appli-
cationg : V — 4.%,(R) de classe € telle que pour tout M € V, g(M)Dg(M) = M.

2. Soit f : R™ — R une fonction de classe ¢°°, nulle en 0 et telle que df (0) = 0. On suppose que la matrice hessienne de f en
0 est inversible.

(a) Montrer qu'il existe des fonctions lisses a;; telles que a;; = aj; et f(x) = Z x; ;a5 (x) pour tout z.
5]

(b) Montrer qu'il existe un ¢"°°-difféomorphisme ¢ = (¢1, - - - , 1, ) défini sur un voisinage W de 0 et un entier r tels que,
pour tout z dans W, on a
Fl@) = Wi (@)” + - (r(@)* = (rea(@)® = = (Ya(@)).
Exercice 1.30.

Le but de cet exercice est de montrer que le nombre e n’est pas algébrique d’ordre 2 (et donc est irrationnel), c’est-a-dire qu’on ne
peut pas trouver trois entiers a, b, ¢ non tous nuls tels que ae? + be + ¢ = 0.
1. Soienta et ¢ deux entiers. On note f la fonction de R dans R définie par f(z) = ae® 4 ce™® pour tout z réel. Ecrire la formule
de Taylor-Lagrange pour f en 0.

2. On suppose que f(1) est un entier. Montrer qu’alors a = ¢ = 0. Conclure.

Exercice 1.31.
Soit f : R4+ — R une fonction de classe ¥ telle que f(0) = 0 et ‘lilll f(x) = 0. Montrer (par exemple par récurrence) qu'il

existe une suite (x,, ) strictement croissante et a valeurs positives telle que f () (zn) = 0 pour tout n > 0. Indication : pour passer
durangn > 1 aurangn + 1, on pourra raisonner par ’absurde.

Exercice .32,
Soient F un espace normé, [ un intervalle compact de R et f : I — F une application de classe €*°. On note Z(f) = {z €
I tels que f(z) = 0}. Montrer que si Z(f) est infini alors il existe ¢ dans I tel que f™ (¢) = 0 pour tout n. Montrer que ce n'est
plus valable lorsque I = R.

Exercice 1.33 (Théoréme de Borel).

1. Soit ¢ une fonction de classe °° de R"™ dans R nulle sur {x € R" tels que ||z|| < 1/2} etvalant1sur {z € R" tels que ||z| >
1}. Soit f une fonction de classe > de R™ dans R et m-plate en O i.e. telle que D f(0) = 0 pour tout @ = (a1, - - - , ) tel
que |a| = Z a; < m.Pour toute > 0, onnote f. : R" — R, lafonction = — ¢(z/¢) f(z). Montrer que si | < m]|, alors

sup |D® fe(x) — D f(z)] — 0

xER™

quand ¢ tend vers 0.

2. En déduire qu'on peut approcher (en un sens a préciser) toute fonction de classe 4> m-plate en 0 par des fonctions de
classe ¢’ °° nulles au voisinage de 0.

3. Pour tout multiindice o € N™, on considére un réel a. On pose fr, : R™ — R définie par f(z) = Z anxyt Tt

[a|<m

(@) Montrer que pour tout m, il existe une fonction g,,, de classe "> nulle sur un voisinage de 0 telle que sup |D®(fm — fm—1 — gm) ()|
rER™

pour tout a tel que || < m .

D*f(0)

(b) Montrer qu'il existe une fonction f de classe €°° telle que '
a!

= a, pour tout a.

Exercice 1.34. n 52 ¥ ~
Soit f : R® — R une fonction de classe%’. On définit le laplacien de f par Af = Z 922 On note B (resp. B) la boule unité
i=1 @
ouverte (resp. fermée) de R™.

1. SiAf(x) > 0 pour tout x dans B, montrer que f(z) < ”mHax f(y) pourtoutz € B.
y||=1

2. SiAf(z) = 0pour tout z € B, montrer que ”rr‘l‘in1 fly) < flx) < “mHau(1 f(y) pourtoutz € B.
yii= yii=
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1. Soientn € N*, n > 2eta > 0.On considére I'application f : R" — R, (z1, -+ ,Zn) +— Z1---T, €t On pose

M =< (x1,--- ,zn) € (R4)" tels que Z x; = a p. Btudier le maximum global de la rextriction de f & M. Retrouver ainsi

7

I'inégalité arithmético-géométrique.
24
(a) Onsedonneunentiern > 2 etn réels strictement positifs A1, - - - A,.Onnote V =4 (z1,- -+ ,z,) € R" tels que Z )\—1
N

Soitg : R" = R, (z1,-+ ,Zn) — Z 7. Déterminer le maximum global ge g sur V.

7

Exercice 1.35.
Quel est, parmis tous les triangles ayant un périmetre donné p > 0, celui qui a la plus grande aire ?

Exercice 1.36.
Soient F et F' deux espaces normés et f une application deux fois différentiable d’ un ouvert 2 de F dans F'. A tout vecteur i de F,
on associe I'application ¢y, : Q — F, définie par ¢, (z) = df (x) @ h. Montrer que ¢}, est différentiable et exprimer sa différentielle
enun pointz € Q.

Exercice 1.37.
Soit E un espace de Hilbert réel, u© une application linéaire continue de E dans lui-méme et ¢ 'application de F dans R, définie
par ¢(z) = (u(x), z). Démontrer que ¢ est deux fois différentiable et déterminer sa différentielle seconde.

Exercice 1.38.
Soit £ un espace de Banach, Q2 I'ouvert de .2 (E)) constitué des u tels que idg + u est inversible dans .Z(E) et ® I'application de
Q dans .Z(E) définie par
O(u) = (idg +u) "o (idg —u); ueQ

Démontrer que ® est de classe C? et déterminer sa différentielle seconde.

Exercice 1.39.
) est un ouvert d'un espace normé F et f une application n + 1 fois différentiable de 2 dans un espace normé F'. Pour tout entier

k < nettouta € Q, onpose T f(z) :f(a)Jrf’(a)o(mfa)Jr...Jr%f(k)(a)o(xfa,...,xfa).
1. Calculer (T f )<p) pour tout entier p.

2. On suppose que 2 est connexe et que £ = 0. Que peut on dire de f 2

Exercice 1.40.
On désigne par (, ) le produit scalaire usuel dans R"™. Soit f une application deux fois différentiable de R™ dans lui-méme telle que
f(0)=0et(f'(x)eoh, f'(z)ek) = (h,k) pour tous vecteurs z, h, k € R".
1. Soith, k e R"etp:x € R" — p(x) = (f'(z) @ h, f'(x) o k). Calculer la dérivée de .
2. Pourh, k, | € R", onpose A(h,k,1) = (f'(x) e h, f’(z) e (k,1)). Montrer que A(h,k,1) = —A(k, h,1) et A(h, k,l) =
A(h,l, k). En déduire que A(h, k,1) = 0.

3. Montrer que f” est nulle et que f est une application linéaire conservant le produit scalaire.

Exercice .41.
Soit E un espace vectoriel normé sur R, {2 un ouvert convexe de E et f une application de €2 dans R.

1. Onsuppose f différentiable. Montrer que f est convexe si et seulementsi f(x) > f(y) + f'(y) e (x —y) pourtous z, y € Q.

2. Onsuppose f de classe C2. Démontrer que f est convexe si et seulement si d° f(x)  (h, h) > 0 pour tout (x, h) € Q x E.

Exercice 1.42.
Soit E et F’ deux espaces normés et f une application deux fois différentiable de £ dans F'. On suppose qu’il existe deux réels A et
Btelsquepourtoutx € F, || f(z)|| < Aet||f'(z)| < B.

1. Montrer que pour tous z, y éléments de £/, on a
[f(@+y) = flz—y) —2f () o y|| < B |lyll*

s/ @eu]
i

2. En déduire une majoration de pour z, y éléments de F, y non nul.

3. Montrer que pour tout z dans F,

| (@)|| < V2AB.

Exercice 1.43.
Soit p : R?* — R une fonction C™ et Q = {(z,9) € R? t.q. p(x,y) < 0} et soit (x0,yo) un point de fr(Q). On suppose que
dp(xo,y0) # 0. Soient f et g deux fonctions C* coincidant sur I'ensemble {(z,y) € R?, p(x,y) = 0} au voisinage de (o, yo).
Montrer qu'il existe un voisinage ouvert U de (xo, yo) et une fonction C*°, h : U — R telle que f — g = ph sur U. On pourra
considérer le changement de variables local (z,y) — (p(z,y), y) si par exemple, % (z0,y0) # 0.
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Exercice 1.44.
Les sous ensembles suivants sont ils des sous-variétés ? On déterminera I’ espace tangent en un point quelconque lorsque cela est
possible.

1. {(x,y) € R?; 2 +y? = 1} (On cherchera a appliquer le plus de définitions possibles du cours).
2. {(z,y,2 )GRS;{E + 9%+ 2% = 3zyz =1}

3. {(z,y) € R?; 2® —y? = 0};

4. {(t,t*); t <0yU{(t, —t%); t > 0};

5. {(z,y) €R?; y = |z[}.

Exercice 1.45.

On considere le sous ensemble de C* = R® défini par
2 2
21 — 2223 = 2322 —1 =0
z P 6
Démontrer que cet ensemble est une sous variété de R”.

Exercice 1.46.
Soit M une C* sous-variété compacte de R™ de dimension d; zo un point de R™.

1. Démontrer qu'il existe un point z € M tel que d(xo, M) = d(zo, z) ot d est la distance euclidienne.

2. Démontrer qu'un tel point x est tel que x — z( est orthogonal a I'espace tangent en xo a M.
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CHAPITRE | ]

EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Ans tout ce chapitre, les espaces normé considérés seront toujours des espaces normés réels complets c’est-a-

dire des espaces de Banach réels. Pour toute fonction différentiable = d'un intervalle de R dans un espace de

Banach (réel) E, la différentielle dz(¢) de « en un point ¢ de l'intervalle de définition de x est toujours identifiée

al’élément dx(t) e 1 de E et sera, le plus souvent (pour ne pas dire toujours) notée x’(¢) pour satisfaire aux

h?b)itudes usuelles. De méme, les dérivées d’ordre supérieures de z, identifiées 2 un élément de E seront notées = (t), > (t),
™ ().

Les réferences bibliographiques classiques de base pour ce chapitres sont : [Carf7], [Ave83] et [DemYb].

SECTION11.1

Généralités

SOUS-SECTIONII.1.1 l
Definitions

Définition II.1.1.

Soient E un espace de Banach réel et U une partie de R x FE et f une fonction continue de U dans E. On
appelle équation différentielle d’ordre 1 une équation de la forme

2 (t) = f(t,x(t)) ouz’ = f(t,z). (I1.1.1)

On dit qu’une fonction x de classe €' d’'un intervalle I de R dans E est une solution de I'équation ([I.1.1) si
les deux conditions suivantes sont satisfaites :

@) (t,x(t)) € U pour toutt € I ;
(i) &' (t) = f(t,z(t)), pourtoutt € I.

Le sous-ensemble U de la Définition ci-dessus n'est pas nécessairement ouvert, de méme que 'intervalle / peut étre ouvert,
fermé, borné ou non. Dans le cas oil une borne de 'intervalle I appartient a /, il est généralement sous-entendu que z est dérivable
a droite ou a gauche (suivant le cas) et que cette dérivée vérifie 'équation ([L.I1)). D’autre part, il n’est pas nécessaire de supposer,

a priori, dans cette Définition que x est de classe % : c’est automatique puisque f est continue.
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

n

Si E est un produit fini H E; d’espaces de Banach, etsi f;, 1 < i < n, sont les composantes de f, et x; celles de z, alors
1=1
I'équation ([LT.1) est un systeme de n équations différentielles d’ordre 1 a n inconnues

xp = fi(t,x1,...,20), 1 <i < n.

De la méme maniére, on peut définir les équations différentielles d’ordre n :

Définition I1.1.2.

Soient E un espace de Banach réel et U une partie de R x E™ et f une fonction continue de U dans E. On
appelle équation différentielle d’ordre n une équation de la forme

™ = f(t,z, 2., V). (I1.1.2)

On dit qu’une fonction x de classe €™ d’un intervalle I de R dans E est une solution de I'équation (IL.1.2)
si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

@) (t,z(t),2'(t),... 2" (t)) € U pour toutt € I ;

(i) 2™ (t) = f(t,z(t), 2’ (t),..., 2"V (t)), pour toutt € I.

Ainsi z est une solution de ([[LI:2) si et seulement elle est solution de '’équation différentielle du premier ordre suivante :

' =ux
m/125102

37;,,{,2 = Tn-1
1’.11—1 = f(taxaxla . -7$n71)

Ceci montre que I'étude des équations différentielles d’ordre n se rameéne toujours a celle des équations d’ordre 1. Précisément :

PROPOSITION I1.1.1.
Soient F un espace de Banach réel et U une partie deR x E™ et f une fonction continue deU dans E et

™ = ft,z,2,... 2"V (11.1.3)

une équation différentielle d'ordren. Soit X' = F(t, X ) l'équation différentielle d'ordre 1 oit F est la fonction
continue définie sur U par

F(t,X)=F(t, (zo,...,Tn-1)) = (1,...Tpn-1, f(t,T0, ... Tn-1)). (IL.1.4)

Alors, x est solution de (IL.1.3) si et seulement si, il existe une solution X = (xo, ..., x,—1) de ((I.L1.4) telle que
T = x9. En particulier, onaz® = z;,0<i<n-—1.

Définition II.1.3.

Soient E/ un espace de Banach réel et U une partie de R x E et f une fonction continue de U dans E. Soit
(to, xo) un point intérieur a U. On appelle «probléme de Cauchy» en (ty, x¢) associé a I'équation différen-
tiellex’ = f(t, x) le probléme qui consiste a chercher une solution z: de I'équation différentielle précédente
définie sur un intervalle I contenant ty et vérifiant x(ty) = xq. Le point (ty, zo) s’appelle la «condition
initiale» (ou «donnée initiale») du probléme de Cauchy.

Dans la pratique on parle du «probléme de Cauchy =’ = f(¢,z), z(to) = zo». Si un probleme de Cauchy =’ = f(¢, z), z(to) =
xo a une solution, on dit aussi que le point (to, o) est un point d’existence locale pour I'équation différentielle ' = f(¢, ).
On dit qu'un point d’existence locale (to, zo) est un point d'unicité locale si, étant donné deux solutions au probleme de Cauchy
z = f(t,x), z(to) = xo, définies sur des segments contenant ¢, il existe un segment non réduit a un point contenant ¢, sur le
quel les deux solutions sont égales.

RemarqueIL1.1. Soitz’ = F(t,x) une équation différentielle d’ordre 1 provenant d’une équation d’ordre n. Alors, en termes
de solution de I'équation d’ordre n, un probléme de Cauchy (pour I'équation d’ordre 1) s'écrit z? (to)=zp€ E,0<i<n-—1,
avec (to, o, ..., Tn-1) € U.

On remarquera au passage que la notion de probléme de Cauchy est tout a fait naturelle : en effet, si¢ : I — FE est une solution

t
d’une équation différentielle d’ordre 1, to € I, ona p(t) = / f(u, o(u))du + C ou C est une constante. C’est cette derniére qui
to

fixe la condition initiale ¢ (to) = zo.
Avant de poursuivre donnons une interprétation géométrique classique des équations différentielles :
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II.1. GENERALITES

Définition I1.1.4.
Soient E' un espace normé et A un ensemble.

1. On appelle champ de vecteurs sur E' a paramétre dans A une application X d’une partieU de A X E
dans E. Si A est un espace topologique, on dit que le champ X est continu si I'application X est continue.

2. Soit X un champ de vecteurs continu sur F a parametres dans R (on dit, dans ce cas, que le para-
meétre est le temps). On appelle courbe intégrale du champ X au voisinage de (ty,zo) € E, une courbe
différentiabley : I — E, ty € I, telle que, pour toutt € I, (t,v(t)) € U, v(ty) = xo, et, la tangente v'(t)
a la courbe en't est égale au vecteur X (t,~(t)) (i.e. a tout instant, la tangente a la courbe est donnée par le
champ de vecteurs). Autrement dit siy : I — E est une solution au probléme de Cauchy ' = X(t,x),
l’(to) = Zg.

3. Dans les conditions du 2., si le champ X est indépendant du temps (i.e. du parameétre, c’est-a-dire
X : U — FEouU estun ouvert de F), on dit que X est le «champ des vitesses» et 'équation différentielle
2’ = X (z) est dite autonome.

Cette définition est généralement prise comme définition des équations différentielles par les mécaniciens. La distinction entre
champ de vecteur dépendant du temps et champ indépendant du temps est en fait illusoire : la premiére se rameéne a la seconde
en considérant 'espace-temps : en effet,si X : U C R x E — E estun champ de vecteurs dépendant du temps, soit E=RxE
I'espace temps, et X : U — E le champ de vecteurs définit par X (¢,z) = (1, X(t,z)). Alors si ¥ = (§1,52) est une courbe
intégrale de X, on a tout de suite 74 (£) = 1 et 5(t) = X (51(t), 32(t)), donc, la courbe intégrale telle que 7, vaille to au temps to
(i.e. 1 (t) = t) 2 une projection sur E qui est une courbe intégrale du champ X . On voit ainsi que I'on récupére toutes les courbes
intégrales du champ X comme des courbes intégrales du champ des vitesses X sur I'espace-temps.

Définition II.1.5.
Soient E un espace de Banach réel et U une partie deR x F et f une fonction continue de U dans E.

1. Soientxy : I} — Eetxs : Iy — FE deux solutions de I'équation différentielle v’ = f(t,z). On dit
que x5 prolonge x| si I, D I etsilarestriction de x4 a I; coincide avec x1.

2. On dit qu’une solution = : I — FE de I'équation différentielle ' = f(t, z) est maximale s'il n’existe
pasdesolutionz; : I; — E prolongeantx ettellequel; 2 I.

PROPOSITION I1.1.2.

Soient E un espace de Banach réel et U une partie deR x E et f une fonction continue de U dans E. Toute
solutionx : I — F de l'équation différentielle ' = f(t, x) se prolonge en une solution maximale (mais ce
prolongement n'est pas nécessairement unique).

Démonstration. Pour fixer les notations, posons I = |a, b|, la notation signifiant que les bornes peuvent ou non étre incluses dans
I'intervalle. Montrons par exemple que x se prolonge en une solution z : I— Eoul = |la, l~)| avecbh > bet # maximale 2 droite (i.e.
en l~7). Construisons, par récurrence des prolongements successifs z; de x, définis sur des intervalle |a, b;| tels que b; > b;—1 :sizr_1
est construit (k > 1), soit ¢, la borne supérieure des c tels que zx_1 se prolonge a |a, ¢|. Il existe donc by, > bx—1, br > ¢ — 1/k
sicg < 400, bk > ksicy = 400, etz : |a,bx| — E une solution de I'équation différentielle prolongeant x5 _1. Clairement,
par construction la suite (c) est décroissante et la suite (b, ) est croissante : les suites (¢ ) et (b ) sont donc adjacentes et par suite
elles sont convergentes (dans R éventuellement) vers une limite commune b. De plus, toujours par construction des x, il existe
une solution de I'équation différentielle & : |a, l~7| — FE qui prolonge chaque zj, et que I'on peut, si cela est possible, prolonger
en b. alors, si z : |a, c| — E estune solution de I'équation différentielle qui prolonge Z, elle prolonge chaque z ce qui implique
¢ < ci+1, €t, par suite ¢ < b. g

Tout point d’existence est donc point d’existence pour une solution maximale. Il faut par contre distinguer les notions locales
et globales pour ce qui est de 1'unicité. On dit qu’un point d’existence locale (to, zo) est un point d'unicité maximale s'il n’existe
qu’une seule solution maximale au probleéme de Cauchy ' = f(¢, z), z(to) = zo. Un point d’unicité maximale est bien sir un
point d'unicité locale mais la réciproque est fausse.

Définition II.1.6.
Soient E un espace de Banach réel et U une partie de R x E et f une fonction continue de U dans E.
Supposons U de la forme I x O ot I est un intervalle de R et O une partie de E. On dit qu’une solution x
de I'équation différentielle v’ = f(t, x) est globale si elle est définie sur I'intervalle I tout entier.

Remarque II.1.2. On notera qu’une solution globale est bien stir maximale mais que la réciproque est fausse.

La Proposition suivante se démontre immédiatement par récurrence :

PROPOSITION I1.1.3.
Soient E un espace de Banach réel et U un ouvert deR x E et f une fonction continue deU dans E. Si f est
de classe €* (resp. € °°) toute solution de l'équation différentielle x’ = f(t,x) est de classe ghtl (resp. €°).
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On peut d’ailleurs aisément calculer les dérivées successives d'une solution (en dérivant '’équation différentielle) en fonctions
de la solution elle méme et des dérivées de f.

ProposITION I1.1.4.
Soient E un espace de Banach réel et U une partie de R x E et f une fonction continue de U dans E. Une
fonctionx : I — E est une solution du probléme de Cauchy x’ = f(t,x), x(to) = o, si et seulement si :

(i) x est continue, to € I et (t,x(t)) e U,Vt € I;
t

@vtel,x(t)=xzo+ | flu,xz(u))du.

to

Démonstration. En effet, il suffit de remarquer que, les fonctions f et x étant supposées continues, la fonction
t
t— / flu,z(u))du
to

est dérivable sur I de dérivée f (¢, z(t)) ce qui est une propriété élémentaire de I'intégrale. O

On notera, par exemple que si z est a priori dérivable sur / sauf peut étre en un nombre fini de points de son intervalle de
définition, et vérifie, en dehors de ces points, z'(t) = f(¢,x(t)), la Proposition ci-dessus implique que z est une solution de
I'équation différentielle : en fait, dans cette situation, 2’ se prolonge par continuité a tout I'intervalle, ce qui implique que z est de
clase " sur I'intervalle.

SOUS-SECTION11.1.2 l
Bouts des solutions maximales

Dans cette sous-section nous allons introduire une notion qui permet, dans certains cas, de dire oi1 se trouvent les extrémités
des solutions maximales.

Définition II.1.7.
Soient F un espace de Banach réel et U une partie deR x E, f une fonction continue deU dans E, (to, ) €
U ety : I — E une solution maximale au probléme de Cauchyx’ = f(t,x), z(ty) = o. Posons I = |a, 3],
la notation signifiant que l'intervalle peut étre ouvert ou fermé.

1. Si § < +oo, on appelle bout droit de la solution maximale ¢ I'ensemble {$} x @;(¢) oil
A4(p) est 'ensemble des valeurs d’adhérence (dans E) de ¢(t) lorsque t tend vers 3. Autrement dit,

da(p) = () #(t, BD.

tel
2. Sia > —oo, on appelle bout gauche de la solution maximale ¢ I'ensemble {a} x () ol
,

(@) est 'ensemble des valeurs d’adhérence (dans E) de ¢(t) lorsque t tend vers «. Autrement dit,

() = () ella 1)

tel

ProPOSITION I1.1.5.

Soient E un espace de Banach réel etU une partie deRx E, f une fonction continuedeU dans E, (to,xo) € U
ety : I — E une solution maximale au probleme de Cauchy x' = f(t,x), x(to) = xo. Si f < 400 (resp.
a > —o0), et si f(t,p(t)) reste borné au voisinage de [3 (resp. ) (auquel cas on dit que | est bornée sur le
graphe de ¢ au voisinage de 3) alors <7y () (resp. <7y (p)) est réduit a un point. Autrement dit, ¢ a une limite
en 3 (resp. o).

Démonstration. En effet, le Théoréme des accroissements finis (Théoreme [[2.7, page[]), pour ¢1 et prochesde Bona ||p(t1) — ¢(t2)]] <
M |t1 — t2|, ce qui montre, puisque E est complet que ¢(t) converge dans E lorsque ¢ tend vers 3. O

ProproSITION II.1.6.
Soient E un espace de Banach réel etU une partie deRx E, f une fonction continuedeU dans E, (to,xo) € U
et : I — FE une solution maximale au probléme de Cauchy ' = f(t,x), z(tg) = zo. Supposons E de
dimension finie. Si f < +oo (resp. a > —00), et sip reste bornée au voisinage de 3 (resp. o) alors <7;(p) (resp.
y()) est un compact connexe non vide.
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Démonstration. En effet, si on pose 275+ () = ¢(]t, 3]), alors <7 + est un compact connexe non vide et I'intersection .7z de ces
compacts ne peut étre vide (famille décroissante). La connexité se voit aussi aisément : si #;() C O1 U Oz, ol les O; sont des
ouverts rencontrant tous deux <7, () et tels que ANO1NO2 = (). Par compacité de A, il existe deux voisinages ouverts V;., (ANO01)
de AN O; et Vo, (AN O2) de AN O disjoints. Ainsi, quitte a changer les O; on peut les supposer disjoints. Si F' = E'\ (01 U O2),
alors 'intersection des .74 ; N F est vide ce qui implique, par définition de la compacité, que I'un d’entre eux est vide. O

SOUS-SECTION11.1.3 l
Cylindres de sécurité

Définition II.1.8.

Soient E un espace de Banach réel et U une partie de R x E et f une fonction continue de U dans E. Soit
(to,z0) € U. Ondit qu'un cylindre C = [to — T,to + T) x B(wg,70) est un cylindre de sécurité pour le
probléme de Cauchy ' = f(t,z), z(tg) = =, si toute solution z : I — E de I'équation différentielle
a2’ = f(t,z) définie sur un intervalle I contenantty, contenu dans [to — T, to + T, vérifiant z(to) = x reste
contenue dans B(xg, ) (i.e.z(t) € B(zo,10),Vt € I).

La Proposition simple, mais importante, suivante montre qu'’il existe toujours des cylindres de sécurité.

PropPoOSITION I1.1.7.

Soient E un espace de Banach réel et U une partie deR x E et f une fonction continue de U dans E. Soit

(to, o) € U. Supposons qu'il existe un cylindre Cy = [to — Ty, to + To] X B(wo,70) contenu dans U tel que

M= sup |f(t,y)|| < +oc.AlorslecylindreC = [ty — T1,to + Ti] x B(wg, 7o) avecTy = min {To, T—O}

(t:y)ECO M
est un cylindre de sécurité du probleme de Cauchy ' = f(t,x), x(tg) = xo.

Démonstration. En effet, si cela était faux, il existerait, par exemple, une solution = définie sur un intervalle [to, to + T1], T1 < 11,
ne restant pas dans B(zo, to), C'est-a-dire telle que, pour certaines valeurs de t < 77, on ait ||z(t) — xo|| > 70. Soit 7 la borne
inférieure dest € [to, to + T1] tels que ||z(t) — zo|| > ro, de sorte que ||z(7) — zo|| = ro etto < T < to + T7. Alors, par définition

de M,
m:\ / o' (w)dul| < / ' ()| duw = / 1, 2(w)) | du < M(r — to) < MT;
to to to
ce qui est absurde puisque 77 < TMO O

ProOPOSITION I1.1.8.

1. Il existe un cylindre de sécurité des que f est bornée sur un cylindre contenu dans U donné a priori.

2. Sil'espace E est de dimension finie alors tout cylindre Cy contenu dans U est compact et la continuité
de f implique qu'elle est bornée sur Cy ; ainsi, dans ce cas, on peut donc prendre pour Cy, dans la Proposition
précédente, tout cylindre contenu dans U .

3. En général, la continuité en (to, xq) de [ permet seulement de dire qu'il existe un cylindre Cy oi1 f est
bornée et donc un cylindre de sécurité qui lui est associé comme dans la Proposition précédente.

4. La preuve de la Proposition montre que si on a seulement M = sup || f(t,y)|| < +o0, oit Cy =
(t,y)eCo
[to, to + To] X B(xo,70), alors le cylindre C est de sécurité pour toute solution définie sur un intervalle de la

r _
forme [to, to + T}] avec T{ < min {Tg, MO } Dans cette situation on dit que C = [to, to + 11| X B(xo,70),

. T . . I
T7 = min {TO, MO }, est un cylindre de sécurité.
5. On notera que, d'apres le Théoreme des accroissements finis (Théoremell.2.2, page[d), dans les conditions

de la Proposition précédente, toute solution x définie sur un intervalle I tel que I x B(xq,ro) est contenu dans
un cylindre de sécurité sur lequel || f ||est majorée par M, est lipschitzienne de rapport M.
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— SECTION 1.2

Solutions approchees, Meéthode
d"Euler

Définition IL.2.1.
Soient E un espace de Banach réel et U une partie de R x E, f une fonction continue de U dans E et
(to,zo) € U. Nous dirons qu’une fonction continue ¢ : I = [tg,t9 + T] — E est une solution appro-

chée linéaire (affine) par morceaux a droite de t, au probléme de Cauchy ' = f(t,x), z(tg) = xo, siles
conditions suivantes sont satisfaites :

(i) I existe une subdivisiont;, 0 < i < N, de telle quety = T, et, pour touts, (t;, o(t;)) € U;

(i) pour tout i, 0 < i < N — 1, la restriction de ¢ a I'intervalle [t;, ;1] est donnée par o, +, ,1(t) =
p(ti) + (¢t =) f(ti, o(ts))-

De méme, par symétrie, nous parlerons de solution approchée linéaire (affine) par morceaux a gauche
dety au probléme de Cauchy z’ = f(t,z), z(tg) = xo.

On notera que, étant donné une subdivision de l'intervalle [to, to + T, il existe au plus une seule solution approchée linéaire
par morceaux a droite de to au probleme de Cauchy z’ = f(¢,z), z(to) = =0 : cette méthode de construction est généralement
appelée la méthode d’Euler ou méthode de la tangente. Précisément cette méthode construit la solution approchée comme suit :

PROPOSITION I1.2.1 (Méthode d’Euler).
Soient U une partiedeR x E, E espace de Banach, et f une application deU dans E. Soit (ty, zo) € U.

1. On définit tout d'abord ¢ sur l'intervalle [to, t1] par ¢(t) = xo + (t — to) f(to, o), t1 étant choisit de
sorte que (t1,o(t1)) € U (si cela est possible bien sir).

2. on définit ensuite ¢ sur lintervalle [t1,t2] par o(t) = @(t1) + (¢t — t1)f(t1,©(t1)), to étant la aussi
choisit de sorte que (t2, p(t2)) € U.

3. Et ainsi de suite par récurrence sur chacun des intervalles [t;,t;11],0 <i < N — 1.

1l est clair que cette construction donne une solution approchée linéaire par morceaux a droite de t, dé-
finie sur un intervalle [to, tn] dont la taille dépend du choix initial de (to,xo) et de f (on peut avoir, sans
hypotheses supplémentaires, ty # to !). On dit que cette solution approchée linéaire par morceaux est asso-
ciée a la subdivisiont;. De plus, on a :

() Surlt;, tiv1[,  est dérivable et ' (t) = f(t;, p(t;)).

(ii) aux pointst;, p a une dérivée a droite et a gauche et Oy (t;) = f(ti, p(t;)) ety (t;) = f(ti—1,p(ti—1))
(sauf aux extrémités ot il n’y en a qu'une sur les deux).

(iii) En notant @' (t) la dérivée de o en dehors des pointst;,0 < i < N, alors ¢’ est une fonction en escalier

t
etonayp(t) =xg+ / ¢’ (u)du, pour toutt.
to

Naturellement, si on choisit au hasard le point de départ (Zo, o) il se peut que 'on ne puisse méme pas entamer le processus
de construction car on peut ne pas trouver t1 # to tel que (t1¢(t1)) € U.LaFIG. illustre la construction.

o
Si (to,z0) € U, on pourra toujours construire une telle solution approchée sur un intervalle [to, tv] assez petit. Plus préci-
sément, si [to, T'| est assez petit, grace a la continuité de f, pour toute subdivision (¢;) de [to, 7] on peut construire une solution
approchée associée a cette subdivision : I'idée est que, sila subdivision est assez fine, on espére ainsi approcher une solution exacte.
En fait, nous allons procéder de maniere plus précise en utilisant les cylindres de sécurité :

PropoOSITION I1.2.2.

Soient EJ un espace de Banach réel etU une partie deR x E, f une fonction continuedeU dans E et (to, 7o) €
U. Supposons que 'on ait un cylindre Cy = [to, to+To] X B(zo, ro) contenu dansU sur lequel f est bornée par

T

M. AlorssiT < T} = min{Tp, MO}’ pour toute subdivision (t;),1 < i < N, delto, to+T], la méthode d’Euler
construit une solution approchée linéaire par morceaux associée a la subdivision (t;) qui reste dans B(xo, 10).
Autrement dit, le cylindre [ty, to + T1] X B(xo,r0) est de sécurité pour toute solution approchée linéaire par
morceaux définie sur un intervalle [to, to + T)|. De plus, une telle solution approchée est M -lipschitzienne.
Naturellement, on a un énoncé analogue pour les solutions approchées linéaires par morceaux a gauche de
to.
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droite d’équation : z7 + (t — t7) f(t7,x7), t > t7 —

(tﬁvxﬁ)

FIG. I1.2.1 - Solution approchée par la méthode d’Euler

Démonstration. Reprenons les notations de la définition précédente et raisonnons par récurrence sur s : montrons que || () — zo|| <
ro, pourt € [t;, ti1], sil'on suppose ||p(tx) — zo|| < 7o pour 0 < k < 4 (ce qui est bien siir vrai si ¢ = 0). En effet, 'hypothése de
récurrence implique || f (tx, ¢(tx))|] < M, 1 < k < i, ce qui entraine ||p(tr) — @(tr+1)|| < (Exg1 —tu) M pour 0 < k <i—1,et,
par suite, en écrivant

i—1
o(t) —xo = () — p(t:) + > _(#(tr) — ¢(tr+1)),
k=0

il vient

i—1

lo(t) — zo|| < M (t —ti + Z(tk+1 - tk)> = M(t —to) < 7o.

k=0

Le fait que ¢ soit M -lipschitzienne résulte aussitot de la derniere assertion de la Proposition précédente. O

S’il est clair que, dans les conditions de la Proposition précédente, on peut toujours considérer des solutions approchées li-
néaires par morceaux définie sur des subdivisions aussi fines que 1'on veut, il est moins évident que I’on puisse en construire qui
soit, en un certain sens, proches d’une vraie solution. Pour aborder cette question, introduisons tout d’abord une définition :

Définition I1.2.2.
Soient E un espace de Banach réel, U une partie deR x E, f une fonction continue deU dans E et (ty, x) €
U. Soite > 0.

1. On dit qu'une fonction ¢ : I — E de classe ¢! sur un segment contenant t, est une solution ¢ -
approchée de classe ¢! au probléme de Cauchy x’' = f(t,z), x(tg) = xo, si p(to) = x¢ et si

VEE T, (b ¢(t) €U etsup e (t) = f(t, el < e

2. On dit qu’une fonction continue ¢ : I — E de classe ¢! par morceaux sur un segment I = |[a, b]
contenantt est une solution c -approchée de classe ¢’* par morceaux au probléme de Cauchyz’ = f(t, x),
x(to) = xo, sip(ty) = ¢ et s'il existe une subdivisiont;, 1 <i <n,del,t; = a,t, = b, telle que, pour tout
t € I, p admette une dérivée a droite () et une dérivée a gauche ¢ (t) ent (sauf bien siir aux extrémités
ot il n’y en a qu’une), la restriction de ¢ a chaque intervalle [t;, t; 1] est de classe €' et

vtel, (t,ot) €U, sup () — Ft, o) < eet sup et (8) = f(t,0(8)]| < e

Nous avons vu précédemment qu’'une solution approchée linéaire par morceaux ne peut s’échapper d'une boule si son inter-
valle de définition est convenablement relié a un cylindre de sécurité. Pour les solution e-approchées, il faut modifier un peu ce
résultat :
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PRroPoOSITION II.2.3.

Soient E un espace de Banach réel, U une partiedeR x E, f une fonction continue deU dans E et (tg, zo) €
U. Supposons que l'on s'est donné un cylindre C = I x B(z,70)C U oit I est un segment deR contenantt
tel que sup ||f(t,y)]| =M < +o0. Soite > 0. Soit Ty < 1o

(ty)eC M

contenu dans 1. Alors toute solution -approchée €1 par morceaux o : [to,to +T] — E, avecT < Ty, au
probléme de Cauchy x' = f(t,x), x(ty) = o, reste dans la boule B(x¢, o). Naturellement on a un résultat
analogue pour un intervalle convenable de la forme [ty — T, to].

maximum de sorte que [to, to + To| soit

Démonstration. Supposons que cela soit faux. On a donc une telle solution e-approchée, ¢, définie sur un intervalle [to, to + 71],
Ty < Ty, qui sort de la boule B(zo, ro) pour une valeur de ¢ < 7. Soit 7 la borne inférieure des ¢ pour lesquels ||¢(t) — xo|| > 70,
de sorte que ||¢(T) — zo|| = ro et 7 < T1. Comme ¢ est dérivable sauf en un nombre fini de points et est continue, on a

/tOT o' (u)du

)

7o = lotr) = aoll =

et, par suite

o< [ - fp@)l|dus [ e)] de
to to
< (M+8)(T —to)
< (M +¢e)T1,
puisque, par définition de 7, pour to < u < 7,0na f(u, ¢(u)) € C. Mais ceci contredit la définition de 7. O

L'étape fondamentale pour obtenir les Théorémes d’existence de solution locale pour les équations différentielles que nous
avons en vue est de montrer que, étant donné un cylindre de sécurité, on peut toujours construire des solutions e-approchées
linéaires par morceaux définies dans un intervalle dont la longueur ne dépend que du cylindre de sécurité. Nous allons donner deux
preuves de ce résultat : 'une ne faisant aucune hypothése sur la fonction f et 'autre sous une hypothése d’'uniforme continuité
locale. La seconde permettra en plus de controler 'erreur faite par la solution approchée en fonction du module de continuité de

1.

THEOREME I1.2.1 (Théoréme d’existence des solutions c -approchées).
Soient E un espace de Banach réel, U une partie deR x E, f une fonction continue deU dans E et (to, o) €
U. Supposons que l'on s'est donné un cylindre C = I x B(xg,79)C U ot I est un segment de R contenant
T
to telque sup || f(t,y)|| =M < 4o0. SoitTy < MO maximum de sorte que [to, to + To) soit contenu dans
(t,y)eC
I; ainsi, [to,to + To] x B(zg,ro) est un cylindre de sécurité. Alors, pour tout e > 0 il existe une solution
e-approchée, linéaire par morceaux ¢ : [to,to + To] — E. De plus cette solution est M -lipschitzienne.

o
Naturellement, on a un énoncé analogue sur Uintervalle [ty — T, to] avecT; < MO et[to — T1,to] C I.

Démonstration. Nous pouvons nous restreindre au cas 7p > 0 sinoniln’y arien a montrer. Nous allons construire ¢ par la méthode
d’Euler ce qui donnera tout de suite la derniere assertion concernant le fait que ¢ est M -lipschitzienne d’aprés la Proposition
[I:Z7 et le Théoreme des accroissements finis, Théoréeme [:2.1], page B. Nous construisons donc ¢ en utilisant la méthode d’Euler
(Proposition [[.2.1)). D’apres la Proposition [[.2.9, page i, cela revient 2 montrer qu'il existe une subdivision convenable de [to, to +
Tb]. Définissons tout d’abord ¢ par

t1 = inf{t > to, t < To tels que || f(to, o) — f(t,z0 + (t — to) f(to, x0))| > €}

Par continuité de f, on a clairement ¢; > to.Sit; = Tp la construction est terminée. Sinon on recommence le méme procédé pour
construire ¢, en remplacant o par t1 et zo par ¢(t1). Sita = T la construction se termine et sinon on recommence. Supposons
que le procédé se poursuive jusqu’al’étape n (i.e. t,—1 < Tp). Remarquons tout de suite que la fonction ¢ ainsi construite est une
solution e-approchée sur l'intervalle [to, ¢, ] : cela résulte aussitot de la Proposition et de la construction, et, de plus, elle est
M -lipschitzienne. Pour conclure, il suffit donc de voir que le procédé s’arréte nécessairement c’est-a-dire que, pour n assez grand,
on aura automatiquement ¢, = Tp. Supposons que cela soit faux et que le procédé se poursuive indéfiniment. On construit ainsi
une suite strictement croissante (¢, ) majorée qui converge donc vers t' < Ty et une solution approchée ¢ sur [to, t'[. Comme ¢
est M -lipschitzienne, on a

l(tnt1) = @(tn)ll < M(tns1 = tn)

ce qui montre que la suite (¢(t,)) est de Cauchy dans E. Elle converge donc vers une limite =’ qui appartient & B(xzo, 7o) d’aprés
la Proposition [[.2.7, page [i§. Considérons alors, pour n donné assez grand la solution approchée ¢,, définie sur [to,t'] et associée
ala subdivision ¢;, 0 < 7 < n (Proposition [12.2). Si ¢t €]t,,t'] ona ¢, (t) = f(tn, @(tn)), et, comme f est continue en (¢', z'),
pour n assez grand, on aura

”f(tn: @(tn)) - f(tv Wn(ﬂ” <e
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car
len(t) — @(tn)| < M(t' — tn)

et ||o(tn) — z'|| ett’ — t,, tendent vers zéro quand n — oo. Ceci contredit la possibilité de construire t,41.
C.Q.ED.

Si on impose une condition d’'uniforme continuité a f, le Théoréme précédent devient trés simple :

PROPOSITION I1.2.4.

Soient E un espace de Banach réel, U une partiedeR x E, f une fonction continue deU dans E et (to, xg) €
U. Supposons qu'il existe C = I x B(xg,79) C U oit I est un segment de R contenant t tel que, d'une

part, sup ||f(t,y)|| = M < +oo, et, dautre part, { soit uniformément continue sur C, c'est-a-dire que son
(t,y)eC
module de continuité

w(u) = sup{[[f(t1,91) = (b2, yo) || tels que [t1 —to + [lyr — woll < u}, u >0,

L. . , 7o
= 0. < —_
vérifie }%%’ wr(u) = 0. Soit T < U

solution approchée linéaire par morceaux a droite de t est e-approchée pour e = wy((M + 1)hmax) olt
hmax = rnax{|t7;+1 — ti|, 0 S ) S N — 1}

maximum de sorte que [to,to + Ty soit contenu dans I. Alors toute

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate de la Proposition [I.Z]], page £8. O
Lintérét des solutions e-approchées réside dans la propriété suivante :

PROPOSITION I1.2.5.

Soient E un espace de Banach réel, U une partiedeR x E, f une fonction continue deU dans E et (tg, x¢) €
U. Supposons que l'on ait une suite @, n > 1, de solutions ¢,,-approchées au probléme de Cauchy x' =
f(t,x), z(to) = xo, définies dans un méme segment I telle que nlgr;o en = 0 (ce qui est toujours possible
par les deux résultats précédents si I est convenablement associé a un cylindre de sécurité comme dans les
Propositions précédentes) et qui converge uniformément vers une fonction continuex : I — FE telle que,
vt € I, (t,x(t)) € U. Alors x est une solution de probléme de Cauchy x’ = f(t,x), x(tg) = xo.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, en posant ¢o = z, 'ensemble
A={(t,en(t)), n20,t I}

est un compact de R x E contenu dans U. En effet, si on note <7 I'ensemble des ¢,,, n > 0, alors <7 est compact dans I'espace
normé ¢, (I; E) (muni de la norme uniforme) (car I'ensemble formé des points d’une suite convergente et de sa limite est toujours
compact), et comme l'application (¢,1) +— (t,4(¢)) est continue de I X o/ dans R x E, son image A est compacte. Comme
f est continue, ceci implique qu’elle est uniformément continue sur A (Proposition 2?2, page Proposition [I.I7])) et, par suite, la
suite des fonctions u — f(u, ¢n(u)) converge uniformément, sur 7, vers u — f(u,z(u)). Alors, comme, par hypothése, on a, si
IClto—T,to+T),

t
a0~ [ 5w pn(an]| < e~ 1),
to
on obtient la conclusion en écrivant
t
z(t) — w0 — / fu,z(u))dul| < |lz(t) — n(t)]l
to
t
[ 1) = (o) du
to
“+en (T — Ifo)7
et en appliquant la Proposition [I[:T-4, page . O
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SECTION11.3

Théoremes d existence et
d 'unicité genéraux

SOUS-SECTION 11.3.1 l
Le cas de dimension finie : le Théoreme de

Cauchy-Peano-Arzela

THEOREME I1.3.1 (Théoréme de Cauchy-Peano-Arzela).

Soient E un espace normé réel de dimension finie, U une partie deR x E, f une fonction continue deU dans
E et (tg,z0) € U. Supposons que l'on ait C = I x B(xg,r¢) C U un cylindre contenu dans U oiv I est un
segment de R contenant to (un tel cylindre existe toujours si (to, ) est dans l'intérieur de U, mais ceci n'est

”
pas nécessaire). Soient M = sup || f(t,y)|| = M (M est fini car C est compact et f continue), T} < MO et
(ty)eC

r
T < -9 tous deux maximum de sorte que[to — T, to + 5] soit contenu dans 1. Alors il existe une solution
x : [to — Th,to + Tz] — E au probleme de Cauchyx' = f(t,x), x(to) = xp.

Démonstration. 11 nous suffit, par exemple, de montrer I'existence de = sur [to,to + 72|, le méme raisonnement fournira une
solution sur [to — T, to] et il n'y aura plus qu'a recoller les deux solutions. D’apres la Proposition précédente (f est uniformément
continue sur C), pour tout n > 1, il existe une solution %—approchée, ©n, définie sur l'intervalle [to,to + T»]. Comme chaque
©n est M-lipschitzienne et @,,(t) € B(xo,70), Vt (Proposition [[.2.3, page ), I'ensemble des ,, forme une partie équicontinue,
et, E étant de dimension finie, B(z0, r9) est compacte, ce qui montre que {¢,(t), n > 1} est relativement compact. Alors le
Théoréme d’Ascoli implique qu'il existe une sous-suite (¢n, x>0 de la suite (¢, ) qui converge uniformément sur [to, to + 1] vers
une fonction continue z. Pour conclure, il suffit d’appliquer la Proposition [[.2.5.

C.Q.ED.

COROLLAIRE.
Soient E un espace normé réel de dimension finie, U une partie de R x FE, f une fonction continue de U

[e]
dans E et (tg,z9) € U. Alors il existe une solution maximale de l'équation différentielle x' = f(t,x) telle
que x(tg) = xo. De plus, si U est ouvert, l'intervalle de définition de toute solution maximale de I'équation
différentiellex’ = f(t,x) est ouvert.

Démonstration. La premiere assertion résulte du Théoreme précédent et de la Proposition [I.I.2, page f3. La seconde est immé-
diate : si z est une solution maximale définie sur ]a, b], alors (b, (b)) appartient a U qui est ouvert, et, le Théoréme précédent dit
qu’il existe une solution & au probleme de Cauchy y’ = f(t,y), y(b) = x(b). En considérant alors la fonction qui est égale a  sur
]a, b] et a Z au dela de b, on contredit la maximalité de x. O

Remarque I1.3.1. Dans les résultats d’existence de cette sous-section il n’y a évidement pas unicité de la solution. Par exemple
le probléme de Cauchy =’ = 3x*/3, £(0) = 0, a trivialement deux solutions (locales ou maximales) : = = 0 et z(t) = t°.

SOUS-SECTION 11.3.2 l
Le cas localement lipschitzien

Définition IL.3.1.
Soient E un espace normé réel de dimension finie, U une partiedeR x E, f : (t,x) — f(t, x) une fonction
continue de U dans E. On dit que f est localement lipschitzienne en x si, pour tout point (to, zq) de U il
existe un voisinage V de (to, xo) et une constante k > 0 (dépendant du point (tq, z¢)) tel que, dans V N U
f soit lipschitzienne de rapport k par rapport a x, c’est-a-dire si, pour tout couple de points (t, y,) et (¢, y2)
deVnUonalf(t,y) = f(t.y2)ll < kllyr — 2|.
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Dans la suite, nous dirons souvent «localement lipschitzienne» pour «localement lipschitzienne en x».

Dans ce cadre, nous allons démontrer des Théoréemes d’existence et d’unicité (local et maximal). Nous donnerons deux dé-
monstration de I'existence des solutions : 'une utilisant les solutions approchées définies a la section précédente, 'autre basée
sur le Théoréme du point fixe. Pour la premiére, il nous faut remplacer 'argument de compacité (nécessité par l'utilisation du
Théoreme d’Ascoli) utilisé dans la preuve du Théoreme de Cauchy-Peano-Arzela par un autre. Cet argument est développé dans la
premiere sous-section :

n321)  Lemmes de Gronwall, Lemme fondamental
Lestimation qui permet de faire converger une suite de solutions e-approchées est basé sur un Lemme élémentaire :

LEMME DE GRONWALL.
Soitu une fonction continue de [0, T, T > 0, dansR telle que

¢
u(t) < at+k/ u(s)ds, t € [0,T], a >0, k> 0.
0

Alorsonau(t) < (ekt — 1),0 <t<T.

ESl RS

t
Démonstration. Soitv(t) = / u(s)ds. Comme u est continue, v est dérivable et onav’(t) < at+kv(t), ce qui est une inéquation

0
différentielle. Posons w(t) = e~ v (t). llvient w' () = e ¥ (v'(t) — kv (t)), ot w’(t) < ate” ™. Comme w(0) = 0, il vient

¢
w(t) < a/ se " ds = % (1 —eFt ktefkt),
0

et, par suite v(t) < % (ekt —-1- kt), d’ott le résultat puisque u(t) < at + kv(t). O

LEMME FONDAMENTAL.

Soient E un espace de Banach réel, U une partie de R x E, f une fonction continue de U dans E, (to,x1) € U et
(to,x2) € U. Soit I un segment deR contenantty. Soient o1 : I — E une solution 1 -approchée ¢! par morceaux
au probleme de Cauchy ' = f(t,x), x(ty) = x1, et pa : I — E une solution e3-approchée €' par morceaux au

probleme de Cauchyx' = f(t,x), x(ty) = x2. On suppose qu'il existe une constante k > 0 telle que, pour toutt € I, on
a

1 (8 @1(8) = F & p2(D))]| < Ellpa(t) — @2(t)]]-

Alors, ona
ek‘t7t0| . 1

lp1(t) — p2(t)]] < llo1 — 22| X170l 4 (61 + €2) 3

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous pouvons supposer to = 0. D’autre part, il nous suffit de montrer cette estima-
tion pour ¢ > 0, le cast < 0 se traitant en changeant ¢t en —t. Les solutions ¢; étant £;-approchées, on a

lor(t) — @2 (®)|| < e1+e2+ (£t e1(t) — f(t w2 (t))]]
< er+ex +E(loi(t) +e2(t)],

oil ¢} désigne la dérivée de ¢; dans un intervalle ou elle est de classe €. Soit p(t) = ©1(t) — @2(t). En intégrant 'inégalité
précédente, il vient

o) = (0)] < /0 (€1 +e2+k[le(u)]) du

IN

t
(e1+e2+klleO)l)t + k/ ll(u) = @ (0)[| du.
0
Nous pouvons donc appliquer le Lemme de Gronwall de la présente page a la fonction u(t) = ||¢(t) — ¢(0)|| : cela donne

o) — o)l < (2 4+ o)) (- 1),

€1+ €2
k

ce qui donne [|p(t)]] < [l(0)] € + (ekt — 1), ce qui est I'inégalité cherchée. O

L@%/& %W 53



CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

COROLLAIRE.

Soient E un espace de Banach, U une partie de R x E et f et g deux fonctions continues de U dans E.
Soient I un intervalledeR et o1 : I — FE (resp. p2 : I — E) une solution de l'équation différentielle
' = f(t,x) (resp. 2’ = g(t,x)). On suppose qu'il existe une constante k telle que, pour toutt € I, on
allf(t,e1(t) — ft, o2l < klle1(t) — p2(t)|| (ce qui est par exemple le cas si f est globalement k-
lipschitzienne), et, || f (t,x) — g(t, z)|| < &, pour (t,x) € U. Alors, pourty € I, ona

_ ek“t*to‘ . 1
o1 (t) = @2 (®)]] < llpa(to) — wa(to) ]| =70l + e

Démonstration. En effet, ona ||¢5(t) — f(t, p2(t)]| < e. O

1l existe de nombreuses versions du Lemme de Gronwall qui consistent essentiellement a résoudre des inéquations différen-
tielles linéaires d’ordre 1. Nous avons donné ci-dessus celle qui nous était utile pour le Lemme fondamental. En voici quelques
autres qui servent dans la théorie des équations différentielles.

PROPOSITION I1.3.1 (Lemme de Gronwall).
Soient I un intervalle de R et u une fonction continue par morceaux de I dans R telle qu'il existe des
t

constantesa > 0 etk > 0 telles que, pour unty € I, on ait, pour toutt € I, u(t) <a+ k/ u(s)ds.
to

Alorsonau(t) < aeklt=tol t € I.

Démonstration. Raisonnons pour ¢ > to, I'autre cas se traitant en changeant / en —/. Comme

t t
% <eik(t7t°)/ u(s)ds> = ¢ ht—t0) (u(t) — k/ u(s)ds) < aeFtt0),
to to

t

ez [ - a —k(t— L e , N .

en intégrant, il Vlent/ u(s)ds < ek tO>E (1 —e Tk tO)), et, en réutilisant 'hypotheése, on trouve le résultat. |
to

PROPOSITION I1.3.2 (Lemme de Gronwall).
Soient I un intervalle de R, u, v et f des fonctions de I dans R. On suppose que u est positive. Si, pour un
aeR,ona
t t
o) <at [ upsds+ [ f)ds b=t

to to

alors .
v(t) < aelio )9 | / eJi o) £ (5)ds.

to

Démonstration. Soit ¢ la solution de I'équation différentielle o' = up + f telle que ¢(to) = . Par intégration, 'hypothese sur v
donne

Comme wu est positive, on a9’ > wud. Ainsi la fonction ®(¢) = e Jio u<s>dst9(t) vérifie ®'(t) > 0 et ®(to) = 0 ce qui donne
®(t) > 0. Autrement dit, p(t) — v(t) > 0, pourt > to. La Proposition résulte donc du fait élémentaire que la solution de
I'équation différentielle " = up + f telle que p(to) = a est

, ¢
o(t) = aelto #(9)ds +/ els (@) £(5)ds.
to

PROPOSITION I1.3.3 (Lemme de Gronwall).

Soient E un espace de Banach, I un intervalle deR et o une application continuede I dans E de classe¢’* par
morceaux au sens oit les points de discontinuité de o’ forment une partie discréte D de I et sont de premiére
espece (i.e. ©' a une limite a gauche et a droite en tout point de D). Supposons qu'il existe deux constantes
A > 0etB > 0 telles que, pour toutt € I\ D ona

le" (D) < Alle@®) + B.

Alors, pour toust ettg dansI,ona:
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B
1514 > 0, (@) < lp(to)]| el + = (eAl=tol —1).
2.51A =0, llp()] < llg(to)ll + Bt - to].

to+s
Démonstration. Supposons tout d’abord ¢ > to. En posantt = to + s, s > 0, il vient p(tg + s) = / @' (w)du + p(to), dolt

to

to+s
lle(to + $)Il < [le(to)l +BS+A/ le(u)ll du.

to
to+s
Si A = 0, cela donne 2. A partir de maintenant, on suppose A > 0. Si on pose g(s) = / ()| du, 'inégalité précédente
0

sécrit g'(s) < Ag(s) + Bs + ||¢(to)]|, ce qui s’écrit encore di (efASg(s)) < Bse™ ™ + e ||p(to)||. I vient donc, puisque
s
9(0) =0, . .
e *g(s) < B/ te~dt + ||<p(to)\|/ e Mat,
0 0
soit B B
Ag(s) < (It + 5 ) = 5 = ltto)l - B,

En reportant ceci dans I'inégalité majorant ¢’ (s), il vient g'(s) < e (||o(to)|| + B/A) — B/A, ce quiestle 1.

Supposons maintenant ¢ < to. Changeons I en —1, ¢ en —t ety en —to. Si on pose 9(u) = p(—u), ona ¥’ (u) = —¢'(—u) et

ainsi
[9'(w)|| = ||¢'(w)]| < All9(w)]| + B, w € —(I\ D).

Si A = 0, la premiére partie donne, pour u > —to, ||9(u)|| < ||¥(—to)|| + B |u — (—to)|, ce qui est le résultat voulu. Si A > 0, de
la méme maniére, la premiere partie donne ||9(u)|| < ||[9(—to)|| e~ (710D 4 1 (eA(”7<7t°)) — 1), pour u > —tg ce qui est, la

aussi, le résultat cherché. |

ns22)  Le Théoréme de Cauchy-Lipschitz

La premiere conséquence du Lemme fondamental est un résultat d’unicité :

PROPOSITION I1.3.4.

Soient E un espace de Banach réel, U une partie deR x E, f une fonction continue deU dans E et (to, xg) €
U. Soientp; : I — E,i = 1,2, deux solutions au probleme de Cauchyx' = f(t,x), xz(tg) = xo. On suppose
qu'il existe une constante k > 0 telle que, pour toutt € I, ona

1t 1) = F (& 2()]] < K lpa(t) — w2 (D)] -

Alors les deux fonctions 1 et s sont identiquement égales sur Uintervalle 1.

Démonstration. En effet, le Lemme fondamental, page b3, appliqué aux solutions donne immédiatement le résultat. O

On notera que l'on ne fait ici aucune hypothése ni sur E ni sur la taille de I'intervalle I (il faut seulement que tout soit bien
défini c’est-a-dire que (¢, ;i (t)) € U). Nous utiliserons cela par la suite.

THEOREME I1.3.2 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz).
Soient E un espace de Banach réel, U une partie deR x E, f une fonction continue localement lipschitzienne
deU dans E et (ty, zo) € U.

1. Deux solutions au probleme de Cauchy x’' = [(t,x), x(to) = xo, sont identiquement égales sur l'inter-
section de leurs intervalles de définition (en particulier, on a unicité locale).

2. S'il existe un segment I non réduit a un point contenantty et un voisinageV de xg telsqueI x V C U
alors il existe une unique solution maximale a U'équation différentielle v’ = f(t,x) qui vaut xo en ty. En
particulier, si (to, xo) est intérieur a U, il existe une unique solution maximale au probléme de Cauchy x’ =
f(t,x), z(tg) = x (existence et unicité des solutions maximales).

Démonstration. Vérifions tout d’abord l'unicité. Soient 1 : It — E ety : [o — E deux solutions au probleme de Cauchy
et = I; N Io. Comme f est supposée localement lipschitzienne, la Proposition précédente montre qu'il existe un intervalle .J
contenu dans [ et contenant ¢o sur le quel les deux solutions sont égales. Supposons cet intervalle maximal (pour l'inclusion). S’il
n'est pas égal a I, une de ses bornes appartient a 'intérieur de I, et, en réappliquant la Proposition en ce point on aboutit a une
contradiction. Lexistence elle résulte du Théoréme [[.2.] page 50, du Lemme fondamental, page 53, de la Proposition [I.Z.5 page b1,
et de la Proposition [I.T.7, page A3. O
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Remarque I1.3.2. On notera que 'unicité du Théoréme précédent montre en particulier que (dans les conditions du Théo-
réme) deux solutions dex’ = f(t, x) définies sur un méme intervalle coincident sur tout I'intervalle si et seulement si elle prennent
la méme valeur en un point de I'intervalle.

Vue I'importance de ce Théoreme, nous allons donner une seconde démonstration qui ne fait pas appel a I'existence des solu-
tions approchées mais qui utilise simplement le Théoréeme du point fixe classique. Pour cette démonstration, nous nous conten-
terons d’établir un résultat d’existence et d’unicité local, I'existence et 'unicité des solutions maximales s’en déduisant comme
précédemment.

THEOREME I1.3.3 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz).

Soient E un espace de Banach réel, U une partie de R x E, f une fonction continue de U dans E et
(to, o) € U. Supposons que Co = [to — To,to + To] x B(xo,r0) soit un cylindre contenu dans U sur le-
quel sup |f(t,y)| < M < +ooet f(t,y) estk-lipschitzienne eny. Soit C = [tg — T,to + T| x B(zo,70)

(t,y)€Co
avecT = min {To, TMO} Alors il existe une unique solution au probléeme de Cauchy x’ = f(t, ), z(to) = xo,

qui est définie dans [to — T, to + T).

Démonstration & partir du Théoréme du point fixe. Soit F le sous-espace des fonctions continues de [to— T, to+7T dans B(zo, 7o)
valant z en top muni de la norme de la convergence uniforme. Pour toute u € .% posons

F(u)(t) =$0+/t f(s,u(s))ds.

Par définition de T, on a || F'(u)(t) — zo|| < 7o, ce qui montre que F envoie .# dans lui méme. Le Théoréme sera démontré si on
prouve que F' a un unique point fixe (Proposition [[.T-4, page f6). Soient u et v dans .%. En utilisant que f est k-lipschitzienne il
vient immédiatement | F'(u)(t) — F(v)(t)|| < k|t — to| ||u — v]|. Itérons cette estimation :

t
[P0 - Fe)O)] < K luol [ 15 to]ds
to
(k]t — to])*
< g el
. o n n (kT)" . (RT)"
Par récurrence, on conclut aussitot que, pour tout n on a ||F" (u)(t) — F" (v)(t)|| < R |lu — v]|. Comme lim = 0,

on voit que, pour n assez grand, /' est une application contractante de .# dans lui-méme. Comme .% est fermé dans Cu([to —
T,to + T); B(zo,70)), c'est un espace complet, et la conclusion résulte du Corollaire du Théoréme du point fixe classique. O

_ Remarquell.3.3. Dans I'énoncé ci-dessus, il n'est pas nécessaire d’avoir un cylindre de la forme Co = [to — To,to + To] x
B(zo,r0). I suffit d’avoir un cylindre Co = I X B(xo,70) possédant les méme propriétés et de considérer ensuite un cylindre

C = [to —T1,to + Tz x B(xo,r0) contenu dans Cy et tel que T; < TMO L'unique solution au probléme de Cauchy est alors définie
dans [to —Ti,to + TQ}.

n323)  Solutions globales

Dans la preuve du Théoréme précédent, le fait que [to — T, to + T] x B(zo, Ro) soit un cylindre de sécurité sert seulement
a assurer que l'application F' envoie .% dans lui-méme. Avec une hypothese plus forte sur f, le méme raisonnement donne une
condition suffisante, mais non nécessaire, pour qu'une solution maximale soit globale :

PRrRoOPOSITION II.3.5.
Soient E un espace de Banach, I un intervalle ouvert de R et f une application continue de I x E dans
E. On suppose qu'il existe une fonction continuej : I — R telle que, pour toutt fixé dans I la fonction
y — f(t,y) soit k(t)-lipschitzienne. Alors toute solution maximale de l'équation x’ = f(t,x) est globale (i.e.
définie dans I tout entier).

Démonstration. En effet, soient (to,z0) € I X E et [to — T4, to + T»] un segment contenu dans I. Reprenons la seconde dé-
monstration du Théoréme de Cauchy-Lipschitz (Théoréme [[.3.3) : notons tout d’abord que [to — T4, to + T2] X E est évidement
un cylindre de sécurité, et 'application F' de cette preuve envoie l'espace des fonctions continues de [tqg — T1,to + 7] dans E

(qui est un espace de Banach pour la norme uniforme) dans lui-méme. Alors si k est la borne supérieure des valeurs prises par la
kP (max(Th, T2))?

fonction k(t) sur [to — 11, to + T2], comme précédemment, on voit que F? est lipschitzienne de rapport ' donc
p:

contractante pour p assez grand. Ceci montre que 'unique solution maximale au probleme de Cauchy ' = f(¢, z), z(to) = o

est définie sur [to — 171, to + T2] tout entier, ce qui termine la preuve. O
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ns21) ‘Dépendance par rapport aux conditions initiales et d un paramétre

PROPOSITION II1.3.6.
Soient E un espace de Banach réel, U une partie de R x E, f une fonction continue de U dans E. Soient
I = [, B] un segment deR, xo € E,rq > 0, tels que, siCy = I x B(zg,m0) C U, ||f(t,y9)|| < M pour
(t,y) € C, f estk-lipschitzienne en la seconde variable, dans B(xo, 7o), pour toutt € I, et, 3 — o < r9/2M
de sorte que N, € B(xg,r0/2) etty € I, 1 x B(x1,70/2) soit un cylindre de sécurité pour le probleme
de Cauchy ' = f(t,x), x(t1) = 1. Alors l'unique solution ¢, ,, au probleme de Cauchy ' = f(t,x),
x(t1) = 1 estdéfinie dans 1. De plus :

1. Lapplication vy — ¢y, ., este*B=) lipschitzienne sur B(xq,70/2) (i.e. siz; € B(wg,10/2),i = 1,2,
ona,Vt € 1, ¢t 2, (t) — @i,z (D)|| < K |71 — 22| avec K = eF(F=2)),

2. Lapplicationt| +— ¢y, o, (t) est Me*B=) _lipschitzienne surI.

En particulier, la fonction (t,t1,21) — @, o, (t) est continue sur I x I x B(zg,70/2).

Démonstration. En effet, c’est une conséquence immédiate du Lemme fondamental, page b3 : pour le 1. c’est évident, et, pour le
2. il suffit d’utiliser en plus que les solutions au probleme de Cauchy sont lipschitziennes de rapport M (3. de la Proposition [T,
page [7). La derniére assertion résulte de la compacité. O

PROPOSITION I1.3.7.

Soient E un espace de Banach réel, A un espace topologique, U une partiedeR x E, f une fonction continue
deU x A dans E. Soient I = [«, 3] un segment deR, xy € E, 19 > 0, V(Xo) un voisinage d'un point
Xo de A, tels que, siCy = I x B(wg,m0) x V(Ao) C U x A, ||f(t,9)|| < M pour (t,y,\) € Co, f estk-
lipschitzienne en la seconde variable, dans B(zq, 1), pour toutt € I, et tout \ € V (\o), et, 3 — a < r9/2M
de sorte que Nz, € B(wo,10/2),t1 € I, VA € V(X\o), I x B(x1,70/2) soit un cylindre de sécurité pour le
probléme de Cauchy ' = f(t,x, \), x(t1) = x1. Pour tout (t1,21,\) € I x B(z0,70/2) X V(o) S0it 1, 2,2
l'unique solution au probléme de Cauchy x’ = f(t,x,\), x(t1) = x1 (qui est définie sur I). Alors la fonction

(t,t1,21,\) — @1, 2, A(t) est continuede I x B(xg,70/2) x V(o) dans B(zq,70).

Démonstration. En effet, t1, z1 et A1 étant fixés, la fonction (¢, \) — f(¢, ©ty,2,,7, (t), A) est continue ce qui implique que la
fonction A — f(¢, ¥¢, 21,7, (), A) est continue uniformément par rapport a ¢ € I. Autrement dit, pour tout £ > 0, il existe un
voisinage V' (A1) de A1 (dépendant a priori de ¢1 et de 1) tel que pour tout A € V(A1) ona

Hw:ﬁl,xl)\l (t) - f(ta Pt1,21,71 (t)7)‘)H = H.f(ta Pt1,21,A1 (t)7>‘1) - f(t7@t1,117A1 (t)7)‘)|| < & te Ia

ce qui signifie que ¢, ., », est une solution e-approchée au probleme de Cauchy =’ = f(¢,z,\), z(t1) = z1. Le Lemme fonda-

mental ( page £3) implique alors
ek (B—a)

Hﬂotlyﬂclv\l (t) - Sotlvﬁflv/\(t)“ <e k

Alors, grace a la Proposition précédente, pourf € I et % € B(:vo, ro/2),etA € V(A1),ona

H@t",i)\(t) — Pti,z1,M (t)H < ||§0t1,z1,>\1 (t) - @tl,zl»\(t)n + ||()0t173317/\(t) - ‘pf,zl,)\(t)H + ”(pf,zl,)\(t) - @t’,i)\(t)”
k(B—a)
< &f A

+ Me*Pm |t — 7] + P 12y — 7|,
ce qui termine la preuve. O

Remarque I1.3.4. Quitte a réduire I'intervalle I, on peut donner une démonstration de ce dernier résultat qui n’utilise pas la
t
Proposition précédente, directement a partir du Théoréme du point fixe a parametres appliqué a la fonctionx — x1 + / f(s,z(s), \)ds
t1

définie sur I'espace des fonctions continues x de I dans B(xo,70/2).

PROPOSITION I1.3.8.
Soient E' un espace de Banach réel, U une partie de R x E, f une fonction continue de U dans E. Soient

I = [o, 8] un segmentdeR, ty € I, xg € E, 1o > 0, tels que, Co = I x B(xg,m0) C U, ||[f(t,y)|]| < M
pour (t,y) € C,et, f — a < ro/2M de sorte quet, € I,Yx, € B(zo,70/2), I x B(x1,70/2) soit un cylindre
de sécurité pour le probléme de Cauchy x’' = f(t,x), x(t1) = x1. Pour toust, € I etxy € B(xg,7r0/2), soit
Oty .2, (t) = @(t, t1, x1) la solution du probleme de Cauchyy' = f(t,y), y(t1) = x1. Alors:

1. Supposons que f admette une dérivée partielle df,, par rapport a la seconde variable dans un voisinage
de Cy et que (t,x) — df;(t,x) soit continue. Quitte a réduire I et ro on suppose de plus que df,(t, x) est
bornée sur C (continuité au point (to, xo)). Alors la fonction (t,z1) — ¢(t,t1,21) est de classe €' sur I x
B(zg,r0/2). Deplus, lafonctiont — dpy, (t,t1, 1) ([dps, estunefonctiondel xIxB(xg,r0/2) dans £ (E))
est dérivable par rapport at sur I, et est solution du probleme de Cauchyy' = Fy, 5, (t,y), y(t1) = idg oit
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Fy, +, estla fonction, del x £ (E) dans £ (E), définie par Fy, ,, (t,y) = dfz(t, p(t,t1,21)) o y.

2. On suppose de plus que f admette une dérivée partielle df, par rapport a la premiere variable dans un
voisinage de Cy et que (t, ) — df(t,x) soit continue. Quitte a réduire I et ry on suppose aussi que df(t, )
est bornée sur Cy (continuité au point (to, z)). Alors la fonction (t,t1) — ¢(t,t1,21) est de classe ¢ sur
I x I. De plus, la fonctiont — dpy, (t,t1,21) (dpy, est une fonction de I x I x B(xg,ro/2) dans E) est
dérivable par rapport at sur I, et est solution du probleme de Cauchyy' = F, ., (t,y), y(t1) = f(t1,71),
0iL Yy, ,, estla fonction deI x E dans E définie par Fy, ., (t,y) = df(t, (t,t121) & y. De plus, la fonction
(t,t1, 1) — p(t, t1,21) estde classe 6t surl x I x B(wzg,70/2).

3. Supposons maintenant que les hypotheses du 1. soient satisfaites et que, en outre, que f dépende d’'un
parametre A appartenant a un espace de Banach A, c’est-a-dire queU est un ouvert deR x E x A. Précisément,
suppose que les hypotheéses du 1. de I'énoncé sont satisfaites en remplacant Cq par Co = I x B(zg,70) X Vo
ot Vi est un voisinage fermé d'un point Ao de A (en supposant df,. continue et bornée sur Cy). De plus, on
suppose que | admet une dérivée partielle df x par rapport a A dans un voisinage de C et que cette derniere est
continue et bornée sur Cy. Pour toust, € I, x; € B(xg,10/2) et A € Vy on note py, 4, A(t) = p(t, t1, 21, A)
la solution du probléme de Cauchyy' = f(t,y,\), y(t1) = x1. Alors la fonction (t,z1,\) — (¢, t1,21,\)
est de classe €* sur I x B(zo,70/2) x V. De plus, la fonctiont — doy(t,t121,\) (dpx est une fonction
del x I x B(xg,70/2) x Vy dans £ (A; E)) est dérivable par rapport at sur I, et est solution du probleme
de Cauchyy’ = Fy, 4, A(t,y), y(t1) = 0, oit Fy, 5, » est la fonction de I x Z(A\; E) dans £ (A; E) définie
par By, A (ty) = dfs(t,o(t,t1, 21, A), ) oy + dfa(t, o(t, t1, 21, A), A). Si on suppose que, en outre, les
hypothéses du 2. sont aussi satisfaites, la fonction (t,t1, 21, \) — o(t, t1, 21, \) est de classe € sur I x I x
B({Eo, 7‘0/2) X ‘/0

Démonstration. Nous pouvons tout d’abord Remarquer que 1'hypothese faite sur df, implique (Théoreme [2:2, page [1) que f est
lipschitzienne d’un rapport k indépendant de (¢t1,z1,\) € I X B(xo,70/2) X Vb. Ainsi le Théoreme d’existence et d’unicité de
Cauchy-Lipschitz (Théoreme [I.3.3, page pf) donne l'existence et I'unicité des solutions ¢y, =, et @i, =, -

Démontrons tout d’abord le 1. Notons en premier que, pour tout z € B(xo,70/2), toutt; € I ettoutt € I,

Y= Fry oy (Ly) = dfu(t, ot t,2)) 0y

est trivialement k(¢)-lipschitzienne ce qui implique (Proposition [L.3.5, page B6) que le probleme de Cauchy 3y’ = F, ., (¢,v),
y(t1) = idg admet une unique solution qui est globale (i.e. définie sur I). Fixons t; € [ etx1 € B(xo,70/2). Soit y la solution du
probleme de Cauchy y’ = F, ., (¢,y), y(t1) = idg. Tout revient a montrer que, pour z € B(z0,70/2),

et tr,2) = @(t,tr,21) = y(t)  (z = 21)|| = o[l — 1)) (IL.3.1)
En effet, si cette inégalité est prouvée, alors dip. (¢, t1, z) existe en z1 et vaut y(¢), et la fonction (¢, z1) — ¢(t,t1,z1) est de classe
¢* car dy, et %f = ¢’ sont continues par rapport a (¢, ¢, 1) : la seconde I'est évidement (solution de 1'équation différentielle),

et la continuité de la premiere résulte de la Proposition [[.377, page précédente, appliquée a I'’équation différentielle dont y est
solution.

Démontrons donc ([L371). Pour ¢ = ¢; la relation est évidente puisque le membre de gauche vaut zéro. pour simplifier les
notations, posons z(t) = ¢(t, t1,z) — @(t,t1,21) — y(t) @ (x — z1) et A(t) = df= (¢, p(t,t1,21)). On adonc

Z/(t) - A(t) d Z(t) = f(ta @(@ t17 m)) - f(t7 (p(t, tlﬂ xl)) - dfz(t7 ‘p(tathwl)) d (@(t7t17 l’) - L,D(tﬂfl,l‘l)). (I1.3.2)

Considérons la fonction y — f(¢,y) — f(t,o(t,t1,21)) — dfe(t, (¢, t1,21)) ® (y — ©(t, t1,21)). En écrivant la différentielle de
cette fonction au point ¢(¢, t1, ), on majore le second membre de ([I.3.7), en norme, par m ||¢(t, t1,2) — @(t, t1,21)], olt

m = sup |dfs(t, po(t, t1,z) + (1 — et tr, 1) — df=(t, p(t, t1, 1)) |
o<u<l

(Théoreme 22, page [1). La continuité de df, et la compacité , montrent alors que, pour € > 0 donné, il existe n > 0 tel que
I2/(6) = A@) o 2(0)]| < £ lp(t,t1,2) = @(t, ta,21)||, pour [l — ]| < .

Or d’apreés la Proposition [I:3.6, page précédente, on a ||p(¢, t1,2) — p(t, t1,21)|| < K ||z — z1||, pour une certaine constante K,
d’out
|2/(6) = A@) 0 2(0)]| < Ke & — @], pour [z — a1 < .

Cette derniére estimation montre que z est une solution K g-approchée de 'équation 2’ = A(t) e z telle que z(t1) = 0. Comme la
fonction identiquement nulle est une solution et comme z — A(t) e z est lipschitzienne, de rapport o = sup ||A(¢)]|, le Lemme
fondamental, page b3, donne

eclt—t1l

[z < Ke ||z — 21| » pour [[z — x| <,

ce qui démontre ([I371).
Démontrons maintenant le 2. La preuve est similaire a celle du 1. Comme précédemment, pour tout z € B(zo,70/2), tout
t1 € Tettoutt € I,y — Fy, 4, (t,y) = dfa(t, o(t,x)) @ y est trivialement k(t)-lipschitzienne ce qui implique (Proposition [1.3.5,
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pageB8) que le probleme de Cauchy y’ = F}, ., (t,y), y(t1) = f(t1, 1) admet une unique solution qui est globale (i.e. définie sur
D). Fixons t; € I etz € B(wo,r0/2). Soit y la solution du probléeme de Cauchy 3y’ = F}, ., (¢,v), y(t1) = f(t1,x1). Encore une
fois, tout revient a montrer que, pourt € I,ona

ot tr,21) — @(t, t,21) — (tr — D)y(t)|| = o(|tr — £]). (IL3.3)

En effet, si ceci est prouvé, alors dyy, (t,t1,21) existe ent; etla fonction (¢,t1,21) — @(t,t1, 1) est de classe € : il suffit, d’apres
ce qui précede, de voir que dyp;, est continue ce qui résulte de Proposition [I.377, page b7, comme précédemment.

Démontrons donc ([L.3.3). Posons w(t) = (t, t1,z1) — (¢, t,z1) — (t1 — H)y(t) et B(t) = df.(t,o(t,t1,21)). Un calcul
immeédiat donne

w'(t) = Bt)w(t) = f(t, ot trz1)) — f(t, (L, £, 21)) — B(t) @ (p(t, trr) — (t, 1, 21)).

Les méme estimations que celles faites dans la preuve du 1. donnent alors ||[w'(t) — B(t)w(t)|| < Ke |t — ¢, pour |t1 — | < n,
ce qui signifie que w est une solution Ke-approchée de I'équation différentielle w’ = B(t) ® w. Remarquons maintenant que
w(t1) = @(t1,t1, 1) — @(t1,t, 1) — (b1 — £) f(t1, 1), et, p(t1, t1z1) = @(E, £, z1), ce qui donne, en appliquant le Théoréme de

Taylor-Lagrange (Théoréme [.5.2, page R1) a I'ordre 2 la fonction t +— (¢, , z1),
lw(t)]l = |tr — E] || f(tr,21) — f(E,21)|| + o(|tr — ]).

Par suite, pour |t; — | < 7 ( assez petit), on a [[w(t1)|| < e[t1 — #|. Si wy est la solution de I'équation différentielle w' =
B(t) e w qui vaut w(t1) en t1, le Lemme fondamental permet de la comparer a la solution wo = 0 qui est celle qui vaut 0 en
t1 et donne |jw: (t)|| < K'e |t — t|. En comparant maintenant w et w;, & nouveau avec le Lemme fondamental, on obtient
lw(t)|| < K"e|t: — t|, ce quiest (T3.3).

Pour finir, démontrons 3. Fixons ¢; et 1. Compte tenu de ce qui précede, il nous suffit de voir que A — ¢(t, t1, 1) est dérivable
et que sa dérivée satisfait I'équation différentielle décrite dans ’énoncé. La continuité de dpy s’en déduira comme dans les preuves
du 1. etdu 2., ce qui permettra de conclure que  est €' par rapport a toutes les variables. On peut facilement déduire la dérivabilité
en A du 1. ci-dessus démontré : en effet, considérons I'équation différentielle (z',y') = (f(¢,z,A),0), z(t1) = x1, y(t1) = A. Si
on lui applique le résultat montré au 1., on obtient que la solution z(t) = (t,t1,z1, \), y(t) = A, est de classe €' en (t,z1, \),
ce qui achéve la preuve. O

COROLLAIRE.
Soient E et A deux espaces de Banach, U un ouvertdeR x E'x A, f une fonction de classe €% k> 1,deU dans
E et (to, z0, \o) € U. Alors il existen > 0 etr > 0 tels que, pour toust; € I = [to — 1, to + 1], 21 € B(xo,7)
et A € B(\o,r), la solution maximale oy, 5, » au probleme de Cauchyz’ = f(t,x, ), x(t1) = x1, est définie
dans 1, et, la fonction

(t7 t1, 21, >‘) = @(ta t1, 21, )‘) = (pthIhk(t)

estde classe 6" dans I x I x B(xg,7) x B()\o, 7).

Démonstration. Pour k = 1, c’est un cas particulier de la Proposition précédente. Raisonnons par récurrence sur k. Supposons le
résultat vrai pour £ — 1. Alors la Proposition précédente dit que les fonctions dip:, dys,, dy., et dpx sont solutions d’équations
différentielles dont le second membre est, par hypothése de récurrence de classe €*~'. La Proposition précédente implique donc
que ces fonction sont de classe %! ce qui termine la preuve. O

SECTION I1.4

Le Théoreme des bouts

Dans cette section nous allons donner des conditions suffisantes pour qu'une solution maximale soit définie dans un intervalle
le plus grand possible. Nous obtiendrons ce résultat dans deux cas : le cas localement lipschitzien et le cas de dimension finie
lorsque la solution maximale est bornée.

THEOREME I1.4.1 (Théoréme des bouts).
Soient E un espace de Banach, U un ouvert deR x E et f une fonction continuedeU dans E. Soitp : I — E
une solution maximale de l'équation différentiellex’ = f(t,x). Posons I = |«, 3|. On suppose que :

- Soit E est de dimension finieet, si 3 < 400 (resp.« > —0), f est bornée sur le graphe de p au voisinage

de (3 (resp. o) ;

— Soit f est localement lipschitzienne surU.
Alors les éventuels bouts de ¢ sont contenus dans la frontiere de U. Autrement dit, si {3} x 24(p) (resp.
{a} x o,(p)) rencontreU alors  n'est pas maximale.
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Démonstration. Démontrons par exemple ceci pour les bouts droits. Raisonnons par ’absurde : soit (3, b) un bout droit de ¢
contenu dans U.

Considérons tout d’abord le premier cas. La Proposition [I.1.5, page f§ nous dit alors que ¢(t) tend vers b lorsque t — [.
Par ailleurs, le Théoréme de Cauchy-Peano-Arzela (Théoreme [[.3.1], page 52) donne une solution ¢ au probléme de Cauchy ' =
f(t,z), z(B) = b, définie au voisinage de 3. Alors (Proposition [[.1.4, page [ig) la fonction égale a ¢ sur |«, 3] et @ au-dela de 3 est
une solution qui prolonge ¢ ce qui contredit la maximalité de .

Considérons maintenant le second cas. Soit

C=[8-T,8+1T]x B(br)

un cylindre contenu dans U sur lequel f est bornée par M ; quitte a réduire 7', nous pouvons supposer 7'M < r de sorte que C' est
un cylindre de sécurité. Quitte a réduire a nouveau 7’ et ainsi que r, on peut aussi supposer que f est lipschitzienne de rapport k
au voisinage de C. Soitto €]6 —T'/2, B[etxo = p(to). Soiteg = ||xo — b||. Comme b est une valeur d’adhérence de ¢ (t) lorsque ¢
tend vers 3, on peut choisir to de sorte que ¢ soit aussi petit que I'on veut. Soit ro = r — &¢. Alors la boule B(xo, r0) est contenue
dansla boule B(b,7), et, si to est assez prés de 3, on peut trouver Tp tel que 3 — to < Tp < min(7'/2,79/M). Ainsi

Co = [to —To,to + To] X B(CC()/I“())

est contenu dans C' C U, donc est un cylindre de sécurité tel que 3 €]to — To,to + To]. Alors le Théoreme de Cauchy-Lipschitz
(Théoreéme [.3.3, page B@) dit qu'il existe une et une seule solution au probléeme de Cauchy =’ = f(¢,z), z(t9) = 0. Ceci montre
que ¢ se prolonge a [to — To, to + To] ce qui contredit la maximalité de . O

Remarque I1.4.1. On notera que, dans les conditions du Théoreme des bouts, toute solution maximale est définie sur un in-
tervalle ouvert.

PROPOSITION I1.4.1.
Soient E un espace de Banach, U un ouvert deR x E, f une fonction continue deU dans E et (tg, z¢) € U.
On suppose que :

— Soit E est de dimension finie et f est bornée surU.

— Soit f est localement lipschitzienne.
Soit I un intervalle ouvert contenant to et possédant la propriété suivante : le graphe de toute solution ¢ :
J — E au probleme de Cauchy x' = f(t,x), x(ty) = x0, telle que J est un segment contenu dans I, est
contenu dans un compact de U .

Alors toute solution maximale au probleme de Cauchy x' = f(t,x), z(to) = w0, est définie sur un inter-
valle contenant 1.

Démonstration. Soit ¢ une telle solution maximale. Supposons ¢ définie sur un intervalle |, G[. Si I n’est pas contenu dans 'inter-
valle de définition de ¢ alors, par exemple, ona 3 € I. Si on considére la restriction de o & un intervalle de la forme J =]to — 7, 5],
I'hypothese faite sur I montre que ¢(t) admet une valeur d’adhérence b, lorsque ¢ tend vers (3, telle que (3, b) soit dans U ce qui
contredit le Théoreme des bouts, page précédente. O

PROPOSITION I1.4.2.
Soient E un espace de Banach, I un intervalle ouvert deR et f une fonction continue bornée de I X E dans
E. On suppose que :
— Soit E est de dimension finie.
— Soit f est localement lipschitzienne.
Alors toute solution maximale de l'équation différentielle x' = f(t,x) est définie sur I tout entier. Autrement
dit, les solutions maximales sont globales.

Démonstration. En effet, soit ¢ une solution maximale et |a, 8] son intervalle de définition. Si 5 € I (en particulier 5 < +00), la
Proposition [T, page 8, montre que ¢ a une limite, dans F, lorsque ¢ tend vers 3. Ceci contredit le Théoréme des bouts, page
précédente. O

Remarque I1.4.2. On peut énoncer cette Proposition sans supposer f bornée a priori : si ¢ est une solution maximale sur le
graphe de laquelle f est bornée alors ¢ est nécessairement globale.

Dans le cas localement lipschitzien, il n’est pas nécessaire de supposer f bornée :

PRroOPOSITION I1.4.3.

Soient E un espace de Banach, I un intervalle ouvert de R et f une fonction continue localement lipschit-
ziennede I x E dans E. on suppose que, pour tout compact K de I il existe des constantes Ayc > 0 et B > 0
telles que, pour (t,z) € K X E,ona

1t @)l < Ak ||=]| + Bk

Alors toute solution maximale de x' = f(t, ) est globale.
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Démonstration. Soient (to,z0) € I X E ety :|a,[— E une solution maximale. Supposons par exemple que 3 € I, et soit
K = [to, 8]. On adonc
e’ O < Ax el + Bx.
La Proposition [I:3:3, page b4, donne alors
i) < llzp]| P10 4 ZE (eAx 7o) 1),
Ak
d’ot1 on tire une majoration de la forme
||g0/(t)|| < MAgk + Bg
ce qui implique que (¢’ restant bornée quand ¢ tend vers 3) p(t) converge dans E quand ¢ tend vers 3 et contredit le Théoréme
des bouts. O

PROPOSITION I1.4.4.
Soient E un espace de Banach, I un intervalle ouvert de R, O un ouvertde E,U = I x O et f une fonction
continue deU dans E. Soit ¢ :|a, f[— R une solution maximale de I'équation différentiellex’ = f(t,x). On
suppose que :

— Soit E est de dimension finie et f est bornée sur le graphe de © au voisinage des bornes de o, 3| qui sont

dans1.

— Soit f est localement lipschitzienne.

Soity €]a, B]. Alors, si 3 € I (resp. o € I), pour tout compact K de O,

e H(E) N [y, ]

(resp. o~ L (K)N|a, 7)) est compact.

Démonstration. En effet, s’il n’en était pas ainsi, I'ensemble

{(t, (1)) tels quet € [, B et o(t) € K}

posséderait une valeur d’adhérence (3, b) lorsque ¢ tend vers 3 € I avec b € K, ce qui contredit le Théoréme des bouts, page p3.
|

PROPOSITION II.4.5.
Soient E un espace de Banach, I un intervalle ouvert de R et f une fonction continuede I x E dans E. On
suppose que :
— Soit E est de dimension finie.
— Soit f est localement lipschitzienne.
Soit :)a, B— E une solution maximale de I'équation différentiellex’ = f(t, x) telle que|a, 8|# 1. Alors :
1. f ne reste pas bornée sur le graphe de p au voisinage des bornes de«, 3] qui sont dans I.
2. Si E est de dimension finie et f localement lipschitzienne, alors ||p(t)|| tend vers +occ lorsquet tend vers
l'une des bornes de o, (] qui sont dans 1.

Démonstration. Nous avons déja vu le 1. lors de la Remarque suivant la page p4. Le 2. est immédiat car, dans le cas contraire, (t)
aurait une valeur d’adhérence dans F lorsque ¢ tend vers, par exemple, 8 € I ce qui contredit encore le Théoreme des bouts. [

Remarque I1.4.3. On peut construire un exemple de fonction f :]0, 1[xco(R) telle que I'équation différentielle z' = f(t,x)
admette une solution maximale ¢ bornée définie sur |0, 1] telle que, lorsque t tend vers zéro ¢(t) n’ait pas de valeurs d’adhérence
dans co(R). Ceci montre que, dans le 2. de la Proposition précédente et dans la Proposition [I.1.8, page 8, I'hypothése de finitude
de la dimension est nécessaire.

PROPOSITION 11.4.6.
Soient E un espace de Banach, I un intervalle ouvert deR, O un ouvertde E,U = I x O et f une fonction
continue de U dans E. On suppose que :

— Soit E est de dimension finie.

— Soit f est localement lipschitzienne.
Soit ¢ :]a, f|— E une solution maximale de I'équation différentielle ' = f(t,x). Soit By (resp. B2) un
convexe fermé borné de E contenant l'origine. Soit ty €]« 5. On suppose que l'image par f de la partie du
graphe de o correspondant a lintervalle |« to] (resp. [to, 5]) est contenue dans By (resp. Bs). Alors

INjto — Th,to] Cla, to]
(resp. IN)to, to + T2] C [to, B]) avec
Ty = sup{A > 0 telsque — AB; C O — p(t9)}

(resp. Ty = sup{\ > 0 tels que \B2 C O — ©(to)}).
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Démonstration. Vérifions par exemple I'assertion concernant 77 . Si
Iﬂ] — o9, to] :}a7 tO],

il n'y a rien 2 montrer, supposons donc « € I. 1l faut montrer que to — 71 > «. D’apres la Proposition [[.1.5, page [, ¢ (¢) possede
une limite a telle que, d’apres le Théoreme des bouts ( page b9, («, a) appartient a la frontiére de U. D’autre part, le Théoréme des
accroissements finis (Théoreme [2.4, page f) montre que, pour ¢ €]a, to], on a

p(t) = ¢(to) € (t = (to) B1 C =(to — @) B1

(car 0 € B;). Comme B; est fermé, on a aussi
a— o(to) € —(to — o) B1.

Sion avait to — 17 < «, on aurait
—(to — Oé)Bl cO - gﬁ(to),

et par suite a € O. Ceci donnerait («, a) € U ce qui contredit le Théoreme des bouts, page p3. O

— SECTIONIL.5

Equations differentielles
linéaires

SOUS-SECTION 11.5.1 l
Définitions, existence et unicité des

solutions

Définition IL.5.1.
Soient I un intervalle de R et F un espace de Banach. On appelle équation différentielle linéaire d’ordre n
a coefficients continus sur I une équation différentielle de la forme

n—1
2 = B(t)+ > Ai(t) ez, (IL5.1)
i=0
ol, B est une fonction continue de I dans E, et, les A; sont des fonctions continues de I dans £ (FE).

Lorsque B = 0 on dit que I'équation ([I.5.1) est homogeéne. L'équation différentielle linéaire homogéne
obtenue en remplacant B(t) par 0 dans ([[.5.])) est dite associée a (I1.5.1).

Par opposition, si B est non identiquement nulle, I'équation ([I.5.1) est dite «avec second membre».

Comme il a été dit a la Proposition [I.T.1], page {4, toute équation différentielle d’ordre n se raméne a une équation différentielle
d’ordre 1, ce qui ramene une équation différentielle linéaire d’ordre n a une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

Considérons alors une équation différentielle linéaire d’ordre 1: ' = A(t)  x + B(t). Clairement I'application f : (t,y) —
A(t) ey + B(t) de I x E dans E est telle que, pour tout compact K de I, il existe deux constantes Cx et D telle que || f (¢, y)|| <
Ck |ly|| + Dk, pour tout (¢,y) € K x E. Alors la Proposition [T.4.3, page pQ implique :

PropPoOSITION II.5.1.

n—1
Soient E un espace de Banach etz = B(t) + Z A;(t) o 29 une équation différentielle linéaire, les fonc-
i=1

tions B et A; étant continues sur un intervalle I.
1. Pour tout (ty,2°) € I x E", la solution maximale de l'équation vérifiant ) (to) = x? est globale.
De plus, deux solutions maximales sont identiques si et seulement si elles sont égales ainsi que leurs dérivées

jusqu'al'ordren—1 en un pointdel. En d’autres termes, sip;, 1 < i < k, sont des solutions de I'équation telles
k

k
qu'il existe des constantes \; et un réelt € I tels quez /\Z-gogj)(t) =0,0<j<n—-1, alorsz Aip; = 0.
i=1 i=1

Licence de Mathématiques Pures de Bordeaux

62 Module LA2



II.5. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

2. Sipy et s sont deux solutions de I'équation, alors p1 — o est solution de I'équation homogene associée.
En particulier, si ¢ est une solution de l'équation, toute autre solution est de la forme @y + ¢ oiL © est une
solution de I'équation homogeéne associée.

3. Lensemble des solutions de I'équation homogene associée est un sous-espace vectoriel . de ¢ (I; E).
De plus, pour toutt € I, lapplication qui & une solution ¢ € . associe (99 (t))o<i<n—1 est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels de . sur E™. En particulier, si E est de dimension finie, .’ l'est aussi.

Démonstration. En effet, d’apres ce qui a été dit avant I'énoncé, il suffit de voir ceci pour les équations d’ordre 1, et alors, la fonction
(t,y) — A(t) e y + B(t) est clairement k(t)-lipschitzienne par rapport a y (Proposition [[.3.5, page F6). Le 2. et le 3. sont alors
évident. O

SOUS-SECTION 11.5.2 l
Résolution des équations différentielles

linéaires d 'ordre 1

THEOREME IL.5.1.

Soient E un espace de Banach et x' = A(t) e x une équation différentielle linéaire homogene de degré 1, A
étant une application continue d’un intervalle I dans ¥ (E). Soit A lapplication de I dans £ (% (E)) définie
par A(t) e f = A(t) o f, f € L(E). Alors la solution o de I'équation différentielle qui vaut o € E au point
todel estp(t) = R(t,ty) ® zg oitt — R(t,to) est la fonction de I dans £ (E) qui est solution de l'équation
différentielle linéairex’ = A(t) e x qui vautidp enty. R(t, ty) sappelle la résolvante (ou le noyau résolvant)
de l'équation différentielle linéaire homogene.

Démonstration. En effet, 'équation z' = A(t) e x étant linéaire, t — R(t,to) est globale d’aprés la Proposition [L5.1], page ci-
contre. En dérivant alors o(t) = R(t,to) ® zo, il vient ¢’ (t) = R'(t,t0) @ xo = (A(t) o R(t,t0)) ® xo = A(t) @ (1), et, clairement,
go(to) = xop. O

PROPOSITION I1.5.2.
Soit R(t,to) la résolvante d'une équation différentielle linéaire homogene x’ = A(t) e x de degré 1.
1. Pour toust, ty etty dans I, on a R(t,ty) = R(t,t1)R(t1,t0) (la composition dans £ (E) étant notée
comme un produit), R(t,t) est inversible (dans £ (E)) et (R(t,t9)) ! = R(to, ).
2.(t,s) — R(t, s) est une fonction de classe € de I x I dans 9L (E). De plus, si A est de classe €~ sur
I alors (t,s) — R(t, s) estde classe "',

Démonstration. En effet, la premiere formule résulte aussitot de 'unicité de la Proposition [[:5-]], et la seconde s’en déduit. Le 2.
en résulte : clairement ¢t — R(t, 1) est ', donc (Proposition [4.10, page [[7), il en est de méme de ¢ — R(to, ). La conclusion
résulte alors de la Proposition [[4:14], page [3. O

PROPOSITION I1.5.3 (Formule de Lagrange).

Soient E un espace de Banach et x' = A(t) e x + B(t) une équation différentielle linéaire avec second
membre a coefficients continus sur un intervalle I. Soit R(t, s) la résolvante de I'équation homogéne associée.
Alors pour tousty € I etxg € E, la solution globale de I'équation avec second membre qui vaut xq entg est
donnée par la formule

o(t) = R(t, to) @ zo + /t R(t,s) e B(s)ds.

Démonstration. En effet, utilisons la méthode classique de variation de la constante : cherchons la solution sous la forme () =

R(t,to) e y(t). En dérivant, il vient ' (t) = R'(¢,t0) @ y(t) + R(t,t0) e 3’ (t) = A(t) @ (R(t,t0) e y(t)) + R(t, to) @ y'(¢), ety doit

satisfaire R(t,to) @ y'(t) = B(t) c'est-a-dire 3y’ (t) = R(to,t) ® B(t) d’apres la Proposition précédente. Comme il faut y(to) = o,
t

ilvienty(t) = xo + / R(to, s) ® B(s)ds, etiln’y a plus qu’a remarquer que
to

R(t o) ® (xo + /tR(to,s) . B(s)ds) — Rt to) @ 30 + /t(R(t, to)R(to, 5)) ® B(s)ds.

to to
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ns21)  CasouE est de dimension finie

Dans cette sous-sous-section nous supposons que I'espace de Banach E est de dimension finie n. Comme E peut étre un
espace vectoriel sur R ou C, il faut préciser ce que I'on appelle la dimension de E. Si E est donné, a priori, comme espace vectoriel
réel, il s’agit bien str de de sa dimension sur R ; s'il est donne comme espace sur C de dimension n, il est de dimension 2n sur R.
Comme ce que nous allons faire est valable dans les deux cas, nous allons considérer que E est un espace vectoriel sur K = R ou C,
de dimension n sur K.

Ainsi, siz’ = A(t) @ z + B(t) est une équation différentielle linéaire, on considere ici que B est une application continue de
I dans K" et A une fonction continue de I dans l'espace des matrice carrées d’ordre n a coefficients dans K. Si on note A(t) =
{aij(t)} etz(t) = (zi(t))1<i<n € K", I'équation différentielle devient un systeme de n équations différentielles a coefficients
dans K:

:17; = Zaij(t)mi + Bi(t), 1<i<n.
j=1

Dans toute la suite de cette sous-sous-section, nous utiliserons la notation ci-dessus pour les équations différentielles linéaires
a coefficients continus sur I , espace vectoriel de dimension finie n sur K.

Sil'équation différentielle est homogene, sa résolvante est donc une application de I x I dans I'espace des matrices carrées
d’ordre n a coefficients dans K, et on peut considérer son déterminant. De méme, on peut considérer la trace de A(t) que nous

noterons Tr(A(t)) = Z asi(t).

Dans ces conditions :

PROPOSITION I1.5.4.
Soitx’ = A(t)ex une équation différentielle linéaire homogene, A étant une fonction continue d’'un intervalle
I dans un espace normé de dimension finien surK. Soit R(t, to) sa résolvante. Alors

det R(t, to) = elio THAG)s,

Démonstration. En effet, posons u(t) = R(t,to) de sorte que u'(t) = A(t) o u(t). La définition de la dérivée et la Proposition
[[522, page précédente donnent

(u(t) + ha/(t) + he(h)) o u(t) ™

= idg + hA(t) + h&l(h)7

u(t 4 h) o u(t)™

et, si on pose d(t) = det u(t), il vient (¢ + h)§(¢)™* = 1 + hTr(A(t)) + he2(h). Ceci signifie exactement que § est la solution de
t Nds
I'équation différentielle linéaire &' = Tr(A(t))3, 8(to) = 1, dont la solution est §(t) = elto T(A®s, O

D’apres la Proposition [[.5.1], page B2, (¢:)1<i<n €st une base de 'espace des solutions d'une équation différentielle linéaire
homogene si et seulement si, pour chaque (ou pour un) ¢ € I, (i(¢))1<i<n est une base de E.
D’autre part, si (¢;)1<i<n €stun n-uple d’éléments de I'espace des solutions, on a ¢;(t) = R(t, to) ® ©;(to) (Théoreme [[51],

page précédente), ce qui fait que, si on note W : I — E" I'application ¢ + (;(t))1<i<n, €t, R(t,to) : E™ — E" I'application
(i)1<i<n — (R(t,to)exi)i<i<n,ona W (t) = R(t,to)®W ({o). En particulier, si (¢;)1<i<r» €t une base de'espace des solutions,
en adoptant une écriture matricielle, on a R(¢, to) = W (¢)(W (to)) ' (on considereici W (t) et W (to) comme des matrices carrées

d’ordre n inversibles). Ceci ameéne la définition suivante :

Définition I1.5.2.
Soit ' = A(t) e x une équation différentielle linéaire homogéne de degré 1, A étant une fonction conti-
nue d’un intervalle I dans un espace normé de dimension finie n sur K. Soit . I'espace des solutions de
I'équation différentielle.

1. Une base (¢;)1<i<n, de . est appelés un systéme fondamental de solutions.

2. Si (p;)1<i<n est un systéme fondamental de solutions, la matrice carrée W (t) d’ordre n dont les vec-
teurs colonne sont les v;(t) est appelée une matrice fondamentale ou matrice Wronskienne de I'équation
différentielle. Le déterminant w(t) de W (t) est appelé le Wronskien du systéme (¢;)1<i<n.

PRoOPOSITION II.5.5.
Soitx’ = A(t) e x + B(t) une équation différentielle linéaire de degré 1, A étant une fonction continue d'un
intervalle I dans un espace noprmé de dimension finie n sur K. Soit (p;)1<i<n est un systeme fondamental
de solutions de l'équation homogene associée, W (t) la matrice fondamentale associée et w(t) son Wronskien.
Alors : .

1. w(t) — W(to)e‘fto Tr(A(s)ds '

2. Soit @ la solution de l'équation homogene qui vaut x en t, et, soit 1 la solution de I'équation avec
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second membre qui vaut(Q enty. Alors ¢ = o + 1 est la solution de I'équation avec second membre qui vaut
xgenty, etona:
polt) = W(W(to) ™" e zo,
t
e1(t) = W ()W (s) 1 B(s)ds,
t
’ t
o) = W(OW(t) " o 20 + / W (W (s)~ B(s)ds
t
e
= W(t) (I/V(to)1 o xg+ / W(S)IB(S)CZS> .
to
Démonstration. C’est une conséquence du Théoréeme [I.5]], page B3, et de la Proposition [I.5.3, page 3. O

SOUS-SECTION 11.5.3 l
Résolution des équations différentielles

linéaires d ordre n

Comme nous l'avons déja dit, 'étude de ces équation se ramene a celle des équations d’ordre 1. Précisons cela :

PROPOSITION II.5.6.
Soient E un espace de Banach et

n—1
2™ = B(t) + Z Ay (t) oz (11.5.2)
=0

B étant une fonction d'un intervalle I dans E et A; une fonction de I dans £ (F), une équation linéaire
d'ordren. Soit A(t) € £ (E™) la matrice

0 idg ... 0
0 0 idg 0
At = ...
0 idg
Ao(t) Av(t) ... . Awa(d)

Alors l'équation ([L5.2) est équivalente a I'équation différentielle linéaire d'ordre 1 ' = A(t) e x + C(t) out
0

Soit R(t, 1) la résolvante de I'équation homogene associéex’ = A(t) e x, de sorte que R(t, ) est une matrice
carrée d'ordren a coefficients dans £ (E). Soit (R;(t,%0))o<i<n—1 la premiére ligne de cette matrice. Alors :
1. La solution ¢ de I'équation homogene associée a (IL5.2) telle que ) = z}),0 < i < n — 1, ent est
n

égale a p(t) = Z Ri(t,to) e b,
i=0

2.0naR(tty) = (Rz(j)(t, to))o<i<n—1, et, pour touti, t — R;(t,to) est solution de I'équation différen-
0<j<n—1

n—1
tielle Rt(n) = Z Aj (t) o REJ)y REJ) (to, to) = 5”1dE
7=0

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate des résultats de la sous-section précédente : le 2. s’obtient en dérivant la
formule du 1. donnant la solution ¢. O
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ns31) ‘Equation différentielles linéaires scalaires d ordre n

C'estlecasou F = K (K = R ou C). Les A; et b sont donc des fonctions scalaires que I'on note alors a;, et I’équation s’écrit

n—1
™ =b(t) + > ai(t)z". (IL.5.3)
1=0

Lidentification de cette équation avec une équation d’ordre 1 que nous venons de voir donne une équation différentielle linéaire
d’ordre 1 avec K™ comme espace de Banach. On peut donc lui appliquer les résultats de la Sous-sous-section [[.5.2.1], page B4.
Contentons nous simplement de traduire ces résultats en termes d’équation scalaire d’ordre n.
Soit

n—1
2 — Z ai(t)x(i) (IL.5.4)
i=0
I'équation homogene associée. Alors :

1. Lensemble . des solutions de ([[.5.4) est un sous-espace vectoriel de €™ (I; R) des fonctions de classe ¥ de I dans R de
dimension n. Pour tout ¢ € I, I'application 7, : . — R™ définie par 7 () = (¢(t), ..., "~ (t)) est un isomorphisme.

2. Si (¢1,...,¢n) est une base de .7, le systeme (®1,...P,), ou D; = (p;,... ,<,p§. _1)), est un systeme fondamental de

solutions de I'équation différentielle d’ordre 1 associée. Le wronskien de ce systéme est appelé le wronskien de (1, . .., n).

3. D’une maniére générale, si (¢1, . . ., ¢©n) est un systeme de fonctions de classe €™ de I dans R, on appelle wronskien de ce
systeme le déterminant w(t) de la matrice, dite matrice wronskienne du systéme,

e1(t) p2(t) . en(D)
Weosoom(t) = ©1(1) 902('5) . . <Pn(t)
O TOR GO R0
Alors, si (@1, - . ., ¢n) estun n-uple d’éléments de .7, c’est une base de . si et seulement si son wronskien ne s’annule pas

en un point de I. Dans ce cas il ne s’annule en aucun point de , et vérifie (Proposition [[.5.3, page b4)
t . )
w(t) = w(to)eftu an—1(s)ds_

4. Si (1, .., pn) estune base de ., la solution de ([.5.3) qui vaut zo en to s’écrit

(1) = wot) + Z%(t)/t %d&

ol g est la solution de I'équation homogene ([L5.4) qui vaut x en to, w est le wronskien du systeme (1, . .., ¢n) etw; le
déterminant de la matrice obtenue en remplacant dans la matrice wronskienne W, ... ...y 1a j-ieme colonne par le vecteur
0,...,0,1).

SOUS-SECTION 11.5.4 l
Equations differentielles linéaires a
coefficients constants

Nous dirons ici qu'une équation différentielle linéaire d’ordre 1 est a coefficient constant si elle s’écrit
' =Aex+ B(t) (I1.5.5)

ou A est un élément de .Z(F), E espace de Banach, et B une fonction continue d’un intervalle I dans F (en fait usuellement, on
dit que I'équation est a coefficients constants si B est une fonction constante, mais cette hypothése suplémentaire n’apporte rien
de plus).

PROPOSITION I1.5.7.
La résolvante R(t) = R(t,0) de I'’équation différentielle homogéne

r=Aex (I1.5.6)

associée a ([L5.5) est une fonction deR dans £ (E) qui est la solution de I'équation différentielle ' = Ao R
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tTL

qui vautidg en0 et s'écrit R(t) = exptA = ' = E —'A". De plus la solution de ([1.5.6) qui vautzy € E
n!

n>0

enty € R, est égale a
2(t) = exp((t — to) A) » .

Démonstration. En effet, d’apres le Théoreme [I5-]], page B3, il suffit de vérifier que expt A est bien solution de I'équation dif-
férentielle R’ = A o R ce qui résulte aussitdt du Théoreme [.2.5, page B, appliqué aux somme partielles de la série définissant
exptA O

De la Proposition [I.5.3, page B3, on déduit immédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE.
La solution de l'équation différentielle (L5.3) qui vaut x( enty est donnée par la formule

x(t) = exp((t — tp)A) @ xo + / (exp(t — s)A) @ B(s)ds.

to

ns41)  Casou E est de dimension finie

Nous nous contentons de considérer le cas oi1 F est un espace vectoriel de dimension finie n sur C. Ceci nous permet d’utiliser
la théorie de réduction des matrices a coefficients complexes. Précisément, nous allons utiliser le Lemme suivant :

LEMME. Soit A une matrice carrée d'ordre n a coefficients complexes. Soient \;, 1 < i < p, les valeurs propres de A d’ordres
de multiplicité respectifs k;. Pour chaque i, soit E; le sous-espace caractéristique associé a \; (i.e. E; = ker(A — \;idg)*). Alors,

P P

Z ki=nFE = @El et E; est de dimensionk;, 1 < i < p.
i=1 i=1

Chaque F; est clairement stable par A, considérée comme endomorphisme de F, et on peut considérer la restriction A; de A
ak;.

Dans ces conditions 'équation différentielle linéaire homogene ' = A e x est équivalente au systéme d’équations linéaires
homogenes

o =Ajex;, 1 <i<p,

ol z; est une fonction a valeurs dans F;. Les résultats de la sous-section précédente montrent que la solution de chacune de ces
équations s’écrit z;(t) = exp(tA;) ® u; ot u; € F;. En écrivant exp(tA;) = e i'exp(t(A; — \;)), et en utilisant que E; est le
sous-espace caractéristique associé a \;, on obtient que exp(tA; ) est le produit de e*it par un polynome de degré < k; — 1 en A;.
En résumé :

PROPOSITION I1.5.8.

Soit ' = A e x une équation différentielle linéaire homogéne a coefficients constants, A étant une matrice
complexe carrée d’ordren. Alors, avec les notations de ci-dessus, pour chaque valeur propre \; (de multiplicité
k;) de A, 'équation différentielle possede des solutions a valeurs dans le sous-espace caractéristique E; associé
a\;, delaformee**tQ;(t), oitQ; est un polynome de degré < k; — 1 avaleurs dans E; , qui forment un espace
vectoriel de dimension k;. De plus, toute solution de I'équation différentielle s'écrit x(t) = Z ertQi(t) la

K3

sommation s'étendant a toutes les valeurs propres distinctes de A.

ns42)  Cas des équations d'ordren

11 suffit de reprendre les résultats des sous-sections précédentes. Par exemple, si

n—1

2™ =54, 02
i=0

est une équation homogene, A; € .Z(E), etsi

8 i%E 'c? 8 Ro(t) Ri(t) Ro 1 (t)
e Ry(t)  Ri(t) ... Ru_i(t)
A= , exp(tA) = ,
0 0 0 idg ne1 el o I
Ay A Ay A R Y@y R V@) ... R"P@)
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la solution de
n—1
2™ =B(t)+ ) Aeal?
=0

t
qui s’annule ainsi que ses n — 1 premiéres dérivées entp est z(t) = [ Rn—1(t — s) @ B(s)ds.
to
Dans le cas particulier ot1 £ est de dimension 1, ces équations se rameénent aux systémes différentiels linéaires a coefficients

n—1
constants que nous avons vus a la sous-sous-section précédente. Par exemple, pour 'équation différentielle 2™ = E aiz'?,
=0

n—1
I'équation caractéristique (donnant les valeurs propres de la matrice, une fois I'équation ramenée a 'ordre 1) est A" = Z ai\'.
1=0

Ainsi, 'équation admet des solutions de la forme e“tqi (t); ol A; est une racine de I'équation caractéristique et ¢; un polynéme de
degré < k;, ou k; est'ordre de la racine )\;. La solution générale de I'équation s’écrit alors Z eAitqi(t).

(3

SOUS-SECTION 11.5.5 l
Stabilité des solutions des équations

différentielles linéaires

Donnons tout d’abord la définition générale de solution stable d’'une équation différentielle :

Définition I1.5.3.

Soient E un espace de Banach, U une partie deR x E, f une fonction continue de U dans E et (to, o) un
point de U. Supposons que la solution maximale y,, ,, au probléme de Cauchy z' = f(t,z), z(to) = o
soit définie sur un intervalle contenant [ty, +oo|. Dans ces conditions;

1. On dit que y, 5, est stable s’il existe r > 0 et C' > 0 tels que, pour tout x1 € B(x,70), la solu-
tion maximale ¢y, ,, au probléme de Cauchy z' = f(t,z), z(ty) = z1 soit définie sur [to, +oo| et vérifie
110,20 (t) = #1,2, ()| < C'llzo — 21| pour toutt € [to, +o0].

2. On dit que ¢y, 4, est asymptotiquement stable si elle est stable et s'il existe 1 > 0 et une fonction
€ : [to, +oo[— [0, +0o0] continue telle que tiigloo €(t) =0 et ||@ty,a0 (t) — Pro,a, O)|| < €(t) ||zo — 21| pour

lzo — x1]] < 71ett € [tg, +o0].

La Proposition [[:5:8 donne immédiatement le résultat suivant :

PRrOPOSITION II1.5.9.

Soit A une matrice carré a coefficients complexes d’ordren et considérons 'équation différentiellex’ = A e .
Alors :

1. Si toutes les valeurs propres de A ayant une multiplicité strictement plus grande que 1 ont une partie
réelle srtictement négative et si celles de multiplicité 1 ont une partie réelle négative ou nulle toute solution de
l'équation différentielle reste bornée sur [0, +ool. En particulier toute solution est stable.

2. Si toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle srtictement négative, toutes les solutions de

I'équation différentielles tendent vers zéro quandt — +oc. En particulier elles sont toutes asymptotiquement
stables.

ProPOSITION I1.5.10.

Soient I un intervalle de R contenant [to, +oo[, E un espace normé de dimension finie, et A une application
continue de I dans £ (E). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Toutes les solutions de I'équation différentielle v’ = A(t) = sont stables.

2. Toutes les solutions de 'équation différentiellex’ = A(t) e x sont bornées.

Démonstration. En effet, soit R(t, to) la résolvante de I’équation de sorte que toute solution s’écrit z(¢) = R(t, to) ® zo (Théoreme
[T51], page B3). Alors si (e;)1<i<n est une base de E, et si chaque solution est bornée on a

sup sup ||R(t,t0) ® ;]| < 400,
1<i<n t>tg
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et, par suite sup ||R(¢,to)|| < +oo ce qui implique aussitot la stabilité des solutions. Réciproquement, si toutes les solutions sont
t>tg

stables, la stabilité de la solution nulle entraine qu'il existe 7 > 0 et C > 0 tels que, pour [zol] < 7 ona @i, (t)] < Cllzol
(avec les notation de la définition ci-dessus). Il s’en suit alors que

HR(tth)” = sup HR(t’tU) ° xOH < C/h

llzoll<1
ce qui implique la propriété 2. O

Nous terminons cette sous-section en donnant un résultat de stabilité pour une équation différentielle qui est une perturbation
d’une équation linéaire :

ProposITION I1.5.11.

Soit A une matrice carré d'ordren a coefficients complexes dont les valeurs propres sont de parties réelles stric-
tement négatives. Soit f : I x U — R™ une fonction continue localement lipschitzienne en x, I étant un
intervalle ouvert de R contenant [ty, +oo[ et U un ouvert de R™. On suppose qu'il existe une boule ouverte
B(0,a),a > 0, contenue dans U et que || f(t,z)| < e(z) ||x| avec iLIIlO e(x) = 0. Alors la fonction identique-

ment nulle est une solution de I'équation différentielle
¥ =Aex+ f(t, ) (11.5.7)

qui est asymptotiquement stable.

Démonstration. Tout d’abord, I'hypothese faite sur f montre que f(t,0) = 0 ce qui implique que la fonction identiquement nulle
est solution de I'équation différentielle. Soit x = ¢4, 4, la solution de ([’5-7) qui vaut xo en ¢, (elle existe d’aprés le Théoreme
37, page B3). Si elle est définie sur |«, 3], du Corollaire de la Proposition [[.5.7, page B4, on déduit que, pourtp < ¢ < 3,ona

t
z(t) = et 7104 o g —|—/ e o f(s,2(s))ds

to
car z est solution de I'équation différentielle linéaire 2’ = A @ x + f (¢, 0o,z ())-
Soitd > 0,4 < a,tel que, pour ||z|| < § onait || f(¢, z)] < % lz]|, otk > 1ete > 0 seront fixés plus loin. Choisissons
|zol] < d.Soitty > to tel que, pour ty < ¢t < ¢; onait ||z(t)]| < §.Alors, pourty <t < t;ona

t
ol < ||| \|m0|\+%/ =24 Hats)11 ds. (11.5.8)
to

Remarquons maintenant que ’hypothese faite sur A implique que I'on peut trouver k > 1, « > O ete > 0 tels que

Heu—tu)AH < ke~ (@t t—to),
t > to. En reportant ceci dans ([[5:9), il vient

t
I a(t)]| < ol & [ e as) s, to <t < .
to
Alors la Proposition [1.3.1], page 4, donne ()0 ||2(¢)|| < k||zo|| et cest-a-dire ||z(t)| < k ||zo]| e~ ¢~ pour le
méme intervalle en ¢. On en déduit quesi || zo|| < §/2k, sur tout intervalle [to, ¢1] surlequel ona ||z(t)|| < §, onaautomatiquement
[lz(t)]| < &/2.En conséquence, si = est définie sur |«, 3], on a nécéssairement ||z(¢)|| < ¢ sur [to, 3[. Montrons maintenant
que 3 = +o0 : en effet, dans le cas contraire, puisque ||z(¢)|| < § < a, le bout droit de = contiendrait un élément (3, b) avec
6]l < § < a ce qui contredit le Théoreme des bouts ( page p9). Enfin, sous la condition ||zo|| < §/2k on a ||z(t)|| < § sur
[to, +00[ ce qui, comme on vient de le voir, implique ||z (t)|| < K ||zo|| e~ **, et assure que la solution nulle est asymptotiquement
stable. O

SECTION 1.6 —

Elements d 'etudes qualitatives
en dimension 1

Dans cette section, nous allons simplement donner les outils de base des études qualitatives d’équations différentielles d’ordre
1 lorsque I'espace E est R, sans donner d’exemples concrets d’utilisations.
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Définition 11.6.1.
Soient U une partie deR x R et f une fonction continue de U dansR.

1. Pout tout M = (t,x) € U, soit D, la droite passant par M de pente f(t,x). Lapplication M +— D,
s’appelle le champ des tangentes associé a I'équation différentielle ' = f(t, x).

2. Pour tout \ € R, la courbe d’équation f(t,z) = ) s’appelle I'isocline \ de I'équation différentielle
' = f(t, ).

3. On dit qu’une courbe dans U est fortement infranchissable si aucune solution de I'équation différen-
tiellex’ = f(t, z), autre que elle lorsqu’elle est elle méme solution, ne peut le couper.

Lisocline 0 joue un role particulier : si on pose
Uy = {(t, z) tels que f(¢,z) > 0},

U- = {(t,z) telsque f(t,z) <0}

et
'y = {(t, z) tels que f(t,x) = 0},

toute solution de I’équation différentielle est croissante dans U, décroissante dans U_ et stationnaire sur I'.

Sila fonction f est localement lipschitzienne, le Théoreme de Cauchy-Lipschitz ( page B3) montre que toute solution est forte-
ment infranchissable.

Définition I1.6.2.
Soient U une partie deR x R et f une fonction continue de U dansR.

1. Une fonction e : I — R dérivable est dit une barriére inférieure pour I'équation différentielle x' =
f(t,z)si(t,a(t) € U, pourtoutt € I, etsia’(t) < f(t,a(t)), vVt € I.

2. Une fonction 3 : I — R dérivable est dit une barriére supérieure pour I'équation différentielle
' = f(t,z)si(t, B(t) € U, pourtoutt € I, etsi ' (t) > f(t,6(t)), Vt € I.

3. Une bariére est dite forte si les inégalités des définition ci-dessus sont strictes pour toutt € I et faible
sinon.

PROPOSITION I1.6.1.

SoientU un ouvertdeR xR et f une fonction continuedeU dansR. Soity : I — R une solution de l'équation
différentiellex’ = f(t,x). Soienta : I — Ret3: I — R declasse¢ telles que (t,a(t)) € Uet(t,3(t)) € U,
pour toutt € 1.

1. Si « (resp. 3) est une barriere inférieure (resp. supérieure) forte et s'il existety € I tel que a(ty) < (o)
(resp. B(to) > @(to)) alors pour toutt €|ty, +oo[NI on aa(t) < ¢(t) (resp. B(t) > ¢(t)). On traduit cette
propriété en disant qu'une barriere forte est fortement infranchissable.

2 Side plus f est localement lipschitzienne, si « (resp. 3) est une barriére inférieure (resp. supérieure) et s'il
existety € I tel quea(ty) < ¢(to) (resp. B(to) > p(to)) alors pour toutt €ltg, +o0o[NI onaa(t) < p(t) (resp.
B(t) > ©(t)). On traduit cette propriété en disant que, lorsque f est localement lipschitzienne, une barriere
est faiblement infranchissable.

Démonstration. Démontrons tout d’abord le 1. pour une barriére inférieure forte. Supposons tout d’abord a(to) < (o). S'il
existe t > to tel que a(to) > ¢(to), soit ¢ I'infimum de 'ensemble de ces ¢ de sorte que a(t1) = @(t1) et @' (t1) > o' (¢1).
Alors ¢ — « est strictement croissante au voisinage de ¢; et comme elle est strictement positive a gauche de ¢1, on ne peut avoir
a(t) = ¢(t1). Sia(to) = p(to), ona ¢’ (to) > o' (to), ce qui implique que ¢ — « est strictement croissante au voisinage de ¢ et
on remplace t( par t;, > to pour refaire le raisonnement précédent.

Démontrons maintenant le 2. pour une barriére inférieure. Pour ¢; € [to,sup I], soit A;, I'ensemble des ¢ > to tels que
a(s) < ¢(s) pours € [to,t]. lest clair que A, estfermé etnon vide, etsic = sup Ay;, ona A, = [to, c]. Supposons ¢ < ¢;. Alors
(¢, p(c)) € U etil existe un cylindre de sécurité C = [c — I,¢ + 1] X [¢(c) —r,o(c) + 7], [c = l,c + 1] C I, contenu dans U au
voisinage duquel f est k-lipschitzienne pour un k¥ > 0. Soit 0 < £ < g, €o étant choisit assez petit de sorte que, quitte a réduire
éventuellement /, C soit un cylindre de sécurité pour le probleéme de Cauchy z’ = f- (¢, z), z(c) = p(c), avec f=(t,z) = f(t,z)+e.
Comme « est une barriére inférieure sur [c — [, ¢ + {] pour f c’est une bérriére inférieure forte pour f. pour le méme intervalle.
Soit . la solution maximale du probléeme de Cauchy 2’ = f.(t,z), z(c) = ¢(c). Le 1. de la Proposition montre alors que a(t) <

e (t) pour t €]e, ¢ + ]. D’autre part, le Corollaire du Lemme Fondamental ( page @) donne |p(t) — @ ()| < % (eklt*cl — 1),

t € [c — I, c+ . En faisant tendre € vers zéro, il vient alors a(t) < ¢(t) pourt €]c, ¢ + I], ce qui contredit la définition de ¢. On a
donc ¢ = t; ce qui termine la preuve. O

Remarque I1.6.1. Une barriere faible peut étre infranchissable sans que f soit localement lipschitzienne.
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Définition 11.6.3.
Soient U une partie de R x R et f une fonction continue de U dans R. Soientc : I — Ret3: 1 — R
telles que (t, a(t) € U et (t,B(t) € U, pourtoutt € I. Supposons que « (resp. (3) soit une barriére inférieure
(resp. supérieure) infranchissable pour I'équation différentielle ' = f(t, x).

1. Sia(t) < B(t), pour toutt € I, on dit que I'ensemble T (o, ) = {(t,z) € U telsquea(t) < z <
B(t), t € I} est un entonnoir.

2. Sia(t) > B(t), pour toutt € I, on dit que I'ensemble S(«, 3) = {(t,x) € U telsquea(t) > z >
B(t), t € I} estun anti-entonnoir.

PROPOSITION 11.6.2.

Soient U un ouvert de R x R et f une fonction continue de U dans R localement lipschitzienne. Soient o :
I —-Retf:I— Rtellesque(t,a(t) € Uet(t,[(t) € U, pourtoutt € 1. Supposons que « (resp. [3) soit une
barriére inférieure (resp. supérieure) pour l'équation différentielle ' = f(t, x).

1. Supposons a(t) < [(t), pour toutt € I (i.e. T(a,[3) est un entonnoir, les barriéres étant infran-
chissables d’apreés la Proposition précédente). Alors toute solution ¢ : I — R de I'équation différentielle
' = f(t,x) telle que, pour unty € I, onaita(ty) < p(to) < B(to), est telle que a(t) < o(t) < B(t), pour
t € [to, +oo[NI.

2. Supposons a(t) > ((t), pour toutt € I (i.e. S(«, 3) est un anti-entonnoir). Alors, pour toutty € I, il
existe xg € [B(to), a(to)] tel que la solution maximale ¢ du probleme de Cauchy x' = f(t,z), x(to) = o,
soit définie sur [to, +oo[NI et vérifie B(t) < o(t) < a(t) sur cet intervalle.

3. Dans les conditions du 2., si de plus e existe et est positive ou nulle dans S(a,3) et si

lim «(t) — B(t) = 0, alors il existe une et une seule solution de I'équation différentielle x' = f(t, ) qui

t—sup
reste dans S(«, (3).

Démonstration. Le 1. résulte aussitot de la Proposition précédente. Montrons le 2. Pour t € I, soient v; et u: les solutions
maximales au problémes de Cauchy ' = f(t,z), #(t) = «f(t) et (t) = B(t) respectivement. En raisonnant a ¢ décrois-
sant (i.e. en «inversant» le sens du temps) la Proposition précédente, 'unicité du Théoréeme de Cauchy-Lipschitz et le Théo-
réme des bouts ( page p9), montrent que v; et u; sont définis sur | — oo, t] N I et vérifient B(s) < ui(s) < ve(s) < afs)
sur cet intervalle. Soit to € I.Pourt > to,t € [to,+oo[N], soit Pi(to) = [n:+(to),v+(to)]. Soient to < t1 < t2. Comme
B(t) < pus(t) < vy (t) < aft) pourt €] — oo,t2] N I, par définition des v; et ¢ et par 'unicité du Théoréme de Cauchy-
Lipschitz, on doit avoir ¢, () < pie, (8) < vy (t) < vy, (¢) sur] — oo, t1] N I, ce qui montre que P, (to), t € [to, +00[NI, est une
famille décroissante des compacts non vides. Soit ¢ un point de leur intersection (qui est non vide par compacité). Si i est définie
sur]ai, B1], onaalors B(t) < ¢(t) < a(t) sur Jaa, B1[N[to, +00[NI (¢ est «coincée» par les vy et us). Enfin le Théoréme des bouts
entraine que ([to, +oo[NI) C [to, B1].

Vérifions maintenant le 3. Si ¢1 :Jai,sup I[— R et @2 :Jaz,sup I[— R sont deux solutions telles que 3(t) < ¢1(t) <

v2(t) g
@2(t) € a(t) dans [to,sup I[, to € I (deux solutions ne peuvent se couper), on a p5(t) — ¢} (t) = / a—f(t, u)du > 0, et si
p1(t) OF
w2(t1) — p1(t1) > 0, pourunt; > to, par croissance de w2 — ©1, on contredit 'hypothese lim , a(t) —B(t) =0. O
t—sup

‘Exercices

Exercice II.1.
Soit A une application continue de R dans M,, (R) et soit (I, X) une solution de X’ = A(¢) X. On suppose que la matrice A(t) est
antisymétrique pour toutt € R.

1. Trouver une équation différentielle satisfaite par * X o X.

2. En déduire que si X (o) est orthogonale (¢o € I), alors X (¢) est orthogonale pour tout ¢ € I.

Exercice II.2.
Soit F un espace de Banach et .Z(E) I'espace de ses endomorphismes continus. Soit A € %’ (E). On considere I'équation diffé-
rentielle
X' +X0A0X =0.

1. Montrer qu'il existe un solution maximale (I, ¢) avec p(0) = Idg.
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2. Montrer que ¢ est €.

3. Montrer que I contient I'intervalle |t| < ||A|| ™" et que dans cet intervalle, on a ¢(t) = (Idg + tA) ™'

Exercice I1.3.
Soit F I'espace de Banach des suites de réels qui tendent vers 0 a linfini, muni de lanorme ||.|| . Pourt € Retz = (zn)nen € E,

onpose f(t,z) = (|zn|"? +1/(n+ 1)) nen.
1. Montrer que f est continue de R x F dans F.
2. Soita > O et (] — a,a[, ) une solution de 2’ = f(zx) avec z(0) = 0. Montrer que z,,(t) > 0 pour ¢ €]0, al.
3. En déduire que z, est de classe €2 sur |0, a[ avec =i, (t) > 1/2 (t €]0, a).
4. Prouver que z,,(t) > t*/4 pourt €]0, al.
5

. Conclusion?

1. Soit f(t,z) = 2|z|*/? pour (¢, z) € R?. Donner I'allure des courbes intégrales de I'équation différentielle ' = f (¢, z).

(a) Dans quel ouvert U faut-il poser cette équation pour que tout probléme de Cauchy admette une unique solution maxi-
male?
(b) (facultatif) Mémes questions avec f(t,z) = |1 — z2|'/2.
Exercice I1.4.
Soient ¢ et 1) deux fonctions continues de R? dans R telles que ¢ < ). Soient c et d deux nombres réels.

1. Montrer qu'il existe un intervalle I comprenant ¢ et deux fonctions u et v de classe % sur I telles que

' (t) = ot u(t)), v'(t) = ¥ (t,v(t))
etu(c) =v(c) =d.
2. Montrer que pour toutt € I, v(t) > u(t) sit > cetv(t) < u(t)sit < c.
3. On suppose seulement que ¢ < 1. Montrer que (v(t) — u(t))(t — ¢) > 0 pour tout ¢t € I.

1. Soitto > 0 ety € R*. Déterminer la solution maximale du probleme de Cauchy 2’ = v* + 22, z(to) = 0.

(@) Soit (Ja, B[, ) la solution maximale du probléme de Cauchy

(b) Montrer que 3 est fini [on pourra utiliser la méthode de comparaison].
(c) Montrer que si o > 0, alors () tend vers —oco quand ¢ tend vers ™.
(d) Prouver que o > 0 si ¢ est assez grand.

(e) Etablir que quand to tend vers +oo, 3 — to et  sont équivalents a 7t 1/2 /2.
Exercice I1.5.

Soit E un espace de Hilbert réel, I un intervalle de Ret A : I — Z(F) une application continue. Montrer que les solutions
Y : I — E del'équation Y’ = A(t)Y sont de norme constante si et seulement si A(t) est antisymétrique pour tout ¢ € 1.

Exercice I1.6.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et / un intervalle de R. Soit A : I — Z(FE) continue et to € I. On considere la
solutionY : I — £ (E) du probleme de Cauchy

Y = A(t) oY Y(to) = Idg
Montrer que Y (¢) est inversible pour tout ¢.

Exercice I.7.
Soit ¢ : R — Z(C™) une application continue, de période w.

1. Soit E I'espace vectoriel des solutions R — C” de I'équation y' = £(t)y. Montrer que I'application T : E — FE définie par
Ty(t) = y(t + w) est un endomorphisme de E. En déduire que I'équation 3y’ = £(t)y posséde une solution pour laquelle
y(t +w) = Ay(t) avec A € C.

2. Retrouver ce résultat en utilisant le fait que la résolvante vérifie
VteR, R(t,0) = R(t,w) o R(w,0)
3. Que se passe-t'il quand ¢ est constante ?

Exercice I1.8.
Soit p un entier positifetay, ..., a, des fonctions continues de R dans R. On considére I'équation différentielle

y? +ar(@) gV 4+ ap(a)y =0

Montrer que pour tout xg réel, il existe « positif tel qu'aucune solution non nulle de cette équation différentielle n'a plus de p—1
zéros sur l'intervalle [zo — o, w0 + . Etudier le cas particulier de I'équation y(3) =1/, conclure.
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Exercice I1.9.
Soit a un réel positif. Expliciter toutes les solutions de I'équation " —a®y = 0. En effectuant le changement de variables t = sin(6),
en déduire les solutions sur | — 1,1[ de
(1—)y" —ty' —a’y =0

Décrire toutes les solutions de I’équation précédente.

Exercice I1.10.
Soit ¢ : R — R dérivable, croissante, telle que lim; .o ¢(t) = +00. Soit f : [to, +0o[— R une solution de I'équation différentielle
y" + ¢(t)y. Etudier la fonction f(¢)? 4 f'(t)?/¢(t) ; montrer que f est bornée.

Exercice IL.11.
Soit ¢ : RT — R continue, telle que f0+°° |¢(t)| dt converge. Soit f : [0, +oo[— R une solution de I'équation différentielle
y"” + ¢(t)y. Si f est bornée, montrer que f'(t) a une limite en +oco, et que cette limite est nulle. En déduire que deux solutions
bornées sont nécessairement colinéaires. Conclusion ?

Exercice I1.12.
Soient a, b : R — R continues, et y1, 2 : R — R un systéme fondamental de solutions de I'équation différentielle y" + a(t)y’ +
b(t)y. Montrer que y; et y2 n'ont pas de zéro commun, et qu’entre deux zéros consécutifs de y; se trouve nécessairement un zéro
de y2 ; en déduire que ce zéro est unique.

Exercice I1.13.
Soient P, (), R trois fonctions dérivables sur R vérifiant

VeeR P(z)>0 Q(z) < R(x)
Soient y et z deux fonctions vérifiant
P(z)y"(z) + P'(2)y (z) + Q(2)y(x) = P(2)z" (z) + P'(2)2'(z) + R(z)z(x) = 0
1. Calculer la dérivée de P(z).(y'(x)z(x) — y(x)z' (x)), et en déduire qu’entre deux zéros consécutifs de z se trouve un zéro de
Y.
2. Soit ¢ : R — R une fonction continue vérifiant 0 < w? < ¢(t) < Q2 pour tout ¢ avec w et {2 réels positifs. Déduire de la

question précédente que toute solution de iy’ + ¢(¢)y = 0 admet une infinité de zéros, et que la distance entre deux zéros
consécutifs est comprise entre 7/Q et 7/w.

Exercice I1.14.
Soit I un intervalle réel et f : I — R de classe C2.

1. Montrer que, siy : I — R est solution de I'équation y’ = f(x)y, la fonction z(z) = y(z)> est solution de
(E) 2 =10f(2)2" +10f ()2 + (9f(x)* = 3" (x))z

2. Soit (y1, y2) un systéme fondamental de solutions de 4" = f(z)y. On pose

3 3

z1(z) = y1(x) 2(r) = (@) y2(z)  2(@) =p(@)p@)? 2u(@) =)

Montrer que (z1, 22, 23, 24) est un systeme fondamental de solutions de (E).
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Sujet

Exercice I
Question de cours

3
1. Soient F1, E-2, E3 et I' des espaces normés. Soit f une application multilinéaire continue de £ = H E; dans F'.
=1
(a) Donner explicitement la différentielle df () de f en un pointz € E.
(b) En déduire (en justifiant clairement chaque étape) un calcul explicite des différentielles seconde et troisieme de f,
d?f(z) et d® f(z), en un point z.

2. Soient F, I et GG trois espaces normés. Soient U un ouvert de E' et V' un ouvert de F. Soient f un application de U dans V'
et g une application de V dans G. Soient xg € U etyo = f(x0). On suppose que f est différentiable en x et g différentiable
en yo.

(a) Donner explicitement la différentielle de h = g o f en xo.

(b) On suppose que f et g sont deux fois différentiables en z( et yo respectivement. Calculer explicitement (en justifiant
clairement chaque étape) la différentielle seconde d2h(:co) de h en xo.

Exercice II

Soit E un espace de Banach. Soit F = .Z(FE) 'espace de Banach des endomorphismes continus de F dans lui méme. Pour
k fois

tout entier k£ > 1, soit Py, I'application de F' dans lui-méme définie par Py (u) =uo...ou.

1. Montrer que P, est une fonction de classe > sur F'.
2. Calculer explicitement la différentielle d Py (u) de P en un pointu € F.

3. Montrer que P, est un difféomorphisme de classe 4> au voisinage de idg.
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Exercice III

Soient E un espace de Banach et I = [zo — ho, zo + ho] un intervalle fermé de R.

1. Soit ¢ une fonction de classe %2 de I dans E. En appliquant la formule de Taylor 2 'ordre 2 aux points z et = + ho ou z et
2 — ho, montrer que sisup ||p(z)|| < Aetsup Hd2g0(x)|| < B, alorssup ||dp(z)|| < 2A/ho + Bho/2.
xel xzel xel

2. Soit f une fonction de I dans E de classe 4°°. On suppose que, pour tout entiern > Oon a

sup ||d2"f(x)” < (2n)IME"
xzel

ol M et k sont des constantes indépendantes de n.

(@) En utilisant le 1. donner une majoration de sup Hd%“f(x) H pour toutn > 1.
xel

(b) En déduire que la série de Taylor de f en x¢ converge, dans E, vers f(y) pour tout y dans un voisinage de zo que 'on
précisera.

Exercice IV

Soient E et I deux espaces de Banach et f une application de E dans F de classe €. On suppose qu'’il existe une constante
A > 0 telle que, pour tout z € E, df (z) estinversible et || (df (z)) " || < A.

1. Soittp € R. Soit+y :]toc — h,to + h[— F une fonction continue telle que v(¢o) € f(E). Montrer que, pour b1 < h assez
petit, il existe une fonction continue 4 : [to — h1,to + h1[— Etelleque f o 5 = 7.

2. Soient [a, b] un intervalle, 71 et J2 deux fonctions continues de [a, b] dans E telles que f o 41 = f o 42 et 31 (a) = 42(a).
(a) SoitT 'ensemble dest € [a, b] tels que Y1 () = A2(¢). Montrer que 7 est fermé.
(b) Montrer que 7' est ouvert.
(c) Conclure que 1 = 7.
3. Soit~y : [0,1] — F une fonction de classe %" telle que v(0) € f(E). Soit T I'ensemble des t €]0, 1] pour lesquels il existe
% :[0,t] — FE continue telle que f o 5 = .
(a) Déduire du 1. que 1" est non vide.
(b) Soit 7 la borne supérieure de 7'. Déduire du 2. qu'il existe 7 : [0, 7[— F continue telle que f o 7 = .

(c) Soit (t,) une suite dans [0, 7[ qui converge vers 7. En utilisant 'hypothese sur df (et le théoréme des accroissements
finis) montrer que, pour tous p et g entiers

17(tp) = At < A sup [|dy(t)]| [tp —tql,
te[0,1]

et en déduire que 7 se prolonge en une fonction continue sur [0, 7].

(d) Enraisonnant parl’absurde, déduire dul. que 7 = 1.

4. Soientx € Eety € F. Enappliquant ce qui précéde ala fonction y(t) = (1 —t) f(z) + ty, montrer que f est surjective (i.e.
f(B) =P,

Corrigé

Exercice I

Cet exercice étant une question de cours, donnons briévement les réponses :

L. (a) df(z)e (hi) = f(h1, 22, 23) + f(x1, he,x3) + f(21, T2, h3).

(b) d*f(x) e ((hi), (ki) = f(h1, k2, z3) + f(k1, h2,23) + f(h1,@2,ks) + f(k1, @2, hs) + f(@1, haks) + f(z1, k2, hs),
d f(x) @ ((ha), (ki), (1s)) = f(h1,k2,13) + f(k1, ha,ls) + f(h1,la, ks) + f(k1, 12, hs) + f(l1, haks) + f(l1, k2, hs).

2. (a) dh(zo)eh =dg(f(xo)) odf(xo) e h.
) h(zo) » (h, k) = dg(yo) o (df (xo) @ h, df (o) ® k) + dg(yo) » (& (o) » (I, ).

Exercice II
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1. P estla composée de I'application linéaire u — (u, ..., u) et de 'application multilinéaire (u1, ..., ur) — u1 0 ... 0 U.
7 fois

k—1
2. dPy(u) @ h = z:uiohoukﬂ;1 ouu! =%o...ou.
=0

3. dPx(idg) = kidg, etle théoréeme d’inversion locale donne le résultat.

Exercice III

1. Supposons par exemple [z, x + ho] C [xo — ho, Zo + ho]. La formule de Taylor-Lagrange donne
lp(x + ho) — () — d(wo)hol| < Bhi/2,

d’ot1 le résultat.

| n | n+1
2. Parle 1, ||d*" ! f(z)| < 22n)!ME" (20 + 2)IME™ o

- ho 2
que de M, k et ho.

3. Le reste dans la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre n appliquée a f sur un intervalle [xo — h, zo + h] se majore donc par
Mok™'2h", et tend vers zéro si hk'/? < 1.

< (2n + 1)!M1k™, ot M, est une constante ne dépendant

Exercice IV

1. Soitzg € E tel que f(xo) = y(to). Par le théoréme d’inversion locale, f est un difféomorphisme au voisinage de xo. Donc
f~! est définie et continue au voisinage de y(to). La continuité de y implique donc que ¥ = f~* o ~y est définie et continue
au voisinage de to.

2. (a) Immédiat les fonctions étant continues.

1

(b) Sit; € T, f estun difféomorphisme au voisinage de 7;(t1) donc4; = f~ o (f o ;) est déterminé au voisinage de ¢1.

(c) Par connexité.

3. (a) Immédiat.

(b) Si0 < 1 < t2 < T, etsi?; est définie sur [0, ¢;] et vérifie f o 4; = +, le 2. implique que 71 et 42 sont égales sur [0, ¢1].
On peut alors définir 4 sur [0, 7[ en posant, pour 0 < t < 7,5(t) = A3, ot < ¢t < T et ; est continue sur [0, ¢] et
vérifie f o 4; = v (cette définition ne dépend pas du choix de 7;.

(c) Le théoreme des accroissements finis donne ||5(tp) — Y(¢q)|| < sup |[|d7(¢)]| [tp — tq|, et comme df (7(¢)) o d¥(t) =
tel

dv(t),ilvient ||dy(t)| < de(’y(t))_ ! H |[dy(¢)|], ce qui donne I'inégalité en utilisant 'hypothese. Il en résulte que 7 (¢,)
est une suite de Cauchy dans E qui converge donc vers a € F, ce dernier étant complet. La fonction 7 prolongée par a
en 7 est alors continue.
(d) SiT < 1,le 1. montre (y(7) = f(a) € f(F)) qu'il existe 41 de [r,7 + h] telle que f o 41 = yetA1(7) = a.En
prolongeant alors 7 par 4, sur [, 7 + h], on contredit la maximalité de 7.
4. En effet, le 3. montre qu'il existe 7 : [0, 1] — E telle que f o 4 = ~. En particulier f(5(1)) = (1) = y, ce qui montre que
y € f(E).

Examen de [a session de Juin
2001

Sujet

A

Soit E un espace de Hilbert réel de dimension finie n > 2 et de produit scalaire noté (., .). Soitu € .Z(E) un endomorphisme
tel que (u(x),y) = (x,u(y)) pour tous x,y € E. Soient g(x) = (z,z) = ||z||?, f(z) = (u(z),z),z € E, et S = g~'(1).
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. Montrer que f et g sont de classe ¥ sur E et, pour tous z, h € E, calculer explicitement df () e h et dg(z) e h.
. Montrer que la restriction de f a S admet un maximum.
. Montrer qu'il existe a1 € S et A1 € Rtels que df (a1) = Midg(ai1).

=W N

. Montrer que (Ra; )" est stable par v et, en raisonnant par récurrence, en déduire que E admet une base de vecteurs propres
de u.

Questions de cours préliminaires.

1. Donner la définition d'un cylindre de sécurité pour un probleme de Cauchy. Démontrer que si U est un ouvertde R x E, E
espace de Banach, et f : U — F une fonction continue, pour tout point (o, zo) € U, il existe un cylindre de sécurité centré
en (to, zo) pour le probleme de Cauchy =’ = f(¢, ), z(to) = zo.

2. Soient E espace de Banach, U unouvertde R x E et f : U — E une fonction continue. Soient ¢; : I — FE, I segmentde R,
i = 1,2, deux solution &;-approchées, e; > 0, de classe %, de I'équation différentielle =’ = f(t, x). On suppose qu'il existe
k > Otel que, pourtoutt € I,ona

£t p1(8)) = ft 02D < Eller(t) — @2(D)]] -
Soit tp € I.Posons z; = ¢;(to), ¢ = 1, 2. Démontrer que, pour toutt € I ona

Gklt—tol _ 1
k

On pourra appliquer, sans le redémontrer, le lemme de Gronwall (c’est-a-dire : siw est une fonction continuede [0, T],T > 0,
t

dansR telle queu(t) < at + Ic/ u(s)ds, t € [0,T], aveca > 0, etk > 0, alorsonau(t) < % (ekt — 1), pour0 <t <T)

0
alafonction u(t) = [lp(t) — @(0)[|, p(t) = 1 (t) — p2(?).

3. Soient E espace de Banach et U un ouvert de R x F. Soient f et g deux fonctions continues de U dans E telles que
0= sup | f(t,z)—g(t z)|| <+oo.Soient ¢ : I — E (resp. ¢ : I — E) une solution de I'équation différentielle

(t,z)eU

' = f(t,x) (resp. ¥’ = g(¢,x)). On suppose qu’il existe k& > 0 telle que, pour tout t € I, || f(¢,(t)) — f(t,¥(®))]] <
k |le(t) — 9 (t)]]. Déduire du 2. une majoration explicite de ||¢(t) — ¢ (¢)||, ¢ € I, enfonction de §, k et des valeurs prises par
(et en un point ¢y de 1.

lor(6) = @2 < llz1 — @] 177! 4 (e1 + &2)

Probleme

Soient  un ouvert de R? et f : © — R une fonction continue. Dans tout le probleme on suppose donnée une solution ¢,
définie sur un intervalle I de R, de I'équation différentielle =’ = f(¢, z).
Soit  une fonction de classe 4 de I dans R telle que, V¢ € I, (t, a(t)) € Q.

I

On suppose que, pour toutt € I,onaca’(t) < f(t, a(t)) et qu'il existe to € I tel que a(to) < ¢(to).
1. Supposons tout d’abord a(to) < ¢(to)-

(a) On suppose qu'il existe t > to tel que a(t) > @(t). Soitt1 = inf{t > to, t € I, telsque a(t) > ¢(t)}. Montrer que
a(t1) = ¢(t1), que p — « est strictement croissante au voisinage de ¢1 et conclure a une contradiction.

(b) En déduire que «(t) < ¢(t), pour toutt > to, ¢t € I.

2. On suppose maintenant que «(to) = ¢(to). Montrer que a(t) < ¢(t) pour t > to assez proche de to, et, en utilisant la
question précédente, conclure que «(t) < ¢(t), pour tout ¢ > to, ¢t € I.

II

A partir de maintenant on suppose que [ est localement lipschitzienne en la seconde variable. Soit 3 = sup I. On suppose
que, pourtoutt € I,onac’(t) < f(t, a(t)) etquil existe to € I tel que a(to) < p(to).

1. Pour tout t2 € [to, 3], soit Ay, = {t € [to, t2] tels que a(s) < ¢(s), pours € [to,t]}. Montrer que A¢, est un intervalle
fermé non vide que I'on notera dans la suite [to, c].
On suppose dans la suite de cette question que ¢ < t».

(a) Pouttoute > 0,onpose f-(t,z) = f(t,x)+¢, (t,z) € Q. Montrer qu'il exister > O etl > Otels que, pour0 < € < 1,le
probleme de Cauchy z’ = f-(¢,z), z(c) = ¢(c), admet une solution . définie dans l'intervalle J = [c—1,c+1] C I et
avaleurs dans le segment [p(c) —r, ¢(c)+7], lesintervalles J et [p(c) —r, p(c)+7] étant tels que f soit k-lipschitzienne,
pour un k > 0, en la seconde variable dans J x [p(c) — r, ¢(c) + 7] (on pourra montrer I'existence d'un cylindre de
sécurité convenable).
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(b) Montrer que pourt € J,ona
lp(t) = ] < = (M - 1)
(

(c) En utilisant le résultat de la partie I, montrer que a(t) < . (t) pourt €]c, c + ], et en déduire que a(t) < ¢(t) surle
méme intervalle.

(d) Conclure a une contradiction.

2. Conclure que «a(t) < o(t) pour toutt € [to, G][.

Corrigé
A

1. f et g sont de classe ¥°° comme composées d’applications linéaires et bilinéaires continues (£ est de dimension finie), et
un calcul immeédiat donne dg(z) @ h = 2 (x, h) et df (x) ® h = 2 (u(x), h) puisque u est symétrique.

2. Comme S est fermé et borné, et que I'espace est de dimension finie, c’est un compact. f y admet donc un maximum.

3. Comme, pourz € S, dg(x) # 0 (dg(z) e x = ||ar:||2 # 0), S est une sous-variété de F, et on peut appliquer le théoréeme des
multiplicateurs de Lagrange.

4. Larelation df (a1) = A1dg(a1) signifie exactement que a1 est un vecteur propre de u associé a la valeur propre A;. Alors, si
z € E1 = (Rai)*, ona (u(x),a1) = (x,u(a1)) = 0, ce qui montre que E; est stable par u. Comme £ = (Ra;) ® Fi,
en recommencant le méme raisonnement que précédemment avec F; ala place de E, on trouve un second vecteur propre
as € E1, et By = (Ray) ® (Raz))™ est aussi stable par u. Par récurrence on en déduit le résultat demandé.

Questions de cours préliminaires : voir le cours.

Probleme

1. (a) Pardéfinition de I'inf et continuité des fonctions, ona «(t1) > ¢(¢1). Sion avait a(t1) > ¢(t1), la continuité des fonc-
tions contredirait la définition de 1. On a donc a(t1) = ¢(t1). Ceciimplique o’ (t1) < f(t1,a(t1)) = f(t1, p(t1)) =
¢ (t1), et, par continuité de ¢’ — o/, ona ¢’ — o’ > 0 au voisinage de t;. Ceci implique que, pour ¢ < t; assez proche
deti,onap(t) < at) et contredit la définition de ¢;.

(b) La contradiction précédente montre que I'’hypothése de départ de la question précédente est fausse ce qui est le résul-
tat.

(©) Sia(to) = p(to),onaa’(to) < ¢'(to), et, par continuité, o — « est strictement croissante au voisinage de to ce qui
montre qu'il existe ¢, > to tel que, sur Jto, to] ona p(t) > a(t). On peut alors appliquer le raisonnement fait aux deux
questions précédentes, en remplacant ¢ par t(, et obtenir ¢(t) > a(t) pour t > t;, ce qui permet de conclure.

II

1. (@) SoitCo = [c—lo, c+lo] X [p(c)—T, ¢(c)+r] un cylindre contenu dans 2 sur le quel | f| est majorée par M ettel que f soit
r .

ST le cylindre [c—1, c+H] X [p(c)—r, p(c)+7]

est de sécurité pour le probléeme de Cauchy =’ = f-(¢,z), z(c) = ¢(c).

k-lipschitzienne sur Cy. En prenant alors, pour tout0 < ¢ < 1,etl <

(b) Comme . est une solution e-approchée du probléme de Cauchy z’ = f (¢, x), z(c) = ¢(c), qui est définie sur I'inter-
valle J, on peut appliquer la troisiemme question de cours préliminaire ce qui donne I'inégalité.

(c) 1lsuffit d’appliquer le résultat de la partie I en remplagant f par f., I par [c—[,c+] etto parc (cara’(t) < fe(t, a(t))
sur [¢ — I, ¢ + []) pour obtenir a(t) < @< (t) sur]c, ¢ + ). Comme [ est indépendant de ¢, on obtient alors la derniére
inégalité en utilisant le (b) et en faisant tendre ¢ vers zéro.

(d) Comme on asupposé ¢ < ta, quitte a réduire /, on peut supposer c+ [ < t2 (et bien stir/ > 0). La question précédente
contredit alors la définition de c.

2. Immeédiat.
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Examen de la session de
Septembre 2001

Sujet

Exercice I

Soient E un espace de Banach et f : E — R une fonction de classe % telle que f(z) > 0, Vz € E. On suppose qu'il existe
une constante M telle que Hdzf(ac) | < M,Vx € E.

1. Soientz, h € E ets € R. En écrivant f(z + sh) avec la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que

fuy+mﬂ@.h+%¥Mnm2>queR

2. Endéduire que, Vz € E, ||df ()] < \/2M f(z).

Exercice I1

Soit A une application continue de R dans I'espace des matrices carrées d’ordre n complexes. On suppose qu’il existe w € R
telque Vt € R, A(t + w) = A(t). On considere I'équation différentielle linéaire

o' = At) e . (E)

Soit S I'espace vectoriel sur C des solutions de ([E]). Pour toute x € S, on pose Z(t) = z(t + w).

1. Montrer que 'application  — & est un isomorphisme de .S sur lui méme.
2. Soittg € R. Soit R(t, to) la résolvante de ([E)). Soit zop € C™ un vecteur propre de R(to + w, to) associé a la valeur propre A.
Soit ¢¢ la solution de ([E]) qui vaut xo en to.
(a) Montrer que po(to) = Apo(to).
(b) En déduire que oo = Apop.

Exercice I11

Question de cours préliminaire. Enoncer le théoréme des bouts.

Soit f une fonction de classe > de R™ dans R™ telle que f(0) = 0. On suppose que, V& € R", df (x) est inversible et qu'il
existe une constante k > 0 telle que |(df (x))~* H <k zeR"

Pour tout u € R", on considére I'’équation différentielle

' = (df(z))" " eu. (Fw)

1. Montrer que, Vtg € R, Vzo € R", (EL)) admet une solution x définie au voisinage de zo telle que z(to) = zo.
2. Monter que toute solution de ([£7]) est définie sur R tout entier.
3. Soit ¢, la solution de (E7)) qui vérifie ¢, (0) = 0.
d
(a) Calculer T (flpu(t));
(b) En déduire que f(¢u(t)) = tu + uo, pourunug € R™.

4. En déduire que f(¢.(1)) = u et conclure que f(R™) = R" (i.e. que f est surjective).

Exercice IV
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Question de cours préliminaire. Enoncer le théoréme d’inversion locale.
Soit © un ouvert de R™. Soient f et g deux fonctions de classe %" de {2 dans R. On suppose que, pour tout z € €, df () # O et
qu’il existe une fonction continue i : Q@ — R telle que, Vo € Q, df (x) = h(z)dg(z). Soit xg € 2 fixé.

1.
2.

2.

Montrer que, Vz € €, h(x) # 0 etdg(x) # 0.

Montrer qu'il existe des formes linéaires f;, i = 2,...,n, sur R™ telles que (df (xo), f2,. .., f») soit une base de formes
linéaires sur R".

. Soit F' : Q — R" la fonction définie par F'(z) = (f(x), f2(x),..., fn(x)),les fi,t = 2,...,n, étant les formes linéaires de

la question précédente. Montrer qu'il existe un voisinage ouvert V; de zo tel que F soit un difféomorphisme de classe € de
Vi sur son image.

. Soit G :  — R" la fonction définie par G(z) = (g(x), f2(z), ..., fn(z)), les fi, i = 2,..., n, étant les formes linéaires de

la question 2. Montrer qu'il existe un voisinage ouvert Vz de o tel que G soit un difféomorphisme de classe ' de V» sur son
image.

. Soit V = Vi N V. Déduire de ce qui précéde que H = G o F~ ! est un difféomorphisme de classe € de F'(V') sur G(V) tel

que Ho FF = Q.
. Pourtouty € F(V), onpose H(y) = (h1(y),. .., hn(y)). Montrer que
Oh — Ohy 1
g @) f2(@), - f(@))df (2) + 2 oy, (f(@), fo(@), .., ful@)) fi(x) = mdf(w)
s ) Ohy
. En déduire que, Vi € {2,...,n},etVy € F(V),ona oy (y)=0.

. Conclure qu'il existe un voisinage W de f(zo) dans R et une fonction ¢ : W — R de classe € telle que g = ¢ o f sur un

voisinage de xo.

Corrige

Exercice I

1
. En effet, par la formule de Tayloron a0 < f(x + sh) = f(z) + sdf (z) e h + / (1 — t)d® f(x + tsh) e (sh)>dt, et comme
0

1
l'intégrale se majore, par hypothése, par 3 s> M ||h||?, on obtient I'inégalité voulue.

. Comme 'inégalité précédente est valable pour tout s € R, en la considérant comme une inéquation du second degré en s, il

vient s2(df (z) e h)? — 25 M ||h||® f(x) < 0, Cest-a-dire |df () ® h| < \/2M f(z) ||h||, ce qui donne le résultat en prenant
le sup pour k|| < 1.

Exercice I1

. llestclairquesixz € SalorsZ € S.Deplus,siz € Setsiy(t) =x(t —w),onay € Setx = §.Enfin x — I est clairement

linéaire.
(@) Eneffet,ona yo(t) = R(t,to) ® zo ce qui donne po(to) = R(to + w,to) ® xo = Axo = Apo(to).

(b) o et Apo sont donc deux solutions de I'équation différentielle qui prennent la méme valeur en t,. Elles sont donc
égales par unicité du probleme de Cauchy.

Exercice III

Question de cours préliminaire. Voir le cours.

1.

2.

3.

4.

Comme f est supposée de classe ¢ sur R™ et comme I'application u +— u ™! est de classe €, I'application x +— (df (z)) ™"
est de classe €' sur R", donc, en particulier, lipschitzienne. La conclusion résulte donc du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Comme z — (df (z)) " e u est définie et continue sur R" et localement lipschitzienne, ceci résulte du théoréme des bouts.

@ % (f(pu(t) = df (pu(t)) » @1 (t) = df (pu(t)) ® ((df (pu(t))) " ou) =w.

(b) Immédiat.

En faisant £ = 0 dans la question précédente, il vient up = 0 et on conclut aussitot.
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Exercice IV

Question de cours préliminaire. Voir le cours.

1. Evident.

2. C’estle théoreme de la base incompléte en dimension finie puisque df (xq) # 0.

3. C’est une conséquence du théoréme d’inversion locale puisque dF'(z) = (df (z), f2(z), .. ., fa(z)).
4.
5
6

Idem compte tenu du 1.

. Immédiat.

. D’apres la question précédente on a h1 (F(z)) = g(z). La formule s’obtient en dérivant cette égalité et en utilisant I'hypo-

these faite sur df et dg.

. Comme F est un difféomorphisme sur V, pour z € V, les formes linéaires df (z), f, . . ., fn sont indépendantes. Le résultat

résulte donc de la formule de la question précédente.

. Soient W un voisinage de f(zo) dans R et U un voisinage de (f2(2o), . . ., fa(%0)) dans R"* tels que W x U C F(V).

Alors siVz € W, sionnote§ = (y2,...,Yn), la question précédents montre que § — h1(z,§) est constante dans U. Si
onnote go = (f2(z0),..., fn(xo)), ona, poury = (y1,5) € W x U, hi(y) = h1(y1,Jo) ce qui montre que la formule
o) = hi(y), y = (y1,§) € W x U, définit une fonction ¢ de classe * dans W. Comme H o F' = G, si x appartient a
un voisinage assez petit de o, on aura F'(z) € W x U et par suite hy (F(z)) = ¢(f(z)), ce qui est le résultat.

Examen de la session de Mai
2002

1.

2.

Sujet
Exercice I

Question de cours.
(a) Enoncer avec précision puis démontrer le résultat d’existence et d’unicité des solutions d'une équation différentielle
linéaire.
(b) Donner la définition de la résolvante d'une équation différentielle linéaire d’ordre 1. Enoncer et démontrer ses proprié-
tés fondamentales.

Soient E un espace de Banach, I un intervalle ouvert de R et ¢y € I. Soient A, B, C' et D des fonctions continues de I dans
Z(E).
Soit (x, y) une solution du systeme différentiel

{ x':A(t)OSU-i-B(t)oy
y =C({t)ox+D(t)oy

Montrer que, si y(t) est inversible pour tout ¢ € I, alorst +— z(t) = z(t) o (y(t)) ™" est solution d’une équation différentielle
que l'on explicitera.

Exercice I1

Soient A et B deux fonctions continues de R dans .Z(R™) telles que, pour tout t € R, on ait A(¢) + ‘B(t) = 0. Soit y (resp. 2)
une solution de I'équation différentielle y' = A(t) @ y (resp. 2’ = B(t) e 2).

1.
2.

Calculer la dérivée de ¢ — (y(t), z(t)), o (., .) désigne le produit scalaire euclidien de R".

Soit Ra(t,to) (resp. Rg(t,t0)) larésolvante de 'équation y’ = A(t) ey (resp. 2’ = B(t)ez). Déduire de la premiére question
que tRB (t, to) oRa (t, to) = idgn.

. En déduire que si A(t) = —"A(¢) pour tout t, alors R (%, to) est orthogonale, pour tous ¢ et to.
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Exercice I11

Soit B la boule (pour la norme euclidienne ||.||) fermée de R™ centrée a I'origine et de rayon ro > 0 fixé. Soient f;, 1 < i < n,
n
des fonctions de classe ¥ d’un voisinage de B dans R". Pour tout & = (a1, - - , ) € R™, on pose f(z,a) = Z a; fi(z). On
i=1
se donne h > 1 fixé une fois pour toutes.

1. Montrer que f estlipschitzienne par rapport 4 la premiére variable = dans B, uniformément par rapport a la seconde variable
a, pour ||of < 1.

2. Montrer qu'il existe § > 0 tel que, pour ||| < J, le probléeme de Cauchy 2’ = f(z, a), z(0) = 0, admet une unique solution
©a(t) définie sur I = [—h, h].

Dans la suite, on note (¢, a) = @ (t) cette solution, (¢, ) € I x B(0,9).

3. Montrer que ¢ est de classe ¢ dans I x B(0,4).

~ TP e ) °
4. Soit Ay (t) 7t8t (t, o) ;az Do (t,a), (t,a) €I x B(0,0).

i

(a) Montrer que A, est solution de I'équation différentielle 2’ = df, (¢ (¢, @), ) ® z (ou df » est la différentielle partielle de
f par rapport a la premiére variable).

(b) En déduire que A, est identiquement nulle.

5. Montrer qu'il existe une fonction ¢ définie sur un voisinage de 0 dans R" telle que ¢(t, ) = 1 (tr) (considérer ¢)(u) =
o(1,u)).

6. Montrer que, si {f1(0),- -, fn(0)} est une base de R", ¥ est un difféomorphisme au voisinage de I'origine.
Exercice IV

A

Soient u et v deux fonctions continues positives d'un intervalle [to,to + 7], T > 0, dans R. On suppose qu'il existe a > 0 tel
que

u(t) <a-+ /t u(s)v(s)ds, a <t <hb.

to

t
1. Soient h(t) le second membre de I'inégalité ci-dessus et C'(t) = h(t) exp (— / v(s)ds) . Montrer que C’(t) < 0.
to

t
2. En déduire que u(t) < aexp (/ v(s)ds).
to

B

Soient E un espace de Banach et U un ouvert de E. Soit f : U — FE une fonction k-lipschitzienne et soit g : U — R une
fonction continue. Soient zo € U etyo € R.Soit F : U x R — E X Rlafonction définie par F(z) = F(z,y) = (f(z),yg(x)),
z = (z,y) € U x R.Onnote zo = (xo,yo)-

Soit ty € R. On consideére le probleme de Cauchy

2 = F(2), z(to) = zo. ™

Soient z; = (z1,y1) : I — U xRetzz = (z2,y2) : I — U xR deuxsolutions de (??) définies sur un intervalle I = [to, to + 1]
et posons z = (:my) =21 — 22 = (1’1 —T2,Y1 — y2)-

3. Montrer que z = 0.
t
4. Montrer que, pour ¢ > o, t € I,ona |y(t)| < / ly(s)] |g(z1(s)| ds.
to

5. En déduire que z; = 2.
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. Daprésle cours, (y~ 1) (t) = —y(t) " o/ (t) o y(t), ce qui donne aussitot 2’ (t)

Corrigé

Exercice I

1. Voir le cours

= A(t)oz(t)+ B(t) — z(t) o C(t) 0 2(t) —
2(t) o D(t). Léquation différentielle cherchée estdonc: 2’ = A(t) o 2 — 2 0 C(t) 0 z — z 0 D(t) + B(¢#).

Exercice Il
Ona
(y(®), =) = {y'#),2(t) + (y(t), 2 (t))
= (A1) e y(D), 2(1)) + (y(t), B(t) ® 2(1))
= ((A@)+'B(t) e y(t),2(t)) =
. Siyo et zo sont des points de R", on peut écrire y(t) = Ra(t,to) ® yo et z(t) = (t, to) ® zo. La question précédente

donne alors (Ra(t,t0) ® yo, RB(t,t0) ® 20) = (yo, 20) soit (‘Ri(t,to) o Ra(t,to) ® yo,20) = (Yo, o). Ceci étant valable
pour tous yo et 2o, on obtient le résultat.

. Il suffit d’appliquer la question précédente avec A = B.

Exercice III

. Soit M7 = max sup |ldfi (x)||. Prenons ||a|| = Z |cv;|. Le théoréme des accroissements finis donne aussitdt, pour x; € B,

z€B B
i=1,2,|f(z1,0) — f(z2,a)|| < M ||a|| ||x1 — z2]|, ce qui donne le résultat demandé.

. Onal/f(z,a)|| < M ||a|| avec M = max sup || fi(x)]||. Par suite, pour||a| < 4, sup || f(z, )| < IM, et on peut choisir §
' z€eB

r€EB
de sorte que h6 M < rq ce qui signifie que [—h, h] X B est un cylindre de sécurité pour le probleme de Cauchy considéré. Le
théoréme de Cauchy-Lipschitz donne alors une solution définie sur I'intervalle [—h, h].

. C’estle résultat du cours sur la régularité des solutions d'une équation différentielle dépendant d'un parametre.

(a) En utilisant le fait que ¢, est solution de I'équation différentielle z’ = f(z, a), il vient immédiatement :

L) = Y aufile(t.a)) + Y adh)a (ol ) FE (o)

=S it a)) = 3 e S o (At 0)) 22 1, )
- - - Oay;

dfz(e(t, ), o) @ Ay ().

(b) En effet, A, est solution d’une équation différentielle linéaire homogene et A, (0) = 0.

. La question 3. montre que t — wa( ) w(ta) = ¢(1,ta) est € dans} — 1,1[. De plus, la question 4. (b) implique que

Wi (t) = 6 w(1, ta) Zaz 8 (1,ta) Zazf2 Pa(t)), pour |t| < 1. Comme 94 (0) = ¢(1,0) = 0 (car

o est solution de x’ = O, z(0) = O), on conclut que ¥, est solutlon du probléme de Cauchy 2’ = f(x, «), z(0) = 0, et, par
unicité de cette solution, on en déduit que 1o (t) = @a(t), |t| < 1.

. Onav,(0) = dy(0) e = Z a; fi(0), ce qui montre (puisque { f;(0)} est une base) que di)(0) est surjective. Comme on

est en dimension finie, il n'y a plus qu’a appliquer le théoréme d’inversion locale.

Exercice IV

t
. Eneffet, C'(t) = exp (—/ v(s)ds> [u(t)v(t) — h(t)v(t)] etil suffit d'utiliser que w < hetv > 0.
to

2. Par la question précédente, C(t) < C(to) = a ce qui conclut puisque u < h.

3. x1 et z2 sont deux solutions du probleme de Cauchy #' = f(z), z(to) = xo. Comme f est localement lipschitzienne,

I'unicité du théoreme de Cauchy-Lipschitz donne le résultat.

4. Parla question précédente, ona y; = y;g(z1),7 = 1,2. Doncy'(t) = y(t)g(z1(t)), etil n’y a plus qu’a intégrer.
. Onadéjax, = x2 et'égalité y, = y- résulte de la question précédente et de la question 2.
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f alci (xo),
Champ de vecteurs
Courbe intégrale d'un, f3

a parametre, {3
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Dérivée
adroite en un point, g
d’une fonction en un point, P}
d’une fonction, P
a gauche en un point, §
Partielle d’'une fonction par rapport a x; en un point, i
Partielle d’'une fonction par rapport a z;, fi
Difféomorphisme
de classe 6", [
de classe >, [
declasse ™, [
Différentielle
d'une fonction en un point, P}
d'une fonction, P}
d'une fonction dans une direction en un point, §
d’ordren d’une fonction en un point,
d’ordren d’une fonction,
Partielle d'une fonction par rapport a x; en un point, i
seconde d’'une fonction en un point, [[4
seconde d’une fonction, [[4

Equation différentielle
Anti-entonnoir pour une, [/1]
Autonome, B3
Barriere inférieure associé a une, [[Q
Barriere supérieure associé a une, [[Q
Bout droit d’une solution maximale, B
Bout gauche d’une solution maximale,
Champ des tangentes associé a une, [[Q
Condition initiale d'un probleme de Cauchy associé a une,
23
Cylindre de sécurité pour un probleme de Cauchy, 4
Entonnoir pour une, [[]]
Isocline associé a une, [[Q
linéaire d’ordren,
linéaire homogene,
Linéaire homogeéne de degré 1
Matrice Wronskienne d'un systeme fondamental de solu-
tions d’'une,
Résolvante d'une, 63
Systeme fondamental de solutions d’'une,
Wronskien d'un systéeme fondamental de solutions d’une,
v
Meéthode d’Euler pour les solutions approchées d'une,
dordre 1,3
d'ordren, f4
Probleme de Cauchy associé a une,
Solution d’'une, B3
Solution e-approchée de classe € par morceaux, B9
Solution e-approchée de classe €, 9
Solution approchée linéaire par morceaux,
Solution asymptotiquement stable d'une,
Solution globale d’'une, i3
Solution maximale d'une, B3
Solution prolongeant une autre, i3
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Solution stable d’'une,

Fonction
de classe 6°,
de classe ¢,
de classe 6>, 14
de classe ¢, [0
de classe ¢, 18
Continiiment différentiable, P
Dérivée, R
Développement limité d’'une fonction a l'ordren en un point,
Différence symétrique seconde d’'une fonction, 3
Différence symétrique n-ieme d'une fonction, 23
Différentiable en xo, [
Deux fois Différentiable en xo, [4
Différentiable dans la direction F en un point,g
n fois différentiable en un point,
Strictement différentiable en x, P
présentant un minimum ou un maximum relatif en un point,
22
présentant un extremum relatif lié en un point,
Point critique non dégénéré d’'une,
Fonctions
Tangentes en xo, [l
Tangentes a l'origine a l'ordren, g4
Strictement tangentes en o, [l
Formule
de Leibnitz, £4
de Taylor avec reste intégral, £
de Taylor-Lagrange, £
de Taylor-Young, £

Isomorphisme (d'espaces normés), [[]]
Matrice Jacobienne d’'une fonction en un point, g

Opérateur
Différentiel linéaire, 1

Polynéme
de degrén, P2
Homogene de degrén, P2

Sous-variété
Différentiable de classe 6" de dimension d, B3
Différentiable de classe 6" de I modelée sur I, B2
Représentation paramétrique d'une, B3

Systeme de coordonnées locales en un point de classe €*, B9

Théoreme
des accroissements finis, B-8
des bouts,
de Cauchy-Lipschitz, b3,
de Cauchy-Peano-Arzela, b2
Lemme de Gronwall, b3, b4
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de Hadamard-Lévy, [

des fonctions implicites, [[4

d’inversion locale, [[1]

Lemme de Morse-Palais, B1l

des multiplicateurs de Lagrange,

du rang constant,

de Sard,

d’existence des solutions e -approchées d’'une équation diffé-
rentielle,
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