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Prefacio

Todo aspecto deste livro foi influenciado pelo desejo de apresentar o Célculo nio
somente como um preladio, mas como um primeiro encontro real com a Matema-
tica. (...) Além de desenvolver a intuicio do estudante sobre os belos conceitos
de Analise, é certamente igualmente importante persuadi-los que a precisdo e o
rigor — embora ndo sejam um fim em si mesmo — sdo o meio natural para
formular e pensar sobre questdes matematicas. (Prefacio do livro de Célculo do
Spivak [Sp], em traduc&o livre)

Para o estudante

Este livro tem como foco o aluno e suas dificuldades, tratando-os de forma inteligente. No
texto colocamos em destaque, dentro de uma caixa de texto:

(a) davidas de Pré-Calculo incorporadas diretamente aos conceitos de Calculo, ao invés
de apresentadas em Capitulo inicial de revisdo, recurso didatico desmotivante para o aluno (e
para o Professor);

(b) Erros Comuns cometidos pelos alunos.

Além de diversos livros modernos de calculo, recomendamos a consulta e leitura de livros

(mais antigos) classicos de Calculo:

(a) Courant [Co]: Differential and Integral Calculus vol. 1(1934);

(b) Spivak [Sp]: Calculus (1967);

(c) Apostol [Ap2]: Calculus Vol. 1 (1967).

Recomendo fortemente que os alunos que tenham seu interesse despertado utilizem
o livro de Calculo do Spivak. E interessante também folhear sem compromisso o livro do
Courant. Experimente ler o capitulo sobre limites do livro do Spivak. Experimente ler sobre
a férmula de Stirling (fatorial) no livro do Courant. Vocé corre o risco de ficar fascinado pelo
Calculo.

(c) Livros de Analise Real, a teoria que fundamenta a matematica: Neri e Cabral [NC]
“Curso de Analise Real” (disponivel online em www.labma.ufrj.br/ mcabral/livros).
Para a fundamentacio tedrica do Calculo & necessario estudar analise, curso que alguns de
vocés podem querer fazer depois do Calculo.

(d) Livros de Divulga¢do Matematica:

— Courant, R.; Robbins, H.. O que é Matematica? Editora Ciéncia Moderna, 2000.

— Polya, G.; A arte de resolver problemas. Editora Interciéncia.

— Kasner, E.; Newman, J.; Matematica e Imaginacdo. Jorge Zahar.

— Davis, Philip J.; Hersh, Reuben; A Experiéncia Matematica. Editora Francisco Alves
(1985).

Estas leituras vdo abrir um pouco os horizontes. S3o todos classicos. Incluem todo tipo
de Matemaética, passando por l6gica, nimeros, topologia, teoria da computacio, filosofia da
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matematica.

E parte fundamental do aprendizado de Matematica resolver exercicios, tantos quanto for
possivel. Deve-se tentar resolver os Exemplos que aparecem ao longo do texto. Ao final de
cada capitulo existem exercicios, todos com solucdo e resposta no final do livro, divididos em
4 grupos:

e Exercicios de Fixacdo: Devem ser feitos imediatamente apés a leitura do texto. Sdo de
resposta curta. Ndo saber resposta correta sugere um retorno ao texto. Deve-se fazer
todos antes de seguir adiante.

e Problemas: S3o os principais exercicios do capitulo. Todos (ou quase) devem ser feitos.

e Problemas Extras: Caso o aluno tenha feito todos os problemas e deseje mais préatica.

e Desafios: Para se aprofundar na disciplina. Sdo opcionais.

SecBes marcadas por uma estrela * s3o opcionais.

Para o Professor

Com a massificacdo do ensino de Calculo é necessario mudar os paradigmas de avaliacdo. Para
isto, a escolha do tipo de exercicio & importante. E comum cobrar em avaliacdes exercicios
do tipo “Determine o cilindro com maior volume inscrito ...". Para avaliacdo em massa é
melhor separar em itens independentes a modelagem (determine a funcdo e o intervalo onde
ela deve ser maximizada) da resolugdo (determine o maximo da funcdo f no intervalo). Mais
ainda, deve-se cobrar a aplicacdo dos Teoremas corretos que garantem a existéncia do maximo
(Teorema do Valor Extremo) em intervalos fechados e limitados e métodos para determinar
maximo em intervalo aberto ou ilimitado.

O mesmo vale para calculo de areas e volumes. Deve-se pedir a integral (ou soma de
integrais) que determinam a area ou volume. A integracdo em si deve ser um exercicio a
parte.

No esboco de graficos de funcdes racionais € melhor fornecer a derivada e a derivada
segunda. Embora seja facil calcular, é facil errar um sinal ou outro, prejudicando toda a
quest3o. Deve-se cobrar derivar em questdo a parte.

Além disso, deve-se colocar mais &nfase na formacio de conceitos e entendimento dos
Teoremas. Isto passa por exercicios de natureza conceitual: Verdadeiro ou Falso, dé exemplo
ou contraexemplo, etc.

Por que um novo livro?

e A escolha da licenca do tipo copyleft (o contrario do copyright) é parte funda-

mental deste projeto. A licenca Creative Commons Atribuicdo (BY) —
Uso N&o-Comercial (NC) — Compartilhamento pela mesma Licenca permite que ou-
tros possam copiar ou redistribuir esta obra sem fins comerciais, adaptar e criar obras
derivadas sobre esta obra sem fins comerciais, contanto que atribuam crédito ao autor
e distribuam a obra resultante sob a mesma licenca, ou sob uma licenca similar a pre-
sente. Desta forma este livro podera ser aperfeicoado daqui por diante, ao invés de todo
esforco envolvido se perder caso o livro pare de ser editado. Para detalhes consulte:



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/br/. Isto incentiva tam-
bém a colaboracdo com o projeto, pois o esforco investido serd revertido para toda
humanidade. Mande sugestdes, erros e solicite o fonte (latex) para o autor Marco
Cabral em mapcabral (at) ufrj (dot) br.

e Permitir aos alunos de todo o Brasil acesso facil (internet) e gratis;

e O material de pré-célculo esta disseminado ao longo do texto, dentro dos capitulos de
limite, derivada e integral. A solu¢do usual de incluir um capitulo inicial somente com
pré-calculo & pouco motivante, o que faz com que frequentemente seja ignorado pelos
alunos e professores. E nosso desejo também que o aluno comece a aprender calculo
desde o primeiro dia de aula.

e Os exercicios sdo por capitulo, evitando exercicios desintegrados. Exercicios por Secdo
tendem a cobrir pouco material e treinar o aluno numa anica técnica.

e E fundamental que o livro seja pequeno para que alunos leiam o texto e que a quantidade
de exercicios seja razoavel, para ndo desencorajar os alunos. A tentacdo é grande de
colocar muitos tépicos. Por esta razdo os livros de Calculo chegam a ter 500 ou mais
paginas. Mas hoje em dia é desnecessario colocar detalhes de tépicos pois podemos
remeter os alunos para a internet. Levantamos diversos tépicos em observacdes ao
longo do texto e nos Desafios de final de capitulo.

e Criar um pacote completo, com livro texto, exercicios (com respostas) e transparéncias
para um curso de Calculo.

Como foi escolhido o material?

Determinamos os topicos tomando por base o curso usualmente ministrado na UFRJ. Além
disso o componente estético foi fundamental: os alunos devem perceber a beleza da Mate-
matica. Algumas escolhas importantes foram feitas:

e material de pré-célculo estd disseminado pelos diversos capitulos do livro, ao invés de
colocado no primeiro capitulo. Por exemplo, optamos por colocar os tépicos:

— modelagem: na Secdo de max/min;

— composicdo e inversa de funcdes: na Secdo de regra da derivada da cadeia e da
inversa;

— equacdo da reta: no inicio do Capitulo de Derivada;

— andlise de sinal de fun¢des (desigualdades): no Capitulo de Limites, na secdo de
limites no infinito;

— translacdo de grafico, funcio definida por partes: no Capitulo de Limites;

— log/exp: na parte de Limites e de novo na de derivada da composta e func¢do
inversa.

e O limite fundamental trigonométrico (sen(x)/z quando = — 0) é apresentado no final
do Capitulo de Limites como uma das aplicacdes do Teorema do sanduiche (ou con-
fronto). E um resultado bonito que merece o devido destaque, ao invés da opcdo usual
de apresenta-lo como mero passo de célculo da derivada do seno.
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e Definimos o ntimero e (base do logaritmo natural) através do limite (1 + h)'/" quando
h — 0 no final do Capitulo de Limite. Conectamos com aplicacdes da exponencial:
juros compostos continuos, crescimento populacional, decaimento radioativo. E um
resultado bonito que merece o devido destaque, ao invés da opcido usual de apresenta-lo
como mero passo de calculo da derivada do logaritmo ou da exponencial. Outra opcéo,
ainda menos feliz, é adiar isto, juntamente com a definicdo do logaritmo, para depois
do Capitulo de Integral. Isto ndo impede que se faca a definicdo do log com integral
depois.

e Esboco de grafico de fungdo aparece logo no inicio, no Capitulo de Limites (com foco
em funcdes racionais). Vai reaparecer depois no Capitulo de Aplicacdes da Derivada.

e O calculo de volume de sélidos é feito com somente uma técnica: Cavalieri. A técnica
para sélidos de revolucdo é uma mera aplicacdo de Cavalieri.

e Provamos (ou indicamos a prova) de todos os Teoremas interessantes, com padrdo de
rigor variavel, acessivel aos estudantes.

e Apresentamos através de Lemas e Teoremas, com demonstracdo, as técnicas de in-
tegracdo, ndo somente por substituicdo e por partes como também para substituicdo
trigonométrica e fracdes parciais. Creio que o Teorema de integracdo trigonométrica
ndo tenha aparecido anteriormente em livro algum de Calculo.

Sobre a Segunda Edicao

Na segunda edicdo (outubro de 2011) acrescentamos no Capitulo de Integral secBes de integra-
¢do e substituicdo trigonométrica e da teoria da decomposicdo por fracdes parciais. Tratamos
de Integracdo Trigonométrica através de um Teorema, ao invés do modo usual, através de
truques. Reescrevemos a Secio de Integracdo de Funcdes Racionais. Acrescentamos muitos
exercicios de Desafio. Além disso corrigimos os erros detectados no texto.

Sobre a Terceira Edicao

Na terceira edicdo (agosto de 2013) foram retirados pequenos erros, gerado pdf com links,
melhorado o sistema de numeracdo dos exercicios e incluido indice remissivo. Foi reescrita a
Secdo Funcdes Transcendentes e Raiz. Colocamos a Secdo de Derivacdo Implicita no Capitulo
de Derivada. Foi incluido exercicios de integracdo por cascas cilindricas.
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Capitulo 1
Limite

O conceito de limite é certamente o mais importante e provavelmente o mais
dificil de todo o Calculo. (...) O que definimos neste Capitulo ndo é a palavra
limite, e sim a no¢do de uma func¢do se aproximando de um limite. [Sp, p.72]

Objetivos: Apresentar o conceito de limite e diversos tipos de funcdes: exponencial,
logaritmo, raiz e translacdes destas; funcdes definidas por partes; funcées mais complicadas
como I (fungdo indicadora dos racionais) e sen(1/z).

Apresentar o material de pré-calculo integrado com limites por ser mais motivador e
funcional com pratica de sala de aula. Introduzir assintotas (verticais e horizontais) e ensinar
a esbocar graficos de funcdes racionais logo no primeiro capitulo.

Destacar, apresentando como um lema, a técnica de mudanca de variaveis do limite, que
€ uma prévia da mudanca de variaveis na integral. Apresentar limite fundamental do seno e
da exponencial (o limite que define o nimero e).

1.1 Softwares Gratuitos e o Calculo

E interessante utilizar softwares para aprender Calculo. Apresentamos alguns softwares gra-
tuitos que podem ser utilizadas no Windows e no Linux (Ubuntu, Debian, etc.):

e fooplot é um site com software que permite visualizar graficos.
e KmPlot: Software de visualizacdo de graficos de funcdes nativo do Linux.

e Winplot: Software de visualizacdo de graficos de funcdes nativo do Windows mas que
roda com emulacdo do Wine no Linux. Pode-se visualizar graficos 2D e 3D dados por
funcdo, parametrizacdo explicita e implicita. Pode-se fazer animacdes.

e WxMaxima: Software de computacio algébrica. Calcula, de forma exata, limites, deriva-
das e integrais (entre outras centenas de coisas). Um exemplo é o limite fundamental:
limit(sin(x)/x, x, 0);. Calcula também limites laterais: limit(exp(1/x), x,
0,minus) ; (esquerda) limit(exp(1/x), x, 0,plus); (direita).

Utilize estes softwares para visualizar funcdes que apresentamos nos exemplos.



2 CAPITULO 1. LIMITE

1.2 Definicao de Limite

Dada uma funcdo real f estamos interessados em saber o que acontece com o valor de f(x)
quando z se aproxima de um ponto ¢ sem, entretanto, assumir este valor. A definicdo de
limite formaliza isto. O resto do capitulo sera dedicado a entendermos a definicdo de limite.

Definicdo 1.1 (limite) Seja f uma funcio real definida perto de ¢ € R (mas ndo necessa-

riamente definida em c). Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a ¢ é igual a L € R,

denotado por lim f(x) = L, se f(x) fica tdo préximo de L quanto quisermos para todo x
T—C

suficientemente préximo de ¢ mas x # c. Escreve-se também que f(x) — L quando x — c.

Na definicdo de limite nos aproximamos de ¢ pelos dois lados. Podemos definir o limite
lateral, a esquerda e a direita, restringindo o lado em que ficamos préximos de c.

Definicdo 1.2 (limite lateral pela direita (esquerda)) Considere uma funcdo real f de-

finida perto de ¢ € R (mas ndo necessariamente definida em c). Dizemos que o limite de

f(z) quando x tende a c¢ pela direita (esquerda) é igual a L, denotado por lim, flz) =1L
Tr—C

(lim f(x)= L), se f(x) fica tdo proximo de L € R quanto quisermos para todo x suficien-
T—Cc

temente proximo de c € R mas x > ¢ (x < ¢).

Das definicdes acima segue o seguinte lema.

Lema 1.3 (limites e limites laterais) Existe lim f(x) se, e somente se, existem os limites
T—cC

laterais e lim f(x) = lim f(x).
z—ct T—rc™

bservacdo 1.1 Valor da funcdo no ponto ndo importa para o calculo do limite. Deﬁ
forma o lim f(x) ndo é necessariamente igual a f(c). Pode ocorrer ainda:
T—cC

(a) do limite n3o existir; (b) da funcdo ndo estar definida em c.
Muitas vezes f(x) se aproxima de f(c) com x préximo de c. Neste caso, quando E—IE flz) =
f(c) (o limite existe e é igual ao valor da funcdo no ponto), dizemos que a funcdo [ é
continua em c (veja Definicdo da pl45). Sdo continuas as funcdes que aprendemos
o ensino médio f(r) = x? — 3x — 4, senz, tanz, arcsenx, 107, log, ...
Em Analise utilizamos o termo vizinhanca de ¢ ao invés de préximo de c.

Definicdo 1.4 (vizinhanca) Dado um ¢ € R, uma vizinhanca de c é um intervalo aberto
V = (a,b) contendo c, isto é, tal que c € V.

6bservag§o 1.2 (vizinhanca e limite) Com a definicio de vizinhanca pode-se ver\
lim f(x) = L significa: Dada vizinhanca V' qualquer de L, existe vizinhanca W de c
r—cC

@/ que se x € W, mas x # ¢, entdo f(x) € V. J
- .~ . .. . N

(Observagéo 1.3 (definicdo rigorosa) Apresentamos a definicdo informal (n3o-

\rigorosa, intuitiva ) de limite. Veja Definicdo[2.16 da p[bY para definicdo rigorosa. y

Exemplo 1.1 Esboce o gréfico e determine (caso exista):

@y Gy O nyr @y @hng e
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Solucdo: Para (a) e (b) f(z) = x/x é uma fun¢do que vale 1 em todos os pontos a n3o ser
em zero, pois f ndo estd definida em 0 (f(0) = 0/0!), mas isto ndo afeta o valor do limite
(veja o grafico). Assim, os dois limites valem 1. Na verdade o limite é 1 para qualquer valor
que z tenda.

Y

——
2

Para (c) e (d), de forma similar ao anterior, f(x) = 2?/x = x para todo z # 0. Em
x = 0 a fungdo f ndo esta definida. Assim o grafico (veja figura) é uma reta com um furo
na origem. Assim, (c) é —3 e (d) 0.

-3
pLe
y==x

Para (e) e (f), f(z) = z/x* = 1/x para © # 0. Novamente, f(0) ndo estd definida
(veja o grafico). Assim (e) é 1/(—1/2) = —1/2. Para (f) o limite ndo existe pois assume
valores muito grandes e positivos, se tendermos pela direita, e muito grande e negativos, se
tendermos pela esquerda.

|
8

+-1/2

y=1/z

Observacao 1.4 Quando empregar [ ou f(x)? Tem diferenca?
A funcdo é f, f(x) é o valor da funcdo calculada em x. Mais exatamente, f é funcdo, f(z)
é um namero. Frequentemente abusamos a linguagem e dizemos “a funco f(x) = x*+3z”
quando o correto seria “a funcdo f definida por f(x) = z* + 32"
Na linguagem C este erro n3o seria perdoado pelo compilador: confundir f (ponteiro para

ung¢do) com f(x) (valor retornado pela funcdo) (\/)
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Pré-Calculo:  Recorde o significado e como esbocar o grafico de uma funcdo definida
2; x> 1;

or partes como por exemplo xTr) =
por p p plo f(x) 3 oa<l

Exemplo 1.2 Para cada item abaixo, esboce o grafico de f(x) e determine (caso existam)
lim f(z), lim f(x) e lim f(z).
T—C T—CcT T—C

2; 1;
(a) c=0,c=1, c¢=09999, c=1.0001 de f(z) =4 =
—3; x> 1.
x
= 0;
(b)c=2, c=0de f(x)=<= v
—-2; x=0.
(c) ¢ =0.0001, ¢= —0.0001, ¢=0, f(x):{ ;o x #0;
3; xz=0.
x; r <1
d)c=099, c=1.01, c=1de flz) =4 =
(d) ¢ ¢ ¢ /(@) {4—:6; x> 1.

Solucdo: (a) A funcdo vale 2 até x = 1 e depois vale —3 (veja grafico abaixo). Assim
quando x — 0, que & longe de 1, tanto pela esquerda quando direita, f(z) — 2. Agora,
lim f(xz) = 2, lim f(z) = —3 e portanto lim f(z) ndo existe pois f(x) difere quando
r—1— z—14+ z—1

nos aproximamos pela esquerda ou direita do 1. Como 0.9999 < 1, a fung¢do préxima (bem
préxima mesmo!) de 0.9999 é constante igual a 2 pois estamos a esquerda do 1. Assim

i = li = 1 =2 Def 4l .l =
Ll J@ = lm @)=l 7)< 2. De forma andoga, /(2
a:—>111.%[1]1* fz) = x_l>11r.10101 f(z)=-3.

Yy
Yy = 2 5
i x
1
y — ——3 >

(b) Note que f(z) = 1 paratodo x # 0. No x = 0 n3o interessa o valor (que é f(0) = —2)
para efeito do calculo do limite (veja grafico abaixo). Assim o limite (incluindo os laterais)
quando z — 2 ou & — 0 & sempre 1.

Y
y=1 W
| -
y=-2 +
(c) Note que f(x) = —1 para todo x # 0. No x = 0 ndo interessa o valor (que é

f(0) = 3) para efeito do calculo do limite (veja grafico abaixo). Assim o limite (incluindo os
laterais) quando z — 0.0001 ou x — —0.0001 ou = — 0 é sempre —1.
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y=-1

(d) Como 0.99 < 1, f(x) para x préximo (bem préximo mesmo!) de 0.99 vale = (veja
afi baixo). Assi li = i = i = 0.99. Anal te,
grafico abaixo). Assim lim f(x) im f(x) mi%gf(x) nalogamente
como 1.01 > 1, f(z) para = préximo (bem préximo mesmo!) de 1.01 vale 4 — z. Assim,

lim f(z)= z—1>11%11* f(z) = xg%lf(x) =4—-1.01 =2.99.

z—1.01F

3«

e

y=2z
y=4—=x =

ﬂ)servagﬁo 1.5 A divisdo 0/0 gera limites interessantes. De forma geral deve-se eliminar

raizes em comum do numerador e denominador. O limite pode ser qualquer coisa. Compare,

por exemplo o valor de cada um destes limites entre si: lim —, lim —, lim —. Pode-se
=0 =0 x  z—0 2

\Q'minar raizes comuns no caso de quociente de polinémios ou ent3o racionalizar.

Pré-Calculo: Manipular expressées algébricas, fatorar raizes, dividir polindmios e Teo-

rema D’Alembert|: se c & raiz de um polindmio ent3o = — ¢ & fator do polinémio (veja
Teorema da pJ158). Ao invés do algoritmo de Briof?Ruffinf] utilize a divisso de

polinémios por ser algoritmo facil de se recordar, similar ao de divisdo de inteiros.

Exemplo 1.3 Determine os limites:
. x?—3r+2 .o+ _ i—% . (z+h)> =23
(3) iy —5—— (B im T (@l =5 (d) Jim
2o rt—1 vl £ -1
. — -1 : ) —— z# -1
(e) 1 (f) lim f(z) se f(z) =4 v +1
4; r=—1
Solucio:
(a) Como 2 é raiz do numerador e denominador, pode-se dividir por (z — 2) ambos,
—2)(z—1 -1 2-1
obtendo-se (z = 2)(@ ) Eliminando o fator comum, obtemos lim ’ = =1/4.
(x —2)(x +2) z2x+2 242
341

(b) Dividindo-se #® + 1 por = + 1 obtemos z? — x + 1. Logo, para =z # —1, 1
x
2?2 — 2+ 1. Logo o limite vale (—1)2 — (=1) + 1 = 3.

1Jean Le Rond d’Alembert: «1717 Paris, Franca — 1783 Paris, Franca.
2Charles Auguste Briot: x1817 Doubs, Franca — 11882 Bourg-d’Ault, Franca.
3Paolo Ruffini: 1765 Valentano, Itdlia — 11822 Modena, ltalia.
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1 1
. : 3 — y 3
(c) Primeiro expandimos o numerador obtendo 1/y — 1/3 = 3_y Portanto, 2 ; =
Y Y-
3 — C e . —
3_3/2/1: Simplificando o fator y — 3 do numerador e denominador obtemos 30 Quando
Y Y

y — 3 obtemos —1/9.
(d) Expandindo (z + h)?® e subtraindo x*® obtemos 3hxz? + 3h*z + h?. Dividindo por h
(para h # 0) obtemos 322 + 3hx + h%. Quando h — 0, obtemos 322.

— — 2 — —
(e) Dividindo-se ambos por ¢ — 1 obtemos (t-D)d-*) = (=D -l +?) =

(1—1) (1—1)?
(—1)(1+t) para t # 1. Logo o limite é (—1)(1+ 1) = —2.
(f) O valor da fungdo em = = —1 ¢ irrelevante para efeito do calculo do limite. Como
x = —1 anula o numerador e o denominador, z—(—1) = z+1 & fator comum pelo Teorema de
D’'Alembert. Seguindo como em (b), dividindo 2°—1 por z+1 obtemos 2% —z*+23 —22+2—1.
Quando z — —1 obtemos (—1)° — (—=1)* + (=1)3 — (=1)2 + (—1) — 1 = —6. ]

Pré-Calculo: /9 # +3! Sempre, /z > 0, portanto, v/9 = 3 e —v/9 = —3. Com isso,
V2 # z, pois é falso para z < 0. Na verdade, v22 = |z|. Mas (y/z)? =z se z > 0 (se
x < 0 a raiz quadrada ndo esta definida).

Pré-Calculo: O que é médulo de 27

) x; x> 0;
(a) algebricamente, |z| =
—z; x <0.
(b) geometricamente, a distancia entre z e 0. De forma geral, |z —¢| = |[c — 2| é a
distancia entre x e ¢. Pode ser escrito como |z — ¢| = /(z — ¢)?. Isto é generalizado

pela distancia entre dois pontos (21, 1), (¥2,2) € R? por \/(z1 — 29)% + (y1 — y2)? que
denotamos (veja livro de geometria analitica) por ||(z1,y1) — (22, 92)]|.

(c) graficamente, obtém-se o grafico de y = | f(z)| refletindo no eixo x os pontos do grafico
de y = f(x) abaixo do eixo z (pontos onde f(z) < 0).

Exemplo 1.4 Esboce o gréfico e determine (caso exista):

E m 5 () T |20, i [2? |, m 12591

(a) lim =t (b) lim L (c) lim " —9); (d) lim |2"—9]; (e) lim ———=
() 1 sen(x) (c) sen(x) (h) Tim f(z) se f(x) 22 —1]; >0
ot ]sen(a:)] 8 |sen(x)|’ 20 —z+1; z=<0.

Solucdo: (a) e (b): como z/|z| vale 1 para x > 0 e —1 para x < 0 (veja grafico abaixo),

(a) —1e(b) 1.

(c) e (d): Obtemos o grafico de |22 — 9] (veja figura abaixo) refletindo no eixo z o grafico
da parabola 22 — 9 (indicada por linha pontilhada). Para calcular o limite, observe que em
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torno dos pontos * = 0 e * = —3 basta substituir o valor da funcgo: (c) |02—9] =|—-9] =09.
(d) 1(=3)* =9/ =9 -9 =0.

Y f(z) = |a* 9|

(e) Primeiro esbocamos o grafico da parabola z* — 9.

Y flz) =22 -9

N > T

/
—3\/3

Assim para x € (—3,3), |v? — 9| = 22 — 9 (pois a funcdo é positiva) e para x € (—3,3),
|22 — 9] = — (2% — 9) = 9 — 2% (pois a funcdo é negativa). Portanto para z ¢ (—3,3),
22 =9  2*—9  (x+3)(z—3) |22 —9]  9—a?

— =1z —3eparax € (—3,3),

x+3 x+3 x+3 ) x+3 x+3
3 3— : -9
B+2)B-2) = 3 — x. Portanto o grafico de u é:
r+3 r+3
Y
\\/y —x—3
f > >
-3 3
e y=3—z
_|2? =9
f) =S
Note o salto que ocorre no grafico em x = —3. Neste ponto a funcdo ndo estd definida

pois aparece uma divisdo por zero. Graficamente é claro que os limites laterais neste ponto
sdo distintos. Como para x préximo de —3 mas = < —3 a funcdo vale = — 3, o limite quando
x — —3~ vale (—=3) —3 = —6. Como para z préximo de —3 mas = > —3 a fung¢do vale
3 — z, o limite quando x — —3" vale 3 — (—3) = 6. Como os limites laterais s3o distintos,
o limite ndo existe.

(f) e (g): a funcgdo alterna entre 1, se sen(x) > 0, e —1, se sen(z) < 0 conforme indicado
no grafico abaixo. Nos pontos onde sen(z) = 0 ela ndo esta definida. Assim (f) —1, (g) 1.
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Yy
y=l—oo—o 2
| -
—T T 2w 3w
y=—1 .0—o0 O—O - O—
sen(x)
T = Teenta)

(h) Obtemos o grafico (vide figura) refletindo no eixo x o grafico de 2> — 1 paraz >0 e
comaretal —x parax < 0. O limite quando z — 07 € |[0> — 1| =1 e quando z — 0~ é
—0+ 1 =1. Como os limites laterais existem e sdo iguais, o limite é 1.

Y

N

Pré-Calculo: Racionalize expressdes multiplicando o numerador e o denominador pelo

conjugado: o conjugado de v/a — b é \/a + b. Veja no Exemplo da p[35 como fazer
racionalizacdo trigonométrica.

Vh+1-1 z—9

Exemplo 1.5 Determine os limites: (a) }llirr(l)
_)

o (Bl oe—
Solucdo: (a) Para h perto de 0, h +1 > 0. Logo (v/h+1)2 = h + 1. Multiplicando o
numerador e denominador por /i + 1 + 1 obtemos que
Vh+1-1 Wh+1-1)(h+1+1) (Vh+1)*—1?
h N hvVh+1+1) (VR 141)
h+1-1 h 1

T hWht141) VArl4l

 h(Vh+141)

Quando h — 0 obtemos 1/2.
(b) Para x préximo de 9, x > 0 e portanto (1/z)? = z. De modo anéalogo, multiplicamos
por /= + 3 e obtemos

(r—-9(VT+3)  (z-9(z+3) (-9 (VT +3) _ JT+3

(Vr =3)(Vr +3) (Vr)2—-3 -9
Quando = — 9 obtemos V9 +3 =3+ 3 = 6. [

Pré-Calculo: O grafico de y = /72 — 22 é somente meio circulo de raio r (porque?). O
grafico de —/r2 — 22 & outra metade. O grafico é parte do circulo pois y? = 7? — 22, e

portanto z? + y* = r2.

V9—x2; |CIT|§37

Exemplo 1.6 Esboce o grifico de f(x) =} x; x >3, edetermine (caso existam)

0; r < —3.
lim f(z), lim f(x) e liin f(z) para: (a) c=3; (b) c = —3.

z—ct T—c™
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Solucdo: O grafico da funcio é:

(a) lim f(z) =v9—-32=0¢e lim f(x)=3. Como os limites laterais sdo distintos, o
T—3"

x—37F
1i1r§ f(z) ndo existe. (b) lin}3 f(z)=0e lirré+ f(z) =49 —(—3)2 =0. Como os limites
T— T——3" T——

laterais sdo iguais, o lim f(z) = 0. |
z——3

Pré-Calculo: Grafico da funcdo inversa: como esbocar y = /z e y = log x?
Refletindo em torno da reta y = x os graficos de y = 22 e y = e®.

6bservag§o 1.6 log(x) em calculo é sempre na base e = 2.718 ... (natural, veja Ob-

servacdo[1.20 da p[38). Assim, log(z) = In(x) = log,(z) # log,,(z). Quando quisermos
Q/og na base dez (uma dnica vez no texto) escrevemos log.

Exemplo 1.7 Esboce o gréfico e determine lin% f(z) e lin{ f(z) para
T— r—r

e*; z <0;
flx) = Va; 0<z<l;
log(z); x> 1.

Solucdo: Juntando os trés graficos em cada parte indicada, obtemos o grafico da funcio
definida por partes abaixo.

cer

1 /‘/ log(z)

1
Como lim f(z) = € = 1 e lim f(z) = VO = 0, o lim f(z) ndo existe. Como
z—0~ xz—0t z—0
lim f(z)=+vV1=1e lim f(z)=1log(l) =0, lim f(z) n3o existe. |
z—1- z—1t z—1

Pré-Calculo: Fazer translacdo de graficos de funcdes: tanto vertical quanto horizontal.
Por exemplo, obtemos o grafico de y = f(z + 3) — 7 transladando o grafico de y = f(x)
em 3 unidades para esquerda (ndo é direita!) e 7 unidades para baixo.
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Exemplo 1.8 Esboce o gréafico e determine:

(a) ili]%f(;p) para f(x) _ {\/EJr 1; x> 0;

sen(z) +1; = <0.

% — 2 T < —1;
(b) lirq f(z) e lim1 f(z) para f(x) = < Vo + 1; —-1<z<1;
T— T——
log(z —1); 1<u.

Solucdo: (a) Aplicando translacdes apropriadas obtemos o grafico da figura abaixo. Como
lim f(z) =sen(0)+ 1 =1 éigual ao lim fl@)=v0+1=1, lir%f(x) =1.
z—0— z—0 T—

Y

ii/\/\m/

(b) Aplicando translacdes apropriadas obtemos o grafico da figura abaixo. Como
111{1 fl@)=vVi+1=+2e 1ir{1+ f(z) "=" log(1—1) = log(0) = —oo0, lirri f(z) ndo existe.
r—1~ T— r—

Como lim f(z)=(-1)*-2=—1e lim f(x)=+—-1+1=0, lim f(z) ndo existe.
T——1— z——1+ z——1
)

\¢

Apresentamos funcdes (estranhas) interessantes para o teoria do calculo e analise.

Exemplo 1.9 Considere f(z) = sen (1).
(a) Determine todos os valores de x tais que f(x) = 0.
(b) Determine todos os valores de x tais que f(x) =1 e f(x) = —1.
(c) Usando isto, esboce o grafico da funcdo f.

(d) Calcule liII(l) sen (1)

Xz

Solug3o: (a) para que sen(y) = 0 basta que y = k. Assim y = 1 = km. Logo, se © = ==
para k € Z entdo f(x) = 0.

(b) Analogamente, f(z) =1se 2 = 51— e f(z) = ~lsex =

1
/ 2km—m/2"
(c) partindo destes pontos obtemos o grafico abaixo.
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- A/\\ /\/\ M\ /\ /if(x):sen(%)
A | (1N

(d) o limite ndo existe pois f(x) oscila entre —1 e 1 quando = — 0. n

1, ze€Q,
0, =¢Q.

Ela indica (por 0 ou 1) se x € Q ou ndo e é conhecida também como funcdo caracteristica.
Calcule o lim Iy(z).
T—rT

Exemplo 1.10 A funcao indicadora de Q é definida por Ip(z) = {

Solucdo: O grafico desta funcdo é formada por duas “retas’ pontilhadas: uma em y = 0,
nos irracionais e outra no y = 1, acima dos racionais (vide figura abaixo). Como existem
racionais tdo préximos de 7 quanto se queira (como por exemplo 3.14, 3.141, 3.1415 ...), o
limite ndo existe. De fato o limite ndo existe em ponto algum.

Exemplo 1.11 A funcio parte inteira (ou menor inteiro ou floor) de x, denotada por | x| é
definida como sendo o dnico inteiro n tal quen < x <n+1. Exemplos: [1,5| =1, |1| =1
e |—1,5] = —2. Esboce o gréfico de f(x) = |x]| e determine:
(a) lim |z|; (b) lim |z|; (c)lim|z|; (d) lim [z]; (e) lim |z];
T—1+ T—1" z—1 xz—0t z—0~

Solucdo: Veja grafico na figura abaixo. (a) 1; (b) 0; (c) como laterais s&o distintos, limite
ndo existe. (d) 0; (e) —1.

Y
3 o f(x) = |z}
2 —5
1 —oO

—t— o—t+—+—

-3 =2 —.1 1 2 3

—o
—o
*—O |

Seguem as propriedades dos limites com relacdo a soma, produto, multiplicacdo e divis3o.
A demonstracdo é remetida para o Desafio da pl63e [NC].
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Lema 1.5 Considere f(x) = k (uma funcdo constante) e g(x) = x (a funcdo identidade).
Ent3o dado ¢ € R qualquer,

lim f(z) =k e limg(z)=c.

T—cC T—C

Teorema 1.6 (propriedades basicas do limite) Considere f e g duas funcbes e ¢, k € R.
Se os limites lim f(x) e lim g(x) existem, entdo também existem os limites:
Tr—cC r—C

(a) im(f(z) + g(z)) = lim f(x) + lim g(z) (limite da soma é igual a soma dos limites);
T—c T—C T—cC

(b) im(f(z) — g(x)) = lim f(z) — lim g(z) (limite da diferenca é igual a diferenca dos
T—cC T—cC T—C

limites);
(c) lim(f(z) - g(z)) = lim f(z) - im g(x) (limite do produto é igual ao produto dos
Tr—cC Tr—cC Tr—C
limites);

= = (limite do quociente é igual ao quociente dos limites) se
(x) lim g(x)
Tr—cC

@ 1 f@ _ 22!
x%cg

lim g(z) #0 .

Tr—C

E importante o aluno entender a demonstracdo do Corolario abaixo para apreciar como
poucas propriedades podem gerar novas proposicdes.

Corolario 1.7 (limites de polinémios) Se p(z) = ag+axz+asz*+- - -+a,z" paran € N
(ou seja, p é um polinémio de grau n) entdo lim p(z) = p(c) .
Tr—cC

Prova: Aplicando n+ 1 vezes o Teorema [1.6](a) (limite da soma) obtemos que lim p(x) =
Tr—cC
limag + lima;x + - - - + lim a,,2". Pelo Lema lim ag = ao (limite de constante). Pelo

r—cC r—cC Tr—rcC r—rcC

Teorema (limite do produto), lima;z = lima, - lim z. Aplicando o Lema , lima, -
T—c T—c x—cC . T—cC

lim z = a;c. Agora podemos fazer algo similar em cada termo. Para o termo 3, por exemplo,

r—cC

basta aplicar seguidamente o Teorema (c) (limite do produto): lim2*® = limz - lim x -

Tr—C r—cC Tr—cC

limz=c-c-c=c". Complete o argumento. ]
Tr—C

2
) ) . 3
Exemplo 1.12 Apliqgue o Teorema para determinar lim 62 i .
r—2 xr+1

Solucdo: Deixamos para o leitor aplicar com cuidado cada uma das propriedades. Basta
fazer um mutatis mutandisg'ha prova do Corolario n

Definicdao 1.8 (funcio racional) Dizemos que f é uma funcdo racional se for o quoci-

p(z)

ente entre dois polinémios, isto é, se f(x) = ——=, onde p e q sdo polinémios.

q(z)

*latim para “modifique o que tem que ser modificado”
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Concluimos que podemos calcular o limite de uma funcéo racional qualquer contanto que
o denominador n3o se anule. Caso o denominador se anule precisamos de métodos especiais
para os casos onde, por exemplo, obtemos 3/0 ou 0/0.

No préximo exemplo apresentamos (graficamente) possibilidades de comportamento de um
funcdo quando x se aproxima de um ponto.

Exemplo 1.13 Determine, em cada um dos itens abaixo, caso exista: e os limites laterais
quando x — 1" ex — 17; e o limite quando v — 1. Compare com o valor da funcdo em
z=1.

Y
Y
3T 1+
2T \/ /%\ /x
\/ 1\
f - T —2 L0
1
(a) (b)
Y
y A
2#
y=1 j "
i x -1+
rz=1
(c) (d)

Solucdo: (a) limite quando x — 1~ & 2, limite quando x — 17 & 3, limite quando = — 1
ndo existe (laterais sdo distintos), f(1) = 2.

(b) limite quando x — 1~ é 1, limite quando x — 11 & 1, limite quando * — 1 é 1
(limites laterais sdo iguais), f(1) = —2.

(c) limite quando * — 1~ n3o existe (funcdo oscila), limite quando = — 17 é 1, limite
quando = — 1 n3o existe (um dos limites laterais ndo existe), f(1) = 1.

(d) limite quando = — 1~ é —1, limite quando x — 17 é 2, limite quando x — 1 n3o
existe (limites laterais sdo distintos), f(1) = 2. |

Pelo teorema abaixo podemos trocar o limite com a composicdo caso os limites existam.

Teorema 1.9 (limite e composicdo) Se lini fly) = f(L) (dizemos que f é continua em
y—

L) elim g(x) = L, entdo lim f(g(x)) = f <£i_>rrig(:c)> = f(L).

T—>C Tr—C
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Prova: Veja prova em [NC]. n

Definicdo 1.10 (funcdo algébrica e transcendente) Dizemos que f é uma funcao al-
gébrica se pode ser expressa como soma, diferenca, produto, quociente ou raiz de funcées
polinomiais. Caso contrario é dita transcendente.

Viz+1l—a2+1 V1—22
I+vVr+a23 = (3—x)3
1
$+1)? edatd, log(22 + 1).

Exemplo 1.14 S3o funcBes algébricas:

S&o funcbes transcendentes: sen (
:L' —

Teorema 1.11 (limites de funcdo raiz e algumas transcendentes) Se f(x) é igual a
Wz, sen(x), cos(x), tan(z), log(z), €*, arcsen(z), arccos(z), ou arctan(x), entdo para
todo ¢ € R onde f(c) existe, lim f(z) = f(c).

Tr—cC

Prova: Leia a Secdo[2.3, p/52 n

Exemplo 1.15 Aplique os teoremas acima para determinar:

(a) lim1 o1 (b) 1 (”—x) (c) lim 4z + 1(z + 22)
xgrr% og 2(:1:—1) ; xlgésen 57 x;rr% T T+ x°).

21
Solucdo: (a) Como lim (93_) =1, o limite vale log(1) = 0.

z—1\ 2(x — 1)
. ™ ™ .. 4
(b) Como iliI(l) <%) =50 limite vale sen(7/2) = 1.  (c) 2v/5. n

Observacio 1.7 Combinando os Teoremas[1.6 (propriedades basicas do limite), (li-
mite e composicdo) e (funcio raiz e transcendente) concluimos que sabemos calcular
o limite de funcbes bem complicadas (se denominador ndo se anula). Por exemplo:
7T3€sen(0)—log7r )

im = = —7°.

z—r  cos(2x + ) cos(3m)

x3€sen(w2 —n2)—logx

1.3 Limites e Infinito: Assintotas Verticais e Horizon-
tais

Nesta secdo estendemos a definicdo de limite para x préximo de oo, isto é, x grande e positivo
e para x proximo de —oo, isto é, = grande (em mdédulo) e negativo. Além disso, definimos
quando o valor do limite é oo ou —oo para z proximo de ¢ (Veja na Observacdo [1.16/da p2§]
como “enxergar” o infinito).

Definicdo 1.12 (limite igual a oo (—o0)) Considere uma funcio real [ definida perto de

¢ € R (mas ndo necessariamente definida em c). Dizemos que o limite de f(x) quando x

tende a ¢ é 0o (—o0), denotado por lim f(x) = 0o (—o0), se f(x) fica tdo grande e positivo
T—C

(negativo) quanto quisermos para todo x suficientemente préximo de ¢ € R mas x # c.
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Observacdo 1.8 Deixamos para o leitor definir os limites laterais lim+ flz) = oo,
r—rcC

lim f(x) = oo, lim f(z) = —oo, lim f(z) = —oo de forma anédloga ao que ja foi

r—c— T—rC r—c—

feito no inicio deste capitulo. Basta fazer um mutatis mutandi{’| Veja definico rigorosa

o Exemplo da p[59

Observacdo 1.9 (infinito: co ou +00?) Alguns livros usam 400 ao invés de co.

—
-

Definicdo 1.13 (assintota vertical) Se, quando x — ¢ oux — ¢=, f(x) = 00 ou —o0,
dizemos que a reta x = ¢ é uma assintota vertical do grafico de f.

Exemplo 1.16 Esboce o gréfico, determine os limites e as assintotas verticais:

.1 : 1 N 1
@ Mw O O @GR
: _ . _ : I
(&) - BT E@mg
Solucdo: Os graficos de (a), (b), (c) e (d) sdo:
)
Y Y )
_ 1 _ 1
x x? 23
1 —> U e e s Y 1 e e — T /1
S 1
Y 3 Yy = e
(a) (b) () (d)

Nesses quatro itens a assintota vertical € x = 0. Observando-os obtemos os limites
laterais: (a) —oo; (b) —o0; (c) oo; (d) —oc0.
Com translacdo podemos obter os graficos de (e), (f) e (g):

) ) Yy

1 1

N FREE YT T2y

— > T e > T e > T
1
Y= —1p

r=3 =2 r=1
(e) (f) (8)

(e) o limite ndo existe pois pela direita vale —oco e pela esquerda oo (mesmo sinal que
—1/x perto do 0). Assintota vertical x = 3.

(f) o limite & —oo (mesmo sinal que —1/z* perto do 0). Assintota vertical z = 2.

(g) o limite ndo existe pois pela direita vale oo e pela esquerda —oco (mesmo sinal que
1/x perto do 0). Assintota vertical x = 1. u

Slatim para “modifique o que tem que ser modificado”



16 CAPITULO 1. LIMITE

Pré-Calculo: Fazer a analise de sinal do numerador e denominador — o chamado quadro
de sinais — para determinar o comportamento do grafico perto da assintota.

16 — 22

Exemplo 1.17 Determine para quais x € R é verdade que f(x) =

p para q que f(x) TG0 >
Solucdo: Faremos a analise de sinal de cada um dos elementos: 16 — 22, x +1, 3 —z e
combinamos tudo numa tabela do sinal de f(x). Os pontos de troca de sinal sdo: +4, —1, 3.
Agora cuidado com a interpretacdo do zero. Os pontos onde f(x) = 0 sdo os pontos onde o
numerador se anula £4. Nos pontos onde o denominador se anula (—1 e 3), f(z) — $oc.

—u ! 3 i
16 — 2? — + + + —
x+1 — — + + +
3—w + + + - -
D +00 +po )
f(z) + — + — +
Assim Portanto f(xz) > 0 para x < —4,x € (=1, 3),z > 4. [ ]

Observacio 1.10 Poderiamos no exemplo anterior (e em todos os exemplos) decompor
o termo quadratico 16 — x> em dois termos lineares 4 — x e 4 + x, o que aumentaria o
tamanho da tabela. Na pratica, se o termo quadratico é simples, da forma a — bx? ou

22 — a, analisamos o sinal diretamente.

Exemplo 1.18 Faca quadro de sinais e esboce grafico de p(z) = (x — 2)(25 — 2%)(z* — ).

Solug3o: (a) Faremos a anélise de sinal de cada um dos elementos: © — 2, 25 — 22, 2% —x
e combinamos numa tabela do sinal de p(z). Faremos a analise dos termos quadraticos
diretamente. Note que um (25 — z?) possui concavidade para baixo e outro (2% — ) possui
concavidade para cima. Os pontos de troca de sinal sdo: +5,0, 1, 2.

—b D 1 D 5
r—2 — — — — + +
25 — 12 — uE + + + —
-z + + — + + +
) D ) D
p(z) + - + - + -

Assim obtemos o grafico abaixo. Esta funcdo, um polinémio de grau 5, possui 5 raizes.
Y
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Pré-Calculo: Como determinar sinal de um polinémio az? + bx + ¢ com raizes
complexas (nio-reais)?

O grafico da parabola estara inteiramente acima do eixo x ou abaixo do eixo x, pois sendo
teriamos raizes reais. Assim basta olharmos para o sinal de a: se @ > 0, az? + bz +c¢ > 0
para todo z, se a < 0, ax? + bz + ¢ < 0 para todo .

Exemplos:

(a) 22 —3z+3. A= (—3)2—4-1-3=—3 < 0. Logo raizes complexas. Como a =1 > 0,
22 — 3z + 3 > 0 para todo = € R.

(b) —z?* +4x—5. A=4>—4-(—1)-(=5) = —4 < 0. Logo raizes complexas. Como
a=-1<0, —2?+4x —5 < 0 para todo = € R.

Exemplo 1.19 Faca andlise de sinal e determine os limites:
222 9 — 22 A R |
a) lim ——; b) li ; c) lim ————.
()xLIElSQ—xQ ()xl—%(x—2)(x2—5x+6) ()xl—% (1—x)3
Solucdo: (a) Faremos o quadro de sinais. Os pontos onde numerador ou denominador se
anulam: £3,0. A fungdo f(xz) = 0 onde o numerador se anula (0). Nos pontos onde o

denominador se anula (£3), f(z) — 0.

—B ( 3
22? + + + +
9 — x? - + + —
+po ( droo
f() - + + -

Assim a funcdo tem sinal negativo quando x — —3~ e sinal positivo quando x — —37.
Logo quando 2z — —3~ o limite é —oc e quando x — —3" o limite é co. Portanto o limite
quando x — —3 ndo existe.

(b) Faremos o quadro de sinais. Como 2% — 5z 4+ 6 = (z — 2)(x — 3), o denomina-
dor & (z — 2)*(x — 3). Os pontos onde numerador ou denominador se anulam: +3,2. No
r =30 numerad02r e o denominador se anulam. Neste ponto, caso queira pode calcular
o lim I = —6. Assim a indeterminagdo 0/0 = —6 neste caso. A fun-

z—=3 (x — 2) (22 — 5x + 6)
¢do f(x) = 0 onde o somente o numerador se anula (3). Nos pontos onde somente o
denominador se anula (2, —3), f(z) — +oo.

—B D 3
9 —a? — + + —
r—3 — — — +
(z —2)* + + + +
) — PO -6
(@) + - - -

Logo o limite quando z — 2 é —cc.

Outra Solugdo: Perto de 2 o numerador é positivo (9 — 22 = 5). Como 22 — 5z + 6 =
(r—2)(x—3), devemos analisar o sinal do denominador que & (x—2)?(x—3). O primeiro termo
é sempre positivo e o segundo, perto de 2 é negativo (2 — 3 = —1). Assim o denominador é
negativo. Logo o limite quando z — 2 é —o0.

(c) Neste caso ndo temos como analisar o sinal do numerador em detalhes pois é um
polinémio do terceiro grau que ndo conhecemos as raizes (na realidade possui duas raizes
complexas). Podemos, no entanto calcular o limite analisando o sinal préximo do 1. Perto de
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1 o numerador & sempre negativo (1> ~1—1 = —1). O denominador (1 — )3 possui 0 mesmo
sinal que (1 — z). Assim, o denominador tem sinal positivo quando x — 1~ e sinal negativo
quando z — 1%, Logo, combinando sinais do numerador (sempre negativo) e denominador,
quando x — 1~ o limite € —oco e quando x — 17 o limite é co. Portanto o limite quando
x — 1 ndo existe. ]
Erro Comum: Nos limites do exemplo anterior, tentar calcular o limite sem fazer quadro
de analise de sinais é caminho quase certo para cometer um erro.

Em resumo, se f(z) = p(r) é uma func¢&o racional (Definic;éoda p. e se no limite o

q(x)

denominador ¢(z) se anula sem que o numerador p(z) se anule — ou seja, quando x — ¢

a funcdo f(z) — A com k # 0 — existem quatro possibilidades para o comportamento

da funcdo perto de ¢ conforme representado nas figuras abaixo. Precisamos fazer quadro
de analise de sinais para determinar qual delas ocorre.

LA

r =cC Tr =cC r ==cC r ==cC

(1) (I (1) (V)

4>l'

Erro Comum: N3o prestar atencdo nestas 4 possibilidades e concluir de forma errada
que o limite é co pois o denominador se anula. Um exemplo deste erro é o aluno dizer que

é 0o pois o denominador se anula em x = 2.

Exemplo 1.20 Determine o comportamento da funcio pezrto de ¢ e calcule o limite quando
3—x ¢ —9

oY By=m =t

Solucdo: Deixo para o leitor fazer o quadro de sinais de cada exemplo.

(a) perto de + = —4, o numerador é positivo préximo de 3 — (—4) =3+4=7. O
denominador & negativo para x < —4 e positivo para x > —4. Assim temos que perto do
x = —4 a func3o é negativa para © < —4 e positiva para x > —4. O limite ndo existe pois
os limites laterais diferem. O comportamento é:

x — ¢ para: (a) y =
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(b) perto de z = 2 o numerador & negativo préximo de 22 — 9 = —5. O denominador é
igual a (x — 2)?, que & sempre n3o-negativo. Assim temos que perto do x = 2 a fungdo é
negativa O limite quando x — 2 &€ —oo O comportamento é:

X

r=2 -

Se a funcdo n3o é racional temos que analisar com cuidado os sinais. I

Exemplo 1.21 Esboce o grafico perto do ponto do limite e calcule:

(a):ll—rgrsen(x)' (b)glﬂlg(l]e ; (C)glglg(l)log( ); (d)xlggl+|log(x)].

Solucdo: (a) Se ©+ — 7", o seno é negativo préximo do 7 e portanto o limite é —oco. Se
x — 7w asituacdo é oposta e o limite é co. Como os limites laterais diferem, o limite quando

T — 7 ndo existe.
_— > I

r =T

(b) Se  — 0%, 1/x — oo. Portanto, e/* — e* = co. Se v — 07, 1/x — —o0.
Portanto, e'/* — e™ = 1/e>® = 1/oo = 0. Como os limites laterais diferem, o limite

quando z — 0 ndo existe. k\
N,

gj:

(c) Se 2 — 0, || — 0. Como log(0) = —o0, o limite & —o0.

e

z=0

(d) Pelo item anterior log(z) — —o0. Aplicando o médulo concluimos que o limite é co.
N3o podemos calcular o limite quando 2 — 0~ pois log n3o estd definida para x < 0!
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Definicdo 1.14 (limite quando = tende a oo (—o0)) Considere uma funcéo real f defi-

nida para todo = grande e positivo (negativo). Dizemos que o limite de f(z) quando x tende

a oo (—oo) é igual a L, denotado por lim f(z) = L ( lim f(x) = L), se f(z) fica tdo
T—00 T—r—00

proximo de L € R quanto quisermos para todo x grande e positivo (negativo) o suficiente.

(7 ~ . .. A
Observacdo 1.11 Este limite é, por natureza, um limite lateral: somente podemos chegar

\a oo pela esquerda e a —oco pela direita. Logo ndo temos limites laterais no infinito. )
6bservag§o 1.12 Deixamos s para o leitor definir (mutatis mutandis), os fimites: )
lim f(z) =00, lim f(z)=—oc0, lim f(z)=o00, lim f(z)= —o0. Veja defini-

T—00 T—00 T——00 T——00
\¢do rigorosa no Exemplo da p[59 -

Definicdo 1.15 (assintota horizontal) Se, quando x — oo oux — —o0, f(z) — L € R,
dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal do grafico de f.

Exemplo 1.22 Esboce o gréfico e determine os limites e a assintota horizontal de:

1 1 2 1 1
() lim —— +1 (b)) lim ———1 (c) lim ———~  (d) lim 2+ sen—
Tz—o00 I r——00 I T—+00

T—00 €T

Solucgdo: (a) o limite &€ 1 e a assintota horizontal y = 1. O limite € 1. Obtemos o grafico
com a translaco vertical de —1/25.
)

A

(b) o limite & —1 e a assintota horizontal y = —1. Obtemos o grafico com a translacdo
vertical de —1/2°.



1.3. LIMITES E INFINITO: ASSINTOTAS VERTICAIS E HORIZONTAIS 21

1
(b) y=-— 1
(c) como (22 + 1)/ = 2+ 1/x, quando = — oo a fun¢do vai para 2 pois o segundo
termo vai para 0. A assintota horizontal é y = 2. O grafico é a translacdo vertical de duas
unidades de 1/x.

Y

A

72:1:+1
oz

() y

(d) € 2 pois + — 0 e portanto sen - — sen(0 = 0. A assintota horizontal é y = 2. O
grafico é a translacdo vertical de sen(1/x).
Y

(d) y =2+sen(1/z) .

Exemplo 1.23 Determine, caso exista, os limites quando x — —00 e x — oo e a assintota
horizontal:
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|

U (d)

Solucdo: (a) Nenhum dos dois limites existe pois a funcdo oscila de valor tanto para x grande
e positivo como para grande e negativo. Ndo existe assintota horizontal.

(b) limite quando z — —o0 é oo, limite quando = — oo € —oo. Nos dois casos ela se
aproxima oscilando (cada vez menos). Embora ndo tenha assintota horizontal, possui o que
chamamos de assintota obliqua (veja Desafio [1.5] da p/43)).

(c) limite quando x — —oo é —1 (oscilando cada vez menos), limite quando © — oo
n3o existe pois funco oscila com amplitude cada vez maior. A reta y = —1 € uma assintota
horizontal.

(d) limite quando © — —o0 é —o0, limite quando © — oo é co. Nos dois casos ela
se aproxima assintoticamente (sem oscilar). Embora ndo tenha assintota horizontal, possui
o que chamamos de assintota obliqua (veja Desafio da p[43). Possui uma assintota
vertical. [ ]

Observacio 1.13 Note por um dos exemplos apresentados (qual?) que o grafico de uma
funcdo pode cruzar a assintota horizontal uma infinidade de vezes. Isto ndo ocorre para a
assintota vertical (porque?)

Exemplo 1.24 Determine, caso exista: e os limites quando ©r — —oc0 e © — 00, ® 0s
limites laterais quando x — 1t e x — 17; e o limite quando x — 1. Compare com o valor
da funcdo em x = 1.

Y

A

Tr = xr =
(a) (b)
Solucio: (a) limite quando x — —o0 é 0o, limite quando x — oo € 0, limite quando = — 1~

é 2, limite quando x — 17 é oo, limite quando * — 1 n&o existe (laterais sdo distintos),

f1) =1
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(b) limite quando z — —oo € 0, limite quando  — oo ndo existe pois o valor da funcdo
oscila, limite quando z — 1~ & —oo, limite quando  — 117 é —oo, limite quando z — 1
—oo (laterais sdo iguais), f(1) = —2. n

p(x)

Para calcular o limite quando x — oo ou —oo de uma funcdo f(z) = ﬂ comparamos
q(x

o crescimento do numerador com o do denominador. Quem crescer mais rapido ganha. Se

o denominador ganhar o limite sera zero. Se o numerador ganhar, serd co ou —oo. Se

houver empate, dependera de cada caso.

Uma técnica é determinar a maior poténcia do numerador e do denominador para x grande
.. . i plx P

e positivo (ou negativo). Assim teremos que f(z) = % R Dependendo se p > ¢

q(x x
ou p =qou p < q determinamos o limite. Para se aplicar esta técnica com rigor deve-se
colocar em evidéncia termo de maior grau do numerador e do denominador.

322 +1 5 3410

Exemplo 1.25 Calcule:  (a) lim 156’_ ;:C?; (b) xl_%r_nm%;
. ¥ —=52"4+10 2T+ 22410 ‘ )
(@ Jm s (@ e @ )it

s : 322 +1 2% 3+1/a?
Solucdo: (a) Colocando em evidéncia os termos de maior grau, = — s+ 1/

1—222 a2 1/22—-2
3+ 1/2? 3+0 3

: = = ——.
1/z2=2 " 0-2 2
5 3
A . x>+ x>+ 10 2 5
(b) Colocando em evidéncia os termos de maior grau, ————— = oy . Ll 410/e
) ) 8 —x+1 - [eT+1/e
% . %. Calculando os limites separadamente utilizando a propriedade do produto

1+1/224+10/2° 14040

1
dos limites; — — 0 e

— =1. Logo o limite vale 0- 1 = 0.
23 11z +1/z5 1-0+0 8
3 7
. . xz° —dx' + 10 7 4_ 7
(c) Colocando em evidéncia os termos de maior grau, e
—x8 — x5+ 1 26 —1-1/z+1/x
/22 =5410/27 - o) lando os limites separadamente utilizando a propriedade do produto dos
1-1/z+1/20 - P prop P
e hace 1/a*—5410/x7 0—5+0 _ =5 _ L _ _
limites: © — —oc0 e o1/ 1010 = T1 = 5. Logo o limite vale —co -5 = —o0.
A s . 27422410 ﬂ . 1+1/x5+10/567 o
(d) Colocando em evidéncia os termos de maior grau, “:2-E0 = % e i/

5 7 - .- -
g? . L@ H10/2T - calculando os limites separadamente utilizando a propriedade do produto

1/z—1+1/z5 -
. 5 7 .
dos limites: 22 — co e 1?}!:11%? — #98 = L = —1. Logo o limite vale 0o-(—1) = —oc.
(e) Trata-se de uma indeterminacdo do tipo oo — co. Coloque em evidéncia z: = — 2% =
(1 — z). Calculando os limites separadamente utilizando a propriedade do produto dos
limites: © — oo e (1 —x) — —o0 obtemos que o limite vale co - (—00) = —00. n3o é uma

indeterminac3o. [ ]

Erro Comum: Confundir técnicas de x — oo com & — a. Assim o aluno calcula (de

... orr=1 . x-—1/x _
forma errada) o limite lim = lim ———, obtendo 1 (ja que erradamente o aluno
r—1 .CE—l x—>11—1/,{1;‘

pensa que “1/x vai para zero").

Nos exemplos abaixo em que aparecem raizes, a técnica é similar, tomando o devido
cuidado com o sinal pois, como ja chamamos atencgdo, V2 = |z| # .



24 CAPITULO 1. LIMITE

Exemplo 1.26 Calcule os limites:

V16 +3 i x2 +3 o Vb —322+2¢x -3
(a) lim —=——; (b) lMm ———r (¢) lim —u

Solucdo: (a) O termo de maior grau do numerador é /162 e do denominador é x. Colocando-
idénci 143/(16
0s em evidéncia obtemos: ¥Y6zt3 _ V16z/143/(162)

. Separando em dois limites temos que

z+1 z(1+1/x)
v 16 1 \/1 3/(16x) V140 i ..
calcular lim - 41lim — =0e +3/(162) = + = 1. Assim o limite

é 0. Pode-se ver de forma sucinta o mesmo resultado tomando os termos de maior grau,
V16z +3 &~ /161 e 2 4+ 1 ~ = (validos para z grande!). Assim, Y25k ~ w102 e

J=- Se & — 0o entdo isto tende a 0.
(b) Colocando-os em evidéncia V2?2 = |z| e 5z e prosseguindo como no caso anterior
basta calcular o limite lim |—| Como z & negativo, |5—| = % = —1, o valor do limite.
T——00 DI z

(c) Colocando-os em evidéncia Va6 = |z|* e 32% e prosseguindo como no caso anterior

3
. . 3 . .
basta calcular o limite lim u Como z é negativo, !;—‘3 =22 = —L1 ovalor do limite. m
r——00 313" x 3z 3

Nos préximos exemplos precisamos racionalizar antes. I

Exemplo 1.27 Calcule:  (a) lim Va2 +3z+1—x; (b) lim \/z + 2z — z.
T—00 T—00

Solucdo: (a) Racionalizando com vz? 4+ 3z + 1 + x obtemos
(Va2 +3x+1)?—2®  a?+3c+1—2a® 3z +1

V2t 3z +1l+2 Vit 3z+1l4a Veitdr+l4ao

3z +1 ) )
Agora podemos calcular o lim ————. Coloque z em evidéncia no numerador e de-
gora p Jim q
. 3+1 )
nominador e obtenha r@3+1/z) . O z entrou na raiz como z2. Cancelando o z=
r(\/1+1/22+1)
3+1/x 3+0 3

. Se x — 00 obtemos —————— = —.
V1+1/22 41 VIF0+1 2
(b) Racionalizando com /& + /x + /= obtemos

(Vo +va)?—(x)? _ cw+vor—a VT |
VitV VitV ot o+

Dividindo-se o numerador e denominador por \/x (ou, o que d& na mesma, colocando-se

1
Jitvaje+l Jitijitl

obtemos

vz em evidéncia) obtemos Se © — oo obtemos

1 1
VIto+1 2

bservacdo 1.14 Quase sempre o limite no oo e no —oo é o mesmo. Isto é verdade

para funcées racionais quando o limite é finito. Quando o limite é infinito podemos ter por
2 2
exemplo lim =00 # lim = —o0. Outro exemplo onde o limite é distinto
z—00 I + z——oco x + 1
é lim e =00 # lim e” =0.
T—00 Tr——00
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V92 + 3 I .
VTS 3/5. Note que Y2213 V922 _ glal

Erro Comum: Escrever que lim S = 0

a——o0 T — 1
Se x>0, V92?2 = 3|z| =3z e se x < 0, V92?2 = 3|z| = —3.

V922 +3 3 I V9x2 43 3

Assim, lim Yo~ 5 _ 2 VAT TS 2
S, e Bz —7 B Caunk Br_7 5

Nos exemplos abaixo (e alguns que ja apareceram) n3o existe técnica geral pois envolvem
funcdo transcendente (Definicdo da pJ14)) como por exemplo: senz, cosz, €”, log z.

Exemplo 1.28 Calcule os limites, esboce o grafico e determine todas as assintotas (verticais

e horizontais).

: —x . : 2 : —1/xz2 .
(a) xll_gloe + 1, (b) x_l}lglr cos(z)’ (c) 9101_{%6 ;
1 1
d) i : lim ——.
(d) o1 log(z)’ (¢) 20 log(x)

Solucdo: (a) e w e =e">*=1/e* =1/00 =0. Logo, e—x + 1 — 1. Para o eshogo,
quando x aumenta o valor da funcdo diminui. Faca translacdo vertical. A nica assintota é

y = 1, assintota horizontal.
Yy

k

y=1
> T

@)y=e"+1

(b) Como cos(x) > 0 para x préximo de 7/2 mas menor que isto, o limite é co.

Para o esbo¢o comece com o grafico do cosseno (pontilhado na figura abaixo). Quando o
valor, em médulo, da cos, o valor de 2/ cos diminui em médulo. Nos pontos onde cos(z) = 0,
isto &, nos pontos x = 2kw+7/2 para k € Z, 1/ cos(x) — F00. Assim as assintotas verticais

sdo nestes pontos.
Y

A

~ cos(m)

(c) quando = — 0, —1/22 — —o0. Assim, e~ /%" — 7 = 1/e® = 1/00 = 0.
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Para o esboco, a funcdo é sempre positiva. Perto do zero se aproxima de zero e longe se
aproxima e’ = 1.

Yy
y=1
- T
() y=e"
(d) Como log(1) = 0 e log(x) > 0 para = > 1, lim f(z) = oo. Como log(z) < 0 para
r—1
x <1, lim f(z) = —o0. Como os limites laterais sdo distintos, o limite ndo existe.
r—1—

(e) Como log(z) — —o0, 1/log(z) — 0.

Para o esboco de 1/log, comece com o esboco de log (pontilhado na figura abaixo).
Quando log é zero, 1/log — +00. O que ocorre préximo do 0 é que o grafico “cola” no eixo
y, embora neste grafico isto ndo fique claro. Convido o leitor a utilizar um programa (veja
Secdo que plote graficos para investigar este ponto.

Y

Exemplo 1.29 Calcule: (a) lim log(|x|); (b) lim sen(z);
T——00 T—00

(¢) lim sen(2) (d) lim (log(3z) — log(z — 5)).
Solucdo: (a) |z| — oo e portanto, log(|z|) — oo. (b) Este limite ndo existe pois o seno
oscila entre 1 e —1. (c) Este limite n3o existe pois como o seno oscila, 1/ sen(x) vai oscilar de

1 até oo e de —1 até —oo. (d) Temos um caso de indeterminagdo co — co. Por propriedade

do logaritmo, (log(3z) — log(z — 5)) = log (3_955) Como lim

= 3, a resposta é
€T — T—00 I —

log(3). |

Exemplo 1.30 Calcule: (a) lim Ig(x). (b) lim |x].
T—00

T—00
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Solucdo: (a) Veja o grafico na p[11] Limite ndo existe pois fungdo oscila entre 0 e 1.
(b) Veja definicdo e grafico da funcdo |z| no Exemplo da p[l1] Limite & co pois
quando x — oo a funcdo se aproxima de oo passando somente pelos inteiros. [ ]

1.4 Indeterminacdes do Limite

As propriedades basicas do limite (da soma, do produto, etc.) que apresentamos anterior-
mente ndo podem ser aplicadas quando o denominador se anula ou quando surge oo ou —cc.
Algumas extensdes destes resultados sdo possiveis. Alguns exemplos:
— Se lim f(z) = lim g(z) = oo, entdo lim(f(z) + g(x)) = im(f(z) - g(z)) = 0.
r—cC Tr—cC Tr—cC Tr—cC
— Se lim f(z) = oo e lim g(z) é finito, entdo lim(f(z) + g(x)) = oo.
r—cC Tr—rC Tr—cC
Estes teoremas podem ser apresentados através do seguinte quadro.

Sdo limites determinados:
Para soma/subtracdo, qualquer k£ € R (incluindo k& = 0),

00+00=k+4+00=00 —00—00=k—00=—00.
Para produto/divisdo:
0000 =—00":(—00) =00, ©00-(—00)=—00-00=—00.
k k
Para qualquer k € R (incluindo £k =0), — =——=0.
00 —00
Se k> 0: k:-oo:%:oo, kz-(—oo):%:—oo.
Se k < 0: k-(—oo):%:oo, k-oo:%:—oo.
Para exponenciacdo, para k € R:
1 1
kBl <1 |k|>* = k|7 = — = — = o0.
Se k| < 1: [K* =0, K = o = o =oc
1 1
Se [k| > 1. |k|* = k7 =——=—=0.
lbl> 15 [k oo, k= o=

Indeterminacées do limite: O perigo é que oo ndo é niamero! Assim temos as seguintes
indeterminacdes:

00 —00, —00—(—00), —00+400, 00+ (—00)

+oo
+00'

0-(£o0), 1%, 0° (£o0)’

oo

bservacdo 1.15 A indeterminacdo 1°°, que estudaremos no limite fundamental da ex-
ponencial no Teorema da pl37, surge no modelo de juros continuos compostos. Este
caso é a fronteira do comportamento de a™. Se 0 < a < 1 entdo a*™ = 0 (multiplique
um niamero positivo menor que 1 por ele mesmo uma infinidade de vezes). Se a > 1 entdo
> = 0o. Mais exemplos de indeterminacées no Desafio[4.1] da pJ130,

Exemplo 1.31 Calcule os limites abaixo (que ilustram casos de indeterminacdo indicados

entre colchetes):

.1 1 1
(a) lim — — —  [o0 — 0], (b) i{%g_p [00 — 00];

(© tm - ! [OO } (d) lim 5% [9] (e) Tim O H

x—0 21‘
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: 1 , 1
(f)lima-— [0-c0]; () lima-— [0-oc].
N ) 1 1 2’ —1
Solucdo: (a) Colocando o mesmo denominador vemos que — — — = — Paraz
x T x

préximo de zero o numerador é negativo (—1) e o denominador é sempre positivo. Portanto
o limite quando # — 0 é —oo. (b) Fazendo anilise similar, o numerador serd 1 — z%.
Portanto o sinal sera positivo e o limite sera co. (c) Divida numerador e denominador por z2:

2+ 1 1+ 1/2? 140 62>  6x 6xr 6
- = = —1/3. (d) — = = 50. () — = - — 3.
“322+5  —3+5/22  —3+0 /34 55 =3 (&) 5. =3
1 1
(f) Como x - — = —3, o limite quando z — 0 n&o existe pois dependendo do lado que se
x x
. 1
chega em zero: pela direita oo, pela esquerda —oc0. (g) z-— =1 — 1. [ ]
x

Exemplo 1.32 Se f(z) = 2*(3+senx) e g(x) = 1/2?, determine o tipo de indeterminacio
e calcule lim f(x)g(x).
T—r 00

Solucdo: Como 3 +senx > 2, f(x) > 222 Como 22* — oo quando x — oo, f(z) — oo.
Por outro lado, g(x) — 0. Trata-se de indeterminagdo oo - 0. Como f(z)g(x) = (3 + senx),
o limite do produto n3o existe (pois oscila entre 2 e 4). |

Limites que ndo sabemos calcular no momento: Hierarquia do infinito. I

Quem cresce mais rapido: 22, log z, 2%, 2%, 2" (n € N)? Determinamos isto calculando o
limite quando = — oo do quociente entre duas funcdes. Com isto estabelecemos a hierarquia
do infinito: entre os infinitos, quem é mais infinito. Sabemos fazer isto com +/x, 2", mas
ndo com estas funcdes. Ndo sabemos calcular agora — mas vamos em breve (Secdo da

- ; : e . log(x)
p. saberemos com a técnica de L'Hospital — lim —, lim .

r—o0 " z—o0o0 "

Exemplo 1.33 Determine quem cresce mais rapido entre: x,/x,\/x, 1.

3 561/3 1 31 1 . .
Solucido: Como \/—E = = lim VT = — = 0. Logo /= — oo mais rapido que
00

\/5 /2 A \/E

Y/z. De forma analoga obtemos que, para = grande, ¥z = 2'? < Jr =22 <z <2®. =

@)servagéo 1.16 Podemos “enxergar” os infinitos de R utilizando meia projecdo es@

reografico (bijecdo entre o semicirculo e R). Veja na figura abaixo que os pontos x, x3
correspondem aos pontos +oc.
Yy
To T3
p(xo) = —00 B plas) = oo
p(z1) p(x2)

\ Projecdo Estereografica p : {meio circulo} — R /




1.5. ESBOCO DE GRAFICOS (PARTE ) 29

1.5 Esboco de Graficos (parte |)

O objetivo desta secdo é esbocar graficos de funcdes racionais (quociente de polinémios)
utilizando somente assintotas. Mais adiante (no capitulo de Aplicacdes da Derivada, na
Secdo [4.5] pl107) aprenderemos a determinar regides de crescimento e decrescimento da
funcdo, concavidades, acrescentando mais detalhes ao grafico.

Nas func®es racionais as assintotas verticais e horizontais sdo importantes. Para esbocar
grafico, devemos buscar pontos = € R onde:

e f(x) >0, f(x) =0, f(z) <0 fazendo o quadro de analise de sinais.

e f(z) = oo, as assintotas verticais.

e calcular xgrinoof(x) que se for finito determinara a assintota horizontal.

Exemplo 1.34 Determine os sinais, as assintotas verticais e horizontais e faca um esboco
do grafico de:
22 + 2z 222 — 8 zt — 24
_ - b — - _ )
(@) f) =" ) f@) =T ()= g

xr2

Solucdo: (a) Faremos o quadro de sinais. O numerador x* + 2z = z(z+2). Os pontos onde
numerador ou denominador se anulam: £1,0,—2. A funcdo f(z) = 0 onde o numerador
se anula: 0 e —2. Nos pontos onde o denominador se anula (1), f(z) — %o0.

—2 —1 ) L
z(z +2) + - - + +
x? -1 + + - - +
) +0o +oo
f(x) + - + - +
Assintota vertical (denominador se anula se 22 — 1 = 0) em z = 1 e x = —1; assintota

?4+2r 142z 1+0
= —

2—1 1-—1/22 1-0
)

=1 quando = — cc.

horizontal em y = 1 pois

|

(b) Faremos o quadro de sinais. O numerador 222 — 8 = 2(z* — 4). Os pontos onde
numerador ou denominador se anulam: £2,+4. A funcdo f(z) = 0 onde o numerador se
anula: +2. Nos pontos onde o denominador se anula (£4), f(x) — +oc.
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—d —P Y il
2(x? — 4) + + — + +
16 — 2 — + + + —
+po +oo
f(z) - + - + -
Assintota vertical (denominador se anula se 16 — 2> = 0) em = = 4 e * = —4; assintota
horizontal e 2 0_52x2—8 2-8/z" _2-0 2
rizontal em y = —2 poi = — —_9
Y PO 622 T 16/22— 1 0-1
Y
212 — 8
b =
< -
2T 2
y=-2

(c) Faremos o quadro de sinais. O numerador z* — 2% = (2% — 22)(2® 4 2?) e somente o
primeiro termos possui raizes reais. Assim vou ignorar, no quadro de sinais, o termo 22422 > 0
(ndo altera os sinais). Os pontos onde numerador ou denominador se anulam: £2,+3,0. A
funcdo f(z) = 0 onde o numerador se anula: £2. Nos pontos onde o denominador se anula
(£3,0), f(x) — 0.

-B —p ) D 3
x? — 27 + + - - + +
z E E - + - +
z*—9 + — — — — +
+po £po +p0
f(x) - + - + - +
Assintota vertical (denominador se anula se (22 —9) =0)emx =0,z =3 e z = —3;

ndo possui assintota horizonta (limite quando x — 0o é oo e quando x — —o0 é —00).
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Yy
DS > T
-2 2
r=-3 T =
xt -2t
Oft@) = g

1.6 Limites Fundamentais

Apresentaremos os dois limites fundamentais do Calculo: um relacionado ao seno, o outro
a exponencial. S3o os primeiros resultados ndo triviais. Precisamos primeiro um resultado
importante para calcular o limite fundamental trigonométrico (o do seno), o Teorema do
Sanduiche.

Teorema 1.16 (Sanduiche) Suponha que f(z) < g(x) < h(x) para todo = numa vizi-
nhanca de c e x # c. Se lim f(z) = lim h(x) = k, entdo lim g(x) = k.
T—cC T—cC T—C

{Observagﬁo 1.17 Este Teorema continua verdadeiro para ¢ = +o00 e para k = Foc. ]

Exemplo 1.35 Esboce o gréafico e aplique o Teorema do Sanduiche para determinar:
1 sen x
. . <. . 2 .. . .
(a) }sli%xsenx, (b) glgli%]} sen —; (c) xEIEXJ —

(@) lim(z — )Io(x); (&) lim(x — e)Ig(x).

Solucdo: Convido o leitor a utilizar um programa (veja Secio que plote graficos para
investigar estes exemplos.

(a) Para qualquer y temos que —1 < sen(y) < 1. Assim, para z > 0 temos que
—z < wxsen(l/x) < z. Para x < 0 temos de forma analoga que = < xsen(l/z) < —u.
Podemos juntar os dois utilizando o médulo: para todo x € R, —|z| < zsen(1/z) < |z|.
Quando x — 0 as funcdes nos extremos tendem para 0 e portanto, pelo Teorema do Sanduiche
o limite & 0.

Mostramos na sequéncia trés figuras do grafico da funcdo. O circulo tracejado é a zona
de zoom que é mostrada na préxima figura. Note como as retas y = +x limitam o grafico
da funcdo.
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(a, )y =axsent

(b) De forma analoga —z% < z?sen(1/z) < z2. Quando z — 0 as funcdes nos extremos
tendem para 0 e portanto, pelo Teorema do Sanduiche o limite é 0.

Mostramos na sequéncia trés figuras do grafico da funcdo. O circulo tracejado é a zona
de zoom que é mostrada na préxima. Note como as parabolas y = 422 limitam o gréfico da
funcgo.
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(c) De forma analoga —1/|x| < sen(z)/z < 1/|z]|.

33

(b, I} y = 2?sen <

(b, 1) y = 2?sen =

Quando z — —oo as funcdes nos

extremos tendem para 0 e portanto, pelo Teorema do Sanduiche o limite é 0.

O grafico da fun¢do é limitado por y = +1/x.
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(d) A funcdo Iy (funcdo indicadora dos racionais) é limitada por 0 e 1. Assim 0 < Ig(z) <
1 para todo z € R. Por outro lado, (z — €) vale no maximo |z — e| e no minimo —|z — €|
Assim podemos limitar (z — e)Ig(z) por —|x —e|] < (z — e)lg(z) < |z — e| para todo
x € R. Quando x — e as funcdes nos extremos tendem para 0 e portanto, pelo Teorema do
Sanduiche o limite é 0.

O grafico desta funcdo é formada por duas “retas’ pontilhadas: uma em y = 0, nos
irracionais e outra no y = x — e, acima dos racionais (vide figura abaixo).

d) 1) = (¢ - )o(a)

(e) Note que f(0) = (0 — e)Ip(0) = —e - 1 = —e. No entanto, perto de zero a fun¢do
assume valores proximos de —e, para x € Q e iguais a zero, para x € Q. Portanto o limite
nao existe. [ ]

3 )+ 1
Exemplo 1.36 Calcule lim sen( x2+e )+
T——00 2+ 1

+ 3.

Solucdo: Para qualquer y temos que —1 < sen(y) < 1. Assim, somando 1 dos dois
lados obtemos que 0 = —1 4+ 1 < sen(3x+¢€”)+1 < 1+ 1 = 2 para todo z € R.
Dividindo por 22 + 1, que é sempre diferente de zero, e somando 3 dois dois lados obtemos
L3 < sen(3z 4 €*) + 1

<
x?+1 - 2+ 1 41
convergem para 3. Pelo Teorema do Sanduiche o limite é 3. ]

que + 3. Quando x — —o0, os dois lados
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Pré-Calculo: Identificar no circulo trigonométrico as funcBes seno, cosseno e tangente.

Recordar identidades do sen(a + b) (“minha terra tem palmeiras ..." (\/)) e cos(a +b)

(“cos, cos, sen, sen” (V))

sen(x)

Teorema 1.17 (limite fundamental trigonométrico) lim = 1.

x—0 7

Prova: Para x > 0 faca a comparacdo de areas de dois triangulos retangulos no circulo
trigonométrico com o arco de circulo. Veja Differentiation of Trigonometric Functions na
en.wikipedia.org. Obtemos que

sen r

COS X Sen &
——F— <

xXr
Z<
2 2 =

2cosx

Para 0 < x < m/2 todos os termos sdo positivos. Assim,

senx 1
<

cosx < < para 0 <z <m7/2.
T cos
sen(—x sen x o
Como (=2) = (verifique!) e cos(—x) = cos,
—x T
sen(—x 1
cos(—x) < (=2) < para 0<uz<m7/2.
-z cos(—x)
Trocando variaveis com y = —z > 0 obtemos que
sen y 1
cosy < < para —7/2<y<D0.
Yy cos Yy

Juntando obtemos que

sen x 1
<

cost <

< para —7/2<x<7/2,x#0.
T cos

Pelo Teorema do Sanduiche, o limite é 1. n

Mudanca de variaveis no limite.
Pode-se mudar variaveis do limite para determina-lo, conforme o Lema abaixo. Aprenda
esta técnica (através dos exemplos abaixo) pois é importante. No Capitulo de integracdo
introduzimos uma técnica similar: a mudanca de variavel de integracdo.

Lema 1.18 (mudanca de variaveis no limite) Se lim g(z) = g(a) (dizemos que g uma
T—a

funcdo continua em a), entdo lim f(g(z)) = lim f(h) caso os limites existam.
v h—g(a)

Prova: Veja prova em [NC] nos exercicios. n

Exemplo 1.37 Calcule os limites abaixo:
2 tan? 1
(2) Tim S0 ) iy B2, SOROD)

— COS T
z—0 T z—0 x2 z—0 sen(?x) ’ z—0 xr2 ’


en.wikipedia.org
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_ . t
Solugdo: (a) Tome t = 2z. Quando x — 0, t — 0. Substituindo obtemos }n% ST;;) =
f—
t
21im S _ 9.1 o
t—0
(b) Substitua tanz = senx/ cosx e utilize propriedade do limite do produto para obter
sen(3z) . sen(3z)

. Agora calculamos um destes limites pois o outro é idéntico.
2—0 cos(3x)x  =—0 cos(3z)x

sen(3x sen(3x
Utilizando a propriedade do produto novamente obtemos que lim # = lim L .
z—0 cos(&r) x—0 x
im =. O limite lim = 1. Para o primeiro fazemos a substituicdo t = 3.
2—0 cos(3x) 2—0 cos(3x)
i . 3 ) t . t
Quando z — 0, t — 0. Substituindo obtemos lim sen(3z) = lim sen(?) = 3lim sen(t) =
x—0 T t—0 t/3 t—0 ¢

3 -1 = 3. Portanto a resposta é 32 = 9.
(c) Multiplique em cima e embaixo por = (assim ndo alteramos o limite) e separe no
sen(bx) . x

produto de dois limites: lim - lim . O primeiro dara 5 (veja o item (a) pois
20 x z—0 sen(7x)

sen(7x)

-1
é analogo) e o segundo é igual a lim 3(37 ) (lim ) (7)~'. Portanto a resposta
x

z—0 sen z—0 X
&5/7.

(d) Multiplique por 1 + cosx para racionalizar (racionalizacdo trigonométrica) e ob-

1 —cos’x sen? x C o sen? x

tenha 5 =— . Agora separe em dois limites, um com 5
22(1+cosz)  x2(1+ cosx) x
1

, que vai

dar 1, outro com A+ o)’ que vai dar 1/2. Portanto a resposta é 1/2. n
cos T

Os exemplos abaixo sdo um pouco mais complicados da aplicacdo da técnica de mudanca
de variaveis.

I

cos(x)

71'/2; (b) Jim

Exemplo 1.38 Determine: (a) lim

x—=w/2 T — h—0

Solucdo: (a) Definat = x — /2 e aplique a identidade cos(a+b) = cosacosb—senasenb.

Substituindo t = z — 7/2, quando z — 7/2, ¢ — 0. Logo o limite passa a ser
cos(t + m/2)

Pr% ; Como cos(t + m/2) = costcosm/2 — sentsenm/2 = —sent, obtemos
%
. ... —sen(t -
o limite PHSTHU que vale —1 pelo limite fundamental.
%

(b) Coloque /x em evidéncia e mude variavel para t = /1 + h/x e transforme o limite
t—1
acima em lim L
t—1 (17— 1)
7/ r—
evidéncia obtemos que —V”Z_‘% = \7/5*/1
Da definicdo de t obtemos que t” = 1 + h/x, e portanto, t” — 1 =h/r e h = z(t" — 1).

Yt —1)

Com a mudanca, quando h — 0, ¢ — 1. Colocando /= em

Substituindo estas identidades obtemos o limite lim Agora como 1 é raiz basta

t—1 x(tT — 1)
dividir o polinémio t” — 1 por t — 1 de depois fazer t — 1. Obtemos f =—7 = 7—\7}—;6

Pré—CéIcqu Propriedades da exponenciacdo e do log:
e (a¥)¢ = a". Assim, (102)" =107 = 10", (1 4+ a)™ = ((1 + a)®)".

log(2
e log(a®) = blog(a) (Propriedade do “peteleco”). Assim, log(27) _ log(274/%).
T
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O limite abaixo possui uma conexdo importante com matematica financeira, no chamado
modelo de juros compostos continuos. Outras conexdes sdo com modelos de crescimento
populacional e de decaimento radioativo. A Matematica que conecta estas aplicacdes é o

. . . . 1.
modelo exponencial. Trata-se de uma indeterminacio do tipo
Teorema 1.19 (limite fundamental exponencial) O limite }llirr(l)(l + h)V" existe.
—
Prova: Veja em [NC]. n

Definicdo 1.20 Definimos o nimero real e € R por e = }llin%(l + h)VP,
—

@servagéo 1.18 Pode-se provar (veja [NC]) que \
1 1 1 1 =1
6:a+ﬂ+§+§+...:¥a.

Esta é outra possibilidade para definicdo de e. Utilizando esta definicio pode-se provar que
2 < e < 3. Na realidade, e = 2.718281828459045 ... Trata-se de um ndamero irracional

\era Desafio da p[44).

1\* 1\*
Corolario 1.21 lim (1 + —) = lim <1 + —) =e.
xT X

T—r00 T—r—00

Prova: Basta mudar variavel para h = 1/z e aplicar o Teorema [1.19 n

Juros compostos continuos. Suponha um capital ¢ investido com juros anuais de k por
cento ao ano. Definindo o = /100, apés ¢ anos, o valor total serd ¢(1 + «)" (porque?).
Agora se os juros forem computados mensalmente, a taxa mensal serd de «/12 e o total
serd, apds t anos, ¢(1 + «/12)'?". E se quisermos computar por dia: ¢(1 + «/365)3%.
Finalmente podemos computar por hora, minuto, segundo, etc. Qual sera o total apds ¢
anos se computarmos juros compostos continuos? Denotando por n o nimero de vezes
que o juros composto serd computado chegaremos ao limite

o nt
lim ¢ <1 + —> .
n

n—00

Fazendo a substituicdo de variavel z = n/a obtemos que o limite

. 1 azx . 1 x\ ot .
limel|l+ — =c| lim (1+ — = ce™.
T—00 €T T—00 €T

Portanto o valor total apés t anos sera ce® (ver [Co] p.179).

@)servagéo 1.19 Veja o caso dos juros compostos. Intuitivamente ndo estd nada claro
o que vai ocorrer. Se por um lado parece que vai dar oo pela acumulacdo infinitas vezes
de juros, a taxa (1 + a/n) — (1 +0) = 1, o que indicaria que no limite ficariamos com
o mesmo que o valor inicial. O que ocorre na realidade é que obtemos e**, um valor
@rmediério entre 1 e co. Aprecie a beleza deste resultado. (\/)
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Crescimento populacional. Suponha que uma populacdo inicial pyg de uma bactéria
aumente em k por cento a cada hora. Definindo oo = k/100, a populagio sera de p(1+a)?
ap6s t horas. Se o crescimento for computado a cada minuto, a taxa de crescimento por
minuto serd (aproximadamente) de k/60 por cento por minuto e a populacdo total sers,
ap6s t horas, po(1 + a/60)%%. Passando ao limite, com o crescimento ocorrendo a cada
instante, chegaremos de forma analoga que apds t horas a populacio sera de poe®.

Situacdo analoga é o decaimento radioativo a uma taxa de & por cento de uma massa
inicial de material radioativo mg. Definindo o = k/100, ap6s ¢ horas, a massa sera de
mo(1 — ). Seguindo raciocinio analogo, mas com mudanca de varidavel z = —n/q,
deduziremos que apés t horas massa sera de mqe

—at

r+3

5x
Exemplo 1.39 Calcule: (a) lim (1+1/2)*; (b) lim ( ) ;o (c) 1irr(1](1—5x)7/x.

Solugdo: (a) Como (1 + 1/z)* = ((1+ 1/2)%)*, obtemos que
4
lim (1 + 1/2)* = (nm (1+ 1/@90) -
T—00

T—r00

(b) Como ((z + 3)/x)%* = (1 + 3/x)°", fazendo a substituicdo 1/y = 3/z obtemos o
15
limite lim (1 + 1/y)"Y = (lim (1+ 1/y)y) =e'?.
y—00 y—00
1
y—0

35
(c) Fazendo y = —5x obtemos lim(1 + y) 7/ v/5) = ( im(1 + y)l/y> — ¢35, -
Y—

Observacdo 1.20 Porque ¢ é base natural para exponencial e porque medir

angulos em radianos?
A resposta estd na Observacdo da pl72 e tem relacdo direta com estes dois limites
undamentais.

1.7 Exercicios de Limite

1.7.1 Exercicios de Fixacao

Fix 1.1: Considere o grafico de y = f(z) esbocada no grafico abaixo. Determine os limites
abaixo. Caso algum n3o exista, determine os limites laterais.

(a) lim f(z); (b) lim f(x); () lim f(=).

Fix 1.2: Determine se & Verdadeiro ou Falso. Se for falso d& um contraexemplo ou corrija.
Se for verdadeiro justifique.
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() {z e R; |z —3[ <2} =[1,5].

(b) {x e R; |z+2] <1} =(1,3).

(c) V22 = x para todo z € R.

(d) se g(z) = j‘T ’ i ; entdo lim g(x) = 9(2) = .
(e) se hin(f(:c) + g(z)) existe, entdo existe lim f(z).

Tr—cC
Fix 1.3: Determine se & Verdadeiro ou Falso. Se for falso d& um contraexemplo ou corrija.
Se for verdadeiro justifique.

(a) Se xlig# f(z) =5, entdo 31612})) f(z) =5.
(b) Se gl;_}rr% f(z) =4, entdo xlg;l_ flz) =—4.
(c) Se il_% f(z) =4, entdo f(2) =4.
(d) Existe uma funcéo f tal que xlig1+ f(z) # xligl_ fz) = 91613% f(z).
5, <1
Fix 1.4:Considere a fun¢do f dada por f(z) =< 7; 1< 2 < 2. Determine glcl_r}]lg f(zx) ou,
9; x>2

caso n3o exista, os limites laterais para:
(a) k=1, (b) k=0.9999; (c) k= 1.0001;
(d) k=2 () k=109999; (f) k = 2.0001.

Fix 1.5:Aplique a definicdo do médulo para esbocar o o grafico de:

(3) —~—;  (b) V/]al.

| cos(z)|’
Fix 1.6: Partindo de grafico de funcdes simples (+2?, +1/z, +1/2?%, \/x, sen(x), |z|, log(x),
e”), utilizando translacBes verticais e/ou horizontais e/ou reflexdes, esboce o grafico de:
@y=1+x (b) y = 2 + sen(x); (c) y =log(x — 1)+ 2;

Dv=rogm  @u=lE+DE+h =l -2

_ 4 _
r— 2 ' (b)l' Tt 4+ (c)lim z—3

Fix 1.7: Determine:  (a) lim 290 13 I op a3 12 —4

=2 (2—x)(3—1x)’
Fix 1.8:Defina lim f(z) = oo seguindo mutatis mutandisﬂ as defini¢des dadas no texto.
T—00

Fix 1.9: Faca o estudo de sinal do numerador e denominador para determinar os valores de

x que satisfazem as desigualdades:
3 —a? 23 —1
> 0; — <
@ =20 Ot
Fix 1.10: Faca o estudo de sinal e o esboco do grafico dos polindmios abaixo.
(@) p(z) = (z =2)(x+3)(1 —x);  (b) q(z) = (x — 2)*(z + 1);
(c) r(@) = 3 —2)(z — 2)*(z — 5).

1
Fix 1.11: Determine: os limites:  (a) lim —; (b) lim —;
z—0~ T z—0- X

@lim ™ (@um =l () tim (w%); (&) lim —~

—0 |J]|’ =2 T — 2 z—0~

1 1+6
Fix 1.12: Determine:  (a) :plggo \/xQLH; (b) xhj& (x+;); (c) lim + i

blatim para “modifique o que tem que ser modificado”
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20 — 22 203 — 4 Ta3 — 1522

d ; li ; f) lim —;
(d) x—1>r—noo 3z +5 (e) a:1—>rgo S5r + 3 (f) w—1>r—noo 13x

. 3P +a—1

) 323 + 22 + 52° — 1 o 5t =327 4925 — 1222 — 2 + 1
(h) lim ; (i) lim

z—oo 4® — 3t — 222+ + 3 T—00 x) —Tx? — 21
Fix 1.13: Complete as lacunas com pode/ndo pode:

(a) A assintota vertical do grafico de y = f(z) interceptar o grafico de f.
(b) A assintota horizontal do grafico de y = g(x) interceptar o grafico de g.

Fix 1.14: Determine se é Verdadeiro ou Falso. Se for falso d& um contraexemplo ou corrija.
Se for verdadeiro justifique. Se lirr% q(z) =0, entdo
T—r

O I e ELCE

Fix 1.15: Qual a diferenca entre o limite ser indeterminado e o limite ndo existir?

=0.

Fix 1.16: Qual das Figuras abaixo pode representar o grafico de uma funcio ¢ tal que:

(i) lim g(z) =1 (i) lim g(z) = -1
(ii) ~ lim g(w) = oo (iv)  lim g(w) = —co.

(a) (b) © (d)

Fix 1.17:Faca um esboco de um grafico de uma funcdo f tal que lim f(z) =2, f(1) =1
r—1—

e, além disso (um grafico para cada item):

(a) lim f(z) = -2, (b) lim f(x) ndo exista, (c) lim f(x)= o0,
z—1+ x—1+ z—1+
Fix 1.18: Determine: () lim /[esen(1/a);  (b) lim *2C7),
ix 1.18: Determine:  (a) lim /|| sen(1/z); lim ——=;
(c) lim (1 +1/x)%; (d) lim tan(x); (e) lim (1 —2z)Y=.
Z—00 z—m/2F x—0t
Fix 1.19: Estude o Teorema da p[31] (Sanduiche) e responda:

(a) E verdade que se 1 < g(z) < 2 entdo lin} g(x) existe e € um nimero entre 1 e 27
z—3/2

: - . cos(va?+1
(b) Explique, utilizando o Teorema do Sanduiche, como calcular lim %
T—00 €T

1.7.2 Problemas

Prob 1.1: Esboce o grafico das seguintes funcdes:
-9 —22 |z| <3 Va —1; x>1;
(a) f(z) = . (b) f(z) = .
|z| — 3; |z| > 3. log(z) +1; =<1
Prob 1.2: Considere a fun¢do I (chamada de fun¢do caracteristica ou indicadora do conjunto
0; €7

Z) definida por Iz (z) = ) <7
; r €.

Esboce o grafico e determine (se existir):
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(a) lim Iy(x); (b) lim Iz (z); (c) lim Iz(x).

1’—>3/4 r——3 r—00

Prob 1.3:Calcule os limites abaixo (quando eles existirem) justificando seus passos (sem
utilizar a regra de L'Hospital) — Limites com raizes:

(a) 1 VI+h—V1—h (b) 1 o] —4 (©) Tim VI3 -2
a hlir(l) h xlirzll \/5—2' h——1 h+1 ’
Prob 1.4: Determine os limites e, caso ndo exista, os limites laterais (caso existam).
. 7\ ) _ .z =2|(z+1)
() Jim, sen (m) (b) lim log = 2f; - (c) iy ==
. T+3 , |z — 2|
@ Jim s O m g

Prob 1.5: Calcule os limites abaixo (quando eles existirem) justificando seus passos (sem
utilizar a regra de L'Hospital):

, R | _ x4+ 2 ot =2 - 42
(a) xlggl_ 2 —4 (b) zlgzll r+1" (© fflif{l? 2| -2 (d) ilg% 234202 —x — 2
, (a—2)(a®>—4) (1 1Y\ . 1?=3r+2
(e) clul—% a’ —5a?+ 8a — 4’ () }g% r  x2)’ (e) :}cl—%xQ—?)x—l—S'
+1-2 : 2422 +1
(h) lim $—_i_3; (i) lim xfx; (i) lim vt
=1t 1l —x =1 x—1 z——1 x+1

Prob 1.6: Calcule os limites abaixo (quando eles existirem) justificando seus passos (sem
utilizar a regra de L'Hospital) — Limites no infinito:
241 7T—2 10zt + 323 + 22+ 5
(3) lim Y2 i Y (o) i VA0 H S22 45

oo 1 5 — 2y + 02 amee Ba? — 10 — 100

*+1 5—3y° V1625 — 2 +1
(d) lim L; (e) lim 4 ; (f) lim sen ( 3 a 5 Tt > :
T—00 x4+ 1 y——00 /8 Yy + 10y4 T——00 2z° — 22+ 20

Prob 1.7: Considere a,b € R e ¢ > 0. Determine os limites:

(a) :lci_)l%(l#—ax)b/m; (b) xl_i)r_noo (\/car:2 +a—Vex? + b); (c) lim (\/m - bx);

T—00

(d) lim (\/C:E2 +ar — Ver? + bm); (e) wl_i}r_noO <\/cx2 +ar — Vex? + bx).

T—r00
Prob 1.8: Considere os polinémios p(z) = az™ + x* — 3z + 1, q(z) = ba™ + 22° — 4,
r(z) = cx® + 32" +2 com m > 10, a,b # 0 e ¢ > 0. Determine os limites:

(a) lim ]ﬂ (b) lim M (c) lim r(z)

T—00 r(x) T—00 p(x) T—00 pr(x)
. 2™p(x) : r(z) : r(z)
d) lim e) lim f) lim
( ):E—>oo r(x) ( ) T—00 p(x) ( ) Z—00 xq(x)
Prob 1.9: Determine os limites laterais quando = — 0 para:
1 1 1
(a) h(z) = 11 e/’ (b) h(x) = > ’x—|

Prob 1.10:Sabendo que o quadro de sinais de f(z) é dado pela tabela abaixo e que
lim f(x) = 4e lim f(z) = oo, esboce o grafico de f(x) e determine todas as assin-
T—r—00

Tr—r00
totas verticais e horizontais. B P B {4
+ +oo
f(z) + — — - +

Prob 1.11: Esboce o grafico de cada uma das fun¢des abaixo seguindo o roteiro abaixo.
(i) Faga um estudo do sinal da funcdo (onde ela é zero, positiva e negativa).
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(i) Determine assintotas horizontais e verticais.
(iii) Baseado em (i) e (ii) esboce o gréfico.

r?—1 1 T
(a)y—%_l, (b)y—xz_%, ©Dv= 7
¢ —1 3r° —3
(d)y—m: (6)9—4_962,
: x; reQ . : .
Prob 1.12: Considere h(z) = Esboce o grafico e determine (se existir):
—r; v ¢ Q.
@ e () Iyhte (@ Jip U @ Jm B @
13 < < . .
Prob 1.13: (a) Suponha que h satisfaz P h(z) < o Determine xll)rgo h(x)

(b) Suponha que f(z) satisfaz |f(x) — 3| < 2|z — 5|*. Calcule hgels f(z).

Prob 1.14:Calcule os limites abaixo (quando eles existirem) justificando seus passos (sem

utilizar a regra de L'Hospital): — Limites trigonométricos e exponenciais. ‘
(a) lim (tan(?)ﬂ;)i;;;;;l(llliz); (b) Jim 32%sen (%) (© lim Cosx?;C;:os3x;
(@) tim sen(\/ﬁ);sn@\/ﬁ); (¢) lim sen (#) Ca
() Jim, (=W (g Jim ()l S

1.7.3 Extras

Ext 1.1:Partindo de grafico de funcdes simples (2% +1/z,+1/2% \/x,sen(x), |x|), utili-
zando translaces verticais e/ou horizontais e/ou reflexdes, esboce o grafico de:
@y=lsen(z) -1,  (B)y=llz|-1  (Jy=lr+2[-1
Ext 1.2: Faca um esboco de um grafico de uma funcdo f tal que, simultaneamente:
lim f(z)=4 lim f(z)=—co, lim fz)=—co, f(1)=1  lim f(z)=-2

T—r—00

sengr ()

Ext 1.3: Determine lirr(l) , onde sengr € a funcio seno do dngulo = medido em graus.
Tr—r

x
Note que para a funcdo seno utilizada em célculo, o angulo é medido em radianos.

Ext 1.4:Esboce o graficode:  (a) y =z + |z|; (b) z — |z].
Ext 1.5: De’te|rmii1e os limites: . 2, g 5
.|z —=1 .or+ 1 . xt+2r ) ¥ —-x
(a)”l”l—%’:v—lr (b)il—{r{(w—l)w (c il—% -z (d)}rl—%a:?—?)x—i-?

T €xr—1T =22 + 20 — 1’ =12 — 1

(e) lim COS< ! ) (x —m); (f) lim v tse—l (g) lim - 1.

2
Ext 1.6: Determine:  (a) lim <\/:E4 +x— :702); (b) lim T ‘33’
2r + |x x
li ; lim ———.
© s @ A
Ext 1.7:Dado a € R, determine:  (a) lim (Vz+a—+/z); (b) lim (\/m - x)
T—00 T—00
Ext 1.8: Esboce o grafico de:  (a) f(z) =< rel (b) g(z) = 7 TeQy
2; ¢ Q. 2% ¢ Q.
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1.7.4 Desafios

Des 1.1: Considere as curvas no plano C,, = {(z,y) € R?; |z|" + |y|" =1} e
Co = {(z,y) € R% h_}rn (|z|™ 4+ |y|") = 1}. Esboce:  (a) Cy.  (b) C1.  (c) Cw.

Des 1.2: A funcdo parte inteira de z, denotada por |z | é definida no Exemplo da p[i]

1 1
(a) Calcule, se existir: lim x {EJ : (b) Calcule, se existir:  lim {EJ :
(c) Esboce o grafico de f(z) =« {EJ (d) Calcule, se existir: lim « {EJ .
xr z—0 xr

Des 1.3: Considere f(z) = Asen(mz) + Bcos(mx). Prove que existem C (poténcia do
sinal) e ¢ (fase do sinal) tais que f(z) = Csen(mz + ¢).

Des 1.4: Determine:  (a) lim (e® + x)'/2. (b) lim (1 + z)*/°8% com a # 0.
T—00 T—r00

Des 1.5: Como calcular assintotas obliquas e generalizacdes?

Dividindo os polinémios e separando em quociente e resto.

. 22+ 3T+2 6 2?2 —3x +2
Assim, AT L q(z) + ——. Para x grande, el
r—1 rz—1 —1 )

obliqua. Plote uns graficos para ver como se parecem. O mesmo ocorre quando a diferenca

entre os graus do numerador e denominador é maior que 1.

~ q(z), sua assintota

Des 1.6: Determine lim ——————. Tente esbocar o grafico perto do zero desta funcio.
z—0+ xsen(l/z)

Utilize algum software para isso.

Des 1.7: (Caricatura de sen(1/x) do livro do Spivak de Calculo) Esboce o grafico da funcdo
f que satisfaz:

(i) f(1/n) = (=1)"*Y,
(ii) f € linear entre [1/(n 4+ 1),1/n] (segmento de reta),
(iii) f(z) =1 para z > 1,
(v) f(=z) = f(z).
Des 1.8: Prove que a area do circulo de raio r é mr? seguindo o seguinte roteiro:
) ) o ) N,
(a) Mostre que a area do poligono de n-lados inscrito no circulo & 57 sen(2m/n).

(b) Mostre que a area do poligono de n-lados circunscrito no circulo & nr? tan(w/n).
(c) Faga n — oo e conclua o argumento.

Des 1.9:Sejam f e g duas funcdes tais que |f(z)| < M para todo z € R e lin% g(xz) =0.
z—>

Mostre que
lim f(z)g(x) = 0.

r—1

Des 1.10: Objetivo desta atividade é aproximar a funcdo fatorial. E facil ver que (\/)

OO

n—1 . j n—1
Logo n! = n”H (L) = n”/H(l +1/5)7. Ja sabemos que o termo (1 + 1/5)7

J=1

tende para “e" quando j tende para infinito. Portanto n! ~ n"/e"™! = e(n/e)" (vide [Fe]).
Utilizando esta aproximac3o, determine os limites, quando n vai para infinito, de:
n! n! n! n! n!

(a) g? (b) ﬁ? (c) e_"; (d) W; (e)

nn’
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Obs: Podemos definir “fatorial” de ndo-inteiros (e até mesmo de complexos) com a fun¢do

gama de Euler (ver Desafio da p{168).

Obs: Utilizando outro caminho (vide [C] p.361-364 ou [Sp] p.483) obtemos a férmula
de Stirling} n! = v2mn(n/e) e’ com [6] < 1/12.
Des 1.11: Defina o nimero ¢ por ¢ = Z — e prove que e € Q (é irracional) seguindo o

n!
n=0

roteiro abaixo.

(a) Suponha por absurdo existem p, g € N tais que e = p/q. Mostre que

q o)

q! q!

— | — = = =
n=0 n=q+1

Dica: Multiplique e por ¢!.

(b) Mostre que o lado esquerdo da igualdade em (a) & um inteiro.

(c) Mostre que o lado direito da igualdade em (a) é igual a um namero entre 0 e 1.
Dica: Simplifique o fatorial e compare com a PG de razdo 1/2.

(d) Conclua a prova mostrando que (b) + (c) contradiz (a).

Des 1.12: (sequéncia de Fibonacciﬂ) Considere a sequéncia F,, definida da seguinte forma:
(a) Fy=0, (b) Fy =1, (c) Frio = F,, + F,11 para todon > 1.

E conhecida como sequéncia de Fibonacci e modela o nimero de par de coelhos depois
de n meses (ver detalhes na internet). Alguns termos: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...

Supondo que o limite de F,,,1/F,, exista quando n — oo, prove que lim FH = ¢, onde
n—o0 n

¢ = (1 ++/5)/2, conhecida como razo aurea.
Dica: Divida a relacdo (c) por F},. Supondo que o limite exista, mostre que ¢? = ¢ + 1.

7James Stirling: x1692 Garden, Escécia — 11770 Edinburgh, Escécia.
8Leonardo Pisano Bigollo: 1170 Pisa, Italia — 11250 Pisa, Italia.



Capitulo 2
Continuidade

Objetivos: Apresentar definicdo de continuidade em um ponto e em um intervalo. Apre-
sentar, demonstrar e aplicar o Teorema do Valor Intermediario (TVI), o primeiro teorema
importante do Célculo. Os Teoremas basicos de continuidade (da soma, diferenca, produto,
composta de funcdes continuas) sdo consequéncia direta de Teoremas correspondentes do
limite.

Deixamos para uma secdo opcional questdes delicadas como o que é (como definir) e
porque sdo continuas: fun¢do raiz e transcendentes (seno, cosseno, exp, log). Terminamos o
capitulo com uma sec3o opcional de introduc3o a analise, disciplina que fundamenta o célculo.

2.1 Definicao de Continuidade

Definicdo 2.1 (continuidade num ponto) Dizemos que f é continua em ¢ € R se:
(a) [ esta definida perto de ¢ (numa vizinhanca de c, veja Definicdo[1.4 da p[3).
(b) lim f(x) = f(c) (o limite existe no ponto e é igual a f(c)).

T—rC

Pela Definicdo da pJ2] a funcdo f & continua em z = ¢ se f(x) fica tdo proximo de
f(c) quanto quisermos para todo x suficientemente préximo de c.
Observacdo 2.1 Na linguagem de vizinhanca (Definicdo[1.4 da p|2), dada vizinhanca V

qualquer de f(c), existe vizinhanca Wy, de c tal que se x € Wy, entdo f(x) € V. Para
definicdo rigorosa de continuidade veja Definicdo da pl59

Definicdo 2.2 (continuidade em intervalos)

Dizemos que f é continua em (a,b) se f é continua em c para todo ¢ € (a,b).

Dizemos que [ é continua em [a,b| se f é continua em (a,b) e além disso os limites
laterais sdo iguais ao valor da funcio no extremos:

() Im fz) = f(a) e (b) Im f(z) = (D).

Exemplo 2.1 Considere f esbocada no grafico abaixo.

(a) Determine se é continua ou ndo nos pontos a,b,c,d,e. Determine, caso ndo seja
continua, qual (quais) condicBes sdo violadas.

(b) Determine se é continua ou ndo nos intervalos: (a,b), [a,b], [b,c], (c,d), (c,e), [c,d].

45
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)
| /
°
°
| | | | —
a b c 4 e

Solucdo: (a) Como lim f(z) existe e é igual a f(a), f é continua em a.
T—a

O lim f(x) ndo existe pois o valor da fun¢do oscila bruscamente préximo (e a esquerda)
x—b~

de b (um modelo deste comportamento é y = sen(1/x) do Exemplo [1.9da p[I0]em = = 0).

O limite a direita existe e & igual ao valor da funcdo: f(b) = mli_gﬁ f(z). De todo modo, como

um dos limites laterais n3o existe, o }Clgé f(x) ndo existe. Portanto, f é descontinua em b.
Em ¢ os dois limites laterais existem mas sdo distintos entre si: f(c) = lim+ f(z) #

limi f(x). Portanto, f é descontinua em c¢. Observe que o grafico “quebra” er$1_>cc.

z—c

Em d o limite existe mas é diferente do valor da funcdo: f(d) # liné f(zx). Portanto, f é
T—

descontinua em d. Observe que o grafico “pula” em d.
Em e os dois limites laterais existem mas sdo distintos entre si e do valor da func3o:
fle) # lim+ f(z) # lim f(x). Portanto, f & descontinua em e. Observe que o grafico
Tr—e Tr—e—

“quebra’ e “pula” em e.

(b) E continua em (a,b) e (c,d) (comportamento de f nos extremos do intervalo ndo
importa). E continua em [b,¢| pois lir?+ f(z) = f(b) e lim f(x) = f(c) (embora ndo

T—r T—Cc
existam limites lim f(z) e lim f(x))).
z—b T—C
N&o é continua em [a, b] pois ndo existe o limite quando x — b™.
N&o é continua em |[c,d] pois lim+f(x) # f(c) (ou lirg f(z) # f(d)).
Tr—C r—a—
N&o é continua em (c,e) pois d € (c,e) e lir% f(z) # f(d). n
T—

Observacdo 2.2 Informalmente, uma funcdo f é continua em um intervalo se pudermos
desenhar o grafico de [ neste intervalo sem retirar o lapis do papel. Ou ainda, f é
continua se o grafico ndo contém pulos, quebras ou oscilacées bruscas.

Exemplo 2.2 Verifique se sdo continuas em ¢ = 0:

2o senz
@ow =17 "% TF0 = WY
3; x=0 2; rx=0
L J* =9 x>0 ~Jsen(1l/x); x#0
(C)j(x)_{—sx—g; r<0 (d)f(x)_{l; r=0
_ Jasen(l/z); = #0
(e)k(a:)—{l; o

Solucdo: (a) Como o limite quando = — 0 é 3 = f(0), a func¢do & continua no 0.
(b) O limite quando & — 0 n&o existe. Isto ocorre pois quando z — 07, |z| = x e a funcdo
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Sen r

7

.. , _ . . senx .. ,
: o limite é 1 neste caso. Quando =z — 07, |z| = —z e a fun¢do é : o limite é

x —x
—1 neste caso. Portanto a funcdo é descontinua no 0. (c) Como os limites laterais em 0 sdo
ambos = —9 = f(0), f & continua em 0. (d) Veja o grafico na p.[11] Como esta fun¢do ndo
possui limite quando = — 0, a funcdo é descontinua em 0. (e) Veja sequéncia de graficos na

p.[32 Como o limite quando = — 0 é 0 % k(0) = 1, a funcdo é descontinua em 0. |

Erro Comum: N3o perceber a diferenca entre a definicdo de continuidade num ponto
com a definicdo de continuidade em intervalos. Em particular ndo prestar atencdo nos
limites laterais da definicdo de continuidade em intervalo fechado [a, b].

x # 0,

Exemplo 2.3 Determine se f(z) = { |Z| é continua ou ndo em cada um dos
-1, =0

intervalos: (a) (0,1); (b)[0,1]; (c)(—=1,0); (d)][-1,0].

Solugdo: Como os limites laterais quando  — 0 diferem entre si (1 e —1), f é descontinua
em 0. Veja grafico na pJel Note que f & continua em todos pontos = # 0 pois vale 1 para
x>0e—1 paraxz <O.

Sera continua em (a), (c) e (d). Embora seja descontinua em = = 0, no caso (d) o
liréli f(z) = —1 = f(0) = —1. Descontinua em (b) pois rli)r(r)l+ f(z) =14 f(0) =—1. f(0).

T—
|

Descontinuidade removivel
Se redefinissemos a func¢do f do Exemplo [2.1] da p. de modo que f(d) = ilg}lf(x) a

funcdo f seria continua em x = d. Se redefinissemos a funcio & do Exemplo da pf4]
(e), de modo que k(0) = 0, a fungdo k seria continua em 0.

Se uma funcdo que é descontinua em um ponto passa a ser continua redefinindo seu valor
neste ponto, dizemos que a descontinuidade & removivel. Assim estas descontinuidades s3o
removivelis.

@servagéo 2.3 (Tipos de Descontinuidade) As descontinuidades podem ser c/asa
ficadas (essa classificacdo ndo é padrdo) como:
(a) essenciais ou ndo-removiveis: caso o limite no ponto nio exista.

(al) quebra: Caso os limites laterais existam mas sejam diferentes entre si. Veja
gréfico do Exemplo[2.]lemz =cex =e.

(a2) oscilagcdo: Caso um dos limites laterais ndo exista. Veja grafico do Exemplo[2.1]
emz =bey=sen(l/z) no Exemplo[1.9 da p[I0lem x = 0.
(b) ndo-essenciais ou removiveis: Caso o limite no ponto exista mas seja diferente do

alor da funcdo (o grafico pula em um ponto). Veja grafico do Exemplo[2.]em z = d. J

Exemplo 2.4 Determine todos os pontos de descontinuidade e classifique o tipo de descon-
tinuidade de:  (a) f(x) = Ig(x); (b) g(x) = (z — e)lg(x), (c) h(z) = |z];

(d) j(x) é o primeiro digito da expansdo decimal de x (ver [Sp, p.70 no.17]). Por exemplo,
j(8.1) =1, j(—3.8566) = 8.

Solucdo: (a) Veja o grafico na p.[L1] Como o limite ndo existe préximo de todo ponto (pois
os valores préximos de um ponto qualquer oscilam entre 1 e —1), o conjunto dos pontos de
descontinuidade € R. Como os limites laterais nio existem, sdo pontos de descontinuidade
por oscilacio.

(b) Veja o grafico na p. 34] No ponto = = e a fung¢do & continua pois o limite & zero
quando x — e (veja p. e gle) = (e —e)lp(e) = (0)(0) = 0. Em qualquer outro ponto
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x#e glx)=(x—e) #0sex € Qoug(x) =0sex & Q. Veja o grafico da funcdo
e entenda isso! Assim, o conjunto dos pontos de descontinuidade é R — {e} (todos pontos
menos ). Novamente sdo pontos de descontinuidade por oscilagdo.

(c) Veja o grafico na p. [L1] Fica claro que o conjunto dos pontos de descontinuidade &
Z, os lugares onde o valor da funco cai de 1 para 0. Como os limites laterais existem mas
sdo distintos entre si, sdo pontos de descontinuidade por quebra.

(d) Assim j(z) € {0,1,2,...,8,9}. Em [0,0.1) a fun¢do vale 0 (j(0) = 5(0.02) =
7(0.099999) = 0), em [0.1,0.2) a funcdo vale 1 (j(0.1) = j(0.12) = 7(0.199999) = 1), em
[0.2,0.3) a fungdo vale 2 (j(0.2) = j(0.22) = j(0.299999) = 2), (etc.) até em [0.9,1.0) a
funcdo vale 9 (5(0.9) = 7(0.92) = j(0.999999) = 9). Quando chegamos no inicio do préximo
intervalo, a situacgdo se repete: em [1.0,1.1) a funcdo vale 0 (j(1) = 5(1.02) = 5(1.099999) =

0), etc.
Portanto o grafico é formado por dez degraus em cada intervalo [n,n + 1] com n € Z.
O conjunto dos pontos de descontinuidade é {+0.1, £0.2, +0.3, ..., 1.0, £1.1, ...},

os pontos onde o grafico da funcdo quebra. Em 0 ela & continua. Como os limites laterais
existem mas s3o distintos entre si, sdo pontos de descontinuidade por quebra.

)

9 + —o
8 + *—o
7+ —
6 + —o

o—e 54 —

o—e 4 + —o
o—e 3+ — —o
o—e D+ —o5 —o
o— 11+ e—o —o
} } } } } } } *—o— — T
—0.6 —0.4 —0.2 02 04 06 08 1.0 1.2 14

j(x) = primeiro digito da expansdo decimal de x

Note paralelismo da estrutura dos Teoremas, Lema e Corolario de continuidade que
comecam aqui e dos resultados correspondentes de limites das paginas [12H14|

Lema 2.3 As funcées f(x) = C e f(x) = x sdo continuas em R.

Prova: Deixamos para o leitor pois é facil ver ( ) que é verdade. |

Teorema 2.4 (continuidade da soma, produto e divisdo) Se f e g sdo continuas em

Ientdio f+g, f—9g f-g e i (nos pontos onde g # 0) sdo continuas em I .
g
Prova: Segue do Teorema([l.6]da p[12 |

Corolario 2.5 (continuidade de polindmios e fun¢des racionais) Polinémios e fun-
¢cBes racionais (Definicdo (1.8 da pl12) sdo funcdes continuas.

Prova: Basta aplicar o Lema[2.3] e o Teorema [2.4] Deixamos os detalhes para o leitor ou
para seu professor (V) Vai aJudar ler a prova do Corolario [1.7|da pl |
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Teorema 2.6 (continuidade da composta) Se g é continua em ¢ € R e f é continua
em g(c), entdo h(zx) = f(g(x)) é continua em x = c. Ou seja, a composicdo de funcdes
continuas é uma funcdo continua.

Prova: Segue do Teorema[l.9da p[13] ]

Teorema 2.7 (continuidade da funcdo raiz e algumas transcendentes) S3o funcdes
continuas: {/x, sen(x), cos(z), tan(x), log(x), e®, arcsen(z), arccos(z), e arctan(zx),

Prova: Leia a Secdo 2.3 p/52 n
bservacido 2.4 Combinando os Teoremas|2.4, [2.6 e[2.7] concluimos que todas combinh

¢Bes (se denominador njo se anula) destas funcées é uma funcdo continua. Por exemplo
a funcdo abaixo é continua:

z7 + 2 cos [\7/1‘2 + log (22 + 1)}

er~1+5 ' /

bservacdo 2.5 Deixei para final desta secdo uma polémica da definicdo de continuidade
dos livros de célculo: a fungcdo 1/x é continua ou ndo?

Tudo depende de definicdes. Do jeito que definimos, em (0,1) sim, em (—1,1) ndo pois
ela ndo esta definida no 0. Aqui ndo definimos continuidade em intervalos disjuntos como
(—1,0) U (0, 1), somente em intervalos conexos. Caso definissemos, ela seria continua em
—1,0) U (0,1). Na pratica esta polémica ndo possui a menor importancia.

sen

2.2 Teorema do Valor Intermediario (TVI)

O TVI & um dos Teoremas mais importantes do Calculo (juntamente com o TVE — Teorema
dos Valores Extremos — e o TFC — Teorema Fundamental do Calculo). Sua demonstracgo é
interessante e sugere um método numérico importante: o método da bissecao.

A aplicacdo mais importante do TVI é garantir a existéncia de solucdo para equac&es. Por
exemplo, o TVI, garante que existe = € R tal que x'' + 32% — sen(x) — 100r = 0. Para o
célculo efetivo precisamos de um método numérico.

A demonstracdo do TVI é baseada no lema abaixo, que garante que o grafico de uma
funcdo continua que comeca abaixo do eixo = (f(a) < 0) e que termina acima do eixo «
(f(b) > 0) necessariamente intercepta o eixo x.

Lema 2.8 (Valor Intermediario) Considere f : [a,b] — R continua. Se f(a) < 0 < f(b)
(ou f(b) < 0 < f(a)), entdo existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.

Prova: [cabe ao leitor desenhar uma figura e entender este texto] Para fixar ideias suponha
que f(a) < 0 < f(b) (o caso f(b) < 0 < f(a) é analogo). Utilizamos o método da
bissecdo: tome ¢ = (a+b)/2. Se f(c) = 0 acabou a busca. Se f(c¢) > 0 continue buscando
raiz no intervalo intervalo [a, ¢], se f(c) < 0 em [c, b]. Dependendo do caso definimos a; = a
e by = coua; =ceby =b para nos dois casos continuar buscando em [ay, by].

Agora tome ¢ = (a; + by)/2. Se f(c) = 0 acabou a busca, sendo continue buscando em
[as, bg] com ay = ay e by =¢, se f(c) >0, 0uay=ceby=by, se f(c) <O0.
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Assim construimos sequencias a,,, b, com b, — a, convergindo para zero (dividimos o
intervalo ao meio a cada passo) e a,, < ¢ < b,. Assim a,, — ¢ e b, — c. Por continuidade,

flan) = f(c) e f(bn) = f(c).

Como f(as) <0 < f(by), 0 < f(ba) < f(b) — f(an) pois f(a,) < O implica que
( — f(c) = 0, pelo Teorema do Sanduiche,

f(bn) — 0. Como f(b,) — f(c), f(c)=0. |

|
=
Q
e
\Y
=
O
]
3
o
=
<
i/
|
S~
Q
e
=
Gy

Que tal escrever um programa de computador para calcular raiz usando a ideia da prova
acima: o chamado método da bissecdo.

Teorema 2.9 (Valor Intermediario TVI) Considere f : [a,b] — R continua. Dado k €
[f(a), f(b)] ou k € [f(b), f(a)], existe c € [a,b] tal que f(c) = k.

Antes de apresentar a prova, vou apresentar figuras que esclarecem o enunciado. Considere
a mesma funcdo f representada nas figuras abaixo. Note que fixado um k entre f(a) e f(b)
existe sempre um ¢ € [a, b] com f(c) = k. Na primeira figura existe um @nico c. Na segunda
figura, existem trés c's distintos (c, ¢, ¢”) tais que f(c) = f(c') = f(¢") = k. Qualquer um
deles satisfaz o Teorema: O TVI apenas garante a existéncia de pelo menos um ¢, nio
afirma que ele é Gnico!

Faca mentalmente a variacdo de k entre f(a) e f(b) e verifique onde temos somente um,
onde temos dois, e onde temos trés ¢'s com f(c) = k.

y y
fb) + () f@) + f()
k <+
k <+
fla) ¢ fla)
% - S -z
a c b ac o b

Veremos agora que caso a funcdo seja descontinua pode ocorrer ou ndo a existéncia de c tal
que g(c) = k. A funcdo g da figura abaixo é descontinua em z = d pois g(d) # linég(x) =k
Tr—da
(o grafico “pula” em x = d). Fixado o k indicado na figura, no existe ¢ tal que g(c) = k.
Para outros valores de k € [g(a), g(b)] existira ¢ € [a, b] tal que g(c) = k.
A funcdo h é descontinua em x = d pois os limites laterais existem mas sdo distintos (o

grafico “quebra” em = = d). Fixado o k indicado na figura, n3o existe ¢ tal que h(c) = k.
Para outros valores de k € [h(a), h(b)] pode existir ou ndo ¢ € [a, b] tal que h(c) = k.

Faca mentalmente a variacdo de k entre h(a) e h(b) e verifique onde temos nenhum ou
pelo menos um ¢ com h(c) = k.
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Y Y
9(b) 1 o) hO) S )
g(a) £~ . h(a) £~ .
a d b a d b
Prova: (do TVI) Defina h(x) = f(z) —k. Assim se f(a) < k < f(b), h(a) = f(a)—k <0

fx) -
e h(b) = f(b)—k > 0. Se h(a) = 0 ou h(b) = 0, entdo f(a) = k ou f(b) = k e esta provado
o TVI. Caso contrario, h(a) < 0 < h(b), e aplicando o Lema na func¢do h concluimos que
existe ¢ tal que h(c) = f(c) — k = 0 e portanto f(c) = k. |

Exemplo 2.5 Prove que:
(a) p(z) = 2 + 3z — 5 possui raiz no intervalo (1,2).
(b) existe um x € R tal que 2™ + 32® — sen(z) = 1007.

(c) existe x € (2,3) tal que > + ——g = ™ com D,E > 0.
Solucdo: (a) Como p & continua (polindmio), p(1) = 1+3—5 = —1 e p(2) = 8+3-4—5 = 15.
Como 0 € [p(1),p(2)] = [—1,15], pelo TVI existe um ¢ € (1,2) tal que p(c) = 0.

(b) Defina f(x) = 2'' + 32% — sen(z) — 1007w. O problema agora é obter um z tal que

f(z)=0.

Primeiro calculamos o limite quando z — +00. Colocando z!! em evidéncia,

3 sen(z) 1007
o1

flx)==z <1+;— p TR )

Passando ao limite no +oo o segundo termo vai para 1 (no termo sen(z)/x'! aplique o
Teorema do Sanduiche para provar que — 0). Assim, como z'!, o termo dominante, possui
grau impar, lim f(x) = —oo e lim f(x) = oo. Assim existem M, N tais que f(M) < 0

T——00 T—>00

e f(N) > 0. Como f & continua (porque?), pelo TVI existe ¢ € [M,N] C R tal que
fle) =0€[f(M), f(N)].

(c) Defina g(x) = + . Como lim g(x) = oo (fazendo analise de sinal: o
r—2 x-3 T2+
numerador D > 0 e o denominador converge para 07) e lim g(z) = —oo (analise de sinal
T3~
novamente), existem a e b tais que 2 < a < b < 3 e g(a) > —m > g(b). Assim, aplicando o
TVI no intervalo [a, b] obtemos que existe ¢ € [a,b] C (2,3) tal que g(c) = —. u
. 1; > 0;
Exemplo 2.6 Seja f(x) = v
—-1; z<0.

Tente construir sequéncia que se aproxime do zero de f. Porque ndo funciona?

Solucdo: Faca um grafico e va dividindo o intervalo. Embora £ = 0 € [—1,1], um valor

intermediario, a sequéncia ¢,, — 0 mas f(0) =1 # 0. Isto ocorre pois f & descontinua. =
. x; r <1
Exemplo 2.7 Considere f(x) = -
z+1; x>1.

Tente construir sequéncia que se aproxime de ¢ € [0,1] tal que f(c) = 1.5.
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Solucdo: Faca um grafico e va dividindo o intervalo. Note que f(0) = 0e f(1) =2. A
sequéncia ¢, — 1 mas novamente n3o obtemos c tal que f(c) = 1.5. Isto ocorre pois f é
descontinua. |

Uma aplicacdo importante é determinar raizes de polinémios e de equacdes de forma geral.

Exemplo 2.8 Aproxime /70 utilizando f(z) = z* — 70.

Solucdo: Note que f(5) =5 — 70 =55e f(4) = 4% — 70 = —6. Assim a raiz ¢ € (4,5).
Tome ¢; = (4 +5)/2 = 4.5. Como f(4.5) = 21.125 > 0, a raiz esta em (4,4.5). Tome
o = (4+4.5)/2 = 4.25. Como f(4.25) = 6.76... > 0, a raiz esta em (4, 4.25). Tome
¢35 = (4+4.25)/2 = 4.125. Como f(4.125) = 0.189... > 0, a raiz esta em (4, 4.125). m

Exemplo 2.9 Prove que para todo k > 0 existe \/k (n € N). Isto é, prove que para todo
k > 0 existe ¢ > 0 tal que ¢" = k.

Solucdo: Considere f(x) = 2™ — k. E claro que f (um polindmio) & continua e que
lim f(z) = co. Assim existe um M > 0 com f(M) > 0. Aplique o TVI no intervalo [0, M]

T—r00

(f(0) < 0) e conclua a existéncia de ¢ € [0, M] tal que f(c) =0, isto &, ¢* = k. n

2.3 xFuncdes Transcendentes e Raiz!

Nesta secdo construimos algumas funcBes transcendentes (Definicdo da p[14) e raiz
e provamos sua continuidade. Por precisar de matematica mais sofisticada costumam ser
omitidas no Calculo e feitas em Analise. Note a beleza (e complexidade) das expressdes que
definem funcdes como seno, cosseno, exponencial e logaritmo.

Comecamos com um Teorema que garante a existéncia da funcdo inversa. I

Teorema 2.10 (existéncia da funcao inversa) Se f é continua e crescente (Defini-
g:§o da p em um intervalo, entdo sua inversa f~! existe e é continua (na imagem de

f).

Prova: Veja [NC] ou [Co] p. 67, ou [Sp, p.206]. u

2.3.1 Funcao Raiz

Definicdo e continuidade da funcdo Raiz 1: Pelo Corolario da p/4g| a funcdo
f(z) = a™ é continua. Ela é crescente, para x > 0 pois, pelo bindbmio de Newton é

facil ver que (\—/)f(x +h) = (x+ h)" > 2" = f(x) para todo A > 0. Assim, pelo
Teorema existe a inversa f~! continua que denotamos por f~!(z) = /z.

Embora pudéssemos terminar por aqui, vamos nos divertir definindo e provando continui-
dade da fungdo raiz sem utilizar o Teorema [2.10f Em Matematica & comum existir mais
de um tipo de abordagem: uma com métodos gerais e outra que funciona em um caso
especifico.

LA leitura desta secdo é opcional.
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Definicdo da funcdo Raiz 2: Defina a funcdo {/- para n € N aplicando o TVI (ver

Exemplo 2.9/ da p52).

Continuidade de /- (proval): Provaremos seguindo roteiro similar ao que utilizaremos
nesta secdo para provar a continuidade de e”, log x, sen x, etc.:
(a) prove (ou assuma) continuidade no z = 0 ou z = 1; (b) prove continuidade geral.
Para provar continuidade em = = 1 observe que para h > 0,

1<1+h<(1+h)", parah>0.
Como /- & crescente,
1=V1<V1+h< /A +h)"=1+h.

Pelo Teorema da p. (Sanduiche), quando h — 0%, {/1 4+ h — 1. De forma analoga,
para h < 0 pequeno (por exemplo, |h| < 1/2),

(I+h)"<14+h<1, parah<D0.

Novamente pelo Teorema do Sanduiche, quando h — 0~, v/1+ h — 1.
Concluimos que quando h — 0, v/1+h — 1. Como

Va+s=/ay/1+s/a,
quando s — 0, tomando h = s/a, h — 0 e obtemos que /a + s — /a.

Continuidade de /- (prova2): Tomando x,a > 0,
r —a
VEeVasmr e

Assim, aplicando o médulo (descartamos /2 no denominador pois somente faz o termo ficar
menor)

0<|Vz—Val = J;Cjaﬁ 'Z‘a“‘,

Fazendo  — a e usando o Teorema do Sanduiche concluimos que /= — v/a.

2.3.2 Funcdes Exponencial e Logaritmica

Existem dois caminhos:
(a) definir a funcdo exponencial e aplicar o Teorema para definir logaritmo.
(b) definir o logaritmo e aplicar o Teorema para definir a exponencial.
Pode-se defini-las por soma infinita (série) — veja Série de Taylor na Definicdo [4.3) da p[100]

Definicdo de Exponencial 1: Fixe a > 0. Definimos a™ (n € N) como o produto de a
por ele mesmo n-vezes. Definimos a® para x € Q por (a) a?/? = (¥a)? (p,q € N); (b)

1 .
a® = 1; (c) a™?/* = — (p, q¢ € N). Depois estendemos este resultado para a® com z € R
/a

passando ao limite numa sequéncia de racionais que aproximam x (ver Observacdo da
p{76). Pode-se ver em detalhes esta construcdo e a prova que é continua e crescente em
[Co] p.26 e p.69.
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Definicio de Exponencial 2: (Exemplo da pJ100)

2 fL’S ZE4

T
exp(z) = e” —1—1-3:—1-5—1—5—1—?—1—

Pode-se provar que é continua e crescente. Definimos o log como a funcio inversa e
log

definimos, para a > 0, x € R, a* = (e!°8%)% = erlosa e log, v =

Definicdo de logaritmo 1: Definimos logc como a area com sinal (integral) embaixo
da curva y = 1/x entre x = 1 e x = ¢. Deduzimos todas suas propriedades (exercicio

Extra [6.4] da p[191)), incluindo ser continua e crescente (Desafio [5.2 da p[167)).

Definicdo de logaritmo 2: (exercicio Extra [4.3| da p[124))

TL’Q 3 4 5 6

x
log(l+2) =2 — = 42 _
og(l4+z)=ux 2+3

x+x x
4 ) 6

Continuidade da Exponencial (prova): Provamos a continuidade da exponencial
assumindo sua continuidade no zero:
lime” = 1.
z—0

Trocando variavel (z = a+ h) e utilizando a propriedade basica da exponencial (e*1¥ = e®e?)
obtemos que:

lim e” = lim e®™ = lim(e%") = ¢® - lime" = ¢ - 1 = €.
z—a h—0 h—0 h—0
Pode-se fazer algo similar com log: assuma continuidade em x = 1 e prove continuidade em

ponto qualquer. Veja Desafio 2.4 da pJ63]

2.3.3 Funcdes Trigonométricas

No ensino médio definimos sen, cos, etc. através de geometria (razdes em tridngulos retan-
gulo). O problema é que em Calculo (e Analise Real) precisamos de uma definicdo analitica
destas funcdes. Existem dois caminhos:

(a) definir a seno e cosseno e definir as outras funcdes (por exemplo tan x = sen x/ cos )
utilizando estas duas.

(b) definir arco-tangente e, aplicando Teorema definir tanz. Com estas duas (veja
mais abaixo) definimos todas as outras.

Pode-se defini-las por soma infinita (série) — veja Série de Taylor na Defini¢do [4.3|da p[100]
A existéncia e a continuidade das inversas (arcsen, arccos, arctan nos intervalos apropriados)
seguem do Teorema [2.10]

Definicdo de seno e cosseno: (exercicio Extra [4.3] da p[124)

3 5 7 x9 IQ :L‘4 JZG ZL’8
sen(x):x———i—— —+—+--- e cos()*l—a—i—z—a-ks‘-k

Destas definicdes pode-se provar (ver Problema da p[88) que sen®(z) + cos®(z) = 1.
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Estas séries, e todas outras mostradas nesta sec3o, sdo utilizadas em calculadoras e com-
putadores para, de fato, se calcular o seno, cosseno, exponencial, logaritmo, etc.

: 1 ~
Erro Comum: O aluno confundir arcsen com —. Como arcsen é a funcdo inversa de
sen

sen, o aluno pensa no inverso (na multiplicacdo) de um nimero (inverso de 3 é 1/3).

6bservag§o 2.6 Observe que ndo precisamos de secante e cossecante (bastam duas tri-
gonométricas). Do mesmo modo que ndo definimos a funcdo “co-raiz” como 1/+/x, ndo

\temos necessidade de definir secante e cossecante.
Continuidade de seno e cosseno (prova): Da definicdo geométrica de seno e cosseno,

utilizando o circulo trigonométrico ou da série de Taylor, obtemos que:

lim sen(xz) =0 e lim cos(z) = 1.
z—0 z—0

Trocando variavel (x = a + h) e utilizando identidades trigonométricas (deixamos o cosseno

para o leitor):

lim sen(z) = lim sen(a + h) = lim(sen(a) cos(h) + sen(h) cos(a)) =

T—a h—0 h—0
= lim sen(a) cos(h) + lim sen(h) cos(a) =
h—0 h—0

= sen(a) IlllLI(l) cos(h) + cos(a) }lg% sen(h) = sen(a) - 1 + cos(a) - 0 = sen(a).

Definicdo de arco-tangente 1: Definimos arctanc como a area com sinal (integral)
embaixo da curva y = 1/(z* + 1) entre x = 0 e = = ¢. Desta definicdo deduzimos que é

continua e crescente em R (Desafio [5.2] da p[167).

Definicdo de arco-tangente 2: (ver Desafio [4.3/ da p[130):

arctan(z) = x —

Aplicando o Teorema existe a inversa f~! continua que denotamos por f~1(z) =
tanx. Tomando ¢t = tan(z/2), definimos (veja [Co] p. 234)

ot 1—¢2
S E— e COSTt = ——.
14 ¢2 1+ t2

Terminamos com a chamada relacio de Eulefl] que envolve funcdes trigonométricas,
exponencial e i, a raiz quadrada de —1. Veja provas (distintas: uma usando série e outra

derivada) no Desafio 2.5/ da pJ63] e no Desafio [3.7] da p[90]

Relacdo entre e”, sen x, cos x:

senx =

e = cosf +isenf paratodo € R.

Assim, o que era no ensino médio cis(¢) (iniciais de cosseno, i e seno), na Universidade é
. Fazendo 0 = 7 obtemos (verifique!) uma das férmulas mais bonitas da Matematica:

e = —1.

!Leonhard Euler: 1707 Basel, Suica — 11783 St Petersburg, Russia.
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2.3.4 Funcoes Hiperbdlicas

Possui alguma importancia (em equacdes diferenciais por exemplo ou em funcdes complexas)
os chamados seno e cosseno hiperbélicos. S&o definidos por (ver [Co] p.183):

senh(z) = % e cosh(x) = cre

Suas propriedades sdo semelhantes a do seno e cosseno. Convidamos o leitor a provar

(exercicio Extra da p62)) que:
senh(0) = 0;  cosh(0) = 1;  cosh?(z) — senh®(z) = 1;

senh(a + b) = senh a cosh b + senh b cosh a;

cosh(a + b) = cosh a cosh b + senh a senh b

O nome decorre do fato que se z(t) = cosh(t) e y(t) = senh(t) entdo z2(t) —y*(t) = 1, a
equacdo da hipérbole. Existem relacdes (veja Desafio [2.6)da p[63) surpreendentes envolvendo
niimeros complexos.

Para todo 6 € R,

cos(i6) = cosh(0) e sen(if) = isenh(#).

Termino com as séries de Taylor do seno e cosseno hiperbdlicos (veja exercicio Extra

da p[124).

: B 3 SU5 1:7 x9 n _, 132 .'13'4 SCG 138
sen (37)—5174—54-54—%4—&4—'” e cosh(z) = —1—54—1—}—&—1—54—---,

2.3.5 OQutras Funcoes

Uma funcdo importante em estatistica é a funcdo erro de Gauss, definida como a area com

2e~""

sinal (integral) embaixo da curva y(z) = f/_ entre + = 0 e z = ¢. Ver Observacdo |5.4|da
T

p[140}

Existem outras fun¢des (bem menos conhecidas) da Fisica-Matematica: funcdo de Bessel,
funcdo hipergeométrica, funcdo gama de Euler (generalizacdo do fatorial: veja Desafio

da pJ168)). Veja a Wikipédia.

2.4 *Introducdo a Analise Real?

Nesta Secdo opcional apresentamos alguns conceitos basicos de Anélise Real. Remetemos os
leitores a um livro de Analise como por exemplo [NC], disponivel em www.labma.ufrj.br/
“mcabral/livros!|

LA leitura desta secdo é opcional.


www.labma.ufrj.br/~mcabral/livros
www.labma.ufrj.br/~mcabral/livros
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2.4.1 Cardinalidade

Definicdao 2.11 (cardinalidade) Dizemos que dois conjuntos possuem a mesma cardina-
lidade se existe uma bijecdo entre os conjuntos.

Exemplo 2.10 Compare a cardinalidade entre:
(a) N e o conjunto dos inteiros positivos pares.  (b) N e Z.

Solucdo: (a) defina a funcdo f(n) = 2n que é uma bijecdo. Logo possuem a mesma
cardinalidade.

(b) defina a funcdo f : N — Z que leva os pares em 0,1,2,... e os impares em
—1,—-2,-3,... que é uma bijecdo. Logo possuem a mesma cardinalidade. [ ]

Um resultado surpreendente é que a cardinalidade de Q e N (e portanto de Z) é a mesma.

Teorema 2.12 A cardinalidade de Q e N é a mesma.

Prova: (esboco) Podemos imaginar a prova como um programa de computador que apre-
sentarad todas as fracdes positivas. Basta associar a primeira fracdo com o 1, a segunda com
o 2, etc. Isto serd naturalmente uma bijecdo. Basta a cada etapa mostrar todas as fracdes
cuja soma do numerador e denominador é um certo nimero. Assim:

soma 1: 0/1;

soma 2: 1/1;

soma 3: 1/2, 2/1;

soma 4: 1/3, 2/2, 3/1;

soma 5: 1/4, 2/3, 3/2, 4/1;

soma 6: 1/5, 2/4, 3/3, 4/2, 5/1;

soma 7: 1/6, 2/5, 3/4, 4/3, 5/2, 6/1;

Pode-se fazer uma figura indicando a prova. Veja detalhes em [NC] ou na internet. n

Definicao 2.13 (conjunto enumeravel) Os conjuntos que possuem a mesma cardinali-
dade que N s3o ditos infinitos enumeraveis.

Teorema 2.14 (Cantor?)) A cardinalidade de R é estritamente maior que a de N.

Prova: Como N C R é claro que R possui cardinalidade igual ou maior. Para terminar
aplique o argumento diagonal de Cantor. Outra opcdo é utilizar o principio dos intervalos
encaixantes. Veja [NC] ou wikipedia Cantor’s diagonal argument. n

bservacdo 2.7 Assim N, Z,Q sdo conjuntos enumeraveis e R é ndo-enumeravel. Existe
diferenca entre conjuntos infinitos: alguns sdo “mais infinitos” do que outros. Na realidade
existem conjuntos com cardinalidade estritamente maior do que R, formando uma cadeia
de conjuntos, cada um estritamente maior do que o anterior. Isto é provado pelo argumento
e Cantor generalizado (vide internet ou [NC]).

2Georg Cantor: x1845 St Petersburg, Russia — 11918 Halle, Alemanha.
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2.4.2 O que é R?

Em analise provamos que existe (num sentido técnico) um anico corpo ordenado completo
denotado por R. Detalhamos cada um destes termos:

(a) corpo: conjunto munido de operacdes de soma e produto satisfazendo varias propri-
edades (comutatividade, distributividade, existéncia de inversos da adi¢do e multiplicacdo).

(b) ordenado: conjunto munido de relacdo de ordem satisfazendo certas propriedades
que relacionam com operacdes definidas no conjunto (por exemplo: se a > 0 e x < y entdo
ar < ay).

(c) completo: Leia Desafio 5.1 da p[166]

Uma dificuldade é construir R, que significa provar que existe um corpo ordenado com-
pleto. Uma maneira rigorosa mas tecnicamente complicada é definir R utilizando decimais
infinitas. A dificuldade & definir operacdes usuais como por exemplo a soma. No algoritmo
que aprendemos na escola, alinhamos os pontos decimais e comecamos a operar no altimo
digito a direita. Como fazer para calcular 7 + 7 se a expansdo decimal nunca termina? Ou
ainda, 2™ é 2 multiplicado por ele mesmo quantas vezes? A solucdo destes mistérios passa
por um curso de Anslise Real. Leia a Observacdo [3.9)da p[76]

2.4.3 Racionais, Irracionais, Algébricos, Transcendentes

Os alunos aprendem a diferenca entre nimeros racionais (razdes entre inteiros) e irracionais.
Veremos aqui os chamados algébricos — que generalizam os racionais — e os transcendentes.
Veja detalhes em [Fi].

Exemplo 2.11 Prove que s3o irracionais: (a) V2, (b) V21.

Solucdo: (a) Suponha por contradicio que /2 = p/q com p, ¢ € N. Elevando ao quadrado
obtemos que 2¢> = p®. Agora pelo teorema da fatoracdo nica (fatorando cada lado por
poténcias de primos), como 2 estd no lado esquerdo, ele deve aparecer no lado direito. O
problema é que aparecerdo um numero par de vezes no lado direito (pois é ao quadrado) e
um namero impar de vezes no lado esquerdo. Contradicdo!

(b) De forma analoga fazendo /21 = p/q obtemos 21¢° = p* = 3-7¢°> = p°. Agora
como 3 é fator do lado direito, p deve conter o fator 3. Mas no lado direito ele aparecerd 3m
vezes (miltiplo de 3) e do lado esquerdo como 3m/ + 1 vezes. Contradic&o. [ ]

Definicdo 2.15 (algébricos e transcendentes) Um nimero é algébrico se é raiz de um
polinémio com coeficientes inteiros (7). Um nimero é transcendente se ndo é algébrico.

Eles generalizam os racionais pois todo niimero racional é um nimero algébrico. Todo trans-
cendente é irracional, mas existem algébricos racionais e irracionais.

Exemplo 2.12 Mostre que sdo algébricos:

(a) V2; (b) V/k para qualquer n,k € N; (c) /3++/2; (d) um racional qualquer.
Solucdo: (a) v/2 é raiz do polinémio 22 — 2. (b) /k é raiz do polinémio z" — k.

(c) fazendo z = /3 + /2, obtemos que 2 = 3 + /2. Assim (2% — 3)? = (v/2)? = 2.
Ou seja z* — 622 4+ 9 = 2. Portanto, /3 + /2 é raiz de z* — 622 + 7.

(d) se 2 = p/q com p,q € Z entdo x é raiz do polinémio gz — p. |

Observacdo 2.8 FE relativamente facil provar que e ¢ Q (veja Desafio da pl44). Ja
a irracionalidade de m é bem mais dificil. Provas podem ser encontradas em [NC, cap.
9.4]. Bem mais dificil é provar que e e w sdo nameros transcendentes.
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2.4.4 Definicao de Limite

Definicdo 2.16 (limite) Sejam f : R — R ec € R. Dizemos que o limite de f(x) quando
x tende a ¢ € R existe e vale L € R, escrevemos lim f(x) = L, se
xr—c

Ve >0,30 >0 talquese0 < |z —c| <d, entao|f(x)—L|<e.

Exemplo 2.13 (a) Seja f(x) = x. Mostre que lim f(x) = c.

r—cC

(b) Seja f(x) = 2. Mostre que lim f(x) = c*.
Tr—cC

Solucdo: (a) Dado £ > 0, tomando § = ¢, obtemos
r€e€R, 0<|r—c| <d implicaque |f(z)—c|=|r—c/ <d=c¢.

(b) Fixado € > 0, tomamos § = min{1,&/(2|c| + 1)}. Desta forma, se 0 < |z — ¢| < 4,
entdo |z| < |c|+d < |¢| + 1. Além disto,

1f(x) == ==z~ |z +c| <d(|z]+|c]) <62lc| +1) <e.

Outra forma é mudar limites de integrac3o e escrever }llm% flc+h)= f(c). Como |f(c+h)—
—

f(c)] = |2¢ch + h?| < |h|(2|c| + |h|). Agora repita argumento acima. n

O exemplo anterior pode induzir o leitor a pensar que achar § em funco de € e de ¢
€ uma tarefa sobrenatural. Normalmente, rascunha-se a demonstracdo de tras para frente:
sabendo que devemos obter |f(z) — k| < €, procuramos saber qudo grande pode ser |z — ¢|
(i.e., qual deve ser o valor de §) para que cheguemos a esta conclusdo. Em seguida, passamos
a limpo a demonstracdo e, ja sabendo qual é o valor de 0, simplesmente dizemos: “seja
0 =Abracadabra...” Porém, dependendo da funcdo, mesmo que achar o valor de ¢ ndo seja
magica, tal tarefa pode ser bastante enfadonha. Uma alternativa é fazer uso de propriedades
do limite tais como do limite da soma e do produto (Teorema da pl12)). Elas facilitam as
demonstracdes de existéncia e os calculos dos limites, sem necessidade de manipular e's e d's.

Exemplo 2.14 Adapte a definicdo de lim f(x) = L e defina:

Tr—C

(a) lim f(z)=L; (b) lim f(x) = o0,

Solugdo: (a) Ve > 0,3N > 0 tal que se x > N, entdo |f(x) — L| < e.
(b) VM < 0,30 > 0 tal que se 0 < |x — ¢| < ¢, entdo f(x) < M. n

2.4.5 Definicao de Continuidade

Definicdo 2.17 (continuidade) Sejam f : R — R ec € R. Dizemos a funcdo f é continua
em c se

Ve > 0,30 >0 tal quese|r—c| <0, entao|f(z)— f(c)|<e.

Qual a diferenca entre definicdo de limite (Def [2.16]) e de continuidade (Def [2.17))7
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2.5 Exercicios de Continuidade

2.5.1 Exercicios de Fixacao

Fix 2.1: Determine se é Verdadeiro (provando a afirmativa) ou Falso (dando contraexemplo):
(a) Se lim f(x) existe, entdo f é continua em a.
T—a

(b) Se f & continua em a, entdo lim f(x) existe.

Tr—a—

(c) Se f é descontinua em q, entdo lim f(z) # lim f(x).
T—a~ z—at

Fix 2.2:
(a) Determine se f esbocada no grafico abaixo é continua ou ndo nos pontos A, B, C, D.
(b) Explique, caso n3o seja continua, qual (quais) condi¢cBes sdo violadas.
(c) Determine os pontos de descontinuidade removivel
Y

A

f f f f x
A B C D
Fix 2.3: Considere as funcées abaixo:
r;, x<U0; r, x<0; 5, x> -2
I =7 ’ Il =7 ’ ) h(z) =< - 7
() () {O; I O RS S (ORI {4; o
Determine se sdo continuas em:  (a) R; (b) (—2,0); (c) [-2,0].

Fix 2.4: Esboce o grafico de uma funcdo continua cujos pontos de descontinuidade ((nicos
pontos onde a funcdo ndo é continua) sdo:  (a) {1,2,3}; (b)) N={1,2,...}.

Fix 2.5: Determine um k € R, se for possivel, de modo que a funcdo seja continua em R.

1 : 1 : 1y . :
@ fo =1 0w = T (g = {x,se“(x)’ 7o
k; x=0; k;  x=0; k; x =0
Fix 2.6:Seja f continua em [1,4] tal que f(1) =2, f(2) =3, f(3) = —1 e f(4) = 2.
Determine se é Verdadeiro (provando a afirmativa) ou Falso (dando contraexemplo):
(a) f ndo tem raiz em [1,2]; (b) f tem pelo menos duas raizes em [1,4];
(c) f tem exatamente uma raiz em [2, 3].

Fix 2.7: Determine se é Verdadeiro (provando a afirmativa) ou Falso (dando contraexemplo):
(a) a funcdo que representa o nimero de habitantes de uma cidade em fun¢do do tempo
é continua em todos os pontos;
(b) a fungdo que representa a altura de uma pessoa em fun¢do do tempo é continua em
todos os pontos;

Fix 2.8:Estude o Teorema da pj0] (TVI) e determine se é Verdadeiro (provando a
afirmativa) ou Falso (dando contraexemplo):

(a) Se f é continua com f(0) > 0e f(1) > 0, entdo f(z) > 0 para todo x € [0, 1].

(b) Se ¢g(1) < 0 < g(2), entdo g possui raiz em [1,2].

(c) Se h é continua e h(2) < k < h(4), entdo existe ¢ € (2,4) tal que h(c) = k.

(d) Se j é continua e k < j(2) < j(4), entdo ndo existe ¢ € (2,4) tal que h(c) = k.
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Fix 2.9: Estude o Teorema [2.9 da p[50| (TVI). Considere f : [-3,—1] — R continua com
f(=3) =5e f(—1) = 2. Determine se é Verdadeiro ou corrija:

(a) Se K € [—3,—1], entdo existe ¢ € [2,5] tal que f(c) = K.
(b) Se K € [3,4], entdo existe ¢ € [—3, —1] tal que f(c) = K.
(c) Se K € [0, 3], entdo existe ¢ € [-3, —1] tal que f(c) = K.
Fix 2.10: Estude o Lema [2.3da p[48|e o Teorema 2.4 da p/48] Supondo que f é continua,
5 3
prove, fazendo referéncia somente ao Lema 2.3/ e o Teorema 2.4, que h(z) = [J;(f)i é
T

continua.

2.5.2 Problemas

Prob 2.1: Determine o conjunto dos pontos de descontinuidade (pontos onde a funcdo n3o

1
— xF#km kel 1
é continua) de:  (a) f(z) = { sen(w) b) g(z) = ———;
) (@) () 1; z =k (b) () 2 + cos(x)
. r, xe€@Q
(c) hz) = & — [x] (d) j (=) {I3; Ty
lz+2|; =<0
Prob 2.2: Determine se f(z) =} 3; x = 0; é continua e calcule lim f(x).

T——00

3—x; x>0.

Prob 2.3:

(a) Seja f(z) = x* — 223 + 2% + Tsen(z). Mostre que existe a € R tal que f(a) = 10.

(b) Mostre que existe pelo menos um b > 0 tal que log(b) = e°.
(c) Con5|dere f continua em [0,1] com 0 < f(x) < 1. Mostre que existe ¢ € [0, 1] tal
que f(c) =

(d) Suponha que f é continua em [0,2] com f(1) = —3 e f(x) # 0 para todo z € [0, 2].
Prove que f(z) < 0 para todo x € [0,2].

Prob 2.4: Determine a € R, se for possivel, de modo que a funcdo seja continua em R.

(r —2)%(z +a) v 42 20 +5 sex < —1,
(@) flz)=¢q 22—4x+4 " (b) f(x)=<¢a se x = —1,
7 T =2 12 -3 sex>—1.
T
Tzl =1 sen (4 x ;
@ =70 s { A
RV sen(6x) 0:
(e) f(z) = { o Zg (f) f(z) = < sen(8z)’ T 7 .
@ L= a; xz =0.

Prob 2.5: Determine a,b € R, se for possivel, de modo que f seja continua em R.

f) = {cw:+b; o] < 2;.

v —1f; [z >2

Prob 2.6:Suponha que f : R — R & continua e f(z) € Q para todo = € R. Prove que
f(z) & constante para todo x € R.
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2.5.3 Extras
Ext 2.1: Determine o conjunto dos pontos de descontinuidade (Gnicos pontos onde a funcdo
]'7 e 7
ndo é continua) de f(x) = veQ
1+ [z, z¢Q.
Ext 2.2: Determine a € R, se for possivel, de modo que a funcdo seja continua em R.
2% — 42 + 51 — 2 22 4+2 sex <0,
se x # 1,
(a) f(x) = 23— 222+ (b) f(z)=<a se x =0,
a sex = 1. vr+4 sex>0.

et/ 1 <0
a; x> 0.

x3+1‘
© f@) =4 z=1 71 (d)f<x>:{

a; r=1
2c+a; x<1;
2?fa; T >1

axr; x<0;
1; x> 0;

(¢) f(z) = { (f) flz)= {

Ext 2.3: Determine se é Verdadeiro (provando a afirmativa) ou Falso (dando contraexemplo):
(a) se f é continua com f(0) =2 e f(3) =5, entdo f(x) > 0 para todo x € [0, 3].
(b) se g é continua com ¢(1) = ¢(3) = —10 e ¢g(2) = 10, entdo g possui exatamente
duas raizes no intervalo [1, 3];
Ext 2.4: (Aplicacdo do TVI)
(a) Mostre que existe pelo menos um x, € R tal que z¢ + 2sen(zg) = 1.
(b) Mostre que todo polindmio de grau impar possui pelo menos uma raiz.
(c) Mostre que a equacdo sen(msen(z)) = sen(z) possui pelo menos uma solugdo em
[7/6,7/2].
(d) Considere h(x) = sen(z) + 1 — 2|z|. Prove que existem z,z; € R distintos tais
que h(zg) = h(z1) = 0.

Ext 2.5: Determine a,b € R, se for possivel, de modo que f seja continua em R.

—2x; x> 4;
fl)=<ar+b 1<ux<4;
x; rz <1.

Ext 2.6: Prove que:  (a) senh(a + b) = senh a cosh b + senh b cosh q;
(b) cosh?(x) — senh®(z) = 1;  (c) cosh(a + b) = cosha cosh b + senh a senh b.

2.5.4 Desafios

Des 2.1: Um montanhista inicia a subida do Pico das Agulhas Negras do abrigo Reboucas
as 8h da manh3 e atinge o pico as 15h deste dia. Ele dorme no pico e retorna na manh3
seguinte as 8h, chegando de volta ao abrigo Reboucas as 15h do mesmo dia.

Mostre que ele passou por um ponto do percurso na mesma hora (em dias distintos)
durante a subida e durante a descida.

Des 2.2: Esboce o grafico e determine os pontos de descontinuidade de:

(a) f(z) igual ao segundo digito da expansdo decimal de x.

(b) f(z) =0sexz € R—Q, f(p/q) = 1/q se p/q é fragdo irredutivel com ¢ > 0 e
f(0) = 0; Dica: esboce o grafico para ¢ =2,3,...

(c) f(x) igual ao nimero de 7's da expansdo decimal de x se este nimero é finito e zero
caso contrario.
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(d) f(z) = 0 se 1 ndo aparece na expansdo decimal de z e f(xz) = n se 1 aparece na
enésima posicio.
Des 2.3: Encontre uma funcdo f que seja descontinua nos seguintes pontos, mas continua
em todos os outros:  (a) 1,3,3,%,..; (b) 0,1,3,5,%, ..
Des 2.4: Suponha que i;rr% logz = 0. Prove que log(z) é continua para = > 0.
Des 2.5: Prove (veja outra prova no Desafio[3.7]da p[90)), utilizando as séries da exponencial

(p. e do seno e cosseno (p., a relacdo de Euler: | € = cosf + isen 0.‘

Des 2.6: Utilizando a relagdo de Euler ¢ = cosf + isenf e a definicdo de senh e cosh
dadas na p[56] prove que:  senh(iz) = isen(z) e cosh(iz) = cos(z).
Tome x = if e prove que  cos(if) = cosh(f) e sen(if) = isenh(h).

Des 2.7: Dizemos que J & um intervalo em R se J é igual a [a, b] ou (¢, d) ou [a,d) ou (c, ]
coma,beRec,deRU{—o0,00}.

Prove que se f & continua em um intervalo I entdo a imagem f(I) & um intervalo.
Dizemos que funcdo continua leva intervalo em intervalo.

Des 2.8: Adapte a Defini¢do [2.16| da p. de lim f(z) = L e defina:
Tr—cC
(a) lim f(z)=—o00; (b) lim f(x)=o00; (c) lim f(x)=L.
T—C — =00 T—CcT

T

Des 2.9: Prove pela defini¢do (ver exercicio anterior):
222 4 1

(@) (2" o+ 1) =28~ b (b) Jun S =2 (@) g =0

Des 2.10: Prove pela definicdo que lim(f(z)-g(z)) = lim f(x)-lim g(z) (limite do produto
Tr—cC Tr—cC T—cC

é igual ao produto dos limites); (Teorema [L.6] da p[12)

Dica: f(2)g(x) — LM — g(a)(f(x) — L) + L(g(x) — M).
Des 2.11: Prove, utilizando a Definicdo da p[59} que se f e g sdo continuas, entdo f+g
é continua (Teorema [2.4] da p[48)).
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Capitulo 3
Derivada

Objetivos: Introduzir o conceito de derivada, relacionando-o com sua interpretacdo geo-
métrica e Fisica. A primeira aplicacdo, intimamente ligada a definicdo, é determinar reta
tangente ao grafico. Apresentar diversas notacdes utilizadas para derivadas.

Calcular a derivada pela definicdo para algumas funcdes, incluindo as trigonométricas,
exponencial e logaritmo (utilizando os limites fundamentais). Apresentar propriedades basicas
(derivada da soma, produto, divisdo) e avancadas (derivada da composta).

Apresentar a derivada da funcdo inversa e da funcio definida implicitamente como aplica-
¢Bes da derivada da composta.

Apresentar o Teorema do Valor Médio (TVM), um resultado importante do Calculo, com
aplicacdo na determinacdo de regides de crescimento e decrescimento da funcio.

3.1 Definicao de Derivada

Pré-Calculo: Rever equacdo da reta na forma y = maz+b e naforma y—yo = m(z—x).
Qual o significado geométrico de m, zy e yo?

Resposta: O coeficiente m é o chamado coeficiente angular, pois m = tan#, onde 6 é o
angulo que a reta forma com o eixo x. Assim m > 0 implica que a fun¢do f(z) = mz +b
é crescente; m < 0 que f & decrescente e se m = 0 f é constante. Os coeficientes x, 3o
representam o ponto (xg, o) onde a reta passa.

Assim, sabendo o coeficiente angular (m) e um ponto (xg, yo) onde a reta passa obtemos
a equacdo da reta.

Definicdo 3.1 Dada uma funco f definida préxima de um ponto a, definimos a sua derivada
fla+h) — f(a)

h . Dizemos que [ é derivavel ou diferenciavel em a.

em a por f'(a) = }111_%
Lema 3.2 f/(a) = lim 28 =/(@)
r—ra :L' — a

Prova: Mude variaveis para x = a + h. [ ]

65
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Observacdo 3.1 Se y = f(x), podemos ver este limite como uma taxa de variagdo:

. Yy . .
a) = lim ——, a variacao ae Sopre a variacao de x.
/ ] cio de y sob cdo d
Az—0 Az

A ideia de taxa de variacdo de uma funcdo é importante. A derivada provém da ideia de passar
de taxa de variacdo média para variacdo instantdnea. Conforme mostra quadro abaixo, esta
passagem pode ser interpretada com Geometria ou com Fisica.

f(z) — f(a)
— f'(a)
T —a
Matematica taxa média de variacdo de f taxa instantanea
Fisica velocidade média velocidade instantanea

Geometria  coef. angular reta secante  coef. angular reta tangente

Visdo Analitica: Partindo da definicdo basica, podemos derivar diversas funcdes.

Lema 3.3 A derivada de f(x) = C é zero e derivada de f(z) = x é 1.

. ey fEt ) —f@) €= C 0
Pro: Sef =0 M =T T S
, L z+h)— flz a:+h—a:_ L B

Se fw)=w fla) =iy T iy T ==L

Exemplo 3.1 Calcule pela definicdo a derivada de:  (a) f(z) = 22, (b) g(x) = x3.
Solucido: (a) Como (x + h)? — 2% = 2hx + h?,

flx+h)— f(z) (x+h)>—2° _ 2hx + h?

=2x+h (para h #0).

h h h
Assim f'(z) = lim fleth) = flz) lim (22 + h) = 2z
 h—0 h 0 -

(b) Como (z + h)? — a® = 3ha® + 3zh? + h3,

gl+h)—g(x) (x+h)>—a® 3ha?+3zh>+h?

h h h
)_

h
Assim ¢'(z) = lim flo+ /() = lim (32 + 3xh + h?) = 32°. u
h—0 h h—0

= 32° + 3zh +h* (para h #0).

Exemplo 3.2 Calcule pela definicdo a derivada de:  (a) f(x) = i (b) g(x) = /x.

< . 1 1 ax—(@+h)  —h
S(()|U(;30)- (a)(c;)mo flx+h)— flz)= x—i—h_x(_ a:()x—i—h() | - z(z+h)’
flx+h)— f(x) ey fle+h) = flx) -1 —1
A B S ey R
(b) Racionalizando g(z + h) — g(z) = V& + h — \/x obtemos
@rh—o b gt h) - fla) 1
Veth+yve Vothtvz o h Vath+/a
Assim ¢'(z) = }llrn glo+h) = 9x) li = ! n

-0 h :hg%\/m—|—\/5:2\/§.
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Exemplo 3.3 Calcule pela definicdo f'(0) e ¢'(0) se:  (a) f(z) =|z|; (b) g(x) = V.
FO+h) = £(0) _ [0+ —J0] _[h]

P
= lim 5 que ndo existe pois os limites laterais diferem

Solucdo: (a) Note que

h
f(O+h) — (0)

Mas f’(0) = lim

h—0 h h—0
(veja o grafico de m = ﬁ na p.H). Assim a derivada ndo existe em = = 0.
x x
g(0+n)—g(0) VO+h-v0 Vh VYV 1

Assim ¢'(0) =

(b) Note que

L g(0+h) = g(0)
h—0 h h—0 /]2

h h h e R
m

= 00. Como o limite ndo é finito, a derivada n3o existe. m

Observacio 3.2 A auséncia de derivada no zero de y = |x| pode ser vista geometrica-

mente no grafico abaixo: o grafico possui um “bico” em x = 0, o que impede a existéncia

de uma tangente bem definida neste ponto. Representamos no grafico em cinza diversas
ossiveis ‘tangentes”.

Y

A

@)servagﬁo 3.3 Jd no caso de y = /x podemos ver que o limite das retas tangente ao

grafico no zero coincide com o eixo y. O coeficiente angular da reta tangente converge

para oo quando x — 0. Marcamos no gréafico as retas tangentes ao grafico em dois pontos

proximos do zero. Observe que o gréfico de y = /x pode ser obtido partindo do gréafico
ey = a3

Como a existéncia de derivada em um ponto impede o surgimento de “bicos”, dizemos que
uma funcdo derivavel é suave.

) 2 e )
Exemplo 3.4 Considere f(x) = {O; rdQ Calcule f'(0).
Solucdo: Como f(0) =0, f'(0) = }ILIH%) SO0+ h})L —JO0) }ILIH(I) @ Agora f(h) = 0 ou

f(h) = h?, dependendo se h € Q ou ndo. Nos dois casos, |f(h)| < h?. Assim, usando a
continuidade da funcdo médulo,

f(h)

2
lim —' = lim

|£/(0)] = @' < lim |—| = lim || = 0.

h—0 h—0 ~ h—0 h—0

Portanto, 0 < |f'(0)| <0, ou seja, |f'(0)| =0 e portanto f'(0) = 0. n
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Visdo Fisica: Se f(t) é a posi¢do de um objeto em fun¢do do tempo, f/(¢) é sua veloci-

dade.

Exemplo 3.5 A posicdo S em metros de um barco em funcdo do tempo t em segundos é
dada por S(t) =/t parat > 0. Determine sua velocidade em m/s no instante t = 9.

Solucdo: Pelo exemplo acima sabemos que S'(t) = ﬁ Logo S'(9) = ﬁg = 1/6. Assim

sua velocidade é 1/6 m/s. u

Visdo Geométrica: O coeficiente angular da reta tangente ao grafico de y = f(z) no
ponto (z, f(x)) & igual a f'(x). Em particular a reta tangente no ponto (a, f(a)) &
horizontal se f'(a) = 0; crescente se f'(a) > 0; decrescente se f'(a) < 0.

Exemplo 3.6 Considere o grafico dey = g(x) na figura abaixo. Determine se é zero, positivo

ou negativo:  (a) ¢'(2);  (b)g'(5); () g'(6);  (d)g(8)

Y
| g(x)
e R B
- 2 456 8
Solucdo: (a) positivo; (b) negativo; (c) zero; (d) positivo. n

Exemplo 3.7 Ainda utilizando o grafico do exemplo anterior, esboce o gréfico de y = ¢'(z).
Comece pelos pontos onde a derivada é zero.

Solucdo: E derivada é zero em z = 4 e x = 6; & positiva para © < 4 e > 6; é negativa
para 4 < x < 6. Baseado nestas informacdes esbocamos o grafico de ¢'(z).

Y

A
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ﬂ)servagéo 3.4 Outras Notacées para Derivada. Se y = f(x), Newtorﬂintroduzm
d

a notacdo v (ponto por cima do y) para derivada. Leibniz*lntroduziu a notacdo S due
T

ndo é um quociente (mas sera utilizado nos capitulos de integracdo como se fosse) e é
sugestivo de taxa de variacdo instantdnea, como o limite de taxa de variacdo média:

df . Af
— = lim —

dr  Az=0 Az’

Qual notacdo é melhor? Isto foi motivo para a chamada ‘guerra do Cal-
culo” — consulte livros de Histéria da Matematica como [Bo] ou a wikipedia
Leibniz-Newton_calculus_controversy. Na parte de derivada utilizamos a notacdo

: g e 4 :
mais compacta f'. No Capitulo de Integral sera atil utilizar d_f Além destas, existem
x

outras nota¢des utilizadas. Dado y = f(x),

df dy d
=T =y == f=Df=D.s
dz dz

/ - dx

d . . .
Os simbolos D e — s3o chamados de operadores diferenciais. Se T é o espaco das

x
funcées derivaveis, podemos vé-los como funcbes nestes espacos: D : T — I, pois associa

1
da fun¢a derivada. P I =—eg=D ta =——.
Ea a funcdo sua derivada. Por exemplo, se f(x) —eyg f, entdo g(x) p J

Derivada segunda e de ordem superior. Definimos f” = (f’)’. De forma indutiva
podemos definir a derivada de ordem n € N qualquer. Existem vérias notacdes para
derivadas de ordem superior:

d*f _arf

f”:@ = D*f,  f™ = o =D"f paran €N,

Fisica: Se f(t) representa a posicdo em funcdo do tempo, f' é a velocidade e f” a
aceleracio.

Geometria: Veremos (esboco de grafico no Capitulo de Aplicacdes da Derivada) que f”
indica a concavidade do grafico: para cima ou para baixo (pense em y = 2% e y = —2?).

Equacio da reta tangente. Como o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de
y = f(x) no ponto (zy, f(xo)) & f'(xg) = m, a equagdo da reta tangente é:

y — f(xo) = f'(wo)(x — x0).

Exemplo 3.8 Determine a equacio da reta tangente ao grafico de:
(a) y = x* no ponto (4,16); (b) y = \/x no ponto onde x = 9.

Solugdo: (a) J& vimos que se f(z) = x? entdo f'(x) = 2x. Portanto a reta tangente é
y—42 = 2-4(x — 4), portanto, y — 16 = 8(x — 4) ou y = 8x — 16 é a reta tangente ao
grafico em (4, 16).

2Sir Isaac Newton: 1643 Woolsthorpe, Inglaterra — 11727 Londres, Inglaterra.
2Gottfried Wilhelm von Leibniz: x1646 Leipzig, Alemanha — 1716 Hannover, Alemanha.
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(b) Ja vimos que se f(z) = /z entdo f'(z) = 5=. Portanto a reta tangente & y — V9 =
1/(2v/9)(x —9), portanto, y —3 = 1/6(x —9) ou yy = /6 +3/2 & a reta tangente ao grafico
em (9,3). |

Exemplo 3.9 Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de y = x® no ponto onde
x = a. Determine todas as tangentes que passam pelo ponto (0, 16).

Solucdo: Ja vimos que se f(z) = x° entdo f'(z) = 322 Logo a reta tangente que passa
em (a,a®) & y — a® = 3a*(x — a). Devemos determinar para quais a € R esta reta passa
em r =0 ey = 16. Substituindo obtemos, 16 — a® = 3a*(0 — a). Simplificando obtemos a
equacdo a® = —8. A (nica solucdo em R & a = —2. Assim a (nica tangente que passa em

(0,16) é y + 8 = 12(x + 2), ou y = 12z + 16. u

Erro Comum: Confundir derivada com reta tangente.

Exemplo: Determine a reta tangente ao grafico de y = 2 no ponto (2,4). Como f'(z) =
2, que é a equacdo de uma reta, responder que a reta tangente é y = 2z (errado). O
correto é y —4 =2-2(x — 2). Assim y = 4z — 4.

Erro Comum: N3o calcular o coeficiente angular no ponto de tangéncia.

Exemplo: Determine a reta tangente ao grafico de f(x) = z® no ponto (1,1). Como

f'(z) = 3x?, responder que a reta tangente é y — 1 = 32%(x — 1) (errado), que nem
sequer &€ uma reta. O correto é y — 1 =3-1%(x — 1) = 3(z — 1).

Terminamos com um resultado que garante que toda funcdo derivavel é continua.

Lema 3.4 (derivada e continuidade) Se f'(a) existe, entdo f é continua em a.

Prova: Divida e multiplique por z — a a expressdo f(a + h) — f(a) e obtenha:

tim (o) ~ 1(0) = tin T )
Assim, lim f(z) = f(a). n

T—ra

3.2 Derivada de Funcdes Transcendentes

Nesta secdo calculamos pela definicdo as derivadas das funcées trigonométricas seno e cosseno,
exponencial e logaritmica. Eles decorrerdo dos limites fundamentais do Teorema da p[35
e Teorema da p[37] Leia Se¢do [2.3]da p[62] para ver como definir estas funcdes.

Lema 3.5
(a) (senzx) = (1308 x; (b) (cosz)' = —senx;
(c) logz)'=—,  (d) () =¢".

Prova: (a) Como sen(z + h) = senz cos h + sen h cos x, obtemos que:

sen(z + h) —sen(x) senxcosh+senhcosx —senx
h a h B
cosh —1 sen h

= senxT + cosx A
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h—1
% = 0 (similar ao Exemplo |1.37| da p. (d))

Assim, fazendo h — 0, gracas ao limite fundamental trigonométrico (Teorema[l.17|da p35),
obtemos que (senz)’ = cosz.

(b) Deixamos para o leitor fazer um mutatis mutandis no item (a) utilizando a identidade
trigonométrica: cos(z + h) = cos z cos h — sen z sen h.

Para (c) e (d) precisamos estabelecer primeiro o limite

Deixamos para o leitor provar que lim
h—0

log(1
lim —og( + 1)

lim 25T = 1. (3.1)

- [ 1’ l 1 h

Pela propriedade do “peteleco” do log, log ((1+ h)'/") = log(1+h)
. - . 1/h .

(Teorema |1.11| da p. e o limite }lgr(l)(l + h)/" existe, pelo Teorema da p. podemos

trocar de ordem log com o limite. Assim, aplicando log no limite fundamental exponencial

(Teorema da p[37)) obtemos que

. Como log é continua

. log(1+h) 1hy _ : 1/n) _ _
}ILIL% — = flllg(l)log (1+h)"") =log (}lllir(l)(l + h) ) = log(e) = 1.
1 h)—1 1 h 1 h
(c) Assim, og( + h) — log() = —log v = —log ( 1+ — | . Passando ao limite
h h x h x

com h — 0, trocando variavel para k = h/x e utilizando a (3.1)):

lim log(z + h) — log(x) — lim log(1+Fk) 1

h—0 h k—0 kx x

(d) Para derivar a exponencial precisamos provar que

~1. (3.2)

Para isto trocamos variavel. Tome h = log(1 +%). Entdo e — 1 = y. Como y — 0 quando

h

-1
h — 0, pela mudanca de variaveis do limite, lime— = lim L.
h=0 h y—0 log(1 + y)

equacdo ([3.1), temos que 1 = lim S Assim, colocando e em evidéncia,
y—0 log(1 + y)

Utilizando a

' ex-i—h — e . eh -1
lim ——— = ¢* lim =
h—0 h h—0

= e”.

As derivadas das outras funcdes trigonométricas como tangente, secante e cossecante
podem ser calculadas com o Teorema [3.6)da pl72] (derivada do quociente) e as derivadas das
funcBes trigonométricas inversas (arco-tangente, arco-seno, etc.) podem ser calculadas com

o Teorema [3.9)da p[78] (derivada da fung&o inversa).
Exemplo 3.10 Determine a derivada de log,, x.

i 1 :
Solucdo: Pelas propriedades do log, log,,x = 08T Assim,
log 10

log)o(x 4+ h) —logyo(z) 1 log(x + h)—log(x)
h ~ log 10 h
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. 1 :
Passado ao limite com h — 0 obtemos que (log,,z) = e 10" Aqui vemos novamente
xlog
porque em calculo é melhor utilizar a base ¢, pois sendo a derivada é mais complicada. |

Porque radianos para medir dngulos?

Porque ¢ como base de logaritmos?

A resposta é que se utilizarmos outra unidade de medida de angulo, a derivada das
funcdes trigonométricas serd mais complicada; se utilizarmos outra base para o loga-
ritmo/exponencial, a derivada sera mais complicada. Nos dois casos surgiria uma constante
(diferente de 1) nas derivadas. Isto tem relacdo direta com o limites fundamentais (Teo-

rema [1.19 da p n e Teorema [1.17] da p[39).

1
Por exemplo, como vimos no exemplo acima, log),(z) = ————. Se o angulo for
medido em graus, podemos expressar sengr(z) = sen(xm/180) — assim por exemplo

sengr(90) = sen(w/Z) =1le cosgr( ) = sen(x7/180). Agora veremos mais adiante que
sengr’(z) = 155 cos(am/180) = 155 cosgr(x), ao invés da relacdo mais simples sen’(z) =
cos(z).

Qualquer civilizacdo do Universo (\“/)apés desenvolver alguma Matematica escolheria o
mesmo. As opcdes de base 10 (nimero de dedos nas m&os dos humanos), graus (dividir o
circulo em 360 graus, invencdo dos babil6nios) sdo escolhas arbitrarias.

3.3 Propriedades Basicas da Derivada

Nesta secdo aprendemos técnicas que permitem calcular a derivada de uma enorme
quantidade de funcdes sem ter que sequer relembrar a definicio de derivada.
Poucos teoremas v3o prover um processo mecanico para derivar funcdes que sdo
formadas a partir de poucas funcdes simples (seno, cosseno, log, raiz quadrada,
potenciacdo) pela adicdo, multiplicagcdo, divisio e composicdo. ([Sp p.144] em
tradugdo livre)

Teorema 3.6 (soma, diferenca, produto, quociente) Suponha que f e g sdo fun¢des
derivaveis e ¢ € R. Ent3o:

(a) (f(x) +cg(x)) = f'(x) + cg'(x) (derivada é operador linear);
(b) (f(z)9(2))" = ; f(x)g(z) + ({)9’(@
() (L;) _ (1’)9(8< )J);ll?)g @) o) £0.

Prova: (a) E consequéncia direta da linearidade do limite dado pelo Teorema da p..
(b) Se m(x) = f(x)g(x), somando e subtraindo f(z + h)g(x),

m(z + h) —m(z) _ f(x+h)g(x+h) — fz+h)g(x)+ flx+h)g(x) — flx)g(x)
h h
— f(x+h)g(x+h})L—g(x) _}_g(x)f(w—l—h})L—f(x)

Passando ao limite h — 0 obtemos o resultado pois f(x + h) — f(x).
(c) Um argumento n&o-rigoroso, supondo que 5 seja derivavel, é definir h = i. Assim
hg = f. Calculando a derivada dois dois lados obtemos por (b): h'g + hg' = f’ Logo,

isolando A’ e substituindo h por f/g: h' = f/_ghgl = f/_];g//g = f/gngg :
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A prova rigorosa comeca calculando a derivada de m(z) = —— pela definicdo:

g(x)
m(x+h)—m(m):{ 11 ]lzg(x)—g(x+h) 1
h gle+h) glx)] h h g9(x)g(x +h)

|
Quando h — 0 o primeiro termo converge para —¢'(z) e segundo termo converge para
1 1" -¢ 1
. Assim, (—) = ‘;] . Como I f - =, usando o item (b) (derivada do produto),
[9(=)P? 9 g g g
-9 _f9—J9
( ) - f/ tf—= 2
9 9
bservacao 3.5 Usando a notacdo de derivada D da Observacdo|3.4 da pl69, o operador
D é linear, isto é, D(f + cg) = Df + cDg para toda funcio f e g e todo ¢ € R.

Observacdo 3.6 A regra mais dificil é do produto e do quociente. Um erro (dificilmente
cometido pelos alunos) e achar que a derivada do produto é o produto das derivadas.

Corolario 3.7 (z™) = ma™ ! para todom € Z .

Prova: Para m = 0 é consequéncia do Teorema da pl66] pois 2° = 1, uma fungio

constante cuja derivada é 0. Param > 0 segue por inducio do Teorema[3.6/da p[72] Suponha,
por hipétese de inducdo, que (2F) = kz*~1. Assim, (2**1) = (x2*) = 2/ 2% + 2 (2F) =
1a* + 2 ka*! = 28 + ka* = (k + 1)2*. Como é verdade para k = 0 e supondo verdadeiro
para k segue que é verdade para k + 1, é verdadeiro para todo k € N.

Para m < 0 basta escrever 2™ = m_lm. Como —m > 0, utilizando a derivada do quociente
e a parte anterior temos que:

( 1 )l — 1/(1.—TTL> - (_m)x_m_l — O + mx_m_l —m—1+4+2m m—1

— = mx = mx

xr—m fom fom

Juntando este Corolario e o Teorema anterior concluimos que podemos derivar:

(a) polindmios pois sabemos derivar soma de funcdes e z™;

(b) funcdes racionais pois sabemos derivar polindmios e quocientes;

(c) combinacdes de somas, produtos e quocientes entre fun¢des polinomiais e funcdes
transcendentes (seno, €osseno, Iog, etc). Por exemplo tangente, secante, cossecante, etc.

Exemplo 3.11 Calcule a derivada de p(x) = —52° + 423 — 72? — 10.
Solucdo: Aplicando a regra da derivada da soma varias vezes seguidas obtemos:

P (z) = (=52°) + (42 — 7T2* — 10)' = (=52") + (42®)' — (72® — 10)' =
= (=52")" + (42*)' — (72%)' — (10)".
Agora usando a propriedade (cg)’ = cg’ se c é constante,
P(x) = =5(z") +4(2%) = 7(2*)" — (10)"
Agora usando a regra (z™)" = maz™"! param € Z,

p(r)=—5-92%+4-32° — 722" — 0 = —452° + 122° — 14x.
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Observaciao 3.7 Com estas regras mais as derivadas das funcées transcendentes (seno,
cosseno, exponencial e logaritmo) podemos derivar um conjunto enorme de funcées. Existe
um algoritmo para calcular a derivada: um computador pode facilmente derivar “qualquer”
uncao.

Exemplo 3.12 Calcule a derivada de:
(a) f(x) = log x tan x; (b) g(x) = z* cosx +

senx
Solucdo: (a) Primeiro calculamos a derivada da tangente utilizando a derivada do quociente:

(tanz) = (Senx)’ _ (senx) cosx —senz(cosx)
cos T (cos )2
coszcost —senz(—senx) cos’x + sen’x 1 2

- (cosx)? - (cos)? - (cosx)? = (seca)”.

Agora usando a regra do produto (log'(z) = 1/xz),

tanx log x

/ . / I __
f'(z) = (logx) tanz + log z(tan z)" = ; (cos)?"

(b) Comece aplicando a regra da soma:

J(x) = <:1?4COSSL’+ r ) :(:c4cos:(:)'—|—( [ > :

senx senx

Agora derive cada termo, usando regra do produto no primeiro e do quociente no segundo:

7 ! -7 /
d(z) = (") cosx + x*(cosz) + (7z) senz - z(sen x) '
sen?

. Tsenx — Txcosw
Termine: ¢'(z) = 423 cosz + ' (—senx) + . n
sen?

Observacdo 3.8 E importante ser sistematico durante a derivacdo, executando poucos
passos de cada vez. Somente com experiéncia podemos fazer diretamente com poucos (ou
nenhum) passo intermediario. Assim aplique uma regra de cada vez.

B log =
~ Ber 4 2senz’
Soluco: o) = (log z)'(5¢® + 2senz) — log x(5e” + 2sen )’ _
(5e* 4 2sen x)?
~ (1/z)(5e” + 2senzx) — log x((5¢”)" + (2senzx)’)
(be* 4+ 2senx)?
(1/x)(5e* 4+ 2senx) — log x(5e* + 2 cos x)

(5e* + 2sen x)?

Exemplo 3.13 Calcule a derivada de f(x)

Exemplo 3.14 Determine todas as retas tangentes ao grafico de y = 1 — 2 que passam
pelo ponto (0,4).
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Solucdo: Primeiro podemos ver geometricamente (ver grafico abaixo) que sdo duas solugdes.

Como y' = —2z, a reta tangente no ponto (a,1—a?) éy— (1 —a?) = —2a(z —a). Esta
reta vai passar no ponto (z,y) = (0,4) se 4 — (1 —a?) = —2a(0 —a), isto &, se 3+a”® = 2a?,
ou se a> = 3. Isto vai ocorrer para @ = £v/3. Como 1 — (£v3)? = 1 -3 = -2, as
retas passam nos pontos do grafico (v/3,—2) e (—v/3,—2). Assim as retas tangentes sdo
y—(—2) = —2v3(x —/3) e y — (=2) = 2v/3(z + v/3). Simplificando obtemos que as duas
retas tangentes ao grafico sio: y = 4 4+ 2/3z. |

Y

Y
S

N

3.4 Derivada da Composta

Pré-Calculo: Saber fazer composicdo de fungBes. Exemplo: se f(z) =4z +2 e g(y) =
sen(y + 1), caleule f(g(y)) e g(f(x)).

Teorema 3.8 (Derivada da composta (cadeia)) Considere f e g derivaveis. Entdo

[f(g(x)) = f'(9(x)) - ¢ ().

Prova: Um argumento ndo-rigoroso (supondo g ndo-constante préximo de z) é, dividindo
e multiplicando por g(z + h) — g(x),

flgle+h) — flg(x)) _ flgle+h) — flg(x)) g(z+h)—g(x)
h glx+h) —g(x) h )

Agora quando h — 0 o segundo termo converge para ¢'(z) por definicdo. Para calcular o
primeiro, troque variavel para y = g(x + h). Quando h — 0, y — g(z). Assim, definindo
a=g(x),

flg(z +h)) — flg(x))

lim = lim =
=0 g(z+h)—g(x) y=9(@) Yy —g(z) y—a Y —a

Erro Comum: Este é a regra de derivacdo mais dificil de todas. Necessario praticar
bastante, pois & um ponto de dificuldade para os alunos.

Exemplo 3.15 Calcule as derivadas de:
(a) f(z) =sen(4z® —4); (b) g(z) = [log(sen(z®) +2)]7;  (c) h(x) = e'0sen@)+7e?,
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Solugdo: (a) f/(z) = sen’(4x° — 4)(4x® — 4)" = cos(42® — 4)(20z4).

(b) ¢'(x) = 7[log(sen(z”) + 2)]°[log(sen(z”) + 2)]" =
= Tllog(sen(a”) + 2)]°log'(sen(z”) + 2)(sen(a”) +2)" =
7

[log(sen(z”) + 2)]° sen’(2°)(2°) =

sen(z®) + 2

= 7[log(sen(z”) + 2)]° cos(2”)5xt =

sen(z®) + 2
_ 352 [log(sen(z°) + 2)]° cos(z?)
sen(z?) + 2 '

(c) Utilizando exp(x) = e” para facilitar o entendimento da aplicacdo das regras,

W (z) = exp/(10sen(2®) + 72%)(10sen(z?) + 722’
= exp(10sen(z?) + 72%)(10sen’(2%)(2*) + (72%)) =
= exp(10sen(z®) + 72?)(10 cos(z?) (32?) + 147) =
= exp(10sen(z?®) + 72?) (3022 cos(z®) + 14x).

@)servagéo 3.9 Como definir a*? \
Por exemplo, 10™ ¢é igual a 10 multiplicado por ele mesmo quantas vezes?

Um caminho é definir primeiro 10°/9 com p,q € N como no ensino médio (ver [Sp, p.283]
para 6tima explicacdo): 10P/% = \/10P. Para um irracional qualquer como m, definimos
truncando a expansido decimal e passando ao limite. Assim, 10™ ~ 103 = 'V/103!4 ou
10™ ~ 1031415 = '%9/1031415 etc. Desta forma, tomando mais casas decimais, podemos
aproximar o valor com qualquer grau de precisdo que se queira. O mesmo vale para
um nimero real (positivo) qualquer. Outro exemplo: como /2 = 1.41421 ..., podemos
aproximar 2V? ~ 2141421 — 2166000 — (1000%/2) 141421

Mas existe um caminho direto utilizando a exponencial e*. Como €' = 10, utili-

zando propriedades do expoente, 10 = (e'°210)® = 210810 De forma geral, definimos
K a® = €18 para todox € R e a > 0. J

Exemplo 3.16 Calcule a derivada de:
(a) f(x) =a" (x>0)  (b)g(x)=a" (a>0);  (c)h(x)=2" (x>0)
Solugdo: (a) Como z = el&7, f/(z) = (a7) = (e"ose) = griogal — T2
r T
(b) Como a = €8 (porque?), g(z) = a® = (%82 = ¢e2lo8e Assim, ¢'(z) =
e?18%(zloga)’ = e*!°¢%og a = a®log a. Aqui vemos novamente porque em calculo é melhor
utilizar a base e, pois ¢’ = g se, e somente se, loga = 1 se, e somente se, a = €.
(c) Como x = €l°8®, h'(x) = (%) = (e*!°8) = (e*1°8)(1 + logx) = 2%(1 + logx). m

r—1

=71z

Pelo exemplo anterior item (a), (z") = ra" 1.
i TN ()TN 1 -1 1, -8 1
Assim sabemos calcular por exemplo (/z) = (z'/7) = LT =TT = T
7 )

Ou entdo ( Vab)' = (2°/12) = f’—zx%” = Srt=

Exemplo 3.17 Calcule a derivada de:  (a) h(z) = |2* —9|; (b) m(z) = log(|z]).
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Solugdo: (a) Por definicdo h(z) = 2> — 9 quando |z| > 3 e h(z) = —(2* —9) = 9 — 2?
quando |z| < 3. Assim, h/(z) = 2x quando |z| > 3 e h/(z) = —2x quando |z| < 3. Note
(sabe explicar geometricamente porque?) que f'(3) e f'(—3) ndo existem.

(b) Por definicdo m(x) = log(z) para x > 0 e m(x) = log(—z) para z < 0. Assim

m/(z) = 1/z paraz > 0 e m'(z) =log'(—z) - (—x) = — - (—1) = = para z < 0. Assim,
—x T
) 1
para todo = # 0 (onde log(|z|) ndo esta definida de qualquer jeito) m/(z) = —. Ou seja,
x

m'(x) = (log(|x])) = % para todo x # 0. n

Exemplo 3.18 Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de y(x) = sen(log(z*+7))
no ponto (1,sen(log(8))).

Solucdo: Como y/(z) = cos(log(z? + 7)) 2z, a equagdo da reta tangente é:

2+ 7
cos(log(8))
4

cos(log(8))
4

Pré-Calculo: Coeficientes Angulares e Retas Perpendiculares entre si

Se m é o coeficiente angular da reta r e n o coeficiente angular de uma reta perpendicular

ar, entdom=—1/n.

y — sen(log(8)) = cos(log(1% + 7)) 2-1(z—1)= (x —1).

1
1247

Rearrumando, a equacdo da reta tangente é: y = sen(log(8)) + (x —1). n

Exemplo 3.19 Determine a equacdo da reta perpendicular ao grafico de y = log(tan ) no
ponto (m/4,0).

Solugdo: Como y' = sec?(x)/tan(x) e y'(7/4) = 2, o coeficiente da reta tangente é 2 e,
portanto, da reta perpendicular € —1/2. Logo a equacdo da reta perpendicular é y — 0 =
—1/2(x — 7/4). u

Quadro de derivadas basicas.
flz)  fl(=
x ra’ !
e’ e*
1
log(|x —
sal) -
sen x COS T
COST —sSenz
tanx sec? x

3.5 Derivada da Inversa

Aprenderemos como calcular a derivada da inversa de uma funcdo, em particular da inversa
das trigonométricas, cuja a mais importante é o arctan.
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Pré-Calculo: O que é inversa de uma funcio?

Cuidado com a confusdo usual entre a inversa e a funcdo "1/sobre"!
1

sen(z)’

: 1 :
A inversa de z°% & \/z # ot A inversa de sen(x) é arcsen(x) #

1
A inversa de e” é log(x) # — = e~ ™.
ex

Obtemos o grafico da funcdo inversa refletindo o grafico da fun¢do em torno de y = .
Faca isto para os pares: z° e \/z, 2% e J/x, €* elog(z), cos(x) e arccos(x). Utilize um
software para ajuda-lo nesta tarefa.

Pré-Calculo: Quando uma funcio possui inversa?

Quando ¢ injetiva (Definicdo da pJ83)), que pode ser verificado pelo

Teste da reta horizontal: toda reta horizontal intercepta o grafico da funcdo em no
maximo 1 ponto (0 ou 1 ponto).

Teorema 3.9 (da funcao inversa) Se uma funcdo [ é derivivel e possui inversa perto

de x¢ (numa vizinhanca de xy, veja Definicdo da p[d), com inversa continua perto de

vo = f(wo) e f'(wo) # 0, entdo a funcdo inversa f~' é derivdvel emyy = f(xo) e (f 1) (yo) =
1

F'(F (o))

Prova: Apresentamos inicialmente um argumento ndo-rigoroso, supondo que a inversa é

derivavel. Como f possui inversa, podemos escrever que f~(f(z)) = x. Derive os dois lados

usando a regra da composta do lado esquerdo. Obtemos que: (f~!)'(f(z))- f'(z) = 1. Logo,
1

definindo y = (), temos que & = [~(y). Portanto, () (4) = 5 = s

Para argumento rigoroso, veja prova em [NC] capitulo 8 ou [Sp, p.208] ou [Zo]. As ideias
sdo que f(x) — f(zo) € f~ (y) — f~(yo) sdo # 0 (sendo f ou f~! ndo seriam injetivas).
Usando a mudanca de variaveis no limite do Lema da p[35] obtemos que:

N (O e 7
Ty Ty ) = (e

T — X9

Agora supondo que f é derivavel em xy com f’(zg) # 0 obtemos o resultado. ]

Exemplo 3.20 Calcule a derivada de:  (a) g(y) = arctany; (b) f(y) = arcseny.
Solucdo: (a) A fungdo tan possui inversa em (—7/2,7/2). Ja vimos no Exemplo [3.3] da

1
p. que (tanz)' = ——. Logo (tanz)’ # 0 para todo = € (—7/2,7/2). Pelo Teorema
S

da Funcdo Inversa (Teorema[3.9 da pJ78)) a funcdo arctan & derivavel em R. Calculamos sua
derivada derivando os dois lados de arctan(tanz) = x e utilizando a regra da composta:

1

cos?

arctan’(tan z) - (tanx) = 1 = arctan’(tan z) -

Dividindo a identidade trigonométrica fundamental sen? z + cos?x = 1 por cos? z obtemos

que tan?zr+1 = . Logo, 1 = arctan’(tan ) - (tan? z +1). Fazendo y = tan z obtemos

que arctan’(y) =
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(b) A funcdo sen possui inversa em (—7/2,7/2). Como (senz)’ = cos(z) # 0 para todo
x € (—n/2,7/2), pelo Teorema da Funcdo Inversa (Teorema [3.9) da p[78]) a fun¢do arcsen
é derivavel em (—1,1). Calculamos sua derivada derivando os dois lados de arcsen(senx) =

x e utilizando a regra da cadeia: arcsen’(senz) - (senz)’ = 1 = arcsen’(senx) - cosz.

Da identidade trigonométrica fundamental cosz = /1 —sen?z. Logo, fazendo y = senz
1

obtemos que arcsen’(y) = —— n

Vi

bservacdo 3.10 Refazemos a derivada do arctan do exemplo com a notacdo de Leibniz.

d 1 d
Se y = tan(z), ﬁ = o2 () Como x = arctan(y), queremos arctan’(y) = d—i Assim,
d dy\ ™ d 1 d 1 1
(). como Y = S cos?(z) = — = .
Y dx dx  cos?(x)" dy tan®(x) +1  y2+1

Exemplo 3.21 Utilize o fato que log é a funcdo inversa de exp para deduzir a derivada de:

(a) logy assumindo que () = e*; (b) €Y assumindo que (logz) = —.
T

Solug3do: (a) Derivando a identidade log(e®) = z, log'(e”) - (e*) = log'(e*) - ” = 1. Logo,

1 1
log’(e*) = —. Fazendo y = e® obtemos que log'(y) = —.
er Y
. . d
Refazendo com a notacdo de Leibniz: y = ¢ e x = logy. Assim d_y = e”. Logo
x
dz 1 1
l ! = — = — = —,
og'(y) W ey
(b) Utilizamos a notacdo exp(z) = e®. Derivando a identidade exp(log z) = z, exp’(log x)-
(logz) = exp'(logx) - — = 1. Logo, exp’(logx) = x. Fazendo y = logz, temos que eV =z
e obtemos que (e¥) = exp’(y) = = = €v.
d
Refazendo com a notaco de Leibniz: y = logz e x = e¥ = exp(y). Assim d_y = —.
r
d
Logo exp’(y) = d_i =x=e". n

Exemplo 3.22 Considere f(x) = 2° — 22® 4+ T2* + 4. Como f(1) = 10, calcule ¢'(10).
Solugdo: Como f'(z) = 5zt — 6% + 14z, f'(1) = 13. Como f(1) = 10, g(10) = 1. Pelo
1

1)

1

Teorema da Funcdo Inversa g é derivavel e ¢'(10) = = =—.
’ f'(g(10)) /(1) 13

Outro modo de calcular a derivada é o seguinte. Como g(f(z)) = =, derivando os dois
1
lados, ¢'((x)) - /'(x) = 1. Logo, ¢/(F(1)) - /(1) = 1 = ¢(10) - 13. Logo ¢/(10) = ==
Ainda outro modo & usando a notacdo de Leibniz. Seja y = f(x) = 5a* — 622 + 14x.
dy

f dy dx 1

—= = 20z% — 12z + 14. (@) === ¢ =y =-— = :

e Oz x4+ Como f'(x) R (y) = (f1)(v) dy — 2023 — 127 + 14
1 1

Quando y = 10,z ssim g'(10) = S 111 13

Observacao 3.11 (inversa: visdo geomeétrica) Observe que se m é o coeficiente an-

gular da reta tangente ao grafico de y = f(x) no ponto (x¢,yo) € n o coeficiente angular

da reta tangente ao grafico de x = f~!(y) no ponto (yo, z¢) entdo n = 1/m pelo teorema

da funcdo inversa. Isto se deve ao seguinte fato geométrico: se m é coeficiente angular de

uma reta r e se n é o coeficiente angular de uma reta s onde s é a reflexdo de r pela reta
=z entdo n = 1/m. Pense sobre isso. ..
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3.6 «Derivacido Implicita?

Funcdes podem ser definidas implicitamente por meio de equacdes. Um exemplo é a equacdo
22 4+ y? = 1, que define, de forma implicita duas funcdes: y(x) = /1 — 22 (parte de cima
do circulo) e y(x) = —v/1 — 2% (parte de baixo). Um fato notavel é que podemos calcular
a derivada de uma funcdo definida implicitamente sem ter que explicitar a funcdo. Basta
reescrevermos x2 + y(x)? = 1 e derivarmos os dois lados, utilizando a regra da cadeia: 2z +

: x )
2y(z)y'(z) = 0. Assim, y/(z) = @) Calculamos 3" de forma analoga (ver Exemplo|3.25)).
y(x
Por tras deste truque existe o Teorema da Funcio Implicita, que determina condicdes
para uma equacio definir implicitamente uma funcdo e como calcular sua derivada. Este
teorema é deixado para um curso de Calculo avancado. Abordamos o assunto através de

exemplos.

Exemplo 3.23 Considere a funcdo y = f(x) definida implicitamente por y® +y = x. De-
termine onde a derivada é positiva.

Solucdo: Como y(z)® + y(x) = x, derivando implicitamente, 3y?(z)y/'(x) + ¢/(z) = 1.

Assim, y'(z) = . Assim ¢/(z) > 0 para todo =. |

3y*(z) +1

Exemplo 3.24 Determine a reta tangente aos graficos definidos implicitamente por:
(a) z +y = sen(xy) em (0,0) (b) xy + log(xy) =1 em (1,1).

S lucdo: (a) Primeiro reescrevo x + y(x) = sen(zy(z)). Derivando implicitamente, 1 +
7) = cos(wy(2))(y(x) + oy (z)). Assim em (0,0), 1+1/(0) = cos(0)(y(0) +0) = 0. Logo

O) —1. Logo a reta tangente é y — 0 = (—1)(z — 0) = —z ou y = —x.

(b) Primeiro reescrevo xy(x)+log(zy(z)) = 1. Derivando implicitamente, y(x)+xy'(z)+

)

)
y(x) +zy'(x) _ - : y(1) +1y'(1)
W—O.A55|mem(1,1),y(1)+1y(1)+T(1> 0=1+9(1)+1+

y'(1) =242y/(1) = 0. Logo /(1) = —1. Logo a reta tangenteéy—1 = (—1)(z—1) =1—=x
ouy=2—ux. [

Exemplo 3.25 Considerey = f(x) definida implicitamente por x> —xy+y* = 12. Determine
os pontos x onde y'(x) = 0. Calcule y"(x) nestes pontos.

Solucdo: Derivando implicitamente, obtemos 2z — y — 2y’ + 2yy’ = 0. Os pontos onde
y' = 0 vdo satisfazer: y = 2. Substituindo na equacio 2% — 2y +y? = 12 obtemos a equacdo
322 = 12. Portanto, 79 = +2. Assmemaz =2, y=2r =4eemz = —2, y = 2x = —4.
Derivando implicitamente outra vez obtemos: 2—y'—v'—xzy”+2(y')?>+2y'y" = 0. Nos pontos
onde 3’ = 0 simplificamos para: 2 —xy” +2y'y" = 0. Agora em (2,4), 2—2y" +2(4)y"” =0,
e y’(x) = —1/3. De forma analoga, em (-2, —4), y"(x) = 1/3. n

Exemplo 3.26 Determine a reta perpendicular a curva yx® + 2y*> = 10 no ponto (2, 1).

Solucdo: Como y/z? + 3yz? + 4yy’ = 0, substituindo x = 2,y = 1, 8/ + 12 + 4y = 0,
ou y' = —1. Logo o coeficiente angular da reta perpendicular é —1/(—1) = 1. Assim a reta
perpendicular é y — 1 =z — 2. [ ]

LA leitura desta secdo é opcional.
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3.7 Teorema do Valor Médio (TVM): Crescimento e
Decrescimento
Nesta secdo justificamos o tempo que gastamos aprendendo a calcular a derivada

de uma funcdo. Veremos que sabendo somente um pouco sobre f’ (o sinal) nos
diz muito sobre f. [Sp, p.163]

S&o aplicacdes do Teorema do Valor Médio (TVM):

e determinar intervalos onde uma funcio cresce ou decresce;
e determinar intervalos onde uma funcdo é injetiva;

e determinar intervalos onde existe a func3o inversa;

e provar unicidade de solucdo de equacio.

Os resultados desta secdo sdo baseados no seguinte Teorema.

Teorema 3.10 (Rollef)) Se f é continua em [a,b] (com a < b) e derivavel em (a,b) com
f(a) = f(b) =0, entdo existe c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Prova: Vou somente ilustrar o resultado. Considere a funcdo [ representada no grafico
abaixo. Note que f(0) = f(1) = f(2) = f(3) = 0. Assim no intervalo [0, 1] existe um
c tal que f'(c) = 0, isto é, tal que a reta tangente é paralela ao eixo z. O mesmo ocorre
no intervalo [1,2]. Finalmente o Teorema garante a existéncia de pelo menos um ¢, mas
podemos ter mais de um, como no caso da aplicagdo do Teorema em [2, 3], onde temos 3 ¢'s
distintos.

/N

8

O Teorema do Valor Médio (TVM) apresentado como um corolario do Teorema de Rolle,
“é uma das mais importantes ferramentas tedricas do Calculo — provavelmente o resul-
tado mais profundo sobre derivadas.” [Sp p.168] O TVM é a base de métodos numéricos

utilizados nas aplicac®es do Calculo na Engenharia.

3Michel Rolle: 1652 Ambert, Franca — 11719 Paris, Franca.
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Corolario 3.11 (Teorema do Valor Médio (TVM)) Se f é continua em [a, b] (com a <
b) e derivavel em (a,b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que

f() = fa) = f'(c)(b - a).

Prova: Considere a funcdo g definida em [a, b] por

9(z) = f(z) — fla) - ?(SU —a).

A funcdo g(x) representa a distancia vertical entre cada ponto do grafico de y = f(x) e
da reta secante y = f(a) + %(z — a) (vide figura acima que ilustra o TVM). Como
g(a) = g(b) =0, podemos aplicar o Teorema (Rolle) para concluir que existe ¢ € (a, b)

f() — f(a) ooy f() = fla)
b—a =0, fle) = b—a

Observacdo 3.12 A interpretacdo Fisica do TVM é que existe um ponto ¢ € (a,b) tal
que a a velocidade instantdnea em c é igual a velocidade média em |[a, b].

tal que ¢'(¢) = 0. Como ¢'(¢) = f'(c) — u

Definicdo 3.12 (crescente e decrescente) Seja I um intervalo. Dizemos que | é:
(a) crescente em I se para todo x,y € I com x < y, temos que f(x) < f(y);
(b) decrescente em I se para todo x,y € I com x <y, temos que f(z) > f(y).

Observacio 3.13 Poderiamos definir crescente (sem ser estritamente) por: © < y implica
que f(x) < f(y) (permitindo igualdade). Deixamos isto para um curso de Anélise. Neste
livro dizemos que a funcdo é crescente significando estritamente crescente.

Corolario 3.13 (sinal da derivada e crescimento/decrescimento) Seja f uma funcdo
derivavel em um intervalo I. Se, para todo x € I:

(a) f'(x) > 0, entdo f é crescente em I;

(b) f'(x) <0, entdo [ é decrescente em I;

(c) f'(x) =0, entdo f é constante em I.

Prova: (a) Sejama,b € I com a < b. Aplicando o Teorema do Valor Médio a f no intervalo
b) —

w — f'(¢) > 0. Assim f(b) — f(a) > 0,

isto &, f(b) > f(a). Logo f é crescente em I. Deixamos os outros itens para o leitor. n

la, b], obtemos que existe ¢ € (a,b) tal que
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@)servagéo 3.14 A hipétese da derivada ser positiva num intervalo é fundamental pa%
se concluir que a funcdo é crescente neste intervalo. A derivada ser positiva em um ponto
ndo implica que ela é crescente perto do ponto. Um exemplo é a funcdo f representada
no grafico abaixo. Embora f'(0) > 0, a funcdo ndo é crescente perto de zero pois oscila.
A derivada positiva em x = 0 implica somente que f(z) < f(0) < f(y) paraxz <0 < y.
Veja [NC] Capitulo 8 ou [Sp, p.198] para anélise detalhada. Quem quiser ver em programa
gréfico, f(z) = 2x + 3|z|**sen(1/z) + 0.1.
Y

A

/\Ad»/w”
N ‘\/ //

Definicao 3.14 Uma funcdo f : I — R é dita injetiva se para todo x,y € I com © # y

temos que f(z) # f(y).

Pré-Calculo: Aprenda o que é funcdo injetiva em termos:

(a) algébricos: f é injetiva se f(x) = f(y) implica que x = y;

(b) graficos (teste da reta horizontal): f é injetiva se cada reta horizontal (isto é,
paralela ao eixo x) intercepta o grafico de f em no maximo um ponto (0 ou 1 ponto). E
consequéncia do Teste da reta vertical: Um grafico é uma funcdo se cada reta vertical
toca em no maximo 1 ponto.

Lema 3.15 (Relacdo entre Continuidade e Injetividade) Seja f : I — R uma funcdo
continua num intervalo I. Entdo f é injetiva em I se, e somente se, [ é crescente ou

decrescente em 1.

Prova: A prova é delicada. Veja em [NC]. |

Corolario 3.16 (sinal da derivada e injetividade) Seja f : I — R uma funcdo derivavel
num intervalo I. Se f'(x) > 0 ou f'(x) < 0 para todo x € I, entdo f é injetiva em 1.

Prova: Juntando o Corolario da p[82 e o Lema3.15 se f/(z) > 0 ou f'(z) < 0 para

todo x € I a funcdo é injetiva em [ pois sera crescente ou decrescente em 1. [ ]

Exemplo 3.27 Considere o grafico de f' na figura abaixo. Determine onde a funcdo f cresce,
decresce ou é constante. Determine intervalos onde podemos garantir que f é injetiva.
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I L l
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Solucdo: A funcdo f cresce em (—3,—2) e (1,3). A funcdo f decresce em (—1,1). A
funcdo f é constante em (—2,—1). Assim podemos garantir que f & injetiva em (—3, —2),
(—1,1) eem (1,3).

Pelo teste da reta horizontal, a funcdo n&o é injetiva em (1,3) por exemplo. Aplique o
teste da reta horizontal neste grafico. [ ]

Exemplo 3.28 Sabendo que f'(z) = (2?4 3)(a? —9)(x +5), determine onde f é crescente
e decrescente. Determine em quais intervalos f é injetiva.

Solucdo: Temos que fazer a anélise do sinal de f’(z). Fazendo (2% + 3 nio afeta o sinal, e
pode ser ignorado) isto concluimos que:

(@) f'(x) <0sex < —5ou—3<ax<3. Assim f decresce nestes intervalos.

(b) f'(z) >0sex>3o0u—5<x<—3. Assim f cresce nestes intervalos.

A funcdo f sera injetiva, separadamente, em cada intervalo onde ela somente cresce ou
somente decresce. Assim sera injetiva em (—oo, —5), (—5,—3), (—3,3) eem (3,00). m

Exemplo 3.29 Considere a equacdo xe®* = b. Prove que possui solucdo inica para todo

b> —1/e (veja Exemplo[4.7 da p|95).

Solucdo: Se f(x) = ze®, f'(x) = (14 x)e*. Logo f'(x) > 0 para todo z > —1 (porque?).

Por outro lado, lim f(x) = co. Assim, pelo TVI, a imagem do intervalo (—1,00) por f é
Tr—00

(—1/e,00) (porque?). Assim dado b > —1/e existe uma ¢ € (—1,00) tal que f(c) = b, que

é Unica pois f & crescente. ]

Exemplo 3.30 Determine onde f(x) = 2 é crescente/decrescente.

Solugdo: Como f/(r) = 3z* > 0 para todo x # 0, garantimos que f é crescente para
x < 0 e para x > 0. No entanto, pelo TVM ndo sabemos o que ocorre no 0. Assim,
embora f(z) = % seja crescente para todo z € R, o TVM garante apenas nestes intervalos
separadamente. [ ]

Exemplo 3.31 Prove que existe no maximo uma anica funcdo h : R — R derivavel em
todo x € R tal que I/(x) = sen(x* + 4) para todo x € R e h(0) = 1.

Solugdo: Suponha que exista outra ¢ tal que ¢'(z) = sen(z? + 4) e g(0) = 1. Defina
f(x) = g(x)=h(x). Assim f'(z) = ¢'(x) =1 (z) = sen(z?+4) —sen(xz*>+4) = 0. Pelo TVM,
como f'(z) = 0 para todo x € R, f & constante em R. Como f(0) = ¢(0)—h(0) =1—-1 =0,
f(z) = 0 para todo x. Logo g(x) = h(x) para todo = € R, provando que existe uma Gnica
funcdo que resolve este problema. [ ]

bservacdo 3.15 Este resultado é tipico em Matematica: Ndo sabemos qual é a solucio
do problema, isto é, qual funcdo h possui como derivada sen(x® + 4) mas sabemos que a
solucdo é dnica. Provamos a unicidade do problema mas ndo garantimos a existéncia
de solucdo e menos ainda sabemos como exibir uma solucdo. Para isto precisamos aprender
Teoria de Integrac3o.
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Exemplo 3.32 Suponha que os gréficos de y = f(x) e de y = g(x) se interceptam em
x =4 eemx =1T. Suponha que ambas sdo derivaveis, prove que e existe c € (4,7) tal que
os graficos possuem tangentes paralelas em c.

Solugdo: Defina h(z) = f(x) —g(x). Como h(4) = h(7) = 0 (porque?), pelo Lema de Rolle
existe ¢ € (4,7) tal que h'(c) = 0. Logo I (c) = f'(c) — ¢'(c) = 0 e portanto f'(c) = ¢'(c),
ou seja, as retas tangentes sdo paralelas em c. ]

3.8 Exercicios de Derivada

3.8.1 Exercicios de Fixacao

Fix 3.1: Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f(z) no ponto z = —2 sabendo
que f(—=2)=3e f'(-2) =3.
Fix 3.2: Determine se é Verdadeiro ou Falso. Se for falso dé um contraexemplo ou corrija.
(a) Se f & continua em = = 3, entdo f & derivavel em x = 3.
(b) Se f(2) = g(2), entdo f'(2) = ¢'(2).
(c) Se f'(1) > 0, entdo f(1) > 0.
Fix 3.3: Considere o grafico de f abaixo.
(a) se f'(z1) = 2 determine f'(x5) e f'(x3).
(b) Coloque em ordem crescente f'(x2), f'(x4), f'(x5), f'(x6).

Yy
; f(z)
| | — — - T
X To T3 T4 T5 g
Fix 3.4: Dado o grafico de f abaixo, faca o grafico exato de f’.
Y
3
| e
4 12
o f(@)

Fix 3.5:Se f e g sdo funcdes diferenciaveis tais que f(2) = 3, f'(2) = —1, g(2
(

) =
g'(2) = 2, determine o valor de h'(2) se:  (a) h(z) = f(x)g(x); (b) h(x) = g(i))

Fix 3.6: Considere f e g duas funcdes cujos graficos estdo na figura abaixo. As retas que
aparecem sdo tangentes ao grafico. Determine o valor de A/(1) se:
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Fix 3.7:Se um balonista joga um saco de areia de um baldo a 500m de altura ent3o o saco
de areia estara numa altura (em metros) h(t) = 500 — 16t* apés t segundos. Determine:
(a) sua velocidade em t = 2;
(b) em qual instante, com qual velocidade e aceleracdo o saco atingira o solo.

Fix 3.8: Calcule a derivada em relacdo a x das funcdes:

(a) e®log; (b) ;sz (c) cos(z® +1);
(d) €™ + log(m? + 1). (e) log(1 + sen x); ) |z —2};

Fix 3.9: Calcule:  (a) d% (%WT3>; (b) %(3/{2 — k7Y, (c) Cj{_? se u = tlogt;
(d) Z—Z se v =s"; (e) Z—z se y = (v3)7; (f) %(logﬁ).

Fix 3.10: Estude o Teorema do Valor Médio (Corolario da p82) e responda. Suponha
que f é derivavel em R e —4 < f’(x) < 3 para todo = € R. Prove que:

(a) =16 < f(5) — f(1) < 12; (b) —4h < f(h) — f(0) < 3h para todo h > 0.
Fix 3.11:Um objeto cai do alto de um edificio de 100m e atinge o solo em 5 segundos.
Aplique o Teorema do Valor Médio (TVM) e prove que em algum instante o objeto estava
com velocidade (em médulo) igual a 20m/s.
Fix 3.12:Suponha que f”(z) = 0 para todo z € R. Sabendo que f'(—3) =0e f(5) =,
aplique uma consequéncia do Teorema do Valor Médio (TVM) duas vezes para concluir que
f(x) = m para todo z € R.

Fix 3.13: Considere f e g duas funcdes cujos graficos estdo na figura abaixo. As retas que
aparecem s3o tangentes ao grafico.

(a) Se h(z) = f(g(x)), determine h'(2). (b) Se k(y) = g~ '(y), determine £'(3).

Y Y

A A
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Fix 3.14: Considere o grafico abaixo.

)
-
/
Se o grafico representa f(z) determine maiores intervalos (indique no grafico) onde:
(a) [ é positiva e negativa; (b) f é injetiva (possui inversa).
Se o grafico representa f’(z) determine maiores intervalos (indique no grafico) onde:
(c) f é crescente e decrescente; (d) f é injetiva (possui inversa).

. 1
Fix 3.15: Prove que. para a > 0, cos(arcsen(z/a)) = —va? — 22.
a

3.8.2 Problemas
Prob 3.1: Calcule, pela definicdo (utilizando limite), a derivada de:

: @@ =lle-1 @ fE) =l

() fr) =5 (b) fla) =
Prob 3.2: Determine a,b € R se f'(x) existe para todo z e f(z) = {

x?; xr <1

ar+b;, x>1.

Prob 3.3: Suponha que |f(z)| < |z|¥ com k > 1. Calcule pela definicio f'(0).
Dica: Veja o Exemplo 3.4 da pl67]

Prob 3.4:Para cada uma das funcdes abaixo, determine onde possui derivada e calcule a
derivada nestes pontos.
3; T < 2; -
(@) glx) =4q _ (b) flz)=Te* =1 (c) h(zx) =[B —z)(z+1)|.
—4: x> 2
Prob 3.5:Em cada um dos itens abaixo, s(t) representa a posicdo de uma particula se
movendo em linha reta no instante t. Determine:
(i) A velocidade e aceleragdo da particula no instante ¢ = 0.
(ii) Os instantes em que a particula esta parada.
t?—1
(@) s(t) = PR (b) s(t) = sent.
Prob 3.6: Considere a fungdo f(x) = 22® — 222 4+ 5. Determine todos os pontos do grafico
de f nos quais a reta tangente é&:  (a) horizontal;  (b) paralela a reta 2y — 20z — 50 = 0
(c) perpendicular a reta 4y + 22 — 10 = 0.

Prob 3.7: Determine todos os pontos do grafico de y = f(z) = |2* — 1|(z + 1) onde a reta
tangente é paralela ao eixo z

Prob 3.8: Determine condicdes sobre a,b,c € R para que a curva:

(a) y = ax® + bx® + cx + 7 tenha uma dnica reta tangente horizontal;

(b) y = ax?® + bx + c tenha x +y = 1 e y = —1 respectivamente como retas tangentes
nos pontos ;1 = —1 e 9 = 1.
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Prob 3.9: Calcule as derivada (em relacdo a z) das fungdes:
>+ 1 Vo +t

2 _ 300. 7 3 : :
(a) (bx? — 3z +4)°, b) sen ( cos(z?) + 4), (c) p— T (d) o
(e) log(sen(5e?)) - z*; (f) arctan(log(3z2 + 1)); (g) eesend=52)
Prob 3.10: Dado que f(4) =3, f'(4) = —5 e g(x) = 3log(f(x) + ), determine ¢'(4).
Prob 3.11: Considere mq, Ty, K, a,b,c,d € R. Calcule:

() J'(x) se fla) = ( i b) () (0) se (£) = N cos(at).

(
(

cr +d
(c) f/(0) se f(0) = Ksen(af® +b);  (d) f(t) se f(t) = moeTo~V/K;

Prob 3.12: Determine a equacdo da reta tangente e da reta perpendicular ao grafico de:
2

(a) y = senix ) para x = \/7/2; (b) y = e*(=22) no ponto (7, 1).
Prob 3.13: Mostre que:

(a) e* > 1+ x paraxz > 0.

(b) a equacdo 2x® — 1522 + 60x + 4 = 0 possui exatamente uma raiz real.
Prob 3.14: (AplicagBes do Teorema do Valor Médio)

(a) Dois corredores iniciaram a corrida no mesmo instante e terminaram empatados. Prove
que em algum instante durante a corrida ele tém a mesma velocidade.

(b) Considere f diferenciavel com f(0) = 0 e f'(z) < 1 para todo z > 0. Mostre que
f(z) < x para todo = > 0.

W(x) = h(z);
(c) Mostre que existe uma dnica h : R — R diferenciavel tal que: {h((()x))— . (@);
: h
Dica: Suponha que h; e hy sdo solucdes. Defina f(z) = %ﬁ; calcule f'(z) e f(0).
2

(d) Considere f(z) = z%¢® e g(x) = ey/x. Prove que existe um ¢ € (0,1) tal que as
retas tangentes ao grafico de f e de g sdo paralelas em = = c.
(€) Mostre, usando TVM, que sen? z + cos? x = 1.

Prob 3.15: Considere f(x) = 23 +32?—3x+1. Determine onde f & crescente e decrescente.
Determine em quais intervalos f & injetiva.

Prob 3.16:Se f e g sdo fungdes diferenciaveis tais que f'(2) = —1, f(2) =3, g(—1) = 2,
g'(—=1) = 6, determine o valor de #'(2) se:  (a) h(z) = f(g(—x/2)); (b) h(y) =g (y).

Prob 3.17: Sabendo que a equagdo da reta tangente ao grafico de y = f(xz) no ponto (—1, 3)
passa no ponto (0,6), determine (f~')'(3).

3.8.3 Extras
Ext 3.1:Se f e g possuem derivada e sdo tais que: f(2) = 3, f(2) = —1, g(2) = -5,
g'(2) = 2, determine:  (a) w'(2) se w(x) = 49‘70(%) (b) m'(0) se m(x) = €5g(3x + 2).

Ext 3.2: Calcule a derivada (em relagdo a ) das fungdes:

(a) sen(z e®log x); (b) sen(sen(senz))); (c) 3erctanz, (d) z +

(e) sen(cos zsen x); (f) sen |1 — 22| (g) e (h) log(sen(2z))v/22 + 1.
Ext 3.3: Determine todos os pontos do gréfico de y(z) = 2% + 22% — 4z + 5 nos quais a
reta tangente:  (a) é horizontal, (b) é paralela a reta 2y + 8z — 5 = 0.
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ar? +b; x<1;
Ext 3.4: Determine a,b € R se f'(x) existe para todo x e f(z) =< 1

—; x> 1.
x

Ext 3.5:Sabendo que g é continua em a e f(x) = (z — a)g(zx), determine f'(a).
Ext 3.6: Determine a equacdo da reta tangente ao grafico da funcdo no ponto indicado.
(a) y = z*sen z no ponto (7, 0). (b) y = log(y/x — 2), no ponto ((e + 2)2,1).
Ext 3.7: Determine: .
(a) os pontos da curva y = . nos quais a reta tangente é paralela a reta 2z + 3y = 0;
(b) a(s) reta(s) tangente(s) ao grafico de y = ¢** que contem(ém) o ponto (5/2, 0).
Ext 3.8: (Funcdo crescente/decrescente) Mostre que:
(a) x > logz para z > 1;
(b) a equagdo —2z'3 — 62° — x + 10 = 0 possui exatamente uma raiz real.
Ext 3.9: (Aplicacdes do Teorema do Valor Médio)
(a) Suponha que f é uma func3o diferenciavel em R e tenha duas raizes reais distintas.
Mostre que f’ tem, no minimo, uma raiz real.
(b) Considere uma funcdo f diferenciavel com f’(x) < 4 para todo = € (2,5). Prove que

f(5) = f(2) <12.
(c) Mostre que existe uma dnica g funco derivavel em R tal que:

¢"(x) = cos(2z +log(z* + 1)), ¢(2)=—-1 e g¢(3)=5.

Dica: Suponha que g; e g, sdo solucBes. Defina f(z) = g1(x) — go(z), calcule f”(x) e

1'(2). Conclua que f'(x) = ---. Depois calcule f(3).
k. :
Ext 3.10: Considere f(x) = l)x’ o Z g’ com k > 1. Calcule pela definicdo f'(0).
; T

Dica: Veja o Exemplo [3.4 da pl67]
Ext 3.11: Determine uma férmula para a derivada (fgh)'.

Ext 3.12:Seja f(z) = cos(x® + 2z + 7/2). Sabendo que f(0) = 0, e que g(y) é a inversa
de f perto de y = 0, determine ¢'(0).

Ext 3.13:

(a) Determine a derivada de arcsenh utilizando o Teorema de Fungdo inversa e identidades
hiperbdlicas.

(b) Prove que arcsenh(z) = log(z + v/ 1 + x2).
Ext 3.14: Deduza a féormula da derivada de /z utilizando somente a férmula da derivada de

" (") = na" L

3.8.4 xProblemas (Derivacio Implicita)

Prob 3.1:Seja y = f(z) definida implicitamente em cada item abaixo. Determine a equacdo

da reta tangente no ponto indicado:
2 —y+e
a) v + 2%y = 130 em (1,5); b) 22 = ———— em (1,1).
(@) v +a% (15 () a2 =L em (1,1)
Prob 3.2: Considere a curva 2 + y*> = 3xy. Determine os pontos onde a reta tangente é

vertical e onde é horizontal.
Prob 3.3:Seja y = f(x) definida implicitamente por 2? — 3? + /7y = 2 préximo de (2,2).
(a) Calcule f'(2).
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(b) Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f(z) no ponto (2,2).
(c) Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de g(z) = f(x)/x no ponto (2,1).

Prob 3.4:Para cada uma das fun¢des y = f(z) definidas implicitamente perto de (z,y) =
(a,b) determine ([Co, p.485]):

e se a funcdo é crescente ou decrescente perto de = = q;

* f'(a);

. "(a).

(a) 2® +ay+y° =3 em (a,0) = (L,1).

(b) z cos(xy) =0 em (a,b) = (1,7/2)
Prob 3.5: Encontre maximo e minimo de y = f(z) definido por 2* — zy + y* = 253.

Prob 3.6: Determine a,b € R tais que (1,1) pertence a curva definida implicitamente por
2%y + ay® = b e que a reta tangente nesse ponto é 4z + 3y = 7.

Prob 3.7: Determine a reta tangente a curva z¥ = y* no ponto (ko, ko) com ko # e.

3.8.5 Desafios

Des 3.1: Calcule pela definicdo a derivada no ponto 2 = 0 de:

(3) f(z) = {Z):.sen(l/x); i i 8, (b) g(z) = {zg sen(1/z); z i 8»

Des 3.2: Calcule pela definicdo derivada de h(z) = 2", n € N. Dica: Binémio de Newton.
2
Des 3.3: Considere f(z) = —%. Determine uma funcdo ¢ tal que, para todo z > 0, a reta

tangente ao grafico de f em x seja paralela a reta normal ao grafico de g em .

Des 3.4: Considere f(x) = z* — 222 + x + 1. Determine dois pontos distintos do gréafico de
y = f(x) com a mesma reta tangente. Prove que a solucdo é Gnica.
Des 3.5: Considere f uma funcdo polinomial de grau 2. Mostre que a reta secante ao grafico

T1+ T

5 quaisquer que

de f nos pontos x1 e x5 & paralela & reta tangente no ponto médio
sejam T € Ts.
Des 3.6: Leia Lema da p[83 e dé exemplo de f injetiva em R que n3o & crescente.

Des 3.7: Prove (veja outra prova no Desafio da p[63) utilizando a derivada de seno,

cosseno e exponencial, a relacdo de Euler: € = cos + isené.

B cos 6 + isenf

Dica: Defina f(f) = ———,—— e derive tratando i € C como uma constante.
e

Des 3.8: Prove que log {x_ﬂ} = i + 2i arctan x para todo x € R.
x—1
Dica: Aplique TVM.

Des 3.9: Prove que existe um Gnico par de fungdes s(z) e c¢(x) derivaveis para todo z € R
/ _ . / _ .
boawe JS@ =@ [ = st
s(0) = 0; c(0) = 1.
Dica: Suponha que existam s;,c¢; € s3,¢p. Defina f = (s; — s3)2 + (¢ — ¢2)?. Mostre
que f'(z) =0e f(0) = 0. Aplique o TVM.
Des 3.10: Considere g(y) = y — esen(y).
(a) prove que existe o > 0 tal que, se |¢| < gy, entdo g serd uma fun¢do injetiva em R.
Conclua que neste caso a funco possui inversa.
(b) Considere f = g~' sua funcdo inversa. Determine f(0).
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Des 3.11:Seja f; : (0,1) — R definido por f(z) = 1/¢" se © = p/q € Q fracdo irredutivel
ndo nula e f(z) = 0 caso contrério. Prove que:

(a) se t < 2 entdo f; ndo é diferenciavel em ponto algum;

(b) se t > 2 ent&o f; & diferenciavel nos irracionais.

Des 3.12:Seja f : R — R duas vezes derivavel Prove que:

(8) Fla)  tuy F0 1)~ Fla =)

2h
analise numérica. Fath) s fla—h)—2f()
N s a+h)+ fla—n)—2f(a
(b) f(a) = lim -
Des 3.13: Seja p(z) = 23+ ax?+ bx + c. Determine condicdes em a, b, ¢ tais que p : R — R
seja uma bijecdo com inversa continua.
Des 3.14: Dizemos que f : R — R & a-Holdef’| se existem o, M > 0 tais que

|f(z) = f(y)] < M|z — y|* para todo =,y € R. Prove que neste caso:
(a) f & continua; (b) se a > 1 f é derivavel. Conclua que f é constante.

. Este & método da diferenca centrada utilizado em

Des 3.15: Prove (por inducdo) a féormula de Leibniz

o™ =3" <7Z> i) g0,

1=0

|
n n. . v et . ~
onde () = —,l( ) e a notacdo ("™ significa derivar a funcdo f m-vezes.
2:{n —1):

4Otto Ludwig Holder: x1859 Stuttgart, Alemanha — 11937 Leipzig, Alemanha.
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Capitulo 4
Aplicacoes da Derivada

Objetivos: Apresentar a técnica de L'Hospital. Aplicar derivadas nos problemas de Otimi-
zacdo (maximo e o minimo de funcdes) e Taxas Relacionadas. Aproximar fun¢do localmente
utilizando a reta tangente e introduzir o polinémio de Taylor. Apresentar a segunda parte
de Esboco de Gréficos, que foi iniciado no capitulo de limites, introduzindo o conceito de
concavidade e sua relacdo com a derivada segunda.

4.1 L’'Hospital e Hierarquia dos Infinitos

Apresentamos a regra de L'Hospital (a pronincia é I6pital, pois o s é mudo), que permite
calcular limites que seriam impossiveis ou dificeis utilizando outras técnicas. Uma aplicacdo
importante & introduzir uma hierarquia entre as funcdes que v3o para infinito quando x — oo:
quem vai mais rapido?

Teorema 4.1 (regra de L'Hospitall)) Suponha que lim f(z) = lim g(x) = 0.
/') @) S

Se lim existe, entdo lim —= .
z—c g’(x) z—c g(x) z—c g’(x)

gla+h) = g(2)

Prova: Como f'(z) = lim , substituindo

, h—0 h , h—0 h h
isto em lim f/(x), cancelando os h's obtemos que lim @ = lim lim flth) - f(x)
a—c g (:p) T—c g’(x) z—>¢ h—0 g(x + h) — g(x)

Trocando ordem dos limites (podemos fazer isso?) e como lim f(z) = lim g(z) = 0,
T—cC Tr—cC

P et @) fleth) | f(@)
T—C g’(:p) h—0 z—c g(x + h) — g(g(;) h—0 g(c + h) T—c g CL’)

Observacdo 4.1 O resultado também é verdade se:

e lim f(z) = lim g(z) =0, ou e lim f(z) = lim g(x) = oo, ou
T—>00 Tr—00 Tr—rC Tr—cC

e lim f(z) = 00 e lim g(z) = —o0; ou e lim f(z)= lim g(z) = oco.
T—cC T—cC T—Cc™ r—c—

odemos substituir ¢ por ¢ ou ¢~ e trocar oo por —oco. Veja provas em [NC].

! Guillaume Francois Antoine Marquis de L'Hospital: 1661 Paris, Franca — 11704 Paris, Franca.
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No exemplo abaixo obtemos de modo mais facil limites que ja conheciamos por outras
técnicas. Isto faz com que os alunos na primeira prova sempre perguntem: “posso utilizar
L'Hospital para calcular os limites?”.

Compare, e refaca com LH, os limites dos exemplos da p[35} p[38| I

r — 2
Exemplo 4.1 Calcule: (a) lim Ve ; (b) lim(1 + ax)"/®.
r—8 I — 8 x—0
Jx— 2 1 1
Solucao: (a) Por LH Tim Y2 "2 _jiy L _ L
=8 1 — 8 =8 34/ 12 12
log(1
(b) Seja y(x) = (1+ax)**. Queremos calcular hr% y(x). Comology(x) = bM,
T— x
. . log(1+ ax) _ a
glﬁlil%logy(x) = glgr(l) bT = (por LH) ilgtl)bl T ab.
Assim, lir% logy(x) = ab. Tomando exponencial dos dois lados, hH(l] y(x) = e [ ]
T T—
/&servagéo 4.2 Nem sempre L’'Hospital funciona: \
lim ——— = LH) lim —— LH) lim &——5 _ — 121217
mggo et +e % (pOI’ ) xglolo el — e~ (pOI’ ) ggo et +e %
Podemos calcular colocando em evidéncia e”:
r __ —x T(1 — —2x 1— —2x
im &% — fjm "¢ (1—e™) — lim — S —1.
\ z—00 €% + 7%  z—00 695(1 + 6_295) z—oo | + e 2% /
. e . logx e’ e’
E lo 4.2 Calcule: lim —; (b) 1 ; 1 ; (d) lim —.
wemplo 42 Caleule: (a) Jim “ () Jim = 5 (0) Jim g (@) Jim

T

Solucdo: (a) Aplicando L'Hospital (L.H.) obtemos: lim £ — .
T—00
1 1
(b) Aplicando L.H. obtemos: lim e = lim — =0.

z—=00 1 T—00 T

(c) Aplicando L.H. obtemos: lim lim ze® = 0.
T—00 €T x—00

(d) N&o precisamos de LH pois é igual a lim (e/x)®. Como (e/x) — 0, limite=0. m
T—00

Concluimos que logx < x < expx < x* para x grande. Juntando com o que ja sabiamos
do capitulo de limites, estabelecemos, para = grande, a Hierarquia do Infinito:

10gw<x {7_<\/_<I<:E <z <expx <z’ paran > 2.

Esta comparacdo é importante em computacdo na comparacdo do nimero de operacdes
que um algoritmo executa.

2

Exemplo 4.3 Quem cresce mais rapido: x* ou xlogx?

2

1
Solucdo: Utilizando L.H. lim L = lim A = lim = lim z = co. Portanto x2
00 1L logqj Z—00 ]ogx T—00 1/x T—00

vai mais rapido para infinito que xlogx ]
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. et —=1—x . T —senx
Exemplo 4.4 Calcule: (a) ill)l’(l) — (b) glclg(l) —
: I et —=1 et 1
Solucdo: (a) Aplicando L.H. duas vezes: lim # — lim —lim o ==
1x—>0 T z—0 2% z—0 21
(b) L.H. trés vezes: lim Sk | P il | et n
z—0 3 z—0 32 z—0 Ox z—0 0 6

vaca . uando limite é indeterminacio 0 - 00 ou 0o — 0o ou ou emos
Observacio 4.3 Quando limit det cdo 0 -+ 1% ou 0° ¢t

. 0 o0 : .
que reescrever o limite para obter 0 ou —. Veja os exemplos abaixo.
(0.¢}

Exemplo 4.5 Determine:
1 1
(a) lim — —

z—0 I er — 1’

: . . x. : T/h?
(b) xlgg+ xlog x; (c) zlg(r)l+ x®, (d) ]1115% (cos(Kh))" /",

Solucdo: Podemos aplicar L'Hospital apés transformar a expressdo em um quociente.
. oef—x—1
(a) Operando obtemos lim

. Aplicando L.H. duas vezes obtemos 1/2.
=0 z(e® — 1)

1 1
(b) Como zlogx = %, por LH xli)rgl+ %;;2 = xli)rg{r(—x) = 0. Note (tente fazer!) que
se fizermos W e aplicarmos L'Hospital ndo chegaremos a resposta. Reflita sobre isso.
ogx

(c) Como x” = €%1°82 pela letra (b) obtemos que o limite sera ¢ = 1.
(d) Defina z(h) = (cos(Kh))™/"* . Como log(z(h)) = T/h?log cos(Kh), podemos aplicar

TK Kh
LH: log(z(h)) — — 5 hsizs((Klz) Pelo limite fundamental (ou LH), log(z(h)) — —TK?/2.
Tomando exponencial dos dois lados obtemos que z(h) — e~ 7K*/2. |

Observacio 4.4 Quem cresce mais rapido: n! (fatorial), e" oun™?

A resposta é: " < n! < n'" para n grande.

Estudamos o comportamento de n! (fatorial) e a férmula de Stirling no Desafio da
. . nl . nl . nl

p, que permite calcular lim —-,  lim —, lim —.

n—oo N n—oo e n—oo N

Exemplo 4.6 (em computacdo) O nimero de operacdes que um algoritmo realiza depende
do tamanho n da entrada. Por exemplo, um algoritmo de ordenacdo depende do nimero n
de objetos que serdo ordenados. Se um algoritmo realiza \/n operacSes, outro " operacées,
outro logn operacdes e outro n! operacées, qual deles é o mais eficiente?

Solucdo: Queremos saber para n grande qual executara com menor nimero de operacdes.
Pela hierarquia do infinito que estabelecemos, logn < /n < €” < n!. Portanto o
algoritmo mais eficiente & o que executa com log n operacdes. [ ]

Exemplo 4.7 Considere a equacdo xe® = b. Determine maior intervalo aberto I C R tal
que para todo b € I a equacdo possua exatamente 2 solucdes distintas.

Solucdo: Veja no Exemplo da p4| que f(z) = xe® & crescente para © > —1 e

decrescente para © < —1. Por L'Hospital (verifique) lim f(z) = 0. Como a funcido
T——00
decresce em (—oo,—1), f(—1) = —1/e e “f(—o0) = 0" concluimos que a imagem do

intervalo (—oo, —1) por f & (—1/e,0). Como ja vimos no Exemplo da p[84] a imagem
de (—1,00) é (—1/e,00). Assimse b € I = (—1/e,0) a equagdo possui duas solucdes:
x1 € (—00,—1) e 9 € (—1,00). Por f ser crescente, sdo somente estas as 2 solu¢des. ™
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4.2 xTaxas Relacionadas!

Taxas relacionadas sdo problemas onde quantidades (tipicamente) dependentes do tempo sdo
relacionadas por equacBes. Trata-se de aplicacdo da regra da cadeia. Apresentamos através
de exemplos.

Exemplo 4.8 Um homem de altura H est4d caminhando em direcdo a um poste de iluminacio
com altura P. Supomos que o poste é mais alto que o homem. Num certo instante ele se
move com velocidade V. Determine com que velocidade se move, neste instante:

(a) a extremidade de sua sombra; (b) o tamanho da sua sombra.

S

Solucdo: Seja = a distancia entre o homem e a base do poste. Seja S(x) a distancia

da extremidade de sua sombra até a base do poste. Por semelhanca de triangulos, 7=

% Tiramos que S(z) = 5 PH e S'(z) =

que = depende do tempo: z(t) e que 2/(0) = V.
(a) Seja g(t) = S(x(t)) a distancia da extremidade de sua sombra em fun¢do do tempo,

P Por hipétese P > H. Sabemos

pela regra da cadeia, ¢'(t) = S'(x(t))2'(t) = 7 ]_DHJC (t). Logo a velocidade da extremidade

P, VP
da sombra é ¢'(0) = P_Hx(O) =5 "
(b) Seja f(t) = S(x(t)) — x(t) o tamanho da sombra (a distancia entre a extremidade da
: / o / VP IR HV
sombra e o homem. Assim f'(t) = S'(x(t))2'(t)—2'(t). Logo f'(0) = P H V = P H.'

Exemplo 4.9 Um quadro de 1m de altura é colocado em uma parede de tal forma que sua
base esteja no mesmo nivel dos olhos de um observador que estd se aproximando da parede a
uma velocidade de 3m/s. Com que velocidade a medida do dngulo de visdo do quadro estara
variando quando o observador estiver a 2m da parede?

oy

>

Solucdo: Seja d(t) a distancia entre a pessoa e a parede em funcdo do tempo. Seja 0(t)

1 o' (t d'(t
o angulo de visdo do quadro. Como tan(6(t)) = 0k 0052(9)(t) = _d2((t))' Por Pitagoras,
2
a hipotenusa é /5 quando os catetos sdo 1 e 2. Assim, cos(f(ty)) = —=. Substituindo

V5

3
(d(to) =2, d'(to) = —3 pois a distancia esta diminuindo) obtemos que ¢'(¢y) = grad/s. |

t

LA leitura desta secdo é opcional.
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Exemplo 4.10 Um tridngulo varidvel ABC' é formado por lados com tamanho fixo AB = 3
e AC = 4 e com lado de tamanho varidvel BC. Se no instante que BC' = 5 o lado BC
varia com uma taxa de 3cm/s, determine a taxa de variacdo do dngulo interno no vértice A
do tridngulo.

Solucdo: Pela lei dos cossenos, BC? = AB? + AC? — 2ABAC cos A. No instante do
enunciado, A é um angulo reto (triangulo retangulo classico 3,4,5). Derivando implicitamente,
2BCBC" = 2ABAC(sen A)A’. Substituindo, 2(5)(3) = 2(3)(4)(1)A’, logo A" = 5/4. |

Exemplo 4.11 Uma calha horizontal possui 100cm de comprimento e tem como secdo trans-
versal um tridngulo isésceles de 8cm de base e 10cm de altura conforme mostra a figura abaixo.

Devido a chuva, a 4gua em seu interior esta se elevando. Quéo rapido o volume de dgua
em seu interior estara aumentando no instante em que o nivel da dgua for de 5cm e estiver
aumentando a uma razdo de 1/2 cm/min?

Solucdo: Seja h o nivel de dgua e b a base do tridngulo contendo 4gua. Por semelhanca

de tridngulos, — = —. Assim, quando o nivel h = 5 a base b = 4. Suponha que 1’ = 1/2

10 8
(velocidade de subida do nivel de agua). Como hl((;f) = bét), b'(t) =2/5. Como o volume

V(t) = 50h(t)b(t) (1/2 base vezes altura do tridngulo vezes 100), V' = 50(ht' + W'b) =
50(5(2/5) + 1/2(4)) = 200cm? /min. n

Exemplo 4.12 Um tridngulo PQR est4 inscrito num semicirculo de didmetro 15cm conforme
a figura abaixo. Sabendo que o vértice () varia sobre o semicirculo e que o lado QR aumenta

a razdo de 1 cm/s, determine a taxa com que a area do tridngulo varia no instante em que o
lado QR mede 12 cm.

Q

P R

Solucdo: O tridngulo PQR é retangulo. Chamando de x o lado QR e de y o lado P(Q), temos
por Pitagoras que 2%+ 3> = 15% Quando QR = z = 12, y = 9. Derivando (e simplificando)
obtemos que zz’ + yy’ = 0. No instante em que 2’ = 1, x = 12 e y = 9, obtemos que

, j—

. ) 1
y' = —4/3. Como a area do triangulo é A = zy/2, a sua variacdo A’ = i(x’y + zy’). Logo

. —7
neste mesmo instante, A’ = 70m2/s.

Outra forma (mais complicada) sem utilizar taxas relacionadas: substituir y = /152 — 22

1 —oxx!
na formula da area A = % = g\/152 — 22, Assim, A’ = §(x/\/W+ T s 15;{ x2)'
/

1 1 1
Resubstituindo y obtemos que: A’ = §(x’y — xzi) = 5(1(9) — 1225) =-T7/2. u
)
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4.3 Aproximando Funcao Localmente

Uma ideia importante do Célculo é aproximar localmente uma funcdo por um polinémio
utilizando suas derivadas (f’, f”, f"”,...) em um ponto.

A primeira ideia é que o grafico de uma funcdo localmente, perto de um ponto a, fica
parecido com sua reta tangente no ponto a pois, pela definicdo de derivada, para x ~ a (z

préximo de a),
fla) - fla)

Tr —a

f'(a) =

Rearrumando obtemos que,

f(@) ~ f(a) + f'(a)(z — a).

Assim, para x préximo de a, f(x) esta proximo da reta tangente em a: r(z) = f(a) +
f'(a)(x — a). Esta ideia esta ilustrada no grafico abaixo. Incluimos ao lado o zoom da regido
indicada por um circulo. Veja como perto de a o grafico da funcdo f se confunde com o
grafico da reta tangente.

Y Y

A

|
{
|« o
Concluimos que f(x) =~ f(a) + (x — a) f'(a) = r(z) para x = a.

Observacao 4.5 Dizemos que a reta tangente oscula (= "beija”) o gréafico no ponto de
tangéncia. Veja o Desafio da pl131| sobre o circulo osculatério, cujo inverso do raio
chamamos de curvatura.

Exemplo 4.13 (problema anedético do Calculo) Aproxime v/1.1 e v/1.2 numa ilha deserta
(sem utilizar a calculadora, fazendo somente multiplicacdo, divisdo, soma, subtracdo).

Solucdo: Aproximamos a funcdo f(z) = v/z perto de a = 1 pela reta tangente. Como
f'(z) = 1/(7v/x5), podemos aproximar f(x) ~ f(1) + (z — 1)f’(1). Substituindo obtemos
que /z ~ V1+ (z —1)/(7V/16) = 1 + (z — 1)/7 para z ~ 1. Neste caso obtemos que
V11 a1+ (1.1 —1)/7 = 1.01428... O valor real & v/1.1 = 1.013708856...! Do mesmo

modo, /1.2 = 1.026388096. .. ~ 1+ (1.2 — 1)/7 = 1.028571429. n
Exemplo 4.14 Aproxime:  (a) \/13; (b) sen(—0.1); (c) log(1.2); (d) 2.

Solucdo: (a) Como a derivada de f(x) = /z é f'(z) = ﬁi VI = e+ (x —¢)/(24/c).
Temos duas opcdes: tomar a = 9 ou a = 16. Assim /13 ~ /9 + (13 — 9)/(29) =
11/3 = 3.666... ou V13 ~ /16 + (13 — 16)/(2v/16) = 29/8 = 3.625. O valor real &
V13 = 3.605551275. . .

(b) Como a derivada de f(z) =senz é f'(x) = cosz, sen(z) ~ sen 0+ (x —0) cos 0 = .
sén x
= 1.

Ou seja, para = pequeno, senx = z (isto comprova o limite fundamental lim

x—0
Assim, sen(—0.1) = —0.1 (o valor real &€ —0.099833417...).
(c) Como a derivada de f(x) =logx é f'(x) = 1/x, log(z) ~ logl+ (x —1)/1 ~ x — 1.
Assim, log(1.2) ~ (1.2 — 1) = 0.2 (o valor real é 0.182321557...).
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(d) Como a derivada de f(x) =¢® & f'(x) = €%, e®* ~ e + (v — 0)e® &~ 1 + z. Assim,
e%? ~ 1.2 (o valor real &€ 1.221402758.. . .). ]

Esta ideia de aproximar pela reta tangente pode ser generalizada. Uma reta é o grafico
de uma funcdo polinomial do primeiro grau. Podemos aproximar por uma funcdo polinomial
do segundo grau (uma parabola). Portanto levantamos a seguinte questdo:

Qual a parabola que melhor aproxima uma funcdo localmente? I

Para responder a pergunta, a reta tangente e a funcdo possuem a mesma derivada no ponto
de aproximacgdo. f(z) =r(z) =co+ci(zx —a)er(a) = fla) =cyer'(a) = f'(a) = 1.

Para a pardbola queremos que ndo somente a derivada primeira seja a mesma como a
derivada segunda. Assim queremos que f(z) =~ r(x) = o+ c(z —a) + ca(z — a)? e

r(a) = f(a) = co, r'(a) = f'(a) = e, "(a) = ["(a) =

Concluimos que

fla)
2

f(z) = f(a) + f'(a)(z —a) + (x — a)® para z ~ a. (4.1)

Exemplo 4.15 Aproxime sen(x) por uma pardbola perto de:  (a)a=75. (b)a= 7.
—sen(m/2)

Solucdo: (a) sen(x) ~ sen(n/2) + cos(w/2)(z —a) + (z—a)?=1-1(z—%)%
No grafico abaixo a funcdo e a parabola. Longe de =+ = 7 a parabola se distancia do grafico.
Y

(r — a)?. Colocando %

1—3(z—3%)?
— 4
(b) sen(z) ~ sen(mw/4) + cos(n/4)(x — a) + %
evidéncia obtemos: sen(x) & ‘f(l + (z — %) — 3(z — T)?). No grafico abaixo a funcdo e a
parabola. Longe de x = 7§ a parabola se distancia do grafico.
)

AN

sen(z)

Esta ideia é generalizada pelo polindmio de Taylor.

Definicdo 4.2 (Polindmio de Taylmﬂ) de uma funcdo f em =a
grau n tal que p(a) = f(a), p'(a) = f'(a), p"(a) = f"(a), ..., p"(a)

é m po/:nomlo p de
= f™(a

)-

Veja na internet ou tente provar a féormula abaixo:

2Brook Taylor: %1685 Edmonton, Inglaterra — 11731 Londres, Inglaterra.
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Fixe h = x — a. Entdo o polindbmio de Taylor que aproxima f perto de a é:

/ h? " h? " h " (n)
F@) % f(@) +hf'a) + 57 7"(0) + 51" (@) + " @) + -+ (),

£(@) % (o) + hf' (@) + 3 £1(@) + 30 (@) + o = fl) + 3 2O

Exemplo 4.16 Determine o polinémio de Taylor de grau n que aproxima e¢* em a = 0.

Solugdo: Como a derivada de ordem qualquer de f(z) =¢® é e, e e® =1,

2 32'3 $4 "

x
€~1+$+§+§+I+ +H.

Na sequéncia de figuras abaixo mostramos a aproximac&o por grau 1 (reta), grau 2 (pa-
rabola) e grau 3. Note como elas vdo aproximando cada vez melhor a exponencial para z
préximo de zero.

Y x

A

y €$
14242

|
Determine (veja exercicio Extra [4.3] da p. os polindmios de Taylor abaixo, utilizados
pelas calculadoras cientificas para calcular estas funcdes. Bem mais dificil é obter a expansio
do arco-tangente (ver Desafio da pJ130). Aprecie a beleza das férmulas. Compare as
aproximacdes com a funcio original utilizando um software que esboce graficos.

3 5 7 2 4 6

T T T ~ 1 T T T
Senl'wl'—y g—? e COSTr =~ —54—4——5
x> xd 2l 22 gt S
Senh$~$+§+y+ﬁ e COthN1+§+Z+a
.TZ l’g .134
log(1 ~Np—
og(l+z)~ua T3
1'3 1'5 157
arctanr 8 r — — + — — —
I nr=<x 3 5 7
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4.4 Maximo e Minimo

441 Maximo e Minimo Local

Um ponto z é de maximo local de f se f(xg) € o maximo da fun¢do numa vizinhanga J de x
(Defini¢do [L.4] da p2)), isto &, num intervalo aberto suficientemente pequeno J contendo .
O minimo local é um conceito analogo. Informalmente, se o grafico de uma func3o representa
uma cadeia de montanhas, maximos e minimos locais s3o os pontos no alto do morro e no
fundo do vale.

Definicao 4.4 (max/min local) Dizemos que xy é um

(a) ponto de maximo local de f se existe ¢ > 0 tal que f(z9) > f(x) para todo
x € (xg—€,20 +€);

(b) ponto de minimo local de f se existe ¢ > 0 tal que f(x¢) < f(x) para todo
x € (xg—€,29 +€).

(c) extremo local de [ se zq é ponto de maximo ou minimo local de f.

Exemplo 4.17 Considere a funcdo esbocada na figura abaixo. Determine os pontos de
maximo ou minimo local.

; % %  — % T
-3 -2 -1 1\2/3 4

Solucdo: Maximos locais em x = —1 e x = 3. Minimos locaisem x = —2 e x = 2. |

Exemplo 4.18 Considere a funcdo esbocada na figura abaixo. Determine se é maximo ou
minimo local os pontos x = a, b, ¢, d, e.

Y
'y /
° o
| 2
a b c d e
Solucido: Maximos locais: b e d, minimo local: ¢, nem max nem min locais: a e e. n

Exemplo 4.19 Determine se xo = 0 é (ou ndo é) maximo ou minimo local das seguintes
funcées:
/2%, z#0
_ ’ ) b _
(@) 2 {m RENONE {
(c) f(z) = —m para todo x € R;

sen(1/x), z #0,
1/2, x =0,
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Solugdo: (a) é minimo local mas ndo é méaximo local pois se |z| < 1/10, entdo x* < 1/100
e portanto 1/2% = f(z) > 100 = f(0). (b) n3o & maximo nem minimo local; (ver gréafico
no Exemplo da p[10). (c) & maximo local e minimo local (todo ponto onde a funcdo é
localmente constante & de maximo e minimo local). |

Exemplo 4.20 Determine todos os maximos e minimos locais da fun¢do f(x) = x| (ver

gréfico no Exemplo da p[11)).

Soluc3o: Se x ¢ Z, numa vizinhanca de = a funcdo é constante. Assim todos os pontos de
R — Z sdo de maximo e minimo local. Nos pontos = € Z (veja o grafico) os pontos sdo de
maximo local mas ndo sdo de minimo local. Em resumo, maximo local: todos os pontos de
R, minimo local, R — Z. n

O préximo Teorema caracteriza os pontos de maximo ou minimo locais por meio da
derivada.

Teorema 4.5 (de Fermatfou dos extremos locais) Suponha que f : I — R possua
um maximo ou minimo local xo € I um intervalo aberto. Se [ é derivavel em x,, entdo

f/(ZL'()) = 0

Prova: Seja L = f'(z9) = lim M
T—T0 T — X

Calculamos os limites laterais, que sdo

iguais a L.

Suponhamos que o € um ponto de maximo local de f (a demonstracdo é analoga para
ponto de minimo local). Como z( é ponto de méaximo local, se x estd préximo de z( entdo
f(x) < f(xo). Assim f(xz) — f(zo) < 0. Portanto para z préximo mas a direita de

(x — x9 > 0), temos %ﬁéxo) < 0 (numerador negativo, denominador positivo). Segue que
L = lim f(@) = f(zo) <.
z—xd T — Ty

f@=f0) <

r—x0 -

Por outro lado, para para = préximo mas a esquerda de z (x — ¢ < 0), temos
(numerador negativo, denominador negativo). Segue que

[— lim L@ = f@0) o
T—=T( Tr — Xo
Assim 0 < L < 0. Portanto f'(z¢) = L = 0. n

Motivado por este Teorema, introduzimos a seguinte defini¢do.

Definicdo 4.6 (pontos criticos) Dizemos que xo, é um ponto critico de f se f'(xg) = 0
ou f'(xy) ndo existe.

Corolario 4.7 Seja f : I — R uma funcdo onde xy € I é um extremo (maximo ou minimo)
local. Entdo xq é um ponto critico, isto €, f'(xo) =0 ou f'(xg) ndo existe.

Erro Comum: Este Corolario diz que: se xg € maximo ou minimo local ENTAQO z,
€@ um ponto critico. Este Corolario ndo diz que se xy € um ponto critico entdo é ponto
de maximo ou minimo local.

3Pierre de Fermat: x1601 Beaumont-de-Lomagne, Franca — 11665 Castres, Franca.
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Como determinar os maximos e minimos locais?

Pelo Teorema da p[102] (Teorema de Fermat dos extremos locais), buscamos entre os
pontos criticos. Como saber se um ponto critico € um ponto de maximo ou minimo local
de uma funcio f7

— Sera maximo local se f cresce antes de x e decresce depois de x;

— Sera minimo local se f decresce antes de x e cresce depois de x.

— Caso ndo ocorra um destes casos, ndo sera extremo local.

Isto pode ser verificado, caso a derivada exista perto de z¢, pelo sinal da derivada antes e
depois de xq:

— Sera maximo local se f’ positiva antes e negativa depois de xg;

— Serad minimo local se [’ negativa antes e positiva depois de x.

Enunciamos como um Teorema o caso em que a funcdo possui duas derivadas num inter-
valo I.

Teorema 4.8 (teste da derivada segunda) Seja f : [ — R uma funcdo com duas deri-
vadas continuas. Entdo xy é um ponto de:

(a) minimo local se f'(xo) =0 e f"(xo) > 0;

(b) méaximo local se f'(x¢) =0 e f"(x) <O0.

Prova: Provamos (a) somente pois (b) é analogo (mutatis mutandis). Se f”(x¢) > 0, por
continuidade f”(x) > 0 perto de (. Assim a fungdo f’(z) é crescente perto de xy. Como
f'(xg) =0, f’ & negativa antes e positiva depois de . Portanto f decresce antes e cresce
depois de xq, ou seja, 1y € um minimo local de f. [ ]

Exemplo 4.21 Determine os pontos criticos e o extremos locais de f(x) = 3.

Solucdo: A funcdo é derivavel em todos os pontos. O (nico ponto critico é x = 0 pois
f/(0) = 0. Como f'(x) = 3z% > 0 para todo x # 0, a funcdo cresce antes e cresce depois de
x = 0. Logo x = 0 ndo € maximo nem minimo local (esboce também o grafico). Note que
f"(0) =0 e o teste da derivada segunda falha (nada podemos concluir). |

Observacdo 4.6 (Quando f"(xy) = 0) o teste da derivada segunda falha e nada po-
demos afirmar. Aplicando-o em vy = 0 para f(z) = 2%, g(z) = —z*, e h(x) = 23
observamos que nos trés casos a derivada segunda em xo = 0 é 0 mas xy = 0: é minimo
de f, é maximo de g, ndo é maximo nem minimo de h.

Exemplo 4.22 Determine os pontos criticos e o extremos locais de f(x) = /.

Solucdo: (Veja grafico na pl67]) A funcdo ndo possui derivada em = = 0. Nos outros

pontos a derivada é diferente de zero. Portanto o Gnico ponto critico é x = 0. A derivada é

fl(x) = 33—\/_2 > (0 para todo = # 0. Assim a funcdo é sempre crescente. Portanto x = 0
T

ndo é ponto de minimo nem maximo local. Ndo podemos aplicar teste da derivada segunda

pois f”(0) ndo esta definida. u

Exemplo 4.23 Determine os pontos criticos e o extremos locais de f(x) = +/|z|(x — 1).

Soluc3o: A funcdo ndo possui derivada em z = 0. Podemos calcular a derivada separando

em f(z) = y/x(x — 1) para x > 0, cuja derivada é f'(x) = 35}1. Assim f'(x) = 0 se
x
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1—3z
2v/—x
Em 2 < 0 a derivada ndo se anula pois f/(z) > 0. Portanto os pontos criticos sdo x = 0 e
x = 1/3. Pelo sinal da derivada perto de x = 0 (positiva a esquerda, negativa a direita), este
é um maximo local. Pelo sinal perto de x = 1/3 (negativa a direita, positiva a esquerda),
este € um minimo local. Veja grafico na figura abaixo.

Y
f@) = Vel = 1)

x = 1/3, um ponto critico. Parax <0, f(z) = v/—x(x—1), cuja derivada é f'(z) =

T
Y
8

442 Maximo e Minimo Global e o TVE

Nesta secdo estabelecemos os Teoremas que permitem calcular o maximo e o minimo de uma
funcdo em um intervalo. Em contraste com o conceito apresentado anteriormente de maximo
e minimo local, dizemos maximo e minimo global em um intervalo.

Definicdo 4.9 (maximo e minimo (global)) Sejam I um intervalo e f : I — R. Dize-
mos que xg € [ é um

(a) ponto de maximo (global) em I de f se f(xo) > f(x) para todo x € I;

(b) ponto de minimo (global) em I de f se f(z) < f(x) para todo x € I;

(c) extremo em I de f se xy é ponto de maximo ou minimo em I de f.

Erro Comum: N3o saber a diferenca entre maximo local e maximo global. Nem todo
extremo local é extremo (global) no intervalo e vice-versa. Veja o Exemplo (a):
maximo global em [0, 4] ndo & maximo local.

Exemplo 4.24 Determine o maximo e o minimo de:

(a) f(x) =1/x em (0, 1]; (b) g(x) = 2> + 6 em R;

(c) h(z) = |z| em [-3,1]; (d) j(x) =B —x)(x—7) emR.

Solucdo: (a) Esboce o grafico de f(z) = 1/x e verifique que f ndo possui maximo em (0, 1]
pois se aproximando de 0 a funcdo cresce sem limites e f possui minimo no ponto z = 1.

(b) Esboce o grafico de g(z) = 2* + 6 (translacio da parabola y = z?) e verifique que g
n3o possui maximo em R pois ela cresce sem limites e g possui minimo xy = 0.

(c) Esboce o grafico de h(x) = |z| e verifique que em [—3, 1], g possui maximo no ponto
x = —3 € minimo no ponto x = 0.

(d) Esboce o grafico desta parabola com concavidade para baixo com raizes 3 e 7 e
verifique que j possui maximo em =z = (3 + 7)/2 = 5 e ndo possui minimo em R pois ela
decresce sem limites. [ ]

O teorema abaixo garante a existéncia de maximo e minimo de uma funcdo continua em
um intervalo fechado e limitado.
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Teorema 4.10 (Weierstrass'ou Valor Extremo (TVE)) Considere f continua em [a, b]
(um intervalo fechado e limitado). Entdo f possui maximo e minimo neste intervalo. Mais

explicitamente, existem Zyuuz, Tmin € [a,b] tais que f(Tmaz) > f(x) > f(@min) para todo
x € [a,b].

Prova: Deixamos sua demonstragdo para um curso de analise (veja [NC] por exemplo). =

@servagéo 4.7 (f pode ndo possuir maximo e minimo:) \
e Se o intervalo ndo for fechado: f(x) = 1/x é continua em I = (0, 1], possui minimo em
x = 1 mas ndo possui maximo em 1.
e Se o intervalo n3o for limitado: f(x) = 1—x é continua em I = [0, 00), possui maximo
m x = 0 mas ndo possui minimo em 1.
~

6bservag§o 4.8 Mesmo sendo descontinua, a funcdo pode ter méximo e minimo. Por
exemplo f(x) = Ig(z) (vale O nos irracionais, 1 nos racionais). Mesmo sendo descontinua
\em todos os pontos, no intervalo [0, 1] possui maximo em x = 0 e minimo em x = 7r/10j

Exemplo 4.25 Considere a funcdo [ esbocada na figura abaixo. Determine os pontos ex-
tremos de f em  (a) [0, 4], (b) [—3,4]; (c) [-3,1].
Yy

A

; % % N % % — X
-3 -2 -1 1\2/3 4

Solugdo: (a) Minimo em =z = 2, maximo em z = 0. (b) Minimo em z = 2, maximo em
x = —1. (c) Minimo em z = 1, maximo em = = —1. n

Como determinar os maximos e minimos (globais) em um intervalo /7
O mais seguro é esbocar o grafico da funcdo mas um método sistematico é comparar:
(a) o valor ou limite do valor da fun¢do nos extremos do intervalo I. Por exemplo se
I = (—00,a) temos que calcular lim f(z) e f(a) ou lim f(x).

T——00 z—a~
(b) o valor da funcdo nos pontos criticos (pontos com derivada nula ou sem derivada)
do intervalo 1.

Exemplo 4.26 Seja f : R — R dada por f(z) = |x — 1|(5 — x) para todo x € [0,4].
Determine o maximo e minimo de f em [0, 4].

Solugdo: Como f é continua em [0, 4], pelo Teorema da p[105(TVE) f tem maximo
e minimo. Vamos determina-los. E imediato que

(1—2)b—x) se0<x<1,

flx) =
(x—1)6b—x) sel <z <4

*Karl Theodor Wilhelm Weierstrass: «1815 Ostenfelde, Alemanha — 11897 Berlin, Alemanha.
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Segue facilmente (verifique) que f é derivavel em todo ponto x # 1. Além disto,

2 —6 se0<zx <1,
fz) =

6 —2r sel<ax<d4.

Com f'(z) = 0 para x = 3, o max/min de f em [0,4] estd em {0,1,3,4} (extremos do
intervalo, ponto sem derivada, ponto com derivada nula). Uma verificacdo nos da f(0) =
5, f(1) =0, f(3) =4 e f(4) = 3. Portanto, 0 &€ o ponto de maximo e 1 & o ponto de
minimo de f. [ ]

Exemplo 4.27 (minimos quadrados) Fixe N € N e considere ay,as,--- ,ayn. Determine
N

para quais x € R a fungdo f(z) = Z(a: — a;)? assumird o maior e o menor valor.

i=1
Solucdo: N&o podemos aplicar Teorema da pJ105|(TVE) pois estamos buscando extremo
em R: pode ser que tenha ou ndo. Como a funcdo é derivavel em todos os pontos, os pontos

N
criticos sdo somente os pontos com derivada zero. Pontos criticos: f/(x) = 2 E (x—a;) = 0.
=1

Assim para que f’(z¢) = 0 temos que

N n
Zx0:x0+$0+---+x0 (N vezes):Nx():Zai.

=1 =1

1 n

Logo, o (nico ponto critico é xyp = N E a;, a média dos pontos. Como f(xz) — oo se
i=1

x — Foo, mesmo sem calcular f(z() sabemos que o minimo global é em = = xy. Pela

mesma razdo, esta fungdo ndo possui maximo em R, pois 111}[1 f(z) = . n
T—r 00

Exemplo 4.28 Determine maximos e minimos locais e o0 maximo e minimo de cada funcio
abaixo no intervalo I indicado: (a) f(x)=2"—2>em I =10,1];

(b) f(x) =cosxz+x/2 em I =0,27]; (c) f(x) = lofzm em I =[1,00).

Solucdo: (a) Os pontos criticos sdo somente onde a derivada se anula (porque?). Como
f'(x) = 725 — 32 = 2*(7z* — 3), os pontos criticos sdo {O,ié/ﬁ}. Agora fazendo a
analise de sinal de f’ (2 & sempre positivo e 72 — 3 possui somente duas raizes reais):
fl(@)>0emax > {/3/Tex < 3/7, f(x) <0emz € (—{/3/7, /3/7). Portanto,
perto de x = 0 a funcdo decresce: logo o ponto critico x = 0 ndo € maximo nem minimo
local. Perto de z = —W a func3o cresce e depois decresce: € maximo local. Perto de
x = W é o contrario: &€ minimo local.

Se tentar utilizar a derivada segunda as contas ficardo complicadas.

Finalmente, como f(0) = f(1) = 0 e /3/7 € [0,1], no intervalo [0,1] o minimo & em
r = {*/ﬁeoméximoemx:Ooule.

Podemos fazer analise de sinal de f(z) = 23(2? — 1) e com estas informacdes esbocar o
grafico (tente e verifique com software grafico).

(b) Os pontos criticos sdo somente onde a derivada se anula (porque?). Como f'(x) =
—senx + 1/2, os pontos criticos sdo onde senxz = 1/2, isto &, os pontos criticos sdo
{2k +1/2)r £ w/4; k € Z}. Como f"(x) = — cosz:
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e nos pontos {(2k + 1/2)r —/4; k € Z} f" & negativa (f"(n/4) = —cosm/4 =
—1/2/2 < 0): sdo pontos de maximo local;

e nos pontos {(2k + 1/2)m + 7w /4; k € Z} f" é positiva (f"(37/4) = —cos3n/4 =
—(—+/2/2) = \/2/2 > 0): sdo pontos de minimo local.

Para calcular o valor extremo em I basta comparar f(0) = cosO+0 = 1, f(27) =
cos2m+2mw/2 =1+, f(n/4) =cosm/d+n/8 =1/2+7/8, f(3w/4) = cos3m/4+ 37w /8 =
—1/2+ /8. E facil ver que —1/2 + 7/8 & o menor valor e 1 + 7 o maior. Portanto, em I,
o minimo é em x = 37/4 e 0 maximo em x = 2.

Use algum software para ver o grafico desta funcdo.
1—-21 . .
(c) f'(x) = ﬁ. Assim o ponto critico é logzg = 1/2, ou, 29 = e'/? = \/e. Este
ponto é de maximo local pois a derivada é positiva antes e negativa depois.
Comparando o valor da funcdo no intervalo: f(1) =0, f(oo) = 0 por L'Hospital. Logo o
minimo em [1,00] & zero em 2 = 1 e 0 maximo é em = = /e, f(/e) = 1/(2e). u

4.5 Esboco de Graficos (parte Il)

Nesta secdo terminamos o que comecamos no capitulo de limite: reveja a Secdo [L.5 p29
Esboco de Graficos (parte 1). Veremos como a derivada acrescenta informacdo de cresci-
mento/decrescimento e concavidade ao grafico.

A relacdo entre a derivada e o crescimento/decrescimento de funcdo foi vista no Corola-
rio 3.13} p[82) (corolario do TVM): o sinal da derivada determina os intervalos de crescimento
e decrescimento da funcdo. Precisamos agora de um conceito novo: concavidade de um
grafico.

Embora o grafico de uma funcdo possa ser esbocado de forma bastante fiel com
base somente na derivada, alguns aspectos sutis do grafico sio revelados somente
examinando a derivada segunda. (...) provas corretas dos fatos relevantes sdo
dificeis o suficiente para serem colocadas em um apéndice. Apesar destes co-
mentarios desencorajadores, as informacdes aqui presentes valem a pena serem
assimiladas porque as nocdes de convexidade e concavidade sdo mais importantes
do que somente como um auxilio no esbo¢o de graficos. [Sp, p.191]

Definicdo 4.11 (convexa (cdncava)) Uma funcdo f é convexa (cbncava) ou possui
concavidade para cima (concavidade para baixo) em um intervalo I se para todo
a,b € I, o segmento de reta unindo (a, f(a)) e (b, f(b)) esta acima (abaixo) do grafico de f.

Funcdo Convexa Funcdo Coéncava
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Exemplo 4.29 Verifique que:
(a) y = x* é convexa (possui concavidade para cima).
(b) y = —x? é céncava (possui concavidade para baixo).

Solucdo: Basta fazer uns desenhos para comprovar isso. Estes sdo modelos padrdo de funcio
cbncava e convexa. ]

Teorema 4.12 Sejam I um intervalo e f : I — R uma funcdo com duas derivadas. Se,
para todo x € I:
(a) f"(z) > 0, entdo o grafico de [ possui concavidade para cima (é convexa) em I;
(b) f"(x) <0, entdo o gréfico de [ possui concavidade para baixo (é concava) em I;

Prova: A ideia geométrica é que se f”(z) > 0 entdo f’ esta crescendo, isto &, o coeficiente
angular estd aumentando. Acompanhando o movimento da reta tangente ao longo do gréafico
(faca uma figural), ela terd que aumentar sua inclinacdo. Concluiremos que a funcdo é
convexa. Raciocinio analogo para f” < 0.

A ideia algébrica & mais simples. Pelo polinémio de Taylor de grau 2 da equacéo da
p[99] localmente a funcdo se parece com uma parabola da forma

//(a)

T(:c—a)g—i—f’(a)(x—a)—i—f(a). A concavidade da parabola depende do sinal do coeficiente

de 2% que &€ f”(a)/2. Logo o o sinal da derivada segunda determinara a concavidade do gréfico
de f. Para detalhes (dificeis) ver [Sp, p. 191]. u

Exemplo 4.30 Determine os intervalos cujo grafico possui concavidade para cima e para
baixo de:

2 _
(a) f(z) = 241 sabendo que f"(z) = 2((13:—7-—332)13);
dx(z? — 3
(b) g(z) = a1 sabendo que ¢"(z) = %

(c) h(z) = e=*", sabendo que h'(x) = 2(22% — 1)e~*".

Solucdo: (a) Fazendo analise de sinal, como o denominador é sempre positivo, basta analisar
sinal da parabola 322 — 1. Concluimos que o grafico de f possui a concavidade para baixo em
(—v/3/3,4/3/3) e a concavidade para cima em (—oc, —v/3/3) e (v/3/3,00) conforme figura
abaixo.

Y
e —
—V3 V3
3 13
@) =231

(b) De forma analoga, como o denominador é sempre positivo, basta analisar os sinal de
4a(2? — 3). Concluimos que o grafico de g possui a concavidade para baixo em (—o0, —/3)
e (0,1/3, a concavidade para cima em (—/3,0) e (v/3,00) conforme figura abaixo. Observe
bem as mudancas na concavidade!
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|
|
-3 V3

2x
2+ 1

g(z) =

(c) Como e~ & sempre positivo (exponencial € uma funcdo sempre positiva), basta
analisar os sinal de 222 — 1. Concluimos que o grafico de h possui a concavidade para baixo
em (—v/2/2,4/2/2) e a concavidade para cima em (—o0, —v/2/2) e (v/2/2,00) conforme
figura abaixo.

Yy

A

|
[
V2
2
2

e
[\o)

T)=¢e .

@servagéo 4.9 (Grafico de y = f(z) e sinal de [’ e f”.) Combinando informa,c@
de crescimento/decrescimento (f') e concavidade (f") obtemos:

>0 f'<0
o /N
o N\ p

Para esbocar um grafico determinamos:

a) todos os pontos de intersecdo com os eixos = e y;
os limites no infinito e todas as assintotas;

os intervalos de crescimento e decrescimento;

Exemplo 4.31 Esboce o gréfico de f(x) = 223 + 32* — 122 + 1.

Solucdo: Intersepta o eixo y em (0,1). N&o vou calcular onde intersepta o eixo = pois
teria que resolver uma equacdo do terceiro grau ... Os limites no oo é 0o e no —oo é —o0.
N&o possui assintotas. Como f/(z) = 6x® + 6z — 12, cujas raizes sdo 1 e —2, cresce até
x = —2, decresce em (—2,1), cresce depois de x = 1. Assim x = 1 & minimo local e
x = —2 & maximo local. Como f”(x) = 12z + 6, cuja raiz € —1/2, concavidade para baixo
até x = —1/2, concavidade para cima depois.
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flz) =223+ 32% — 120 + 1

|
w0
|
[\
|
N |#—=
(-t
\
"

Exemplo 4.32 Esboce o gréfico de f(x) = 2x + sen x.

Solucdo: Intercepta o eixo y em (0,0). Veremos que n&o intersepta o eixo x em outro ponto
pelo crescimento da fun¢do. Quando z — oo, f(z) — oo e quando © — —o0, f(z) — —o0.
N&o possui assintotas. Como f/(z) = 2+cosx > 0 para todo z € R, a fungdo sempre cresce.

Assim ndo possui maximos nem minimos locais. Como f”(x) = —senz, a concavidade varia:
de (0, 7) para baixo, de (m,27) para cima e vai alternado desta forma.
)

A f(z) = 2x + sen(x)

—3r —27 - T 2r 3r

Observacdo 4.10 Como filosofia geral, quando f ndo é um polinémio ou funcdo simples,
daremos as expressées de [’ e f” (calculadas com o software Maxima) pois queremos
separar a dificuldade de esboco do grafico da questdo de saber calcular a derivada.

. —?

Exemplo 4.33 Esboce o gréfico de f(x) = G 1)+ 2) +2

Dica: f'(x) 622 e [i(x) = —62(32% + 2z + 4)

(x —1)3(x+2)2 (x — 1)Hz+2)3

Solucdo: Intercepta o eixo y em (0,2). N&o vou calcular onde intersepta o eixo x pois teria
que resolver uma equacdo complicada. Quando * — 400, f(z) — 1. Assim a assintota
horizontal € y = 1. A assintota vertical (onde denominador se anula) é&: 2 =1e x = —2.

Analisando sinal de f’: como numerador é sempre positivo, valendo zero em x = 0, basta

olhar sinal do denominador, que tem o mesmo sinal que  — 1. Assim a funcdo decresce até 1
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e cresce dai em diante. Como a derivada se anula somente no zero, este é o Gnico candidato
a ponto extremo local. Como a funcdo decresce ai, © = 0 ndo é extremo local. A funcdo nio
tem maximo nem minimo local.

O sinal de f”. O polindmio 322 + 2z + 4 possui raizes complexas. Logo este termo &
sempre positivo. Assim o sinal de f” & dado por —6x e = + 2. Logo a concavidade é para
baixo até x = —2, para cima em (—2,0), para baixo se x > 0.

Y

T = -2 r=1
flz) = —2x + 2
(x—1)2(z+2) u

Exemplo 4.34 Esboce o grafico de f(z) = &/z — v/a*

1 4gs 4 p)
— e [Ma)=-

2 5
93 9uxs

D' K ! —
ica: f'(x) = 3

Solucdo: Note que f(z) =0em z=0e x = 1. Colocando v/z* em evidéncia obtemos que
f(x) = Vat(1/v/22 — 1). Assim quando z — +oo, f(z) — —oo.

Note que f’ ndo existe em = = ( e vale zero em x = 1/4. Quanto ao sinal, 3—2 é sempre

€Tr3

positivo pois aparece 22. Para 2 < 0 o termo —4z'/3 & sempre positivo. Assim f'(z) > 0
parax < 0. Para0 <z < 1/4 f'(z) > 0parax > 1/4 f'(x) < 0. Assim, x = 1/4 & maximo
local.
é

Note que f” ndo existe em = = 0 e vale zero em x = —1/2. Quanto ao sinal, ———
9xs

: : 2 : .
sempre negativo. Assim se x > 0 o termo ——— também serd sempre negativo. Assim, se

93
x>0, f"(x) <0. Agora para —1/2 > x>0, f"(x) > 0 e para z < —1/2, f"(z) < 0.
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2 4

fla) = Vo~ Vo .

4.6 Problemas de Otimizacao

Nesta Secdo ndo apresentamos nenhuma teoria nova. A dificuldade para o aluno é aprender a
modelar os problemas matematicamente. Separamos a fase de Modelagem e de Resolucao.
Na fase de Modelagem, as respostas devem ser do tipo “maximize (ou minimize) a funcdo
f(z) =--- em R ou no intervalo [a, b] ou (a,b) ou (0,00), etc. A parte de Resolucao recai
na Sec¢do anterior, que ensinou a determinar o maximo/minimo de uma fun¢do num intervalo.
O roteiro basico de Modelagem é:
(a) atribuir variaveis (z,y,r, h, etc.) para as quantidades desconhecidas;
(b) escrever a funcdo que deve ser otimizada e as restricBes que envolvem as variaveis;
(c) caso a funcdo que deva ser otimizada seja de mais de uma variavel, eliminar as variaveis
com as restricdes;
(d) determinar o intervalo onde a funcdo deve ser otimizada.

Comecamos com problemas onde a modelagem é por equacio do segundo grau. I

Exemplo 4.35 Modele os seguintes problemas e depois resolva-os. N&Go basta calcular o
maximo e o minimo: deve-se justificar porque.

Um arame de comprimento L > 0 deve ser cortado em dois pedacos. Uma parte sera
dobrada no formato de um quadrado, ao passo que a outra na forma de um circulo. Como
deve ser cortado o fio de forma que a soma das &reas do quadrado e do circulo total englobada
seja um maximo? Como deve ser cortado para que seja um minimo?

Solucdo: Modelagem: Cortamos o arame num pedaco de tamanho x para fazer o quadrado
e L — x para o circulo. Note que z é o perimetro do quadrado e L — x o perimetro do circulo.
Assim o lado do quadrado é x/4 e o raio do circulo é r = (L — z)/(2m). Assim a area total é

22 (L —x)? :
a(x) = T + 0 Note que = pode variar somente entre 0 e L, o tamanho do arame.
T
, . " v (L—=)
Assim queremos 0 maximo e minimo de a(x) = 16 + T Paaz € 0, L]
s
—L . . . 4L
Resolucdo: Como d/(z) = §+ x2 . Assim o nico ponto critico é xp = ——. Como
T T

a é uma parabola com concavidade para cima, xy é ponto do minimo local. Além disso, como
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< 1,0 < x9g < L. Assim o minimo sera utilizar zy para o quadrado e L — xq para o

447
: L*  L? L? :
circulo. O maximo estara nos extremos. Como a(0) = ey a(L) = 6 ° maximo é
™
em x = 0, quando todo o arame ¢é utilizado no circulo. |

Exemplo 4.36 Modele os seguintes problemas e depois resolva-os. N&Go basta calcular o
maximo e o minimo: deve-se justificar porque.

(a) Uma janela tem a forma de um retdngulo encimado por um semicirculo. Se o perimetro
da janela é P, determine as dimensdes da janela que deixam passar a maior quantidade possivel
de luz.

(b) Repita o problema supondo que a parte retangular da janela receberd um tipo de vidro
que deixe passar o dobro de luz que a parte semicircular.
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Solucdo: (a) Modelagem: Se o semicirculo tem raio r, o retangulo possuira lados 27 e z.
Como a quantidade de luz & proporcional a drea da janela, queremos maximizar a area da janela
a = 2rx + wr?/2 (4rea retangulo mais semicirculo). Esta é uma funcdo de duas varidveis.

Utilizando a restricao que o perimetro da janela P = 2z + 2r + 7r = 2x +1(2+ ), obtemos

que r = w Assim a(r) = r(P—r(2+7))+7r?/2 = r(P—r(2+7/2)). Olhando

para o perimetro P = 2x + (2 + 7), vemos que os casos extremos sdo r = 0 (z = P/2)
er =P/(2+7) (x = 0). Assim queremos o maximo de a(r) = r(P — r(2 + 7/2)) para
r € [0, P/(2+ ).

P
Resolucdo: Como d/(r) = P —2r(2+7/2), ro = 1

é o anico ponto critico. Nos

+ 7
extremos do intervalo, a(0) = a(P/(2 + 7)) = 0. Como é polinémio do segundo grau com
: : ) L : P P
concavidade para baixo, ry € ponto de maximo. Alem disso ry = < , € portanto
447 24

pertence ao intervalo.

(b) Modelagem: Neste caso a quantidade de luz na parte retangular sera proporcional
ao dobro: 4rx e na parte semicircular igual: 7r?/2. Assim, a = 4rz + 7r?/2. Utilizando a
restricio do perimetro obtemos que queremos o maximo de a(r) = r(2P —r(4+ 37 /2)) para
rel0, P/(2+ )]

~ . . i 2P
Resolucdo: De forma analoga obtemos que o minimo é em ry =

_ 8+ 3w
ao intervalo. n

Apresentamos problemas que somente podem ser resolvidos com Calculo. I

Exemplo 4.37 Modele o seguinte problema e depois resolva-o.
Determine as dimensées do retdngulo com drea A > 0 que possui 0 menor perimetro.

que pertence

Solucdo: Modelagem: E similar ao primeiro da sequéncia de exemplos. Considere x e y
como as dimens&es do retangulo. Entdo queremos minimizar o perimetro p = 2z 4 2y. Como
sdo duas variaveis, utilizamos a restricdo A = xy para eliminar uma delas. Assim y = A/z.
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Logo queremos o minimo de p(z) = 2x + 2A/z. Note que x pode variar entre 0 e 0o mas
ndo pode ser zero. Assim queremos o minimo de p(z) = 2z + 2A/x para z € (0, o).
Resolucdo: Como p/(z) = 2 — 24/2?, x5 = VA. Como lim p(x) = co e lim p(z) =
T—00

z—0t
00, este ponto é de minimo em (0, o0). Se xyp = VA, como A = zoyo = V Ayo, Yo = VA.
Como xg = yg = VA, concluimos que o retdngulo com menor perimetro é o quadrado. =

bservacdo 4.11 Embora bem mais dificil de se provar, o quadrilatero com area A com
menor perimetro é o quadrado e, generalizando, o poligono de n lados com drea A com
menor perimetro é o poligono regular de n lados. Os resultados sdo idénticos se fixarmos
o perimetro P > 0 e quisermos maximizar a area.
A generalizacdo é o chamado Problema Isoperimétrico (Wikipédia isoperimetric inequa-
lity): qual a regido plana com perimetro P com maior drea? E o circulo mas a soluco
utiliza técnicas do Calculo das variacGes. Kepleflutilizou na discussdo da morfologia do
skistema solar. Foi resolvido completamente em 1902 por Hurwitflusando série de Fourier.

/

Exemplo 4.38 Modele os seguintes problemas e depois resolva-os. N&o basta calcular o
maximo e o minimo: deve-se justificar porque.

(a) Um fazendeiro quer cercar uma area de 1500 m? num campo retangular e entdo dividi-
lo ao meio com uma cerca paralela a um dos lados do retangulo. Como fazer isto de forma a
minimizar o custo da cerca?

(b) Resolva este problema se o custo por comprimento da cerca que divide ao meio é trés
vezes mais cara do que o da cerca em volta do terreno.

Solugdo: (a) Modelagem: Faca um desenho onde = é um dos lados e y o outro. O lado
de tamanho x serd dividido ao meio por uma cerca de tamanho y. Assim, o tamanho da
cerca é ¢ = 2z + 2y + y (perimetro do retdngulo mais a cerca do meio do terreno). Esta
funcdo é de duas variaveis. Utilizando a restricio que o terreno possui 1500 m?, zy = 1500.
Assim eliminamos y = 1500/ do custo e obtemos ¢(z) = 2z + 3(1500)/x = 2z + 4500/ z.
Note que = pode variar entre 0 e co. Assim queremos o minimo de ¢(z) = 2z +4500/x para
x € (0,00) (note que = ndo pode ser 0).

Resolucdo: Calculando o minimo de ¢(x) = 2z + 4500/x em I = (0,00). Como
d(r) = 2 — 4500/z2, o Gnico ponto critico &€ 1y = /2250. Nos extremos do intervalo I:
lim ¢(x) =0 e xh_)rglo c(x) = oo, Assim xy &€ minimo e como zy = 1500, y = 1500/+/2250.

z—0t
(b) Modelagem: Se a cerca em torno do terreno custa K, a cerca do meio custa

3K. Portanto ¢ = 22K + 2yK + y3K = K(2z + 5y). Outra possibilidade é fixar o
custo/comprimento em torno de 1 e para cerca do meio 3. Obtemos (verifique) que ¢ =
2r + 5y e a mesma resposta. Utilizando a restricdo xy = 1500, queremos o minimo de
c(x) = K2z +5-1500/z para z € (0,00).

Resolucdo: Similar ao item (b). Obteremos xy = /5 - 1500/2. u

Exemplo 4.39 Sejam M, N > 0 nimeros dados. Se x,y > 0 sdo nimeros tais que sua soma
é igual a uma constante S > 0, determine o minimo e o maximo do produto P = zMy" .

6Johannes Kepler: x1571 Wiirttemberg, Alemanha — 11630 Regensburg, Alemanha.
6Adolf Hurwitz: 1859 Hildesheim, Alemanha — 1919 Zurich, Suica.
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Solucdo: Modelagem: Comoxz+y =S5, y=S5—2. Comoy > 0,0 <z < 5. Assim
queremos o maximo e o minimo de P(z) = 2™ (S — x)V para z € [0, S].
Resolucdo: Como P'(z) = Mz~ (z—S)N — NaM(S—2)N~!. Logo os pontos criticos

M+Ne,x:O(casoM—l%O)ex:S(N—l#O). De todo modo checamos

o valor da funcdo em 0 e S pois sdo os extremos do intervalo. Como 0 < M < M + N,

sdo xg =

MS ,
MLJFN < 1. Portanto zy = VLN < 5. Assim zy € (0,5). Mas P(0) = P(S) =0e
P(z) > 0 para z € (0,S). Assim 25 € o maximo. O minimo éem x =0 ou z = S. n

Exemplo 4.40 Qual ponto do grafico de y = x* + 2 esta mais perto de (0,5) € R??

Solucdo: Modelagem: A distancia de um ponto até uma curva é igual a menor distancia
entre todos pontos da curva até a reta. A distancia de um ponto (z,y) na curva até (0, 1)
ed=+/(x—0)2+ (y—5)2. Comoy—a: +2, d(x \/x2 + (22 + 2 — 5)2. Queremos o
minimo para x € R desta funcdo d(z) = /2% + xz —3)?

Resolucdo: Existe um truque: ao invés de minimizar d( ), minimizamos d*(x) pois da na
mesma (porque?) mas a algebra é mais facil. Assim queremos minimizar f(z) = 22+ (22—3)>.
Como f'(z) = 22+2(22—3)(2z), os pontos criticos sdo 0, ++/5/2. Quando z — 00 vemos
que f(x) — oco. Assim o minimo é atingido em um dos pontos criticos. Agora comparamos

f(0) =9, f(£+/5/2) =11/4. Como 11/4 < 9, o minimo é atingido em = = +,/5/2. |

Exemplo 4.41 Modele o seguinte problema e depois resolva-o. Nao basta calcular o maximo
e o minimo: deve-se justificar porque.

Uma lata cilindrica aberta no topo deve conter 500cm?® de liquido. O custo do mate-
rial utilizado na base é de R$2,00/cm® e o material utilizado nos lados é de R$3,00/cm?.
Determine o raio que minimiza o custo de fabricacdo da lata.

Solucdo: Modelagem: Seja r o raio da lata e h a altura. A area lateral é 27rh e a area da
base mr2. Levando em conta o custo do material, o custo de fabricacdo é ¢ = 67rh + 2712
Utilizando a restricdo que o volume V = 7r?h = 500, eliminamos umas das variaveis do
custo. 3000

Eliminamos h. Como mrh = 500/r, minimizamos ¢(r) = —— + 2772 para r € (0, 0).

r
Outra possibilidade de modelagem & eliminar . Como 7r? = 500/h e r = /500/(hm) =
C 1000
5/(h7), minimizamos c(h) = 60v/57h + —, Ppara h € (0,00).

3000
Resolu¢io do modelo minimize ¢(r) = —— 42712 parar € (0, 00): Note que ¢(r) — oo
r

quando r — 0% ou 7 — co. Assim existira um minimo poi ¢(r) > 0 para todo r > 0. Como

3000 750
d(r) = = {/—, o ponto de minimo. Agora
r? m

podemos obter hg, a altura que minimiza custo utilizando a relacdo V' = mrihg = 500.
, 2
Obtemos hy = 20/v/36m = 104/ o
T

1
Resolucdo do modelo minimize ¢(h) = 60v/57h + % para h € (0,00). Como ¢/(h) =
30v5m 1000
Vh h?

faceis. n

. . 2 . .
, 0 ponto critico é hy = 104/ o O primeiro modelo torna as contas mais
m

Exemplo 4.42 Modele o seguinte problema e depois resolva-o. Nao basta calcular o maximo
e o minimo: deve-se justificar porque.
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Determine a area do maior retangulo (com lados paralelos aos eixos x e y) que pode ser
. ) } T\ 2 2
inscrito na elipse (a,b > 0) (—) + (Q) = 1.
a

b
Solucdo: Modelagem: Resolvendo a equacdo da elipse para y pode-se obter que fixado
um z, y(x) = +by/1 — (z/a)?. Para cada = € [0,a] obtemos um retdngulo inscrito na
elipse com com lados 2z e 2y = 2b4/1 — (z/a)?. Assim queremos maximizar a area g(x) =

4bx\/1 — (x/a)? para z € [0, al.

Resolucdo: Note que ¢g(0) = g(a) = 0 e que g(x) > 0 para z > 0. Assim o ponto critico,
. : 4bx?
se existir, sera de minimo. Como f'(x) = 4b\/1 — (z/a)? — Wi x( TR lgualando a
a —(z/a

zero, cancelando 4b dos dois lados, obtemos que 23 = a*(1 — (z9/a)?) = a* — z2. Assim,

202 = a® e xg = % Substituindo obtemos que a area g(a/v/2) = 2ab (confira pois
0

V2
VI (z0/a)? = /1/2)). n

Exemplo 4.43 Duas cidades, Z e W, estdo na beira de um rio reto de largura a em margens
opostas. Seja () o ponto na margem oposta do rio diretamente em frente a Z. Sabe-se que
que W dista b do ponto Q).

|

b |
Q P W

Z

As cidades serdo ligadas por um sistema viario composto por uma ponte partindo de Z
até um ponto P na outra margem do rio e uma estrada por terra ligando P a W. O custo
por quilémetro para construcdo da ponte é A por Km e o custo para construcido da estrada
por terra é'T" por Km.

Qual deve ser a localizacdo do ponto P para que o custo total do sistema vidrio seja o
menor possivel?

PS: Problema similar: Vocé participard de uma prova de corrida e natacdo entre as duas
cidades, sendo que vocé corre com velocidade V. e nada com velocidade V,,. Partindo de Z,
vocé devera nadar (em linha reta, é claro!) até um ponto P na na outra margem e depois
correr (em linha reta) até W. Como minimizar o tempo de prova?

Solucdao: Modelagem: Introduzimos a coordenada x que localiza o ponto P com a con-
vencdoque z =0se P=W ex =bse P=(. Assim z € [0,b]. Dada a localizacdo = do
ponto P, a estrada de terra terd comprimento = e a ponte terd comprimento, por Pitagoras,

/(b —1x)?+ a?. Logo o custo total do sistema viario é c(x) = Tax + A\/(b—x)?>+a? e

queremos minimizar para x € [0, b].
~ ) b—ux
Resolucdo: Calculamos os pontos criticos. ¢(z) =T — A . Resolvendo
(b—x)%+ a?

d(rg) = 0 obtemos que (A? — T?)(b — x)* = T?a®. Assim para que tenha solucdo real
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precisamos que A% —T? > 0, isto &, como A, T > 0, precisamos que A > T', o custo na agua

maior que na terra. Separamos em dois casos:

T
(a) Se A > T, a dnica raiz da derivada menor que b é xy = b — Y Note que

A2 _ ]2
d(b) =T > 0. Como /(z9) =0, e zg < b, a derivada sera positiva neste intervalo e negativa

para < xy. Assim se x € [0,b], este ponto serd de minimo. Assim precisamos que xy > 0,

) ; al ) . 3 al
isto &, que b > ————=. Se isto ocorrer o minimo serd em o = b — ——. Caso
A2 _ T2 AQ _ T2
e al . , " .
contrario, isto é, se b < ————, a funcdo serad crescente em [0,b] e 0 minimo serd em

NZe
x = 0 (ligar ponte diretamente entre as cidades).

(b) Se A < T a derivada nunca serd zero e portanto possuird o mesmo sinal que em
qualquer ponto, como por exemplo em z = b onde ¢/(b) = T > 0. Logo ela sera sempre
crescente, e o minimo sera em = = 0 (ligar ponte diretamente entre as cidades).

PS: Basta tomar A =1/V,, e T' = 1/V, neste problema. |

Exemplo 4.44 Modele o seguinte problema e depois resolva-o. N&o basta calcular o maximo
e o minimo: deve-se justificar porque.

Um pintor esta pintando um prédio que possui um corredor longo de largura a que termina
num corredor perpendicular a este de largura b. Qual a maior escada que o pintor pode utilizar
que possa fazer a curva no fim do corredor ?

—

I

Solucdo: Modelagem: Considere o segmento de reta que encosta na quina interna do

corredor. Calculamos seu comprimento para cada angulo # que este segmento faz com o

. a
corredor. Obtemos que o comprimento é dado por f(0) = + . Se a escada for
senf  cosf

maior que f(#) para algum @ ela ficara travada no corredor. Assim queremos o minimo de

f(0) = + para 6 € (0, 7/2).
senf  cos6 _ _ _
Resolucdo: Note que f(f) — oo nos extremos do intervalo (0, 7/2). Assim o minimo
0 0
esta no interior do intervalo. Calculando f'(0) = —a cos + bsen . Agora f'(6y) = 0 se
3g sen2 6 cos? 6
zzrsl—Ses = % = tan® 0. Logo 0y = arctan ( 3 % . n

4.7 Exercicios de Aplicacoes da Derivada
4.7.1 Exercicios de Fixacao

Fix 4.1: Suponha que f(0) =0, f’ & continua e que f’(0) = 5. Calcule lim /(@) :
z—0 sen(z)
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} .. —1)2
Fix 4.2: Vamos calcular o limite lim (m—)

aplicando L'Hospital duas vezes. Assim,
z—1 et —e

—1)2 —
g F D 2D 22
z—1 e —e rx—1 et z—1 e% 62
Na realidade o limite é zero. Qual o erro?
Fix 4.3: Determine lim /() sabendo que lim f(z) = lim g(x) = +o00 e que os graficos

de [’ e ¢’ sdo dados na figura abaixo.

Fix 4.4:Sabe-se que f'(2) =4 e que f(2) = 5. Aproxime:  (a) f(2.1); (b) f(1.95).
Fix 4.5: Sabe-se que p(x) é o polinémio do segundo grau que melhor aproxima f(x) = cos(x)
perto do ponto x = w. Determine:  (a) p(w); (b) p'(7); (c) p"(n).

Fix 4.6: Determine se xy = 0 é (ou ndo é) maximo ou minimo local das seguintes fun¢des:

B z2, x#0 1z, = #0, L x <0,
@ F@ =110, zoo @@= {100 vep © 1, z>0.

(d) f(z) = {seil(l/x), v 70, " (ver grafico no Exemplo [1.9da p
) x=0 )

Fix 4.7:Esboce o grafico de uma funcdo continua para cada item abaixo que:

(a) tenha um maximo local em = —2 e um minimo local em = = 1;
(b) seja sempre crescente, mas até x = —2 com concavidade para cima e depois deste
ponto com concavidade para baixo.
Fix 4.8: Considere uma f : [—3,3] :— R cujo quadro de sinais da funcio e das derivadas
seja:
T
f — — - - — —
f - - - - | - +
f + + — - + +

Esboce o grafico de y = f(x).
Fix 4.9: Determine se é Verdadeiro ou Falso. Se for falso dé um contraexemplo ou corrija.
(a) se f"(x) > 0 para todo x € [1,2] entdo f’ é crescente em [1,2].
(b) se f"(x) > 0 para todo z € [1, 2] entdo f é possui concavidade para cima em [1, 2]
(c) se h(x) = C para todo = € [1,2] entdo h ndo possui nenhum ponto do maximo nem
minimo local.

Fix 4.10: Estude o Teorema da p[105] o TVE (Teorema do Valor Extremo de Weiers-
trass). Determine se é Verdadeiro ou Falso. Se for falso d& um contraexemplo ou corrija.



4.7. EXERCICIOS DE APLICACOES DA DERIVADA 119

a) Pelo TVE toda funcdo continua em I = (—7,100) possui um maximo em /.
b) Pelo TVE toda fun¢o continua em I = [0, 00) possui um minimo em [.

(a)

(b)

(c) Pelo TVE toda fungdo em I = [2,3] possui um minimo em /.

(d) Pelo TVE toda funcio descontinua em I = [2,4] ndo possui maximo neste intervalo.
(e)

e) Pelo TVE toda funcdo continua em intervalo ilimitado I ndo possui maximo em I.

Fix 4.11:Suponha que f & derivavel em R e que f’ se anula somente em 3 e 7.
(a) E verdade que existe a € [1,10] tal que f(a) > f(x) para todo € [1,10]? Porque?
(b) Explique como podemos determinar a.
(c) E verdade que existe ¢ € R tal que f(c) < f(z) para todo = € R? Porque?

Fix 4.12:Sabendo f & continua em R e que f'(x) > 0 parax < 0e f'(z) <0, para x > 0,
determine (se for possivel) a, b, ¢, d € R tais que

(@) min f(z)=f(a);  (b) max f(z)= f(b);

z€[—5,-1] z€[~2,3]
(c) min f(x) = f(c); (d) max f(z) = f(d).
z€[—1,2] z€[2,5]
1
Fix 4.13: Considere f(x) = —. Determine, caso existam, para cada intervalo I abaixo,
T

max f(x), min f(z) e 0s pontos Tmax € Tmin onde sdo atingidos 0 maximo e o minimo.
el zel

@I=[23; (b)I=(01; ()I=][-1,-4; (d)I=][L00); (e)I=(—00,0).

Fix 4.14: Determine se é Verdadeiro ou Falso. Se for falso d& um contraexemplo ou corrija.
Suponha que todas as funcdes possuem derivadas em todos os pontos.

(a) Se x = 4 & minimo local de h entdo h'(4) = 0.

(b) Se © = 2 é o maximo de f no intervalo [1, 4] entdo f'(2) = 0.
(c) Se x =1 é o minimo de f no intervalo [1,4] entdo f'(1) = 0.
(d) Se ¢’(3) = 0 entdo x = 3 & o minimo ou maximo local de g.

Fix 4.15: Determine se é Verdadeiro ou Falso. Se for falso d& um contraexemplo ou corrija.
Sabendo que f e f’ é derivavel em I e a,b,c € I:
(a) f'(b) =0e f"(b) = —1 entdo b & ponto de maximo local.
(b) f'(c) =0e f"(c) =0 entdo ¢ é ndo & ponto de maximo nem minimo de f em I.

(c) se a é maximo local de f entdo a € maximo de f em [.

Fix 4.16: Considere a funcdo f esbocada na figura abaixo.
(a) Determine os pontos de maximo e minimo local de f.
Determine os pontos de maximo e minimo de f em:
b) 245 (O [-31  (d)[-1,4]
Determine o sinal de f” em:
(e)z=-18 (flza=0;, (g) x=4.
(h) Dentre os inteiros —3,—2,...,4, determine os que estdo préximos de pontos de
inflexdo (troca de concavidade) de f.

Considere ¢'(x) = f(z). Determine os pontos de:

(i) maximo e minimo local de g;  (j) inflexdo de g.
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\ | | A x

[ [ I I I .
-3 -2 -1 1 2 3 4\
/()

Fix 4.17: Considere f(z) = z* — 2. Determine todos os pontos de maximo/minimo:
(a) locais de f.  (b) de f no intervalo [—1,2].  (c) de f no intervalo [—1,0].
(d)de femR. (e)de fem (—oo, —1].

Fix 4.18: Considere a funcdo y = g(x) cujo grafico esta representado na figura abaixo.

i g9(z)

A e
2 456 8

—

Coloque em ordem crescente os seguintes nimeros:
(a) 9'(0), ¢'(2), g'(4), e ¢'(5). (b) 9"(2), g"(5). e g"(8).

4.7.2 Problemas

Prob 4.1: Calcule os limites abaixo:

(a) lim sen(8a) (b) lim (e®+3z)"/=, (c) lim (d) lim n(e"—

=0 2% — 1 20+ z—0 sen(bx) n—o0
1).

Prob 4.2: Estime, através de uma aproximac3o linear local:
(a) V65; (b) log(e? — 0.1); (c) arctan(1.2).
Prob 4.3: Considere a funcdo f(z) = az® + bz* + cx + d onde a > 0.

(a) Mostre que f admite nenhum ou dois extremos locais. Sob que condicdes cada um
desses casos ocorre?

et —e™ "

(b) No caso em que f ndo admite extremos locais, quantas raizes reais f pode ter?
(c) No caso em que f admite dois extremos locais, quantas raizes reais f pode ter?

(d) Baseado nos itens anteriores, descreva um procedimento para determinar o nimero de
raizes reais de f.

Prob 4.4: (graficos triviais) Esboce o grafico de f e de uma funcdo g tal que:
(@) f(x) = 2® — 32% + 3z + 1; (b) ¢'(z) = 2 — 4x.

Prob 4.5: Esboce o grafico de uma fungdo y = f(x) tal que f(0) = 2 e f' & dado pelo
grafico abaixo.
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AN

Prob 4.6: Esboce o grafico de uma funcdo continua f nos maiores intervalos possiveis que
verifique todas as condicdes indicadas simultaneamente.

(a)
. hI(I){ f(x) = —o0, lir(r]l+ f(z) =1, f(0) = —1,
o E{n flx) =2, le flz) =—1,

o f'(x) >0 para z < —1, f'(x) <0 para —1 <z <0, f[(=1)=0, f(x) <0
para x > 0.

(b)

cfO)=2 f(2)=1 ¢ FO)=0
. lgrgof(x) =—1 e IEIELOOf(x) = 0.
o li1r£1+ flz)=00 e lirgl_ f(z) = —oc.

o fllx) >0sex<0 e fl(z)
o f"(z) <0sel|z| <2 e f"(z)>0se|z]>2.
Prob 4.7:
Para as questdes de esboco de grafico, antes do esboco devera ser determinado:
(a) todos os pontos de intersecdo com os eixos x € y;
) os limites de no infinito e todas as assintotas;
) os intervalos de crescimento e decrescimento;
) todos os pontos de maximo e minimo locais;
)

b
c
d

e) os intervalos com concavidade para cima e para baixo;

(
(
(
(

Esboce o grafico de cada uma das funcdes abaixo:
2% — 2z 4 (1—2x)

(a) f(x) = (x2—42()(;1: Y ; Dica: f(x) = 2 @t 1)

" . rr—x+

@)= T

1+ 22 o x "y — 1+ 32?
(b) g(x) = =t Dica: ¢'(x) = 4—(1 eI (x) =4 -y
Q) h(z) = —2 ica: /x:—x+1 ”x—2($+2)
Prob 4.8: Esboce o grafico da funcio: ,

() fr) =S Diea fo)= T e gy = 2RI

(b) f(z) =log(1 —2*)+1. Dica: f'(x) =
V1—e10.79.

(c) f(x) =e®™@@E=D 11 Dica: f'(z) = (3 —2z)e? 2D ¢
['(@) = (42 =120+7) B0, 3/2-v2/250.79 e 3/2+/2/2~2.20.

21 e [fl(x)= m
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(d) f(z) =2%¢®. Dica: f/(z)=(z*+32%) e* e f'(z)=(2>+62>+62) e,
—3-V3~r 47 e —34+3~1.26.
Prob 4.9: Para cada funcdo f e cada intervalo I abaixo, determine max f(z) e mi?f(x) e,
xe e
se for possivel, os pontos Tmax € Tmin onde 0 maximo/minimo é atingidos.

(2) flw) = senl(x)3 cosl(xg)’ ['=(0,7/2).

Dica: f'(x) = Sizsfaz_secl(jsxx

(b) f(z) =z + 2, T=(0, 00), I=1(0,3], 1=][3,4].
Dica: f'(z)=1— %

(c) f(z) =3a* —4a® + 1222, T=[-1,1]e[L,2].
Dica: f/(z) = 12z(2* — x + 2).

d) f(z) = le em [ = (—1,1], I = [0,1].

Dica: f'(z) = ﬁ

Prob 4.10: Determine todos K € R tais que a equacdo

I = K tenha pelo menos uma
r* +
solucdo.
Prob 4.11: Encontre dois nameros cuja diferenca seja 100 e cujo produto seja um minimo.
Prob 4.12: Uma chapa de metal de largura L deve ter duas bandas, de igual largura, dobradas
ao longo do comprimento de maneira a formar uma calha retangular.

Como devem ser feitas as dobras de tal forma que a calha comporte o maior volume

possivel?

L
Prob 4.13: Dispde-se de 40m de fio de arame para cercar um canteiro em um jardim cuja
forma & a de um setor circular (“fatia de pizza”). Qual deve ser o raio do circulo para que o
canteiro tenha a maior area possivel 7

Obs: A area de um setor circular é 672 /2, onde r é o raio do circulo e § é o angulo do
setor circular.

(>

Prob 4.14: A tela do cinema CABRALPLEX estd a uma distancia K do ch3do e possui altura
L. Um espectador vai se sentar nesta sala, que & plana (ndo possui inclina¢do), de modo
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que sentado em qualquer assento a distancia entre seus olhos e o solo é h. A que distancia
d da tela ele deve ficar sentado para que perceba a maior imagem possivel da tela? Note
que a imagem é proporcional ao angulo subentendido por seu olho e os extremos da tela.
Assumimos que a altura K > h, caso contrario o melhor seria d = 0.

d

Prob 4.15: A pagina de um cartaz deve ser retangular e ter uma area de A cm? com margens
laterais iguais a M cm, e margens superior € inferior de N cm. Determine as dimensdes do
cartaz que permitirdo a maior drea impressa.

e

Kl

v
Prob 4.16: Um tanque cilindrico tem a forma de um cilindro com duas semiesferas em cada
extremidade. Determine a forma do cilindro que:

(a) maximizara o seu volume, sabendo que sua area de superficie é A,
(b) minimizara o seu custo de fabricacdo sabendo que seu volume é V.

Prob 4.17:
(a) Sejam f(z) =2+ /62 — 222 e P = (2,2). Determine a maior e a menor distancia

de P aos pontos do grafico de f.

: : : 1
(b) Qual a menor distancia vertical entre as curvas y = 2* e y = ——7
x

Prob 4.18: Determine as dimensdes do retangulo inscrito num circulo de raio R que possui
0 menor e 0 maior perimetro;
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p—

\
L
Prob 4.19: Encontre as dimensdes do retangulo de maior area que tem sua base sobre o eixo
x e seus dois outros vértices acima do eixo x e sobre a parabola y = 27 — 2.
Prob 4.20: Maximize o volume do:
(a) cone reto inscrito numa esfera de raio R;
(b) cilindro circular reto inscrito num cone circular reto de raio R e altura H.

4.7.3 Extras
log(4z — 3 2
Ext 4.1: Calcule: (a) lim log(4z — 3) (b) lim ’
=1 x—1 z—o0 log x
Oz Ofmo
. 2cos(h) — 2+ h? . a®—=0b"

© g SOy
Ext 4.2: Estime, através de uma aproximacdo linear local: ~ (a) tan(0.05).  (b) v/28.
Ext 4.3: Determine a série de Taylor de: (a) senx em a = 0; (b) logz em a = 1;

(c) senhz em a = 0.
Ext 4.4:Suponha que a > 0. Prove que se b for pequeno o suficiente ento vale a aproxi-

, b
macdo: Va3 +b~a+ 3
a
Ext 4.5: Esboce o grafico de uma fung¢do f e de uma funcdo g tal que:
(a) ¢'(z) = 2* — bx + 6 como derivada; (b) f(z) = (x —1)*(z + 1)
Ext 4.6: Esboce o grafico de uma funcdo y = f(z) tal que f(0) = —2 e que tenha como

derivada o seguinte grafico:

Ay

/| \

[\
|
—_
o
—
N
o
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Ext 4.7:Esboce o grafico de uma funcdo continua f que verifique todas as condicdes indi-
cadas simultaneamente.

(@) F(0)=3, f(2) =1, f'(0)=f(2)=0
f'(x)>0se|z—1>1 fl(zr)<0selz—1]<1
f'(x)<0sex <1 f"(z)>0sex>1

(b) F(2) = 4; f(4) = —1.
f'2)=0; fl(x)>0sex<2; f(r)<0sex>2;
f"(4)=0;, f'(x)<0sex<4; [f'(z)>0sex >4

lim f(z) = —o0; xh_)rgo f(z) =-3.

r—r—00
Ext 4.8:
Para as questdes de esboco de grafico, antes do esboco deverd ser determinado:
(a) todos os pontos de intersecdo com os eixos x € y;
b) os limites de no infinito e todas as assintotas;
) os intervalos de crescimento e decrescimento;
)
)

(funcdo racional) Esboce o grafico de cada uma das funcées abaixo:
PS: Ignore concavidade, ndo calcule f”.

(4 1)(z+2) . __a:2+10x—|-13
(a) f(x) = T dE—1) Dica: f'(x) = CEEr
(b) g(x) = .3 Dica gla) = — "3
SRR AT
Ext 4.9: (fungdo racional) Esboce o grafico de cada uma das funcdes abaix0'
z? i x x2
x? 8T 4+ 32?

T) = 5 +2. Dica: ¢'(7) = TETITETE e g (x) = SM.

9(
Ext 4.10: (funcao ndo-racional) Esboce o grafico da fun¢do:
1
a) f(x) =z logz. Dica: f'(z) =logx+1, [f'(z)=—-.
x
flx e'=% . Dica: f'(z) = (1 —22%) e, f'(x) = 2x(22> — 3) e,
~ 0. 707 3/2) ~ 1.22.
f(z)=2a?e”. Dica: f'(z)=ax(x+2)e”, [f'(z)=(2+4x+2)€"
—2 -2~ 341, —2++2~—-058).

Ext 4.11: Para cada fungdo f e cada intervalo I abaixo, determine max f(x)e mle( x) e,
ze e

) =
) =

—

~
/\«l
O N o
S—r N—

se for possivel, 0s pontos Tmax € Tmin onde 0 maximo/minimo é atingidos.
(@) f(z)=82> —ax'em [ =R; [ = [-1,1]. Dica: f'(x) = 4z(4 — 2?).
1 . 2x
(b) f(.fl?) = 22 1 em [ = [1,2] el = [—1,00) Dica: f/(ﬂﬁ'> = —m
(c) f(x) =sen(cosz) em [0, 27].
Ext 4.12: Suponha que uma janela tenha a forma de um retangulo com um tridngulo equila-
tero no topo. Assumindo que o perimetro é de 12m, determine as dimens&es da janela para

que penetre o maximo de luz possivel.
Dica: area do triangulo equilatero & L?1/3/4.

Ext 4.13: Modele os seguintes problemas e depois resolva-os.
(a) Determine as dimensdes do retangulo com perimetro P > 0 que possui a maior area.
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(b) Um campo retangular estd limitado por uma cerca em trés de seus lados e por um
cérrego reto no quarto lado. Determine as dimensdes do campo com 4rea maxima que pode
ser cercado com uma cerca de comprimento total P.

(c) Um terreno retangular deve ser cercado com dois tipos de cerca. Dois lados opostos
devem receber uma cerca reforcada que custa R$3,00 por metro, enquanto os outros dois
lados uma cerca que custa R$2,00 por metro. Quais as dimensdes do terreno de maior area
que pode ser cercado com R$6.000,007

Ext 4.14:

(a) Determine os nimeros = e y, com soma igual a S, cuja soma dos quadrados seja o
menor possivel.

(b) Determine o namero positivo tal que a diferenca entre ele e o seu cubo seja a menor
e a maior possivel.

(c) Suponha que o produto de dois nimero reais positivos € igual a P > 0. Determine o
minimo e maximo da soma destes dois nimeros.

Ext 4.15: Queremos fazer uma caixa em forma de paralelepipedo de base quadrada e aberta
em cima, isto &, uma caixa sem tampa de base quadrada.

(a) Se o volume desta caixa &€ V cm?, determine as dimens&es que minimizam a quantidade
de material.

(b) Se temos A cm? de material para fazer a caixa, determine o maior volume possivel

para esta caixa.

(c) Se o volume desta caixa € V ¢m?® e o custo do material da base é duas vezes mais

caro que o custo do material dos lados, determine as dimensdes que minimizam o custo de
fabricac3o.

Ext 4.16: (figuras e parte do texto retirados da Wikipédia) Em 6ptica, o principio de Fermat
ou principio do menor tempo diz que o caminho de um raio de luz entre dois pontos deve
ser o que pode ser feito no menor tempo possivel. Deste principio pode ser deduzido a lei de
reflexdo e a lei de refracdo de Snell. Vamos deduzir ambos neste exercicio.

(a) Considere um raio de luz que parte de P e vai até () depois de refletir no espelho em
um ponto O. Determine a relacdo entre o dngulo de incidéncia 6; e o angulo de reflexdo 6,
para que o tempo percorrido pelo raio seja o menor possivel.

roirror
.,
P ™.
™
.
™,
™,
; ™
normal i 0
.. iy
k\\
N
Q N
™,
.

(b) Considere um raio de luz que parte de P e vai até () passando de um meio onde a
luz possui velocidade v; para um meio onde a velocidade é v,. Determine a relacdo entre os
angulos 6, e 05 e as velocidades (a Lei de Snell) para que o tempo percorrido pelo raio seja
0 menor possivel.
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n, index
v: velocity

0,

Ext 4.17: Determine o ponto da curva indicada mais proximo do ponto indicado.

(a) curva 22 — y? =1 e ponto (0,2); (b) curva y = 2? e ponto (4,0);

(c) elipse 422 + y* = 8 e ponto (1,0); (d) curva y = /7 e ponto (2,0).
Ext 4.18: Determine as dimensdes do retangulo inscrito em um semicirculo de raio R que
possui a maior area.

Ext 4.19: Um cilindro é gerado ao se girar um retangulo de perimetro P em torno de um
de seus lados. Qual deve ser a razdo entre os lados do retangulo de tal forma que o cilindro
tenha o maior volume possivel?

Ext 4.20: Maximize o volume do:

(a) cilindro circular reto inscrito numa esfera de raio R;

(b) cone reto inscrito, de cabeca para baixo, com vértice no centro da base de um cone
circular reto de raio R e altura H.

Ext 4.21: Uma cerca de altura H fica em volta de um prédio bem alto. Se a cerca estd a uma
distancia L do prédio, qual a menor escada que vai do chdo por cima da cerca até a parede
do prédio?

4.7.4 xProblemas (Taxas Relacionadas)

Prob 4.1:Uma caixa estd sendo puxada por uma corda que passa por uma roldana presa a
1m acima do solo. Determine a taxa de variacdo do angulo 6, indicado na figura abaixo, no
instante em que a caixa se encontra a 1m do ponto P, situado abaixo da roldana, sabendo
que a caixa se desloca a 2m/min.

Im

P

Prob 4.2: Quando o altimo vagdo de um trem passa por baixo de um viaduto, um carro cruza
o viaduto numa rodovia perpendicular aos trilhos e a 10m acima deles. O trem esta a 20m/s
e o carro a 40m/s. Com que velocidade se afastam um do outro apés 2s?

Prob 4.3:Uma escada de tamanho L esta apoiada numa parede. Se a base for puxada ao
longo do chio, afastando-se da parede com velocidade V', com que velocidade o topo da
escada estara se movendo para baixo quando ele estd a uma altura H do solo?
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—>

Prob 4.4:Um tanque conico com agua e vértice para baixo tem raio R metros no topo e
altura H metros. Se a agua fluir para dentro do tanque com taxa constante de V' m3/s, com
que velocidade em m/s a profundidade da 4gua vai crescer quando o tanque estiver com L
metros de profundidade?

Prob 4.5: Um bal3o eleva-se verticalmente do solo com velocidade variavel. Quando o baldo
esta a 48m do solo, subindo com velocidade 3m/s, passa, exatamente sob ele um carro
viajando a velocidade de 20m/s. Quatro segundos apés este instante, com que velocidade
varia a distancia entre eles?

Prob 4.6: Considere a parabola y = —x? + 1 na figura abaixo, onde a reta ¢ é tangente a
parabola no primeiro quadrante em cada ponto P(x,y). Sabendo que a taxa de variacdo da
abscissa de P (coordenada z) & de 2cm/min, determine a taxa de variagcdo do lado M@ do
triangulo PMQ, quando o ponto de tangéncia é Py(1/v/2, 1/2).

Y

t
y=—ax2+1

Prob 4.7: Uma fonte luminosa aproxima-se perpendicularmente de uma parede com veloci-
dade constante de a metros/segundo, projetando uma imagem circular sobre esta. Sabe-se
que a abertura do facho de luz (o dngulo entre os raios limites) é de 90°. Calcule a velocidade
com que a area iluminada sobre a parede esta diminuindo quando a distancia da fonte até a

parede é de k metros.

Prob 4.8: Um retangulo possui lados que variam com o tempo e estd inscrito numa regido
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triangular conforme a figura abaixo. Determine com que taxa a area do retangulo esta variando
no instante em que sua altura y mede 36 cm e estd aumentando 3 taxa de 0,5 cm/s. Neste
instante a area esta aumentando ou diminuindo?

A

60cm

A

-~ »

40cm

Prob 4.9: Um balo esférico esta se esvaziando.

(a) Suponha que seu raio decresce a uma taxa constante de 15 cm/min. Com que taxa o
ar (m3/s) estara saindo do baldo quando o raio for igual a 9 cm ?

(b) Suponha que no instante t;, em que seu raio é Ry, se esvazia segundo uma taxa de
po m3/s. Determine a taxa de variacdo de sua area de superficie.

Prob 4.10: Um cone esta inscrito em uma esfera conforme mostra figura abaixo. Se o raio
da esfera esta aumentando a uma taxa de 0,9 m/min e a altura do cone esta aumentando a
uma taxa de 0,8 m/min, com que taxa esta aumentando o volume do cone no instante em
que o raio da esfera mede 1m e a altura do cone mede 4/3m.

Prob 4.11: O perimetro de um quadrado cresce a uma taxa de 3m/s no instante ¢t = 4.
Neste momento sua area & de 100m?. Com qual velocidade sua area estara aumentando no
instante t = 4.

Prob 4.12: Uma mulher de 1,80m de altura caminha em direcdo a um muro a uma razio de
4m/s. Diretamente atras dela e a 40m do muro esta um refletor 3m acima do nivel do solo.

Qudo rapido o comprimento da sombra da mulher estara variando no muro quando ela
estiver a meio caminho entre o refletor e o muro? A sombra estara esticando-se ou encurtando-
se?

-

Prob 4.13:Um certo trecho do rio Amazonas é praticamente reto. Neste trecho um barco
desce o rio paralelamente a sua margem, a uma distancia de 3m da margem, com velocidade
constante de 10Km/h. A casa de um pescador fica nesta mesma margem do Amazonas, na
beira do rio.

B oo
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Determine a velocidade com que o barco se aproxima (ou se afasta) da casa do pescador
no instante em que ele estd a 5m de distancia da casa sabendo que ele:

(a) se aproxima da casa; (b) ja passou, e se afasta da casa.

Prob 4.14: Mostre que:

(a) se o raio de um circulo cresce a uma taxa constante, entdo sua area cresce a uma taxa
proporcional ao comprimento do raio.

(b) se a aresta de um cubo cresce a uma taxa constante, entdo seu volume cresce a uma
taxa proporcional a area da superficie.

(c) se o volume de uma esfera esta crescendo a uma taxa proporcional a area de sua
superﬁcie, ent30 seu raio cresce a uma taxa constante.

Prob 4.15: Um tridngulo retangulo variavel ABC' no plano xy tem um angulo reto no vértice

B, um vértice fixo A na origem, e o terceiro vértice C' que varia na parabola y = 1 +22. O

ponto B comeca no ponto (0, 1) no tempo ¢ = 0 e se move para cima ao longo do eixo y com

velocidade constante igual a 2cm/s. Qu&o rapido cresce a area do triangulo ABC' quando
= 87 (adaptacdo de [Ap2] p. 181)

4.7.5 Desafios

Des 4.1: (formas indeterminadas) Vamos mostrar que 0%, (00)? e 1°° podem dar qualquer
namero. Calcule os limites abaixo (use L'Hospital) assumindo que k& > 0:

(a) lim x(logk)/(lJrlog:c)[u _n 00]; (b) lim x(logk)/(lJrlogx)[u _n (OO)O];
z—07F T—00

: (logk/x) [« 11 qo0
(c) lm (& + s/« = 1]
Des 4.2: Aproxime f(z) = % perto de x = 1 por polindémio p(h) = ah® + bh + c.
x JR—

Des 4.3: O objetivo deste exercicio é obter uma férmula fechada para 7. Para isto vamos
calcular a série de Taylor do arctan.

(a) Verifique que f(x) L1 < ! ! ) (ver Desafio [5.14]da pJ169).

T 1422 2i\z—i z+i

) Determine f*(z) para todo k € N (k-ésima derivada).

(b
(c) Determine a série de Taylor do arctan(z).
(d

'p P, 1,1 11
roveque — =1 — — 4+ — — — 4 — ...
e 375 779

Des 4.4: Sua casa possui um corredor longo de largura a que termina num corredor per-
pendicular a este de largura b. Vocé deseja mover um sofa de largura ¢ (menor que a e b !).
Desprezando a altura (considere o sofa como um retangulo), qual o comprimento maximo do
sofa que pode fazer a curva 7 (Somente monte o problema, as contas sdo complicadas, e
podem ser resolvidos somente numericamente).

Des 4.5: Prove que a menor distancia entre o ponto (a, b) até o grafico de y = f(z) é medido
na reta normal ao grafico de f.

axg + by + ¢
Va2 £z

Des 4.7: Podemos aproximar loga (onde a > 1) pela soma das areas de dois trapézios, con-

forme a figura abaixo. Determine o ponto x de maneira que o erro da aproximacao seja minimo.

Des 4.6: Prove que a distancia entre (x,y0) e a reta ax + by + ¢ =0 é
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y=1/x

Des 4.8: Maximize a area:
(a) lateral do cone reto inscrito numa esfera de raio R;
(b) do cilindro circular reto inscrito num cone circular reto de raio R e altura H.

Des 4.9: Deseja-se atravessar um lago circular até um ponto diametralmente oposto. Pode-se
nadar e correr. A velocidade correndo & o dobro da velocidade nadando. Qual deve ser o
percurso para se chegar mais rapidamente ao lado oposto?

Des 4.10: (curvatura) Dado uma curva y = f(z) queremos determinar o raio do circulo
que oscula esta curva no ponto x = ¢. Mais precisamente, queremos determinar o raio do
circulo que passa por (¢, f(¢)) com mesma tangente e mesma derivada segunda que f.
Mostre que se 179 = f(c),m1 = f'(c) e no = f”(c) entdo o raio do circulo é igual a
(1 +77)>?

ml O inverso do raio é chamado de curvatura da curva no ponto = = c.
2

n
Des 4.11:Se a; < - -+ < ay,, encontre 0 minimo global de g(z) = Z |z — a;.

Dica: Como a funcdo é linear entre os intervalos, o ml'nimolglcorre em um dos a;'s.
Considere como g(z) se modifica quando se passa de um intervalo a outro. Tente fazer com
n = 2 e depois com n = 3.

e V7 >0
0; r<0.
(isto é, as derivadas de qualquer ordem vale 0 em z = 0).

Obs: Neste caso o polinémio de Taylor calculado em = = 0 sera sempre p(x) = 0, e a
aproximacdo nao melhora com o aumento do grau do polinémio.

Des 4.13: Prove (desigualdade de Youn que xy < xP + y? para todo x,y > 0ep,qg > 1

com1/p+1/q=1.
Dica: Divida tudo por zy e defina z = 2P~ /y. Verifique que pq = p + q.

Des 4.12: Considere f(x) = Prove que f™(0) = 0 para todo n € N

Des 4.14:Um objeto se desloca em uma semicircunferéncia de raio bm com velocidade
constante de 0, 1m/s. Em cada instante, h é a distancia do objeto até o didmetro. Durante
o movimento da subida, qual serd a taxa de variacdo da distdncia h no momento em que ela
medir 4m?

"William Henry Young: «1863 Londres, Inglaterra — 11942 Lausanne, Suica.
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Capitulo 5
Integral

Objetivos: Definir, informalmente, integral como area com sinal. Apresentar propriedades
basicas que decorrem desta definicdo. Apresentar o Teorema Fundamental do Calculo. Definir
integral de forma rigorosa e verificar dificuldade de integrar pela definicdo. Apresentar técnicas
que permitem o calculo da integral. As duas principais técnicas (substituicdo e por partes) sdo
consequéncias de regras de derivacdo (produto e composta). As outras duas (trigonométrica
e funces racionais) sdo truques algébricos.

5.1 Definicio e Propriedades Basicas

5.1.1 Definicdo (informal) de Integral

Partindo da nog¢&o primitiva (intuitiva) de area da geometria, definimos a integral como a area

com sinal.

Definicdo 5.1 (informal de integral) Dada funcdo f : [a,b] — R, definimos sua integral
b

/ f(z)dx como a drea com sinal entre o grafico de f e o eixo x. Area acima do eixo x é

a
positiva, abaixo é negativa.

Observacdo 5.1 Temos que escrever o simbolo dx, que indica qual varidvel da funcio
estd sendo integrada. Veja Exemplo [5.6 da p|137 para integrais com diversos dx's. N&o

tem sentido escrever | f(z). A “cobrinha”, o simbolo da integral, representa um s” bem

grande de “soma” e sempre aparece com o dx (ou dt etc.). Veremos que este dx tem
elacdo com a notagdo de Leibniz da derivada da Observacdo 3.4 da p[69

Exemplo 5.1 Calcule as seguintes integrais:
8 3 -3 2 2
(a)/ 7 da; (b)/ vdo; (c)/ (z+1)da: (d)/ vd; (e)/ L.
2 0 -5 —4 —4

Soluc3o: Esboce o grafico e determine a area com sinal.

8
(a) Calculando a area do retangulo de lados 7 e 8 — 2 = 6 obtemos que / Tdx =42,
2

3
(b) Calculando a area do tridngulo com base 3 e altura 3 obtemos que / rdr =9/2.
0

133
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(c) Calculando a area do trapézio de base —3 — (—5) = 2 e alturas 4 (=5 + 1 = —4)
e 2 (—3+ 1 = —2) obtemos que sua area é 2(4 +2)/2 = 6. Como esta abaixo do eixo é

negativa. Assim, / (x +1)dx = —6.
-5
2

(d) Somando as areas com sinal de dois tridngulos obtemos / rdr =—-8+42= —6.
—4
2

(e) Calculando a area do retangulo de lados ¢t e 2 — (—4) = 6 obtemos / tdr =>6t. m
—4

2 T
Exemplo 5.2 Calcule: (a)/ o dx; (b)/ sen(x) dz.
-2 -7

Solucdo: Esboce o grafico. Pela simetria, mesmo ndo sabendo calcular a area para x > 0 e
x < 0, elas sdo iguais com sinais opostos. Logo ambas integrais valem zero. ]

Exemplo 5.3 Calcule:
6 T 2
(a)/ |z — 4| dx; (b)/ Vr?—a?dx; (c)/ —V8 —a? —2xdx.
1 0 —4
Solugdo: Esboce o grafico e determine a area com sinal. (a) Somando a area de 2 triangulos,

um com base 3 altura 3 e outro com base 2 e altura 2 obtemos / |z — 4| dx = 3(3)/2 +
1
2(2)/2 =13/2 . (b) Observe que f(z) = V/r? — 22 é o grafico da parte de cima do circulo de

raio r centrado na origem. Assim a integral de 0 até r corresponde a 1/4 da area do circulo.
T
1
Logo, / Vr2 —x?dx = Zwrz.

0
(c) Completando o quadrado obtemos que 8 — 22 — 2z = 9 — (z + 1)%. Assim se

y=—/8—(z+1)2, (x+1)%+y? = 3% aequacdo do circulo com raio 3 e centro (—1,0).
Assim —1 4+ 3 =2e —1 — 3 = —4 sao os pontos dos didmetro do circulo. Logo a integral é
1 . . 9

5 da area do circulo com sinal negativo. Logo, / —V8 — a2 —2xdx = —g ]

Por conveniéncia algébrica definimos a integral em um intervalo qualquer, incluindo, por

exemplo /22( ..) ou /75( ).

Definicdo 5.2 Defm/mos/ f(z)dx = 0.

Seb>a, def/nlmos/ f(z / f(z

2 5 7
Assim, por defini¢do, por exemplo: / (...)=0, / (...)= —/ (...).
2 7 5

5.1.2 Propriedades Basicas

Com definicdo informal de integral, podemos somente verifica-las. Recomendo voltar depois
que aprender definicdo rigorosa de integral para prova-las com rigor.
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Lema 5.3 (propriedades) Dadas f, g funcdes integraveis sdo validas:

b

(a) / )+ kg(z))dx = / f(z)dx + k:/ g(x) dx para todo k € R (linearidade);
b

(b) f(z) < g(x) implica que/ f(z)dx </ g(x) dz (monotonicidade);

(c)/ f(z)dx —/ f(z dx—l—/ f(z) dx para todo a,b,c € R (quebra do intervalo de
a a b
integracdo).

Prova: (a) e (b) decorrem da definicdo de integral (com ou sem rigor).

(c) Decorre da Defini¢do 5.2 ]

Erro Comum: A integral do produto ndo é o produto das integrais. I

5.2 Teorema Fundamental do Calculo (TFC)

1

Considere o seguinte problema: Determine / (1 — 2*)dx. Pela definicio (informal) de
-1
integral como area, o valor desta integral é a area delimitada pelo intervalo [—1, 1] no eixo

e pela parabola y = 1 — 22. Como n3o sabemos calcular esta area, ndo sabemos calcular a
integral. A criacdo do Calculo (Newton e Leibniz) é marcada pelo Teorema Fundamental do
Calculo (TFC) que permite calcular esta e muitas outras integrais, embora ndo todas (Leia

Observacdo [5.2| da p[137).

Teorema 5.4 (TFC: derivada da integral) Se f é continua em |a,b|, entdo F : [a,b] —

R definida por
~ [ ss)ds

é derivavel em (a,b) e F'(x) = f(z) para todo = € (a,b).
Prova: Aplicando o Lema[5.3| (c),

Pz +h]z [/ f(s ds—/ (s)dS} z%/:+hf(s)ds

Aproximando / f(s)ds pela area do retangulo de base h e altura f(z) obtemos que

F(z+h)—F(z) 1 B
h ~ 7 hf(z) = f(2).

Assim, F'(x) = f(x).
De forma rigorosa: Suponha h > 0. Pela Lema[5.3| (b) (monotonicidade),

b min f(s)gF(erh)—F(a:):/H f(s)ds <h max f(s).

sE[z,x+h] s€[z,x+h]

Logo, dividindo por h (que é positivo e mantém desigualdade):

. F(x+h)— F(x)
< < .
[oin fls) < 2 < Jnax f(s)
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Como f é continua, r[naxh}f(s) — f(z) quando h — 0 e o mesmo ocorre com min.
se|x,x+

Assim, pelo Teorema da p[31] (Sanduiche),

lim F(z+h) — F(x) _ fa).

h—0+ h

Se h<0,comoz+h<auza,

—h min f(s)SF(x)—F(x%—h):/mhf( )ds < —h max f(s).

s€[z,z+h] s€lx,z+h|
Dividindo por —h (que é positivo) e aplicando o Teorema novamente,

L) —F@) L F(a) = Fla+h)

h—0— h—0— —h

= [f(=).

Exemplo 5.4 Determine a equacio da reta tangente ao grafico da funcio
xT

f(z) = / sen(v's? +4) ds no ponto x = .

™

Solugdo: Pelo TFC, f'(z) = sen(vz?+4). Note que f(m) = / («+-)=0e fi(r) =
sen(v/m2 +4). Assim, a equacdo da reta tangente & y = sen(v/72 + 4)(z — 7). n

e

Exemplo 5.5 Calcule a derivada de f(x) = / log(4 + sen s) ds.

2

Solucdo: Antes de aplicar o TFC temos que trocar os limites de integracdo para adequa-
2

lo ao teorema. Assim, f(x) = —/ log(4 + sens)ds. Alem disso definimos g(x) =

Yy
e h(y) = / log(4 + sens)ds. Assim, f(x) = —h(g(x)). Pela derivada da composta,

f(x) = —h’e(g(x))g’(x). Pelo TFC, 1/(y) = log(4 + seny) e ¢'(z) = 2z. Assim, f'(x) =
—log(4 + sen(z?))2z. |

Corolario 5.5 (TFC: integral da derivada) Se f é continua em [c,d] e se existe uma F
tal que f(z) = F'(x) em para todo x € (c,d), entdo, para todo a,b € (c,d),

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Prova: Defina h(z) = F(z) — F(a) — / f(s)ds. para cada x € [c,d]. Pelo Teorema
(TEQ), W' (z) = ( ) — f(z) = f(x) — %w) = 0 para todo z € [¢,d]. Logo h é constante.

Como h(a) = F(a) — / f(s)ds = 0, h(z) = 0 para todo = € [c¢,d]. Assim,

h(b) =0=F bf(s . n
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Devido a este resultado € comum a notacdo F|Z = F(b) — F(a). Assim,

b

/abf(x)da:: F

/2

cos(y) dy:  (c) /jéds,- (d) /jédt.

Solucdo: (a) Como (2°/5)' = z*, aplicando o TFC obtemos:
1 511 5 _1)5
/x4dx:x— :1——(1)—2
» 5

(b) Como (seny)’ = cosy, aplicando o TFC obtemos:

1
Exemplo 5.6 Calcule: (a)/ a*dx; (b)
1

—7/2

5 5 5

-1

/2 )
/_ , cos(y) dy = Seny}T_r/ﬂ/2 =sen(m/2) —sen(—7n/2) =1—(—1) = 2.

(c) Aqui t & constante. Como (tlogs) =t/s (para s > 0), aplicando o TFC obtemos:

2
t

/ ~ds = tlogs|? = t(log2 —log 1) = tlog 2.
LS

(d) Aqui s é constante. Como (t?/(2s))’ = t/s, aplicando o TFC obtemos:

/2 t 27 22 12 3
L P [ S
1S 2s|, 2s 25 2s
]
. . 1 dﬂ? 1 1
Erro Comum: Aplicar o TFC sem tomar cuidado. Por exemplo, — ==, =
1z X
—1/1 — (=1/(-1)) = —2. (a fun¢do 1/2* > 0!). O erro é que = ndo é continua em
[—1,1] (releia hipéteses do Teoremap.4|da pJI35(TFC)). Veja como integrar corretamente
no Exemplo 5.9 da p[139

Definicdo 5.6 Se I’ é derivavel com F' = f, entdo dizemos que F é uma primitiva,
antiderivada ou integral indefinida de f em [a,b]. Escrevemos, sem colocar limites de

integracdo, que /f(:zc) dx = F(x).

@servagﬁo 5.2 Embora a integral de funcdo continua sempre exista, F(z) ;

xT

exp(—s?) ds ndo pode ser expresso por meio de funcdes elementares (sen, cos, etc.)

0

(relacionada com fungdo erro de Gauss da Observacdo(5.4 da p[140). Outros exemplos s3o:
1

/\/1 — ztdz, /log(logx) dz, /l

ogx
1835: veja na Wikipedia em Liouville’s theorem (differential algebra)) que

determina quando uma funcdo possui primitiva expressa por meio de funcées elementares.

\@a Desafio[5.4 da p[167 e Exemplo da pl183

! Joseph Liouville: 1809 Franca — 11882 Franca.

dx. Existe uma teoria (Teorema de Liouvilld'|de
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Com o TFC e sabendo derivar podemos integrar um conjunto de funcdes: Leia a tabela
abaixo da direita para esquerda (a derivada) e da esquerda para direita (a integral).

Quadro de integrais basicas.

F(z) F(z)
1
T
z" r#—1
r+1
! log |z
sen x —Ccosx
Cos T sen x
er e*
sec? x tanx
1
5 arctan x
x? +1
1
arcsen r

Exemplo 5.7 Calcule:  (a) /(9\4/5— 3x™) dx; (b) / (Kex +3cosx + §) dx
x

Solucio:
94 5_37Td — 95/4_37rd :956 _3 :49/4_3 ‘
(a)/(\/:z:_ &™) dx /(m &™) da 7 ik i —
5
(b)/(Ke‘T—l—?)cosx—i-—) dx = Ke" + 3senx + 5log |z|. u
x

Utilizando a linearidade da integral do Lema da p.J135| concluimos que agora sabemos
integrar qualquer polindmio. Observe que ndo sabemos integrar, por exemplo, um funcido
racional qualquer (aprenderemos isto na Se¢do [5.7.1f da pJ153]).

Se F' & uma primitiva ou integral indefinida de f entdo F' 4+ C, com C € R qualquer,

também serd (pois (F'+ C) = F' = f). Assim, sempre que dissermos que /f = I esté

subentendido que /f = F + C. Por exemplo, quando dizemos que /cosa:dx = senw,
significa que sen x é uma primitiva de cosz, isto é, que (senx)’ = cosx, mas ndo é a (nica
primitiva. De fato [ coszdx = senx + C para toda C € R. Por isso € comum os livros

insistirem em colocar “+C" nas respostas das integrais indefinidas. Aqui neste livro vamos,
em geral, omiti-lo.

Observacdo 5.3 Em alguns exercicios colocamos a constante, mas a insisténcia no +C'
é uma chateacdo: o aluno ja tem que trabalhar duro para obter uma primitiva. Durante
um exame, consulte seu professor ou, melhor ainda, coloque +C' sempre nas integrais

indefinidas (\/) )
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5.3 Integrais Improéprias

A Definicdo da p[142] é para intervalos limitados e funcdes limitadas. Estendemos a
definicdo da integral para intervalos ilimitados (infinitos) e quando o integrando é ilimitado
(infinito) perto de um ponto. Sdo chamadas de integrais impréprias. Todas sdo definidas
de forma natural utilizando limite.

Definicdo 5.7 (intervalo ilimitado) As integrais em intervalos ilimitados sdo definidas da
seguinte forma:

/aoo f(z)dx = bli_>r1010 /abf(x) dx; /_boo f(z)dx = ali)r_noo abf(x) dx;
/OO f(x)dr = lim lim /bf(:v)dx

a——00 b—o0o

Definicdo 5.8 (integrando ilimitado) Suponha que f é ilimitada somente préximo de x =
,b), isto é, que lim | f(z)| = oo. Definimos:
Tr—rC

(a
/acf(m) dr = lim kf(x) dx; /cbf(x) dr = lim /kbf(x) dz.

k—c= J, k—ct

00 d 2 d 0 00 d
Exemplo 5.8 Caleule:  (a) /1 o) /0 o © / el (@ / i s
. “dx 1| 1 1 < dx ) 1 1 1
Solugdo: (a) | 75 = ~5.3| = 2.2 Ty Aeer / = = Jm (‘@ * 5) ~ 3
Embora a regido seja infinita, sua area é finita.
2 2
: : d 1 1 : d
(b) De forma analoga ao item anterior, ) I—Z = B + 22 Assim, i I—f =

, dr 11 e o
lim — = lim | —— 45— ) = oco. Neste caso, a regido & infinita e sua area & infinita.
as0t J, T a—0F 8 2a

0 0
(c) / e’dr = lim edr = lim (e’ —e*) = 1 —0 = 1. Novamente, regido
—o a——oo J, a——00

infinita mas area finita.

b
d
(d) Note inicialmente (veja quadro de integrais da pJ138) que / T arctan(b) —

241
arctan(a). Note também que blim arctan(b) = w/2 (porque?) e lim arctan(a) = —7/2
—00 a——0o0
: < dx : . :
(porque?). Assim, / o] sera igual aos limites quando a — —o0 e b — oo da inte-
e T

b
d .
gral / 5 j_ L= arctan(b) — arctan(a). Logo o valor da integral é 7/2 — (—7/2) = 7.
0 T

Novamente, regido infinita mas area finita. n
1
dx
Exemplo 5.9 Calcule —-
-1 X
- C ) . Udx 1!
Solucdo: A primitiva de 1/2% € —1/z. Assim poderia se pensar que — == =
1 X T|_4

—1—(—=(-1)) = =1 — 1 = —2. Mas isto & um absurdo pois a funcdo 1/z? é estritamente
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positiva. Ndo podemos aplicar o TFC aqui pois o integrando ndo é continuo no dominio de
integracdo. Temos que separar em duas integrais de —1 até 0 e de 0 até 1:

Ydx
1 x2 1 1‘2 2’

- T - 2 L S O 1
Como sdo integrais impréprias, — = lim — = lim ——) = lim —-—-1=o00
1 b—=0- J_1 X b—0" T |_4 b—0— b
3 Vdx Yde
De forma analoga, — = 00. Entdo obtemos que — = 00. ]
0 T 4T

Questao para pensar.

Como pode uma regido infinita possuir uma area finita? Imagine um muro cercando
esta regido (por exemplo a regido delimitada pelo eixo x e por y = 1/(2? + 1) do Exem-
plo (d)). O comprimento do muro é co. Podemos pintar o “chdo” desta regido com
quantidade finita de tinta pois sua area é finita mas é & impossivel pintar as paredes pois

seu comprimento é infinito. Explique! (\/)

ﬁaservagéo 5.4 (gaussiana) Em estatistica (e em Matematica) é muito importante}
identidade abaixo, mas que somente em Calculo Ill (integrais miltiplas) serd demonstrado:

/ e drx = /7.

[e.e]

Pode-se prova-la com técnicas de Célculo | ([Sp] p.329) mas é bem mais dificil. A funcio

T 2 —t2 ]
erf(z) = Nz dt é chamada de funcio erro de Gausﬂ. Veja Desafio da pl167]
o ™
\Qberva,céo da pl137 e Wikipedia Error function. J

5.4 xDefinicio (com rigor) de Integral’

O conceito de integral tem suas origens no Método da Exaustdo devido, provavelmente, a
Eudoxd®| e que teve Arquimeded’| como um dos seus grandes desenvolvedores. A motivagao
deste método foi o calculo de areas e volumes de figuras com fronteiras curvas.

Definimos no inicio deste capitulo (Definicdo da p[133) a integral como “area com
sinal”. E uma definicdo informal (ndo-rigorosa) pois depende do conceito — até agora ndo
definido — de area. Nesta secdo definimos a integral com rigor de forma completamente
analitica. E uma definicdo que ndo depende do conceito de area, embora inspirado por ele.
Depois (na secdo de Aplicacdes da Integral) invertemos o caminho e e definimos area utilizando
a integral. De fato os conceitos geométricos de comprimento de curva, volume de sélidos e
area de superficie sdo todos definidos utilizando integrais.

Apresentamos aqui a integral de Riemann®| usando a definicso devida a Darboux?] Come-
¢amos definindo parti¢do (dividir um intervalo em pedacos) e soma superior e inferior.

2Carl Friedrich Gauss: %1777 Brunswick, Alemanha — {1855 Gottingen, Alemanha.

A leitura desta secdo é opcional.

3Eudoxo: %408 A.C. Cnidus, Turquia — 1355 A.C. Cnidus, Turquia.

4Arquimedes: x287 A.C. Siracusa, Italia — 1212 A.C. Siracusa, Italia.

5Georg Friedrich Bernhard Riemann: %1826 Breselenz, Alemanha — 11866 Selasca, Italia.
6Jean Gaston Darboux: 1842 Nimes, Franca — 11917 Paris, Franca.
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Definicao 5.9 (particio) Chamamos particdo de [a,b] um conjunto P = {xq,...,z,}
coma =1xy < -+-- < x, = b. Desta forma o intervalo [a,b] é particionado em intervalos
I, = [x;—1,x;]. Denotamos o tamanho do intervalo I; por Ax; = x; — x;_ e (verifique!)

Z Ax; = b— a. Definimos o tamanho da particdo |P| = max(Azy,...,Az,).
=1

Definicao 5.10 (soma superior e inferior) Definimos a soma superior e inferior de
uma funcdo limitada f com relacdo a particio P, respectivamente, por

n n

I(f;P) = ) _min(f(z)Az; e S(f;P)= ) max(f(x))Aw;.
i=1 ' i=1 '

Definicdo da p[167. Se a funcdo é continua pode-se colocar max e min.

A interpretagcdo geométrica de I(f; P) e S(f; P) para uma fun¢do f continua e positiva
é dada na Figura . A area pintada de cinza [ (riscada ou n3o) corresponde a soma
superior S(f; P) enquanto que a area riscada [5] corresponde a soma inferior I(f; P).

[Observat;ﬁo 5.5 O correto seria colocar sup e inf ao invés de maximo e minimo. Veja}

Vemos entdo que S(f; P) e I(f; P) sdo aproximacdes por excesso e por falta, respectiva-
mente, para a area da regido delimitada pelo grafico de f, o eixo z, areta z = a e a reta

x = b. Observamos ainda que a area riscada estd contida na area cinza, refletindo o fato
que I(f; P) < S(f; P).

M PR 1 - _’L"n
| I
a b

Figura 5.1: Interpretacdo geométrica de S(f; P) e I(f; P) para f continua e positiva.
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Definicdo 5.11 (rigorosa de integral) Considere uma funcdo limitada f : [a,b] — R. Se

lim S(f;P)= lim I(f;P
lm S(f:P) = lm I(f; P).
isto é, se a soma superior convergir para soma inferior quando o tamanho de cada intervalo

da particio P vai para zero, dizemos que a integral (de Riemann) existe e representamos
b

este valor por | f(x)dx. Informalmente (mas utilizado em deducées ndo-rigorosas feitas na

a
Fisica, na Engenharia e nos livros de Célculo, inclusive neste)

Al‘i—>0

/bf(x)dx: lim Y f(z;)Az;.

0; z#1

5 1’ (funcdo vale zero em todos os pontos menos
D p—
)

Exemplo 5.10 Considere f(z) =

4
em x =1, onde vale 3. Calcule / f(z)dx.
0

n

Solucdo: Quando calcularmos Z f(x)Az; todos os termos serdo zero menos o que contém
=1

o ponto x = 1. Assim obteremos f(1)Axz; = 3Az;. Quando Az; — 0 isto vai para zero,

logo, /4 f(z)dx = 0. |
0

Neste exemplo observamos que o valor da funcdo em um ponto n3o altera o valor da
integral. E se mudarmos em dois pontos? Também n3o se altera. Logo podemos modificar
em todos os pontos transformando a func¢do f na fungdo constante g(x) = 3 para todo
x sem alterar a integral? A resposta é ndo: podemos modificar no maximo num conjunto

infinito enumeravel (Definicio da p/57). Mais detalhes num livro de Analise ([NC]).

bservacdo 5.6 A férmula da area do circulo inclui a circunferéncia ou ndo?

(a) Se ndo estamos incluindo, a drea é a mesma apds a retirada de um circulo. Agora
vamos retirando todas as circunferéncias do circulo, uma de cada vez. Ao final teremos
retirado tudo e a drea sera 0!

(b) se estamos incluindo, qual a drea da circunferéncia sem o circulo?

ense um pouco sobre isso.

4
Exemplo 5.11 Calcule / Io(z) dx, onde Iy é a funcdo indicadora dos racionais.
0

Solugdo: Aqui observe que o max(lg) = 1 e min(/yg) = 0 em qualquer intervalo ndo-
degenerado. Assim a soma inferior [(Ig; P) =0-4=0e S(lp; P) = 1-4 = 4 independente
da particdo. Assim os limites quando Axz; — 0 sdo distintos e a integral ndo existe. Mas
ndo se preocupe, ndo é um caso tipico: de forma geral a integral existe (podemos n&o saber
calcular seu valor .. .). n

2;

< 3 7
Exemplo 5.12 Considere f(z) = {5 v= i’. Ca/cule/ f(z)de.
;T > 0
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Solucdo: Em quase todos intervalos a funcdo serd constante, com

mlP(f(x)) max(f(x)). O (nico onde isto ndo ocorre, digamos I, € o que contém o x = 3.
ze

Aqui o mmf( ) =2eo0 mE}xf(x) = 5. Assim o
AN

lim (S(f; P)—I(f;P)) = (max f(zx) — min f(x))Az, = (5 — 2)Azy = 3Axy.

Ax;—0 €l el

Assim, quando Az;, — 0 obtemos que S(f;P) — I(f;P). Assim a integral existe e sera
7
igual a ignorar este ponto: / f(z)dz =2(3) + 4(5) = 26. u

0
Apresentamos sem prova um resultado tedrico importante, caso particular do Teorema de
Lebesgue que caracteriza as funcdes que sdo integraveis a Riemann.

Teorema 5.12 (Lebesgue) Toda funcdo continua em |a,b] ou cujo conjunto dos pontos
de descontinuidade em [a,b] é enumeravel (finito ou infinito) é integravel em [a, b].

bservacdo 5.7 Assim as funcées continuas ou com nimero finito de pontos de descon-
tinuidade (saltos) sdo integraveis. O conjunto dos pontos de descontinuidade pode até ser
infinito enumeravel (ver Definicdo da p[57), como por exemplo a funcio do item (b)
do Desafio[2.2 da pl62, que continuaré sendo integravel. A funcdo Iy ndo é integravel por
\Qdescontl’nua em todos os pontos de R (ndo enumerével pelo Teorema da p[57).

o 1
Tiro da cartola a identidade: ZiQ = an(n +1)(2n + 1). Pode-se prova-la por indugio.
=1

Lema 5.13 Dado a € R qualquer, (a)/ vdr =ad’/2 e (b)/ v dr = a’/3.
0 0

Prova: (a) Suponha a > 0. Dividimos o intervalo [0,a] em n partes iguais definindo

Ax; = a/n e x; = ia/n (i vezes o tamanho de cada intervalo). Assim, zp = 0 e z,, = a.
n n 2 n

Agora, Zf Az, = Z(xz)(a/n) = Z(m/n)(a/n) = % Zz Aplicando a férmula (de

=1 =1 =1

Gauss) Zz =n(n+ 1)/2 e tomando o limite quando n — oo, obtemos que:
i=1

/Oax dr = nlggo %n(n+ 1) = nlggo —21(1 + 1) %21(1) = %2.
a 0
Se a <0, / rdr = —/ x dx. Calculamos pela definicdo a segunda integral com Ax; =
—a/n > 0. OObteremos o mesmo resultado mas com sinal — na frente.
Assim, /Oxda: = —a?/2. Logo, /axda: = —/Oxdx = —(—a*/2) = d*/2.
0 a

(b) Suponha a > 0 e notacdo do |tem (a) (para a < O veja argumento item (a)). Agora,

Zf x;)Azx; = Z( ):(a/n) = Z(za/n)2 a/n) = 3 Z Aplicando a férmula para

=1 =1
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n
ZiQ e tomando o limite quando n — oo, obtemos que:
i=1

/ax dr = lim a—gn(n +1)(2n+1) = lim gl(l + 1)(2 + l) = %31(1)(2) = a_g_

n—00 n3 n—o00 n 3
u
b b2 a’ b b3 a3
Corolario 5.14 Dados a,b € R, (a)/ mdxz;—; e (b) x2dx_§_§'

b 0
Prova: Basta utilizar as propriedades da integral. Assim, / f(z)dx = / f(z)dx +

/Obf(x) dx:/obf(x)dm—/oaf(x)dx. n

Exemplo 5.13 Calcule pela definicdo / e’ dx para a € R.
0

Solucdo: Suponha que a > 0. Utlllzando notacdo do Lema b.13) Az; = a/n, x; = ia/n, e

f(z) = e*. Assim Zf x;)Ax; = Ze”/n a/n) = Zp com p = e*". Pela férmula da

=1
) n+1 —p a(nJrl)/n _ a/n o
soma da PG, = = . Passando ao limite quando n — oo, 0
p

— p—1 ev/m — 1
numerador converge para e — 1. Assim

a a(n+1l)/n _ _a/n
z T ge e _ e
/0 e’ dr = nhi& n e“/n —1 (6 1) nlggo n(ea/” — 1)

Agora utilizando LH (ver Problema 4.1/ da p[120), lim n(e”™ —1) = a. Logo o limite vale
g

n—oo

1 e concluimos (o que sabiamos pelo TFC): / e“dr =e*— 1. Se a < 0 repita argumento
0
da prova do Lema [5.13] [ ]

&servagﬁo 5.8 E dificil integrar pela definicdo e fécil derivar. Para calcular / :E"cb

n n
para n inteiro precisamos de identidades E i3, E i*, etc. Pode-se calcular pela definicdo

=1 =1
/sen(:v) dx (ver [Co], p.86). O TFC (Corolério da pl136) permite calcular estas
\/@grais facilmente e por esta razdo é associado com a invencdo do célculo. J

5.5 Teécnicas Basicas

Apresentamos duas técnicas basicas: por substituicdo e por partes. Elas sdo decorréncia de
regras de derivada da composta e do produto como mostra tabela abaixo:

Derivada da(o):  composta  produto.
Integral por:  substituicido  partes.
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Além de serem técnicas importantes para o calculo de integrais, ambas sdo fundamentais
do ponto de vista tedrico também. Ambas s3o estendidas para o calculo de integrais em vérias
variaveis. A integracdo por partes é fundamental para se estender o conceito de derivada de
funcdo (teoria das distribuicBes). As outras técnicas sdo truques, que podem ser substituidas
por softwares algébricos (CAS: Computer Algebra System) como o maxima. Deixo a palavra
com o Spivak:

Substituicdo e integracdo por partes sdo as Gnicas técnicas fundamentais (de inte-
gracdo) que vocé deve aprender. Mesmo assim, como mostram alguns exemplos,
o sucesso depende de alguns truques adicionais. [Sp, p. 315].

Truques adicionais sdo: utilizar identidades trigonométricas e a técnica de fracBes parciais.

5.5.1 Integracao por Substituicao

Esta técnica decorre da regra da derivada da composicio de funcdes. Integrar por substituicdo
€ 0 mesmo que trocar variaveis na integracdo. Ja tinhamos feito isto com limites no Lema (1.6

: L. (d
da p.. Aqui o poder da notacdo de Leibniz (d—y) serd apresentado. Por esta razdo, a
x

prova sem rigor do Lema abaixo é mais importante, pois sera a ideia utilizada em todos os
exemplos. Em calculo de vérias varidveis o ¢’ serd substituido pelo chamado jacobiano da
funcio.

Lema 5.15 (integral por substituicdo) Suponha que a derivada de g é integréavel no in-
tervalo [a,b] e f é continua (na imagem do intervalo [a,b] por g), entdo

b g(b)
z))g' (z)dzx = w) du.
[ 1a@)d @) /g(a) fw

d
Prova: (sem rigor) Tome u = g(z). Utilizando notacdo de Leibniz, d—u = ¢'(x). Assim,
x

du = ¢'(x)dr. Assim /f(g(x))g’(x) dz se transforma em /f(u)du. Agora temos que

trocar os limites de integracdo. Quando = = a, u = g(a); quando z = b, u = g(b). Assim

obtemos o resultado. n

Prova: [com rigor] Considere F' uma primitiva de f, isto & uma funcdo tal que F' = f.
X

(por exemplo, F(z) = / f(s)ds). Defina h(z) = F(g(z)). Pela Regra da Cadeia h'(x) =

0
F'(g(z))g'(z) = f(g(z))g (). Este & exatamente o integrando do lado esquerdo. Pelo
Teorema Fundamental do Calculo, temos

b b
| 16@)g@yde = [ 1@ do = h(e) - o)

Por outro lado, também pelo TFC,

g(

b) g9(b)
F'(u) du:/ f(u) du.
) g(a)

Dai segue o resultado. =
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Na pratica utilizamos a técnica da prova sem rigor: Chamamos parte do integrando de u,
calculamos du e fazemos a substituicdo, esperando obter algo mais simples, diretamente
integravel pelo quadro de integrais da p[138] No final desfazemos a substituicdo para
obter a integral com relacdo a variavel original.

Exemplo 5.14 (integrais indefinidas) Considere constantes a,b € R, a # 0. Determine:
(a) /sen(b —af)dl; (b) /(t/a —b)1%0dt;

Solucdo: (a) Tome u = b — af. Entdo, du = —adf. Logo, df = —du/a. Assim,

/sen(b —ab)df = / —sen(u)du/a = (—1/a) /senudu = (—1/a)(—cosu) = cos(u)/a.

Desfazendo a substituicdo obtemos cos(b — af)) /a.

omeu =t/a—0b. Entdo du = a)dt. Logo, dt = adu. Assim, t/a— t=
(b) T /a—0b. Entdo du = (1/a)dt. Logo, d du. Assi /(/ b)) d

ulOl ( _ b)lOl
/ 1190 du — T Desfazendo a substituicdo obtemos o1 -

3 V2
Exemplo 5.15 (integrais definidas) Determine: (a) / e *dv; (b) / ze* da.
-1 0

Solucdo: (a) Tome u = —2x. Entdo, du = —2dz. Logo, dv = —du/2. Quando z = —1,

u = 2; quando x = 3, u = —6. Logo, trocando integrando, dx e limites de integracdo,
=-S5 - (-5 =5 =),

Outro modo é primeiro encontrar a primitiva: /e_% dx = /e“(—1/2) du = —% =

—2z

3 —6 e —6 —6 2 1
/ e_%dx:/ e'(—=1/2)du = ——

. ) 2|, 2 2/ 73

e

3 _9x |3

. Agora basta calcular / ey = & = (e — e ).
. 2 |, 2

(b) Tome u = 3z?. Entdo du = 6xdr. Logo, rdr = du/6. Quando z = 0,
0; quando z = /2, u = 6. Logo, trocando integrando, dx e limites de integracdo,

u =
V2 6 u |6 6
1
/ >’ dx:/ e'du/6 = °
0 6

Loy

(&

6 6

0

L _ ev e

Outro modo é primeiro encontrar a primitiva: /:L*eg’m2 dr = /e“ du/6 = i
V2o, 3’ vz b1

Agora basta calcular / e’ dr = = — ——. [ ]
0 6 . 6 6

Observacdo 5.9 Na integral definida (com limites de integracdo) temos duas op¢des:
(a) Calcular primeiro a integral indefinida e depois substituir nos limites de integracdo;
(b) Trocar os limites de integracdo (o que faremos normalmente).

Exemplo 5.16 Determine:

(a)/ 5 xcéxz ' (b)/tanxdx (c)/cosxsen xdz; (d)/sec xtan® z dx.
T

Solucdo: (a) A escolha que vai funcionar direto é tomar u = 2 — 322 pois du = —6x dz,
que vai substituir bem o termo x dxr. Assim obtemos

/ du 1 1
6us  24ut  24(2 — 322)4



55 TECNICAS BASICAS 147

Outra solucdo, que ndo é tdo direta, é tomar u = 22 pois du = 2z dx. Obtemos que

d ) ) o
/2(2—u3>5 Assim precisariamos fazer nova substituicdo v = 2 — 3u, dv = -3 du:
—3u
/—dv/B_ 1/ I 1
=— [vPdv=—- — = — = — ———.
20° 6 6 —4 24 24(2 — 3x2)4
omo tanx = senx, tome u = cosz, du = —senxdr. Assim [ tanzdr =
b) C

cos T

cos
Caso tome-se u = sen x, du = cos x dx e ndo sera possivel fazer a substituicd

d
/senxdx = /__u = —log|u| = —log | cos x| = log |(cos x) | = log | sec z|.
u

(verifique!).
7

o
U 7

, sen’ x
(c) Tome u = senz, du = cosx dz. Assim, [ coszsen’zdr = [ ubdu=— =
7 7
Caso tome-se u = cosz, du = —senx dz e ndo sera possivel fazer a substituicdo (verifi-

que!).

(d) Tome u = tanz, du = sec® xdzx. Assim /sechtan6xdx = /u6 du = u')7 =
tan” x

7

/Observagéo 5.10 O ponto crucial nos exemplos é escolher quem vai fazer o papel de w.
@/gumas escolhas de u vdo dar mais trabalho, outras vdo dar em nada . ..

Erro Comum: N3o fazer a substituicdo completa na integral e fazer coisas sem sentido,
misturando nova variavel e antiga. Por exemplo, no calculo de /msen(mz) dx, substituir

u = 2%, e escrever que:

2
/xsen(xQ) dex = /xsen(u) dx = sen(u) /xdx = sen(u)% (errado).
O correto é determinar que du = 2x dr e :

2
—C082<u) = _coséx )(correto).

/ zsen(2?) do = / sen(u) du/2 =

Observacdo 5.11 Suponha que vocé calculou | f(x)dx = F(x). Depois de integrar

verifique se esta certo checando se F'(x) = f(x). Esta verificacdo é facil pois derivar é
\Quito mais facil do que integrar.

5.5.2 Integracao por Partes
Lema 5.16 (integracdo por partes) Sejam f e g funcdes derivaveis em [a,b] com [’ e ¢

integraveis. Ent§o/ f(x)g'(x)dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f(z)g(x) d.

Prova: (sem rigor) Como (uv)’ = vu/ + wt’, [(wv) dx = wv = [vu'dz + [uv'dz. Pela
notacdo de Leibniz, a_ u'. Assim, du = u' dx e de forma analoga dv = v’ dx. Podemos

T
escrever entdo que uv = [vdu+ [udv.
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Tome u = f( ) e dv = ¢'(x)dx. Assim obtemos que du = f'(x)dx e (integrando

[dv=v=[d(x)dx=g(x)) v=gx)
Obtemos o resultado substituindo os limites de integrac3o. ]
Prova: (com rigor) Seja h(z) = f(x)g(z). Pela regra da derivada do produto, h'(z) =

f'(x)g(x) + f(z)g' (). Assim, integrando os dois lados de x = a até x = b e utilizando o
TFC temos que:

/ (@) dz = h(b) — h(a) = F(B)g(b) — F(a)g(a) = / f(@)g(x) d + / f(2) () da

Rearrumando os termos obtemos o resultado. ]

log 2
Exemplo 5.17 Determine: (a)/ e’ xdx; (b)/xcosa:dx.
0
Solucdo: (a) Tome u = x e dv = e dx. Assim, du = dz e v = €*. Logo, /xe"’“" dx =

log 2
xe® — [ e®dr = xe® — e®. Agora utilizamos os limites de integracio: / erdr =
0

ze® — 8% = 21og(2) — 1.

Caso tivesse tomado u = €” e dv = wdz, teriamos du = e®dr e v = x?/2. Assim,

xzex

e rdr = /—e dx, uma integral ainda mais complicada! Reflita sobre isso.
(b) Tome v = x e dv = cosx dx. Assim du = dx e v = senz. Logo,

/:Ucosycdx:xsenx—/senxdx:xsenx+cosx. ]

@)servagéo 5.12 Esta técnica é itil quando a funcdo que deve ser integrada é um pra
duto fg e a derivada de f é mais simples do que f (por exemplo, f = log, arctan, arcsen,
constante ou polinémio) e g uma funcdo tal que [ g ndo é mais complicada do que g (por
exemplo, g é exponencial, seno, cosseno mas g ndo é um polinémio, que aumenta de grau
a cada integracdo). Veja os exemplos acima novamente. No final veremos o que fazer se
tanto f quanto g ndo possui derivada mais simples que a fun¢do (por exemplo, f = sen,

= exp).

Se f’ é mais simples do que f podemos usar o truque de tomar u = f e dv = 1-dx na
integracdo por partes. Veja os exemplos abaixo.

Exemplo 5.18 Determine:

(a)/logmdm; (b)/arcsen(?x) dx; (C)/Secleog(tanx) dx.
Solucdo: (a) Tome u = logx, dv = dx. Assim, du = dz/z e v = x. Logo, /logxdx =

a:logx—/x(dx/x):xlogm—/dazleogx’—x.

(b) Tome u = arcsen(7z), dv = dx. Assim, (cuidado com a regra da cadeia) du =

7 Tx
——————drev=ux. Logo, | arcsen(7z)dx = xarcsen(7x) — | ——— dx. Agora
V1 — 4922 & / (7z) (7z) V1 — 4922 &
resolvemos a integral tomando z = 1 — 4922, dz = —(2)49x dz. Logo,

/dz NG \/1—7491;2'

Tx
Y B S e v=
/ S22 ) 4z T 7
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V1 — 4922
- )

(c) Tome u = tanx, du = sec?xdr. Assim /sechlog(tanx) dx = /logudu =

Juntando tudo obtemos, /arcsen(?x) dr = xarcsen(7x) +

(pelo item (a)) ulogu — u = tan x log(tan x) — tan x. u

Um outro truque é integrar por partes duas vezes para obter a mesma funcdo novamente. I

Exemplo 5.19 Determine: (a)/emsenxdx; (b) /(1/x) log z dx.

Solucdo: (a) Tome u = ¢” e dv = sen z dx (poderia ser o contrario, experimente ... ). Assim,

du = e*dr e v = —cosx. Logo, K = /exsenxdx = —e“cosx — /(—cosx)exdx =
—e®cosw + /cosa:ew dx. De forma anéloga, tomando u = e* e dv = cosx dx, Assim,
du = e*dr e v=senx. Logo, /cosace”C dr =e"senx — | senze®dr =e*senz — K.

Assim, K = —e"cosx + e“senx — K ou 2K = —e"cosx + e“senx. Logo, K =
xr

e’senx dr = 6E(senx — cosx). Ver generalizagdo no Desafio da pJ167

(b) Tome u = logz e dv = dz/x. Assim, du = dx/x, v = logz. Assim, K =
/(1/x)log:cdx zlogZx—/(l/m)logzcdx =log’z — K.
log? z

5

Integrar utilizando estas técnicas é trabalhoso, mas com pratica vira um jogo divertido. No
entanto saber aplicar técnicas ndo significa entender o conceito de integracio.

Portanto, 2K = log*z. Logo, K = /(1/3@) logz dx =

Algumas integrais requerem pouco mais que manipulacdes algébricas, e conse-
quentemente testam sua habilidade de descobrir truques algébricos ao invés de
testar seu entendimento do processo de integracdo. [Sp, p.320].

5.6 Teécnicas Trigonométricas

5.6.1 Integracao Trigonométrica

Chamamos de integrais trigonométricas aquelas que envolvem produtos de func@es trigono-
métricas. Uma aplicacdo importante é na série de Fourier (veja Seco da p{186)).

O principal tipo de integral trigonométrica é: /Sen"x cosxdr, comn,m € N.

Pode-se calcular esta integral com um truque simples (Problema da pJ165)) ou com
formulas de reducdo (exercicio Extra da pJ164)). Vamos, entretanto, tomar outro cami-
nho e apresentar um teorema que permite calcular, além deste caso classico, integrais como

cos?(3z) sen” (8z) cos’®(4z) du.

Comecamos com identidades trigonométricas, apresentadas como um lema, que transfor-
mam produtos de senos/cossenos em somas.



150 CAPITULO 5. INTEGRAL

Lema 5.17 Considere m,n € R. Ent3o:

2sen(m) cos(n) = sen(m + n) + sen(m — n);

2 cos(m) cos(n) = cos(m +n) + cos(m — n);

2sen(m)sen(n) = cos(m — n) — cos(m + n).

Prova: Das férmulas de seno e cosseno de soma de angulos:

sen(m + n) = sen(m) cos(n) + cos(m) sen(n);
sen(m — n) = sen(m) cos(n) — cos(m) sen(n);
cos(m + n) = cos(m) cos(n) — sen(m) sen(n);
cos(m — n) = cos(m) cos(n) + sen(m) sen(n).

Somando as duas primeiras obtemos que 2sen(m) cos(n) = sen(m + n) + sen(m — n). De
forma similar obtemos as outras identidades. n

Teorema 5.18 (Integral Trigonométrica) Considere a;,b; € R parai=1,...,N e j =
1,...M. Entdo existem J e N e A;, B;,C;,D; € R parai =1,...,J tais que

N M J
/ (H sen(aix)) (H cos(bjm)) dx = Z<C’ sen(A;x) + D; cos(B;x)).

=1

Prova: A prova é por inducdo. Aplicacdes sucessivas do Lema [5.17| permitem transformar o
produto de senos e cossenos em soma, que pode ser integrado termo a termo pela linearidade
da integral.

De forma mais precisa, se num estagio qualquer temos que calcular

/sen(aix) cos(bjz)f(x)dr, onde f(z) é um produto de senos e cossenos,
pelo Lema [5.17|
/sen(aix) cos(b;x) f(z) dx = %/sen((ai+bj)x)f(x) dx—l—;/sen(( —b)z) f(z)dx.
De forma analoga podemos tratar de
/sen(aix) sen(a;z)f(x)dr e /cos(b,-:z:) cos(bjz) f(x) dz.

Por inducdo terminamos com soma de integrais de senos e cossenos. ]

Exemplo 5.20 Determine /0052(2m) sen(7x) dz.

Solucgio: Aplicando o Lema[5.17]
cos(2x) cos(2z) = 1/2(cos(4x) + cos(0z)) = 1/2(cos(4x) + 1). Logo, cos?(2z) sen(7z) =
1/2(cos(4x) 4+ 1)sen(7z). Agora, aplicando novamente o Lema [.17] cos(4x)sen(7z) =
1/2(sen(11z) 4 sen(3x)). Assim,

cos?(2x) sen(7x) = i (sen(1lz) 4 sen(3z)) + %sen(?x).
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Verifique isto no Maxima com trigrat(cos(2*x) "2*sin(7%x));
Podemos integrar termo a termo para obter que

1 1 1
2 _ _ _
/cos (2x) sen(7z) dx = 1 cos(11x) 15 cos(3x) 11 cos(7z) + C.

Exemplo 5.21 Calcule:

(a) /Sen bxcos2xdx; (b) [ sen3xcos2xsenbrdr; (c) /(sen 7x)* cosx dx.
Solucdo: (a) Aplicando o Lema [5.17, sen 5z cos 2z = 1/2(sen 7x + sen 3z).

Assim, /sen5x cos2xdxr = 11 cosTx — 6 cos 3z + C.

Convido o leitor a fazer isto integrando por partes para ver como é mais complicado.

Defina L = /sen 5z cos 2z dxz. Tomando u = sen bz, dv = cos 2z dx, du = 5cos bz dz,

v =1/2sen2x. Assim L = 1/2senbzsen2x — 5/2/sen2xcos5xdx. Tomando u =
cosbz, dv = sen2zdr (experimente fazer u = sen2x, dv = cosbrdx e ver o que

i 1 ) 25
ocorre!) e integrando por partes, L = — sen bz sen 22+ 1 608 5x cos 2x+— L. Resolvendo

—2sen bxsen 2x — 5 cos Hx cos 2x

para L obtemos: L = 51 . E facil ver que (\“/)é igual a
1
11 cos7x — G cos 3.

(b) Aplicando o Lema sen 3z cos 2z = 1/2(sen5x + senx). Aplicando novamente
o Lema: senbzsenbr = 1/2(1 — cos10z) e senzsenbr = 1/2(cosdx — cosbz). Logo
sen 3z cos 2z sen bz = 1/4(1 — cos 10x + cos 4z — cos 6x).
1 1 1
Assim, /sean cos2xsenbr dr = % 10 sen 10x + 6 sen4dx — 2 sen 6z + C
(c) Aplicando o Lema5.17} (sen 7z)? = 1/2(1 — cos 14z). Aplicando novamente o Lema,
cos 14z cosz = 1/2(cos 15z + cos 13x). Logo, (sen 7x)*cosx = 1/2(cosx — 1/2(cos 15z +

cos 13z)).

1 1
Assim, /(sen 7x)% cos v dx = 5 SenT — oo sen 15z — =5 Sen 13z + C. |

Observacdo 5.13 Em alguns casos é possivel integrar (veja Problema (5.4 da p[165), de
forma bem mais facil, por substituicdo: Por exemplo: Fazendo a substituicdo u = coszx

em /senxcosgxdx obtemos / —u’ du = —u'’/10 = — cos'®(z)/10.

Como calcular /tan”x sec™x dx, com m,n € N?

Pode-se calcular esta integral com um truque (Problema 5.5/ da p[165]), ou com férmulas
de reducdo (exercicio Extra [5.14| da p{164]).

No Exemplo[5.16|da p{146|obtemos que /tana:dx = log | sec z|. | Para caIcuIar/secx dx,

tiramos da cartola um truque (estd em todos os livros). Multiplique em cima e embaixo por
secr + tanz e faca a substituicdo u = secx + tanx e du = (sec? r + sec x tan x) dz.

sec’ T + sec x tan x du
secx dr = de = | — =log|u| = log|secz + tanz|.
secx + tanw U
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Assim /secxdx = log | secz + tan z|.

5.6.2 «Substituicdo Trigonométrical

Esta técnica é utilizada, por exemplo, para calcular o comprimento/area do circulo, area de
superficie da esfera e outros.

A ideia é simplificar integrandos que contenham termos do tipo (suponha a > 0) va? — 22,
Va2 + 22, v/x? — a?, utilizando, respectivamente, as substituicdes x = asenf, x = atané,
x = asecl. As expressdes vido simplificar devidos a relacdo trigonométrica fundamental
sen?f + cos? @ = 1 e sua consequéncia (divida tudo por cos? #): tan® 0+ 1 = sec? §. Frequen-
temente recaimos em integrais trigonométricas, exploradas na secdo anterior. Apresentamos
somente exemplos pois o assunto envolve somente a técnica da substituicdo. A dificuldade
dos alunos é desfazer a substituicdo trigonométrica.

Exemplo 5.22 Calcule a area:
(a) do circulo de raio R > 0; (b) da elipse cujos semieixos sdo a,b > 0.

Solucdo: (a) A equacdo do circulo &€ 2?4+ y* = R?. Podemos calcular 1/4 da area integrando
R
a funcdo y(z) = VR? — 22 para x € [0, R]. Assim determinamos / VR? —22dx.
0
Definindo # = Rsenf, VR?> —2? = \/R?(1 —sen?d) = R|cosf|. Além disso, dx =

Rcos@df. Para que = € [0, R| tome 6 € [0,7/2]. Neste intervalo | cosf| = cosf. Logo,

R w/2 w/2
/ \/R2—x2dx:/ Rcos@(Rcos@)dé’:Rz/ cos® 0 df =
0 0 0

Da Secdo anterior (integrais trigonométricas), /congcdx = cosa:se;x—}-x. Logo,
/2 2 2 2 0sen0+0
/ cos> 0 df = cos(r/ )sen(;/ )+ (m/2) _ cos Se; 0 7/4. Portanto a area do
0

R
circulo é 4 vezes a integral / VR?2 — 22 dz = R*1/4. Concluimos que a area é mR2.
0

(b) A equacdo da elipse com semieixos a e b é (z/a)* + (y/b)? = 1. Podemos calcular
1/4 da area integrando a funcdo y(x) = by\/1 — (xz/a)? para x € [0,a]. Assim determina-

mos / by/1 — (xz/a)>dx. Ao invés de fazer tudo de novo, tome z = z/a e dz = dz/a.
0
Logo dx = adz. Além disso como = € [0,a], z € [0,1]. Assim, / by/1— (x/a)?dx.
0
1
ab/ V1 — 2%2dz. Esta integral € um quarto da area do circulo de raio 1, que pelo item (a)
0

vale 7 /4. Logo / b\/1— (z/a)?dx = abm /4. A area da elipse é 4 vezes isto: mab. |
0

d Va?—1
Exemplo 5.23 Determine: (a)/( ° (b)/x—26d:c
T

x2 +9)3/2;

Solucdo: (a) Tome z = 3tanf. Como dx = 3sec?f df, temos que

dx 3sec?fdl 1 1
/(mQ—F9)3/2 :/ 27sec3 6 =§/cos€d9:§sm&

LA leitura desta secdo é opcional.




5.7. «TECNICA PARA FUNCOES RACIONAIS 153

A resposta estd em . Para voltar para = precisamos relaciond-las. Como z = 3tané,
tan® = x/3. Construindo um tridngulo com angulo 6 e com catetos x e 3, sua hipotenusa

T
serd vVz2 +9. Assim sen) = ———. Logo
vVrz+9 8

/ dx _1 T e
@402 0V io

(b) Tome z = 4sec. Como dx = 4sectanf df, temos que

vz —1 4
/$—6dx = tLﬂ@élsec@tan@d& :/
22 16 sec? §

tan? 6

sec

do.

Como tan?§ = sec’ § — 1, a integral se transformara em: /(sec@ —cosf)dh. Como (veja

problema Extra [5.14{da p {164 /secé’d@ = log(sec § 4 tan 6), obtemos que

vaZz—16
/—de = log(secf + tan @) — sen 6.
T
A resposta esta em 6. Para voltar para = precisamos relaciond-las. Como x = 4sec#,
secf = x/4 ou cos @ = 4/x. Construindo um tridngulo com angulo 6 e com cateto adjacente
4, e hipotenusa x, seu cateto oposto serd /x? — 16. Assim, senf = /a2 — 16/ e tanf =
Va2 —16/4. Logo,
Va2 —16

r Va2 -—16 Vi? —16
dz = log Z+ 1 — .

Erro Comum: Nio saber voltar & variavel x apés substituicbes trigonométricas.

Observacdo 5.14 Outra forma de simplificar integrandos que contenham termos do tipo
Va2 + 22 e /o2 — a? é utilizando a chamada substituicio hiperbdlica: © = acoshf e
x = asenh 6, respectivamente. Veja Exemplo da pl183

5.7 xTécnica para Funcdes Racionais!

5.7.1 Integracao de Funcdes Racionais

Apresentamos nesta secdo a técnica de integracdo de funcdes racionais (funcdes que sdo
o quociente de dois polindmios), também conhecida como técnica das Fracdes Parciais. E
baseada em teorias da Algebra, e nfo de Calculo.

Algumas Aplicacoes de Integracao de Funcdes Racionais:

e Um modelo de crescimento populacional com limitacdo devido a escassez de recursos
do meio (equacio logistica de Verhuls: veja Wikipédia Logistic function) resulta numa
equacdo diferencial cuja solucdo é obtida integrando-se uma funcio racional.

e Quando resolvemos equacdes diferenciais utilizando a Transformada de Laplace (ver
Secdo [6.6] da p[184)), necessitamos integrar quocientes de polinémios.

LA leitura desta secdo é opcional.
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Como calcular /M dx (Parte 1)
q()

1. Assumimos que p e ¢ sdo polindmios com coeficientes reais e que o grau de ¢ & maior
que o grau de p pois caso contrario basta fazer a divisdo de polindbmios para obter
p(z) = q(x)k(z) + r(z), com grau de  menor (estritamente) que o grau de ¢ e assim

/%d:c:/k(:c)dx—i-/%dz.

Como k(x) &€ um polinémio, sabemos calcular /k(x) dx.

2. O polindmio ¢(z) pode ser decomposto como o produto de polinémios de grau um ou
grau dois com raizes complexas ndo-reais (Teorema Fundamental da Algebra). Mais
precisamente,

q(z) =Cz—a)™ (x —a)™* - (x — a,])m"(x2 + bz 4cq)tt - (:c2 +bgx + c)"K,

com mj,ng € N, a;, by, ¢, C € Re Ay = (by)> — 4ep, < 0 (o polindmio do segundo
grau ndo possui raizes reais).

3. Pela Teoria da decomposicdo por fracdes parciais (ver Seco p{158), podemos

B B B
(z) como a soma de fatores do tipo L 2 > — Tk
q(z) (z—ap) (z— ax)

(7117—% l)l (jQJT—F 1)2 (jnl$ +'Z)nl

ou , ey .
(@2 +bx+c) (224 bha+ ¢)? (2 4+ bz + )™

escrever

Exemplo 5.24 Determine a decomposicdo em fracées parciais de:
12 — 36w 2?2 +22+5 27(x? — 5)
(a) — b)) (O e
(z = 1)(z + 2)(z + 3) vz —1) (z* +2)*(z — 1)

Solucdo: (a) Pela teoria existem a,b, ¢ € R tais que:

12 — 36z a b c

(x —1)(x +2)(x +3) x—1+x+2+x—i—3'

Agora colocando o mesmo denominador no lado direito obtemos que 12 —36x = a(z+2)(z +
3)+b(x—1)(x+3)+c(x —1)(x+2). Agora o lado direito serd um polindmio do segundo
grau: (a+b+c)x®+ (5a+2b+c)x+6a—3b—2c. lgualando com os coeficientes de 12 — 36z

obtemos um sistema de 3 incégnitas e trés equacdes: a + b+ ¢ = 0, ba + 2b + ¢ = —36,
6a — 3b — 2¢ = 12. Resolvendo obtemos a = —2,b = —28, ¢ = 30. Assim:
12 — 36z -2 —28 30

x—1D(z+2)(x+3 x—1+x+2+x+3'
(

b) Pela teoria existem a.b. c € R tais que:

(b) b, q

?+204+5 a b c
2(rx—1) 2z 22 x-—1

"Pierre Francois Verhulst: 1804 Bruxelas, Bélgica — 11849 Bruxelas, Bélgica.
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De forma similar ao (a) obtemos que:

x2—|—2x+5_ 7 5 8

z2(x —1) x 22 r-—1
(c) Seguindo (a) e (b) obtemos:

27(22—5) 13z -9 Tz —35 13 22 12

@122 —1) @2+2) (@127 (@-1) (@17 (@-1p

Pode-se calcular com o comando partfrac do Maxima (fiz assim ~—). |

Resumo da Decomposicdo por Fracdes Parciais (casos mais comuns)
Assuma que o grau de p é menor que o do denominador, a # b e ¢ > 0.

. e A B
(x —a)(x — D) P —
ple) A 5
(x—a)2_x—a+(:r—a)2'
. p(z) _ A B C
(x —a)?(z —b) x—a+(x—a)2+$—b'
plr) Az + DB

2 +c 2 +c’

plx)  Ar+B Cx+D

(22 +¢)2 224c (22 +¢)?

ﬁaservagéo 5.15 A técnica de fracbes parciais pode ser generalizada para outras estrutu-
ras algébricas. Por exemplo os fatores do primeiro ou segundo grau podem ser os niimeros

primos. Assim,
1 1 1 1 1

8 2.3 2 3 3
%ja na Wikipédia o tdpico Partial fraction.

Como calcular /@ dx (Parte 2)
q(7)

p()

1. Pela linearidade da integral, reduzimos o problema de integrar /ﬂdx a calcular,
q(x
para qualquer m € N, com b? — 4c < 0, cada uma das integrais abaixo:

dx dx xdx
M /m; () /(x2—|—bx+c)m; (1 /(a:2+b:c+c)M'

dx

(z —a)m

2. Quanto a (l), sabemos calcular / (qual a resposta?).
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3. Quanto a (I1) e (I11), completamos o quadrado de forma que 2% +bx +c = (x +d)? +e

1
comd="b/2ee=c—b?/4 > 0. Com isto reduzimos as integrais de
/ / & (x+d?+eym
@ ) (tomando y = (x + d)/+/e e colocando €™ em evidéncia) as integrais
/ ydy
y+1 (y*>+ 1)
ydy - )
(a) | —=—=— dy pode ser calculada definindo z = y* + 1 (qual a resposta?).
(y? +1)m
d :
(b) /ﬁ é mais complicada mas pode-se obter (veja Desaflo da p|166) a
relacdo de recorréncia:
d 2m — 3
]m :/ ’ - : + - ]m—l
> +1m  2m—=1D?+ 1"t 2(m—1)
Nesta recorréncia temos que [ / dy t
recorréncia temos que [; = | ———— = arctany.
q 1 (y2 + 1) Yy
242 d
Exemplo 5.25 Calcule /de
22(x —1)
24+2r+45 b
Solucdo: Queremos rHearto_a, 0 + . Para calcular a, b, ¢ colocamos o lado
x2(zx —1) r a2 r-—1

direito com o mesmo denominador:

2 4+ 2x+5 _ az(z — 1)+ b(z — 1) + cx? _ (a+c)>+(b—a)x—0b
x2(x—1) 22(x—1) x2(x—1) '

Igualando os coeficientes (a + ¢ =1, b —a = 2, —b = 5) obtemos que:

x2+2x+5__z_i 8
2z —1)  x 22 w—1

Basta integrar cada um dos termos da direita para obter que:

2

/%dw = —Tlog|z| + 5 + 8log |x — 1.
2 (x —1) x

|

@servagéo 5.16 Existe o chamado método de Heavisidé®|(cover-up method) para%

descobrir os fatores da decomposicdo. Veja na Wikipédia o tdpico Partial fraction e

Partial fractions in integration. Um exemplo é para se obter A, B em

B+l A B
(x+3)(x+1) z+3 z+1°

Multiplique os dois lados por (x + 3)(x + 1):

3v+1=A(x+1)+ Bz +3).

Tome x = —1 para obter —2=2B e portanto B = —1.
Jome v = —3 para obter —8 = (—2)A e portanto A = 4. J

8Qliver Heaviside: x1850 Londres, Inglaterra — 11925 Devon, Inglaterra.
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r—95
Exemplo 5.26 Calcule / PR 1)20[3:.

. r—>5 a bx + ¢ dr +e
Solucdo: Queremos =— 4 + . Colocando o lado
r(@2+z+1)2 z 224+x+1  (224+2x+1)2

direito com o mesmo denominador (agradeco ao Maxima novamente)

=9 _ dx+9d dox +6 9
p(@+r4+1)2?  22+z+1 (24+x+1)° @

O dltimo termo é facilmente integravel: —5log|x|. Quanto aos dois primeiros, observe
que 2 +x + 1 = (v + 1/2)*> + 3/4 = 3/4((z/\/3/4 + 1/2/1/3/4)* + 1. Assim tome

y = (v +1/2)/1/3/4 = (22 + 1)/+/3 e substitua nas duas primeiras integrais. A menos de
constante teremos que resolver cada uma das quatro integrais:

/dy /ydy / dy / y dy
Y241 y2 41’ (y2 +1)% (y2 +1)2

A primeira é arctany. Para a segunda e a quarta tome z = y? 4 1, dz = 2dy e obtenha:

/ ydy y /dzlog|z|log|y2+1|
v2+17 )22 2 2 ’

/& e L1
(y2 +1)2 222 2z 2(y2 + 1)

Finalmente para o terceiro termo, utilizando a recorréncia para I,,, temos que

L=—2 421

/ dy Y I Y n arctany
( 292 +1) 2 2y*+1) 2

y2+1)2: =

Juntando todos os pedacos (ou melhor ainda, utilizando o Maxima):

2z41
/ (x—5)dx  b5log|z® +x +1] N 29 arctan( ve ) ~Slog ] + Tx—4
r(z?+z+1)2 2 33/2 & 322 +3x+3

Sobre exemplos complicados como este, veja a opinido do Spivak:

Este exemplo [um exemplo complicado de integracdo por fracdes parciais| pro-
vavelmente convenceu vocé que a integracdo de funcdes racionais (por fracdes
parciais) é uma curiosidade técnica somente (...) Isto é somente parcialmente
(grifo nosso) verdadeiro. [Sp, p.319].
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Resumo da Integracdo de Funcdes Racionais
/ p(@)
q(x)
por fracd rciais e finearida integral
/ dz / xdx / dx
(x —a)™ (2 +bx +c)™ (2 +bx +c)™
integral facil mudanta de variavel y = (x Hd)/ /e
/ _ydy / _
(y? + 1) (y>+1m "
mudanca ¢ = 3% + 1 integral dificil
dz
2zm
integral facil

5.7.2 Teoria da Decomposicao por Fracdes Parciais

Apresentamos a teoria da decomposicdo por fracdes parciais de forma elementar, baseada
somente no Teorema de D’Alembert, assunto do ensino médio. Em livros de Algebra a teoria
de fracBes parciais aparece com roupagem bem mais complicada (ideais gerados). Esperamos
que esta apresentacdo seja atil pois é dificil de ser encontrada.

Definicao 5.19 Denotamos por R[x] o conjunto dos polin6mios com coeficientes reais e por
Clx] com coeficientes complexos.

Teorema 5.20 (D’Alembert) Seja p € Rlz] e ¢ € R (ou C) tal que p(c) = 0. Entédo
existe um q € Rz] (ou Clz]) tal que p(z) = (x — ¢)q(x).

Prova: Pelo algoritmo da divisdo de polinémios, a divisdo de p por = — ¢ terd como resto um
polindmio de grau 0, isto &, p(z) = ¢(x)(x—c)+R. Comop(c) =0 = ¢(c)(c—c)+R = R =0,
p(x) = q(z)(z —c). "

Teorema 5.21 (fracBes parciais: raizes reais) Sejam p,r € R[z], a € R com r(a) # 0
en € N. Entdo existem B € R e q € R|z] tais que

p(z) q() B
r(x)(z —a)"  r(x)(z—a)? * (x —a)"

Prova: Colocando os dois lados com o mesmo denominador do lado esquerdo, queremos

r e B tais que p(z) = q(z)(x — a) + Br(xz). Como p(a) = Br(a), e r(a) # 0, defina

B = p(a)/r(a). Defina, h(z) = p(x) — Br(z). Pela definicdo de B, é claro que h(a) = 0.

Pelo Teorema5.20] (D' Alembert), existe ¢ € R[z] tal que h(z) = ¢(z)(z—a) = p(z) — Br(z).

Logo, p(z) = q(x)(x — a) + Br(x). |
Reaplicando o Teorema acima, obtemos o Corolario abaixo.
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Corolario 5.22 Sejam p,r € Rz], a € R com r(a) # 0 e n € N. Entdo existem
By, ...,B, € R eq € R[z] tais que

pxr)  qla) B B, B
r@@—ar @) @—a)  @—aZ = (@—ar

Observacdo 5.17 Agora se b € R é raiz de r(x) do Coroldrio acima, podemos aplicar o

q(v)

préprio Corolario em ﬂ e prosseguir na expansdo em fracSes parciais.
r(z

Precisamos de alguns fatos sobre nimeros complexos, seus conjugados, e polindmios reais.

Lema 5.23 Seja a € C\ R (complexo ndo-real) e p € R|x]. Entdo:
(a) p(@) = p(a).
(b) p(a) = 0 se, e somente se, p(a) = 0.
(c) se a é raiz de x* + bz + ¢, entdo x? + br + c = (v — a)(z — @).

Prova: (a) E facil ver que a +b = a+ b e ab = ab para todo a,b € C e que se ¢ € R,
¢ = c. Agora considere um p(z) = >_ ;2" e faca a conta termo a termo.
(b) p(a) = 0, se, e somente se, p(a) = 0. Por (a), isto ocorre, se e somente se,
p(@) = p(a) = 0.
(c) Por (b) & claro que @ também é raiz. Pelo Teorema de D'Alembert, 2% + bz + ¢ =
q(z)(x — a)(z — @). Comparando os graus dos polinémios dos dois lados, concluimos que ¢
tem grau 0, isto é, ¢q(z) = C. Comparando o coeficiente do x? dos dois lados, concluimos
que ¢(z) = 1. n

A concluso do item (b) do Lema é que raizes complexas n&o-reais de polindmios reais
aparecem sempre aos pares conjugados.

Teorema 5.24 (fracGes parciais: raizes complexas) Sejam p,r € R[z] e« € C\ R
(complexo ndo-real), raiz de * + bx + ¢, b,c € R com r(a) # 0 e n € N. Entdo existem
B,C € R e q € Rx] tais que

p(z) _ q() . Bz+C
r(z)(22 +bx +c)"  r(x)(x2+br+c)mt (224 br + o)

Prova: Colocando os dois lados com o mesmo denominador do lado esquerdo, queremos r
e B, C tais que p(z) = q(x)(2* + bz + ¢) + (Bx + C)r(z). Como « é raiz de 2% + bz + ¢,
pelo Lema [5.23] (b), & também é raiz. Agora temos que p(a) = (Ba + C)r(a) e p(a) =
(Ba + C)r(a). Como por hipétese r(a) ndo se anula, pelo Lema [5.23] (a), (@) também
ndo se anula. Assim introduzimos P = p(«)/r(«). Pela propriedade do conjugado, e pelo
Lema [5.23| (a), P = p(a)/r(a). Para determinar B e C' precisamos resolver o sistema:

Ba+C = P,
Ba+C = P

Ele possui solucio Gnica pois seu determinante é o — &, que € n3o nulo pois por hip6tese «

é complexo n3o-real. Agora, conjugando todos elementos do sistema, obtemos um sistema
para B, C:

Ba+C =

{ Ba+C =

<
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que é idéntico ao anterior mas com outras incégnitas. Pela unicidade de solucdo temos que
B=BeC=C,istoé B,C cR.

Defina, h(z) = p(z) — (Bz + C)r(x). Pela definicdo de B e C, é claro que h(«a) =
h(@) = 0. Pelo Teorema aplicado duas vezes, existe ¢ € R[z] tal que h(z) = (z —
a)(z — a)q(x) = p(x) — (Bx + C)r(z). Pelo Lemap.23|(c), (z — a)(z — @) = 2> + bz + c.
Assim, h(z) = (2® + bz + ¢)q(x) = p(z) — (Bx + C)r(z). Como os polinémios do lado
direito estdo em R[z] e o primeiro termo do esquerdo também, concluimos que ¢ € R[xz]. E
necessario provar isto pois por D'Alembert, como a raiz é complexa, ¢ € C[z] de forma geral.

Logo p(z) = q(x)(2? + bx + ¢) + (Bz + C)r(x). u

Reaplicando o Teorema acima, obtemos o Corolario abaixo.

Corolario 5.25 Sejam p,r € R[z] e « € C\ R (complexo ndo-real), raiz de x* + bz + ¢,
b,c € R comr(a) # 0 en € N. Entdo existem By,...,B,,Cy,...,C, € R e q € R|x] tais
que

p(z) ~ q(x) Bz + Cy Byx + Cs B,z + C,

r(@) (@2 +br+c)"  r(z)  (@@+br+c) (P+br+c)? (2 +bz+o)

5.8 Exercicios de Integral

5.8.1 Exercicios de Fixacao

Fix 5.1: Determine se & Verdadeiro (provando a afirmativa) ou Falso (dando contraexemplo):

b
(a) Se / f(z)dx =0, entdo f(x) =0 para todo = € [a,b)].

b
(b) Se f(x) <0 para todo x € [a, b], entdo / f(z) dz <0.

3
(c) Se / h(xz)dz =9 e mudarmos o valor da funcdo em 2 = 1 e em z = 2, a integral

0
val mudar de valor.

Fix 5.2: Estude a Definicdo[5.2]da p[I134]e o Lema[5.3] da p[135 e resolva.

2

2 0
Sabendo que / f(z) dx =5, / g(x) de = -3 e / f(z) de =7, calcule:
—1 —1

-1

@[ f@ds ) [ (@ +u@)ds (© [ asen?) do

-1

@ [ swa @ [ ([ rrat0as) ar

(f) /_1 h(z) dx se h(z) = {§($)7 i 7: 1,

Fix 5.3: Considere a fun¢do f(z) representada na figura abaixo.
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N A
AN
—1 4+

Defina F(x) = / f(s)ds. Usando a ideia de que a integral & area com sinal responda
0

aos seguintes itens.
(a) Determine F'(0), F(1), F(2), F(3).
(b) Determine os intervalos onde F' cresce e decresce.
(c) Determine os pontos de maximo e minimo local de F'.

Fix 5.4: O aluno X escreveu que:
1 2 da 1

X3 . .. 1
Como a primitiva de - € temos que — =
T T 9 T T

2 dx

[ 1 17
O aluno Y escreveu que: "Como — > 0 para todo z, >0".
T

72
—2
Resolva o conflito entre os alunos X e Y.

: : (5t .
Fix 5.5: Estude o Teoremal|5.4|da pJ135/(TFC). Considere h(z) = / G-t dt. Determine:
2

th+6
(a) h(2); (b) intervalos onde h cresce e decresce; (c) maximo e/ou minimo local.

Fix 5.6: Estude o Corolario [5.5/ da p[136] (TFC). Sabendo que h(s) = ¢'(s) para todo s € R
1
e que g(z) = Ke*’ + Bz — C, determine / h(s)ds.

-1

Fix 5.7: Clalcule: )
(a) / (22° — 32* +5) dax; (b) / ly? — 1| dy; (c) /(Sx + €' — Tasent)dt.
0 0

Fix 5.8:0s trés melhores alunos da sala integraram a mesma funcdo e encontraram as se-

cos 2x —cos?z sen?x

+C, 5 +C e 5
Sera que algum (ou todos) erraram a integracdo?
Fix 5.9: Estude a Secdo[5.3da p[139| (Integrais Impréprias). Sem calcular as integrais abaixo,

escreva cada uma como o limite de uma integral prépria:

of a0 [ ot 0 o5

Fix 5.10: Faca mudanca de variaveis para provar que:
be b b+c b
(a) f(t)dt = c/ f(z)dzx; (b) flz —c)dx = / f(u) du.
ac a a+c a
Fix 5.11: Calcule as seguintes integrais (por substituicdo):

(a) / VK —3zde: (b) / 32cos(a®) dz: (<) / k’gt(t) dt:
— 222 dx; e M ; cosx €T dy
(d)/x\/B whar (@ [ TR (f)/ dz.

guintes respostas: —

+ C. Como vocé explica isso?
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Fix 5.12:Integre por partes: (a) /:Eloga:dx; (b) /arctanazdaz.

Fix 5.13: Existe algum erro no argumento abaixo?
Sejaa= [ % dz. Entdo, integrando por partes:

1 1 1 1
a:/—dx:—-x—/x-(——z) dx:1+/—dx:1+a.
x T x x

Logoa=1+4a e portantoa —a=0=1.

Fix 5.14: Calcule as seguintes integrais definidas: (a) / (3 —22)* dux;

(b) /00 e~/ da; (c) /7r sen(26) d6; (d) /Oolds.
log 3 w/4 1
5.8.2 Problemas

2z, se) <z <2,
Prob 5.1: Considere f(z) = ¢ —1,
5—x, sed<x <o
3 4 5
@ [ f@ds 6) [ f@dn @ [ s
0 2 1
Prob 5.2: Estude o Lema[5.3|da p[135 e prove que:
b
(a) se f(x) < M, entdo / F@)dz < M(b— a):

se 2 < x < 4, Determine:

6e
(b) / 4sen(e” + 5z” + z)log x dz > —20e.

T t2 -1
Prob 5.3: Considere F(z) = / ——— dt. Determine:
, 211

(a) intervalos onde F' é crescente e onde é decrescente;

INTEGRAL

(b) intervalos onde o grafico de F' possui concavidade para baixo e onde é para cima;
(c) o valor de x onde F atinge um minimo local e o valor onde atinge um maximo local.

Prob 5.4: Determine uma equacdo da reta tangente ao grafico de
x

y(r) = log(2 + sen(x? — 7)) +/ cos(s%) ds no ponto (y/7, log2).
Jr

y
/ et dt
Prob 5.5: Calcule:  (a) f'(1) se f(y) :/ 1 cos(1 + %) ds;
4
5 T

(b) ¢'(8) se g(y) / ( /8 log(t3+1)dt) da.

Y
- > d 'd
Prob 5.6: Determine para quais p > 0 sdo finitas:  (a) / _x; a
T o ¥
Prob 5.7: (integral indefinida)
cos(Vk) / 3x /
a dk; b ——dux; C xsen(3x + 1) dz;
@ O) [ s (@ [rsen@ery

(d) /sec2x log(tan x) du; (e) /sen(ﬂ) dt; (f) /62m cos x dx;
(g) /sen(log:c) dx; (h) /e3x/gds; (i)/lj;zdx

b) [ =
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Prob 5.8: (integral definida)
1 1 e 00
(a)/ ze ™ du; (b)/ se 3 ds; (c)/ Ldt; (d)/ se™*/% ds;
0 0 e t(logt)?

log 3 1
(e)/0 e\ 1+ e* dx; (f)/U 1+x2 /xﬂll—i— dx.

Prob 5.9: (integral com médulo)

4 2 2
(a)/ 2z — 2| da: (b)/ llog | ds: (c)/ el — 1] ds.
0 1/2 )

Prob 5.10: Determine y(z) se
dy 2x+1

(@) Gr =" eult) =

Prob 5.11: (Integrais Impréprias)

16 dl’ [e%s) dl’ 0 e~
— b : dz;
@) 0o Vv (b) /e xloggx (c) /_oo 3 — 2e” v

Prob 5.12: Determine:  (a) lim 6”2/ log(t” + 3) dt;

T—r00 0

0; (b) == = 2™+ e y(1) = €2

(b) funcdo f tal que f(0)=1e / e~ f'(s)ds = 3x para todo z € R.

—T

Prob 5.13: Prove que / M dz é finita.

1 7 +

5.8.3 Extras

xT

1
Ext 5.1:Se f é continua e lim f(z) = K, determine lim — f( ) dt ([Sp] p-239 no.34).

T—00 T—00 I

se
Ext 5.2:Determine todos x € R onde a funcdo Si(x / —ndt possui pontos de

maximo local.

Ext 5.3: Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de cada funcdo no ponto indicado:
xX

(@) f(z) = / log(e' + ¢ — 1)e*” da no no ponto = = 1;
1

+1
Ext 5.4: Considere um mével preso a uma mola e deslizando sobre uma superficie sem atrito
(veja figura abaixo). Sua aceleracdo é dada por a(t) = Aw? cos(wt) V¢ > 0 (onde A e w sdo
constantes). No instante ¢ = 0 o mével esta na posicdo z(0) = 0 e tem velocidade v(0) = 0.
Determine a fungdo x(t) que determina a posicdo do corpo ao longo do tempo.

(b) h(x) =7 —/ 526 ds no ponto = = 2.
2
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2x

gt (b) fx) = /0 " sen(t?)dt.

Ext 5.5: Determine f'se:  (a) f(s) = /S

3 3 0
Ext 5.6: Sabendo que / f(s)ds=Te / f(s) ds = 3 determine / f(2x + 1) du.
-1 1 —1

Ext 5.7: Determine a funcdo y(6) sabendo que:
W _ cos(56) + 3 e y(m) =5m (b)) W= _1
(a) dG_COS(5)+ e y(m) = 5m; ( it v——
Ext 5.8: Suponha que um ponto move-se ao longo de uma curva y = f(z) no plano zy de tal
forma que a cada ponto (z,y) da curva a reta tangente tem inclina¢do v/x + 1. Determine
a equacdo da curva sabendo que ela passa pelo ponto (0,1).

e y(0) = 3.

Ext 5.9: (integral com médulo)
2

(a) /04|x2—3x+2|dx; (b) /_z\/mazx; (c)/_ x|2? - 22| da.

2

Ext 5.10: (integral indefinida)  (a) /leogxda:; (b)/ﬁlogxdx;
(<) / z(logz)? dz;  (d) / ST BT (e) / ‘

—dx;
cosx +senx e2r 4+ 2e* + 1

(f) /6356“@)*4 cos(z)dzx; (g) /ew cos(e® 4+ 3)dx;  (h) /ax dx com a > 0.

1 61/:0 Viog2 )
Ext 5.11: (integral definida) (a) / dx; (b) / z?e” dz;
1 1

2 @
410g37 /2 1 y2
C dx; d/ cos 0v'sen 0 df; e / ———dy;
@ s @ [ o © )y iy
1

4”28911\/5 log 3 e® ¢
f dx; — duz; h —dt.
Of, T @ g ()0/ —

1
Ext 5.12: (Integrais Impréprias) (a) / ngd:v;
.

(b) /100 lofpf’““dm p>1): () /;(4{—2)2; (d) /Om\/%dx.

Ext 5.13: Use integracdo por partes para provar as férmula de reducdo de integral:
m—1
(a) Se I, = [ sen™z dz, entdo I,, = ——sen" 'z cosx + —— 1, 5.
m m

(b) Se I,, = /xmex dx, entdo I,, = 2"e® — ml,, ;.

(c) Se S, = /xm senzdr e Cp, = /xm cos x dx, entdo
Sy =—ax"cosx +mC,,_1 e Cp, =x"senx —mS,,_1.
(d) Se L,, = /(log x)"dz, entdo L, = x(logz)" —nL,_.
(e) Prove que L3 = z(log® z — 3log® z + 6logz — 6).
Ext 5.14: Use integracdo por partes para provar as férmula de reducdo de integral:

tan™ 'z
(a) Se T, = /tan”x dx, entdo T, = —T,

n—1
tanxzsec” 2x n—2

(b) Se S, = /sec”x dx (n > 2), entdo S, = - Sp—2;

n—1 n—1
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Verifique, usando o TFC, que (c) S = /sec:z:da: = log|secz + tanz|.

Ext 5.15: (férmulas para as funcdes hiperbdlicas analogas aos do seno e cosseno)
(a) Integre por partes e determine uma férmula de recorréncia para Sh,, = /senh” dx

para n € N.
(b) Desenvolva uma teoria analoga ao do Teorema da p[150| para calcular

/(H senh(am)) (Hcosh(lya:)) dx

coma;,b;j €Rparai=1,... Nej=1,...M.
Dica: Use identidades trigonométricas hiperbélicas da p/56]

5.8.4 xProblemas (Integracio e Substituicio Trigonométrica)
Prob 5.1: Determine: (a) /(3083 xdx; (b) /COSQ?)I cos bz du;

(c) /cosxsenx dx; (d) /sen%dx; (e) /cos4xsen3x dx.

Prob 5.2: Calcéiule: 9 d
@[ O gt @[ e
) [Fan @ [ 0 A=

dz g
Prob 5.3: Determine:  (a) /—; (b) ——dx
\/4 — z? o V1-— x?

c)/\/%; (d)/ﬁdw; (e) /Q;\/de

Prob 5.4: Como determinar I, ,, = /senmx cos"x dx, com m,n € N7

(a) Calcule /Sen5x cos*z dz. Dica: u = cosx, sen’z = 1 — u?,

(b) Prove que se m é impar, entdo existe um polinémio P tal que I,,,,, = P(cosz).
(c) Calcule /sen rcos’r dr e /COS xdr. Dica: u=senz, cos’z =1 — u?

(d) Prove que se n é impar, entdo existe um polindmio @ tal que I,,,,, = Q(senx).
(e)

e /Sen xcos’z dr. Dica: u = senx ou u = cos .

(f) Prove que se n é par entdo existe um polindmio @ tal que I,,,, = | P(senx)dz.
Para resolvé-la aplicamos a férmula de reducdo do problema Extra da p[164]

Prob 5.5: Como determinar 1, ,, = /tanmx sec"x dx, com m,n € N7

(a) Calcule /tanSx sec’z dr. Dica: u = secz, du = secx tan z dr, tan’r = u? — 1.
(b) Prove que se m é impar e n > 1, entdo existe um polinémio P tal que I,,,, = P(secz).

(c) Calcule /tan4a: sec’z dr. Dica: u = tanx, du = sec® v dz, sec’r = 1 — u?.
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(d) Prove que se n > 2 é par entdo existe um polinémio P tal que I,,,, = P(tanx).

(e) Prove que se m é par entdo existe um polinémio @ tal que [,,, = | Q(secx)dz.
Para resolvé-la aplicamos a férmula de reducdo do problema Extra da pl164

5.8.5 xProblemas (Integracio de Funcées Racionais)

<2 > d
Prob 5.1: Calcule:  (a) / dr. (b) / et —de<0.
4

22 —1 o T2 bx +C
20 — 3 20 — 3 4
Prob 5.2: Calcule:  (a) /#de; (b) /hdx; (C)/;i% dz

6 dx 24 4x — 2 202 +x+2
(d)/x2—|—8x—l—7' (e)/ xt — 422 de; (f)/(x—l)($2+4) de.

Prob 5.3:Se a #bea#0, calcule:  (a) / ( dr 1 (b) /gc2(d—ﬂj

r—a)(r—> r—a)
Az + B
Prob 5.4:[Ha, p.252] Determine /Lda‘: se:
ax? + 2bx + ¢

(a) A =0*—ac>0; (b) A <0; (c) A=0.

. d
Prob 5.5: Prove a férmula de reducdo de integral: Se I, = / 2—91: entdo
(24 1)m
x 2m — 3

I, = L_1;

m—D@+ 01  2m—1) "

: 1 1 2 L

Dica: Note que = z . O segundo termo da direita pode

(224 1)m (22 + 1)1 - (22 4+ 1)m

ser integrado por partes colocando f(z) =z e ¢'(2) = ———.
grado por p f(x) g'(z) RN

Prob 5.6: Como integrar uma fun¢&o racional qualquer de senos e cossenos ([Co] p. 290)7
Isto inclui, entre outros: /tanmx sec"z dx, com m,n € N (feita nos exercicios anteriores

com outra técnica).
Defina t(z) = tan(z/2).

, 2t 1—¢2 dt 1+t
(a) Prove que sinx = e & cosT = vl (b) Prove que e
(c) Seja R(c,s) = f((c, S;, f e g polindmios em 2 varidveis. Entdo
g\, s

1—t* 2t 2
R(cosz,senx)dr = | R , dt.
/ ( ) / <1+t2 1+t2>1+t2
Ou seja, transformamos numa integral de func&o racional.

Use (c) para calcular: (d)/d—x (e)/ dx (f)/ dx
(

1+cosz’ 1+senz’ sen
Use (c) para escrever como integral de funcio racional:

(g) /secxtan%dm; (h) /sech tan 3z dx.

5.8.6 Desafios
Des 5.1:
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Definicao 5.26 (sup) Seja A C R. Dizemos que ¢ = sup A se ¢ € R é a menor cota
superior de A no seguinte sentido:

(i) a < ¢ para todo a € A (c é uma cota superior de A);

(ii) Se h é cota superior de A, ¢ < h (c é a menor cota superior).

E uma propriedade (leia p. de R que todo A C R limitado superiormente possui sup
em R: dizemos que R é completo.

(a) Defina inf A como a maior das cotas inferiores;

Determine sup A e inf Ade: (b)) A={1/z; z>1}; (c) A={z; z*> <7}

(d) A =(2,3) (intervalo aberto); (e) A = {sen(x), = € Z}.
Des 5.2:Suponha que fxé uma funcdo continua e estritamente positiva num intervalo [ e

c € I. Defina F(z) = f(s)ds. Prove que F' & continua e crescente em I. Conclua que
&
log e arctan sdo continuas e crescentes.

Des 5.3: Suponha que f & uma bijecdo em [a,b]. Defina g(y) = f~!(y).
(a) Prove que para todo = € [a, b),

f(@)

/ " f(s)ds = of(x) — af(a) - /f L oy

(b) Determine a primitiva do arcsen z e log x utilizando (a).

T

Des 5.4: (a) Determine polinémio p(z) tal que /x3 e’ dr = p(x) e”.
Prove que dado n € N existem polinémios p(z) e ¢(x) tais que:

(b) /x" e dx = p(x)e”; (c) /(log x)"dx = xq(logx).

(d) Prove que ndo existe um polinémio p(z) tal que /6552 dx = p(x)e” .
Dica: TFC.
Des 5.5: Prove que dados a,b € R, existem A, B € R tais que

/e” sen(bx) dr = e**(Asen(bx) + B cos(bx)).

Use este resultado para provar que:
X

/ex sen(2x) dx = %(sen(%’) — 2cos(2x)) + C.

x

/63”” sen(2z) dx = %(3 sen(2x) — 2cos(2z)) 4+ C.

Dica: aplique o TFC e resolva um sistema do segundo grau.
Obs: Existe resultado analogo para o cosseno.

1 (0]
Des 5.6: Prove que / x dr = Zn‘".
0 n=1

Dica: Escreva x® usando exponencial; expanda utilizando a série de Taylor da exponencial;
integre termo a termo por partes. Somente por curiosidade: o valor da integral é aproxima-
damente 1.29128.

Des 5.7: Prove que / eV’ dy é finita.
0
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Dica: N&o tente calcular a integral, utilizada na definicdo da funcdo erro de Gauss (Ob-
servaao da p.. Faca uma estimativa utilizando ye "

senx |, .. . ) : :
dz é finita através do seguinte roteiro:

Des 5.8: Prove que /
0

T

(a) Integre por partes e mostre que

b sen z cosa cosbh bcosa
dr = - — + 5 dx.
o a b 0 T

1 o0
(b) Use o lado esquerdo para investigar / e o lado direito para investigar / :
0 1

Des 5.9: Suponha que f é continua e satisfaca f(z) = / f(s)ds. Prove que f(z) =0
0
para todo = € R.

b
Des 5.10: Defina f(y) = / tYdt. para 0 < a < b fixos. Prove que f & continua em —1.

Des 5.11: Determine, utilizando a defini¢do rigorosa: (a) / 23 dx; (b) / sen(x) dz
0 0
Dica: Ver [Co].

Des 5.12:(Lema de du Bois—ReymondE[) Seja f : [a,b] — R continua. Prove que se
Yy
/ f(s)ds =0 para todo x,y € [a,b] entdo f(z) = 0 para todo z,y € [a,b].

Des 5.13: (Funcdo gama de EuIeriZS], generalizacdo de fatorial para n3o-inteiros e
[o¢]

complexos) Defina I'(z) = / e~ 't*~ 1 dt. Prove que:
0

(a) a integral converge para z > 0; (b) I'(n) = (n — 1)! paran € N.
Dica: Para (b) integre por partes e prove que I'(z + 1) = 2I'(2).

(c) Use a substituicio u = t'/? e mostre que I'(1/2) = 2/ e ¥ dy. Esta integral &
0

importante em estatistica e pode-se mostrar que / eV dy = /7/2. Assim, T'(1/2) = /7
0
e I'(3/2) = (1/2)! = 1/2T'(1/2) = /7/2. ([Sp] p-327 no.25)

Observacdo 1: Ver na Wikipedia o tépico Bohr Mollerup_theorem, que mostra uma
caracterizacdo da funco gama.

Observacdo 2: Observe na figura abaixo o grafico da funcdo gama de Euler:

9Paul David Gustav du Bois-Reymond: x1831 Berlim, Alemanha — 11889 Freiburg, Alemanha.
10] eonhard Euler: %1707 Basel, Suica — 1783 Sao Petesburgo, Rissia.
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Gamma function

SN I R
{i [ Vi

Tt | |

: - ' 9 2 4
H : E e+

dx - - .. .
Des 5.14: Prove que 1 arctan x utilizando fracdes parciais complexas, seguindo
x

o roteiro abaixo:
. . 1 A B
(a) Determine A, B € C tais que = + -. Conclua que
1

2 +1 P S
1 [m—z]
— log - .

dx B
24+1

21 T +1
(b) Prove que |(z—1)/(x+i)| = 1 e conclua que existe ¢ € R tal que (z—i)/(z+1i) = e'.
(c) Defina z = tan 6 e prove que tan(y) = tan(26). Conclua que ¢ = 20 + km, k € Z.

2tan
Dica: tan(260) an

1—tan%6
(d) Prove que —IJ L 0+ C = arctanz + C'
Obs: Pelo Desafio 3.8 da p{90, C' = 7/2.
Des 5.15: Determme acos:c n bsena: com a? + b% # 0.

Dica: Prove que existem r, 6 tais que a = rsenf,b = r cos?.
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Capitulo 6
Aplicacoes da Integral

Objetivos: Calcular area de regides do plano e volume por fatiamento (Principio de Cava-
lieri) de s¢lidos, incluindo sélidos de revolugdo. Definir o valor médio de uma funcdo, uma
ideia importante em probabilidade. Além disso apresentar comprimento de curvas, area de
superficie de sélidos de revolucdo, transformada de Laplace, série de Fourier (com aplicagdo
ao padrdo MP3 para masica). Omitimos outras aplicacdes interessantes: centro de massa
(veja Wikipedia Centroid), trabalho realizado por forca (veja Wikipedia Work (physics)).

6.1 Area no Plano

Introduzimos no capitulo anterior o conceito de integral como area com sinal. Aqui invertemos
e definimos area através da integral. Em Matematica fazemos isto em detalhes na teoria
da Medida e Integracdo. Leia Wikipedia area e Measure (mathematics).

Nesta secdo resolvemos diversos problemas onde a dificuldade estd em:

(a) determinar o intervalo (ou os intervalos) apropriados de integracdo, de qual (quais)
integrando(s);

(b) determinar se é melhor integrar em x ou em y. Tipicamente podemos escolher, mas
uma das opcdes resultara numa anica integral, ao invés de duas.

Para isto o esboco do grafico e determinacdo das intersecdes é fundamental.

Exemplo 6.1 Determine a drea da regido delimitada por y = |7? — 4| e y = 22> — 20.

Soluc3o: Primeiro esbocamos os graficos.

y = 22% — 20
Y
y=|r* -4
i T T 7 i - T
VRN /2V10'4

171
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Calculando os pontos de intersecdo: Para = > 2 e x < 2, as intersecbes ocorrem quando
|22 — 4] = 2* — 4 = 22? — 20. Resolvendo obtemos z = +4. Para z € (—2,2) temos que
resolver —z% + 4 = 222 — 20. Obtemos as raizes falsas z = ++/8, que ndo pertencem a este
intervalo.

Assim a area é igual a soma de 3 integrais:

/_2((3:2—4)—(2x2—20))d:c+/

4 -2

2

((4—x2)—(2x2—20))dx—|—/2 (22— 4) — (222 —20)) da.

—2 2

Assim a area é /

—4

4
(—2% 4+ 16) dz + / (24 — 32%) dw + / (—2® + 16) da.
2

-2

3
Como /(—x2 +16) dr = 162 — % e /(—:c2 +16) dr = 24x — 2°, colocando os limites de
integracdo obtemos que a area € igual a 40/3 + 80 + 40/3 = 320/3.

Por simetria poderiamos calcular somente a area area para © > 0 e multiplica-la por 2:
4

2/0 (4 — 2?) — (22® — 20)) dx +/2 ((2* — 4) — (22 — 20)) du. ]

Exemplo 6.2 Determine a 4rea da regido delimitada por x = y* e v — y = 2.

Solucdo: Comecamos pelo esboco, notando que y = ++/x.
y=x—2
)

A

y=+r

24~

Para calcular a intersecdo das curvas devemos determinar a solucdo de z = y? = y + 2,
que éy=2ey=—1. Como xz =y + 2, os pontos de intersecdo sdo (4,2) e (1,—1).
Assim, integrando em x a area sera a soma de 2 integrais
4
1

/Olw—<—\/E>>dx+/14<ﬁ—<x_2>>dx:/olzﬁdx+/<ﬁ—w+2>>dﬂf=

4232 | (4x3/2 x? 5 )
= - — 42| =
3 |, 3 2 X
419 9
36 2
Por outro lado, podemos integrar em y, de y = —1 até y = 2 a diferenca das funcdes

r=1y+2ex=1y? (qual funcio estd “acima” da outra?):

2

2 2 3
9
2) — 2 _ ¥ 2_y_ —
/_1((y+ ) —y7)dy 5 T2 5

-1

Outra possibilidade equivalente é trocar x por y e fazer o problema novamente: “Determine
a area da regido delimitada por y = 22 e y — 2 = 2. Obtemos o grafico:
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y=x+2
44%
14%
% | x
—1 2
) ) 2 ) x? 232 9
Sua area sera dada por | ((x+2)—2")de = — 42z — —| =—. u
L 2 3., 2

Em avaliagdes (provas, testes, etc.) é suficiente pedir a modelagem, isto é, pedir que se
esboce a regido e escreva a integral definida (ou soma de integrais definidas) que fornece
a area (ou, mais adiante, volume). Estas integrais sdo simples mas envolvem muitas trocas
de sinais, sendo facil errar a aritmética.

Erro Comum: N3o saber esbocar grafico de fun¢des por translacdo horizontal /vertical,
obtendo regido errada. N3o saber esbocar funcdo médulo.

Calculamos areas de regides infinitas utilizando integrais impréprias.

. . . 1 1
Exemplo 6.3 Determine a drea da regido delimitada pory = — ey = — comx > 1.
X T

~ . . . N 1 1 . ol
Solucdo: A intersecdo das curvas determinada pela equacdoy = — = —,isto ¢, — =1 =
x x

1 1
1. Por outro |ado,—22—3parax>1. Assim a area é
x x
/OO 1 1 J 1+ 1]~ 1
— — —)dr=—+—| =-.
1 x? a3 r o 2x%|, 2

Exemplo 6.4 Determine a area da elipse definida implicitamente pela equacio

ar’ +bxy +cy? =1 com dac—Vb*>0ec>0.

Solucdo: Esta equacdo representa uma elipse cujos eixos de simetria podem n&o ser paralelos
aos €eixos T ou .

Podemos determinar y como funcdo de x,a,b,c vendo a equacdo implicita como uma
equacdo do segundo grau em y:

(©)y* + (br)y + (az® — 1) = 0,
cujo A (que depende de x) é dado por

A(z) = (br)* — 4(c)(ax® — 1) = —2*(4ac — b*) + 4c.
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) 4
Como 4ac — b* > 0 e ¢ > 0, podemos definir D = 4ac — > >0e K = ”50 € R. Portanto

A(z) = 4c — Dx? é uma parabola com concavidade para baixo com raizes reais

4c
+4/—= =+K.
D

Assim, A(x) > 0 se, e somente se, x € [-K, K].
Finalmente, aplicando a férmula da resolucdo da equacdo do segundo grau, y(z) =

—bx £ \/A(z)
2c '

funcdo

Assim, a area da elipse sera igual a integral, no intervalo [—K, K| da

—bz + /A(x) —bz — VA(x) _ VA(x)
2 2¢ c

C

Ou seja, a area da elipse é igual a

/K \/—x2(4ac—b2)+4cd /K \/4C—D$2d
T = —dx.

K c _K C

K
Precisamos portanto integrar / Vide — Dx?dx.
-K

Vou resolver de duas formas esta integral:
(a) Podemos utilizar a substituicdo trigonométrica (veja Secdo p{152) para obter

que
S — a2
/\/40 — Dz?dx = rvide - Da + 2 arcsen (m@) :

2 /D NG

Substituindo os limites de integracdo, o primeiro termo se anula e

K
2me 2

Videc — Dx?dx = = )

/K vD  Vdac — b2

4
(b) Note que K? = 50 Colocando D em evidéncia obtemos que

K K 1 K
/ \/4C—D$2dl‘:/ D(Bc—aﬂ) dx:\/ﬁ/ VK2 —22dzx.
K K \/ K

2
- . . : . T 2mc
Esta integral representa a area do semicirculo de raio K. Assim ela vale 5 =D Logo,

K
21 2re 2me

Vadc — Dx?2dx =V D = = .

/_ e D VD  Vdac — b2

Nos dois casos, retornando a férmula da area, basta dividir isto por ¢. Obtemos entdo que

. ) . 2T
a area da elipse ¢ —— [ ]

Vdac — b2
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6.2 Volume de Sdlidos

A determinacdo de volumes no Calculo de uma variavel é baseado no Principio de Cavalieri.
Podemos chama-lo, de forma mais sugestiva, no método do fatiamento ou do salame para o
calculo do volume. Como ilustracdo da ideia basica observe as pilhas de moedas da figura
abaixo. Claro que as duas pilhas de moedas possuem o mesmo volume. Isto ocorre pois o
volume de cada moeda (fatia) é igual, ndo importando sua posicdo.

5 &

O Principio de Cavalieri € um caso particular do Teorema de Fubinﬂ, que aparece em
cursos de Calculo Avancado e de Medida e Integracdo. Vamos enuncia-lo como um teorema.

Teorema 6.1 (Principio de Cavalierﬂ) Suponha que duas regides A e B do espaco (dois
sélidos) estdo contidos entre dois planos paralelos. Se para todo plano 11 paralelo a estes
planos, a intersecdo de I1 com A possui area igual a intersecdo de I1 com B, entdo o volume
de A é igual ao volume de B.

No exemplo das pilhas de moedas acima, embora uma pilha tenha forma diferente da
outra, as intersecdo com planos paralelos @ mesa onde elas estdo apoiadas serdo circulos de
mesmo raio (igual ao raio da moeda), e portanto com mesma area.

Partindo do principio de Cavalieri podemos deduzir uma férmula para o célculo de volumes.

Teorema 6.2 Considere um sélido S C R? contido entre os planos * = a e v = b. Seja

b
A(s) a area da intersecdo do plano x = s com S. Ent&o o volume de S é igual a / A(s) ds.
a
Prova: Podemos aproximar o volume de S utilizando o principio de Cavalieri. Para isto,
considere uma particdo de [a, b] em intervalos I; = [s,_1, s;] com As; = s; — s;_1. Suponha

que A(s) é constante igual a A(s;) em cada intervalo I;. Entdo o volume de cada fatia é
igual a A(s;) As;, a area da base vezes a altura. Assim o volume total é aproximadamente

i A(Sl) ASi.
i=1

Quando passamos ao limite com As; — 0 obtemos a férmula do volume. Note que E vira

/ (o somatdrio “vira cobrinha” (\-/)) e As; vira ds. n

Exemplo 6.5 Deduza a férmula do volume do cone reto de raio r e altura h.

1Guido Fubini: x1879 Veneza, Italia — 11943 Nova lorque, EUA.
2Bonaventura Francesco Cavalieri: %1598 Milao, Itdlia — 11647 Bologna, Itélia.
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Solucdo: Colocando o sistema de eixos de modo que a origem do sistema esteja no vértice
do cone e o eixo x seja perpendicular a base do cone, temos:

e . |
1
— i
e '
= B X
\ | ’
’ "

Para cada corte com o plano z constante, temos que A(z) & um circulo cuja area é my?.

h 2
_ r re _ rT
Por semelhanca de tridngulos, — = Ly Logo y = —. Assim, o volume é / w( ) dr =
h = h 0 h?
mr? (" 2 mr? 23| mrthd  wr?h .
—_— €T xr = — — = —— " = .
h? J, h* 31|,._, h* 3 3

Exemplo 6.6 Uma barraca de camping é construida sobre uma base quadrada com duas
varetas idénticas conforme a figura abaixo. No sistema de coordenadas mostrado na figura,
uma das varetas tem forma dada pela equacdo y = 1 — 22. Calcule o volume da barraca.

Ty

Solucdo: Cortando com planos y = s, com s € [0, 1] obtemos quadrados. Fixado y = s,
a diagonal (ndo é o lado) do quadrado A(s) tera comprimento z(s) = 2y/1—s. Se L éo
lado de um quadrado e D sua diagonal, por Pitagoras, 2L = D?. Assim, a area do quadrado

D? 2/1 — 5)?
e L= - Logo a area de A(s) = % = 2(1 — s). Assim o volume é
1
/ 2(1 —s)ds = 2s — 52’;0 = 1. Resposta: 1. n
0

Um caso particular é o calculo do volume de sélidos de revolucdo. Considere uma funcio
y = f(x) continua e positiva, cuja area delimitada pelo seu grafico e o eixo = esta indicada
na figura abaixo.
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Rodando em torno do eixo x a regido delimitada pelo grafico da funcdo e o eixo = obtemos
um sélido, chamado sélido de revolugdo gerado por y = f(z), como indicado na figura abaixo.
Os corte para x = s serdo circulos, cuja area A(s) = m(f(s))?. Podemos calcular seu volume
aplicando a férmula do Teorema [6.2 da p[175]

Exemplo 6.7 Deduza a férmula do volume da esfera de raio R.

Solucdo: Uma esfera pode ser obtida através de revolucdo da regido delimitada pela fun-

¢ioy = f(z) = VR? —2? para ¢ € [—R, R] em torno do eixo z. Assim o volume é
R R 3\ |R 4

/ T(VR2 — 22)*dr = / m(R* —2*)dr =7 (R2x - $—)

= —71R5. u
R _R 3 3

r=—R

Exemplo 6.8 Considere a regido S do plano xy delimitada pelo eixo y, y = /z e y = 2.
Determine o volume do sélido de revolucdo ao girarmos €) em torno do eixo .

Solucédo: Primeiro o esboco:

Olhando os cortes y = s constante para s € [0,2], observamos que as areas sdo wx?(s).

2 57

Como /x = s, z(s) = s3. Assim a area A(s) = 7s°. Logo o volume é / 78 ds = —
0

7
1287 . .
———. Outra forma de se resolver, que pode ser feita sempre que rodamos em torno do eixo

0

y, € trocar  com y. Assim o problema se transforma no problema equivalente:

Considere a regido (2 delimitada pelo eixo z, * = ¥y e © = 2. Determine o
volume do sélido de revolucdo ao girarmos 2 em torno do eixo x.
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1287
T

Quando se pede o volume rotacionado em torno de y basta trocar as variaveis = e y entre
si. Embora seja indiferente o nome das varidveis, nossa experiéncia é que os alunos se

2
Como y = 2°, e A(s) = m(5%)2 = 7s%, volume & / 7% ds =
0

sentem de algum modo psicologicamente mais seguros integrando em x . .. (\/)

Podemos calcular o volume de regides infinitas do espaco passando ao limite nas regides
finitas, tal qual fizemos com areas.

6bservag§o 6.1 (método das cascas cilindricas) Em alguns casos é bem mais facil
\utilizar o chamado método das cascas cilindricas. Veja o Problema da pl19]1

Exemplo 6.9 (trombeta de Gabriel) Considere a regido infinita ) do plano xy delimitada
1
porr=1,y=0ey=—.

x
Determine o volume do sélido de revolucdo ao girarmos €2 em torno do eixo x.

Solugdo: Mostramos o sélido de revolugdo (a trombeta) na figura abaixo.

.1 : 1
Cada corte para = constante obtemos um circulo de raio —. Assim a area A(z) = 7—.
x x
[ dx | o1
Logo o volume & T—=——| =r(l-lim - |=m. |
1 x x 1 h—oo h

Exemplo 6.10 Considere a regido §) do plano xy delimitada pory = 2% e y = x. Determine

o volume do sélido de revolucdo ao girarmos §) em torno do:  (a) eixo x;  (b) eixo y.

Solucdo: Primeiro devemos esbocar a regido. As curvas se intersectam em (0,0) e (1,1).
(1 y = a2

y=x

O volume sera determinado pela subtracdo do sélido externo menos o do interno.
(a) Neste caso subtraimos do volume do cone obtido ao girar y = x em torno do eixo
x menos o volume da regido obtida ao girar y = 22 (em torno do eixo z, com x € [0,1]).

Assim, o volume é
! B 21
) 15

1 1 1 B 4
/szdx—/ 7TI4d33:/ m(@? —aNde =7 = - =
0 0 0 39

(b) Como = = ,/y, obtemos o volume subtraindo o volume o volume da regido obtida ao
girar v = /y (em torno do eixo y, com y € [0, 1]) menos o volume do cone obtido ao girar
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x =y (em torno do eixo z). Assim, o volume é
2

1 ' ' T
/W(\/?)Qdy—/ﬂy2dy=/W(y—y2)dy=7r LA A [
0 0 0 2 3 0

Erro Comum: Confundir técnica do calculo de uma area ) delimitada por duas curvas
com volume de sélido de revolucdo obtido girando a area ).

Por exemplo, suponha que €2 é delimitado por cima por y = f(z) e por baixo por y = g(x)
e nas laterais por x = a e x = b. Embora a area de () seja calculada por

/ (F(a) — ge) do = / ) do - / gla)de,

o volume do sélido de revolucdo obtido girando €2 em torno do eixo z é

B

[ nrwae— [ # [ a7 - o) s

Assim Exemplo (a) seria errado calcular o volume por

/01 m(x — ) dw # /01 m(2? — ") da.

Exemplo 6.11 Ao girarmos um circulo em torno de um eixo obtemos um sélido chamado
de toro (sinénimos em linguagem ndo-matematica: rosquinha, pneu, doughnut). Deduza a
férmula do volume do toro obtido ao girarmos o circulo x> + (y — R)? = r* em torno do eixo
x. E um circulo de raio r centrado em (0, R).

Soluc3o: A regido é delimitada superiormente por y = R + /r? — 22 e inferiormente por
y=R—+/r2—22comz € [—r,r]|. Assim, definindo K = v/r? — 22, o volume do toro é

/W[(R+K)2—(R—K)2]dx:/ 47rRde:47rR/ Vr? — a2 d.

-Tr
r 7T7"2
Como / Vr?2 — x? dx & metade da area do circulo de raio 7, esta integral vale ER Assim
T

2
o volume do toro é 47TR% = (27 R)(7r?). n
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Observacdo 6.2 O volume do toro é igual ao produto do comprimento do circulo de
raio R pela drea do circulo de raio r. E caso particular do Teorema de Papusﬂ( Wikipedia
Pappus's centroid theorem). O volume do sélido gerado pela rotacdo de uma elipse de
semieixos a e b en torno do seu centro é (2n R)(mab) pelo Teorema de Pappus.

6.3 Valor Médio de Funcao

O valor médio de uma funcdo & um conceito importante em diversas aplicacdes. Trata-se
também de ideia basica de probabilidade em espacos continuos.

Considere o tanque de agua representado na figura abaixo. Do lado esquerdo o nivel de
agua é dado pela funcdo y = f(z). Se deixarmos a gravidade entrar em acdo, a altura da
agua ficard nivelada em um nivel M como indicado na figura do lado direito. A questdo é
como determinar M.

y = f(z)

a b a b

Como o volume de agua é o mesmo nas duas figuras, e ele é proporcional as areas, basta
igualar as areas: f(z)dx (area do lado esquerdo) & igual a area do retdngulo de base

a

b — a e altura M (area do lado direito). Assim, queremos determinar M € R (o chamado

b
valor médio da funcdo f) tal que / f(z)dx = M(b— a).

Definicdo 6.3 (valor médio) Definimos o valor médio da funcdo f : [a,b] — R no
intervalo [a,b] através da equacdo:

M:bia/abf(x)dx.

Uma forma de justificar esta definicdo é a seguinte. Considere uma particdo de [a, b] em
intervalos I; = [z;_1,x;] com Ax; = x; — x;_1. Suponha que f é constante igual a f(z;) em
cada intervalo I;. Entdo podemos calcular a média ponderada de f usando como peso Ax;

n

que é o tamanho de cada intervalo I;. A soma dos pesos ZA:@ = b — a, o tamanho total
i=1
do intervalo. Assim, a média ponderada é de f no intervalo [a, b] é:

1 n

3Pappus of Alexandria: x290 Alexandria, Egito — 1350 Alexandria, Egito.
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Quando passamos ao limite com Ax; — 0 obtemos a férmula da definicio de média. Note
que Z vira / e As; vira ds.

Exemplo 6.12 (poténcia média em circuitos de corrente alternada) A poténcia instantinea
de um circuito de corrente alternada é dado por
P(t) = VIsen®(wt)

. 2m .
onde V e I sdo constantes representando a voltagem e corrente e w = - €a frequéncia

(tipicamente 60 Hz). Determine a poténcia média durante um ciclo t € [0, T.

. e 1 t 2wt) |7 VI
Solucdo: Calculando a integral T/o VIsen®*(wt) dt = ?V[ (5 — % 0) =5
A Poténcia média é conhecida como poténcia RMS (ou efetiva), e vale a metade da poténcia

nominal VI em circuitos de corrente alternada. [

6.4 *Comprimento de Curvas no Plano!
Determinamos o comprimento de curvas aproximando-a por uma poligonal. O comprimento

de uma poligonal é igual a soma dos seus segmentos de reta. Passando ao limite no nimero
de segmentos que aproximam uma curva obtemos a férmula do comprimento de curva.

Teorema 6.4 Considere o grafico da funcdo y = f(x) para x € [a,b]. O comprimento desta

b 2 b
curva é dado pela férmula / \[1+ [Z—y} dzr = / V1+[f'(z)]? dz.
a x a

Prova: Considere uma particdo de [a, b] em intervalos I; = [z;_1,x;] com Ax; = x; — z;_1.
Suponha que f é um segmento de reta em cada intervalo ;. O comprimento d; deste segmento
satisfaz, por Pitagoras, d? = (Az;)? + (f(zi1) — f(z;))?. Colocando (Az;)? em evidéncia e
denotando Ay; = f(x;41) — f(z;) obtemos que

& = (Ax,)? (1 + (29%)2> .

Note também que como Ax; > 0, v/(Ax;)? = Ax;. Assim o comprimento da poligonal é

n n Ai 2
izldi:izlei <1+ (Ai,) )

Avy; d
Y — —y, o termo Az; — dx e
T dx

Quando passamos ao limite com Az; — 0, o termo

E vira / Obtemos assim a férmula. n

LA leitura desta secdo é opcional.
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Exemplo 6.13 Calcule o comprimento total do perimetro da astroide x*/% + 42/ = 1 repre-
sentada na figura abaixo.

y 1

V1 —x2/3

Solucdo: Comoy = f(x) = (1—2%3)%2, f'(z) = — pRTE R Logo, 1+[f'(2)]? = x2/3.

Calculamos 1/4 do comprimento integrando de = = 0 até 1. Assim, o comprimento total é:

1 1 1 2/3 |1
4/ \/1+[f,($)]2d37:4/ Vx—2/3dx:4/ eV dr =4 i
0 0 0

=6 ]
0
Exemplo 6.14 Calcule o comprimento dos graficos abaixo nos intervalos indicados:
(a)y:#:coshx dex=0atéx =1,
(b) y = 2* para xz € [0,b] com b > 0 (arco de pardbola).

Solucdo: Precisamos aqui recordar relacBes entre funcdes hiperbdlicas: (coshx)’ = senhz,
(senhz) = coshx e 1 + (senhz)? = (coshx)? Note ainda que senh(0 = 0 e cosh( = 1.

Veja detalhes na Secdo da p56

(a) Como (coshz) =senhz e 1 + (senhz)? = (cosh x)?, o comprimento &

1

1
/ cosh z dz = senh z|, = senh(1) — senh(0) = 3 (e — —) .
0 e

b
(b) Como y = 2z, devemos integrar V14 4x2dx. Esta é um integral dificil. Um

0
método é utilizar substituicio trigonométrica (veja Secdo[5.6.2} pJ152)). Colocando 22 = tant,
1+ 42% =1+ tan?t = sec?t. Assim, 2dx = sec?t dt. Assim, substituindo,

1
/\/1+4x2dx:§/secgtdt.

Integrando por partes (ou usando férmulas de reducdo que aparecem no problema Extra[5.14]

da pJ164) obtemos
1 , 1
5 | sec tdt:Zl[secttant—i—log|sect+tant|].

Re-substituindo obtemos a férmula

1
/\/1—}—41‘26133’:1 [23:V1+43:2+10g 20 + V1 + 4x?

]
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1
Assim o comprimento sera igual a 1 [2bV/1 4 46> + log |2b + V1 + 4% | .

Outro método (mais facil) é usando a substituicdo hiperbélica.  Colocando 2z =
senht, 1+ 422 = 1 + senh?¢ = cosh®t. Assim, 2dx = coshtdt. Assim, substituindo,

1
/\/1+4x2dx:§/cosh2tdt.

Integrando por partes duas vezes (ou usando identidade cosh®t = 1/2(cosh(2t) + 1)), de
forma analoga a integral de cos? obtemos que

1 1
5 /cosh2 tdt = Z[Cosh(t) senh(t) + t].

Substituindo t = arcsenh(2zx) e cosht = /1 + 422 obtemos que

/mdm _ T\ ]. -+ 4x2 i arcsenh(Zx)

2 4

bv' 1+ 4b2 N arcsenh(2b)
2 4 '

Destas duas formas de calcular o comprimento do arco da parabola, é facil ver que (\/)
b1 + 4b? h(2b 1

;“ n amsez (26) _ T 20V 402 4 1og 20 4+ V1 407 } .

Logo, arcsenh(x) = log |z + V1 + 22|. u

Observacdo 6.3 A deducdo do comprimento de uma curva é a parte mais interessante
pois as integrais sdo complicadas e muitas vezes insoliveis. Veja como é complicado o
comprimento do arco de parabola do exemplo anterior. Observe que nos livros de calculo

Assim o comprimento sera igual a

aparecem sempre 0s mesmo exemplos — esses que apresentamos aqui (\/)

Integrais insoltveis por funcdes elementares. I

Exemplo 6.15 (a) Determine o comprimento de arco da elipse de semieixos a e b com a # b,

(b) Determine o comprimento do grafico de y = sen(x) para x € [0, 7.

Solucdo: Os dois exemplos resultam em integrais que ndo podem ser expressas por meio de
funcdes elementares. Leia Observacdo [5.2| da p[137]

(a) Resulta na chamada integral elitica. Consulte a Wikipedia E1lipse (circunference).
(b) Resulta na integral / V' 1+ cos?(z) dx. n
0

/&servagﬁo 6.4 Existe uma incoeréncia entre as deducées do valor médio de uma fun,c%

e do comprimento do grafico.

Na deducdo da média assumimos que f é constante no intervalo; na deducdo do compri-

mento assumimos que f é um segmento de reta (possivelmente inclinado).

Se assumirmos, na deducdo da férmula do comprimento de gréfico, que a funcdo é constante

no intervalo, quando passamos ao limite obtemos o comprimento do intervalo [a,b] (a
rojecdo no eixo x do grafico), isto é, b — a. Pense sobre isto. . .
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6.5 «+Area de Superficie de Sélido de Revolucio’

Teorema 6.5 Considere a superficie gerada pela rotacdo do gréfico da funcdo y = f(x) >
0 para x € [a,b] em torno do eixo x. A area da superficie gerada é dada pela férmula

27r/abf(x),/1+ [%rdx — ZW/abf(x)\/de.

+r - .
L, onde R, r sdo os raios

Prova: A area da lateral do tronco de cone é dado por 27

da base e topo do tronco de cone e L o comprimento da lateral.
Considere uma particdo de [a,b] em intervalos [; = [z;_1,s;] com Ax; = x; — x;_.

Fazendo deduc&o analoga ao do comprimento de curva, podemos aproximar r; = f(x;), R; =

Ay \° _ .
f(xi1) e Ly = Ax; <1 + (Ayz> . Assim a area lateral total é a soma das areas laterais:
e

. fl@i) + f(x) Ay \
;% 5 Az (1+ (Axi) >

. i+1) T ] (T
Quando passamos ao limite com Az; — 0, o termo fx +1)2 f(z:) — f(x), o termo
Ay; dy . )
Ax; — dx, o termo — —, e vira [ . Obtemos assim a férmula. [ ]
Ax; dx Z /

6bservag§o 6.5 Se aproximarmos a drea de superficie por cilindros, tal qual fizemos na
deducdo do volume, a area lateral seria aproximada por 27 f(z)Ax e a férmula do volume

b
btida seria 27 / f(z)dx, que esta errada.

<

Este topico costuma ser omitido pois acaba se tornando somente mais uma férmula de-
corada. De todo modo, o assunto é retomado em toda generalidade (calculo de area de
superficie qualquer) em Calculo Integral de Varias Variaveis (usualmente Calculo I11).

6.6 *Transformada de Laplace?

Em vérias aplicacdes de equacdes diferenciais & importante a chamada transformada de La-
place, que transforma uma funcdo em outra. Mais precisamente, a transformada de Laplace é
uma funcio que leva uma funcdo em outra. Para soar melhor utilizamos a palavra transfor-
mada, que é sinénimo de funcdo. Assim ao invés de dizermos “é uma funcdo que leva uma
funcdo em outra” dizemos “é uma transformada que leva uma funcdo em outra”. A ideia de
funcio de funcdo ja apareceu na Observacio da pJ69 quando denotamos por Z o espaco
das funcdes e definimos o operador derivada D : Z — Z, que leva uma funcdo em outra, sua
derivada. Assim, D(sen) = cos por exemplo.

O principal uso da Transformada de Laplace (Gtil em diversas areas da Engenharia) é
resolver equacio diferencias de segunda ordem com coeficientes constantes.

LA leitura desta secdo é opcional.
LA leitura desta secdo é opcional.
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Definicdo 6.6 (transformada de Laplaceﬂ) Seja T o espaco das funcbes integraveis. De-
finimos L : T — 1 por

£(f)(s) = / e i (2) da.

A integral é em relacdo a x. Assim, na integracdo, a varidvel s é uma constante.

Exemplo 6.16 Determine a transformada de Laplace de:
(a) flx) =1, (b)g(z) == (c) fz)=€";  (d) g(x) = sen(bx).

o)
—sz
(&

—S

Solucdo: (a) Como / e . ldr =
0

0

e
(b) Integrando por partes obtemos que /e‘ rdr = —

o 1 1
limites de integracdo obtemos que, / e rdr = 2 Logo, L(f)(s) = 2
0
ex(bfs) - 1
(c) Como [e et dx = [e*t=%) dx = 5 temos que Jo e e da = p— Logo,
1

L = :

(Ps) =

(d) Integrando por partes (veja Exemplo da pJ149) obtemos que [ e " sen(bx) dx =

., —ssen(bx) — bcos(bx) S b
e 2 . Logo [,” e **sen(bx) dx = Ewrh L(g)(s) = e

Teorema 6.7 (propriedades basicas da Transformada de Laplace) Seja £ : 7 — 7
a Transformada de Laplace, f,g € T e k € R. Ent3o:

(a) L(f +kg) = L(f)+ kL(g) (linearidade);

(b) se f é derivavel entdo L(f")(s) = sL(f)(s) — f(0).

Prova: Deixamos como exercicios para o leitor pois sdo faceis. [

Corolario 6.8 Se f' é derivavel entdo L(f")(s) = s>L(f)(s) — sf(0) — f(0).
Prova: Pelo Teorema, L(f")(s) = sL(f")(s) — f'(0). Aplicando-o novamente em L(f’
obtemos que L(f")(s) = s(sL(f)(s) — £(0)) — f'(0) = s>L(f)(s) — s£(0) — f'(0). u
Observacdo 6.6 Utilizando a notacdo de operador D para derivadas, provamos que:
L(D"f)(s) = s"L(f)(s) = "7 f(0) = ---sD"£(0) — D"~ f(0).

Esta propriedade diz que a transformada de Laplace converte uma derivada em um produto.
Ela transforma a resolucdo de uma equacdo diferencial em um problema algébrico.

Exemplo 6.17 Determine a funcdo y(x) que satisfaz y' — 2y = €3® com y(0) = 5.

Solugdo: Definimos Y'(s) = L(y)(s). Assim, aplicando a transformada de Laplace em todos
os termos da equagdo e utilizando as propriedades acima, obtemos sY(s) — y(0) — 2Y(s) =

. Substituindo a condi¢&o inicial y(0) = 5 e colocando Y (s) em evidéncia, obtemos

S —

*Pierre-Simon Laplace: x1749 Beaumont-en-Auge, Franca — 11827 Paris, Franca.
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1 ) 1
que Y(s)(s —2) =5 = p—t Portanto Y (s) = po— + G-2(=3) Desenvolvendo o

segundo termo em fracdes parciais (ver Secdo [5.7.1| da p{153)), obtemos que

1 . . .
Como L(e%) = obtemos que y(x) = 4e** + €3* (verifique que satisfaz a condicdo
s

_)
inicial e a equac&o). [ ]

6.7 «Série de Fourier e MP3!

A série de Fourie é uma das aplicacdes mais importantes do Calculo. E utilizada para
determinar solucdo da equacio de difusdo do calor, em eletronica na teoria de filtros e no
formato de compactacdo de musica MP3 e ogg.

De forma sucinta, utilizando a série de Fourier podemos transformar uma funcdo qualquer
em uma série de coeficientes e vice-versa. Para somente aproximar a funcio, podemos tomar
um namero finito de coeficientes.

Teorema 6.9 (série de Fourier) Seja Z o espaco das funcdes integraveis e C =
{(ap,a1,...,b1,ba,...); ap, by € R} o espaco dos coeficientes. Entdo, dado f € T tal

que f2(x) dz < oo, existem coeficientes ay, b, € R (os coeficientes de Fourier de f) com
o —Tr

Zai + bj, < 00 e tais que

k=1

fx) =ao+ Z (ag cos(kx) + by sen(kx)) .

Esta equacdo define F : C — Z: dados coeficientes em C obtemos uma funcdo f € T. Estes
coeficientes sdo determinados, para k > 1, por

w=o [ f@ds = [ j@costha)ds, b= [ fe)sen(ie) do

Estas equacdes definem F~' : T — C: dada funcdo f € T obtemos os coeficientes em C.

Prova: Este & um teorema bastante sofisticado. Provamos o que é possivel no contexto de
Calculo.

LA leitura desta secdo é opcional.
5Jean Baptiste Joseph Fourier: x1768 Bourgogne, Franca — 11830 Paris, Franca.
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Utilizando Lema da p{150, podemos calcular que:

/ sen(mx) cos(nz)dr =0 para todo n,m € N;

—T

/ sen(mzx)sen(nx)dr =0 e / cos(maz) cos(nx)dx =0 para n # m;

-7 —T

/ sen’(mz)de =7 e / cos(mx)®dx = para todo m > 1;

—Tr —T

/ sen(mz)dr =0 e / cos(maz)dx =0 para todo m € N.

—Tr —T

o
Assim se escrevermos que f(z) = ag+ Z (a,, cos(nzx) + by, sen(nz)) , quando calcularmos a
n=1

integral dos dois lados, do lado direito todos os termos serdo zero menos o do ag. De fato,
pela linearidade da integral,

/_: f(z)de = /_7; apdz + g (an /—77: cos(nz) dx + b, /_7; sen(nx) dx)

:27m0+2(an-0+bn-0)
n=1

= 2mayg.

Assim obtemos a férmula do ag. Para obter a férmula de a; multiplicamos por cos(kx) antes
de integrar. Quase todos os termos vdo se anular, com excecdo do termo k = n:

™

' f(z) cos(kx) dx :/ ag cos(kx) dr+

—Tr

+ Z (an/ cos(nx) cos(kx) dx + bn/
n=1 T

" sen(na) cos(kx) dq:)

—T

—ag- 0+ a4+ (an-0)+> (by-0)
n#k n=1
= QET.

De forma anéaloga se obtém a férmula do b,. Os detalhes de convergéncia fazem parte de um
curso sobre a série de Fourier. Veja Wikipedia Fourier series. |

Exemplo 6.18 Determine os coeficientes de Fourier de fun¢do f(x) = .

Solucdo: Como f(—z) = —f(z) (dizemos que a fungdo é impar), os coeficientes a; = 0.
Obtemos by, integrando por partes:
1

T 2
by = %/ rsen(kz)dr = (—1)’““%.

—T

Assim podemos aproximar, no intervalo [—m, 7] a fun¢do f(z) = z por:

fla) =z 2 (sen(x) B senélx) N sen§3x) B seni4m) L )
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Na figura abaixo mostramos duas aproximacdes de f(z) = x por série de Fourier.
Y Y

A A

sen(2r) ) , <Sen (@) Pen(2e) | sen(3n) sen(4x)>

) _
(sen(m) 5 5 3 1 _

Em termos de mdasica, os coeficientes representam as frequéncias. Quando aproximamos
f por um namero finito de coeficientes estamos ignorando as frequéncias mais altas. Esta
ideia & a base da compactacdo MP3 e ogg, aproveitando que o ouvido humano n3o percebe
frequéncias altas. Assim uma mausica, que pode ser representada por uma funcio, é aproximada
por alguns de seus coeficientes na série de Fourier. Outra ideia explorada pelo formato é utilizar
a forte correlacdo entre o canal esquerdo e direito de masica. Para mais detalhes, remeto para
Wikipedia em Audio compression (data)

6.8 Exercicios de Aplicacoes da Integral

6.8.1 Exercicios de Fixacao

Fix 6.1: Esboce o grafico e calcule a area da regido delimitada por:
@Quyu=e"+2 y=¢e, =0 z=05.
(b)y=0, y=cos(z), x=-7/2, z=m/2

Fix 6.2: Considere os graficos de y = f(x) e y = g(x) representadas na figura abaixo.

1 f()
/- 9(x)

Escreva uma (ou a soma de) integral(is) definida(s) que calcule a area delimitada por:
@) y=flz)ey=glx)parazc[l,2; (b)y=f(z)ey=g(x)parazec|[-12
Fix 6.3: Considere os graficos de y = f(x) e y = g(z) do exercicio anterior. Escreva uma
(ou a soma de) integral(is) definida(s) que calcule o volume do sélido de revolugcdo obtido

pela rotacdo em torno do:
(a) eixo x da regido delimitada por y =0 e y = f(z) para z € [-1,1];
(b) eixo = da regido delimitada por y = f(x) e y = g(x) para x € [1,2];
(c) eixo y da regido do item (b).
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Fix 6.4: Considere a regido do plano delimitada por z = f(y) e = = ¢g(y) indicada na figura
abaixo. Escreva uma integral que determine a area da regido.

Fix 6.5: Suponha que TI(s) € o plano y = s em R3. Seja 2 C R? um sélido contido entre
os planos y = —2 e y = 4. Seja A(s) a area da intersecdo de II(s) com 2. Escreva uma
integral que determine o volume de .

Fix 6.6: Considere g : [1,7] — R tal que —4 < g(z) < 5 para todo x € [1,7]. Sabendo que
o valor médio de g no intervalo [1,7] igual a K, prove que —4 < K < 5.

6.8.2 Problemas

Prob 6.1: Calcule as areas hachuradas das figuras (a) e (b) abaixo.

Prob 6.2: Esboce e calcule a area da regido limitada:
(a)y—x=6,y—2*=0e2y+x=0. Dica: x =2 éraizde 2® =2z +6.
(b) por y? =2z +4 epory=uz—2.
(c) inferiormente por Y= \/E superiormente por y = 1 e lateralmente por = = 0.

Prob 6.3: Considere a regido do plano limitada superiormente por y = 4 + /16 — 22 e

inferiormente por y = 4 e y = 6 — 2%, conforme indicada na figura abaixo. Determine sua
area.
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/

Prob 6.4: Calcule o volume do sélido de revolucdo gerado quando a regido hachurada na
figura abaixo é girada em torno do eixo x e do eixo y.

2' ——

Prob 6.5: Esboce a regido do plano, determine sua area e calcule o volume do sélido de
revolucdo obtido pela rotacdo em torno do eixo x da regido do plano delimitada:

(@) pory=+x, y=2 e x=0;

(b) acima por y = e~*, abaixo pelo eixo x e a esquerda pela reta z = 1 (uma regido
infinita).
Prob 6.6: (sélido de revoluc&o girado em torno de outros eixos) Determine o volume do sélido
de revolucdo obtido quando a regido limitada por # = 3% e x = y é girada em torno da reta:

(a) y = —1; (b) z = —1.
Prob 6.7: Na figura abaixo, seja A o ponto de intersecio da curva y = ¢*° com a reta L, e
seja B o vértice da parabola 4y = (z — 2)%. Suponha que a reta L passe por A e B. A reta
L, a parabola e o gréafico de y = ¢*” delimitam uma regido Q. Escreva uma soma de integrais
que determine o volume do sélido de revolucdo obtido ao girar 2 em torno do eixo .

Prob 6.8: Um buraco cilindrico de raio a é feito passando pelo centro de uma esfera de raio
r. Determine o volume do sélido (esfera com buraco no meio) remanescente.
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Prob 6.9: Determine o volume do sélido cuja base é o circulo (no plano zy) 22 + y*> =% e
cujas secdes perpendiculares ao eixo x sdo quadrados com um lado na base (no plano zy).
Prob 6.10: Determine o volume do sélido cuja base é limitada por y = 2 e y = 22 e cujas
secBes perpendiculares ao eixo x sdo quadrados com um lado na base (no plano zy).

Prob 6.11: Determine o valor médio das funcdes abaixo nos intervalos indicados:

(@) f(z) =2%em [0, K]; (b) g(z) = sen(z) em [0, ).

Prob 6.12:(método das cascas cilindricas) Considere o seguinte problema: Determine o
volume do sélido de revolucdo obtido quando a regido limitada por y = sen(x) e o eixo x é
girada em torno do eixo .

(a) Pelo método usual teriamos que integrar arcsen. Uma alternativa é usar o método
das cascas cilindricas (cylindrical shells em inglés). Pesquise este método e calcule o
volume deste sélido. Ele é atil quando temos que inverter uma funcdo complicada.

(b) Outro exemplo (caso contrério teriamos que inverter a equacdo do terceiro grau):
Determine o volume do sélido de revolucdo obtido quando a regido limitada por y = # — 23
e o eixo x & girada em torno do eixo y.

6.8.3 Extras

Ext 6.1: Esboce e calcule a area da regido limitada por:
@uy=2* y=1/z, y=-2, xz=-1 e x=2.
(b) y = 67z — 322, y = cos(z) — 1. (y=2ey=1—22
Ext 6.2: Esboce e escreva integrais que calculem a area da regido limitada por:
(a) y=2® —x e y = sen(nx) com z € [—1,1].
(b) y =a2® — 322 + 2z e y = 3 — x* — 2 (intersecdo em z = —1, 1, 2).
Ext 6.3: Para cada n > 0, seja (2, a regido limitada pelo grafico de y = 2™, o eixo x e a reta
x = 1. Se W,, & o volume do sélido obtido girando €2,, em torno do eixo x, e V,, € o volume

n

do sélido obtido girando-se €2,, em torno do eixo y, determine lim

n—oo n

Ext 6.4: Neste exercicio vamos mostrar como definir log para depois definir a exponencial.
xX

Defina f(z) = / dx/z. Fingindo que vocé ndo sabe a primitiva de 1/z, somente mudando

1

variavel, prove que f(ab) = f(a) + f(b).

Ext 6.5:Seja R a regido do plano delimitada pelas curvas y = ¢ — 22 e 22% — 2¢ para ¢ > 0.
(a) Esboce R; (b) Determine ¢ > 0 tal que a area de R seja igual a 32.

Ext 6.6: Esboce a regido do plano e calcule o volume do sélido de revolucdo obtido pela
rotacdo em torno do eixo x da regido do plano delimitada:

log(x) — 1
x

(a) acima pelo grafico de f(z) = , abaixo pelo eixo x e a esquerda por x = e

(regido infinita).

(b) por y = log(x), por y = 0 e para x € [1,¢?].
Ext 6.7:Esboce a regido do plano e escreva integrais que calculem o volume do sélido de
revolucdo obtido pela rotacdo em torno do eixo x e em torno do eixo y da regido do plano
delimitada por:

(a)y=1/(2*+5), y=0, =0 x=2

(b)y=2z/2 e y=x (Qy=vz, y=6—-2 e y=0.
Ext 6.8: A base de um sélido é a regido (do plano zy) limitada por > = 4z e a reta x = 9.
Cada plano perpendicular ao eixo z intersepta o sélido num quadrado com um lado na base
(no plano zy). Calcule seu volume.
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Ext 6.9: Prove, utilizando somente o Principio de Cavalieri, que o volume da esfera de raio
R mais o volume do cone duplo com raio da base R e altura R & igual ao volume do cilindro
de raio R e altura 2R.

Observacdo: Questdo classica do Ensino Médio: n3o precisamos de calculo!

Ext 6.10: Uma calota esférica € uma porcdo da esfera obtida através de um corte por um
plano de uma esfera (veja figura abaixo) . Se o raio da esfera é r, a altura da calota é h e o
raio da calota é a, determine o volume desta calota.

Ext 6.11: Considere o sélido de revolucido gerado pela rotacdo da regido limitada por y =
vr+1, y=0 x=0 e x=2emtorno do eixo x. Determine o valor de a tal que o
plano = a corta este sélido em duas partes de mesmo volume.

2 2

Ext 6.12: Considere a elipse de equacdo — + -5 Y _ 1. Determine o volume do elipsoide

b2
obtido quando se gira esta elipse em torno do eixo .
i i .. . : 1
Ext 6.13: Considere a regido delimitada pelo eixo x e pelo grafico de y = ——.
z(x? +1)

Calcule o volume do sélido de revolugdo obtido ao girarmos esta regido em torno do eixo x
para x > 1.

6.8.4 xProblemas (Comprimento de Curvas no Plano)

Prob 6.1: Determine o comprimento do grafico da funcio:

(a) f(z) =log(x + 22 — 1) para z € [1,2].

(b) f(z) = /16 — 22 para z € [0, 4];

(c) f(z) =logx para z € [1,2];

(d) g(x) = —log(v/2cos ) para x € [—7/4,7/4].

Prob 6.2: Prove que o comprimento de uma poligonal dada pela formula com integral é igual
a soma dos tamanhos dos segmentos, cada um calculado utilizando Pitagoras.

Y
Y
)
Y

6.8.5 *Problemas (Area de Superficie de Sélido de Revolucio)

Prob 6.1: Calcule a area da superficie de revolucdo gerada pela rotacdo em torno do eixo
x da curva:

(a) y = 2® para z € [0, 1]. (b) y = x? para x € [0, 1]. (c)y=eparax>0.
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6.8.6 Desafios

Des 6.1: Os eixos de dois cilindros, cada um com raio r se interceptam fazendo um angulo
reto (veja figura abaixo). Determine o volume da regido comum aos dois cilindros.

Este é conhecido como sélido de Steinmet#| Dica: Considere planos paralelos ao plano
que contem os eixos. Veja o solido na Wikipedia: Steinmetz_solid.
Uma generalizacdo é dada na figura abaixo.

Des 6.2: Calcule a area da lanula (intersecdo de dois circulos), um de raio r e outro R,
cujos centros estdo afastados uma distancia L. Assumimos que L, R,r > 0. Veja nas figuras
abaixo ilustracdes de lanulas em cinza:

Des 6.3: Aproxime a area do grafico de y = f(z) > 0 para = € [a,b] utilizando a soma da
b
area de trapézios. Mostre que obtemos a mesma férmula: / f(z) dx.
a

Des 6.4:Seja f uma funcdo par, isto é f(z) = f(—x) para todo x € R. Prove que os
coeficientes de Fourier b, = 0. E se f for impar, isto é f(—z) = —f(z) para todo z € R. O
que pode-se concluir sobre coeficientes a;?

6Charles Proteus Steinmetz: «1865 Breslau, Prussia — 11923 Schenectady, EUA.
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Apeéndice A

Respostas dos Exercicios

A.1 Limite

A.1.1 Exer. de Fixacdo pJ3g|

Fix 1.1:(a) 3; (b) o limite n&o existe. Calculando
os laterais: lim f(x) =6; lim f(z) = 1.
z—b~ z—bt
(c) 5.
n3o existe limite em ¢: o grafico possui uma
“quebra”.

Fix 1.2:(a) Verdadeiro. (b) Falso: é intervalo
centrado (z — (—=2) = = + 2) em —2 com raio
1: (—4,—-1). (c) Falso para z < 0. Correto é
Va2 = |z|. (d) Falso: o limite & 4. “O valor
da func3o no ponto ndo importa para o calculo
do limite”. (e) Falso: ¢ = 0, f(x) = sen(1/z),
g(z) = —sen(1/x).

. 4; x <3
Fix 1.3: (a) Falso. Tome f(z) {5; 3’
entdo quando x — 3~ o limite é 4. Assim, neste
caso o limite ndo existe.

(b) Falso. O limite quando x — 2~ é 4 pois
a existéncia do limite implica na existéncia dos
limites laterais (com o mesmo valor).
4: x #£2;
9, T =
o limite quando  — 2 € 4 mas f(2) = 5.

(d) Falso. Se o limite quando = — 3 existe,
os laterais existem e assumem o mesmo valor.

Fix 1.4:(a) lim f(z) = 5, lim f(z) = 7,
z—1~ x—1+
lim f(x) ndo existe.

(c) Falso. Tome f(z) = , entdo

(b) todos limites sdo 5.
(c) todos limites sdo 7.
(d) lim f(z)=7, lim f(xz)=29,
T2~ z—2+1
ndo existe.
(e) todos limites sdo 7.
(f) todos limites s3o 9.

T2~

lim f(x)

Fix 1.5:(a) a fungdo alterna entre 1, quando
cos(x) > 0, e —1, quando cos(z) < 0. Nos
pontos onde cos(z) = 0 ela ndo esta definida.

| | | |
I I I I I I
_br_3r T T 31 5x
y:—lo—o2 R e BB
_ cos(x)
f(@) = | cos(z)]

Fix 1.6:

(a) Translacdo vertical de uma unidade do

grafico de /x.

@y=1+vz

(b) Translacdo vertical de duas unidades do
grafico de sen(z).
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(b) y=2+senz

(c) translagdo horizontal do log por uma uni-
dade seguido por translacdo vertical de duas uni-
dades (faca duas figuras antes de obter a resposta
abaixo).

—

[\Da.‘
A,
8

(c)y=log(z —1)+2

(d) Translacdo horizontal do grafico de —1 /3,

que é parecido com o grafico de —1/x.

Yy
f T
-2 —
y=-2 _ 1
(d)y= (x +2)3

(e) Raizes do polinémio: —1,—2. Esboce o
grafico da parabola (x4 1)(z +2) e depois reflita
em torno do eixo z (efeito do médulo).

APENDICE A. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

- T

-1

() y =z +1)(z +2)|

(f) Esboce o grafico da parabola e”, translade
verticalmente em 2 unidades e depois reflita em
torno do eixo x (efeito do médulo). Achamos o
ponto de reflexdo resolvendo ¥ — 2 = 0, o que
implica que z = log(2).

> T

Fix 1.7: (a) —1 (cancele termos iguais). (b) 1/2
(cancele x no numerador e denominador). (c) 0
(somente numerador se anula).

Fix 1.8: Dizemos que o limite de f(x) quando x
tende a 0o é oo se f(x) fica tdo grande e positivo
quanto quisermos para todo x grande o suficiente.

Fix 1.9: (a) Analise de dois termos quadraticos.
Sera positiva em [—v/3,—1) e em (1,v/3]. (b)
O termo 23 — 1 possui a raiz 1. Pelo Teorema
D’Alembert pode ser fatorado por x — 1. Fa-
zendo divisdo de polinémios obtemos que 23 —1 =
(r—1)(2®+2z+1). Calculando Delta, vemos que
o segundo polindmio possui 2 raizes complexas.
Como a > 0, o termo 22 4+ z + 1 > 0. Fazendo
quadro de sinais com =z — 1, = e 22 — 4 (pode-
mos ignorar o termo sempre positivo 22 + x + 1)
obtemos que serd negativa em (—2,0) e [1,2).

Fix 1.10: (a) Raizes sdo —3,1, 2.

8 1 D
T —2 - — — +
r+3 - - + -
1-—2z + + — —
) 0
p(x) + — + -
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(a) p(z) =

(b) Raizes sdo —1,2.

~~

(x —2)(z+3)(1—x)

(b) ¢(z) =

(c) Raizes sdo 2,3, 5.

&~

.

(x —2)%(zx +1)
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Y
(¢) r(@) = (38— z)(z — 2)*(x — 5);
Fix 1.11: (a) —o0. (b) co. (c) —1. (d) (a funcdo

vale 22 para x > 0 e —x? para z < 0) 0. (e) ndo
existe pois depende de qual lado se aproxima. (f)
—00 (0+1/00 =0—o00=—00). (g) .
Fix 1.12:(a) 1. (b) oo. (c) 6. (d) oo.
(f) 0. (g) 3. (h) 5/4. (i) co.

Fix 1.13:(a) ndo pode; (b) pode.
Fix 1.14:(a) Falso. Se g(x
-1

existe; se ¢(x) = —(x
(b) Falso. Se f(z) =

(e) oo.

) =z —1 o limite ndo
)2 o limite & —
q(z) entdo o ||m|te sera
1.
(c) Verdadeiro. O denominador vai para —1.
Assim, 0/(—1) = 0 (ndo é indeterminagdo).

Fix 1.15: Ser indeterminado significa que n3o po-
demos usar propriedades usuais (soma, produto,
divisdo) por ter resultado em uma indetermina-
cdo. Temos que aplicar outras técnicas para ten-
tar calcular. Pode ser que n3o exista o limite (veja
Exemploda p. ou que exista. Quando n&o
existe nada mais podemos fazer.

Fix 1.16: A condicdo (i) exclui a letra (b). Tanto
(i) quanto (iv) exclui letra (d). Finalmente a
letra (c) n3o representa uma funcdo: qual valor
de £(0.99999)? Sio trés possibilidades: logo ndo
é funcdo. Resposta: (a).

Fix 1.17:

3—x +

(x —2)? +

r—95 —

r(z) -
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2 -+
14/ @
f - T
/ 1
()

Fix 1.18: (a) como seno é limitado por £1, temos
que —/|z] < /|z[sen(1/z) < \/]z|. Aplicando
o Teorema do Sanduiche, concluimos que o limite
é0.

(b) substituindo variavel, o limite é 3. (c)
substituindo variavel, o limite é €%, (d) —oco. (e)
e~? (fazendo y = —21).

Fix 1.19: (a) E falso. O limite pode ndo existir.
Por exemplo g descontinua em z = 3/2: g(x) =
1 para z < 3/2 e g(x) = 2 caso contrario.

(b) Como —1 < cos(y) <1,

1 cos(Va? +1)
x? z?

< 1
_1'2‘

Assim, pelo Teorema do Sanduiche, como

—1 1
T—00 I T—00 T
241
lim SV D) s ) o
T—00 €T

A.1.2 Problemas plag|

Prob 1.1:
Yy
X
V9 —z2% |z| <3
(a) f() = =
|z| — 3; |z| > 3.

APENDICE A.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

)
1 4
— x
1
)V =1 z > 1;
(b) flw) = {10g($) +1; z<1.

Prob 1.2:(a) e (b) o limite € 0. Em (c) o limite
ndo existe pois oscila entre 0 e 1.

Prob 1.3:(a) 1 (racionalize o numerador). (b) 4
(note que para = préximo de 4, |z| = = e racio-
nalize). (c) —1/2 (racionalize).

Prob 1.4:(a) n3o existe pois o valor oscila entre
le—1. (b) —oco. (c) para x > 2, como |z —2| =
x — 2, cancelamos os termos e a funcdo é x + 1.
para x < 2, como |z — 2| = 2 — x obtemos que a
funcdo é —(x+1). Assim para x — 27 o limite é
241 =3;paraxz — 2 olimiteé —(2+1) = —3.
Logo o limite ndo existe. (d) Para x préximo
de —5 o numerador é sempre negativo (cerca de
—2). Assim para x — —5* o limite & —oo; para
x — —H~ 0 é co. Logo o limite ndo existe. (e)
Note que 2% — 52+ 6 = (v — 3) x (z — 2). Para
x — 27, |x —2] = 2—2x. Logo a funcio é
(r—3)*(—1) =3—x. Assim quando z — 27 o
limite € 1. Parax — 27, |[r —2| =2 —2. Logo a
funcdo é (x — 3). Assim quando z — 27 o limite
é —1.

Prob 1.5:(a) —oco. (b) 3 (22 +1 = (z+1)(2%—
x+1)). (c) =1 (para z — =2, |z| = —=z).
(note que 2 é raiz dupla: a® — 5a% + 8a — 4 =
(a—1)(a—2)?). (d) Divida por z—1 o numerador
e 0 denominador para obter £ —=2=2 R —1/2.

(e) 4 (f) —oo (£ — x% = %}2133*?5 0 (o limite
€ 0/3 =0). (h) —co. (i) 3 (rearrumando o

numerador obtemos (22 + z — 2)/z). (j) 0.

Prob 1.6:(a) —1 (para = pequeno, numerador
vale Va2 = —z). (b) —2/3. (c) V10/5; (d) .
(e) oo (para z pequeno, vale —3y3/(v/10y?)).
(f) sen(—2) (para = pequeno, numerador vale
4Vz6 = —423).

Prob 1.7:(a) e® (mude variavel para y = ax).
(b) 0. (c) se b < 0 obtemos oo (c000). O caso
interessante € se b > 0 (0o — 00). Nesta caso, se
¢ > b2 o limite é 0o, se ¢ < b2 o limite & —o0,
se ¢ = b% o limite & a/(2b). (d) 2=¢ (raciona-

2/c
lizando). (e) 12’;\/% (racionalizando: cuidado que



Al LIMITE
aqui Vz2 = —z!).

Prob 1.8:(a) 0. (b) b/a. (c) co se ¢ > 0, (note
que 2m > m + 2 se m > 10) . (d) a/c. (e)
Vve/a. (f) 0.

Prob 1.9:(a) quando z — 0~ é 1, quando z —
0t éo.

(b) para > 0 a fun¢do vale 1/2 —1/z =0,
para < O vale 1/z — (—1/x) = 2/x. Assim
quando z — 0" € 0, quando z — 0~ & —o0.

Prob 1.10: Assintotas verticais; z = —2 ez = 4.
Assintota horizontal: y = 4.

Y

A

Prob 1.11:(a) E uma pegadinha, pois podemos
simplificar a fungdo para (x+1)(z—1)/(x—1) =
x+1 para x # 1 (fungdo ndo esta definida no 1).
Assim a funcdo é a reta y = 2 + 1 mas sem estar
definida em z = 1.

y=x+1

(b) O sinal da funcdo é dado pelo denomina-
dor, ja que o numerador é sempre positivo (igual a
1). Osinal é: |z| > 1 a fung&o é positiva, |z| < 1
é negativa. Assintotas verticais (quando denomi-
nador se anula): x = +1. A assintota horizontal
é y =0 (o eixo x) pois 0 no +00 € 0.
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2 -1

(c) Como o denominador é sempre positivo
(#2 +1 > 0 para todo ), o sinal da funcdo é
o mesmo do numerador: positiva para x > 0 e
negativa para z < 0. Como o denominador nunca
se anula, n3o possui assintotas verticais. Como o
limite no £00 é 0, possui assintota horizontal y =
0 (eixo x). A fungdo passa no (0,0). Note que
ela tem que ser positiva para z > 0 e convergir
para 0 no co. Com estas informagdes fizemos o
esboco mais simples possivel.

Y

T/\,x
—
(C)yzﬂi+1

(d) Assintotas verticais (denominador se anula):
x =0 e x = 2. Assintotas horizontais (limite no
+00): y = 1. Fazendo o quadro de sinais obte-
mos o comportamento perto das assintotas.

Yy
y=1
> T
T =2
2 —1
dyy=—"7-—
(d) y P Py

(e) Assintotas verticais (denominador se anula):
x = 2 e x = —2. Assintotas horizontais (limite
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no +oo): y = —3. Fazendo o quadro de sinais
obtemos o comportamento perto das assintotas.
Y
N A
-1 1
y=-3
r=-2 x=2
32% -3
©v="F"m

Prob 1.12:Para (a) e (b). O gréfico de h(x) é
formado por duas “retas” pontilhadas: uma em
y = x, acima dos racionais e outra no y = —uz,
acima dos irracionais (vide figura abaixo). Logo
em (a) e (b) o limite ndo existe.

Y

Yy=—x- N ~Y=7a

h(z)

Para (c) e (d): O grafico de h(x)/x? & for-
mado por duas “retas” pontilhadas: uma em y =
1/z, acima dos racionais e outra no y = —1/x,

acima dos irracionais
Y

h(z)

2

Logo em (c) o limite ndo existe: nos racionais
vai para 0o, nos irracionais para —oo. Em (d) o
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limite é 0.
Em (e): O grafico de h(z)/x é formado por
duas “retas” pontilhadas: uma em y = 1, acima

dos racionais e outra no y = —1, acima dos irra-
cionais
Yy
y=1
- T
y=-1
h(z)
x

Logo em (e) o limite ndo existe.

Prob 1.13:(a) Pelo Teorema do Sanduiche o li-
mite & 0.

(b) quando = — 5, |f(z) — 3| — 0. Logo
f(z) — 3.

Prob 1.14:(a) 4. (b) 3 (troque variavel para
y = 1/22%). (c) 1/3 (coloque o cos em evidéncia).
(d) 2/5. (&) 0 (use Teorema do sanduiche e limite
o seno complicado por £1). (f) e~ (g) Troque
varidvel para y = x — w. Assim, z = W + y.

Assim sen(m+y) = senm cos(y)+sen(y) cosm =
—seny

—seny. Pelo limite fundamental, lin%
Yy—

—1. (h) Pelo limite fundamental e pela definicdo
de médulo, dard 1sex -0 e —1sexz — 0.

A.1.3 Extras pla2

Ext 1.1:

(a) Comece com o grafico de sen e faga refle-
x30 em torno do eixo = obtendo grafico de |sen |.
Depois faca translacdo vertical por uma unidade.

)

X
3£\/
2

(a) y = [sen(z)| - 1

(b) Comece com y = |z|. Faga translacdo
vertical de uma unidade. Reflita o gréafico no eixo

T novamente.
)

(b) y = (|| =1
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(c) Comece transladando horizontalmente o
grafico de médulo por duas unidades. Depois
translade verticalmente por uma unidade.

Y

r=1

Ext 1.3: Como sengr(z) = sen(wx/180) (assim
sengr(90) = sen(w90/180) = sen(7/2), substi-
tuindo variavel obtemos que o limite vale 7/180.

Ext 1.4:(a) Paraxz >0, y=z+|z| =2+ 2 =
2z, paraz <0, y=a+|z| =+ (—z) =0.
Assim o grafico é:

Y Yy =2x

‘ X
(@) y =z + |z

(b) Por definicdo, = > [z]. Além disso a
diferenca 0 < f(x) =z — |z| < 1. Por exemplo,
para = no intervalo [0,1), |z] = 0 e portanto
f(z) = x — 0 = z. Para = no intervalo [1,2),
|z] = 1 e portanto f(z) =  — 1. Para x no
intervalo [—1,0), |z| = —1 e portanto f(z) =
x —(—1) =2+ 1. Assim o grafico é&:
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y=1

-2 —1 12
(b) y =z — ]

Ext 1.5: (a) N3o existe pois quando z — 17 vale
1, z — 17 vale —1. (b) co. (c) 8/6 =4/3. (d)
—2. (e) 0 (aplique Teorema do Sanduiche e use
que seno € limitado por 1 e —1). (f) 9/7 (trivial).
() 3/2.

Ext 1.6: (a) 0; (b) 3 (para x grande, 2z + |z| =
2z +x = 3x). (c) 1 (para x pequeno, 2x +
|| = 22 — 2 = z). (d) —oco (para x pequeno,
r+lz|+l=x—2x+1=1).

Ext 1.7:(a) 0. (b) 0.

Ext 1.8:
Y
y=2
y=1
(a) f(=)
Y
A y = ﬂf2
- T
Yy==x
(b) g(z)

A.1.4 Desafios pl3

Des 1.1:(a) E o circulo de raio 1: 22 +52 = 1.
(b) E um quadrado em forma de “diamante”. No
lo quadrante é limitado por x +y = 1, no 20

quadrante por —z +y = 1, etc. (c) Se
|| > 1 ou |y| > 1, entdo o limite serd infinito.
Se |z| < 1 e |yl < 1, entdo limite serd zero.
Assim (z,y) € Cx se, e somente se, [z| =1 e
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lyl <1oulyl=1e]|z| <1. Serd um quadrado
com centro em (0,0) e lados paralelos aos eixos
com lado igual a 2. Note que (£1,+1),¢ Cx

Des 1.2:(a) Para x grande (basta que = > 1)
temos que 0 < 2 < 1. Assim para z > 1, [1]| =
0. Logo o limite vale zero pois a funcdo vale zero
para x > 1.

(b) Para z pequeno (basta que z < —1) te-
mos que —1 < % < 0. Assim para z < —1,
[1] = —1. Como a funcdo vale —z para z < —1,

o limite vale c0 = —(—00).
Y

(d) Vamos utilizar o Teorema do Sanduiche.
Para « > 0, observe que |1/x] vale no maximo
1/x e, no minimo 1/z — 1. Logo,

1 {1J 1

——1< |- < -

x x x
Multiplicando ambos os lados por x (que é posi-
tivo e ndo altera as desigualdades) obtemos que
1 -2 < z[1] < 1. Passando ao limite z — 0T
e aplicando o Teorema do Sanduiche obtemos a
convergéncia para 1.

Para x < 0 fazemos um raciocinio similar para
concluir que 1 < z|1]| <1 — z. Passando ao li-
mite x — 0~ e aplicando o Teorema do Sanduiche
obtemos a convergéncia para 1. Como os limites
laterais sdo iguais, o limite existe e é igual a 1.

Des 1.3: C = VA% + B? e ¢ = arctan(B/A).
Des 1.4:(a) Note que trata-se de uma indeter-

minacdo do tipo cc’. Em uma linha: e® cresce
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muito mais rapido do que z. Assim para x grande,
(e® + 2)Y/* ~ (e*)/* = e. Com rigor, colo-
que €” em evidéncia: (e”(1+ z/e*))V/* = e(1+
z/e*)/*. Agora o termo (1 + z/e*) — 1 e
1/z — 0. Assim (1 4+ z/e*)1/® — 10 = 1.

(b) Note que trata-se de uma indeterminacio
do tipo 0o”. Em uma linha: Como em (a), para =
grande (1 + x) ~ . Assim temos que calcular o
limite 22/1°8% Troque variavel para y = log(z)
(assim z = e¥): calcule o limite (e¥)*/¥ — e,
Des 1.6: Embora o denominador se anule no li-
mite, o sinal dele alterna sempre. Assim o no
limite a funcdo oscila entre oo e —oo. Perto do
zero teremos um infinidade de pontos onde a fun-
c30 se aproxima de Foo.

Des 1.9:Como |f(z)] < M, —M < f(z) <

M. Logo, —M|g(z)| < f(z)g(z) < Ml|g(z)|.

Como lim g(z) = 0, lim |g(z)] = 0. Aplique
z—1 z—1

o Teorema do Sanduiche depois de verificar que

lim —M|g(z)| = lim M|g(x)| = 0.

z—1 z—1

Des 1.10: (a) oo; (b) oo; (c) oo; (d) oo; (e) 0

Des 1.11: Detalhando (c):

q! 1 1
0< = + T
Z n! q+1 (¢+2)(¢g+1)

Des 1.12: Aplicando a dica obtemos Fn+2/F =
1+ F,4+1/F,. O primeiro termo éigual a F’Lﬁ FH1
Mudando indice do limite, é claro que o limite

de ”*2 é igual ao limite de F”“ Supondo que
eX|sta obtemos a equacdo do 20 grau. ¢ = 1+0¢.
A (nica solucdo positiva desta equacio é a razéo
aurea (a outra solugdo & negativa e é descartada).

A.2 Continuidade

A.2.1 Exer. de Fixacdo pl60|

Fix 2.1:(a) Falso. O limite deve ser igual ao
valor da funcdo no ponto.

Exemplo:  f(x) =
x
- T 7é Oa . ,
x O limite no zero é 1 mas f(0) = 2.
2; x=0;
(b) Verdade. Se f é continua o limite existe.
Se o limite existe, ambos limites laterais existem.

(c) Falso. O limite pode ser igual, como no
contraexemplo do item (a) deste exercicio.
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Fix 2.2:(a) Somente & continua em A.

(b) Em B e D, embora o limite exista, ele di-
fere do valor da func3o no ponto: o grafico possui
um “salto”. Em C, os limites laterais existem mas
diferem entre si. Assim ndo existe limite em C:
o grafico possui uma “quebra”.

(c) A descontinuidade é removivel somente
em B e D, pois o limite existe e basta redefinir a
funcdo no ponto; em C, para qualquer valor que se
coloque na funcdo em x = C' a funcdo continuara
sendo descontinua.

Fix 2.3: (a) somente (I). Note que (1) e (lll) sdo

descontinuas em 0 e —2 respectivamente. (b) (1),

() e (1N1). (c) (1) e (11N),

1, =<1,
Fix 2.4:(a) f(x) =42, 1<z<2
3; 2< .
(b) A funcdo parte inteira (veja Figura na
0; z < 0;
.[201)) para z > 0: f(z) =< ~ -
p p f(x) z]: z>0.

Fix 2.5: (a) ndo existe valor possivel pois os limi-
tes laterais sdo distintos: a descontinuidade n3o
é removivel.

(b) Como o limite é 0o, que ndo é um ni-
mero, ndo existe k. Se pudéssemos colocar valor
infinito, colocariamos k = ooc.

(c) Pelo Teorema do Sanduiche o limite quando
x — 0 é zero. Assim coloque k = 0 para tornar
a funcio continua.

Fix 2.6:(a) Falso. Pode ter. Basta oscilar entre
estes pontos.

(b) Verdadeiro: pelo menos uma em [2,3] e
pelo menos uma e, [3,4], onde a funcdo troca de
sinal.

(c) Falso. O TVI garante pelo menos uma,
mais pode ter mais de uma.

Fix 2.7:(a) Falso. Quando nasce uma crianca a
funcdo da um salto de uma unidade instantanea-
mente: ndo existe 1/5 de habitante etc.

(b) Verdadeiro. Nos crescemos diariamente
uma quantidade infinitamente pequena. Nossa
altura ndo da saltos.

Fix 2.8:(a) Falso. Se f(1/2) = —10 teriamos
vérios pontos com valor negativo. (b) Falso. Se g
for descontinua pode n3o ter raiz. (c) Verdadeiro.
(d) Falso. Pode existir, basta a funcdo decrescer
no intervalo (2,3) e crescer em (3,4).

Fix 2.9: (a) Errado. O correto é se K € [2,5],
entdo existe ¢ € [—3, —1] tal que f(c) = K;
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(b) Correto pois se K € [3,4] entdo K €
[2,5]. Logo, pelo TVI, existe ¢ € [—3,—1] tal
que f(c) = K.

(c) Errado. O intervalo [0, 3] ndo esta contido
em [2,5].

Fix 2.10: Como f é continua, pelo Teorema 2.4
da p. f - f = f? (produto de funcdes conti-
nuas) é continua. Assim, pelo Teorema no-
vamente, f - (f?) = f3 (produto de funcdes con-
tinuas) é continua. Também pelo Teorema
513 (constante vezes funcdo continua) & conti-
nua. Pelo Lema x & continua. Pelo Teo-
rema z-x = 2% (produto de funcdes conti-
nuas) é continua. Pelo Lema (funcdo cons-
tante) & continua. Pelo Teorema[2.4] #2+1 (soma
de fungBes continuas) é continua. Finalmente,
pelo Teorema [2.4] é o quociente de funcdes con-
tinuas, & continua.

A.2.2 Problemas plei]

Prob 2.1:(a) Nos pontos onde o denominador se
anula f(z) — Zoo. Nestes pontos a funcdo é
descontinua. Nos outros pontos, como se trata
da divisdo de fung¢Ges continuas (1 e sen(z)), ela
é continua. R: {0, 7, +27, +37,}.

(b) O denominador nunca se anula pois cos(x)
vale no minimo —1; assm 2 -1 =1 < 2 +
cos(z) <2+ 1 = 3 para todo x € R. Portanto,
como g é quociente de funcBes continuas com de-
nominador que nunca se anula, g & continua em
R e o conjunto dos pontos de descontinuidade é
0 (vazio).

(c) Veja o grafico na Figura da p. 201] O
conjunto dos pontos de descontinuidade é Z.

(d) Esboce o grafico: uma cabica pontilhada
e uma reta pontilhada. E continua onde elas se
cruzam (porque?) nos pontos onde 2® = x, isto
é,emaz=0,2=1ex=—1. E descontinua em
R —{0,1,—1}.

Prob 2.2: Calculando os limites no 0:

lim f(z)=10+2|=2, lim f(z)=3-0=3.
z—0~ z—0+

Como eles diferem no 0, ndo existe i% f(x) e

portanto a funcdo é descontinua no 0. Nos outros
pontos & continua.
Para x grande e negativo, f(z) = |z — 2|.
Assim lim f(z)
T——00

lim |z —2| = o0.
T——00

Prob 2.3:(a) Note que f(0) = 0 < 10 e que

Jim f(x) = oo (veja Exemploda p.. Logo
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existe M > 0 tal que f(M) > 10. Pelo TVI
existe ¢ € [0, M] tal que f(c) = 10.
(b) Defina h(z) = log(z) — e™*. Queremos
(b) =

encontrar b > 0 tal que h(b 0. Quando
x — 0%, log(z) - —oo0 e e — 1. Logo,
lim h(x) = —oo. Quando x — oo, log(z) —
z—0*

oo ee ™ — 0. Logo, lh_>no10h(x) = 00. As-
sim existem M, N com 0 < M < N e tais que
h(M) < 0e h(N) > 0. Como h & continua, pelo
TVI existe d € [M, N] tal que h(b) = 0.

(c) Defina g(x) = f(z) — z. Se g(c) =0,
entdo f(c) = c¢. Note que g(0) = f(0) —0 =
f(0) >0eg(l) = f(1) =1 < 0. Se em um
dos extremos ¢ se anular nos teremos obtido o
c. Caso contrario, g(1) < 0 < ¢(0). Pelo TVI
(g é continua pois é a subtracdo de duas funcdes
continuas), existe ¢ € [0, 1] com g(c¢) = 0. Este
resultado &€ uma versio simplificado do Teorema
do Ponto Fixo de Brower.

(d) Suponha, por contradicdo, que ndo é ver-
dade que f(z) < 0. Assim, existiria um ¢ € [0, 2]
com f(t) > 0. Como f n&o se anula em [0, 2], na
verdade f(t) > 0. Como f(—1) = —3, aplicando
o TVl em [1,t] (f é negativa em 1 e positiva em
t) concluimos que existe um ¢ € [1,2] tal que
f(e) = 0. Como isto &€ um absurdo, concluimos
que f(z) < 2 no intervalo [0, 2].

Prob 2.4: (a) Simplifique o (z—2)? no numerador
e denominador. a = 5.

(b) Impossivel. Teriamos que ter a =3 e —2
ao mesmo tempo.

(c)a=1.

(d) Impossivel pois o limite em x = 0 n3o
existe.

(e) Impossivel pois teriamos que ter a = oo,
que ndo é um namero real.

(f) a = 3/4.

Prob 2.5: Temos que resolver o sistema

2a+b =[2-1|=1,
—2a+b =|-2-1|=3.

Obtemos a = —1/2,b = 2.

Prob 2.6: Suponha que ndo e que existam a,b €
R, a # b, tais que f(a) # f(b). Como os ir-
racionais estdo em todo lugar em R (sdo densos
em R), existe um irracional k entre f(a) e f(b).
Como f é continua, pelo TVI existe ¢ € R tal que
f(c) = k & irracional. Contradicdo pois assumi-
mos que f(x) é racional para todo x.
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A.2.3 Extras pl62|

Ext 2.1: Ela somente é continua em x = 0 pois
se x esta proximo de 0 e x € Q entdo f(x) =1
esex ¢ Qentdo f(x) = 1+1(0] = 1. Logo o
limite quando =z — 0 é 1, que é igual ao valor da
funcdo. Logo é continua em x = 0.

Em qualquer 2 # 0 o limite n3o existe pois se

estd proximo de z # 0 e z € Q entdo f(z) =1
esex & Qentdo f(z) =~ 1+ |x| # 1. Logo
o conjunto dos pontos de descontinuidade é R —
{0}.
Ext 2.2: (a) Dividindo-se por (x — 1) duas vezes
o numerador e o denominador, vamos obter o li-
mite. Logo a = —1. (b) a = 2. (c) Impossivel.
(da=0 (e)a=—-1++v2oua=-1-+2.
(f) Impossivel. Geometricamente, um reta saindo
da origem n3o temo como completar de forma
continua uma funcio que valia 1 para z < 0.

Ext 2.3: (a) Falso. Pode ter raiz no meio (pense
em algo do tipo seno, que oscila).

(b) Ndo. O TVI garante pelo menos duas
raizes, mas ndo exatamente duas.

Ext 2.4:(a) Defina f(z) = = + 2sen(x) — 1.
Como f(0)=—1e f(r)=m—1>0, pelo TVI
f possui raiz.

(b) Se o polinémio p é de grau impar com
termo de maior grau az® entdo, se k > 0,

Jim p(z) = —oo e lim p(z)

existem M, N tais que p(M) < 0 e p(N) > 0.
Como p é continua, pelo TVl existe ¢ € [M, N| C
R tal que p(c) = 0 € [p(M),p(N)]. Se k <0
entdo (os limites se invertem) xgrfloo flx)y=00¢€

= 00. Assim

lim f(x) = —o0 e o resto é analogo.
T—00

(c) Defina h(x) = sen(mwsen(z)) — sen(z).
Como h(m/6) = 1/2 e h(w/2) = —1 (sinais
opostos), pelo TVI existe ¢ € [7/6,7/2] tal que
h(c) =0, isto &, tal que sen(msen(c)) = sen(c).

(d) Como h(0) =1, h(n) = h(—7) =1-2 =
—1, aplicando o TVI nos intervalos [—, 0] e [0, 7]
vamos obter duas raizes distintas para h.

Ext 2.5: Temos que resolver o sistema
a+b
da+b

Obtemos a = —3,b = 4.

=1,
)

Ext 2.6: Use a definicdo utilizando exponencial
da pJ56| e explore propriedades da exponencial.



A.3. DERIVADA

A.2.4 Desafios pl2|

Des 2.1: Esboce dois graficos colocando no eixo
2 a hora e no eixo y os pontos do percurso. No
primeiro dia a funcio comeca do inicio do per-
curso e termina no fim. No dia seguinte, comeca
no fim do percurso e termina no inicio. Como
os percursos sdo funcdes continuas, os graficos se
cruzam em pelo menos um ponto, o que signi-
fica passar na mesma hora (em dias distintos) no
mesmo ponto do percurso.

Des 2.2:(a) Z + k102 para k € {0,1,...
(b) Q. (c) e (d): Ver [Sp] p.70 no.17.

Des 2.3: Ver [Sp] p.98 no.6.

Des 2.4: Pelas propriedades do logaritmo, colo-
cando a em evidéncia,

L9}

log(a+h) = log(a(l—kg)) = log(a)%—log(l—i—%).

Quando A — 0, trocando variavel vemos que
log(1 + h/a) — log(1l) = 0. Assim obtemos a
continuidade de log.

Des 2.5: Basta aplicar as expansbes em série da
exponencial, seno e cosseno. Depois basta agru-
par os termos com e sem i e utilizar as identi-

dades: i =it =% =... =1, it = =
P = =4 2 =i =il = = —1,
i3 =47 =41 = = —4. Assim,
0 _ o, @)% @9 @9)* | (i9)°
e’ =1+ (10) + 5 30 1 ]
1 ” 2 93 94 .05
=14 _§_Z§+E+Z§'
02 o* 63 6°
=1—- =+ = — -4 —
ot <9 317 5 >

= cosf +isend.

Des 2.6: Basta fazer contas cancelando a parte
real ou a imaginaria.

Des 2.7: Defina J = f(I). Dados z,y € J, com
x < y sem perda de generalidade, vamos mostrar
que dado z € (x,y), z € J (imagem). De fato,
como z,y € J = f(I), existem u,v € I tais que
f(u) =z, f(v) =y. Pelo TVI, como z € (z,vy),
existe w € [u,v] (ou [v,u]) tal que f(w) = z.
Note que w € I pois I é um intervalo. Portanto
f(w) € f(I)=J é um intervalo.

Des 2.8:(a) VM < 0,36 > 0 tal que se 0 < = —
¢ < 4, entdo f(x) < M. (b) VM > 0,IN < 0
tal que se x < N, entdo f(z) > M. (c) Ve >

) ) .
F(2) = g(2) = 0 mas f(2) =0 e ¢/(2) =
)=1
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0,30 > 0 tal que se 0 < c—x < 0, entdo |f(x) —
Ll <e.

Des 2.10:Se g(x) - M quando z — c¢ entdo
dado ¢ = 1 existe d; tal que |g(xz) — M| < 1 para
tod |z —c| < 1. Assim M —1 < g(x) < M +1,
ou seja, |g(z)| < C = max(|M — 1|,|M + 1])
(se M = —0.5 veja quem é o maior!). Assim g é
limitada perto de x = ¢. Agora dado ¢’ qualquer,
tome ¢ = &//(C + |L|). Existem 02 e d3 tais
que |f(z) — L| < e e |g(z) — M| < € se |x —
¢| < min(d,d3). Finalmente tomando |z — ¢| <
min(31, 83, 83), |f(2)g(x) — LM| < CIf() -
LI+ |L||g(z) — M| < (C+ |L|)e =€

Des 2.11:Fixado ¢’ > 0, seja ¢ = £//2. Pela
continuidade da f existe 01 e pela continuidade da
g 02 tais que |z — ¢| < min(dy, d2) entdo |f(z) —
flo) < eelglz) —gle)| < e. Assim |(f +
9)(x) — (f + 9)(¢)] < 2¢ = €'. Logo dado &’
tome § = min(&l, 52)

A.3 Derivada

A.3.1 Exer. de Fixacdo plss|

Fix3.1:y—3 = (z—(—2))-3=3(z+2). Assim
a reta tangente é y = 3¢ + 9.
Fix 3.2:(a) Falso. f(z) =
“bico"em x = 3.

(b) Falso. f(z) =0e g(x) =z — 2. Entdo

|z — 3| possui um

(c) Falso. f(z) =x—10. f'(1
-9.

Fix 3.3: (a) Como no intervalo [z, x3] a funcdo
é um segmento de reta, f'(z1) = 2 = f/(z2).
Note que f’(x3) ndo existe pois grafico possui
um “bico”.

(b) Note que f’(z5) = 0 ou algo préximo e
que f'(xg) > f'(x2) pois a inclinaco da reta tan-
gente é maior em zg. Também f’(x4) < 0 pois
a funcdo decresce ai. Assim, f/'(z4) < f'(z5) <

f'(@2) < f'(we).

Fix 3.4:
Yy
I - ) i
# 21 1‘2
_5
8
Fix 3.5:(a) 7'(2) = f'(2)9(2) + f(2)4'(2) =
—1(=5) +3(2) = 11.
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oy 11(2)9(2) = f(2)d'(2)
N
Logo K/(2) = — =3

Fix 3.6: Calculando o coeficiente angular da reta
tangente, f(1) = 1 e ¢’(1) = 0 (reta tangente
horizontal). Assim:

(a) f'(1)g(1 )+g (1) =1(3/2)+0(1) = 3/2.

(b) 5f(1) —34'(1) = 5(1) — 3(0) = 5.
Fix 3.7:(a) Velocidade é h/(t) = —32t. Assim
B(2) = —64.

(b) Quando h(t) = 07 Para t = v/125/2.

Velocidade h/(1/125/2) = —16+/125. Aceleracdo
h"(t) = (—32t)) = —32. Assim a aceleracdo é

—32 para todo t.
Fix 3.8:(a) e”logz + % (b

—senz(z+5)—cosx

) (z+5)2
(c) —sen(x3 + 1)(322). (d) 0 (a fungdo é cons-
cosx
tante em relacdo a z). () ————. (f) Para
1+senx

x > 2 a derivada é 1, para £ < 2 a derivada é
—1. Em 2 = 2 a derivada n3o existe.

1
Fix 3.9:(a) 472 (b) 6k + 2 (c) logt + 1.
(d) ms™ L.

(e) V3 = €°5V3. Logo (V3)®
e?108V3  Assim a derivada & log(\/g)emog\/g =
(log v/3)(v3). (f) 0.
Fix 3.10: (a) Pelo TVM, existe ¢ € [1, 5] tal que
f(5) = f(1) = f'(c)4. Multiplicando por 4 a de-
sigualdade —4 < f’(z) < 3 obtemos o resultado.
(c) Pelo TVM, para todo h existe ¢ € [0, h] tal
que f(h)—f(0) = f'(c)h. Como h > 0 podemos
multiplicar a desigualdade —4 < f’(z) < 3 sem
alterar os sinais das desigualdades.

Fix 3.11:Seja S(t) a altura do objeto em fungdo
do tempo. Entdo S(0) = 100, S(5) = 0. Assim,
5 (5; — 5(0) = 710 _ 90, Pelo TVM existe
um instante ¢t € (0,5) tal que S'(t) = —20, a
velocidade do objeto.

Fix 3.12: Como (f’(z))’ = 0 para todo z € R,
f'(z) = constante. Como f/(—3) = 0, a cons-
tante é zero. Assim concluimos que f'(z) = 0
para todo z € R. Logo f(x) = constante. Como
f(5) = m, a constante é m. Assim concluimos

que f(z) = m para todo = € R.
Fix 3.13:
(a) M'(2) = f'(9(2))d'(2) = f'(3)¢'(2). Como

g'(2) é o coeficiente angular da tangente, ¢'(2) =
(3—2)/(2—0) = 1/2. Do mesmo modo, f'(3) =
(0— 2)/(3 0) = —2/3. Assim, /(2) = —2-1 =

[« )
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(b) Como g(2) = 3, g7'(3) = k(3) =
Como k € a inversa de g, k(g(x)) = =. Logo
K (g9(x))g'(x) = 1. Assim, K'(g(2))g'(2) = 1 ou

K (3)g'(2) = 1. Como ¢'(2) = 1 pelo item (a),
K(3)=1/4'(2) =2.

Fix 3.14: Marcamos no grafico os pontos onde ele
cruza o zero e onde a reta tangente é horizontal.

(a) f' & positiva em (—o0,b), (¢,d) e
1’ € negativa em (b,¢) e (d, f).

(b) f é injetiva em (—o0,b), ou (b,c), ou
(¢,d), ou (d, f), ou (f,00).

(c) f & crescente em (a,e) e (g,00). f &
decrescente em (—o0,a) e (e, g).

(d) f éinjetiva em (—o0, a) ou (a,e) ou (e, g)

u (g, 00).

Fix 3.15: Defina A = cos(arcsen(z/a)). Como
sen(y)+cos?(y) = 1, tomando y = arcsen(z/a)),
sen(y) = x/a e assim z%/a? + A% = 1, ou seja,

=+/1—2%/a® = 1/ava® — 22

(f; 00).

A.3.2 Problemas pjs7|

Prob 3.1:(a) f(z + h) — f(x) = W — %2 -

xj{(ﬁﬂ;f = ;féfﬂ})‘;. Dividindo por h obtemos

f(ﬁh,z_f(x) = x;(i:ﬁzf;?' Fazendo h — 0 obte-
mos, f'(z) = #352 =2

r—vz+h

e

Multiplicando por \/x + v/ + h obtemos:

x—(x+h) o —h
Va+hyz(vVT+Vz+h) — Vrt+hyz(Vr+Vz+h) "

Dividindo por h obtemos:
flae+h)—f(=) _ -1

h Va+hy/z(v/x+Vx+h) "
Quando A — 0 obtemos:

@) = e =

Va/z(Va+y/z) 2zy/x”

(c) Para z > 0 temos que f(z) = 22 — =z,
cuja derivada pela definicdo, é

f@+h)— f(x)  2zh+h*—h
h B h

=2x+h—1.

Assim, com h — 0, a derivada é 2z — 1. De
forma anéloga, como para x <0 f(z) = x — 2,
a derivada pela definicio € 1 — 2x. Finalmente,
para x = 0 temos que calcular pela definicdo:

f(O+ h) — f(0) = |h|(h — 1). Dividindo por h
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obtemos que f/(0) = limp_o|h|/h(h — 1) ndo
existe, pois pela direita o limite sera —1 e pela
esquerda, 1.

(d) Fazendo de forma analoga ao item (c),
para x > 0 a derivada é 2x, para x <0 é —2z e
para x = 0 o limite (f(0+ h) — f(0))/h & zero.
Assim, f/(0) = 0.

Prob 3.2:Para garantir continuidade em z = 1
devemos ter: (1)2 =a(1)+b, oua+b= 1. Para
que as derivadas “laterais” sejam iguaisem x = 1
devemos ter 2z = a em x =1, ou a = 2. Assim
b=1—a=-1.

Prob 3.3: Primeiro note que 0 < [£(0)] < |0]F =
0. Assim |f(0)] = 0, isto é, f(0) = 0. Agora pela

_— . —fO) .. f(h)

0) — —
definicdo, f'(0) = }llm%) . k }llm%) o
Observe que 0 < —‘f‘(]ﬁ)‘ < —“2' = |h[FL.

Como k> 1, k—1> 0. Assim, lim |h[*~! = 0.
h—0

Logo, pelo teorema do Sanduiche, lim EGI =
h—0 ’h’
. f(h)
. L / = 1 = .
0. Logo f1(0) hso b 0

Prob 3.4: (a) Possui derivada em todos os pontos
x # 2 igual a zero pois é constante. Em x = 2
é descontinua e portanto também n3o é derivavel
em x = 2.

(b) f(x) =€ —1see* —1>0, isto & se
e® > 1. Tomando log dos dois lados, se x > 0.
Assim, f(z) =e*—1sex > 0e f'(x) =e". Por
outro lado, f(z) =—(e*—1)=1—¢€"se z < 0.
Assim f'(x) = —e® se x < 0. Em x = 0 o grafico
possui um “bico” e a funcdo ndo é derivavel.

(c) Fazendo analise de sinal do polinémio do
segundo grau (3—x)(z+1) (parabola com raizes
3 e —1 com concavidade para baixo), concluimos
que h(z) = B—z)(x+1)se -1 <z < 3e

h(z) = —(3 — z)(x + 1) caso contrario. Assim,
h(z) = —2x+4+2se -1 <z < 3eh(z)=
2r —2sex < —louzx >3. Emaz = —1le

x = 3 o grafico possui um “bico” e a funcdo ndo
é derivavel.

Prob 3.5:(a) A velocidade é §/(t) = it

A aceleracio é 5" (t) = (2 + 1)

Logo s'(0) = 0 e s”(0) = 4. Ela vai parar quando
a velocidade s'(t) = 0, ou seja, quando ¢t = 0.
(b) A velocidade & s'(t) = cost. A aceleracdo
é s"(t) = —sent. Logo s'(0) =1 e s"(0) =0.
Ela vai parar quando a velocidade s'(t) = cost =
0, ou seja, quando t = 2kw + /2 para k € Z.

412 +1)2 - 16t2(t2 + 1)
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Prob 3.6: (a) Nos pontos onde f/(z) = 622 —
4 =0, isto é, z =0 ou z = 2/3.

(b) Reescrevendo a reta 2y — 20z — 50 = 0
como y = 10z + 25, observamos que o coefici-
ente angular é 10. Assim queremos saber quando
f(z) =622 —4x =10, isto ¢, x = —1,2 = 5/3.

(c) o coeficiente angular da reta 4y + 2z —
10 = 0 & —1/2. Para que seja perpendicular, a
reta deverd ter coeficiente = —1/(—1/2) = 2.
Assim queremos saber quando f/(z) = 622 —
dr =2, isto é, z = 1,2 = —1/3.

Prob 3.7:Deve-se analisar separadamente dois
casos. Se 2?2 —1 > 0,isto éx > 1loux <
—1, a fungdo é (2% — 1)(x + 1), cuja derivada é
3224211, cujas raizes 1/3 e —1 ndo pertencem
ao dominio. Se 22 —1 < 0, entdo —1 < z < 1
e a funcdo &€ (1 — 22)(x + 1), cuja derivada &
—322 —2x+1, cujas raizes sdo novamente 1/3 e
—1. Assim em x = 1/3 a derivada é zero e a reta

tangente é paralelo ao eixo x. Em x = —1 temos
que aplicar a defini¢do. Calculando (f(—1) =0)
— f(~1
z—(=1)

Quando x — —1 o limite tende a zero. Assim
f'(=1) =0 e x = —1 & ponto onde a reta tan-
gente é paralela ao eixo z.

Prob 3.8: (a) ¥ = 3ax?42bx+-c. Para que tenha
uma (nica tangente horizontal, queremos que a
equacdo y' = 3ax? + 2bx + ¢ = 0 tenha solucdo
Gnica. Para isto basta que A = (2b)? — 4(3a)c =
0, isto &, que b = 3ac.

(b) ¥/(x) = 3ax + b. O coeficiente angular
dex+y=1é1=1y/(-1) =b—3a. O coefi-
ciente angularde y = —1 & 0 =4/(1) = 3a + b.

Resolvendo o sistema obtemos que b = 1/2 e
a = —1/6. Assim ¢ pode ter qualquer valor.
Prob 3.9:

(a) 300(522 — 3z + 4)?%(10x — 3).
(b) Primeiro reescreva /- = (-)'/7. Depois
aplicando a regra da cadeia,

cos ((cos(mQ) +4) 1/7) .

: % (cos(,r2> + 4) —6/7 (—sen(z?))(2z).

2re T +2x 4+ e Txl e "
(e +1)? '
1/3(x + )23 (2 + k) — (z + t)1/3(22)
(22 + k)2 '

+ 4 log(sen(5 e%))z3.

()
(d)
(e) 5

cos(5 e )e®x?

sen(b e?)
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6x

f) 5
((log(3z2 +1))" +
5earcsen(4—5x)

(322 +1)

&)~ 7= (4—52)2
Prob 3.10: ¢/ (z) = f(x?_i_w(f/(w)%—l). Assim,
oAy — O , 12
g9'(4) = m(f () +1)=——.

B (aa: +b)(ad — be)

Prob 3.11:(a) f/(t) = (@ 1+ d)?

(b) f'(t) = KeXtcos(at) — ae’tsen(at).

(c) f(0) = 3aK6? cos(ah® + b).

(d) f7(t) = —geTot/K,
Prob 3.12:(a) ¢/ = cos(z’) '2; —sen(z?)

Logo v/ (\/7/2) = =2/ e y(\/7/2) = \/2/7.
Assim a equacdo da reta tangente &: y—+/2/7m =
—2/m(x — /m/2). Da reta perpendicular é y —
V2/m=7/2(x — \/7/2).

(b) ¢/ = e5(=2%) cos(—2x)(—2).
Logo ¢/(7) = —2 e y(w) = 1. Assim a equacdo
da reta tangente é&: y — 1 = —2(x — m). Da reta
perpendicular é y — 1 = 1/2(x — ).

Prob 3.13:(a) Considere f(z) = e* — (1 + ).
Derivando f/(z) = e* — 1 & positiva para x > 0.
Logo f é crescente para = > 0. Como f(0) =0,
a funcio é positiva para x > 0.
(b) Considere g(z) = 223 — 1522 + 60z + 4.
Como lim g(z) =occe lim g(zr) = —oo, exis-
T—00 T——00
tem pontos onde a funcdo é positiva e negativa.
Pelo TVI existe pelo menos uma raiz. Note que
g (z) = 622 — 30z + 60 & sempre positivo (para
todo z € R) pois € um polindmio do segundo
grau com raizes complexas (A <0ea =6 > 0).
Assim, g é crescente para todo R e portanto inje-
tiva. Assim a raiz € Gnica pois a funcio é injetiva.

Prob 3.14:(a) Suponha que f e g representam
a posicdo dos corredores em funcdo do tempo.
Por hipéteses f(0) = ¢g(0) (comegam no mesmo
instante). Suponha que eles terminaram a corrida
no instante T'. Assim, f(T') = g(T) (terminaram
empatados). Se h = f —g, h(0) = h(T) =
0. Pelo TVM (ou Teorema de Rolle), existe ¢ €
(0,T) tal que h'(c) =0 = f'(c) —g— (c), isto &,
f'(e) =d'(c).

(b) Pelo TVM, f(z) — f(0) = f'(¢)x. Como
x>0e f'(c) <1 paratodoc>0e f(0) =0,
f(z) = f(z) = f(0) <.

(c) Seguindo a dica, como R = h; para i =

APENDICE A. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1,2,
hihg — hihl, ~ hiha — hih
V)= 2 T iyl = iy
P ="y ()2
hi(0) _
Logo f é constante. Como f(0) = 7a(0) =1,
f(z) =1 paratodo z € R. Logo 1 = Zlég isto
2
é, hi(x) = ha(x) para todo x € R.
(d) Seja h = f —g. Como h(0) = h(1) =0,

pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (0,1) tal que
W(c) = 0= f(c) — ¢(c). Logo f'(c) = g(c) e
portanto as tangentes sdo paralelas.

(e) Seja f(z) = sen? x + cos? x. Como
f'(x) = 2senxzcosz — 2cosxsenz = 0 para
todox € Re f(0) =sen®?0+cos?0=0+1 =1,
pelo TVM f é constante igual a 1.

Prob 3.15: Observe que f'(z) = 322 + 6x — 3.
As raizes sio x = —1 & /2. Fazendo a analise
de sinal obtemos que:

(a) f'(z) <0se -1 < —V2 <z < —14+2.
Assim f decresce nestes intervalos.

(b) f/(x) >0sex > —-1++V2o0uz <
—1 — /2. Assim f cresce nestes intervalos.

A funcdo f sera injetiva, separadamente, em
cada intervalo onde ela somente cresce ou so-
mente decresce. Assim serd injetiva em
(=00, =1 =v2), (-1-+v2,-1++2),

(=14 v/2,00).
Prob 3.16:

(a) 1'(z) = f'(g(—2/2))g'(—2/2)(=1/2). As-
sim, 1'(2) = f'(9(—1))g'(-1)(=1/2) =
= ['(2)(6)(-1/2) = —1(6)(-1/2) = 3.

(b) Como h(g(z)) = =z, h'(g(x))g'(x) = 1.
Como g(—1) =2, h(g(—1)) = =1 = h(2). As-
sim A/(2) =K' (g(-1)) =1/4'(—-1) = 1/6.

Prob 3.17: O coeficiente angular da reta tan-
Ay _ 326 = 3. Logo, f'(-1) = 3.

'(3) =
1

Az —1-0
Note que f(—1) 1: 3ou [~

—1y\/ _ _ _
VO = e T e

gente é

1. Logo

Wl |

A.3.3 Extras plsg

Y.
Ext 3.1:(a) v’ = 4%.

JEDED -3 4
(—5)2 25
(b) m/(x) = 5e5%g(3x +2) + €5%¢'(3z + 2)3.
Logo m/(0) = 5¢(2) +3¢'(2) = (5) =5+ 3(2) =
—19.

Logo w'(2) =
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Ext 3.2: (a) cos(x e” log x)(e® log x4 xe® log x +
ev).

(b) cos(sen(sen x)) cos(sen ) cos x.

(C) Sarctanx — elogSarctanx_ LOgO a derivada
log 3
1+ a2
(d) 2z +1

WEVETvE

() cos(cos xsen x)(cos? z — sen?z).

(f) Esta funcdo vale sen(1—22) se -1 <z <
1. Logo a derivada neste intervalo é —2z cos(1 —
x2). Fora deste intervalo (em z < —1 ou = >
1) a funcdo vale sen(z? — 1), cuja derivada é
2z cos(z? — 1). Nos pontos # = 41 a fungio
possui um “bico”, e ndo possui derivada.

é 3arctan T

(g) Primeiro escrevemos em forma de func¢&o:
exp(exp(z?)). A derivada é:

4
exp(exp(z?)) exp(zt)4a? ou 4a3e” *'
(h) 2 cos(2x)vVa? +1

sen(2x)

log(sen(2z))x

22+ 1
Ext 3.3:(a) Nos pontos onde 3/ (v) = 322 +4x —
4=0,isto é, z =—2ouxz=2/3.

(b) Reescrevendo a reta 2y + 8z —5 = 0
como y = —4x + 5/2, observamos que o co-
eficiente angular é —4. Assim queremos saber
quando f'(z) = 322 + 4x — 4 = —4, isto &,
=0,z =—-4/3.

Ext 3.4:Para garantir continuidade em = = 1
devemos ter: a(1) +b =1, oua+b=1. Para
que as derivadas “laterais” sejam iguais em x = 1

devemos ter 2az = ——emz=10ua=—
x

[N

Assmb=1—a=

NI

Ext 3.5:Uma solucdo & f'(x) = g(x) + (z —
a)g'(z). Como f/(a) = gla) + (a — a)g'(a) =
g(a). O problema desta solucido & que ndo sabe-
mos se g pode ser derivada.

A solucdo correta é: Note que f(a) = (a —
a)g(a)=0e f(a+h)=(a+h—a)gla+h) =
hg(a + h). Assim, f(a + h) — f(a) = hg(a +
h). Logo, flath) = fla) = g(a+ h). Assim,

h
_fla+h)—fla)
/ — 1
fla) = Jim =,

Este limite é igual a g(a) pois g é continua em a.

Assim, f'(a) = g(a).

= i .
lim g(a + £)

Ext 3.6:(a) ¥ = 2wsenx + x?cosw. Logo,
y'(mr) = —7m%. Assim a reta tangente é y =
—72(x — 7).

1 1

(6) v = g e Logo. v/((e +2)%) =
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_ Assim a reta tangente & 1

. m r ngen — =
2e(e + 2) 8 Y

1

—(x — 2)2).
26(64—2)(95 (e+2)%)
Ext 3.7: (a) ¥/ = — 5. Para que duas retas sejam

paralelas, basta que possua o mesmo coeficiente
angular. Como o coeficiente angular de 2x+3y =
0é —%, queremos determinar zR tal que ¢y =

—9%2 = —%. Logo = = :l:%.

(b) v/ = 2¢%*. A reta tangente no ponto
c,e%¢ &y —e%¢ = 2¢*(x —c). Para que passe em
(z,y) = (5/2, 0) temos que resolver: 0 — ¢ =
2¢%¢(5/2 — ¢). Vamos obter que ¢ = 3.

Ext 3.8:(a) Considere f(z) = = —logz. Note
que f(1)=1-0=1>0eque f'(z) =1-2 >0
para x > 1. Assim a funcdo é crescente para
x > 1 e é positiva em 1. Logo f(x) > 0 para
todo z € R, ou x — log(z) > 0, o que implica
que = > logx.

(b) Considere g(z) = —2x'3 — 62° — 2 + 10.
Como xh_)rgo g(r) =—oc0e xgrzloog(w) = 00, exis-
tem pontos onde a funcdo é positiva e negativa.
Pelo TVI existe pelo menos uma raiz. Como
g (r) = —262'2 — 302* — 1 é sempre negativa
(para todo = € R), g é decrescente para todo R
e portanto injetiva. Assim a raiz é (nica pois a
funcdo é injetiva.

Ext 3.9:(a) Por hipétese existem a,b € R com
f(a) = f(b) = 0. Pelo TVM (ou pelo Teorema
de Rolle) existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0. Logo
f! possui uma raiz real.

(b) Pelo TVM existe um ¢ € (2,5) tal que

TOZI@ _ o). Logo, 1(5)-1(2) = 37/(c)
Como por hipétese f/(x) <4, f(5)— f(2) < 12.

(c) Como f"(z) = g/ —g4 = cos(2x+log(z*+
1)) — cos(2z + log(xz* + 1)) = 0 para todo = €
R, concluimos que f’(x) é constante. Note que
F(2) = 61(2) - gh(2) = —1 — (~1) = 0. Logo
f'(x) = 0 para todo x. Assim f é constante.
Note que f(3) = 1(3) — 92(3) = 5 -5 = 0.
Logo f(x) = 0 para todo x. Concluimos que
g1(x) = g2(x) para todo = € R.

Ext 3.10: Pela definicdo, como f(0) =0,
f(h)

= lim —~.
hli% h

£(0) = lim

f(O+h) = £(0)
h

Agora f(h) = 0 ou f(h) = |h|¥, dependendo se
h € Q ou ndo. Nos dois casos, |f(h)] < h*.
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Assim, usando a continuidade da funcdo médulo,

/ . f(h) .| f(h)
g — | = s 7 <
FO) = | Jim h\ vy i
k
< lim |—| = lim |h|*"! = 0.
h—0 h—0

Portanto, 0 < |f/(0)] <0, ou seja, |f/(0)] =0e
portanto f(0) = 0.

Ext 3.11: Note a beleza na simetria da resposta:
(fgh)" = f'gh+ fg'h+ fgh'.

Ext 3.12: f/(x) = —sen(z°+2z+7/2)(5z* +2).
Logo f/(0) = —2. Como g(f(0)) = 0 = ¢(0),

/ —
7O 50~ 2
Ext 3.13:(a) A derivada é

1
s
(b) Verifique que f/(x) = 0 para todo x se
f(z) = arcsenh(x) — log(z + v/1 + x2) e que
f(0) = 0. Assim, pelo TVM f(x) = 0 para todo
x.
Ext 3.14:Seja g(x) = {/z. Entdo g(2") = z,
g (z")na" 1 = 1. Logo ¢'(2") = 1/nx!=". Co-
locando y = 2, ¢'(y) = 1/nyt—")/",

A.3.4 xProblemas (Derivacio Impli-

cita) pJ89|

Prob 3.1:(a) /(1) = —5/38 e a reta tangente é
y=>5—5/38(x —1).
(b) ¥'(1) = —1 e a reta tangente é y = 2 — .

Prob 3.2: Derivando implicitamente obtemos que
r_ Y- a?
2 g
tal quando ¥/ = 0, isto é, quando y = 22. Substi-
tuindo em 23 +4% = 3zy, obtemos que 2% = 223,
cujas raizes reais sio x = 0 e x = /2. Obte-
mos o y correspondente substituindo na equacio
3+ 3 = 3zy: (0,0),(V2, V4).

A reta sera vertical quando ' = +o00. Assim
basta que o denominador y2 — x se anule, isto &,
x = y2. Substituindo em 23 + y3 = 32y, ob-
temos, de forma analoga, y6 = 2y2, cujas raizes
reais sio y = 0 e y = /2. Obtemos o y corres-
pondente substituindo na equacdo 23 +y3 = 3xy:
(0,0), (VA, ¥2).

Pr(l)b 3.3: A derivada implicita é 2z — 2yy’ +
/
\/@(y +xy') = 0.

2
(a) Queremos y'(2) = f'(2).
xz=2ey =2, obtemos que

. Assim a reta tangente sera horizon-

Substituindo
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4 — 49/ (2) + %(2 +2y/(2)) = 0. Logo, y'(2) =

(b) y—2= 2~ 2)

© oz = PO IO oge g1y =
18/7-2 1
B

Prob 3.4:(a) Decrescente, f'(1) = —1,
(1) = -19/3.
(b) Decrescente, f/'(1) = —7/2, f"(1) = .

Prob 3.5: Derivando implicitamente, obtemos que
4z3 —y — xy + 4y3y’ = 0. Os pontos can-
didatos ao max/min sdo pontos onde 3y’ = 0.
Assim obtemos que y = 423. Substituindo na
equacdo r! — zy + y* = 253 obtemos a equa-
cdo 25612 — 3z* = 253. Por inspecdo obtemos
as raizes x = *+1. As outras raizes sdo com-
plexas (gracas ao Maxima!). Assim em z = 1,
y=4z3=deemax=—1,y =423 = —4.

Para determinar se os pontos sdo de maximo
ou minimo vamos calcular a derivada segunda.
Agora derivando implicitamente novamente obte-
mos: 1222 — 2y — ¢ 4+ 12y(y')? + 4y3y" = 0.
Nos pontos onde /' = 0: 1222+ (4y> —2)y” = 0.
Emz =1,y =4, v/ = —12/255 < 0: é ma-
ximo. Em z = —1,y = —4, ¢y’ = 12/257 > 0:
é minimo. Use um software para plotar a funcdo
implicita e verificar esta resposta. Este método
funciona pois a curva definida pela equacdo é li-
mitada.

Prob 3.6: Como (1, 1) pertence a curva, 1+a =
b. A derivada implicita & 2xy+2%y +2ayy’ = 0.
Logoemz=1,y=1,2+ 4y (1) +2ay/(1) =0

20+ 1)y/(1) = =2. L 1) = ——.
ou (2a + 1)y'(1) ogoy_() a1
Queremos que seja igual ao coeficiente angular

de 4z + 3y = 7, que é —4/3. Assim y/(1) =
-2

20+ 1

1 )
/3. Logo, a 4eb +a 1

Prob 3.7:Primeiro reescrevemos a curva como
exp(ylogx) = exp(zrlogy). Derivando implici-
tamente, 2¥(y' logz +y/z) = y*(logy + zy' /y).
Substituindo x = y = kg obtemos que v’ log ko +
1 =logko+y'. Portantoy’ = 1 e a reta tangente
éy=ux.
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A.3.5 Desafios plog

Des 3.1:(a) Esta funcdo ndo é derivavel no zero
pois

f(O—i—h})L — f(0) _ hsen}il/h) — sen(1/h).
Quando A — 0 o limite n3o existe.
(b) Como,
_ 25en
g(O—i—h})L 9(0) _ h seh(l/h) — hsen(1/h),

pelo Teorema do Sanduiche o limite quando h —
0 é zero. Assim, ¢'(0) = 0.

Des 3.2: Pelo binédmio de Newton:

<o+ A"
Assim,
(x+h)"—2" =na" th+-- + A"

Aqui temos termos com h, h?, ..., h". Dividindo

por h, somente o primeiro termo ndo terd h:

Mhn_”’m = nx™ ! + (termos com h) + A" L.
Se fizermos h — 0, sobrarad apenas o termo

nx™ 1.

Des 3.3: O coeficiente angular da reta tangente
ao grafico de f no ponto z é f'(z) = —z. O
coeficiente angular da reta tangente ao grafico de
g no ponto x é ¢'(x). Queremos que ¢'(x) =
—1/f'(x), isto &, que ¢'(x) = 1/x. Logo g(x) =
log x ou, de forma geral, g(x) = C' + log z.

Des 3.4: Como a equacdo da reta tangente é y =
f(a) + f'(a)(z — a), para que a reta tangente
y = f(b) + f'(b)(z — b) seja igual igualamos os
coeficientes angulares (f(a) = f(b), 4a® —4a =
4b% — 4b) e e lineares (f(a) — af'(a) = f(b) —
b7 (). /

Coeficientes angulares iguais: E claro que
4a3 — 4a = 4b3 — 4b implica que b —a® = b—a.
Supondo b—a # 0 — ou seja, a # b —dividimos
por b — a e obtemos a? + ab + b = 1.

Coeficientes lineares iguais: Note que f(a) —
af'(a) = —3a* 4 2a% + 1. E claro que —3a* +
2a2+1 = —3b*+2b?+1 implica que 3(b* —a?) =
2(b*> — a?). Supondo que a + b # 0 (veremos
que isto implica na inexisténcia de solu¢do), como
b—a#0,b>—a? # 0. Assim dividindo ambos
lados por b* — a? obtemos que a® + b? = 2/3.
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Utilizando a equacdo a®+ab+b? = 1 concluimos
que ab = 1/3. Assim a = 1/(3b). Substituindo
obtemos que a =b=1/V3oua=b=—1/V3,
0 que n3o é permitido pois supomos que a # b.

Assim a Gnica possibilidade € que a +b =0
(a = —b). Substituindo em a® + ab +b? = 1
obtemos que a®> = 1, ou seja, a = £1. Assim
asolucio éa=1eb=—1. Como f(1) =1
ef/()=1L,y=14+@x—-1) =2, 0uy ==
é a reta tangente que passa simultaneamente em
(1, (1) e (—1, f(=1)).

Pelo desenvolvimento, esta € a (nica solucdo
do problema.

Des 3.5: Considere f(x) = ax? + bx +c. Assim,
f'(x) = 2ax + b. A secante possui coeficiente
az? + by — ax3 — bxo

angular: =
Tr1 — T2
_ a(zf — 23) + b(x1 — x2) — a1 +22) + b
1 — X2 ' '

A reta tangente no ponto médio possui coefi-
ciente angular f((x1 + 22)/2) = a(x1 + x2) + b

Des 3.6: Pelo lema f n3o pode ser continua. Um
exemplo: f(x) =z parax <0, f(z) = 1/z para
x> 0.

Des 3.7: Como f/(#) = 0 para todo 6 € R, pelo

TVM f é constante. Como f(0) =1, f(f) =1
cosf +isend

para todo 6 € R. Assim, - =1le
e’L

obtemos o resultado.

Des 3.8:Se f(z) = log [x—H

T —1
Derivando obtemos que f'(x) = 0 para todo x.
Como f(0) = im obtemos que f(z) = im para

todo = pelo TVM.

Des 3.9: Note que conhecemos uma solucdo: s =
sen e ¢ = cos. A questdo aqui é a unicidade.

— 27 arctan x.

Des 3.10: (a) Como ¢'(y) = 1—¢e cosy, tomando
g0 = 1/2 (ou qualquer valor positivo estritamente
menor que 1), ¢’(y) > 0 para todo y. Assim g
sera estritamente crescente em R e portanto uma
funcdo injetiva. Portanto g possui inversa.

(b) Pelo teorema da funcdo inversa, como
9(0) =0, f'(0) =1/¢'(0) =1/(1 — ).
Des 3.12: (a) Soma e subtraia f(a): f(a+h)—
f(a) + f(a) — f(a — h). Dividindo por h e pas-
sando ao limite obteremos 2f'(a). Dividindo por
2 obtemos o resultado.

(b) Deixo como desafio.

Des 3.13: A derivada de p é: p/(x) = 322 +2az+
b. Para que a derivada seja sempre positiva, e
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portante p sempre crescente, devemos ter A <
4a® —12b < 0, isto &, a® — 3b < 0.

Des 3.14:(a) basta passar ao limite dos dois la-
dos. (b) Divida os dois lados por |z — y|. Faca
x — y. Note que a derivada sera zero em todos
os pontos. Portanto, f sera constante.

A.4 Aplicacoes da Derivada

A.4.1 Exer. de Fixacdo pli17

Fix 4.1: O limite € 5 por L'Hospital.
Fix 4.2: N3o podemos aplicar L’'Hospital duas ve-

. 2x—1
zes, somente uma vez obtendo lim g =

r—1 et
2(1—-1
0-1_,
e

Fix 4.3: Aplicando L'Hospital,

i M = lim I() igur

:Clggo g( ) _le—>oo 7 Pela figura,

lim f(z)=3e lin;log’(x) = 2, assim
@

r—>oo g(x) =3/2.

Fix 4.4:(a) f(2.1) = f(2) + f'(2)(2.1 — 2) =

5+4(0.1) = 5.4.
(b) f(1.95) ~ f(2) + f/(2)(1.95 = 2) =5+

4(—0.05) = 4.8.

Fix 4.5:p(7) = f(r) = -1, p/(7) = f(7) =

—sen(m) =0, p’(7) = f"(r) = — cos(m) = 1.
Fix 4.6: (a) € maximo local; (b) ndo é maximo
nem minimo local; (c) € minimo local; (d) & mi-
nimo local;

Fix 4.7: (a)

<
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Fix 4.8:
Y
f A/\l\ P
-3 -1 1
Fix 4.9:(a) e (b) Ambas verdadeiras. (c) Falso.

Todos os pontos em [1,2] sdo de maximo e de
minimo simultaneamente pela definicdo.

Fix 4.10: (a) Falso. I tem que ser um intervalo
fechado como I = [—6,99]. (b) Falso. I tem que
ser limitado e fechado. (c) Falso. A fungdo tem
que ser continua. (d) Falso. Mesmo descontinua
pode ter maximo. (e) Falso. Considere ] =R e

a fun¢do continua f(x) = . O maximo &

2 +1
em z = 0.
Fix 4.11:(a) Como f & continua em um inter-
valo fechado e limitado, podemos aplicar o TVE
(Teorema do Valor Extremo de Weierstrass), Te-
orema da p[105] que garante que existe a.
(b) Devemos comparar o valor da fun¢do nos
extremos do intervalo com o valor da funcdo nos
pontos criticos. Assim comparando f(1), f(10),
f(3), f(7), determinaremos o méaximo. Ou seja,
0 maximo serd um dos pontos: 1, 3, 7 ou 10.
(c) N&o necessariamente. Note que ndo po-
demos aplicar o TVE pois o intervalo ndo é limi-
tado. Um exemplo é tomar uma f que vai para
—oo quando x — —oo.

Fix 4.12:(a) a = —5. (b) b = 0. (c) pode ser
emc=—louc=2 (d)d=2.
Fix 4.13: (a) ma?f( x) =1/2, Tmax = 2,

TE

glel?f(ac) =1/3, Zmin = 3.

(b) max f(x) = 00, ndo existe Tmax
pAS
min f(x) =1, Tmin = 1
xel
(c) max f(z) = —4, xmax = —1/4,
e
glel}lf(:v) = —1, Tmin = —1
(d) ma}x;f(a:) =1, Tmax =1
xe
ml?f( x) = 0, ndo existe Tmin
xe
(e) max f(2) = 0, min f(z) = —oo,

n3o existem Zmax NEM Lmin.

Fix 4.14:(a) Verdadeiro, pois se € minimo local
ent3o a derivada é zero. (b) Verdadeiro, pois se é
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maximo no interior do intervalo, entdo & maximo

local. (c) Falso, pois estd no extremo do inter-
valo. Pode ser zero mas ndo necessariamente.
(d) Falso. Um ponto com derivada zero pode

ndo ser maximo nem minimo, como por exemplo
g(z) = (z — 3)3, que possui derivada nula em
2 = 3 mas ndo & maximo nem minimo.

Fix 4.15:(a) Verdadeiro. (b) Falso, pode ser e
pode ndo ser. Exemplo é f(x) = 3, onde todo
ponto é de maximo local (e de minimo local) em-
bora f' = f” = 0. (c) Falso, nem todo maximo
local € maximo em um intervalo. O maximo pode
ocorrer no extremo do intervalo e a derivada n3o
precisa ser zero neste ponto.

Fix 4.16: (a) maximos locais: x = —2 e z = 3.
minimos locais: = = 0.

(b) Minimo em x = 4, maximo em = = 3.

) Minimo em z = —3, maximo em z = 1.
d) Minimo em x = 0, maximo em = = 3.
) [L8) < 0 () /0) >
) <0. (h ) r=—-lex=1.

) minimo local em x = 1. maximo local em
x = 4. Olhe o sinal de ¢’ antes e depois destes
pontos.

(j) onde ¢"(z) = f'(x) = 07 pontos de infle-
xdode g: 1 =—-2ex=3.

Fix 4.17: (a) Como f'(z) = 423322 = 22 (42—
3), os pontos criticos sdo z = 0, = 3/4. Note
que o sinal da derivada & f'(z) < 0 paraz < 3/4
e f'(x) > 0 para z > 3/4. Assim z = 0 ndo é
extremos local. Somente x = 3/4 é minimo local.

(b) Devemos comparar f(—1) =2, f(2) =8
f(3/4) = —27/256. Assim o maximo em I é em
x =2 e o minimo em z = 3/4.

(c) Aqui basta comparar f(—1) = 2 com
f(0) = 0. Assim o maximo éem z = —1 e o
minimo em z = 0.

(d) No extremo do intervalo x — 400 a fun-
¢do f(x) — oo. Assim ela ndo tem maximo. O
minimo & no ponto critico z = 3/4.

(e) No extremo x — —oco a funcdo f(x) —
0o. No extremo z = 1, f(—1) = 2. Nenhum
ponto critico pertence ao intervalo. Assim ela
ndo tem maximo e o minimo é em x = —1.

Fix 4.18:(a) ¢'(5) < ¢'(4) < ¢'(0) < ¢'(2). (b)
g"(8) < g"(5) < g"(2).

(8)

(
(
(

£1) <

(

A.4.2 Problemas pli20

Prob 4.1:(a)
sey = (e* +3z)'/*, logy =

4. (b) Tomando o log obtemos que

1 x

log(e” +37) poyi
x
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cando L.H. log( lim %) = 4. Logo lim y = e.

z—07t z—0t

a/n _
(c) 2/5. (d) Aplicando LH em elﬁ

obtemos

lim ae”" = q.

n—oo
1
Prob 4.2:(a) V65 ~ v64 + —(65 — 64) =
(0 5 2 Vo 5 654
1
8—i—1—6 (b) log(e?—0.1) ~ log(ez)—i—?(—().l) =
~ 102" (c) Recordando, arctan’(x) = P
Assim, arctan’(1) = 1. Assim arctan(1.2) =
tan(1) + 3(1.2 - 1) = % +0.1.

Prob 4.3:(a) Como f/(z) = 3ax? + 2bx + ¢, os
extremos locais vdo ocorrer (possivelmente) so-
mente nos pontos onde f’(x) = 0. Se a equagdo
possuir duas raizes reais distintas, o sinal de f’
passara de positivo para negativo ou vice-versa
em cada raiz: assim um ponto sera de maximo
e 0 outro de minimo local. Se possuir uma raiz
dupla, como a > 0, f’(z) > 0 para todo = € R.
Assim o ponto onde f’ se anula n3o serd de ma-
ximo nem minimo. Finalmente se f’ ndo possuir
raiz real, como a > 0, f'(x) > 0 para todo z € R.
Assim a funcdo serd sempre crescente, sem extre-
mos locais.

(b) Se f ndo possui extremos locais entdo
f'(x) > 0 para todo z € R. Assim f podera
possuir no maximo 1 raiz. Como é polinémio de
grau impar, pelo TVI (porque?) possui no minimo
uma raiz. Concluimos que f possui exatamente
1 raiz.

(c) Se f possui 2 extremos locais, temos que
verificar se o minimo local & menor que zero ou
ndo e se 0 maximo local é menor que zero ou nio
(faga uma figura). Se ambos forem menor que
zero ou ambos maiores que zero, f admite so-
mente uma raiz real. Se o maximo local é maior
que zero e o minimo local menor que zero, f ad-
mite exatamente 3 raizes reais.

(d) Determine (caso existam) os dois pontos
criticos distintos zg < 1 de f, isto &, pontos tais
que f'(zo) = f'(z1) = 0. Caso ndo existam ou
exista somente um, a fungcdo possui somente uma
raiz real.

Como a > 0 necessariamente xg é maximo
e x1 € minimo (basta olhar sinal de f/, que vem
positivo até z, fica negativa em (zp,x1) e volta
a ser positivo em 1. Se f(zg) > 0 > f(x1)
possui 3 raizes reais, caso contrario somente uma
raiz real.

Prob 4.4:(a) f'(z) = 32% — 62+ 3 = 3(z — 1)?,
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cuja (nica raiz € x = 1. Assim f’(x) > 0 para
todo z € R. Logo esta funcdo é sempre crescente.
Como f”(x) = 62 — 6, ela troca de concavidade
em z = 1. Quando x — o0, f(x) — oo e quando
x — —o0, f(x) = —oo. N3o possui assintota
vertical nem horizontal.

Embora f'(1) = 0, como [ > 0 perto de
x = 1, este ponto n3o é de maximo nem minimo.

)

A

(b) Como ¢'(z) = x(2? — 4), a derivada se
anula em 0, £2. Analisando sinal de ¢’ (quadro de
sinais) concluimos que g decresce até —2, cresce

m (—2,0), decresce em (0,2), e cresce de 2 em
diante. Com isso vemos que os pontos r = £2
sao de minimo local e z = 0 & de maximo lo-
cal. Como ¢”(z) = 322 — 4, a concavidade muda
em j:%ésendo para cima antes de —% e de-

V3
um esboco para grafico (ndo é anico pois pode-se

somar constante a g) é:
)

A

pois de e para baixo em (—%,%) Assim

| |
T

w %
—92 2 2

Y
8

V3

V3

Prob 4.5: 0 esbogo devera ter uma f(z) = 2
para € [0,1] pois f'(z) = 0 neste intervalo.
Ela devera decrescer para x > 1 com concavidade
para baixo pois f” < 0. Entre —2 e 0 ela devera
crescer pois f/ > 0 neste intervalo. No entanto
a concavidade deve ser para cima até —1 e para
baixo depois. Até o —2 ela deve deve decrescer
com concavidade para cima e um minimo local em
x = —2 pois a derivada se anula em —2. Assim
obtemos:

APENDICE A.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

N\

Prob 4.6: (a) Possui duas assintotas horizontais:

y =2ey = —1. Possui assintota vertical em
z = 0. Possui um maximo local em z = —1.
Yy
y=2

(b) Possui duas assintotas horizontais: y = 0
e y = —1. Possui assintota vertical em x = 2.
Possui um maximo local em z = 0.

Prob 4.7: (a) Intersepta os eixos em (0,0) e (1, 0).
Assintotas verticais em z = 2 e x = —1. Assin-
tota horizontal: y = 2. Sinal de f’ é igual ao
sinal de 1 — 2z: a fungdo cresce até z = 1/2 e
decresce depois. Em x = 1/2 a funcdo tem um
maximo local.

O sinal de ¢” é igual ao sinal de (z — 2)(z +
1) (note que 22 — z + 1 > 0 pois as raizes sdo
complexas): concavidade para cima até x = —1
e depois de z = 2. Concavidade para baixo em
(—1,2).
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(b) Intersepta os eixos em (0,1). Assintotas
verticais em x = +1. Assintota horizontal: y =
—1. Sinal de ¢’ é igual ao sinal de x: a funcdo
decresce até x = 0 e cresce depois. Em 2 =0 a
funcdo tem um minimo local.

O sinal de ¢" & igual ao sinal de 1—2%: conca-

vidade para baixo até x = —1 e depois de z = 1.
Concavidade para cima em (—1,1).
Yy
i -

(c) Intersepta os eixos em (0,0). Assintota
vertical em x = 1. Assintota horizontal: y = 0.
Sinal de A/: a funcdo decresce até x = —1, cresce

m (—1,1), decresce depois de z = 1. Em z =
—1 a fungdo tem um minimo local.
O sinal de h” & igual ao sinal de z+2: conca-

vidade para baixo até x = —2, Concavidade para
cima depois.
)
A
P : -
=2 1

Prob 4.8: (a) Ndo intersepta os eixos (nunca vale

zero e ndo esta definida em = = 0). Assintota

vertical em x = 0. Assintota horizontal: y = 0.
Sinal de f’ € igual ao sinal de z — 1 pois e*
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e x2 sdo sempre positivas: a funcdo decresce até

x =1ecresce depoisde z = 1. Emx =1a
funcio tem um minimo local.

O sinal de f” é igual ao sinal de 22 pois o
polinémio z2 — 2z + 2 possui raizes complexas e
como coeficiente de 22 é positivo, 22 —2z+2 > 0
para todo z € R. Assim f” & negativa para x < 0
e positiva para z > 0. Portanto concavidade para
baixo para x < 0, Concavidade para cima para
x> 0.

Y
8

(b) Note que a funcdo esta definida somente
onde 1 — 2% > 0, isto &, para = € (—1,1). Inter-
septa os eixos em (0,1) e quando log(1 — 22) =
—1, isto & quando 1 — 22 = e~!. Portanto
quando 22 =1 —e7 ! isto e, x = +V1—e I ~
+0.79 (pelo software Maxima). Logo intercepta
o eixo x em (£0.79, 0). Assintota vertical em
x = £1 (onde temos log0 = —oc!). Assintota
horizontal ndo existe (funcdo nem esta definida

para x > 1 nem z < —1).

Sinal de f’ é igual a de —2x para x € (—1,1)
pois 2 — 1 < 0 neste intervalo. Assim a funcdo
cresce para x < 0 e decresce para x > 0. Em
z = 0 a funcdo tem um méaximo local.

O sinal de f”. Note que o numerador 222 42
é sempre positivo e como o denominador é igual
a (22 — 1)?, que é sempre positivo, por ter sinal
de menos na frente serd sempre negativa. Assim
f" < 0 e a concavidade & sempre para baixo.



216

’\rx

1—e!

r=1

(c) Intersepta os eixos em (0, 1 +e~2). Ndo
possui Assintota vertical. Assintota horizontal:
y=1.

Sinal de f’ é igual ao sinal de 3 — 2x pois
exponencial de qualquer coisa é sempre positiva.
Portanto a funcdo cresce até x = 3/2 e decresce
depois. Em z = 3/2 a fungdo tem um maximo
local.

O sinal de f” é igual ao sinal de 422 — 122 +
7. As raizes sdo: 3/2 ++/2/2. A concavidade
para baixo em 3/2 — 1/2/2, 3/2 + v/2/2), ou
aproximadamente, em (0.79, 2.20). Concavidade
para cima fora deste intervalo.

r = —

(d) Intersepta os eixos em (0,0). N&o tem
Assintota vertical. Assintota horizontal: y = 0
quando x — —oo0.

Sinal de f’ €& igual ao sinal de = + 3, pois
colocando em evidéncia 22, que é sempre positivo,
obtemos isto. Note que a derivada sera zero em
x = —3eemx = 0. Note que em zero a derivada
ndo troca de sinal, continuando positiva. Assim a
funcdo decresce até x = —3 e cresce depois. Em
x = —3 a funcdo tem um minimo local. O ponto
x = 0 possui derivada zero (& ponto critico) mas
ndo é maximo nem minimo local pois a funcio
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cresce em torno de x = 0 (f'(z) > 0 para z
préximo mas diferente de zero).
O sinal de f” ¢ igual ao sinal de (2% +62+6).
As raizes sdo 0, —3 + /3.
—3—V3~—-47e-3+3~—-1.26.
Fazendo quadro de sinais vamos obter que:
concavidade para baixo até z = —3 — V3 ~
—4.7 e também no intervalo (=3 + /3, 0) =

(—1.26, 0). A Concavidade sera para cima em
(=3 -3, =3+ V3) ~ (—4.7, —1.26) e tam-
bém para = > 0.
Y
A
— i x
~_ 47 -3 —1.26

Z

Prob 4.9:(a) O ponto critico é a solugdo de
sen?(z) = cos®(z), e portanto se tan®(z) = 1, ou
seja, quando tanxz = 1, o que ocorre se x = /4.
Quando z — 0" ou z — /27, f(x) — co. As-
sim o minimo é em x = /4 com f(m/4) = 22
e ndo existe maximo em I. Portanto max fz) =
00, N0 existe Tmax, min f(x) = 2V2, Tenin = T
xel 4

(b) O tnico ponto critico éem z = 2 (f'(2) =
0). Quando z — 0" ou z — oo, f(z) — oc.
Assim em I = (0, co) o minimo é em z = 2 e

o maximo n3o existe. Portanto max f(z) = oo,
zel

ndo existe Tmax, min f(x) = =, Tmin = 2.
xel

51
Em I = (0,3], como 2 € I, o minimo é em
x = 2 e 0 maximo ndo existe pois préximo de 0

f(x) — oo. Portanto max f(x) = oo, ndo existe
TE
. 5
xmax:22§1f<x):: §yiEmm =2.

Em I = [3,4] ndo tem ponto critico. Logo o
maximo e o minimo estdo nos extremos: f(3) =
3+1/3e f(4) =4+ 1/4. Logo o minimo &
em z = 3 e o maximo em = = 4. Portanto
max f(z) = 4+ 1/3, Tmax = 4, min f(z) =
zel zel
34+ 1/3, Tmin = 3.

(c) Note que o termo da derivada 22 — 2 + 2
possui raizes complexas. Como o termo de maior
grau & 22, 2z + 2 > 0 para todo € R. Logo
a (nica raiz € x = 0, com sinal de f’ igual ao
sinal de . Como [ decresce até x = 0 e cresce
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depois, x = 0 é minimo local.
Assim em [—1,1] comparamos f(—1) = 19,
f(1) =11, f(0) = 0. Portanto ma;cf(x) = 19,
e

Tmax = —1, min f(z) =0, Zmin = 0.
zel
Em [1,2], ndo tem ponto critico, basta com-
parar f(2) =64 e f(1) = 11. Logo ma}(f(:r) =
xre
64, Tmax = 2, min f(x) = 11, Tmin = 1.
zel

(d) Note que f’ & sempre positiva. Logo f é
sempre crescente. Note que lim f(z) = o0
r——1"

Em I = (—1,1] temos que lim f(z) =
z——1*t

—00. Assim ndo possui minimo. O maximo sera

1
em z =1 com f(1) = —. Portanto max f(z) =
1 2 zel
—, Tmax = 1, min f(z) = —o0, ndo existe Tmin.
2 zel

Em I = [0,1], como f(0) =0, mgle(ac) =

9 Tmax = 1, glel?f(x) =0, Tmin = 0.

Prob 4.103:;Determine 0 maximo e o minimo de
= ——— em R. Conclua que
f(z) ipgem nclua qu

K e[-1/4, 1/4].

Prob 4.11: Modelagem: Se x,y sdo os nime-
ros, y —x = 100, p = xy minimo. Como y =
x+100, p(x) = (x+100)z. Queremos minimizar
p(z) para z € R.

Resolucdo: Como p(z) — oo quando z —
+00, 0 minimo € no ponto de derivada zero. Como
p'(z) = 22+100, z = —50 é o ponto de derivada
zero, com y = —504100 = 50. Logo os niimeros
sdo 50 e —50.

Prob 4.12: Modelagem: Suponha que a dobra
tenha comprimento x. A calha terda a forma de
um retingulo com lado = e L — 2z (o que sobrou
para base. Como o volume é proporcional a area
deste retdngulo, queremos o maximo de f(z) =
x(L — 2z) para x € [0, L/2].

Resolucdo: Como é equacdo do segundo grau
com concavidade para baixo, 0 maximo & no ponto
de derivada zero. Como f/'(z) = L — 2z — 2z =
L — 4z, z9 = L/4. Assim a calha devera ter
a forma de um retingulo com dimensdes L/4 e
L)2.

Prob 4.13: Modelagem: Seja 7 o raio do cir-
culo e 6 o angulo do setor circular. Queremos
maximizar a area a = 0r2/2. O perimetro deste
setor & 2r mais Or. Assim, 40 = 2r + 6r. Logo,
0 = 40/r — 2. Logo queremos o maximo de
a(r) = 20r — r%. Note que 6 varia entre 0 e
2. Como 40 = 2r + 0r, para 0 = 0, r = 20
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e para 0 = 27, r = 20/(1 + 7). Assim r €
[20/(1 4 ), 20].

Resolucdo: Trata-se de uma equacdo do se-
gundo grau. a/(r) = 20 — 2r. Logo a derivada é
zero em 19 = 10. Como 20/(1 + 7) < 20/4 =

5 < 10 (m > 3), o maximo é em ry = 10.

Prob 4.14: Modelagem: Vamos modelar intro-
duzindo 0 para o 4dnguloe B = K — h para a
diferenca entre a distancia da tela ao ch3o e a al-
tura dos olhos do espectador. Note que se h — 0
ou h — oo o angulo 8 — 0.

Por trigonometria, tany =
_L+B

B
7 tan(6 +

®) . Assim, ¢ = arctan(B/d) e 6 +
¢ = arctan((L + B)/d). Logo, o angulo 6(d) =
arctan((L + B)/d) — arctan(B/d).
Queremos maximizar 6(d) para d € (0, 00).
Resolucdo: Derivando obtemos

L(BL + B? — d?)
(B2 +d?)((L + B)? 4+ d?)’

0'(d) =

Queremos determinar dy tal que 6’(dp) = 0. Como
o denominador é sempre positivo e L > 0, a (nica
raiz da derivada é d tal que BL + B? —d2 =0,
isto é (solucdo positiva) dy = v B? + BL.

Prob 4.15: Modelagem: Sejam x e y as dimen-
sdes do cartaz. Sua drea A = zy. A area im-
pressa serd igual a (z — 2M)(y — 2N). Elimi-
nando y = A/x obtemos que queremos maximi-
zar a area impressa f(z) = (x—2M)(A/z—2N)
com z € [2M, A/(2N)].

Resolucdo: Dica: Resolva o problema com
A =50,M = 2 N = 4. Vou dar a solugio
geral. Como f/(z) = A/z—2N —(x—2M)A/x?,
os zeros da derivada sdo £/ AM/N. Queremos
somente a solu¢do positiva g = /AM/N. Note
que nos extremos a area impressa f & zero. Assim
0 maximo é em xq se nos certificarmos que xg €
[2M, A/(2N)].

Vamos provar que xg € [2M, A/(2N)]. Para
que o problema faca sentido a area A deve ser
maior que a area das margens (2M)(2N) = 4MN.
Assim, 4MN < A. Logo, AM? < AM/N, e
portanto 2M < /AM /N = xy. Por outro lado,
AM/N < A?/(4N?). Logo, \/AM/N = xg <
A/(2N).

Prob 4.16: Modelagem (comum aos dois itens):
Seja h a altura e r o raio das semiesferas. O vo-
lume € V = 4/37r3 +7r2h e a 4rea de superficie
& A = 4mr? + 27rh.
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(a) Modelagem: Se fixarmos a drea em A, ti-
ramos que 7rh = (A — 47r?) /2. Assim, V(r) =
4/37r3 + r(A — 47r?) /2. Queremos maximar
V(r) em [0,/ A/(47)] (chegamos neste valor to-
mando h = 0 na relagdo A = 4772 + 27rh ).

Resolucdo: Vamos calcular o ponto critico.

A — dgr?
Como V'(r) = TM V'(rg) = 0se A =

4mrd. Assim a derivada é zero no extremo do
intervalo rg = y/A/(4m). Note que V(0) =0 e
V'(0) = A/2 > 0. Alem disso V'(z) > 0 para
todo z € [[0,y/A/(4m)]. Logo V cresce neste
intervalo e portanto r = (/A/(4mw) é o ponto

onde V(r) assume o maximo.

(b) Modelagem: O custo de fabricagdo é
proporcional a area de superficie A. Como o vo-
lume V' & fixo, tiramos que mrh = (V —4/3mr3) /r.
Assim,

V + dmr?

A(r) = dmr? 4 2V = 43mr) fr = S LT
oy L3V

Queremos minimizar A(r) para r € (0, 4—)
s

(chegamos neste valor tomando h = 0 na relagdo
V =4/37r3 + 7r2h).
Resolucdo: Note que A(r) — oo quando

r — 0T ou r = oco. Assim o minimo ocorrerd

. 813 — 6V
em um ponto critico. Como A'(r) = WT
r

. . 13V
Assim a derivada se anula somente em rg = { e
T

Pode-se confirmar que o minimo é em r = rq pois
o sinal da derivada é sempre negativa.

Prob 4.17: (a) Modelagem: Queremos minimi-
zar o quadrado da distancia g(z) = (z — 2)? +
(f(x) —2)? = (v — 2)2 + |62 — 22%|. Note que
o dominio de f é onde 62 — 222 > 0, isto é em
[0, 3].

Resolucio: Aplicando a definicdo de médulo
observamos que |6z — 22?| = 62 — 222 se & €
[0,3]. Assim g(z) = —x2 + 2z + 4 se z € [0, 3].
Em [0,3], ¢'(z) = =2z +2 e ¢’(1) = 0. Temos
que comparar g(0) = 4, g(1) =5 e g(3) = 1.
Observamos que o minimo é em z = 3 com
g(3) =1eomaximo éem z =1 com g(1) =5.

(b) Modelagem: A distancia vertical f(z) é
igual a diferenca entre os y's. Assim, queremos o

1
minimo de f(z) = x* + — para z € R.
T

Resolucdo: Note que f(x) — oo para © —
+00. Logo o minimo serd no ponto de derivada

zero. Como f/(z) =22 — —

3, 0s pontos criticos
x
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sdo 1 e —1. Como f(1) = f(—1) =2, o minimo
éemz=1ouzxz=-—1.

Prob 4.18: Modelagem: Sejam x,y os lados do
retdngulo. O perimetro P = 2z 4 2y. Note que
ligando-se o centro do circulo a um vértice do
retdngulo obtemos um tridngulo retdngulo com
lados x/2,y/2, R. Assim, por Pitagoras, x2 +
y?> = 4R?. Llogo, y = V4R? — 22 para = €
[0,2R]. Assim queremos o maximo € minimo de

P(x) =2z + 2V/4R? — 2?2 para x € [0, 2R].

2x
VIR -2
Note que P’(z) = 0 se, e somente se,
2vV4R? — 2?2 = 2x. A raiz positiva serd g =
RV/2. Como 23 +y2 = 4R?, yo = Rv/2. Compa-
rando P(0) = 4R = P(2R) e P(R\2) = R3V/2.
Assim, como 4 < 3+/2, o maior perimetro sera
R3V/2 para o quadrado de lado Rv/2. O menor
sera para o retangulo degenerado de lados 0 e 2R,
com perimetro 4R.

Resolugdo: Como P'(z) =2 —

Prob 4.19: Modelagem: Vamos fixar z como
sendo o ponto do eixo xz que é um dos vérti-
ces do retdngulo. Automaticamente os outros
vértices vao ser (z,y(z)), (—z,y(z)) e (—z,0).
Assim a area A = (22)y(z) = 2(27x — 2?).
Note que como as raizes da parabola sdo +v/27,
x € [—v/27,1/27] e queremos maximizar A(z) =
2(27x — x3).

Resolucdo: Como A'(x) = 2(27 — 322), os
pontos criticos sdo x = +3, que pertencem ao
intervalo. Note que A(£v27) = 0. Assim o
méaximo serda em = = 3 onde A(3) = 108. Note
que y(z) = 18. Assim as dimensGes sdo 2x = 6
por y = 18

Prob 4.20:(a) Modelagem: Seja r o raio e h
a altura do cone inscrito na esfera. O vo{ume

do cone ¢ V = §7r72h. Note que como 37 é

um constante, maximizar a funcio f = r2h é um
problema equivalente. Como é func¢io de duas
variaveis, devemos eliminar uma delas.

Ligando-se o centro da esfera até um dos pon-
tos do circulo da base do cone observamos o tri-
angulo retangulo com hipotenusa R e catetos r e
h— R. Logo, por Pitagoras, (h — R)? +1r2? = R?,
Assim, 72 = 2hR — h?. Logo f(h) = h(2hR —
h?). Note que h € [0, 2R]. Assim queremos o
maximo de f(h) para h € [0, 2R)].

Resolucdo: Note que f(0) = f(2R) = 0.
Como f'(h) = 4hR — 3h®> = h(4R — 3h), os
pontos criticos sdo h = 0 e h = 4R/3. Como o
ponto zero ndo é de maximo, o maximo é quando
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h =4R/3.

(b) Modelagem: Seja r o raio e h a altura
do cilindro inscrito no cone. O volume do cilindro
éV = mr?h. Como é funcdo de duas variaveis,
devemos eliminar uma delas. Note que cortando
o cone temos uma semelhanca de tridngulos: a

altura H do cone esta para R assim como H — h
Assi H H-nh
ssim, — =
R

Logo queremos maximizar V' (h) =

esta para r.
R(H —h)
— g

7h <R(HH_ h)>2.

queremos o0 maximo de V' (h) para h € [0, H].
Resolucdo: Note que V(0) = V(H) = 0.
2(H — H -
Como V'(h) = R 3];)( h)
se equacdo do segundo grau com raizes H e H/3).
Como V(H) = 0, o maximo é para h = H/3 (ndo

. ArHR?
precisa calcular V(H/3) = il

com o Maxima).

Logo, r =

Note que h € [0, H]. Assim

, que obtive

A.4.3 Extras pl124

Ext 4.1:(a) 4. (b) oo (c) 5/4. (d) Note que
{p/:; — ZCl/I — (elog:r:)l/:r — elogm/az_ Quando
x — o0, logx/x — 0. logo o limite é e = 1.
(e) 1/12 (LH mais de uma vez). (f) Note que
(a*) = (loga)a®. Assim o limite é loga — logb.

Ext 4.2: (a) tan(0.05) ~ tan(0)+tan’(0)(0.05—
0) = 0.05. (b) V28 ~ /27 +1/(3V/27%)(28 —
27) =3 +1/(27).

Ext 4.3:(a) Veja na capa do livro (\“/)o ciclo
da derivada do seno. No entanto somente é dife-
rente de zero cos) =1 e —cos0 = —1. Assim,
somente 0s termos com expoente impar sdo nio-
nulos, alternando sinal entre —1 e 1. Portanto,
colocando os fatoriais, a série é:

2 2> 2’

senr ~r — — +

35T

(b) Veja (novamente) na capa do livro (\—/>o
ciclo da derivada do log. Colocando x = a =1
obtemos fatorial com o sinal alternando. Isto vai

cancelar o fatorial do denominador. Portanto, a
série é:
2 3 4
X xT T
log(l+x)~o— —+— — —.
g(l+2) 273 1

e

(c) Veja (novamente) na capa do livro (\—/
ciclo da derivada do sen e cosseno hiperbdlico.

(vai obter-
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Como senh0 = 0 e cosh0 = 1, a série de Taylor
tera apenas os termos impares, sempre com sinal
positivo:

2 2> 2 a2

senh(x )—x+§+—+?+f+

) 1
Jx. Como f'(z) = TR

Fazendo a série de Taylor perto de

(@) + @)= at -

3a?

Ext 4.4:Seja f(x) =
, 1
Ja) = 5

r=a f(a®+b)~

Ext 4.5:(a) ¢'(z) = (z — 3)(x — 2). Assim a
funcdo cresce antes de © = 2, decresce em (2, 3)
e cresce depois de x = 3. Além disso, como
g"(z) = 2z — 5, a concavidade é para baixo até
x = 5/2 e para cima depois.

g9(z)
y
> 5 3 !
2
(b) f'(z) = dz(z — )(z + 1) e f'(z) =

1222 — 4. Note que f(x) > 0 e & zero somente
em x = +1. Pela derivada, a funcio decresce até
x = —1, cresce em (—1,0), decresce em (0,1) e
cresce de 1 em diante. Os pontos z = +1 s3o de
minimo local. O ponto x = 0 é de maximo local.
Quando z =0, y = 1.
Pela f”, a concavidade & para cima até —1/\/3,

para baixo em (—1/+/3,1/+/3) e para cima nova-
mente para z > 1/+/3.

y f(z)

A

-1 L
V3

Sl
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Ext 4.6: Extraimos do grafico informagdo sobre
crescimento e decrescimento. Basta olhar onde
a funcio do grafico é positiva e onde é negativa.
Assim, f(x) decresce ate x = —2, em (0,2) e
depois de © = 4. Ela cresce em (—2,0), (2,4).
Agora se observarmos o grafico podemos ob-
ter a informac3o sobre a derivada da funcdo re-
presentada, isto &, sobre a derivada segunda de
f. Assim, f”(—=1) = f"(1) = f”(3) = 0. Obser-
vando o sinal de f” concluimos que a concavidade
de f(x) é para cima até z = —1, em (1,3). A
concavidade é para baixo em (—1, 1) e depois do

xr = 3.

T T T

-2-1 1

> T

l\D 4
w —
W

Ext 4.7: (a) Ponto de maximo local em z =0 e

minimo local em z = 2.
)

1 2

(b) Assintota horizontal y = —3 e maximo
local em z = 2.

y=-3

Ext 4.8:(a) Assintotas verticaisem x =l e x =
—3, horizontal em y = 1. Intersepta o eixo x
emzx = —1ex = —2. O sinal da derivada ser3
dado pelo polinémio —z? — 10 2 — 13, cujas raizes
sdo: —5 + 2/3, que sdo aproximadamente —8.4
e —1.5.
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o/

(b) Note que as assintotas verticais sdo © = 3
e x = 1. A horizontal é y = 0. O sinal da
derivada & igual ao de 22 — 3: a funcdo decresce
em (—+/3,1/3) e cresce fora. Tem maximo local
em —v/3 e minimo local em /3.

Ignoramos a derivada segunda pois ela vai dar
J(x) =2 3 —9r+12
(3 —-x)(x—1)°
mio do denominador é do terceiro grau, e portanto
ndo sabemos como calcular a raiz (com o Maxima
obtemos que a Gnica raiz real & —32/3 — 31/3)).

Y

Note que o polind-

Ext 4.9:(a) A funcdo cresce para x > 0 e de-
cresce para x < 0 pois o sinal de f’ é deter-
minado por z. A derivada se anula em z = 0,
que é ponto de minimo local. A assintota hori-
zontal &€ y = 1, vertical ndo tem. Intersepta os
eixos somente em (0,0). Concavidade p/ cima
em (—1,1) para baixo fora.
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y=1

T 2213

(b) A funcdo cresce para x > 0 e decresce
para < 0 pois o sinal de f’ é determinado por
x. A derivada se anula em x = 0, que é ponto
de minimo local. A assintota horizontal é y = 1,
vertical x = +2. A concavidade é determinada
pelo sinal de 4 — 22 (pois o numerador é sempre
positivo): concavidade p/ cima em (—2,2) para
baixo fora.

Yy
y=1
N g
r=2 r= -2
1.2

Ext 4.10:(a) Note que a fungdo estad definida

somente para z > 0. Note que lim zlogx =0
z—0t

por L'Hospital. Intersepta os eixos em (0,0) e

(1,0).
N3o possui assintota vertical nem horizontal.

Sinal de f’. Note que logx = —1 quando
x=e 12 0.36. Afuncdo decresce até x = e !,
e cresce depois. a funcdo tem um

minimo local.

Emz =e!

O sinal de f” & sempre positivo para = >
0, o dominio da funcdo. Assim a concavidade é
sempre para cima.
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Y
VA
f(z) =xlogx
(b) Intersepta os eixos em (0,0). N&o tem

Assintota vertical. Assintota horizontal: y = 0.

Sinal de f’ & igual ao sinal de 1 — 222, cujas
raizes sdo :l:l/f ~ £0.707. Assim a funcdo
cresce em (— f \[) (—0.7,0. 7) Ela decresce

fora deste intervalo. Em x = ——= a funcdo tem

\/5

a funcdo tem um

um minimo local e em z =

g

maximo local.

O sinal de f” & igual ao sinal de 2x(222 —3)
Assim a concavidade para cima em (—+/3/2,0)
(—1.22, 0) e para z > /3/2) ~ 1.22, Concaw—
dade para balxo em (0, \/7 ~ (0,1.22) e para

z< —\/3/2~—122.
Yy
— ———
-1/ L
V2/| V2
f(z) = ze' =
(c) Intersepta os eixos em (0,0). Nio tem

Assintota vertical. Assintota horizontal: y = 0.

Sinal de f’ é igual ao sinal de z(z+2). Assim
a funcdo decresce em (—2,0) e cresce fora deste
intervalo. Em x = —2 a func3o tem um maéaximo
local e em £ = 0 tem um minimo local.

O sinal de f” é igual ao sinal de 22 + 4z +
2. Assim a concavidade para baixo em (—2 —
V2, —2++/2) ~ (-3.41, —0.58) Concavidade
para cima fora deste intervalo.
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Ext 4.11:(a) Pontos criticos sdo z = 0, x =
+2. Temos que comparar f(0) = 0 com f(2) =
f(=2) = 16. Além disso, quando x — =00,
flx) = —o0.

Assim, em I = R, ma]é(f(a:) =16, Tmax = 2
S

ou —2, min f(x) = —o0, ndo existe Tmin =.
reR

Em I = [—1, 1], devemos comparar f(—1) =
f(1) =17, f(0) = 0 (anico ponto critico no in-

tervalo. Logo ma;cf(x) =7, Tmax = 1 ou —1,
Te

min f(z) =0, Zmin = 0.
zel

(b) Unico ponto critico & x = 0.
Em I = [1,2], que ndo contém o ponto cri-

Sef® =1
Assim mg;{f(:c) = 1/2, Tmax = 1, min f(z) =

1/5, Toin = 2. e
Em I = [-1,00), como f(z) — 0 quando
x — o0, f(0)=1e f(—1) =1/2, mg;{f(x) =

1, Zmax =0, mi?f(x) = 0, ndo existe Tmin.
S

(c) Note que f/'(z) = —sen(z) cos(cos(x)).
Logo os pontos criticos vdo ser onde senz = 0 ou
onde cos(y) = 0. Assim a derivada sera nula em
x = 0,7 pela equacdo senx = 0. Para a outra,
y=m7/2~ 1.57. Como y = cosz, esta equacdo
é impossivel pois nunca cosz = 1.57 > 1. O
mesmo ocorrera com outros valores.

—_

tico, devemos comparar f(1) =

Assim devemos comparar f(0) = sen 1,
f(r) =sen(—1) = —senl, f(27) =senl.

Assim max f(z) = senl, Zmax = 0,

zel

min f(z) = —senl, Tmin = 7.
zel
Ext 4.12: Modelagem Se o tridngulo equilatero
tem lado x, o retdngulo possuird lados = e y.
Como a quantidade de luz é proporcional a area da
janela, queremos maximizar a area da janela a =
xy + 22V/3/4 (4rea retangulo mais semicirculo).
Esta &€ uma funcio de duas variaveis. Utilizando a
restricio que o perimetro da janela 12 = 3x + 2y,
obtemos que y = 6 — 3/2z. Assim a(z) = x(6 —
3/2x)+2%/3/4. Olhando para o perimetro 12 =
3x + 2y, vemos que 0s casos extremos sdo x = 4
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(y =0) e x =0. Assim queremos o maximo de
a(x) para z € [0,4].

Resolucdo: Como a'(z) =6 — (3 —+/3/2)x,
xo=6/(3—+/3/2) ~2.811 < 4 é o Gnico ponto
critico e pertence a [0, 4]. Nos extremos do inter-
valo, a(0) = a(4) = 0.

Ext 4.13: (a) Modelagem: Considere x e y como
as dimensdes do retdngulo. Entdo queremos ma-
ximizar a area a = xy. Como sdo duas variaveis,
utilizamos a restricio P = 2z + 2y para eliminar
uma delas. Assim y = P/2—x. Logo queremos o
méaximo de a(z) = xP/2 — x2. Note que = pode
ser 0 no minimo, mas como P = 2x+2y e y pode
valer no minimo 0, x pode valer no maximo P/2.
Assim queremos o maximo de a(z) = 2P/2 — z?
para z € [0, P/2].

Resolucdo: Como do/(z) = P/2 — 2z, xy =
P/4 é o anico ponto critico e pertence ao inter-
valo [0, P/2]. Como a(x) é uma parabola com
concavidade para baixo, o maximo é em xg. Neste
caso, como 2xg + 2yp = P, 2yo = P — 2P/4 =
P/2. Assim xy = yo = P/4 e portanto o retan-
gulo & um quadrado.

(b) Modelagem: Considere z e y como as
dimensdes do campo, com y o lado oposto ao
cérrego. Entdo queremos maximizar a area a =
xy. Como sdo duas variaveis, utilizamos a res-
tricio P = 2x + y para eliminar uma delas. As-
simy = P — 2x. Logo queremos o maximo de
a(r) = xP — 222 Note que = pode ser 0 no
minimo, mas como P = 2z +y e y pode valer no
minimo 0, = pode valer no maximo P/2. Assim
queremos o méaximo de a(z) = xP — 2x? para
z €0, P/2].

Resolucdo: Como d/(z) = P—4x, xg = P/4
é o (nico ponto critico e pertence ao intervalo
[0, P/2]. Como a(z) & uma parabola com con-
cavidade para baixo, 0 maximo é em zo = P/4.
Neste caso, como 2x9 +yo = P, yo = P —
2P/4 = P/2 > xy = P/4.

(c) Modelagem: Considere x e y como as
dimens&es do terreno, onde = é da cerca refor-
cada. Entdo queremos maximizar a area a = xy.
Como sdo duas varidveis, utilizamos a restrico
do custo total da cerca 6000 = 3(2x) + 2(2y).
Assim 6000 = 6z + 4y ou 3000 = 3z + 2y. Logo,
y = 1500 — 3/2z. Logo queremos o maximo de
a(z) = x(1500—3/2x). Note que x pode ser 0 no
minimo, mas como 3000 = 3x+2y e y pode valer
no minimo 0, = pode valer no maximo 1000. As-
sim queremos o maximo de a(z) = 1500x—3 /22>
para z € [0,1000].
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Resolucdo: Como a/(z) = 1500 — 3z, 29 =
500 é o Gnico ponto critico e pertence ao intervalo
[0,1000]. Como a(z) é uma parabola com con-
cavidade para baixo, 0 maximo é em xy = 500.
Neste caso, como yo = 1500 — 3/2z¢ = 750.

Ext 4.14: (a) Modelagem: Queremos o maximo
de 22 + 3% mas com z +y = S. Logo queremos
maximizar f(z) = 2% + (S — x)? para z € R.
Resolugdo: Como f/(z) =2z —2(S —x) =
4x — 2S5, o ponto critico é g = S/2. Como a
funcdo decresce antes de xy (f’ < 0) e cresce
depois, este ponto é de minimo local e global (na
verdade f(x) — oo quando x — +o0). Neste
caso yo = S — x9p = S/2 = xy.
(b) Modelagem: Queremos maximo e mi-
nimo de g(z) = z — 22 para = € [0, ).
Resolucdo: Como ¢'(x) = 1—322, os pontos
criticos sdo +1/3/3. Mas somente zg = /3/3 €
[0, 0¢0]. Pelo sinal da derivada, x¢ € maximo local
e positivo. Note que ¢g(0) =0, lim g(z) = —oc.
T—r00
Logo o maximo é em zy € ndo existe minimo.
(c) Modelagem: Queremos o méaximo e o
minimo de x +y com zy = P > 0. Assim quere-

mos 0 minimo de h(z) = x4+ — com x € (0,00).
x

P
Resolugdo: Como h/(x) = 1——5, os pontos
x

criticos sio +v/P. Mas somente VP € (0, 00)
Note que h(x) — oo quando x — 0 ou & — 0.
Assim o minimo é em xg = VP, com Yo = xTo =
V/P e a soma minima igual a 2v/P. O méaximo
nao existe.

Ext 4.15: (a) Modelagem: Seja z o lado do qua-
drado na base e h a altura. Logo V = ha?. A
quantidade de material é proporcional a soma das
4reas dos lados A = 22 + 4zh (caixa aberta).

Vv .
Como hx = —, queremos minimizar A(z) =
x
Vv
2?4+ — para z € (0, 00).
x

Resolugdo: Como A'(z) = 2z — 30 anico
ponto critico € g = ¢/V/2. Note que A(z) —
oo quando z — 0 ou © — co. Assim xp é um
ponto de minimo (pode-se ver também pelo si-
nal da derivada: funcdo decresce até xg e cresce
depois).

(b) Modelagem: Seja z o lado do quadrado
na base e h a altura. Logo V = ha?. A quanti-
dade de material é proporcional a soma das areas
dos lados A = 22 + 4xh (caixa aberta). Como
ha — A — 22

T

, queremos maximizar
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A— 22
V(z) == ) NotequesehzO,x:\/Z.
Assim x € [0,V A].
A— 2
Resolugdo: Como V'(z) = % os pon-

tos criticos sdo © = +4/A/3. Mas o anico no
intervalo [0,+/A] é zg = \/A/3. Como V(0) =
V(VA) =0e V(zg) >0 o0 maximo & em .
(c) Modelagem: Seja x o lado do quadrado
na base e h a altura. Logo V = hz?. O custo

v
é C = 2(z?) + 4zh. Como hx = —, queremos
x
v
minimizar A(x) = 222 + — para z € (0, 00).
x

~ vV .
Resolugdo: Como A'(x) = 4x — —, o Gnico
T

ponto critico € g = /V/4. Note que A(z) —
oo quando z — 0 ou x — oo. Assim g é um
ponto de minimo (pode-se ver também pelo si-
nal da derivada: funcdo decresce até xg e cresce
depois).
Ext 4.16: (a) Modelagem: Como a velocidade é
a mesma, 0 minimizar tempo & 0 mesmo que mi-
nimizar caminho. Suponha que a distancia de @)
até o espelho é a e de P até o espelho é b. Colo-
que a origem no espelho no ponto que é a projecéo
ortogonal de @ no espelho. Introduza x como a
localizacio do ponto O e seja ¢ o ponto que é a
projecido ortogonal de P no espelho. Por Pitago-
ras a distancia total percorrida pelo raio em fun-
¢do de z & d(z) = VaZ+ 22+ \/b+ (c — z)2.
Queremos o minimo com z € R.

Resolucdo: Note que d(z) — oo quando
x — +00. Assim o minimo é no ponto com deri-
vada zero. Como

x C—XT

R Vot (c—x)?

Se d'(xp) = 0 entdo:

d'(z)

ZTo . C— X
Va2t Vbt (c—w0)?

Note que isto implica que sen #; = senf,.. Como
os angulos sdo entre 0 e 7/2, 0; = 0,.

(b) Como a velocidade é a mesma, o minimi-
zar tempo é 0 mesmo que minimizar caminho.
Suponha que a distancia de @) até a interface
entre os meios € a e de P até a interface é b.
Coloque a origem na interface no ponto que é a
projecdo ortogonal de @ na interface. Introduza
2 como a localizacdo do ponto O e seja ¢ o ponto
que é a projecdo ortogonal de P no espelho. Por
Pitagoras calculamos a distancia em cada trecho:
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VaZ+ 122 e /b+ (c—x)2 O tempo serd ob-
tido dividindo distancia pela velocidade. Assim o
tempo total percorrido pelo raio em funcdo de z

_ \/a2+x2+\/b+(c—x)2

ét(x) . Queremos
. () (%1
o minimo com z € R.
Resolucdo: Note que t(x) — oo quando

T — Fo0. Assim o minimo é no ponto com deri-
vada zero. Como

V) = x B c—x
vaval+ 22 v\ /b4 (c—2)2
Se t'(x¢) = 0 entdo:
) . C— X
UQ\/CL2+Z‘(2) Uly/b—F(C—xo)Q'
D sen 0 sen 6
Note que isto implica que 2 — L
V2 U1

Ext 4.17:(a) Sey = t, z = £Vt> + 1. Assim
a distancia ao quadrado d(t) = (t — 2)? + > +
1. Como d'(1) = 0, o ponto mais préximo é
(£v/2,1).

(b) A distancia ao quadrado é d(z) = (z —
4)2 + 28, Como d'(z) = 62° + 22 — 8. Uma
das raizes € © = 1 e a funcdo d’ é crescente (sua
derivada é sempre positiva). Assim é a (nica raiz.
Assim o ponto é (1,1).

(c)Sex =t y = +tV8—4t?, com t €
[~v/2,v/2]. A distancia ao quadrado é d(t) =
(t—1)%2 +8 — 4t Logo d'(t) = —6t — 2. As-
sim d'(—1/3) = 0. Agora temos que comparar
d(—1/3) = 28/3 ~ 9.33 com d(v/2) = (v2 —
1)?2 ~ 017 e d(—v2) = (—V2 — 1)? ~ 5.28.
Logo o ponto mais perto é (1/2,0).

(d) A distancia ao quadrado é d(z) = (z —
2)2+x parax > 0. Assim d'(z) = 22— 3. Assim
d'(3/2). Devemos comparar d(3/2) = 7/4 com
d(0) =4 (d(oc0) = oo, 0 outro extremo do inter-
valo). Assim o ponto mais perto é (3/2,+/3/2).

Ext 4.18: Modelagem: Seja 2z o lado do retan-
gulo no didmetro do semicirculo e y o outro lado.
A area € A = 2zy. Note que ligando-se o centro
do circulo a um vértice do retdngulo obtemos um
triangulo retdngulo com lados x, y, R. Assim, por
Pitagoras, z2 + y?> = R?. Logo, y = VR? — 22
para x € [0, R]. Assim queremos o maximo de
A(z) = 22V R? — 2?2 para z € [0, R].

R? — 222
raiz positiva serd g = E Como 23 +y32 = R?,

V2

Resolugcdo: Como A'(z) = 2 A
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Assim o maximo serd em xg. Logo as dimensdes

sdo 2$0:R\@ey0:—.
V2

Ext 4.19: Modelagem: Sejam h e r os lados
do retdngulo. Quando giramos o retdngulo em
torno do lado de tamanho h obtemos um cilindro
de volume V = 7r2h. Como P = 2h + 2r,
h = P/2—r. Assim queremos maximizar V (r) =
7r?(P/2 —r). Se h = 0,r = P/2. Assim r €
[0, P/2].

Resolucdo: Como V'(r) = 7r(P — 3r), os
pontos criticos sdo 0 e P/3, ambos no intervalo.
Mas V(0) = V(P/2) = 0. Assim g = P/3 éo
ponto de maximo. Entdo hg = P/2 —ry = P/6.

Assim Z—Z = 2.

Ext 4.20: (a) Modelagem: Seja 7 o raio e h a
altura do cilindro inscrito na esfera. O volume do
cilindro € V = 7r2h. Como é funcdo de duas
variaveis, devemos eliminar uma delas.

Yo = xo = Note que A(0) = A(R) = 0.

Ligando-se o centro da esfera até um dos pon-
tos do circulo da base do cilindro observamos o
tridangulo retdngulo com hipotenusa R e catetos
r e h/2. Logo, por Pitagoras, (h/2)? +1r? = R?,
Assim, 2 = R? — h%/4. Logo V(h) = 7(R? —
h%/4)h. Note que h € [0, 2R]. Assim queremos
o maximo de V'(h) para h € [0, 2R)].

Resolucdo: Note que V(0) = V(2R) = 0.
Como V'(h) = m(R? — 3h%/4), o ponto critico
positivo é hg = 2R/\/§ que pertence ao intervalo
(V/3 > 1). Este sera o ponto de maximo pois a
funcdo é positiva em hg.

(b) Modelagem: Seja r o raio e h a altura
do cone inscrito no cone. Olvolume do cone &

V= §7T7“2h. Note que como 37 é um constante,

maximizar a funcdo f = r?h é um problema equi-
valente. Como é funcdo de duas variaveis, deve-
mos eliminar uma delas. Por semelhanca de tri-
T 5= g Logo, h = H(1 — r/R).
Assim queremos maximizar f(h) = r?H(1—r/R)
para r € [0, R].

Resolucdo: Como f'(r) = H/Rr(2R — 3r).
As raizes sdo 0 e 2R /3, ambas no intervalo [0, R].
Mas f(0) = f(R) = 0. Assim o maximo é em
To — 2R/3.

Ext 4.21: Modelagem: Chame de z a distancia
da base da escada até a base da cerca, de y a
distancia da base do prédio até o ponto onde a
escada encosta no prédio e de d o tamanho da

angulos,
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escada. Por Pitagoras (z + L)? + y? = d?. Por
semelhanca de triangulos, H/x = y/(z+L). As-
sim, y = H(z+ L)/x. Utilizando Pitagoras obte-
mos que d?(x) = (z+L)?(1+H?/x?). Queremos
minimizar d?(x) para x € (0,00).

Resolucdo: E facil ver que d?(z) — oo nos
extremos deste intervalo. Assim o minimo € no
ponto onde a derivada se anula. Derivando d?(x)
2(L + z)(x® — LH?)

a3 '
sdo xg = —L (descartada pois esta fora do inter-
valo de minimizagdo) e zp = Vv/LH?. Portanto a
menor distancia é d(V LH?).

obtemos As raizes reais

A.4.4 xProblemas (Taxas Relaciona-

das) pJ127]

Prob 4.1:Seja x a distdncia entre a caixa e o

ponto P. Claro que tanf(t) = x(lt) Derivando
obtemos que
o' x
cos?0 a2

™
Quando z(t) = 1, 0 = 1 Como 2/ = -2 (o
sinal é negativo pois a caixa esta sendo puxada,

diminuindo o valor de z), substituindo na relacdo
/

-2
ima, obt ————— = ——. Logo, 20’ =
acima, obtemos cos2 (7 /4) 1z Logo

2, ou, 0 = 1m/min.

Prob 4.2:Seja z(t) a posi¢do do carro e y(t) a
posicdo do trem com a a origem na intersec3o da
rodovia e os trilhos do trem. Agora por Pitagoras
a distancia d(t) satisfaz d?(t) = x2(t) + y*(t) +
102. Pelos dados, 2(0) = »(0 = 0. Além disso,
2(2) = 2(40) = 80 e y(2) = 2(20) = 40. No
instante t = 2 a dist4ncia entre eles por Pitagoras
& d(2) = 90.

Derivando (e dividindo por 2) obtemos que
dd" = z2' + yy'. No instante t = 2, como d =
90,z = 80,2 = 40,y = 40,3’ = 20, obtemos
que 90d’(2) = 80(40) + 40(20). Logo d'(2) =
400
o5 m/s.

Outra forma (mais complicada) sem utilizar
taxas relacionadas: Colocando a origem na inter-
secdo, na altura do trilho do trem, com o eixo =
na direcdo do movimento do carro e o eixo y na
direcdo do movimento do trem, o carro encontra-
se no instante s em ¢(s) = (40s, 0, 10) e o trem
(o final do dltimo vagdo) em t(s) = (0, 20s, 0).
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A distancia d(s) = /(40s)2 + (20s)2 + 10. As-
sim,
2-40s-404 2 -20s - 20
~ 2/(40s)2 + (20s)2 + 10
400

d'(s)

Calculando obtemos que d'(2) m/s.

Prob 4.3:Seja = a distancia da base da escada
até a parede e y a altura do topo da escada. Por
Pitagoras, 22 +y? = L?. Assim, 2z’ +2yy’ = 0.
Como 2/ =V equando y = H, x =/ L? — H?,
VVIL? — H? + Hy' = 0. Basta resolver para v/,
a velocidade do topo: v = —(VVL? — H?)/H.

Prob 4.4: Por semelhanca de tridngulos, se r é o
raio de d4gua do tanque com h metros de profun-
didade, h(t) = r(t)H/R. Assim o volume v(t) =
7/3r2(t)h(t). Assim v/'(t) = 7/3(2rr'h + r2h)
e h =1"H/R. Assim se v/ =V, h = L entdo
r=LR/Her =hR/H.
V =7/32(LR/H)(WR/H)L+ (LR/H)?*l) =
n(LR/H)?K. Resolvendo para h' obtemos: h’' =
VH?
TR2L?
Prob 4.5:Seja O o ponto no solo verticalmente
abaixo do baldo. Se h(t) é altura do solo, x(t) dis-
tancia de O até o carro, e d(t) a distancia baldo-
carro, por Pitagoras h(t)? + x(t)? = d(t)%. Logo
2hh' + 2xa’ = 2dd'. Apds 4 segundos: h(4) =
484+4-3 =60, (4) =0+ 20 -4 = 80. Por Pi-
tagoras, d(4) = 100. Como h'(4) =3 e 2'(4) =
20. substituindo na equacio (obtida por deriva-
¢do implicita) obtemos: 2(60)(3) + 2(80)(20) =
2(100)d’(4). Logo a variacdo da distancia vale
d'(4) =17,8m/s.
Prob 4.6:Se P = (x9,y0), a equagdo da reta
tangente ¢ que passa em P é y —yg = —2x¢(z —
zo). Como yo = —x2 + 1, a equagdo de t &
y=1—1x2—2z0(x —20). O Ponto Q & a inter-
secdo de t com o eixo x. Basta colocar y =0 na

equacdo da reta t para se obter que a coordenada
2
—x
O Note que M = (x0,0).
Zo

1— a3

x de Q é xp+

Assim, MQ = 5 . Logo
Zo

MQ/(t) — _4$(2)(t)$6(2x;(7(§)12_ x(Q))Q‘Té)(t)

1/4/2, obtemos que MQ'(t) =

. To-

mando zg =
—3cem/min.

Prob 4.7:Seja d a distancia da fonte até a parede
e r o raio da area iluminada. Como o angulo é
de 90°, a o triangulo retdngulo cujos catetos sdo
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r e d é isésceles. Assim r = d. Logo A(t) =
7r(t)? = wd(t)2. Assim, A" = 2ndd'. Logo
A" =27k(—a) = —2kar.

Prob 4.8:Vamos chamar de = o outro lado do

retdngulo. Por semelhanca de triangulos,

10—z i Quando 36, resolvendo a
= —. uan = , I ven

40 60 Y

equacdo obtemos que x = 16. Como,
quando ¢ = 0,5, 2/ = —1/3.

Assim a area do retangulo A(t) = =(t)y(t)
varia em funcdo do tempo por A’ = 2’y + xv/.
Logo no instante ¢t quando ¢’ = 0,5, 2/ = —1/3,
y = 36, = 16, temos que A'(t) = —4dem/s.
Logo a area estd diminuindo neste instante.
Prob 4.9:(a) O volume V(r) = 4/3mr3. Assim
V'(r) = 4nr?. Seja 7(t) o raio do baldo em
funcdo do tempo. Por hipétese r/(t) = —15 para
todo t. Seja f(t) = V(r(t)) a variagdo no volume
em funcdo do tempo. Entdo f/(t) serad a taxa
com o ar estara saindo do baldo. Entdo, f/(t) =
V'(r(t))r'(t) = —15(47wr2(t)). Assim se r(t) =
9, f'(t) = —15(4781) = —48607mm?/s.

(b) Escrevemos o volume do baldo em fun-
¢do do tempo e do raio R(t) (o raio depende do
tempo) por V(t) = 4/37R3(t). Como V'(t) =

/ /

40 60’

4T R2(t)R/(t). Assimpg = V'(tg) = 4nRZR/ (to).

Como A(t) = 4rR%*(t), A'(t) = 8TR(t)R'(t).
Como R/(tg) = po/(4mR3),

A'(to) = 8mRopo/(4m R) = 2po/ Ro.

Prob 4.10:Sejam R(t) o raio da esfera, r(t) o
raio e h(t) a altura do cone inscrito na esfera.
Ligando-se o centro da esfera até um dos pontos
do circulo da base do cone observamos o tridngulo
retdngulo com hipotenusa R e catetos r e h — R.
Logo, por Pitagoras,

(A(t) = R($))* +r(t)* = R(t)*.

Agora sdo dados que R(t) = 1, h(t) = 4/3.
Por esta relagio obtemos que r(t) = 2v/2/3 (ou
r2(t) = 8/9). Derivando e dividindo por 2 obte-
mos que

(h—R)(W — R)+r=RR.

Como ¥ =0,9, ¥ =0,8 R=1, h = 4/3
e r = 24/2/3, resolvendo para r’ obtemos que

=T ourr =

5V2 15 -
O volume do cone & V (t) = gr(t)Qh(t). As-
sim a variacdo do volume do cone V (t) é dado

por

V/(t) = g(%’(t)r(t)h(t) + 2 (L) (t)).
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Substituindo os valores acima (r(t)r/(t) = T
1
r2(t) = 8/9) obtemos que V'(t) = %m3/min

Prob 4.11: A(t) = p%(t)/16, onde A & 4rea e p
perimetro. Logo, A'(t) = p(t)p'(t)/8. Assim, se
A(4) = 100, p(4) = 40. Como p/ = 3, A’ =
40(3)/8 = 15m/s.

Prob 4.12: Seja x(t) a distancia da mulher até o
muro e s(t) o comprimento da sombra no muro.
Considere a reta saindo do refletor, passando pela
cabeca da mulher até encontrar o muro. lgua-

A
lando A—y do intervalo 0 até x e de z até 40
x

obtemos que

1,80—s(t) 3-1,80 1,2
T 40 —x(t) 40 —x(t)

Logo, (1,80 — s(t))(40 — x(t)) = 1,2z(t). Logo
quando z(t) = 20 (meio caminho), s(t) = 3/5.
Derivando obtemos que

(—s')(40 — x) + (1,80 — s)(—2') = 1,242

Substituindo = 20,s = 3/5,2' = —4 (& nega-
tiva pois x diminui quando caminhamos na dire-

¢do do muro) obtemos que s’ = % =0,48m/s.
Prob 4.13: Colocando a origem na casa do pes-
cador e chamando de x a posicdo na margem do
rio, temos que a distancia entre o barco e a casa
éd(x) =vax?2+9. Assim, d' = (z2')/Va2? +9.
Note que no instante em que a distdncia é 5 entre
barco-casa, |z| = 4 (tridngulo retdngulo 3,4,5).
Orientando a posicdo para que fique negativa an-
tes da casa, 2’ =10 e, em (a) z = —4 e em (b)
x = 4. Substituindo obtemos que a velocidade é
8 K'm/h, com sinal negativo em (a) e positivo em
(b).

Prob 4.14:(a) Seja a(r) = 7r? a area do circulo.
Entdo d/(r) = 27r. Assim f(t) = a(r(t)) é a
variacdo da area em funcdo do tempo e f'(t) =
a'(r(t))r'(t) = 2mr(t)r'(t). Logo se r'(t) = k,
1(t) = 2kmr(t).

(b) Seja V(x) = 23 o volume do cubo. Entdo
V'(z) = 322, Assim, f(t) = V(x(t)) é a vari-
acdo do volume em funcdo do tempo e f/(t) =
V'(x(t))x'(t) = 322(t)x'(t). Logo se z'(t) = k,
f'(t) = 3kx?(t) = k/2(62%(t)), onde 622(t) é a
area de superficie.

(c) Aqui V(r) = kr® (k = 4/371). Assim
V'(r) = 3kr?. Assim, f(t) = V(x(t)) é a vari-
acdo do volume em funcio do tempo e f/(t) =
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V'(r(t))r'(t) = 3kr?(t)r'(t). Suponha que
f'(t) = C4mr?(t). Entdo,
Carr?(t) = 3kr?(t)r'(t).
uma constante.

Prob 4.15:Seja B(t) a coordenada y do vértice
B. Pelos dados do problema, B(t) = 1 + 2t.
Precisamos calcular a altura h = BC' do trian-
gulo. Como C esta na parabola, dada coordenada

y, x(y) = y—1. Assim h(t) = z(B(t)) =
V2t. Logo a area a(t) = (1 4 2t)v/2t/2. Assim

2t +1
a'(t) = /2t+ ——. Calculando a’(8) obtemos:
(0 = Va2 ©)
49/8cm?/s.

C4rm

Logo, /() = T

A.4.5 Desafios pl130

Des 4.1: Para todos a resposta é k.
Des 4.2:Calcule a série de Taylor de segunda

Como f/(:U) = m,
4

/ _ " _ 1" _
f'(1) = =2. Como f"(z) = @ —2)p" (1) =
4. Assim, como a série de Taylor de f(z) de
ordem 2 é f(1) + f'(1)h + f"”(1)h/2, obtemos
p(h) = —1-2(h—1)—2(h—1)? = —2h?+2h—1.
Plote com algum software os graficos de f e do
polinémio p.

Des 4.3: (b)

koon kI(=1)F 1 1

[(x) = % <($ — )kt - (x_i_i)kH)'
(c) Use (b) e obtenha: = —3/3+2°/5 —27/7+
2%/9. (d) Como arctan(1) = g substitua z = 1

na série de Taylor.

ordem em =z = 1.

Des 4.5: O quadrado da distancia entre o ponto
(5, £()) & (a.b) € d(s) = (s — 0)* + (f(s) — b)2.
Assim o minimo serd no ponto onde f’(sg) =
0=2(sp—a)+2(f(so) —b)f'(s0), isto & quando
f(s0) —b=—1/f"(s0)(so — a). Como f(s0) &0
coeficiente da reta tangente no ponto (so, f(s0),
—1/f"(s0) é o coeficiente da reta normal neste
ponto. Assim obteremos a identidade f(sp) —
b= —1/f"(s0)(so — a) se, e somente se, (a,b)
pertencer a reta normal neste ponto. Portanto o
ponto mais perto de (a,b) no grafico de f é o
ponto onde a reta normal intercepta (a,b).

Des 4.6: Queremos minimizar a distincia ao qua-
drado: f(x) = (z—0)*+ (y(x) —yo)?. onde y(x)
é definida implicitamente por ax + by(z) + ¢ = 0.
Derivando implicitamente, a + by’ (z) = 0. Como
F(@) = 2(z — 20) + 2(y(x) — yo)y/(x), vamos
obter w € R tal que f’(w) = 0. Resolvendo:
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(w —x0) + (y(w) —yo)y'(w) = 0. Como y' =
—a/be y(x) = —(ax + c)/b, temos que resolver.
(w—1z0)+ (—(az+2)/b—1y0)(—a/b) = 0. Com
o Maxima obtemos que:

_ —abyo + b2z — ac
N b2 + a2

Como (w —z0) + (y(w) —yo)y'(w) = 0, (y(w) —
Yo)y' (w) = —(w —xz9) e y' = —a/b,

(y(w) — yo)*(w — x0)*(a® /).
Logo,
fw) = (w—x0)*(1 + a®/b?).

Agora com o Maxima obtemos que

(azg + byo + ¢)?

flw) = a? + b2

Des 4.7:Soma das areas dos trapézios é (1 +
1/2)/2(x — 1) + (1/x + 1/a)/2(a — z). Note
que esta area é maior que log a. Assim queremos

—1) 22 2_
(“);% —loga. Calcu-

minimizar f(z) =
lando f/(x) = % Logo f'(xg) =0 e

xo > 0 se zg = \/a.

Des 4.8:(a) Modelagem: Seja r o raio e h a
altura do cone inscrito na esfera. Area lateral
do cone € A = 7rl, onde | € o comprimento da
lateral do cone, que por Pitagoras satisfaz [> =
h? 4+ r2. Maximizar A é o mesmo que maximizar
A% = 129212 = n2p2(h2 + r?).

Ligando-se o centro da esfera até um dos pon-
tos do circulo da base do cone observamos o tri-
angulo retdngulo com hipotenusa R e catetos r e
h— R. Logo, por Pitagoras, (h— R)?+1r? = R?,
Assim, 2 = 2hR — h2.

Assim queremos maximizar
A%(h) = n%(2hR — h?)2hR = 272 Rh?(2R — h)
para h € [0, 2R].

Resolucdo: A%(h) vale zero nos extremos do
intervalo. A derivada de A?(z) em relacdo a z
é 2m2Rh(4R — 3h). Assim os pontos criticos
sio h =0e h = 4R/3. Logo o maximo é em
h = 4R/3, o mesmo resultado que obtemos se
maximizarmos o volume ao invés da area.

(b) Modelagem: Seja r o raio e h a altura do
cilindro inscrito no cone. A area do cilindro é A =
47r? 4+ 27rh. Como é funcdo de duas variaveis,
devemos eliminar uma delas. Note que cortando
o cone temos uma semelhanca de tridangulos: a
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altura H do cone esta para R assim como H — h
H H-h

estd para r. Assim, Logo, h =

H(1—r/R). Logo queremos maximizar A(r) =
47r? +27rH(1 —r/R) para 7 € [0, R).

Resolucdo: Note que A(0) = 0eque A(R) =

47 R? & candidato a maximo. Como A'(r) =
2n/R(HR —r(2H —4R)), o Gnico ponto critico
i HR
T oH IR

Agora pode-se provar que rg € [0, R] se, e
somente se, H > 4R. Neste caso o0 maximo sera

TH?R

2H — 4R
xima, ndo precisa calcular).

Por outro lado, se H < 4R entdo ro ¢ [0, R]
e 0 maximo serd em r = R, com 4&rea igual a
A(R) = AnR%.
Des 4.9: Modelagem: Suponha que o raio do
circulo é 1. Colocando a origem no centro do cir-
culo queremos partir de § = 0 chegar em 0 = 7.
Devemos nadar em linha reta de § = 0 até ¢ e de-
pois correr na beira do lago até # = 7. O percurso
nadando possui comprimento igual a distancia en-
tre (cos0,sen0) = (1,0) e (cos,sen ). Assim
distancia de nado ao quadrado: (cos¢ — 1)2
(sen ¢)2. A distancia correndo é o arco de circulo
de angulo m — ¢. Colocando como velocidade 1
e 2 para nadar e correr respectivamente, o tempo

em rg e A(rg) = (calculei com Ma-

t(p) = /(cosp — 1)2 + (sen)? + (7 — ¢)/2.
Note que ¢ € [0, 7].
Resolucdo: t/(z) = _\/m—zsen(ﬂf)_

2\/27QCOS($)
Assim queremos determinar zq tal que

V2 —2coszg = 2senxg. Assim, zg = 0 ou
xo = 2m/3. Comparando t(0) = 7/2 ~ 1.57,

t(r) = 2 e t(2m/3) = 7/6 + /3 ~ 2.25. Assim
o melhor é correr diretamente para o outro lado
do lago e levar tempo £(0).

Des 4.10: Queremos que o circulo (z — a)? +
(y(z) — b)? = r2 oscule a curva. Derivando im-
plicitamente obtemos que (x —a)+ (y—b)y’ =0
el+ (y—0b)y"+ (y)? = 0. Para que o circulo
oscule, quando = = ¢: y = g,y = n1,y" = 2.
Temos que determinar a, b, r tais que:

(c—a)*+ (no —b)* =
(¢—a)+ (no —b)m =0,
1+ (10 = b)nz + (m)? = 0.
Resolvendo, obtemos 7 (se quiser a e b também).
Veja [Ha, p.299] e [Co, p.333 e p.283].

Des 4.11: E facil provar que g(z) — oo quando
x — too. Como g(x) > 0, o problema tem
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minimo global. Pela linearidade entre um ponto
e outro, o minimo serd em um dos pontos. Se n
é impar, o minimo ocorrerad no ponto do meio, se
n for par a funcio serd constante entre os dois
pontos do meio.

Des 4.13:2A derivada serd a soma de termos do
—1/x

tipo —5—, com k£ € N. Por LH cada um dos
ok

termos tem limite igual a zero.
Des 4.13: Seguindo a dica, teremos que provar

1
que 1 < 5 + —— para todo z > 0. Segue

determinando minimo do lado direito (que é 1).

Des 4.14: Uma solucdo é parametrizar a circun-
feréncia por x = cos(at), y = sen(at) de modo
que a velocidade seja de 0,1. O médulo da velo-
cidade & \/(2')? + (v')? = |a|. Assim tome a =
—0,1 para que h = y (pois quando ¢ aumenta h
esta diminuindo). Assim y' = acos(atp). Como
sen(atg) = 4, cos(aty) = —3 (Pitdgoras). Assim
W = (=0,1) -3 =0,3m/s.

A.5
A.5.1 Exer. de Fixacdo pli60|

Fix 5.1:(a) Falso. A fungdo pode ser positiva
num intervalo e negativo em outro de modo que

Integral

2
as areas se cancelam. Exemplo / senxdr =0
0

mas sen(x) n3o é zero para todo z.

(b) Verdadeiro, pelo Lema[5.3|da p[135] (mo-
notonicidade da integral).

(c) Falso. Podemos mudar a integral num ng-
mero finito que o valor da integral serd mantido.

Fix 5.2: (a) Pela Definicdo [5.2]da p[134]

/ e —/ fa)do = —

(b) Utilizando a linearidade, 5+2(—3) =
6=—1.
(c) Pela Definicdo [5.2) da pl134] a integral é

0 (mesmos limites de integragdo).

(d) Pelo Lema [5.3|da p[135} item (c),

/_21():/_01()4-/02()
Assim,
[ff@»dx:ﬂ/if@”dx‘:/if@de:

=5—-7=-2

5—
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(e) Note que g(t) é constante na integral em
ds. Assim,

0 0
/ F(8)g(t) ds = g(t) / £(s)ds = g(t)T.
-1 ~1

Assim,

/_21 </_01 f(s)g(t) ds) dt = /_21 (g(t)7) dt

— (—3)7 = —21.

(f) Mudar a funcdo em um dnico ponto ndo
2

altera o valor da integral. Assim / h(z) dx =

/if(af) dx = 5. B

Fix 5.3:(a) F'(0) =0, F(1) =
gulo), F(2) = F(1)+1 = 3,
1/2 =5/2.

(b) F' vai crescer onde f é positiva, pois a
area vai aumentar. Assim, I cresce em (0,2) e
depois de z = 5 e decresce em (2,5).

(c) Maximo local em x = 2 pois estava cres-
cendo e passa a decrescer e minimo local em
x = 5 pois estava decrescendo e passa a cres-
cer.

2 (area do retan-
F33) = F(2) —

Fix 5.4: O aluno X aplicou de forma incorreta o
TFC pois o integrando ndo é continuo em [—2, 2]
(a funcdo ndo esta definida em x = 0). O aluno Y
estd quase correto. Como a funcdo n3o esta defi-
nida trata-se de uma integral imprépria, que deve-

0 2
ria ser escrita como soma de integrais: / +/ .
-2 Jo

Ambas divergem para oc.
2

Fix 5.5:(a) h(2) :/ (...)=0.
2

Lo (5
(b) Pelo TFC, A/(z) = 6

sinal de 1’ é igual ao sinal de 5—x. Logo h/(z) >
0 (e h cresce) se x < 5 e h decresce para x > 5.

(c) somente em = = 5 a derivada é zero.
Como h' é positiva antes e negativa depois, x = 5
& maximo local.

Fix 5.6: Pelo Corolario 6.5 da p[136]

Assim o

1
/ B(s)ds = g(1) — g(~1) =

-1
=(Ke+B—-C)—(Ke'-B-C)=
= K(e—e™ 1)+ 2B.
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Fix 5.7:(a) a primitiva & 2%/2 — 23 + 5z. O
resultado & 9/2.

(b) No intervalo [0,1], y*> — 1 & negativo.
Assim, |y? — 1] = 1 — 4% Logo, a primitiva é
y —y3/3. O resultado é 2/3.

(c) Note que a integral € em ¢t. Logo, x &
constante nesta integral. Assim,

/(3x+et — Txsent)dt = 3zt + e' + Tz cost.

Fix 5.8: Todos integraram corretamente. Primi-
tivas podem diferir por uma constante. Note que:

—cos?z sen?r — 1 sen?z
= = + C,
2 2 2

cos 2x cos? x — sen?x
4 4
sen‘x

1 — 2sen?x
— = C.
4 2 +

2

Fix 5.9: s s
(a) / e ¥ ds= lim f(s)ds.
—00 k——o0 k

2 dx ) k dx
b) ———— = lim —_
o log(b—x2) k-2 Jo log(b—2?)
> d Fod
© [ = [
0 1 =+ y k—o0 0 1 + y
2 2
dx dx
d — =i —_
( )/1 210 1 k—1>1{1+/k 2101
Fix 5.10:(a) Tome = = t/c. Logo dx = dt/c.
Logo, dt = cdx. Assim, quando t = ac, z =a e
quando t = be, x = b.
(b) Tome u = x — ¢. Logo du = dx. Assim,
quando z = a+c¢, u = a e quando z = b+ ¢,
u = b.

Fix 5.11:(a) Tome v = K — 3z. Entdo du =
—3dx. Assim devemosintegrar/{‘/ﬂ(—du/S) =

—4/15u”/*. Logo a integral &€ —4/15(K —3xz)3/4.
(b) Tome u = 2. Entdo du = 32%dz. Assim

devemos integrar [ cosudu = senu = sen(z?).
(c) Tome u = logt. Entdo du = dt/t. Assim
devemos integrar /quu =u’/3 =1log®t/3.

(d) Tome u = 3—2x2. Entdo, du = —4x dz.
Assim devemos integrar

3/2 _ 9,2)3/2
[ vy = - = B2
6 6
(e) Tome u = cos . Entdo, du = —senf db.

Assim devemos integrar

/_% — —2y/u = —2Vcos 0.
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(f) Tome v = 5senx. Entdo, du = 5 cosx dx. (b) Tome u = —z/4. Assim du = —dx/4.
Assim devemos integrar Logo,

el edsenz
/eu (du/5) = 5= . /e“(—4) du = —4et = —4e™2/4,

Substituindo os limites de integracdo:

Fix 5.12: (a) Tome u = logx e dv = z. Assim,
du = dx/z e v=1?/2. Logo,

oo
) ) / e /M dy = —4e*$/4|ﬁ_fg3 =
z°logx z° dx log 3
zlogxdx = - ——.

T 1 4
2 2 x _ 4(T _ 6—00/4) =—.
2 V3 V3
Esta Gltima integral fica /2da: = —. Logo, cos(20)
obtemos que (c) A primitiva é — . Logo,
2 2
z”logr = T cos(2m)  cos(m/2) 1
zlogxdx = - —. 20) df = — = —_.
/ 5 1 /7r/4 sen(20) 5 + 5 5
(b) (Veja integral de arcsen no Exemplo 1
da p{148)). Tomando u = arctanz e dv = 1-dx, (d) A primitiva é 5.2 Logo a integral vale
d S
du = leev:x.Logo, 1 1
e+ lim ——+_-=0+;=1
" s—oo 28 2 2 2
/arctan:pdx = rarctanz / 5 dx
e +1
Agora vamos resolver a integral tomando z =
2?4+ 1, dz = 2z dz. Logo, A.5.2 Problemas pli62
2 :
/ T dr = dz _ log 2 _ log(z~ + 1)' Prob 5.1: Primeiro esboce o grafico:
22 + 1 2z 2 2 y
Juntando tudo obtemos, 4 1
log(z? + 1
/arctanx dr = rarctanx — %.
Fix 5.13:Na integracdo por partes sem limites 1L
de integracdo estamos dizendo que a primitiva \
de 1/ & uma constante (1) mais a primitiva de LN Ly
1/z. Se colocarmos limites de integragdo (expe- 12 3 4 5
rimente!) vamos obter que o termo 1 vai virar 0. -1 o——=o

Agora calcule as integrais determinando as

Fix 5.14:(a) Tome u = 3 —2z. Assim du = 41055 com sinal.

—2dz. Logo, (a) Area do triangulo igual a 4 menos a area
du uP do quadradoigual a 1. Logo a integral é4—1 = 3.
/(3 —2z)t dx = /u4(—2) =10 (b) Area do retangulo (com sinal negativo):
—2.
(3 —2x)° A L )
= = (c) Area do trapézio igual a 3 menos a area
10 do retdngulo igual a 2 mais area do tridngulo igual
Substituindo os limites de integracio: a 1/2. Logo a integral € 3 —2+1/2 =3/2.
2 (3 — 22)° 2 Prob 5.2:(a) Basta aplicar a (monotonicidade
_ 4. _\0 =4 | b
/1 (3 —22)"dx 10 1 da integral) do Lema e observar que / Mdx =
o (3-2(2)° (3-2(1))> 1 1 1 b ¢
- 0 10 1010 5 M| d=Mb-a)

a
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(b) Novamente, note que
sen(qualquer coisa) > —1. Como log é cres-
cente, seu menor valor em [e,5e] € loge = 1.
Assim a funcdo é limitada inferiormente por m =
—4. De forma analoga ao item (a), limitamos a
integral por baixo por m(6e —e) = 5em = —20e.

Prob 5.3: Pelo Teorema da p[135] (TFC),
2

, x
Fiz) = 2 +1

pelo numerador pois o denominador é sempre po-
sitivo.

(a) F écrescenteemz >1lex < —1; F é
decrescente em (—1, 1).

(6) F/(r) = oy

(x2 4+ 1)
dade é para cima em z > 0 e para baixo em
z <0.

(c) A derivada é zero em +1. Mas o minimo
local é em 2 = 1 pois a concavidade do grafica
é para cima neste ponto. O méaximo local é em
x = —1 onde a concavidade é para baixo.

Prob 5.4:Pelo Teorema da p[135] (TFC) e
pela regra da cade2ia,
J () = 2230 cos(x ! )

+ sen(z? — )
y'(y/m) = /7 + 1. Assim a equacdo da reta
tangente é y — log(2) = (v/7 + 1)(z — /7) ou
y =z +log(2) — 7.

Prob 5.5:(a) Defina

Y k
/ e’ dt e G(k) = / cos(1 4 s%) ds.
1 4

Agora pelo TFC, H'(y) = ¢¥’ e G/(k) = cos(1 +
k?%). Assim, como f(y) = G(H(y)), pela regra da
cadeia, f'(y) = G'(H(y))H'(y). Logo, /(1) =
G'(H(1))H'(1). Como H(1) =0, f'(1) = cos(1)e.

(b) Defina J(z) = /:

. O sinal de F’ sera determinado

Assim a concavi-

+ cos(2?). Logo,

H(y)

log(t® 4+ 1) dt. As-

5 y
sim, g(y):/ J(z) dz —/5 J(x)dx. Logo,

y
pelo TFC, ¢'(y) = —J(y) = —/ log(t3 +1) dt.
8
Assim, ¢'(8) = 0.
P
Prob 5.6:(a) A primitiva é 1 . Logo a inte-

NP

gral vale . Para que o limite

1

+ lim
—1 N—o00
seja finito (na realidade serd zero) o expoente de
1 — p deve ser negativo. Assim, 1 —p < 0, o que

implica que 1 < p. Assim a integral sera finita se

p > 1 e valerd
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(b) Novamente a primitiva é . Logo a
: ki=p .
integral vale +lim . Para que o limite
— k=01l —0p

seja finito (na realidade serd zero) o expoente de
1 — p deve ser positivo. Assim, 1 —p > 0, o que
implica que p < 1. Assim a integral sera finita se

0<p<1evalera

L—=p
Prob 5.7:(a) Substitua v = V/k.
R: 2sen(VE) + C.
(b) Substitua u =1 — 322
R: —v1-322+C
(c) Devera ser feita a substituicdo u = 3z +1.
Depois uma integracdo por partes tomando z = x
e dw = sen(u).

sen(3z + 1) — 3z cos(3x + 1)
9

R: +C.
(d) Tomando u = tan x, obtemos [ logu du =
ulogu — u.
R: tanz log(tanz) — tan x
(¢) Substitua u = +/t. Depois obtera uma
integral do tipo [usenudu, que devera ser re-
solvida integrando por partes.
R: 2sen(y/z) — 2y/x cos(v/x) + C.
(f) Veja técnica do Exemplo da p[149
(integrar por partes duas vezes seguidas).
R: 2/5€2% cos(x) +1/5e2%sen(z) + C
(g) Tome u = logz. Logo, du = dz/x.
Como x = e", dx = e" du. Portanto temos que

e"sen(u) du. Veja técnica do Exem-

plo da pJ149| (integrar por partes duas vezes

seguidas).

integrar

.2 (sen (log (z)) — cos (log (z)))

5 +C

(h) Substitua u = 34/s. Depois obtera uma
integral do tipo [ ue" du, que devera ser resolvida
integrando por partes.

R 2(v5—1) e3Vs
' 9
(i) Substitua u = e*. Vai obter /

arctan u.
R: arctan(e®) + C.

+C.

du
1+

u2

2
A
Prob 5.8: (a) Primitiva: —62 . R: /e

(3s+1)e=3¢
5 :

2
1—4e?
R

(b) Primitiva: —

(C) Primitiva: —W R: 1/2
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(d) Primitiva: —2se1/25 —4¢71/25; R: 4.
2(e® + 1)%/2

(e) Primitiva: R: (16—4v/2)/3.
(f) Primitiva: M. R: log(2)/2.
(g) Primitiva: _2(1—!—?3/%‘)3/2. R: % V2.

Prob 5.9:(a) Separe na integral de 0 até 2 de
22(2 — 2) e de 2 até 4 de z%(x — 2). R: 24,
(b) Separe na integral de 1/2 até 1 de —log s
e de 1 até 2 delogs. R: (3log(2) —1)/2.
(c) Note que e¥ —1 > 0 se y > 0. Logo
sl 1>0ses—1>0ecaso contrario serd

e
negativo. Assim calcule —2 até 1 / 1—e*lds,

-2
2
. L L s—1 s—1
cuja primitiva € e~ — s e some com e —
1
1ds, cuja primitiva é s —e*~ ! —s. Ri e +e73.

Prob 5.10: (a) Integrando obtemos que

4 3/2
y(x) = da” 4 6V + C. Como queremos que
y(l) = 10/34+C =0, C = —10/3. Assim,
_ 4?16y 10
(b) Substitua u = 22 + 1. Vamos obter
2+1
y(x) = + C. Como queremos que y(1) =
2 2 z2+1
%+C'262, C = %. Assim, y(x) = € 5 +
¢
5
4374
Prob 5.11: (a) A primitiva é . R: 32/3.

(b) Tome u = logx e faga a substituicdo. A

_R.1/2

primitiva é — 3
2log”x
(c) Tome u = 3 — 2¢” e faca a substitui¢io.
3— 2636. R log?).
2 2

Prob 5.12:(a) Note que trata-se de um limite
do tipo 0 vezes infinito. Assim, escrevendo como
o quociente da integral por e’ podemos aplicar
L'Hospital. Derivando a integral com o TFC ob-
temos que o limite é igual ao limite

A primitiva é —

log(z” + 3)
2zer?

lim

T—00

1 . . . , .
Colocando op &M evidéncia e aplicando L'Hospital
x

mais uma vez vamos obter o limite

. 928
im ———.
z—o0 (79 + 3)2xer”
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Agora como exponencial vai mais rapido para infi-
nito que polinémio (ou aplicando L'Hospital umas
8 vezes mais), concluimos que o limite vale 0.

(b) Derivando os dois lados, utilizando o TFC,
obtemos que e ®f'(z) = 3 ou f'(x) = 3e®. As-
sim, integrando, obtemos que f(z) = 3e* + C.
Como f(0) =1 =3+4+C, C = —2. Logo,
fz) =3e” — 2.

Prob 5.13: Como seno é limitado, a integral vale

>~ 1
menos que
/1 T +1
parax > 1, a mtegral vale menos que

e

A.5.3 Extras pli63

dz. Comoz™+1 > 22+1

dx = 7/4, um valor finito.
x2+1

Ext 5.1: Aplique LH e o TFC para transformar
lim f(x)

T—00
r—mee K
em 1 =

R: O limite é K.

sen(z)

Ext 5.2: Pelo TFC, Si'(z) = . A derivada

é zero em x = km com k € Z* (ggem 0 zero, pois
pelo limite fundamental, Si’(0) = 1). Para saber
se € maximo ou minimo temos que ver o sinal da
derivada antes e depois destes pontos. Para x >
0 vamos ter os maximos locais em =z = 2kw + 7
para kK € N. Para x < 0 vamos ter os maximos
locais em = = 2km para k € N.

Ext 5.3:(a) Pelo TFC, f/(z) =

og(e® +z —
1)e®”. )

1
Logo, /(1) = e. Como f(1) = 0 (pois

(---) =0), a reta tangente é y = e(x — 1).

—

xT

(b) Pelo TFC, h/(z) = P Logo, h/(2) =

22
o2

5 Como h(2) = 7, a reta tangente é y — 7 =
2

e

—(x — 2).

Ext 5.4: Sabemos que a aceleracdo a(t) é igual a
derivada da velocidade v(t) que é igual a derivada
da posicdo z(t). Assim, v' = a, ' = v. Como
V' (t) = a(t) = Aw? cos(wt),

/ a(t)dt = / Aw? cos(wt) dt =

= Awsen(wt) + C.

v(t) =

Como v(0) =0 = Awsen(w0) + C =C, C =0.
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Como 2/(t) = v(t),

z(t) =

/v(t) dt = /Aw sen(wt) dt =
= —Acos(wt) + C.

Como z(0) = —Acos(w0) +C =0=—-A+C.
Assim, C' = A. Logo, z(t) = —Acos(wt) + A.
y
Ext 5.5:(a) Seja h(y) = / se;(t) dt.
0
que f(s) = h(s?) — h(s) (porque?). Pelo TFC,

W(y) = SGZS”

J'(s) = 281! (%)~ ' (s)

Note

Assim, pela regra da cadeia.

_ 2ssen(s?)  sen(s?)
= — — :

L5 st
(b) Definindo h(x) = / sen(t?) dt, quere-

0
mos determinar a derivada de g(z) = h(e?®).

Pelo Teorema da p[138} #/(z) = sen(z?).

Utilizando a regra da cadeia, a derivada de g(z) =

h(e*®) & ¢g'(x) = h'(**)(e2*) = sen( (621)2)262”0.

Logo, ¢'(x) = sen(e**)2e%*.
Ext 5.6: Tome u = 2x + 1. Entdo du = 2dz.
Logo quandoz =0, u = 1; quandoz = —1, u =

0 1
—1. Logo, /_1 fQRx+1)dx = /_1 f(u) du/2.

Agora, pelas propriedades da integral,
1 3 3
I
1
Assim / fu)du/2 = (1/2)(7T—-3)=4/2=2.
-1

Ext 5.7: (a) Integrando obtemos que

5
y(0) = 5202 304 ¢ Como y(r) = 157 +
C = 5w, C = —107. Logo, y(0) = sené&c)
3xr — 10m.

(b) Integrando obtemos que
y(x) = w%—C. Como y(0) =0+4+C =

log(2 1
3, C = —3. Logo, y(z) = 0g(:25+) - 3.

Ext 5.8: Temos que /() = vV + 1 eque y(0) =
1. Integrando obtemos que

) 1 3/2
y@ozzcrt;)+<1 Como y(0) = 2/3 +
3/2
C=1,C=1/3. Logo, y(x) = 2(:1:—;1)
1/3.

Ext 5.9:(a) Como 22 -3z +2 = (z—1)(z —2),
1
separe em trés integrais: / (22 — 3z + 2)dx =
0
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2 4
5/6, | (—x*+3z—2)dxr=1/6e [ (2*—3z+

1 2
2)dx = 14/3. R: 5/6 +1/6 + 14/3 = 17/3.
0
(b) Separe na integral de / V1—zdr =
-3

3
14/3e‘/1\/1+—xdx::14/3.R:14ﬁ3+14/3::
0

28/3.

(c) Como 22 — 2x = x(x — 2), separe na
0

integral de / z(z® — 2z)dr = —28/3 mais
-2
2
L/ﬁa(2x——x2)::4/3dx R: —28/3+4/3 = —8.
0

Ext 5.10: (a) 1/3 23 log(x) — 1/923 + C.

3 3
r2logxr 2x2
b)2 [ ——— — C.
() 22 (2(log x)24_ 2logz +1) ‘e

d) Faca a substituicdo u = cosz + senw,
du = (—senz + cosx) dz.
R: —log(senz + cosz)

(e) e +C.
e3sen(z)+4
(f) —5 +C.
(g) sen(e + 3) + C.
(h) Como a* = exp(xloga), por substitui-
cido a® dz = 2
loga
Ext 5.11:(a) Primitiva —e/*. R: ¢? —¢.
(2= 1)
(b) Primitiva —— . R:log(2) — 1.
(c) Primitiva 2\/z(log x—2). R: 8 log(2) —4.
9 3/2
(d) Primitiva 2577 g o3,
5 3
(e) Primitiva — 2092 L 2020?97y
R: 16/15.
(f) Primitiva —2 cos(y/x). R: —4.
(g) Primitiva log(e® +4). R: log(7/6).

(h) Primitiva v2 + 1. R: v/2 — 1.

1+1
Ext 5.12:(a) A primitiva é _1t ez (integra-
cdo por partes). R: 1.
—1+1
(b) A primitiva é p(l_;;;;g_;lm (integragdo

por partes). R: 1/(p —1)2.

4 _ m. . 5.
(d) Por substituicdo u = V1 —e™%, du =
e Tdx. A primitiva & 21 —e™ %, R: 2.

(c) A primitiva é
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A.5.4
tituicdo Trigonométrica) p{165)
Prob 5.1:(a) Pela técnica,

coszcosx = 1/2(cos2x + 1).

Assim,

C083

=1/2cosx + 1/4(cos 3z + cosz) =
=3/4cosx + 1/4 cos 3z.

x=1/2cosx + 1/2coszcos2x =

R: 3/4senz +1/12sen3z + C.
(b) Pela técnica, cos?3z = 1/2(cos6x + 1)
e cos?3z cos 5r = 1/2 cos 6z cos 5 +1/2 cos 5.
Agora, cos 6x cos bx = 1/2(cos 11z+cos z). Logo,
cos?3x cos 5z = 1/4(cos 11a+cos x)+1/2 cos 5.
R:1/44sen1lz+1/4senz+1/10senbz+C
(c) Pela técnica do texto,
cosxsenx = 1/2(sen 2z + sen0) = 1/2sen 2x.

Cos 2x
R: — + C.
Outra solucdo: Tomeu = senx, du = cosx dx.
2
) ) U
Assim a integral se transforma em /udu =5

2

sen~xr

R: +C.

Deixo o leitor verificar que as primitivas di-
ferem por uma constante. Ainda outra resposta

2
possivel é: e + C.

(d) Como sen’z = 1/2(1 — cos 2z), sen‘z =
1/4(1 — 2 cos 2z + cos? 2x). Também temos que
cos?2x = 1/2(cosdx + 1). Assim, sen*z
—1/2cos2z + 1/8 cosdx + 3/8.

R: —1/4sen2x+1/32sendx+3/8z+C

(e) Pela técnica,
cos(4x)sen(3z) = 1/2(sen 7z — senx)

R: —1/14cos Tz +1/2cosx + C.
Prob 5.2:(a) Fazendo substituicdo x
dx = costdt obtemos

/ 1

cos?t

Como x = sent, tant = z/v1 — z2.
z

Ri —+C.
\/7

sent,

dt = /sec2tdt = tant.

1—22
(b) Fazendo substituicdo = = sent,

dx = costdt:
/sen2t dt =

sentcost

. . . t
(integral trigonométrica) 5 5

sen?t cost dt B

cost

*Problemas (Integracio e Subs-
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Como cost =1 — 22 et = arcsen z:
arcsenr V1 — 2
R: — + C.

(c) Completando o quadrado obtemos que
22 +2x+2=(z+1)2+1. Fazendo u =z + 1,

du
du = dzx Obtemos /W

tant, du = sec? t dt. Assim, (uQJrl)S/2 = sec® t.
Substituindo na integral obtemos

/ /cos dt = sent.

Como u = tant, sent = u/vu?+ 1. Passando
r+1

Va2 +2x+2

(d) Tome = = sect. Entdo dxr = sect tantdt
e Va2 —1 = tant. Assim ficamos com

/tantht = /(sec2t —1)dt = tant — t (deri-

vada de tangente é secante ao quadrado). Rees-
crevendo em x:

R: V2?2 — 1—arctan(vz2 — 1)+C. Ou-
tras respostas: vx? — 1 — acos(1/x) ou
Va2 —1 — asec(x).

(e) Tome 2 = sect. Entdo dx = sect tantdt
. dt
evz? —1 =tant. Assim ficamos com =

Fazendo u =

2
sec“t 1
—dt =
sect

sec3 t

para x a resposta é

sect

/costdt = sent. Como cost = 1/x, sent =
Va2 —1/x.
R: +C.

x

(f) Fazendo = = 5tant, dx = 5sec? tdt. As-
sim, Va2 + 25 = 5sect. Substituindo na integral
obtemos:

2 —1

/ 5sec? t dt _/ sect dt _/ costdt
25tant (5sect) J 25tan?t ) 25sen2t’
Fazendo © = sent, du = costdt obtemos
/costdt _/ du __i__ 1
25sen2t | 25u2  25u 25sent’

Como tant = x/5, sent = x/vx% + 25 e por-

tanto:
V2 + 25
i + C
25z

Prob 5.3:(a) Fazendo substituicdo x = 2sent,
2 tdt
dr = 2costdt: /COS /dt =t =

2cost
arcsen(z/2) + C.
/ der
V4 — x?

/ Tomando y = /2 e sabendo

R: —

Poderia ser feita diretamente:

dzx

2/1— (2/2)2
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que a derivada de arcseny é obtemos

_
V1—y2
dy
———— = arcseny = arcsen(x/2) + C.
V1 =2
(b) Neste caso o mais facil é fazer a substi-
tuicdo u = 1 —22 e du = —2z dx, transformando

1 d
em—2/u —V1—-224C.
u

1/2
Por substituicdo trigonométrica, fazendo subs-
tituicdo x = sent, dx = costdt:

/ dt = /sentdt =

—/1-2z2+C.

Colocando os limites de integracdo obtemos
R: 1.
(c) Tome 2 = sect. Entdo dx = sect tantdt

e Va2 —1 =tant. Obtemos [ sectdt =

sent cost
cost

—cost =

= log | sec t+tant| (problema Extra[5.14|da p[164)).

Trocando z por t:
R: log|z + Va2 — 1.

(d) Fazendo substituicio x = sent, dr =

costdt:
fesiseta |

sen’t cost sen’t

dt =

cos3 t cos?t

1 —cos®t)sent
_ [uzedn,
cos“t
Agora tome u = cost, du = —sentdt e obte-
2
-1 1 :
nha /u du = u+ —. Logo a integral vale
u?

1
cost + p—t Como cost = \/1 — 22 obtemos:
coS

Ri vVl —224+ ——+C.
\/7
(e) Tomando x = 4senwu, V16 — 22 =

dx = 4cosudu. Assim, ap6s substituicio obte-

mos a integral 16 [ cos® udu Por integral trigo-

nométrica, sua primitiva é 4 sen(2u) + 8u. Como
x = 4senu, os limites de integracdo sdo u = /4
(r = 4sen(r/4) = 2V2) até u = 7/2 (z =
4sen(m/2) = 4). Calculando

w/2
16/ cos? udu = 4sen(2u) + 8u\7r/2 = 2r—4.

/4

R: 2m — 4.
Prob 5.4:(a) Substituindo, separando um sen:
/ (1 — 122t (—du) = —u®/9 + 207 /T — uP J5.
R: —cos?z/9 + 2cos’x/7 — cos®x/5 + C. (c)

4 cosu,
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sen®z /3 —sen’x /54 C e sen®z/5 — 2senz /3 +
senz + C. (e) senx/4 — sen®z/6 + C ou
—cos*z /4 + cosbx /6 + C.

Prob 5.5: (a) sec®z/3 —2sec’z/5+sec’x/T+C.
(b) Podemos reescrever a integral:

/(tanQ)ksec"_lx secxtanx dxr =

/(8602 — Dksec™ o secx tan z dx

Agora faca a mudanca de varidveis u = secx e
(u? — D)*u" e du = P(u) para al-
gum polindbmio P. Assim, retomando a variavel

x obtemos a resposta. (c) tan®z/9+2tan"x/7+
tan®z/5 + C. (e) De fato

obtenha

/(tanQ)ksec”x dx = /(sec2 — 1)fsecz, dz =

/ P(sec ) dz.

Mais explicitamente, Q(y) = (y? — 1)*y"

A.5.5 xProblemas (Integracio de Fun-
cdes Racionais) p.166|
Prob 5.1:(a) Fatorando denominador: 22 — 1 =

(z+1)(x—

1). Calculando coeficientes:

. . 2?2 —1
o Y Primitiva: —1/(z+1)4+1/(z—1).
O resultado: log(5/3). R: log(5/3).

(b) Completando o quadrado e colocando em
evidéncia constantes, vai aparecer uma integral

do tipo 1 +yy2 = arctany. Colocando os li-

mites (arctan(£oo) = +7/2) obtemos resposta
™

Ve — b2

Prob 5.2: (a) Fatorando denominador: z2 —8x+

7 = (x — 1)(x — 7). Calculando coeficientes:
235—3 C1/6 1176
—8r+7 -1 -7
R 1/6log|z — 1| + 11/610g|x -7+ C.
(b) Fatorando denominador:

23 — 22 = 2?(x — 1). Calculando coeficientes:

2z -3 1 3 -1

-2
R: —log |z — 1] +log|:c| —3/z+C.
(c) Fatorando denominador:
23 + 4z = x(z? + 4). Calculando coeficientes:
r+4 1-z 1
w3 +d4r 22 +4 '
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R: 1/2arctan(x/2) + log|z| — 1/2log |2? +
4]+ C.

(d) Fatorando denominador: 22 + 8z + 7 =
(x4 1)(x + 7). Calculando coeficientes:

6 1 —1
r2+8x+7 _i'v+1 T er7
x4+

R: log’x_i_?‘ +C.

(e) Fatorando denominador: x*—42? = 2%(z—
2)(z + 2). Calculando coeficientes:

?+4z-2 -1 1/2 3/8 5/8
zt—422 22 x—2 x+2
R: —log |x|—1/(2x)+5/8log |x—2|+3/8 log |x+

2|+ C.
(f) Calculando coeficientes:
20 +24+2  z+2 1
(x—1)(22+4) x2—|—4+m—1'

R: 1/2log |z +4|+arctan(z/2)+log |z —1]|+C.

1 x—b
Prob 5.3:(a) — log <:n — a>'
log(z — a) — log(x) n 1

(b) a? ax’
Prob 5.4:Defina D = aB — bA e X = ax? +
2bxr + c.
D ar +b— VA

(a)élo | X |+ 0
28 2avA Claz + b+ VA

OFs
(c) - a(ax +b)

Prob 5.5:Para detalhes ver [Co, p.228].
dy

we i - [ Gy
Prob 5.6: Ver [Co] para (a)-(c).

(d) Aplicando (c) obtemos que
2

/(1+t2)(1+(1—t2)/(1+t2)) dt = /dt =
t = tan(z/2).

VY Voh )

+ — log |ax + b|.
a

log | X| +

Note

= arctany.

dx

1+cosx

dx
Aplicand bt — =
(e) Aplicando (¢) o emosque/l_i_senx
2 2 2
[aimptt=—i—-
(t+1)2 t+1 tan(xz/2) + 1
d
(f) Aplicando (c) obtemos que o=
senx
/(it = log(tan(x/2)).
2
Note que secztan’z = T Apli-
& cos? x
cando (c) obtemos que
2
sec x tan’z dx = 8 dt
(1 —1¢2)3

APENDICE A. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

(veja no Maxima a resposta: sdo muitos termos!).
(h) Note que sec2z tan 3z = ﬂ.

cos(2x) cos(3x)
Agora podemos expandir os termos usando as fér-
mulas do seno/cosseno da soma. Por exemplo:
sen(3x) = 3cos?z senx — sen®z. De forma ana-
loga (obtive no Maxima com

trigexpand(cos(2*x)*cos(3*x)):

cos(2z) cos(3z) =

= 3cosxsen’r — 4cos® xsen’x + cos® z.
3c?s — §3

Definindo Q(c,s) = Sest — 482 1 o te-

mos que

/SGC 2x tan 3x dx = /Q(cos x,senz)dr =

ol

2dt
142

1—¢2 2t
142 1+¢2

A.5.6 Desafios pli66]

Des 5.1:(a) (i) ¢ < a para todo a € A (c é uma
cota inferior de A); (ii) Se h é cota inferior de A,
h < ¢ (c éa maior cota inferior). (b) 1e0; (c) /7
e —V/7. (d) 3e2. (e) 1e—1 (mas é bem dificil
provar, basicamente sen(z) = sen(z mod 27) e
x mod 27 serd denso em [0, 27]. Veja em livro
de analise real ([NC] por exemplo).

Des 5.2: Pelas propriedades da integral, F'(z +
z+h
h) — F(z) / f(s)ds. Como f & conti-

nua, possui maximo e minimo (TVE) num inter-
valo fechado contendo x, digamos M e m com
M > m > 0 pois f & estritamente positiva. As-
sim, |[F(x+h)— F(z)| < M|h|. Quando h — 0
obtemos que F(x + h) — F(x). Logo F & con-
tinua em . Do mesmo modo, para h > 0,
F(z+h)— F(z) > mh > 0. Assim F(x +h) >
Des 5.3:(a) Basta comparar areas (veja no gra-
fico de y = f(x) a integral da inversa.

(b) Tomando f(x) = arcsenz, g(y) = seny,

arcsen s ds = x arcsen x+cos(arcsen x)+af(a).

Como cos(arcsen z) V1— 22, a primitiva é
xarcsenx + V1 — 224 C.

Tomando f(x) =logx, g(y) = €Y, /logsds =

zlogx — €% + C =zlogx —x + C.
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Des 5.4: (a) Derivando, z3e® = (p/(x)+p(z))e®
Cancelando €% (que é # 0): 23 = p/(x) + p(x).
Dai deduzimos que p(x) tem grau 3. Vemos que
p(z) = 2%+ az? + bx + c. Agora p/(z) + p(z) =
234+ (3+a)z%+(2a+b)r+b+c = 23+0224+-02+0.
Assim 34+a = 2a+b =b+c = 0. Assim,
a=-3b=26c= —6. R: p(z) = 23 —
322462 — 6. (b) Basta aplicar o TFC. Veja item
(a) para o caso n = 3. (c) Vamos fazer explici-
tamente para n = 2. Derivando (TFC) obtemos
(logz)? = q(logz) + ¢’(log z). Para ter a igual-
dade q(y) = y? +by+c, y?> = y? + by +c+(2y+
b)=y*+ (b+2)y+b+c. Assim, b= —2,c=2

eq(y) = y? — 2y + 2, e portanto /(loggc)2 dr =

zq(logz) = x((logz)? — 2logz + 2). (d) Pelo
TFC deveriamos ter ¢ = (p/(z) 4 2zp(z))e”
Assim 1 = p/(x)+2zp(x). Termine supondo grau
de p igual a 3, 4, etc.
Des 5.5: Pelo TFC, €% senbx = e (Asenbr —
Bbsenbx + B cosbx + Absenbx). lgualando os
coeficientes que multiplicam e senbx de cada
lado e que multiplicam €®* cos bx obtemos o sis-
tema (com incégnitas A, B):

—b

1 Al J1

b 1 B| |0
Como seu determinante é 1 + b% > 0, a solucdo
existe e é (nica.

Des 5.6:Veja na Internet artigo da Wikipedia:
“Sophomore’s dream”.

Des 5.7: Dividimos em 2 integrais. A parte facil
é:
1 2
/ e ¥ dy < (1—0)e ¥ =1. Agora para outra
0

parte, se y > 1 entdo eV < ye*yQ. Como

. .. 2 .
podemos integrar explicitamente ye ¥ em 1 até
00, a integral converge.

Des 5.8:(b) Como sen(z)/x é uma fun¢do con-
tinua perto de zero se for redefinida em zero,
sen(z)/x & integravel em [0, 1]. Para outra parte,
note que | cos(x)/x?| < 1/x? e esta funcdo & in-
tegravel em [1, oco].

Des 5.9:Pelo TFC, f/(x) = f(x). Pela proprie-
dade de f, f(0) = 0. Assim a solucdo é f(x) =0
para todo x € R.

Des 5.10: Use I'Hospital para determinar
T, f(y) = In(b) ~ In(a) ([AP] p.309).

Des 5.12: Por contradicdo, se f ndo é nula, sera
diferente de zero em algum ponto ¢ € [a, b]. Sem
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perda de generalidade, suponha f(c) > 0. Por
continuidade f > 0 em algum intervalo [z, y] con-
y

f(s)ds > 0. Contradicio!

T

tendo ¢. Logo

Des 5.15: Pense em representacdo polar (coorde-
nadas 7 e 0) do nimero (a,b) € R2.

1 0
R: = log . =+va? + b2
r

x
tan

A.6 Aplicacoes da Integral
A.6.1 Exer. de Fixac3o plisg|

Fix 6.1: (a) Uma funcdo é a translagdo da outro
por 2 unidades. Assim a area é igual a

5 5
/(ex—i—Q—ex)dx:/ 2dr=2-5=10.
0 0
w/2
cos(z) dx = 2.
—7/2

Fix 6.2: a)/(() f(x))dx.

(
® [ o 11 s | *(9(e)— F(a))

F|x63(a)/ (@) da.

/127r d:v—/lzw[f(:v)]de.
© [ = ol ) dy - a- [ rlf () dy.

Fix 6.4: / (alo)— ) d.
Fix 6.5: Pelo Teorema [6.2 da pJ175| o volume de
4

Qe /_2 A(s) ds.

Fix 6.6: Pela definicio de média,

(b) Esta area é igual

1 b
K=—

e g(x)dz.

Pela monotonicidade da integral (Lema da

p{L35), como g(z) < 5,

/abg(x)dx < /ab5dx:5(b—a).

1
Assim, K < b75(b —a) = 5.
—a
analoga, pela monotonicidade da integral, como
g9(x) = —4,

/abg(:v)dzv > /ab—4d:v: _4(b—a).

De forma
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1

—a

Assim, K > 5 (—4)(b —a) = —4.

A.6.2 Problemas plis9

Prob 6.1:(a) A intersecdo ocorre quando y =
22 = x — 22, ou seja, quando 22? — x = (22 —

1) = 0. Assim a intersecio éemz =0ex = 1/2.

1/2
Logo a area é igual a / (z —2? — 2%)dx =
0

2 223 1/2 1
2 3|, 24

(b) A intersecdo ocorre é quando cosx =
senx, que ocorrerd dentro de um ciclo do seno

([0,27]) em 7w/4 e m + w/4 = 5m/4. Assim a
/

5m/4

area é igual a / (senx — cosx) dz = V8.
w/4

Prob 6.2:(a) A intersecio de y = 2% = 2 + 6

éemx =2ey=2_8. Aintersecio de 2y =z e

y=x+6¢éem (—4,2). Assim o esboco é:

y\ y—m3:O
y—x =206
8A,
2«
i i - X
—4 2
~N2y+x=0

Assim a area é:

0 2
/ ((x+6)—(—x/2))dx+/ (z+6)—(°)) dx.
0

—4

0 2
Como/ ((x+6)—(—x/2))dx:12e/0 ((x+

—4

6) — (2%)) dx = 10, a area & 22.

(b) Para facilitar, o primeiro passo é trocar
x com y e resolver o problema: Calcule a regido
delimitada por por 22 =2y +4 e por x =y — 2.

2

. x .

Assim, y = Tl 2 ey = x+ 2. A intersecdo
22

ocorrera quando y = 5~ 2 =ux+2, isto & se
x = —2ousex = 4. Assim a area € igual a

/4 (z+2) — (z%/2 — 2))dz = 18.
-2

APENDICE A.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

2
x
=——-2
Y=
Yy
\ y=x+2

WV

—2 4

Resolvendo o problema original (y? = 2x + 4
e y = x — 2) e integrando em x teriamos que
escrever como soma de duas integrais (verifique):

0 6
/ 2\/2x+4dx+/ (V2z+4—(x—2))dex =
2 0
1638 _
=3 5 =
(c) Fazendo o esboco observamos que a in-
tersecdo ocorrera em z =0 eem x = 1. Assim a

1
1
area € igual a / (1—+z)dx = 3 Outra possi-
0

bilidade & integrar em y. Como y = \/z, = = y°.

18.

1
: 1
Assm,aéreaé/ yidy = =.
0 3
Yy
y=vr
y=1
-
1
=0

Prob 6.3: Sua area serd determinada por

/44<4+m_4> da:—/ﬁ

(6—x%—4) da.
-2

A primeira integral é igual a metade da area do

V2

circulo de raio 4; 81. R; 87 — 8?.

Prob 6.4: Note que a regido é limitada superior-
mente por y = x + 1. Assim, rodando no eixo x
1

7 :
o volume sera m(z +1)%de = % O sélido

0
obtido sera um tronco de cone.

Girando em torno do eixo y vamos obter um
cilindro de 1 e altura 2 menos o sélido obtido
girandoz =y —1(jdquey=x+ 1) paray €
[1,2]. O cilindro possui volume 27 (wr2h, com

2
r = 1e h = 2). Devemos subtrair / m(y —
1
T 5T

1)2dy = g Assim o volume é 27 — 33
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Prob 6.5: (a) Primeiro o esboco.
Y

A

y=2

Sua éarea € igual a

/08<2_%>dx=4.

O volume sera calculado como a diferenca entre
dois volumes:

8 8
4
7T/ 22 dx—w/ (Vx)? do = 3277—7r% = 6—7T
0 0 ) 5
(b) Primeiro o esboco.
Yy
-
Sua area € igual a
o 1
/ e Fdxr = —.
1 e
O volume é igual a
W/Oo(e_x)Q dxm /00(6_2””) doe = .
1 1 262
Prob 6.6: Primeiro o esboco:
Yy
r=y
= 12
L y
T

239

(a) Note que y = \/z. Como a rotacdo é em
torno de y = —1, o raio maior é 14/ e o menor
é 1+ x, ao invés de \/z e x se fosse rotacdo em
torno de y = 0 (eixo x). O volume sera dado pela
diferenca de volumes:

1 1
7r/ (\/§+1)2dx—7r/ (x+1)%dx =
0 0
177 77r_7r

5 3%
(b) De forma anéaloga, o raio maioré y+1eo
menor 2+ 1. O volume sera dado pela diferenca

de volumes:

1 1
7r/(y+1)2dy—7r/(y2+1)2dy—

0 0
Tn_2r _Tn

3 15 15

Prob 6.7: Note que A = (1, e) pois esta na curva
y = e®, eportanto, y = !’ = el = e. Poroutro
lado B esta parabola. Comoy =0, x = 2. Assim
B = (2,0). Assim a equacdo da reta L (que passa
em Ae B )ey——6x+26 ouzx=2-—yle. A
funcdo y = e intersepta o eixo y em y = 1.

O volume sera igual ao volume do tronco de
cone obtido ao girar a reta L para y € [0, ¢] menos
o volume ao girar y = ¢*” para y € [1, ] € menos
o volume ao girar a parabola para y € [0 1].

Invertendo as funcdes, como y = e, logy =
z2, x = y/logy. Assim o integrando sera z?
logy. Como 4y = (z — 2)?, e na regido (veja
figura) 2,/y =2 -2 <0, \/(z —2)* = —(z —

2) =2 —x Assim, 2,/y =2 — . Logo xr =
2-2./7.

Assim o volume & igual a

w [ - yjerdy-
0
1 e
—7T/ (2—2\/§)2dy—7r/ log y dy.
0 1

Prob 6.8: A primeira coisa a ser observada é que
a resposta ndo é o volume da esfera menos o
volume do cilindro de raio a. Isto porque o final do
“cilindro” retirado pelo furo é arredondado (esta
na superficie da esfera).

A esfera é o sélido de revolucdo de y = f(x) =

Vr?2 — 22 em torno do eixo . Como o buraco
tem raio a (veja figura), o valor x = k para que

f(k) =a=/r?— a3 sera k =12 — a2.
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Yy
by =2 — 2
a a
] 7
—k k
Assim o volume sera dado por
ok

k
71/ (V1?2 — 22)*dx = 2knr? —
—k
onde k = V12 — a2.
Prob 6.9: Como y = +v/r2 — 22, o lado do qua-
drado para cada x & 2v/72 — 2. A area de cada
corte A(x) = 4(r? — 22). Assim, o volume é

" 1
/ 4(r? — 2% dx = 367“3.

3 )

Prob 6.10: Faca a figura e observe que a interse-
¢do é em (1,1) e (0,0). O lado do quadrado

para cada x é v — 2. A 4area de cada corte

A(z) = (z — 2%)%. Assim, o volume &
! 1
/ (z — 2 de = —.
0 30
k?
Prob 6.11: (a) 3
2
(b) —.

™

Prob 6.12:(a)/ onrsen(z)dr = 2n°. (b)
0
1
/ 2rx(x — x°) do = 4 /15.
0

A.6.3 Extras plioi

Ext 6.1: (a) Comegamos com o esboco:
Y

A y:a:2
—y=1/x
f - T
1
y=-2
r=-1 T =2
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Assim a area sera:

1 2
2 _ (- x x—(— x =
/ (a2 — (~2))d +/1<1/ (~2))d

-1

14 20
3 +log(2) +2 = 3 + log 2.

(b) Note que as raizes da equacio do segundo
grau sdo 0 e 2m. O esbogo é:
Yy

A

27T\y:cos(:p) -1

y = 61z — 322

Assim a area é
2
/ (6 — 322 — (cos(x) — 1)) dz = 47> + 2.
0

(c) A intersecdo ocorrerd se y = 12 = 8 — 22,
isto &, quando 202 =8, em z = +2.

: 2 o 9 64
Assim a érea é/ (8—2%) —x*)dx = 3
—2

Y y = 2
x
y=1-— 22

Ext 6.2: (a) Comegamos pelo esbogo.
Y
1 Yy = -z

y = sen(mz)
/7 U/'m

Assim a area sera, por simetria, o dobro da
area para x € [0, 1], ou seja,

T+ 8 B 1 n 4

or 2 T

1
— (2% —x))dz =
2 /0 (sen(rz) — (#° — 7)) d
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(b) Comecamos pelo esboco.
Y y=a3—32%+ 2z

A

f x

?”5\

y=3x—22—-2

Assim calculamos a area somando duas inte-
grais:

1
/ (2% — 322 + 22 — (32 — 2® — 2)) do+
-1

2
/(3:6—362—2—(363—3962—1—21'))0{33:
1

8 5 _ 37
3 12 12
! T
Ext 6.3: Note que W), = 71/0 (gc”)2 dr = |
© 1
Vn - 71'/U (1 - (yl/n)Q) dx = m LOgO,
2(2 1
n—oo W, n—oco N+ 2
Ext 6.4:

ab a ab
m@:/ m:/wm+/ dr.
1 X 1 x a X

Tome u = z/a. Assim, du = dx/a. Mudando
b

variavel vamos obter / du/u = f(b).
1

Ext 6.5: (a) duas parabolas, uma com concavi-
dade para baixo, outra para cima. Ambas se in-
tersectam, e possuem como raizes :l:\ﬁ.

Ve
(b)/ (c—a? =222 +2¢) da = 4¢3/ = 2°.

Logo, c = 4.
Ext 6.6: (a) O volume sera dado por

w/mlOg(x)_ldm: logz OO: T
e

2
T T |, e
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(b) O volume sera dado por:
2

e
/ log? z dz =
1

2
= as(log2:z:—210g:1:—i—2)‘61z = 2¢? — 2

Ext 6.7:(a) Quando z = 1, y = 1/9. Note
que x = y/1/y — 5 na regido. Assim, o volume

rodando em x serd dado por

7T/? dx
0 (.%'2 + 5)2

O volume rodando em y &

1/9 1/5
7r/ (2)2dy+7r/ (1/y —5)dy.
0 1/9
(b) A intersecdo é em (0,0) e (4,2). Ambos
volumes serdo determinados subtraindo volumes.
O volume rodando em x serd dado por

4 4.2
71/ .Z'dl'—ﬂ'/ x—dw.
0 o 4

Invertendo as relacdes obtemos z = % e x = 2.
O volume rodando em y serd dado por

2 2
7r/ 4y2dy—7r/ y* dy.
0 0

(c) Note que embora as raizes de (6—2)? =
sejam z = 4 e x = 9, a 0nica intersecdo (solucdes
de 6 —x = /x) éem z = 4, y = 2 (porque
descartei = 97). A reta y = 6 — x intersepta o
eixoxremz =06

O volume rodando em x sera dado por

4 6
7T/ :Edac—|—7r/ (6 — z)%dz.
0 4

Invertendo as relacdes obtemos que xt =6 —y e
x = y2. O volume rodando em y sera dado por

2 2
7r/ (6 —y)%dy — ’7T/ yrdy.
0 0

Ext 6.8: Note que y(z) = +2\/z. Logo, para
cada x, o lado do quadrado é 4/z. A &rea de
cada corte A(x) = 16z. Assim, o volume é

9
/ 162 dx = 648.
0
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Ext 6.9: Veja artigo Cavalieri’s_principle na
Wikipedia.

Ext 6.10: De forma analoga a um exercicio ante-
rior onde determinamos o volume de uma esfera
com um furo. Por Pitagoras, 72 = a® + (r — h)2.

Rodando a figura em 90 graus, pensando na
esfera como o sélido de revolucio de y = f(z) =
Vr?2 — 22 em torno do eixo z e definindo k =
r — h, o volume da calota sera

77/( r2—x2)2dw:g(2r3—3k7’2+k3).
k

Substituindo k = r — h, obtemos que o volume é
n(h?r — h3/3). Com mais alguma manipulagio

h
também obtemos que o volume é %(3@2 + h?).

Outra solucdo é utilizando somente o princi-
pio de Cavalieri e a ralacio entre volume de cone,
cilindro e esfera. E solucdo elementar, que pode
ser feita no Ensino médio.

Ext 6.11: O volume total é

2
7r/ (x 4+ 1)dx = 4m.
0

O volume até z =a é

a 2 2
77/(1:+1)dac:7ra e
0 2

2
2 1
Igualando a4 —; ¢ _ 54, obtemos que a = /5 —

1 (a solugdo no intervalo [0, 1], pois a outra,
—v/5 — 1 esta fora.

Ext 6.12: Observe que y(z) = +by/1 — (x/a)?

com z € [—a,a]. Assim o volume é

7r/a V(1 — (x/a)?) dx = 47T§b2.

—a

d 1
Ext 6.13: Por fracdes parciais, e
z(z?2+1) =
x Assi / dx
—_—. im [ ——— =
2 +1 x(z2+1)
log(:v2 +1)

=logz 5 . Colocando limites de in-

tegracdo obtemos resposta.
R: mlog(2)/2.

APENDICE A. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

A.6.4 +Problemas (Comprimento de
Curvas no Plano) p[192]
2
Prob 6.1:(a) Calculando 1+ [f'(z)]? = :sz_ T

A integral que determina o comprimento possui
primitiva v/x2 — 1.
R: V3. r
!

(b) Calculando, 1 + [f/(x)]? = 622 A
integral que determina o comprimente possui pri-
mitiva 4 arcsen(x/4).

R: 2.
VitTa

(c) Vamos ter que calcular /d:n.
x

Fazendo substituicdo hiperbdlica, obtemos a pri-
mitiva v'1 + 22 — arcsenh(1/x).
R: v/5 — /2 + arcsenh(1) — arcsenh(1/2).
(d) Como ¢'(x) = tanz, calculamos

/\/1+tan2xda?:/sec dr =

log(sec z + tan ).

Substituindo os limites de integracdo obtemos:

R: log <§+£>

Prob 6.2: Prove que se f(z) = ax + b para z €
[C, D] (f & uma poligonal neste trecho) entdo o
comprimento do grafico neste intervalo é igual a
V(D —C)2 + (aD — aC)? (comprimento dado
por Pitagoras).

A.6.5 «Problemas (Area de Superfi-

cie de Sélido de Revolugdo) pJ192
Prob 6.1: (a) %(103/2 —1).

(b) %(18f—log(2+\/5)).
(c) m(v/2 +log(1 + v2)).

A.6.6 Desafios pli93

Des 6.1: Suponha que os cilindros possuem como
eixo0s 0s eixos x e y. Agora para cada plano z = s,
que é paralelo aos eixos, a intersecdo é um qua-
drado de lado 2L. Por Pitagoras, r2 = L? 4 s2,
ou, L(s) = v/r? — s2. A &rea de cada quadrado
é A(s) = (2L(s))? = 4(r?> — 52). Assim o volume

é
r 1
/ 4(r2 — 52) ds = —367’3.
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Procure na internet Intersection of Two Cylinders. (b) L > yo > 0 (intersecdo entre os centros
dos circulos). Como |yo| = yo e |[yo—L| = L—yo,

Des 6.2: Introduzimos coordenadas e colocamos @ area € igual a:

um circulo na origem e a “lua eclipsada” (em cinza 20

no livro) em (0,L). Queremos a area ocupada mﬁ_/ (yr(z)—(L—y,(z)) dx = xoL+mr’+

pelos pontos (x,%) € R? tais que: —x0
+ (—r? arcsen(z/r) — R? arcsen(zo/R)).
2?4+ y* > R?,
z*+ (y— L)? <r2 (c) yo < 0 (intersecdo abaixo do centro do

circulo de raio R). Como |yo| = —yo e [yo—L| =
Obtemos solu¢do (xo,yo0) do sistema subtraindo 7, _ 40 3 4rea & igual a:

as duas equacdes:

zo
B~ (o — L = 1 =12 ot |ni = [(L = o) = (-yuta)) de] -
—zo
Assim, =xoL + mr? — TR? +
R2 242 + R? arcsen(zo/R) — r? arcsen(zo/1).
yOZT e Ig= RQ—yg.
Pode-se verificar (utilizei Maxima) que: Des 6.3: Isto ocorre pois f($i+1)2_ flai) — f(z)
1 quando Ax; — 0.

x0 [r2 — (R —L)?|][(R+ L)?> —r2].

T 2L
Os dois termos dentro da raiz sdo positivos pois
vai ocorrer uma intersecdo se, e somente se, (faca
uma figura) —- R< L—r<R<L+r.

Vamos calcular a 4rea da linula como a dife-
renca entre duas integrais. Para isto definimos

yr(z) = VR? —2? e y(z) = Vr?—a?

funcdes que delimitam a lanula. Como

T a?
/\/ a? —z?dx = 5 a? — x?+ 5 arcsen(z/a),
substituindo \/R? — 3 por |yo| e \/r% — x5 por
lyo — L| obtemos que:

To
/ yr(x) de = xolyo — L] + r? arcsen(zo /),
o

o
/ yr(z) dr = x0|yo| + R* arcsen(zo/R).

—zo
Agora separamos em trés casos, dependendo
onde ocorreu a intersecdo:
(a) yo > L (intersecdo acima do centro do
circulo de raio r). Como |yo| = yo e |yo — L| =
yo — L, a area é igual a:

| @+ o) — o)) o = aol +

—x0

+ 72 arcsen(zo/r) — R? arcsen(zo/R).
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