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1. Leyes constitutivas

1.1. Ecuaciones constitutivas del problema elastico

Las ecuaciones constitutivas son las ecuaciones que relacionan las tensiones en un cuerpo con
sus deformaciones. La mas sencilla es la ley de Hooke, para un material lineal. En el caso
uniaxial se podia expresar como g = E - €. Mas en general, en caso poliaxial, la ley de Hooke
se expresa como

_ E N vE .
T T aEna-2n

IS
Ity

Esta ecuacién puede escribirse de forma mds reducida como

IS
Il

IIg)

lien

4°

Donde C, es el tensor de rigidez (de cuarto orden). Otra forma de escribir esta expresion seria

3
gjj = Z Z Cijki€ki

3
k=11=1

En tres dimensiones, puesto que cada uno de los indices i, j, k y | puede tener tres
componentes x, ¥ o z, existen 3* = 81 componentes del tensor de rigidez. Sin embargo, de la
simetria de las componentes de tensidn y deformaciéon deben cumplirse las siguientes

relaciones entre componentes:

®  Cijir = Cjjy debido a la simetria del tensor tension.
®  Cijiy = Cijix debido a la simetria del tensor deformacion.

*  C(ijx; = Cyyij debido a que la energia elastica viene dada por una forma cuadrdtica.

Esto deja al tensor de rigidez con 21 componentes independientes. Estas componentes se
pueden calcular como

0 i#j
Cijia = A8 + u( 88y + 61651 6ij = {1 i =§'

Donde Ay u son respectivamente el primer y el segundo coeficiente de Lamé.

La ley de Hooke sélo es vdlida en el tramo de comportamiento lineal de un material. A partir
del limite elastico se producen deformaciones permanentes que no estan gobernadas por esta
ley. Estas serdn objeto de estudio durante este curso, en el que se trabajara principalmente el
caso uniaxial y se harad una pequefia introduccién al poliaxial.

1.2. Modelo reolégico friccional de plasticidad perfecta

Supongase un material para el que una vez superado el limite de fluencia g,, ya no aumenta la
tensién con la deformacién. Este modelo se llama de plasticidad perfecta y su curva o < € es
la representada en la figura 1.1, a la izquierda. A la derecha se representa un posible
mecanismo con esta caracteristica.
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A

Figura 1.1. Modelo de plasticidad perfecta.

El elemento friccional esta fijo hasta que se aplica 0,, y representa la deformacion plastica. Las
hipétesis del modelo son las siguientes:

e La deformacion total se supone como la suma de las deformaciones elasticas y las
plasticas e = €€ + £P. Esto es cierto para pequefias deformaciones elasticas.

e Las tensiones se conocen a partir de las deformaciones elasticas a través de la ley de
Hooke 0 = E€® = E(er — £P).

e El espacio de tensiones admisibles es |g| < ay, es decir, g € [—ay, ay].
1.3. Espacio de tensiones
Se define el espacio de tensiones como un conjunto
IE:={0€]R{|f(0)= Ial—aySO}
Donde f es la superficie de fluencia. El interior de este conjunto se puede definir como
inE := {aE]le(a) = lo| -0, < 0}

Es decir o € (—ay,ay). El interior de E representa la zona elastica de trabajo, donde el
elemento friccional no trabaja. En esta zona se ha definido la tensién como ¢ = E(e; — &P).
Si se deriva respecto al tiempo esta expresion se obtiene ¢ = Eé; (puesto que €P =0, se
trabajara mucho con las derivadas temporales). Por lo que en la zona elastica la velocidad de
las tensiones es proporcional a la de las deformaciones, pero esto no tiene por qué ser asi en la
zona plastica.

La frontera del espacio de tensiones se define como
JE :={a€R|f(a)= |0|—0y=0}

Obsérvese que el caso f(g) > 0 es inadmisibley que [E = inE U dE yinE N JE = @.

1.4. Flujo plastico

Supodngase que se tiene una situacion en que f(o) < 0. Entonces ya se sabe que € = 0. Sin
embargo en otro caso en que f (o) = 0. Entonces se tiene que

P =1 og=0,>0
flo)=0= .
&=-1 o0=-0,<0
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Donde A es una variable irreversible llamada multiplicador plastico. Esta variable se define
para evitar que tras un caso dos cargas consecutivas de igual valor y signo diferente, como el
de la figura 1.2, el material se quede como estaba inicialmente, como si no se hubiese cargado.

o

Figura 1.2

1.5. Regla de flujo
La regla de flujo dice que
éP =sign(0) A= f(6) =0 A>0

Donde la funcién sign (o) es el signo de 0. Esta expresién, recordando que f (o) = |g| — gy,
también puede escribirse como

df (o)
do

P =1

Puesto que la derivada de un valor absoluto es el signo del argumento.

1.6. Carga y descarga. Condiciones de Kuhn — Tucker y de consistencia

Las tres condiciones que se han de cumplir para que se cumpla la regla de flujo son

e 120
e f(0)<O
e A1-f(0)=0

Supdngase una evolucidn reversible (elastica). Entonces
c€EME=f(0)<0=2A=0=£P =0

En una evolucion irreversible (plastica)
P#0=2>1>0=f(0)=0=0€dE

Sin embargo, si se considera que f(g) = 0 el estado de carga corresponde al punto sefialado
en la figura 1.3, y a partir de aqui existen las opciones de descargar (recorrido (1)) o seguir
cargando (recorrido (2)). Para tomar esto en consideracién se utiliza la llamada condicién de

consistencia A - f() = 0.

-10 -
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Si se quiere seguir el recorrido (1) desde ese punto entonces f(g) = 0, y como se quiere
reducir la tensién f < 0. A partir de aqui, de la condicidn de consistencia se obtiene A=0 y de
la regla de flujo finalmente se sabe que la deformacidn pldstica se mantiene (¢P = 0).

Si se quiere seguir el recorrido (2) desde ese punto entonces f (o) = 0, pero en esta ocasion
no se intenta modificar el valor de la tensidn, por lo tanto f = 0. Ahora utilizando la condicion
de consistencia A no gueda determinado. Puede suceder que A=0=26P =0 (que quiere
decir que se ha detenido la carga en ese punto y no se deforma mas el cuerpo, figura 1.4), pero
también puede ser que A>0 y por tanto €P # 0 (es decir, se sigue deformando el cuerpo).

o
]
ANV
(2)
—;._ ..........
A1)
' SERNUVRANNNUNYAN
- £ Figura 1.4. Cuando el bloque alcance
] el suelo la barra dejard de deformarse,
Figura 1.3.

pero seguird cargada con o,,.

1.7. Resumen hasta este punto

En resumen, hasta este punto las leyes constitutivas del modelo de plasticidad perfecta son

1) Descomposicion aditiva e = ¢ + &P
2) Ecuacidn constitutiva 0 = Ec¢ = E(ep + €P)
3) Espacio de tensiones
a) Espacio de tensiones E := {J ER|f(0) =|o|l -0y < 0}
b) Zona eléstica inE := {0 ER|f(o) =l|o|l -0, < 0}
c) Zona plastica 0E := {cr ER|f(o) =|o|l -0y = 0}
4) Regla de flujo
.df
p=j-L
¢ do
5) Kuhn - Tucker
A1>0 fl@) <0 A-f(e)=0
6) Condicidn de consistencia
A-f(@)=0

-11 -
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Las situaciones posibles en las que se encontrard la estructura seran

1) ceinE (f(o)<0) A =0= €P = 0 (carga elastica)
2) o€ dE (f(o) =0)
2.1)f<0:/i=0:>s'p = 0= ¢ = E¢ (descarga)

22)f=0
2.2.1) A>0= 6P £0= 6 = E(é — P) (carga plastica)
2.2.2) 1=0=¢éP =0 =6 = Eé; (carga neutra)

1.8. Calculo del multiplicador plastico

Para determinar A se imponen dos condiciones, puesto que de no cumplirse entonces el

multiplicador ya estara determinado y serd A = 0. Por lo tanto
f(o)=0 fle)=0 = A#0

Considérese entonces f aplicando la regla de la cadena, y recordando el valor de df /do se
obtiene

f(o) =0=>%0’=>signa~d=0
La tension se tomaba como
c=E(c—¢eP)>0=E(¢—¢P)
Entonces
sign - E¢ —sign o - E€P =0

Y la deformacion plastica es

&P = 1=—— = Asigno

do
Sustituyendo y considerando que sign?c = 1
signg-Eé—EA=0=>A=E"'-signog-E-¢

Para poderlo extender a un caso poliaxial donde aparecen tensores de cuarto orden no se

simplifican los mdédulos de Young, aunque para el caso uniaxial 1 = signo - €.

1.9. Ecuacidn constitutiva para el modelo de plasticidad perfecta

Segun si el cuerpo esta plastificando o no, las ecuaciones que determinan la evolucion de la
tensién en el cuerpo son diferentes. Considérese conocida una deformacion total €. Entonces
se puede suponer una tensién de tanteo (tensién trial, del inglés) de valor 67R = E¢. La
tensién de tanteo es la tensidon que tendria el cuerpo si se estuviese deformando de forma
eldstica, incluso mas alld de la superficie de fluencia.

-12 -
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Para calcular ¢ (que es real y por lo tanto o € [E) a partir de la tensidn de tanteo se tendra
6 =Eé —EéP =¢™R — E¢P

Mientras no haya deformacion pldstica entonces efectivamente la tensién de tanteo coincidird
con la tensidn real ¢ = 6TR. En caso contrario se puede calcular la tensién real como

6 =c6"R - Elsigno

Efectivamente, si hay deformacidn plastica la tensién no puede variar, es decir ¢ = 0. Por lo
tanto, de forma general puede escribirse

6 = ¢"™R — Elsigno i={0 & =0
E~lsignoEé éP#0
1.10. Modelo de endurecimiento is6tropo

El modelo de endurecimiento isétropo es un modelo bilineal como el mostrado en la figura 1.5
gue considera otra zona lineal adicional.

k &

€
Figura 1.5. Modelo de plasticidad bilineal. Carga y descarga.

El modelo friccional se define de forma muy similar al anterior, pero ahora el elemento
friccional es de valor variable

0y = 0y0 —q

Donde g es una variable de endurecimiento irreversible. Al deformar el material
plasticamente, éste se endurece. Si después de descargar se volviese a cargar como se indica
en la figura 1.5 a la derecha, el valor de la tension de fluencia oy, se habra visto modificado por

este endurecimiento, modelado mediante esta variable.
Las ecuaciones constitutivas para este modelo son

o=Ee® =E(e—¢€P) q = —K¢
El espacio de estados quedara

E:={0,q € R|f(0,q) = lo| = (oy0 — q) < 0}
inE = {0,q € R | f(0,q) = |o| — (ay0 — q) <0}
OE = {o,q € R| f(0,9) = |o| = (6,0 — q) = 0}

-13 -
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Y a la regla de flujo ahora es

. dof . L Of
ep =1
do

Las condiciones de Kuhn — Tucker son equivalentes, pero ahora f = f (o, q)

A>0 f(lo,q) <0 A-flo,9) =0

1.11. Calculo del multiplicador plastico

Igual que en el caso de plasticidad perfecta, de nuevo se toman las condiciones f(g,q) =0y

f(o,q) = 0 para determinar el multiplicador plastico. Aplicando la regla de la cadena a la
segunda condicion

. 0 0
fo=2o+2L4=0

A partir de las ecuaciones constitutivas y las reglas de flujo

. . Of . L Of
s = (& — £P . a=—K . w39 . _ 39
c6=E(E—-€P) ; ¢ & ; e/laa,f)laq
Se puede desarrollar la expresién anterior
af af af .

O pe Y pp 9 s

aaEs agEs aqu 0

af .o af .0

signaEs'——fE/l—f——fK/l—=0

do 0o 0dq 0q

Y despejando A se obtiene

_ 9 e
A= 5o —aF SoF

Se supone que el denominador serd siempre positivo. Lo contrario seria considerar que se
produce ablandamiento con la deformacion plastica, en lugar de endurecimiento.
Sustituyendo los valores para las derivadas parciales de f (g, q), que son

of of

f(o-lq)zlo-l_(o-y()_q) = %zsigno- ’%zl

Entonces el multiplicador plastico A queda finalmente

. signo-E
- E+K

-14 -
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1.12. Modelo de endurecimiento cinematico

El modelo cinematico trata de tener en cuenta el efecto Bauschinger esquematizado en la
figura 1.6, que reduce el limite elastico a compresion. Esto supone un desplazamiento del
dominio eldstico, mientras que el isétropo suponia un aumento del dominio eldstico.

Se afiade entonces otra ecuacidon constitutiva y en conjunto quedan
oc=Ee®=E(e—¢P) ; q=—-ki ; qg=-HE

Las reglas de flujo quedan

Y el espacio de tensiones serd

E:= {a,q,c‘IE]R{x]Rx]RH(a,q,ci): Ia—cﬂ—(ayo—q)SO}
inE={0,qg e RxRXR|f(0,9,9) = Ia—cﬂ—(ayo—q)<0}
IE:={0,q7 € RXRXR|f(0,9,9) =0 — gl — (040 — q) = 0}

Las condiciones de Kuhn — Tucker son equivalentes, pero ahora f = f(a,q,q)

/120 f(O',q,C_[)SO Af(o-'q'Q):O

Figura 1.6. Modelo de endurecimiento cinemadtico.
Tras deformar pldsticamente se ha reducido la tension de fluencia a compresion.

1.13. Calculo del multiplicador plastico

Se procede igual que en el caso anterior, obteniendo finalmente

0
= 6£E8 . signo - E |
=———¢
afE6f+(')fK(')f+8f af E+K+H

do "~ do  0dq " 0dq aq aq

De nuevo se considera que el denominador es positivo.

-15-



Alejandro Roger Ull Estructuras aeroespaciales

1.14. Modelo poliaxial

El modelo poliaxial es una extension de todo lo anterior. Las ecuaciones son de caracter
similar, pero ahora estan expresadas en forma tensorial. Se expone aqui a modo de resumen,

pero no se desarrollara.

1) Descomposicién aditiva

lien
Il
lien
]
+
lien
<

2) Ecuaciones constitutivas

0=Ci:e°=Ci(e—2") 5 a=—K§; §=—Hf=—HS

3) Espacio de tensiones

E={0,q.€R*XRXR® | f(2,4.7) = 0eq — (030 — q) < 0}
inE := {g,q,ZER?’XRXR?’ |f(g,q,z) =aeq—(ay0—q) <0}
OE = {g,q,zEIR{3 x R x R3 |f(g,q,g) =aeq—(ay0—q) = O}

4) Regla de flujo

5) Kuhn - Tucker

6) Condicidn de consistencia

if(2a.q)=0
7) Multiplicador plastico
d
. G Curee
A= =
of : (C4:ﬂ+gKﬂ+afHaf

IIQ|

-16 -
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2. Plasticidad de vigas

2.1. Plasticidad en barras

El margen de seguridad MS es un indice que indica cdmo estd trabajando la estructura.

P
MS=—% —1
Y- P

Donde P, es la ultima carga admisible, P, es la maxima carga que se espera que se aplique
sobre la estructura, y y es el factor de seguridad. Para que la estructura trabaje
adecuadamente el margen de seguridad deberd ser mayor que 0, pero si es muy grande la
estructura estard sobredimensionada.

En la asignatura “Teoria de estructuras” la carga permisible estaba determinada por el limite
eldstico, y a partir de este punto se consideraba que la estructura fallaba. Sin embargo este es
un criterio muy conservador, pues la estructura habra entrado en plasticidad pero no tiene por
qué romperse. Considerando un modelo de plasticidad perfecta, se puede suponer que la zona
de la estructura que ha entrado en plasticidad no se continuara cargando mas alla de a,,, pero
el resto de componentes que aun no hayan alcanzado este punto si pueden seguir siendo
cargados.

Cada vez que en algun punto se llega a la plasticidad, se reduce el grado de hiperestaticidad
del sistema en uno, de forma que la estructura colapsa en el momento que se convierte en un
mecanismo (grado de hiperestaticidad negativo). De este modo, una mayor parte de la
estructura estard trabajando a la tension limite.

2.2. Ejemplo - Plasticidad en barras

Es posible que el lector recuerde, de “Teoria de estructuras”, la estructura hiperestatica
esquematizada en la figura 2.1 a la izquierda.

l o o l

Figura 2.1. Esquema de la estructura del problema.

Al cargarla con la fuerza P, la estructura se deformard como indica la figura 2.1 a la derecha. La
Unica ecuacion de equilibrio que se puede obtener es

V2
2‘N2‘7+N1=P
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Cabe recordar que una barra biarticulada no puede soportar momentos. Al haber dos
incégnitas harad falta una ecuacién adicional. Esta se obtiene de la compatibilidad de
desplazamientos en la deformada. La figura 2.2 muestra una ampliacion de la deformada. La
hipdtesis de pequenas deformaciones permite suponer que los dangulos son invariables. De
esta figura puede deducirse que

81 == 82‘\/?
\'\. 450 // . . .
S : Para relacionar desplazamientos y fuerzas se utilizan las
1 \\J// ecuaciones constitutivas
| ™ 5 N 5
) i 0, =Ee, > —=E— 0, = Eg, > — = F—%
N 1TERT T TR AT w2
N ol 45" » . . :
ol Y Se tiene entonces un sistema de cuatro ecuaciones con
RSSO incégnitas, N;, N,, 61 y 6. Resolviend bti
| cuatro incégnitas, Ny, N,, §; y 8. Resolviendo se obtiene
< N 2P v P
YT 2442 2T 2442

Figura 2.2. Ampliacion
de la deformada

En “Teoria de estructuras” se calculaba la carga maxima que podrd soportar dada por el limite
elastico 0,, y se producira en la barra (1) (o1 > 03)

24+2
A-o

EL _
Pmax - 2 y

Mientras no se supera esta carga las barras trabajan en la zona elastica. Una vez se alcanza, la
barra (1) comienza a plastificar, y las tensiones en las barras se encuentran en los puntos
indicados en la figura 2.3.

i
€Y
gy - ;
.lll’lf
10
!
.;
f."
¢ - &

Figura 2.3. Estado de carga de las barras.

Al considerar el modelo de plasticidad perfecta, si se aumenta la carga, la barra (1) se seguira
deformando, pero su tensién no seguird aumentando. Las barras (2) aun trabajan en la zona
eldstica. Entonces se aplicara el principio de superposicion que se muestra en la figura 2.4. La
parte izquierda representa el estado de carga hasta la plastificacion de la barra (1), y la
derecha la carga aplicada adicional después de este momento.
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NEE NEE NEE AN, AN,

1P § AP

Figura 2.4. Principio de superposicion.

Las soluciones del primer sistema son las que ya se han calculado

EL _ % EL _ %
Y242 2 T 2442
El segundo sistema tiene como solucién
AN, = AP
)
Sumando ambas soluciones, la carga en las barras sera
2 AP 2
N; = Prgéx Ny =—— Prlr::I&x
2++2 VZ 2442

La carga en la barra (1) no aumentara, pero si lo hara la carga en las barras (2). Cuando estas
dos barras también plastifiquen (o, = gy) se habra llegado a la maxima carga pldstica de la
estructura completa, y sera

2
Phhy =2 Ao, + - PEL, = (1++2)Ao,

+v2

La diferencia en el margen de seguridad serd de un 41%, aunque al estar mas cerca del
colapso posiblemente se deba usar un factor de seguridad mayor. Las tensiones en las barras
se encuentran en los puntos indicados en la figura 2.5.

f - &

Figura 2.5. Estado de carga de las barras.
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Durante la deformacion plastica de la barra (1), la ecuacién de compatibilidad de
deformaciones continda siendo la misma, pero ahora §; ya no es la deformacion elastica

8, =0F+6F # oy
E
Sin embargo si que se cumple que 6, =\/§lay/E. Si una vez se ha llegado a PFPL. se
descargarse la estructura, las barras (2) deberian llegar a la situacidn inicial, pero no pasa asi
con la barra (1), lo que provoca unas tensiones residuales, de compresién en la barra (1) y de
traccion en las barras(2).

Como la estructura era originalmente hiperestdtica con grado de hiperestaticidad 1, al
plastificar la barra (1) se convierte en una estructura isostatica. Cuando plastifican las barras
(2) la estructura ya se convierte en un mecanismo y colapsa.

2.3. Flexion en el campo elastoplastico

El equivalente en flexion de una barra que alcanza la plasticidad es el concepto de rdtula
plastica. Se sigue considerando el modelo de plasticidad perfecta (es decir, se desprecia el
aumento de rigidez de la zona plastica). De forma habitual se despreciaran las tensiones
tangenciales 1. Si se carga gradualmente la viga de la figura 2.6, de seccién rectangular, llega
un momento que se alcanza el limite eldstico en los extremos superior e inferior de la viga. Si
se sigue cargando el sistema entonces algunas fibras empezaran a deformarse pldsticamente, y
la distribucidn de tensiones evolucionara como indica la figura 2.7.

q
EEEEEENE
(m
\\\lh ‘ J [J /"V

Figura 2.6. Esquema de la estructura del problema.

y y y
—O'y T —O'y —O'y
N
—= 0 :"‘ o o
A O'y j O'y o'y

Figura 2.7. De izquierda a derecha, la fibra superior y la inferior alcanzan el limite eldstico,
al seguir cargando la viga plastifican el resto de fibras, finalmente la seccion entera plastifica.
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El momento que soporta la seccion al plastificar las fibras de los extremos es Mg, y cuando
plastifica completamente es Mp. Estos momentos pueden calcularse mediante integracion de
la distribucidn de tensiones.

M=fa(y)~y'b(y)dy = Mp=0yfy-b(y)dy

A partir del momento en que la seccidn plastifica, ésta ya no puede soportar ningin momento
adicional, y se convierte en una rétula con un momento Mp aplicado en los extremos. Esto no
es asi realmente, pero es una buena aproximacién. Este efecto reduce en uno el grado de
hiperestaticidad, y se produce el colapso cuando la estructura se convierte en un mecanismo.

2.4. Secciones compuestas

La figura 2.8 muestra un ejemplo cldsico en que una viga de un B 7

material 1 ha sido reforzada con un material 2 de propiedades
superiores. Para trabajar con secciones compuestas se obtendran
unas propiedades que corresponderian con las de una seccidn ﬂf
equivalente que estuviese formada por un Unico material.

Para ello se empieza definiendo el mddulo elastico de la seccidn

equivalente E*, por lo general se elige E* = E;. K L
Después se puede encontrar el area equivalente de cada componente Figura 2.8. Seccion
de la seccién, y el area equivalente total como compuesta por dos
materiales diferentes.
n
E;
A=t A" = Z A
E*
i=1

Posteriormente se debe encontrar el centro de drea de la seccidon equivalente. Para ello se
debe establecer un origen de coordenadas arbitrario y = 0, encontrar los centros de area y;
de cada elemento i de la seccidn respecto a este origen, y posteriormente encontrar el centro
de drea de la seccidn equivalente como

n
1 _
y =Ezyi‘4i

n=1

Notese que si se refuerza una viga de forma simétrica su centro de area no variara.
Definiendo el centro de area de esta forma los momentos de inercia equivalentes seran

Donde I; es el momento de inercia de cada elemento de la seccidn, pero respecto al centro de
area equivalente y*, y no respecto al centro de area de ese elemento.

El momento plastico de la seccidn compuesta Mp se calcula de la misma forma que para una
seccion simple, pero integrando por tramos, ya que o,, sera diferente para cada elemento.

-21-



Alejandro Roger Ull Estructuras aeroespaciales

3. Calculo plastico de estructuras

3.1. Ideas generales

Ya se ha visto en el apartado “2.2. Ejemplo — Plasticidad en barras” que el limite plastico de
una estructura de barras es mayor que el limite eldstico. Esto es mayor cuanto mas
hiperestatica es la estructura.

La plastificacidon de alguna zona modificara el modo que se distribuye la carga en el resto de la
estructura, y reduce en uno el grado de hiperestaticidad de la misma. Cuando la estructura se
convierta en un mecanismo entonces colapsard. En general las estructuras no colapsan
completamente de una sola vez, sino que lo hacen parcialmente.

La carga limite o permisible serd la que convierta la estructura en un mecanismo. Por lo
general, se desprecia el efecto del esfuerzo cortante. Si se descarga una estructura que haya
llegado a un punto de carga muy préximo al limite apareceran unos momentos residuales, que
se equilibrarian en el interior de la estructura.

3.2. Teoremas fundamentales

Los teoremas fundamentales son dos, el estdtico y el cinemdtico. Estos teoremas establecen
una cota inferior y una cota superior, respectivamente, a la carga maxima.

El teorema estético dice:

e Cualquier distribucion de momentos flectores compatibles con la condicion de
equilibrio en la que ninguna seccion supera el momento pldstico Mp estd originada por
una carga igual o inferior a la carga critica.

El teorema estdtico indica que carga critica es mayor que cualquier carga que no haga
plastificar alguna seccidn de la estructura.

El teorema cinematico dice:

e laverdadera carga limite es siempre menor que cualquier otra carga limite obtenida al
disponer de rotulas pldsticas en secciones arbitrarias del sistema.

El teorema cinematico indica que de todos los posibles mecanismos que hacen que la
estructura colapse, el mecanismo real serd el que requiera una menor carga.

3.3. Método de calculo

Si para calcular el mecanismo de colapso, por ejemplo de una estructura de grado de
hiperestaticidad 2, se procediese como en el punto “2.2. Ejemplo — Plasticidad en barras” haria
falta resolver tres estructuras diferentes, lo que no resulta practico.

En el método estatico se plantean las ecuaciones de equilibrio a un posible mecanismo de
colapso. En el cinematico se aplica al posible mecanismo un desplazamiento virtual y se calcula
la energia.
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Supdngase una estructura sobre la que se aumentan las cargas y van apareciendo rétulas
plasticas. Cuando la estructura se convierta en un mecanismo, el movimiento se producira
principalmente en las rétulas, y los desplazamientos en las barras o vigas serdn despreciables.

Si a los dos mecanismos propuestos en la figura 3.1 se les examinan sus diagramas de
momentos flectores, se comprobara que para el de arriba ninguna seccién supera el momento
plastico (en las rotulas el momento serd el plastico). Sin embargo para el de abajo si que se
supera y por lo tanto el mecanismo no es el correcto, serd necesario buscar otro. Esta
comprobacién es simple, pero de cara al examen es obligatoria.

p Mp Mp
/—‘ OK

3
’ oM < 7~ O
Mp
- M>M
P M> M Mp Mp_ :
| f - s
L L0/ | ko
S 3 b o .
LH/I V}_.. ki—|“l
Mp

Figura 3.1. Comprobacion del mecanismo de colapso.

En un examen, no comprobar el mecanismo de colapso, aunque sea evidente que es el
correcto y el resto del problema esté completamente bien, supone suspender dicho problema.

Por lo general, el mecanismo es tal que las rétulas se situaran en los puntos de apoyo o en los
puntos de aplicacion de las cargas.

3.4. Ejemplo isostatico — Viga biapoyada con carga puntual

Considérese la viga biapoyada de la figura 3.2 con una carga puntual aplicada.

| (),
Fw  nh
Mp

Figura 3.2. Viga biapoyada con una carga puntual y solucion analitica.

Calculado por el método tradicional, el momento méaximo en la seccién central, y la carga
maxima vienen dado por
Pl 4Mp
Mnax = — = Prnax = ]
En este caso, dado que se trata de una estructura isostatica, al cdlculo de la carga maxima a
partir del momento plastico es inmediato, pero se expondran, a modo ilustrativo, el método
estatico y el cinematico.
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El método estatico estd particularmente indicado para estructuras en las que se produce un
colapso total, porque no habrd que resolver ninguna estructura hiperestatica. El
procedimiento a seguir en el método estatico es el siguiente

Se propone un mecanismo de colapso de la estructura.
Se dibuja el diagrama de sdlido libre de cada tramo de la estructura.
Se calcula mediante equilibrio el valor de la carga critica.

A w NP

Se comprueba que M < Mjp en todas las secciones.
Para este caso se consideraran los mecanismos mostrados en la figura 3.3.

i _F

¥

Coyz o2 a4y

Figura 3.3. Dos posibles mecanismos de colapso.

Se calculara primero el mecanismo de la derecha, que es clamorosamente incorrecto, y
posteriormente el mecanismo de la izquierda, que es el mecanismo correcto. Los diagramas de
solido libre para cada tramo del mecanismo de la derecha quedan como indica la figura 3.4.

P
Mp’ Mp l
A ) (O) ( B
T bty T
Ya YR YR YR YR VB

Figura 3.4. Diagrama del solido libre para el mecanismo incorrecto.

Imponer el equilibrio en el tramo de la izquierda resulta en las siguientes ecuaciones

l
ZMRZ():)yAZ_MP:O XE=0=y,=yg

Y para el de la derecha quedara

31 l
ZMR=O=>.VBZ_PZ_MP=O ZFVZO:’J/B"'J’R_P:O
Se supone que M,, es conocido pues es el momento plastico para la seccion de la viga, que se

calcula por separado. Resolviendo se obtiene la carga maxima

8Mp
max — ]
a Si se dibujan los diagramas de momentos flectores M como se
R e e ilustra en la figura 3.5 se encontrardn secciones con M > Mp.
R L . .
Mp g Por lo tanto el mecanismo supuesto no es el mecanismo de
2Mp colapso correcto. También se sabe que la carga maxima serd
Figura 3.5. inferior a la que se ha calculado.

=24 -



Alejandro Roger Ull Estructuras aeroespaciales

Tomando ahora el otro mecanismo que se supuso en la figura 3.3 se puede repetir el proceso.
Los diagramas de solido libre para cada tramo de la viga se muestran en la figura 3.6.

P
Mp v Mp
4 ) (0) (————— B
' S I f
Ya Vi YV1Y2 Y2 VB

Figura 3.6. Diagrama del sdlido libre para el mecanismo correcto.

Las ecuaciones de equilibrio en este segundo caso son para el tramo izquierdo
l
ZMR:():):YAE_MP:O YE=0=>y,—-y1=0
Para el tramo derecho
l
ZMR=0=>3’B§—MP=0 YE=0=>y-y,=0
Y finalmente en la rétula
2B =0=2y;+y;, —P=0

De este sistema de ecuaciones se encuentra que la carga maxima viene dada por

AM,

Prax = ——
l
Y, dado que es obligatorio hacerlo en el examen, se insistird una vez mas, y el diagrama de
momentos para comprobar que en ninguna seccién se supera el momento pldstico es el
mostrado en la figura 3.7.

Figura 3.7. Diagrama de momentos del mecanismo correcto.

Llegado este punto se calculara la misma estructura, esta vez a partir del método cinematico.
Para ello se aplicara el Principio de los trabajos virtuales, que dice asi

Principio de los trabajos virtuales

e Sia una estructura en equilibrio sobre la que se aplican cargas externas se le aplica un
desplazamiento virtual compatible con los enlaces de la estructura entonces el trabajo
realizado por las fuerzas externas es igual al realizado por las fuerzas internas.

El Unico trabajo interno que se tendra en cuenta es el realizado por las rotulas plasticas, no el
de las barras, puesto que se desprecia su desplazamiento frente al de las rétulas.
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El procedimiento a seguir en el método cinematico es el siguiente

Se propone un mecanismo de colapso de un grado de libertad.
Se propone un desplazamiento virtual para ese grado de libertad.
Se calculan los trabajos internos y los externos, igualandolos.

WP

Se comprueba que M < Mp en todas las secciones.

A modo ilustrativo, de nuevo se suponen los mecanismos de colapso de la figura 3.3, y de
nuevo se comenzara por calcular el incorrecto. Se le asigna un desplazamiento virtual 6z como
el que se muestra en la figura 3.8.

\\\\{' 5914 6]3

i~ R
50“_1 it e

o 593“ , s

\ 565

Figura 3.8. Desplazamientos virtuales del mecanismo incorrecto.

De esta forma el resto de desplazamientos virtuales en funcidn del grado de libertad 6 valen

Sp 46, 2
89.4 ztan(SGA :4‘T 693 %tan593 = —— 613 :§

31 Or

Los trabajos de las fuerzas externas igualados a los de las fuerzas internas quedan.

2 465 4 6,
P5p=Mp69A+MP5HB = P'§5R=MPT+MP§T
De aqui se pueden eliminar los desplazamientos virtuales y queda de nuevo

_ 8M,

p
l

Realizando otra vez el diagrama de momentos flectores como el de la figura 3.5 se obtendra
que el mecanismo supuesto es un mecanismo de colapso incorrecto. Procediendo de la misma
manera para el mecanismo correcto los desplazamientos virtuales son los mostrados en la
figura 3.9.

Figura 3.9. Desplazamientos virtuales del mecanismo correcto.
Los desplazamientos virtuales en funcion del grado de libertad &g, y los trabajos resultan en

P

S Sp 4M
-, 593ztan693=27 P'5R=MP66A+MP6HB:>P=T

60, =~ tandf, =2 ;

Y realizando de nuevo el diagrama de momentos, que serd como el de la figura 3.7, se
comprueba que el mecanismo es el correcto.
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3.5. Ejemplo isostatico — Viga biapoyada con carga distribuida

Considérese la viga biapoyada de la figura 3.10 con una carga distribuida aplicada.

q bl
EEREREEE ®
’ ‘Q'J':'\;'l} l et : _//F
B "": “'xq__q_‘_h . _____,-"/
Mp

Figura 3.10. Viga biapoyada con carga distribuida y solucion analitica.

Calculado por el método tradicional, el momento maximo en la seccién central, y la carga
mdaxima vienen dado por

ql? 8Mp
Max = = Amax = Iz

En este caso, dado que se trata de una estructura isostatica, al cdlculo de la carga maxima a
partir del momento pldstico es inmediato, pero de nuevo se expondran, a modo ilustrativo, el
método estatico y el cinematico.

Para este caso se considerara Unicamente el mecanismo mostrado en la figura 3.11.

q

REEENEREE

Frrr l/2 e l/2 ."ﬁt}f

-

Figura 3.11. Mecanismo de colapso propuesto.

Se calculard primero mediante el método estdtico. Los diagramas de sélido libre del
mecanismo son los que se muestran en la figura 3.12.

q q
i Jr II|' ' l l ll v 1 Mp Mpi J{ L (| l l L '
A ) (0) ¢ B
} R '
Va YR YRYR YR VB

Figura 3.12. Diagramas de sélido libre del mecanismo propuesto.
Las ecuaciones de momentos para los puntos Ay B son

qll ! qll !
IMy=0=—2+yp5—Mp =0 IMp =0=——72+Yyro+Mp =0

Y resolviendo el sistema para yg y q se llega al siguiente resultado

8Mp
q=l—2

Que es el resultado esperado. Se debe comprobar el resultado con el diagrama de momentos.
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Calculando ahora el mismo problema mediante el método cinemdtico se aplican los
desplazamientos virtuales mostrados en la figura 3.13.

Figura 3.13. Desplazamientos virtuales del mecanismo propuesto.
Los giros en funcion del grado de libertad 85 son

Sk Sk
69Aztan59A=ZT 593ztan693=27

Ademas habrda que considerar el desplazamiento vertical a lo largo de la estructura

s _{x-SHA 0<x<l/2
T ll=-x)-805 l)2<x<l

Igualando los trabajos de las fuerzas internas y de las externas queda de nuevo el resultado

MP59A+MP50322.[ q5x dx = q:l—2
0

Y una vez mas hay que comprobar mediante el diagrama de momentos que ninguna seccion
supere el momento plastico. El diagrama en este caso sera el mismo que el de la figura 3.10.

3.6. Ejemplo hiperestatico — Viga biempotrada con carga puntual

Considérese la viga biempotrada de la figura 3.14 con una carga puntual aplicada.

21 l

Figura 3.14. Viga biempotrada con carga puntual.

El método tradicional para este caso se aplicaria de forma similar al caso presentado en el
apartado “2.2. Ejemplo — Plasticidad en barras”. Sin embargo aquella estructura era de grado
de hiperestaticidad 1 mientras que la que ahora se tiene entre manos es de grado de
hiperestaticidad 3.

Es por esto que el procedimiento tradicional se vuelve muy largo y tedioso, pues hara falta
obtener tres ecuaciones adicionales, mediante un sistema isostatico asociado y trabajos
virtuales, los Teoremas de Mohr, etc. No se desarrolla a continuacién, pero la solucién de la
estructura para la carga critica es
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Si se aplica el método estatico o el cinematico resulta mucho mas sencillo llegar a este
resultado. Lo primero que debe hacerse es proponer un mecanismo de colapso para la
estructura. Para este caso se propone el de la figura 3.15.

21 l

Figura 3.15. Mecanismo de colapso propuesto.

Resolviendo por el método estdtico hay que imponer el equilibrio en el diagrama de sélido
libre de la figura 3.17.

‘P
Mp My Mt My My My
N ) W) il
[} |
bt I Pt
YaYa Ya Vi YV1Y2 Y2 YBYBYB

Figura 3.17. Diagrama del sdlido libre del mecanismo propuesto.

Mediante el equilibrio de momentos en las vigas en los puntos A y B se obtiene

ZMA=O=>MP+MP—y1-2l=O=>y1=#
SMp=0=>Mp+Mp—y,-l=0>y, =2$
Y finalmente con el equilibrio de fuerzas verticales en la rétula
3Mp

YXE=0=2P=y+y,= Ppax = ]
Si en vez del método estatico se aplica el método cinematico el procedimiento no es mucho
mas complicado. Los desplazamientos virtuales que se consideran ahora para la estructura son
los que se ilustran en la figura 3.18.

Figura 3.18. Desplazamientos virtuales para el mecanismo propuesto.

5 6p 5 Op
59A—tanﬁ~ﬁ 663—tanT~T

Igualando los trabajos de las fuerzas externas y las fuerzas internas

3M
P-8p=Mp-86,4+Mp-66,4+Mp-565+Mp- 56 :>Pmax=TP
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Tanto con el método estdtico como con el cinematico los resultados deben comprobarse
mediante el diagrama de momentos como el representado en la figura 3.19.

.
Mp

Figura 3.19. Diagrama de momentos para comprobar que M < Mp Vx € [0, 31].
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4. Introduccion a la inestabilidad estructural

4.1. Generalidades acerca de la inestabilidad

La no linealidad del comportamiento de una estructura se produce no sélo debido a la no
linealidad del material, sino también a la no linealidad geométrica. La deformacion de una
estructura por pandeo como sugiere la figura 4.1 no se produciria en un caso de linealidad
perfecta de la geometria de la estructura, sin desviaciones ni perturbaciones.

’j p j_/\.._p

Figura 4.1. Pandeo debido a la no linealidad geométrica de la estructura.

En la estructura de la figura 4.1 el equilibrio no se puede imponer en la estructura original, y es
necesario recurrir a la deformada. Aunque el equilibrio se imponga en la deformada, las
deformaciones se consideraran pequenfas, y las tensiones se determinaran como si el caso
fuese lineal, es decir, sobre la estructura original.

4.2. Conceptos energéticos

La energia interna es la energia de deformacién que queda almacenada en el cuerpo después
de deformarlo, similar a un muelle. Supdngase una barra de longitud [ que se estira una
cantidad & mediante la aplicacién de una carga P. Entonces la energia interna, calculada a
partir del Teorema de Clapeyron, es

U—lfan5—1P6
2, )

El Teorema de Clapeyron dice

e la energia interna de un cuerpo, que se encuentra en equilibrio bajo la aplicacion de
una carga dada, es igual a la mitad del trabajo realizado por las fuerzas externas.

En su forma general, la ecuacién de Clapeyron es

1 1 1 &
U=—f 1_L~¢d5+—fg-lng=—fg: dv : :Z 0ij€ij
25V - 2V 2V_ ¢

3
i=1j=1

1
IS
I

La energia potencial V esta relacionada con el trabajo de las fuerzas conservativas. Una fuerza
constante puede tratarse como una fuerza conservativa. La variacién de energia potencial es

B
VB_VAz_f F-dr =—Wyp
A
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La energia potencial total E; se define como la suma de la energia interna y la energia
potencial, E; = U + V. Si el sistema estd aislado, entonces ésta sera una magnitud constante,
AE, = 0.

El principio del valor estacionario de la energia potencial total dice

e Una condicidon necesaria y suficiente para que exista equilibrio en un sistema de fuerzas
conservativas es que la variacion de primer orden de la energia potencial total sea nula
para cualquier campo de desplazamientos virtuales compatibles con los enlaces.

Este principio es una manera de interpretar los trabajos virtuales en términos de la energia
potencial total.

4.3. Grados de libertad

Los grados de libertad son un conjunto de variables gy, g5, ..., ¢, independientes que una vez
determinados definen la deformacidn, la energia interna y la energia potencial.

U=U(q) V=V(q) E; = E¢(q)

El principio del valor estacionario de la energia potencial total implica
ol
SE;=0=>8U+V)=0 Zc’)_ U+V)-8q;=0
—

Los desplazamientos §g; son arbitrarios, puede hacerse que uno cualquiera de ellos sea 1y el
resto sea 0. Entonces el valor de la derivada respecto a ese desplazamiento serd cero. En
general, como puede hacerse para cualquier i

0
ZW+v)=0
aq;

4.4, Estabilidad

Las tres posiciones de la esfera de la figura 4.2 son posiciones de equilibrio. La primera es una
posicion de equilibrio estable, es decir, si se perturba ligeramente la posicién, ésta tenderd a
volver a la posicion inicial. El segundo es un punto de equilibrio neutro, es decir, la esfera
permanecera en la nueva posicion de equilibrio después de una perturbacion. El tercer punto
es un punto de equilibrio inestable, la esfera caera ante la mas minima perturbacion.

h

! (3)
/Ql

g

(2} N\

. ® /

oY
@/

5,
\,

q

Figura 4.2. Los tres tipos de equilibrio segun su estabilidad.
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La energia interna de este caso no se modificara, pues se considerara una esfera rigida,

dU = 0, y la energia potencial es V = mgh(q), donde q es la variable independiente que se
perturbara. La variacidn de la energia potencial total es

oE=oU+v)=0v="sg=L L5 = mgsq=0
- ~ 7 T 8q" T onaq 1T 9% 7

Dado que mg es constante y q es una variacién arbitraria que no tiene por qué ser nula, la
Unica posibilidad de que la variacidn de energia potencial sea nula es

6h_0
dq

Volviendo a los tres puntos de estabilidad de la figura 4.2, el primero es un minimo local de la

funcion h(q), el tercero es un maximo local, y el segundo es una constante de la funcion. Si se

desarrolla en serie de Taylor la variacidon de energia potencial total para un desplazamiento
arbitrario

d{U+V 1d2(U+v) 1d3W+Vv
A(U+V)=¥5 +— ( )+— ( )+---

dg 2! dqg? 3! dq3

Para un punto de equilibrio, el primer término sera cero. La estabilidad o inestabilidad de un
punto la dara el signo de la primera derivada no nula, pues para un punto de equilibrio estable
una perturbacién tiende a aumentar la energia potencial total, y al revés. Puede suceder

Que la primera derivada no nula sea par y positiva = Punto de equilibrio estable.
Que la primera derivada no nula sea par y negativa = Punto de equilibrio inestable.
Que la primera derivada no nula sea impar = Punto de silla inestable.

Que todas las derivadas sean nulas = Equilibrio neutro.

S

4.5. Introduccidn al pandeo

Suponiendo que la barra y la fuerza F aplicada estan perfectamente alineadas, y el muelle
mantiene su longitud natural, el sistema de la figura 4.3 a la izquierda esta en equilibrio.

Imaginese que se perturba el equilibrio de la forma que se muestra en la figura 4.3 a la
derecha, entonces aparece la reaccidn del resorte R = kx.

F F
~ 'ﬂll '“'. 'ﬂln E l d
— g ul’," '.U." \ % i L? = R =kx
h \
\a
T il
l \
II
Illl.
. }
rf'f ‘\ ,-’/ ‘\
P S A b s

Figura 4.3. Desviacion de una estructura debido a una perturbacion.
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La fuerza F y la reaccion R generan dos momentos, respectivamente. El primero es el
momento desestabilizador M; y el momento estabilizador M,.

M, = Fx M, =Rl

Por lo tanto, también se puede conseguir el equilibrio en esta nueva posicion si M, = M, es
decir, si F = kl, y por lo tanto no sélo la posicion original es estable. Esta nueva posicion de
equilibrio es neutra.

Puede comprobarse mediante el estudio energético expuesto anteriormente. Se toma como
variable generalizada el angulo de inclinacién «a, y entonces puede definirse x = [sina vy
h = I(1 — cos @). La energia interna del resorte es

1 1 1
U==kx?==kl?’sin?a =~ =kl?a?

2 2 2
Donde se ha desarrollado en serie de Taylor sin «. La variacion de energia potencial es
o>

V(a) —V(0) =—-Fh=FI(1—-cosa) = —F17

Donde se ha desarrollado en serie de Taylor cos a. Se considera que F, al ser constante, es una
fuerza conservativa y actla sobre la energia potencial. La energia potencial total es entonces
2

E = (k% — Fl)%

Derivando esta expresion respecto a a para encontrar la posicion de equilibrio

AU +V) ou+V)

Entonces se encuentran dos soluciones para la posicién de equilibrio
a=0
k1> -FDa=0 =
F =kl

Efectivamente se han encontrado las mismas posiciones de equilibrio, la inicial y la inclinada.
La estabilidad de estas posiciones de equilibrio se encuentra haciendo las sucesivas derivadas

02U +V)

s = k2~ Fl

S2U+V)>

Entonces hay tres posibilidades

kl—-F>0 kl—-F=0 kl-F<O0
Inestable Neutro Estable
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5. Inestabilidad estructural de columnas

5.1. Introducciéon

Se sabe que piezas de seccion muy pequefia pueden fallar con tensiones que se encuentran
aun muy lejos de las tensiones admisibles. Por ejemplo, la varilla de un paraguas a compresion
se dobla muy rapido. La inestabilidad de esta varilla es primaria, es decir, la dimensidn que se
ve afectada es la longitud de la pieza. La inestabilidad secundaria es cuando la dimensién que
se ve afectada es la seccidn de la pieza. En este curso se estudia la inestabilidad primaria.

El pandeo serd aqui el Unico caso en que el equilibrio de fuerzas se impondrd en la deformada.
Esto es porque las deformaciones son muy grandes, el problema no es lineal y no se puede
aplicar el principio de superposicidon. Sin embargo, las tensiones y las deformaciones se
considerardn como si los desplazamientos fuesen pequefios. Se dice de estas suposiciones que
se estd haciendo un analisis de segundo orden.

5.2. Carga critica de Euler — Viga biapoyada

Imaginese una estructura como la mostrada en la figura 5.1 a la izquierda, perfectamente
horizontal y alineada con la carga P de compresidn. Un pequefio valor de la carga P supondrd
Unicamente una contraccién de la viga. Esta posicidn horizontal sera una posicién de equilibrio.
Si se aplica una perturbacion a la horizontalidad de la pieza, y el valor de P es pequefio, la
pieza volvera a la posicién original, que es estable. Pero si la carga P es muy grande, la pieza se
deformara y la nueva posicidn de equilibrio serd la mostrada en la figura 5.1 a la derecha.

1
g ﬂb_\ —p
P S _ ' 12,

X

Figura 5.1. Pandeo de una viga biapoyada.

El valor de P que separa estos dos casos es la carga critica de Euler P, por debajo de la cual
s6lo hay una solucién de equilibrio, la horizontal, y es estable, y por encima la solucién
horizontal es inestable y aparece otra posicidén de equilibrio estable que es la curvada. Aunque
en la practica la estructura podria soportar un poco mas de carga, se considera que bajo la
carga critica de Euler la estructura colapsa.

Considerando el desplazamiento vertical o flecha v(x) de la estructura, en un punto x la
estructura soportara la carga P y un momento debido a la curvatura M(x) = —P - v(x) como
se muestra en la figura 5.2.

Figura 5.2. Equilibrio en la deformada.
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Para considerar las deformaciones se toma la hipdtesis de
Navier — Bernoulli, de forma que se considera que las caras
planas perpendiculares a la directriz continuaran siendo
caras planas perpendiculares a la directriz tras la
deformacién como se muestra en la figura 5.3.

El dngulo de giro de una seccidn 8 se aproximara como un

u(y)

angulo pequefio, y entonces se puede calcular facilmente el
Figura 5.3. desplazamiento horizontal u como

Y _ and ~ 6 = —y9
3 = ano ~ u=-y

El campo de deformaciones quedara

ou 00 d%v

e

Para las tensiones se aplicara la ley de Hooke 0 = E¢, es decir

d%v
7=VEga

El equilibrio de la seccién puede calcularse a partir del momento que generan las tensiones

2

M = f dS—f ZEavdS—Eazvf ZdS—Elazv
B Say B Sy 0x? T 9x? Sy T 9x2
Donde I es la inercia de la seccidn. Sustituyendo por el momento M = —P - v que se habia

encontrado por equilibrio se obtiene la ecuacién diferencial que describe el problema

5.3. Carga critica de Euler — Viga biapoyada — Planteamiento en fuerzas

La solucién para la ecuacion diferencial que se acaba de encontrar es de la forma

(x) = Asi P + B P
v(x) =Asin| | x cos| |orx

Las condiciones de contorno para este problema son las de flecha nula en los extremos
v(0)=v()=0

La primera condicién implica B = 0, para la segunda condicién hay dos opciones, A = 0 o bien

i —1l]=0 —l = vn € N P——2 il
=0 — = —
Sin I I nm n 12
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En este segundo caso, el valor de A no queda determinado, aunque si el valor de la carga P.
Para cada valor posible de n se encuentra un valor de P y una solucién para la flecha v(x)
como muestra la figura 5.4.

Figura 5.4. Dos modos de pandeo diferentes.

La carga para n = 1 es la menor de todas, y si se carga la estructura gradualmente sera la
primera que se alcance, produciéndose el pandeo e impidiendo alcanzar las cargas paran = 2
y sucesivas. Esta carga es la carga critica de Euler P, y vale

m2EIl

cr lz

A partir de esta carga critica de Euler, si la carga aplicada es inferior Unicamente se tiene una
solucidn de equilibrio, pero por encima de esta carga aparece una solucidon mas, y la solucién
horizontal pasa a ser inestable. La constante A que no se pudo determinar pasa a ser el
desplazamiento maximo A = v;,, que en este momento es desconocido.

Para aumentar la carga critica de Euler puede aumentarse la inercia de la secciéon o también
reducir la longitud, por ejemplo estableciendo apoyos adicionales.

5.4. Carga critica de Euler — Viga biapoyada — Planteamiento energético

Para el planteamiento en energias se considera la energia interna como la energia potencial
eldstica almacenada en la pieza, y a partir de la ecuacién de Clapeyron valdra

U flle q f’lEldzv q
= —— dx = — — dx
o 2 EI 02 dx?
Como la fuerza P se considera constante, puede considerarse que proviene de un potencial y
que se trata de una fuerza conservativa, con una energia potencial asociada de
V=-P6

Donde & es la reduccion total de longitud de la barra, que se puede escribir como el
acortamiento de las rebanadas

-8

5=fl_6d5=fl_8(ds—dx)=fl_6(\/m—dx)=f
0 0 0 0

Desarrollando en serie de Taylor

2

14 (dv)z 14 1 (dv)z N P (dv) 1= 1 (dv)2
dx/ = 2 \dx dx 2 \dx
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Sustituyendo y considerando para el limite de integracion I > §

V= Pfll(dv)zd
B o 2 \dx x

La energia potencial total es entonces

2
U+V fllEI AR Pfll(dv)zd
=| = — | dx — —(=—) dx
02 \dx? o 2 \dx
Para poder continuar el planteamiento energético seria necesario conocer el desplazamiento
v(x), que es desconocido. Mas adelante lo habitual serd tomar unos desplazamientos
supuestos y calcular una aproximacién de la carga critica de Euler, pero para este caso se

tomara la ley de desplazamientos calculada mediante el planteamiento en fuerzas, de modo
gue en vez de una aproximacién se obtendra la carga critica exacta.

0 X dv mvy, wx v mlvy, | mx
VX)=7vD - SIn— -_— = COS— _—— = - SIn—
12 I dv I I dx2 12 I

Sustituyendo en la expresion anterior e integrando

2
V12

Uty = n*El  m®P
o\ 4B 4l

Y el equilibrio viene dado por (U + V) = 0, por lo tanto

o(U+V) (m*El n?P
= 413 - 41 (2171/2)

Y efectivamente las dos soluciones para esta ecuacion son

avl/z

vl/2=0 P=——=F;

Ahora se puede calcular la estabilidad de la solucién comprobando el signo de §2(U + V)

02(U+V) nm*El n?P n?
= - =357 (Pcr - P)
vy, 213 21 21

Si P < P, el equilibrio es estable, si P = P, el equilibrio es neutro, y serd inestable si P > P,,..

5.5. Carga critica de Euler — Viga biempotrada — Planteamiento en fuerzas

La estructura que se plantea ahora es la mostrada en la figura 5.5 a la izquierda.

M,
] Moo P17
] RRE v

Figura 5.5. Pandeo de una viga biempotrada y equilibrio en la deformada.
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En este caso aparece un momento de reaccién M, de forma que el momento M en las
rebanadas vale M = M,. — P - v(x) (figura 5.5 derecha) y la ecuacién diferencial queda

M =EI 0% v _M_1 (M, — Pv) El v +P M
= e = —_— = — — = P =
dx2 dxz Bl _EIVT T ez T
La solucidn serd la suma de la solucién homogénea y la particular
(x) = Asi ) i
v(x) = Asin EIx cos EIx P
Aplicando la condicién de contorno v(0) = 0 se obtiene B = —M,./P. Para x = 0 la condicion

de contorno de rotacién nula es

W s a P oso—5 [Lsino=o
dxleey — 0 dax CEIC ST

La Unica posibilidad, aparte de la solucién trivial P = 0, es que A = 0, y por lo tanto la solucién
para el desplazamiento es

) =2
UX—P COS EIx

En este caso el momento de reaccién M, es desconocido, pues no se ha calculado. Esto hace
que, como en el caso anterior, se desconozca el desplazamiento v(x). La condicion de
contorno para el desplazamiento en v(l) = O es

O———M 1- —1 = —1l=2 vn €N
cos 7 ] nmw vn

Entonces, igual que se hizo con la viga biapoyada, la carga critica se dard paran = 1y serd

4m?El
cr = lz
La condicion de rotacion en x = [ se obtiene
dv 0 dv A P P ] B P P ] 0
—_— = = — = —_— JE— —_ J— R —
dxl e, dx E1 %\ |EI e\ JEI

Entonces se debera cumplir

El=mn vm € N

Pero esta es una condicidn que ya se cumplia con la condicién de contorno anterior.
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5.6. Carga critica de Euler — Viga en voladizo — Planteamiento en fuerzas

La estructura que se plantea ahora es la mostrada en la figura 5.6 a la izquierda.

ANAAAA

Figura 5.6. Pandeo de una viga en voladizo y equilibrio en la deformada.

El momento M en las rebanadas vale M = P((S — v(x)) (figura 5.6 derecha) y la ecuacion
diferencial queda

d?v

P
—E((S—U) = EI@‘FPU—P(Y

d%v d?v M
R = - =
0x? dx? EI

La solucién serd la suma de la solucion homogénea y la particular

[ |P P
v(x) = Asin Ex + B cos Ex +4

Aplicando la condicion de contorno v(0) = 0 se obtiene B = —§. Para x = 0 la condicién de
contorno de rotacion nula es

W s 4|2 s0—B [Zsino=o0
dxlog — 0 Tax C B ST

La Unica posibilidad, aparte de la solucién trivial P = 0, es que A = 0, y por lo tanto la solucién
para el desplazamiento es

P
v(x) =6 1—cos Ex

El desplazamiento en el extremo & es desconocido, pues no se ha calculado todavia. Esto hace
qgue, como en los casos anteriores, se desconozca el desplazamiento v(x). La condicidn de
contorno para el desplazamiento en v(l) = § es

s=65|1 P Py_@n-Dm N
= — J— = ] == 7
cos{ &1 El 2 n

Entonces, igual que se hizo en el caso anterior, la carga critica se dard paran = 1y serd

m2EIl

For =12
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5.7. Expresion general de la carga critica de Euler

Todas las cargas criticas que se han calculado son muy similares entre ellas, y por lo general la
carga critica de Euler puede escribirse como

w2EIl
o=

Entonces, para el caso de la viga biapoyada f =1, para el caso de la viga biempotrada
B = 1/2 y para el caso de la viga en voladizo § = 2.

5.8. Excentricidad y defectos iniciales
Considérese ahora la estructura de la figura 5.7 que permite descentralizar la carga P aplicada
A i
FAY £

Figura 5.7. Excentricidad de la carga.

El momento en lavigaes M = P(—a — v(x)) y la ecuacion diferencial entonces sera

w=pZ? dv_M__P (a+v) LA p
= _— =3 —_— = - — = —_— = —
ox? axz Bl EIVTY axz Y @

La solucidn serd la suma de la solucién homogénea y la particular

) = Asi Po)+s F
v(x) = Asin EIx cos EIx a

Aplicando la condicién de contorno v(0) = 0 se obtiene B = a. Con v(l) = 0 se obtiene

_ p 2.|EI
sin ﬁl

La solucidn final es entonces

) P
v(x) = atan > El - sin Ex + acos Ex —-a

Si se hace tender la carga P a la carga critica P., para x = /2 entonces
T T T

l :
P->PFP, = v(§> —>atan§~51n§+acos§—a

Como tanm/2 — oo el desplazamiento seria infinito, y la carga critica es la carga limite.
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5.9. Inestabilidad en cargas columna

Para la estructura biapoyada cargada como indica la figura 5.8 a la izquierda, la ley de
momentos se obtiene por combinacidn de la ley lineal de primer orden M; y la de segundo
orden, no lineal, M, como ilustra la figura 5.8 a la derecha. Para el momento M; se puede
calcular el equilibrio en la estructura original, para el M, hay que hacerlo en la deformada.

Las fuerzas pueden dividirse por superposicion, pero la solucidon no se puede calcular mediante
este método, pues se esta calculando un problema no lineal debido a la geometria.

q

N\ My
q J
FFTFrrrrTt , &
2

P
i l A g /fﬂMg -

777

Figura 5.8. Pandeo con carga distribuida.
Los momentos en la viga son

l
M1=—q?x+%x2 M, = —P - v(x)

Y la ecuacion diferencial entonces sera

2

0%v d>v M 1 q ql d?v q ql
M=EFE— o “2_2__(1,2_2 —P) =2 4p —(—2——)=
ox2  dx? EI EI(Zx ¥ Pv) = I tbr={3x" —5x)=0

La solucién para esta ecuacidn es

() = Asi P +B P q(2 ; 2E1)
V(X) = ASIn EIx Ccos EIx op X X p

La condicién v(0) = 0 implica B = gEI/P?, y la condicién v(l) = 0 implica

)
=

Ahora se puede calcular el desplazamiento maximo en x = [/2. Si se hace tender la carga P a

A=

la carga critica P,

214 T l4

PP o (l) q°l a ysin® + N ql* (1> 27
- ] —(1 — — - = ——
cr V\2) T mElsing o TSy T g Oy T ozEr\ 2 T EI

Como sinm — oo entonces el desplazamiento seria infinito, como en el caso anterior. La carga

critica no varia por el hecho de tener una carga distribuida.
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5.10. Método energético de Rayleigh — Ritz

Hasta este punto se han calculado las cargas criticas para diferentes condiciones de contorno
sin conocer por completo los desplazamientos verticales en el caso del planteamiento por
fuerzas. Incluso, en “5.4. Carga critica de Euler — Viga biapoyada — Planteamiento energético”
se hizo utilizando la forma de la solucién conocida de antemano, y por ello se obtuvo la carga
critica exacta.

El método energético de Rayleigh — Ritz consiste en suponer una familia de m funciones v;(x),
gue se anulardn alli donde se tenga una condicién de contorno impuesta, ademas de una
funcién de desplazamientos vy(x) impuestos en la frontera y nula en el resto del dominio. La
solucién entonces podrd obtenerse como

v(x) = vy + Z a; - v;(x)
i=1

Donde habra que encontrar los coeficientes a; para conocer la solucién del desplazamiento
vertical. Se toman entonces estos coeficientes como coordenadas generalizadas y al aplicarles
unos desplazamientos virtuales arbitrarios, resultard en un sistema de m ecuaciones de la
forma

aU +V)

=0 VieNU[1,
a2, i [1,m]

5.11. Método energético — Viga biapoyada

Se determinara por el método de Rayleigh — Ritz el desplazamiento de la seccidn central C de
la viga biapoyada de la figura 5.9.

l P
A C B

KJ;??J l r"é’]%: w4

Figura 5.9. Viga biapoyada.

Para ello se supone una solucién inventada

. TX
v(x) = v, smT

Se ha supuesto una unica funcidn, que no es la solucidn real, pero podrian haberse supuesto
muchas mas. Por ejemplo, en “Calculo de estructuras — Método de los elementos finitos” se
suponian las funciones de forma, tantas como nodos y dimensiones hubiese.

La energia de deformacion interna es

lMZ
U=| —d
_[OZEI X
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Donde el momento es

d?v m?  mx
M = Elm = —EIUCI—ZSIHT
Sustituyendo, la energia interna sera
U EI (*  m* mx q m*EIv?
=— | vf-Fsin“— dx = ———
2 ), ‘1t [ 413

Dado que P es una carga constante, la energia potencial V = Pv,. La energia potencial total
sera finalmente
T*Elv?

U+V=4—I3—PUC

Para encontrar el equilibrio habra que derivar esta expresion e igualar a cero.

AU +V AU +V
WA o — 050UV _

S(U+V)=0= v, v, v,

oU+V) n*Elv,

—p=
v, 213 0

De donde se obtiene v,, que puede compararse con el valor real v_g.

2 P 0 02053Pl3 LPU 0,02083 P
v, =——=(, — Vop =——=0, —
¢ mtEI EI R 48 EI EI
La aproximacidn es, por lo tanto, muy buena, pero la solucién aproximada sobreestima la
capacidad de la estructura, es decir, la carga critica calculada es mayor de la real. Esto ocurre
siempre que en la familia de funciones supuestas no se encuentre la solucidn real.

Esto es asi porque el desplazamiento real sera siempre el que requiera la minima energia para
un mismo desplazamiento dado. Visto de otro modo, es el que a una misma energia de
deformacidn, esto es, a una misma carga, provoca las maximas deformaciones. Por lo tanto el
desplazamiento real sera el que requiera una menor carga hasta la rotura.

5.12. Método energético — Viga en voladizo

A continuacidn se aplica el método energético a la viga en voladizo de la figura 5.10.

Figura 5.10. Viga en voladizo.
Se supone la siguiente ley de desplazamiento transversal para la estructura de viga empotrada

Vox 2

W(Bl —X)

v(x) =
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Efectivamente, esta ley cumple las condiciones de contorno del problema

dv
v(0)=0 —| =0
dx x=0
Las derivadas de esta ley de desplazamientos son
dv _ 3vox 2l — ) d*v 3y, (-
dx 20 x a2 B

La energia interna se calcula como

U—lflEI d2v 2d i 1(3170)2(1 2y = SEIVE
2, \az) T2 )\ =T

Considerando que P es constante y proviene de un campo conservativo, la energia potencial
se calcula como

11 sdv\? P (! /3vp\2 3 Pvd
v=-r| 3(3) d =-—f (5p) @ir—x2ax=-2="2
fOde x==7) \gp) @x—x)dx =g
Y por lo tanto la energia potencial total es

U+V_3E1v§ 3 Pv?
2 3 51

Derivando respecto a la coordenada generalizada v, e igualando a cero queda

6(U+V)_ (3E1 3P)_
v, °\21B 51/)°

Como debe cumplirse para cualquier v, arbitrario entonces se obtiene la solucién aproximada

para la carga

El

3EI 3P
G751 7

=0 P=25
Mientras que la solucidn exacta para la carga P es

P—"ZEI 24674E1
T4z Y 12

De nuevo la solucién se aproxima de forma que sobreestima la carga critica que puede
soportar la estructura. Para la energia interna se ha utilizado la segunda derivada del
desplazamiento, a partir del momento y la ecuacién de Clapeyron

M = El— U==| — dx

d?v 1flM2
dx? 2), EI

Pero se puede proceder de otra manera, a partir de la ley de momentos

M= P(vo — v(x))
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Y sustituir directamente en la ecuacién de Clapeyron la ley de momentos, es decir

2
1 H[P(vo — v(x))]2 P22 (! x? 17 P?2vd
=5 dr=—2] (1-22@Bl-x) | dr=—=—21
v zfo 2E1 * fo o Bl=x) | dx

2E1 70 El

Si se repite el procedimiento anterior pero para esta energia interna, la solucién obtenida es
El
P = 2,4706l—2

Que sigue sobreestimando la carga méxima, pero es mucho mds aproximada que la anterior.
Esto es porque, considerando la ecuacidon aproximada para v(x), el error de la segunda
derivada de esta ecuacion es mayor que el de la ecuaciéon en si. En el primer caso se empled
esta segunda derivada d2v/dx?, sin embargo, en la ley de momentos se empled v(x).
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6. Calculo matricial de la estabilidad de estructuras

6.1. Formulacion de la matriz de rigidez

Con el objetivo de obtener la relacién entre las fuerzas y los desplazamientos de una
estructura se tomardn las siguientes hipétesis para desarrollar el método matricial.

Se plantea el equilibrio en la rebanada debido a la no linealidad del problema.
Estructura de vigas rectas de propiedades constantes con las cargas externas aplicadas
en los nudos.

3. Hipdtesis de Navier — Bernoulli. Las caras de la rebanada permanecen planas y
perpendiculares a la directriz.

Con todo, puede escribirse lo siguiente

d
w(6,y) = —u(@®) ~y du_ d%

Exx = dx ydxz Oxx = E€yy

v, (x,y) = v(x)
A partir de la tension ya puede calcularse el esfuerzo axil

N—f dA—jE du 4N ia- E fdA L (yaa=—pa®
)T ) P T Y axz )T T

La integral del primer término es el area de la seccidn A4, la segunda es nula, pues y tiene su
origen en el centro de area de la seccion. También puede calcularse el momento flector

M = f dA—fE du | 28V g fdA+Ed2vf 2q = g1 &
- T) PV T @l Y axz)) T e

La integral del segundo término es la inercia I de la seccion. Aplicando el equilibrio de fuerzas
horizontales a la seccion dx mostrada en la figura 6.1, que estd deformada, se obtiene

E,=0=>N (N dN)—O:dN—O:N— te = d ( EAdu)—O
LFx = dx/) dx =Ce= 1 dx/
dT
L T(x) + adx
T dM
i LS —_—
M(’x) M (x) + P dx
/ v+ g
[~ N(X) +—-—dadx
N(O)—— ‘ d
L A dy
T(x)__._-—f"“""ff Id_ dx
| dx

| -

Figura 6.1. Equilibrio en la rebanada deformada.
El esfuerzo normal generard un momento debido a la no linealidad geométrica.

-47 -



Alejandro Roger Ull Estructuras aeroespaciales

Dado que EA se considera constante para toda la barra entonces

d?u Uy — Uy
W=O:u(x)=ax+b= i

x+uq

Donde u4 y u, son los desplazamientos de los extremos. Las fuerzas axiles que actian en los
extremos de la barra son P, y P,,, ambas en la direccion x de modo que

N@O) =Py N =Py

Se considera N > 0 cuando es de compresién. De este modo

du Uy — Uy
N=Cte=—EAa=—EA ] = Fy1 = —Cx2
EA EA
Py = T(ul —uy) (6.1) Py, = T(uz —uy) (6.2)

De un modo similar se aplica el equilibrio de fuerzas verticales
F,=0 (T + dr d ) T=0 ar 0=>T t
— = —_ — =0=>—=0>=> =
LBy dx dx e

Para los momentos hay que considerar que la deformacién introduce el momento generado
por la fuerza axial, como indica la figura 6.1

dm

d
dx)—M+de+N—vdx=O
dx dx

YM=0=>= (M +
Se obtiene entonces la ecuacion
_x+T+N_x=O = MxX)+Tx+N-v(x)+A=0

Siendo A una constante de integracién, que puede encontrarse sustituyendo x = 0 y aplicando
las condiciones de contorno se tiene

A = _M1 - NU1
Sustituyendo esta constante y el valor del momento en la ecuacién obtenida se tiene
El d*v +Tx+ N -v(x)—M; — N 0
—_— x -v(x) — —Nv, =

También puede escribirse
d?v
EI@"‘le(v(x) _v1)+Py1x_M1 == 0 (63)
Con las condiciones de contorno

dv dv
U(O) =7 v(l) =V, a o = 91 a l = 92
xX= xX=
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Las ecuaciones (6.1) y (6.2) mas la (6.3) combinada con sus cuatro condiciones de contorno
se pueden escribir de forma matricial como P = K - A, es decir

r EA EA ]
Pal | T 0 S 0 |rus-
El El El El
Py 0 l—3¢1 l—2¢2 0 —l_3¢1 l_z({bz V1
El El El El
M 0 z% TP 0 —z%2 T 01
~| EA EA
Pya - 0 0 R 0 0 Uy
p El El El El v
2 0 —l—3¢1 —l—2¢z 0 l—3¢1 —l—2¢2 2
El El El El
-Ma.- 0 P2 T 0 —7%2 T | 02

Las funciones ¢; son las llamadas funciones de estabilidad, que son funciéon de N y
desconocidas de modo que lo que se hace es aproximar esta matriz.

6.2. Formulacién de la matriz de rigidez aproximada

Se supondrd un desplazamiento aproximado y a partir de métodos energéticos se encontrara
una solucién aproximada. La energia potencial total es

E —U+V—1flEI dv 2d 1le(dv)2d AT . p
T -2, dx X 2), \dx rTeE

Se supondran unos desplazamientos transversales v(x) que sigan una ley cubica
v(x) = ¢ + cx + c3x% + 423

Y se tratara de aproximar esta solucién. Las condiciones de contorno para los desplazamientos
transversales y los giros son

dv dv
v(0)=v; v() =, ax . =0, dx , =0,
X= X=

A partir de estas condiciones pueden encontrarse las cuatro constantes de la funcién

3(vy —vy) o2 26, + 6, K24 6, + 6, e 2(vy, —vq) e

V(x) = 171 + le - l2 l l2 l3

Esta ecuacidn para v(x) se puede escribir de forma matricial como

1
3x2  2x3 2x2  x3 3x%2 2x3 x3 «x21|64
=4 2% |t A T A =AT . A
e e R A e Pl vl R v | (]
0,

Se pueden calcular entonces la primera y la segunda derivada de esta expresién como se indica
a continuacién.
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La primera derivada en forma matricial es

%1
dv _d4” 6x 6x? 4x 3x%? 6x 6x% 3x% 2x]|61 T
—=— A= |-t 1l——t— = ——— =C -A
dx dx 1z 3 l 2 12 3 2 [ 12
6,
Y haciendo lo mismo para la segunda derivada
V1
By 9L, (L6, 12 4 ex 6 12 6r 208y
dx2 dx 12 13 l 12 12 13 12 L1V2

6,
Elevando la primera derivada al cuadrado se obtiene

2

(§) =€ v =acocm

E idénticamente para la segunda derivada

d2v\?
<@> =(@"-/)"(Q"-H)=4"-DRD"-A

Finalmente se pueden sustituir estas derivadas en la ecuacidon para la energia potencial total

EI (! N !
U+V=AT-[7fQ®2de—5f£®Qde]-é—éT-P
0 0

Para analizar el equilibrio la ecuacidn resultante en matricial sera

o +V7)

—Elle®DTd NfC@CTd A-P=0
on |2 ),70F T ees AT ET

Los productos C ® CT y D ® DT devolveran matrices 4 X 4. A partir de las expresiones de los
vectores C y D es facil realizar estos productos y sus integrales, y escribir esta expresién como
(K. —NKg)-A—P=0

Hasta este punto se han dejado de lado los desplazamientos horizontales u y las fuerzas
horizontales P, que no se han considerado en el vector A ni P respectivamente.

Sin embargo, estas fuerzas no dependen del desplazamiento vertical v, ni las fuerzas verticales
y los momentos dependen del desplazamiento horizontal u, como se puede comprobar de la
ecuacion matricial a la que se llegé al final de “6.1. Formulacidn de la matriz de rigidez”.

Llegado este momento, pueden volver a introducirse en la ecuacidn anterior, sin tener que
modificar su forma. Y por lo tanto los vectores A y P pasan a ser de dimension 6, y las matrices
elastica K, y geométrica K, pasan ahora a ser matrices 6 X 6, como se indica a continuacion.
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'¥ 0 0 _# 0 0] 0 0 0 0 0 0
12E1  6EI 121 6EI o & 1L , .8 1
= 7 Y - = 50 10 50 10

l I I l
6EI  4EI 6EI  2EI o L o o, .1t
= T Y = T 10 15 10 30

Ke=| Ea EA P Ky =

SO 0o 0 0o 0 0 0 0 0
6 1 6 1
12E1  6EI 12E1  6EI o o L, & 1
—— - 0 — - 50 10 50 10
: : l l 1 z 1 2
6EI  2EI 6EI  4EI 0o L L o L1 2
T e 0 -7z T | " 10 30 10 15 |

Las cargas y los desplazamientos son los indicados en la figura 6.2.

P=[Py Py My Pyop Py M]T A=[uy vy 61 u; v, 6,]"

! ‘; 0
rL .
Po | x Py, N/
M, - V2
Pyl Psz 011 171? . .
b lul |_u._2._

Figura 6.2. Definicion de cargas y desplazamientos en los nudos.
Para encontrar la estabilidad
92(U + V) > 0 Estable

—xz  SA=8AT- (K. —NK;)-8A {=0 Neutro Vé&A
= < 0 Inestable

§2(U +V) = 84T -

Por lo tanto la carga critica vendra dada por
det(K, — NK;) =0

Esto equivale a un problema de autovalores generalizados en N. Dado que la singularidad de la
matriz K depende de N, que solo afecta a la matriz geométrica, y las filas y columnas de la
matriz geométrica correspondientes a los desplazamientos horizontales son 0 (filas y columnas
1 y 4), podran eliminarse del problema, junto con los desplazamientos impuestos por las
condiciones de contorno.

6.3. Calculo matricial de estabilidad — Viga biapoyada

Para la viga biapoyada de la figura 6.3 se tienen las siguientes condiciones de contorno.

1 E, 1Al 2

Figura 6.3. Viga biapoyada.

u,1=0 v1=0 v2=0 Px2=_P M1=0 M2=0
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El sistema de ecuaciones se puede escribir entonces de la forma

(P11l Thkir ki ki ki kis kig] pa
Pyy ko1 kay ks ks ks kae| |Va
M, k31 ksp ksz kss kis kel |01
P=K-A> = .
- = = |Px ka1 kaz ks kas kas kae| [U2
Pyz ksi ks ks3 kss kss kse lv2
LM, | (ko1 Koz Kes Kea kes ke 02

Donde K = K, — NK, y por lo tanto k;; = k. ;j — N - kg ;;. Dado que se puede desacoplar el
problema de los desplazamientos horizontales, se pueden eliminar las filas y columnas 1 y 4.
Debido a los desplazamientos impuestos, se pueden eliminar también las filas y columnas 2 y
5. Entonces la matriz que debera ser singular es K*

— k33 k36

K" =
= kes keo

] - det(lz(*)zo

En definitiva, el determinante siguiente debera anularse para un valor de N.

4EI 2EI 21 l
l l 15 30(| _
2El 4EI —-N l 21 =0
1 l 30 15

Desarrollado, este determinante resulta en la siguiente ecuacion
(4EI 21 N)z <2E1+ l N)Z 0
|l 15 1 30 /)
Entonces se obtiene el valor del esfuerzo normal critico, que para este caso de viga
biarticulada es igual a la carga critica, y se compara con la solucién real

El m2EIl El
NCT=PCT=12l_2 PCTRzl—zzg'gl_z

De nuevo la carga critica se ha sobreestimado, debido a que se la deformacién que se ha
supuesto, la ley cubica del apartado “6.2. Formulacion de la matriz de rigidez aproximada” no
era la real.

6.4. Calculo matricial de estabilidad — Viga en voladizo

Para la viga en voladizo de la figura 6.4 se tienen las siguientes condiciones de contorno.

J1 E, LAl 2

Figura 6.4. Viga en voladizo.
u1=0 v1=0 91=0 Px2=_P Py2=0 M2=O

Ahora puede repetirse el mismo procedimiento que en el apartado anterior.
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De la misma matriz K, que mantiene la misma forma para todos los elementos y dependen sus
valores de las propiedades E, I, 4, y [ del elemento, de nuevo se eliminan las filas y columnas
1 y 4. Debido a los desplazamientos impuestos, se pueden eliminar también las filas y
columnas 2 y 3. Entonces la matriz que debera ser singular es

12E1 6 N 6E1 4 1 N
3 51 1z 10
6El 1 4E1 21

Z 10 I 15

det Kss k56] =0= =0

k65 k66

La ecuacion resultante y su solucidn para N, que dada la configuracion del problema coincide
con la carga critica es

3 ., 26E] 12E2]? El
%N TN +l—4 =0 = N, =P,= 2'486l_2
Mientras que a solucidn real para este problema es
P, = ﬂ = 2 46ﬂ
o402 2
6.5. Calculo matricial de estabilidad — Viga empotrada y apoyada
Dada la estructura de la figura 6.5, el caso es casi idéntico al anterior.
1 E, 1Al 2 p
Figura 6.5. Viga empotrada y apoyada.
Ahora habra una condicion de contorno de desplazamiento adicional
uy=0 vy=0 6,=0 wv,=0 Ppp,=—-P M, =0

La nueva condicion de contorno elimina, ademas de las filas y columnas 1, 2, 3 y 4 que ya se
eliminaban en el caso anterior, la fila y columna 5, y por lo tanto la matriz que debera hacerse
singular se reduce a un Unico escalar

4E1 21 El

det[k66]:0 = T_EN:O = NCT:PCT=30l_2

Mientras que la solucién exacta es

T \2EI El
Pr=(57) 7~ 201F

La diferencia es de un 50% vy del lado de la inseguridad, pues se ha sobreestimado la carga
critica. La solucién es tan mala debido a que la funcién de desplazamientos v(x) supuesta, que
era un polinomio de orden cubico, no puede aproximar adecuadamente la solucidn. Si se
suponen otros desplazamientos, la matriz geométrica K, cambiara.
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6.6. Discretizacion y ensamblado

No sdlo cambiar los desplazamientos supuestos mejorara la solucion. Otra forma de hacerlo es
aumentando el nimero de elementos en que se divide la estructura. Tomando el caso
anterior, se cambiara la discretizacidon por una con dos elementos, como indica la figura 6.6.

'_'j| 1 2 3

. 7ol P

1w @ i

Figura 6.6. Discretizacion con dos elementos.

Ahora habra dos matrices elementales I:(e, una por elemento, que deberdn ensamblarse. Para
la barra (1) y para la barra (2) se tendra, respectivamente

Kiv Kb [ K K3 [Az] _ 223]
1;'211 Kzz BZl 12(322 12(323 A; Ps;
El ensamblado consiste fisicamente en imponer el equilibrio en los nudos de forma que

puedan acoplarse las ecuaciones de cada barra. Tras el proceso de ensamblado la ecuacion
gueda

ki Ki 0

A Jic}
12(211 12(212 + 12(222 12(223 Al = [Bz
0 k)  Kki|'Asd LB

De la matriz K de dimensiones 9 X 9 se eliminan, por desacoplamiento de los desplazamientos
horizontales, las filas y las columnas 1, 4 y 7. Por la condicidn de empotramiento en el nudo 1
se eliminan las filas y las columnas 2 y 3, y con la condicién de apoyo para el nudo 3 se
eliminan la filay la columna 8, por lo tanto el problema de singularidad se convierte en

192 ET 24N 0 24EI N
kee ke K I3 5] 1210
55 56 759 El 2l EI 1
det|kes kes keo| =0 = 0 16———N 4—+—N|[=0
ke ke k | 15 I ' 60
95 796 99 24151 1 N 4151 l N 8EI l N
12 10 I " 60 I 15

Dado que la normal N es la misma para ambos elementos. La ecuacién final viene dada por

L, 176El 4096E212 12288E313
N? — N

25 T 5 13 + 15

Y la normal critica, que coincide con la carga critica es
EIl
N, =P, = 20, 711—2

Este nuevo valor se aproxima mucho mas, el error ahora es un 3%.
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6.7. Transformacion de coordenadas locales a globales

Dada la estructura de la figura 6.7, la simetria garantiza que la normal de las barras sea igual.

P '
Y
i
b (1) (2)
\[\ v TOUT
a

Figura 6.7. Pdrtico simétrico. Coordenadas globales y locales.
Las caracteristicas de la estructura son
a=8m b=9m EA=10°N El = 10* Nm?

Las ecuaciones para ambas barras, en coordenadas locales x’ e y’ son

Ki1 Kb éll]: _:{2] K3 K3 [A'z]:[22'3]
K3 Ki|182) 1P K% k|85 1Ps,

Para convertir estas ecuaciones a coordenadas globales basta con encontrar la rigidez en
coordenadas globales, y para ello se emplea una matriz de transformacion T que cumpla

KG=T¢ K¢ T

Esta matriz de transformacion es

cosa® —sina® 0
T®=|sina® cosa® O
0 0 1

Donde af es la inclinacion del elemento respecto a la horizontal, positiva en sentido contrario
al de las agujas del reloj. Finalmente, una vez aplicada la matriz de rotacién a todas las
matrices de rigidez el sistema quedara

I=(111 I=(112 0 A P,
K Ky + K7, Ki||bz2|=|Ps
0 K3, K 4 P,

Se pueden eliminar las filas y columnas 1, 2 y 3 por ser nulos los desplazamientos del nodo 1, y
también las filas y columnas 7, 8 y 9 por ser nulos los desplazamientos del nodo 3. Sin
embargo, en esta ocasién el desplazamiento horizontal del nodo 2 si que afecta al problema
de singularizacion y no se puede eliminar del problema. Esto es debido a que las barras estan
inclinadas, y puede comprobarse que tras aplicar la matriz de giro, la fila y la columna
correspondiente al desplazamiento horizontal de la matriz geométrica de cualquiera de las dos
barras tiene términos diferentes de cero.
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Se recomienda encarecidamente resolver estos problemas de forma numérica, y no arrastrar
las variables a lo largo de todo el desarrollo. Para este caso la matriz de rigidez es

7407,67 0 618,545 0,111338 0 0,149482
K= 0 9338,85 0 - N 0 0,0879709 0
618,545 0 6643,64 0,149482 0 9,63328

La ecuacién de igualar el determinante de esta matriz a cero es
—0,0923877N3 + 16134,2N? — 6,75901 - 108N + 4,5603 - 101 =0
Y la solucidn de valor mas pequefio de esta ecuacion es la solucién aproximada
N, = 6859N

La carga critica no es en este caso el esfuerzo axil critico, sino que debido a la inclinacién de las
barras ésta sera

P, = 2N, sina = 10253 N

6.8. Esfuerzos normales dependientes del elemento

Hasta ahora en todas las estructuras los elementos compartian el mismo valor de esfuerzo
normal, lo que permitia aislarlo en la ecuacién y encontrar su valor critico. En el caso de que el
esfuerzo normal no sea igual para todos los elementos se deberd proceder de forma
ligeramente diferente.

El procedimiento consiste en resolver primero el problema elastico, es decir

K.-A=P

Una vez resueltos los desplazamientos, se puede encontrar la normal a la que se ve sometido
cada elemento en funcién de P, de la forma N¢ = a®P. Después de esto, se pueden introducir
los coeficientes a® en las matrices geométricas de cada elemento K¢, es decir que para cada
elemento la matriz de rigidez en coordenadas globales serd

e _re__Ne.ge —Ke_ ,ep.Ke — e _Dp.je
K°® = KE—N°-K§ = KE —a°P-K§ = K¢~ P - K,
Y una vez se ensamblen las matrices de rigidez de todos los elementos se obtiene

K =Ke = PKgq

E igualando el determinante de esta matriz de rigidez a cero puede hallarse directamente la
carga critica P.,.
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7. Estructuras aeroespaciales

7.1. Introduccion a las estructuras aeroespaciales

Finalmente en esta ultima parte del curso se estudiard de forma mas especifica la teoria de
estructuras aplicada al sector aeroespacial. Por lo general las estructuras utilizadas en
aerondutica son de seccién delgada, como por ejemplo las paredes de un fuselaje o de un
tanque de combustible.

El analisis que se presentard a continuacion se realiza durante las fases iniciales del proyecto,
mientras que en fases de disefio detallado el estudio se realiza a través de cdlculo numérico.
Sin embargo es necesario discriminar los resultados obtenidos mediante resolucién numérica
con un estudio aproximado.

7.2. Factor de carga

El estado limite de carga es el maximo valor de carga al que se espera que se vea sometida la
estructura en servicio. Generalmente en el campo aeroespacial se requiere que no existan
deformaciones permanentes arriesgadas, ni que las deformaciones que se produzcan impidan
el correcto funcionamiento de los sistemas de la aeronave.

El estado ultimo de carga es el ultimo valor de carga para el cual se requiere que no se
produzca un fallo catastrofico, al menos durante una cantidad de tiempo determinada.

El margen de seguridad se define como la relacidn entre la carga ultima y la carga limite, con
factor de seguridad incluido.

Py

MS =
Y- P

El margen de seguridad disminuye a medida que pasan los ciclos de carga, debido a la fatiga.
Por ello se inspecciona la estructura con el doble de frecuencia que la reduccion a cero de este
margen de seguridad.

Las cargas limite y ultima se obtienen analizando diferentes situaciones de vuelo. Por ejemplo,
para analizar las cargas a las que se sometera debido a las maniobras que realice la aeronave
se define una envolvente de las maniobras que realizara, y se determinan las cargas que
supondran las maniobras mas bruscas. La mayor parte de las cargas que se consideraran seran
debidas a efectos dindmicos, pues estas cargas seran mayores que las maximas que pueda
sufrir la estructura en estatico.

Algunos factores de carga limites son

‘ MNin Npax

Transporte comercial -1 +2,5
Aviacién general -1 +3,5
Superioridad aérea -3 +9
Aviacidn acrobatica -12 +12
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7.3. Comportamiento frente a rafaga

La norma indica diferentes velocidades de rafaga (gust), para cerca del suelo y baja velocidad
(rough air), para vuelo de crucero (CRZ) y para la velocidad de disefio.

V&, =75 ft/s Vg = 50 ft/s VS =25 ft/s

Una aproximacion para determinar la variacidn del factor de carga debido a rafaga es a partir
del aumento del dngulo de ataque que provoca.

Ve Ve AL U, vVésc C o Uy VC
Ad=— = ACL=—Cpy = An=—k="2 La ) _ Prla

. ok
Us Us w 2w 2 w/S

Donde k es el factor de alivio, que tiene en cuenta que la rafaga es un fendmeno transitorio y
por lo tanto la sustentacién no aumenta de forma instantdnea, sino que inicialmente es
menor, y ademas tiene en cuenta que la velocidad cambiara al cambiar la trayectoria.

Se supone que la aeronave pasara la mayor parte del tiempo volandoan = 1, y por lo tanto se
considera que este es el factor de carga inicial. Para cada velocidad de rafaga caracteristica de
se definié anteriormente se dibuja entonces una linea como muestra la figura 7.1.

i Crmax RA CRZ

2 .| — e

3 IVCRZ | VD IAS
L Vs ‘

L
0. H_\/
RA CRZ
Figura 7.1. Envolvente de rdfaga.

7.4. Teorema de Castigliano

En una estructura sobre la que se aplica un sistema de cargas externas se almacena una
cantidad de energia interna de deformacion U debido al trabajo de este sistema de cargas

b
AU =-[ ﬁi . d‘ljl
a
Para un pequefio desplazamiento se puede escribir
6U = Z P)i . 6171
i

Puede considerarse de forma matematica una energia de deformacién complementaria para
un desplazamiento constante y un pequefio incremento de carga

6U* :Z(Sﬁl 'ﬁi
i
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Estas pequenas variaciones de energias internas, asi como la variacién total, pueden
interpretarse como muestra la figura 7.2 a la izquierda.

5P, 5Uf'_ Visess e /

o A«

/ sU | 4 AU o

Figura 7.2. Energias de deformacion y complementaria,
para un material no lineal (izquierda) y para un material lineal (derecha).

En el caso de una estructura lineal la energia de deformacion es igual a la energia
complementaria de deformacion AU = AU, como se aprecia en la figura 7.2 a la derecha.

Entonces para una estructura lineal se podran encontrar los desplazamientos en cualquier
punto u;, a partir de la carga aplicada en ese punto P; en la direccién de u;, como

_dut AU
“=4p, T dp,

Este es el segundo teorema de Castigliano.

7.5. Energia de deformacion

A partir de aqui se ha de encontrar la energia de deformacién a partir del trabajo producido
por las fuerzas internas. Por lo general para un material lineal k con una carga externa P el
trabajo realizado por esta carga que provoca un desplazamiento u es

1., 1 P?

P=ku dW =Pdu =kudu=> AW = -ku* =-Pu=—-

2 2 2k
Para calcular los trabajos de las fuerzas externas se aplica una de dos posibles hipdtesis sobre
la estructura:

e Una dimension de la estructura mayor que las otras dos (viga).
e Una dimension de la estructura menor que las otras dos (placa).

Estructuras mas complejas pueden dividirse entonces en piezas que cumplen alguna de estas
dos hipdtesis.

En el caso de la viga, sus propiedades quedan caracterizadas por EI para la flexién producida
por el momento flector M, EA para la traccién producida por el esfuerzo axial N, GJ para la
torsion producida por el momento torsor T, y GA. para la cortadura producida por el esfuerzo
cortante Q.
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El trabajo producido por un momento flector en una rebanada dl que gira un angulo 8 como
muestra la figura 7.3 es

o M W_MQ_MZdl
dl — EI 2 " 2EI
M — M
g
/
- dl -

Figura 7.3. Viga sometida a flexion.

Este trabajo es igual a la variacién de energia interna que produce. Puede hacerse lo mismo
para los dem3s tipos de carga y desplazamientos generalizados, y la expresidén general para la
energia interna de una viga de longitud L es

1 L MZ NZ QZ
U=§f0 <E+EA+G] GA)dl

Para un panel de espesor t, la carga que se aplica es principalmente de cortadura, como se

muestra en la figura 7.4, donde la relacidon entre las tensiones tangenciales y el angulo de
cortadura es T = GY.

Figura 7.4. Panel delgado sometido a cortadura.
La energia interna debido al esfuerzo cortante aplicado sobre el panel es

ttdy-ydx

dw = >

El producto tt se denomina flujo cortante g, y resulta muy util trabajar con él debido a ciertas
propiedades que cumple, como se vera mas adelante. De este modo se puede escribir

e IR AR
q=rt=>dW 2thxdy U—2 Sthxdy

Y de forma general la energia de deformacidn sera

1 L MZ NZ QZ
U=- — dl —d d
Z_L <E1+EA+G] GA) *32 .f ahad
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7.6. Método de la carga unitaria

Como ya se ha visto, para una estructura lineal se podran encontrar los desplazamientos en
cualquier punto u;, a partir de la carga aplicada en ese punto P; en la direccion de u;, como

du

ui:d—Pi

La derivada de la energia interna puede encontrarse rapidamente sin necesidad de integrar,
utilizando la regla de la cadena.

dU—fL(MM’+NN’+TT’+ < ’)dl+ﬂq "dxd
ar, ), e e T tea© Gt Y

Donde, por ejemplo, M' = dM/dP; se puede calcular como AM/AP;, que a su vez se puede
calcular como el momento producido por una carga unitaria P; = 1 eliminando todas las
demads cargas.

Sirva de ejemplo la viga en voladizo de la figura 7.5 con una carga P aplicada en el extremo.

S AN
—
Lt

Figura 7.5. Viga en voladizo.

El giro 8 del extremo se puede calcular aplicando un momento ficticio MF en ese punto, y
particularizando para el caso en que MF = 0.

ou”

o= lamr

mF=0
Considerando ademas que la estructura se comporta de forma lineal.

au-*
oMF

au

9 = = |—
MF=o |OMF

fLMM’dl
MF=0 o El

La ley de momentos flectores es M = Pl. La derivada M’ se puede calcular como la ley de
momentos flectores resultante de un estado de cargas con todas las cargas nulas y una carga
unitaria en el punto de interés, en este caso MF = 1.

w=M Ay, 1 0 f Mo [P P
= = —_— = = = = —_— e R —
oMF — AMF ~ " 'MT=1 o EI o EI 2EI

En el caso de querer obtener la flecha § se puede proceder de la misma manera, pero ahora
con la carga P que ya existe

5—fLMM'dl—fLPl ldl—PL3
~J, EI ~J, EI  3EI
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7.7. Cargas sobre una viga

Para una viga sometida a cargas los ejes de coordenadas que se empleardn a partir de ahora
estan definidos en la figura 7.6.

EN

y

|
/ [ :EL a.Xx
'-- I

T

V4

S o

Figura 7.6. Definicion de los ejes de coordenadas para una viga.

Donde EN es el eje neutro y a es el angulo que forma respecto a x. Se tendra en cuenta
también la hipdétesis de Navier — Bernoulli, es decir, las caras de la rebanada permanecen
planas y perpendiculares a la directriz.

Para esta seccion, su tensién normal g, serd diferente en cada punto (x,y) de la seccién, y
segun los ejes definidos anteriormente, sera

M, M,
i A
y

Donde los momentos de area I e I, y el producto de area I, son

Ix=fy2dA Iy=fx2dA Ixy=fxydA
A A A

En los ejes principales de inercia el producto de drea serd nulo. Fuera de estos ejes la expresion
anterior seria

oo Maly + MylLy Myl + Milyy
L L - 13 L, — 1%,

Pero no es habitual utilizar esta ultima expresion, sino utilizar la simplificada pero con unos
momentos equivalentes M, y 1\7Iy, de forma que la expresion queda

y
¢y—_-x
Iy

Relacionando ambas expresiones se puede obtener el valor de los momentos equivalentes.

I I
Mx+MyILyy My + M52
N — N — X
My=—""7— My =—"—""FH—
1_Ix_y 1_I"_y
I, I.1,

Por lo tanto, si los ejes son tales que Iy, = 0 se trabaja con la expresion simplificada, pero si
son tales que I, # 0 entonces también se puede emplear la misma expresion pero con los
momentos equivalentes.
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El eje neutro EN es el lugar geométrico de los puntos que no desarrollan ninguna tension
normal. Puede encontrarse entonces igualando a cero la expresién de la tensidn normal, es
decir, la ecuacion del eje neutro es

_ _ W,
L, L X M, I, ) ] Qy\+ dQ,
Si ademas de considerar los momentos de flexion se N | N +dN
considera una carga axial, la tensidn normal se vera Il'\Qy a
ops . .z by /s
modificada por igual en toda la seccion. M, M, + dM,
M M N Az
x y
O, =7 "yYy—5x+—
T YT, T a

Figura 7.7.
Definicion de esfuerzos

Y el eje neutro dejaria de pasar por el centro de area, pero
) ) P P P sobre la rebanada.

mantendria la misma inclinacion.

Es importante conocer también la variacion de los esfuerzos flectores a lo largo de la viga.
Considerando ahora una rebanada como muestra la figura 7.7, el equilibrio de momentos en x
de esta rebanada es

dz dz
Mx—(Mx+de)+Qy7+(Qy+de)7=0 = —dM,+Q,dz=0

Donde se ha despreciado el momento de segundo orden debido a d@, dz. El equilibrio de

fuerzas en y resulta en
-Qy+0Q,+dQ,+W,,dz=0 = dQ,+W,dz=0

De estas dos ecuaciones puede deducirse entonces

dM, do,
Y . M E T

Puede hacerse el mismo analisis para los momentos en y y las fuerzas en x, obteniendo

dm, dQ,
& T @

Qx =

Estas expresiones son validas para los momentos reales, pero no para los momentos
equivalentes que se habian definido anteriormente. Para aplicarlas con los momentos
equivalentes hay que definir también unos cortantes equivalentes que se pueden obtener
derivando las expresiones de los momentos equivalentes.

I Ixy

_ dM, _ di I O L Al

G=——7F Q=—73" G=—F7" Q=
x dz Yo dz x L IZ, Y . 1%,
I, LI,

Igualmente se puede proceder para los esfuerzos distribuidos.
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7.8. Cargas sobre una placa

Las placas son estructuras de pared delgada que soportan principalmente esfuerzos
tangenciales. Se realizara entonces la hipdtesis de que soportan exclusivamente este tipo de
carga, lo que conlleva esfuerzos cortantes y momentos torsores, mientras que seran las vigas
las que soporten los momentos de flexién y los esfuerzos normales.

Considérese la placa plana de la figura 7.8 a la izquierda. Se despreciara la variacién de los
esfuerzos en el espesor t. Para una seccion abierta a torsion la distribucidn varia notablemente
en el espesor, pero tiene una rigidez a torsién muy baja, de modo que no es una seccién de
interés en una estructura aeroespacial. En las secciones cerradas se cumple aceptablemente
esta propiedad.

- Iz
£
/—\ /'/-f’ ) __--h/
-~ =
9 T
O +—ds = =
e d___i a a o O-S o
n Oz .. dz
t S >f (o + E dz ds -

Figura 7.8. Placa de pared delgada.

Las tensiones que apareceran en un elemento diferencial ds dz de la placa son las mostradas
en la figura 7.8 a la derecha.

No se considera la carga cortante que se podria producir en las superficies amplias de la placa,
pues se suponen muy inferiores a los esfuerzos de presién. Esto implica que las tensiones
tangenciales sean nulas en estas superficies, incluyendo en los bordes. Por equilibrio interno,
en los bordes de las caras delgadas también seran nulas, y como se ha especificado que no
variaran con el espesor, entonces seran nulas en todas las caras.

En lugar de utilizar las tensiones tangenciales t, se trabajard habitualmente con el flujo
cortante g = tt. No se consideran las variaciones de q a lo largo de una cara, puesto que seran
idénticas en la cara opuesta, pero de sentido contrario, y por lo tanto se cancelaran. Los flujos
cortantes que quedardn serdn entonces los que se muestran en la figura 7.9.

Figura 7.9. Flujos cortantes.

El equilibrio de fuerzas en la direccién z queda

0 0 0 0
ﬂdztds+—qdzds=0 > —q=—t&
0z ds
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Y en la direccién s

dog dq dq dag
a—SdStdZ'F&dZdS—O = g——tg

Se puede introducir ahora la expresion para la tensiéon normal g,

M M N
L

L," A

g, =
El término debido a las cargas axiales puede dejarse de lado, pues las tensiones que provoca
no varian con z

do, _ydM, xdM, Qyy QX
0z I, dz I,dz L, I,

Y por lo tanto

dq Qy QO
Fr t(lxy+1yx

Los términos Qy/lx y Qx/ly son constantes en s, de modo que se puede integrar

) (Qyty(s) + %x(s)) ds

I I

1) - =-

0

Para conocer el flujo de cortadura en un punto cualquiera q(s) es necesario conocerlo en al
menos un punto q(0). Por ejemplo, alli donde la seccidon esté abierta se conoce su valor, y es
cero. Sin embargo se ha comentado ya que la seccidn abierta no soporta los esfuerzos a
torsién y en la que ademas aparece una distribucion a lo largo del espesor. Y para el caso de
una seccion cerrada es dificil encontrar un punto donde el flujo cortante sea conocido. Por lo
tanto un modo de proceder es encontrar la soluciéon para la misma seccién, pero dejarla
abierta en algun punto, y anadir los términos de la solucién particular que soporta la torsién.

q(s) | *t
S _L y

Ag lG X

e z

G_S (X6s: Yas)

Figura 7.10. Flujo cortante en un punto de una seccion.

Para la seccién abierta de la figura 7.10, se puede calcular el flujo cortante en el punto s como

__%r _% __Y _%
q(s) = I Joy(s)tds nygx(s)tds- I fAsy(s) dA L Lsx(s) dA
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Estas ultimas integrales son los productos de inercia de la seccidon de forma que en lugar de
realizar el calculo de la integral se puede hacer

Q Q
q(s) = —I—yAsYGs - I—xAssz
x y

Esto sdlo es valido si no hay torsion en la seccion. Para ello, los esfuerzos cortantes Qy y Qy
deben estar aplicados en el centro de cortadura (x¢c¢, Vec)-

7.9. Centro de cortadura

El centro de cortadura es una propiedad geométrica de la seccidn, lo que permite calcular su
posicion de forma instantdnea en algunos casos sencillos, por ejemplo aprovechando las
simetrias de la seccién. También puede verse el centro de cortadura como el punto respecto al
cual la distribucién de efectos cortantes no produce ningin momento.

La fuerza neta debida al flujo cortante debera ser igual a la resultante de Q, y Q,, en ese punto,
y por lo tanto también lo seran los momentos que produzcan respecto a cualquier punto
P = (xp, yp) arbitrario.

—Qx(Wec — yp) + Qy(xce — xp) = M}

Donde Mg es el momento debido a la distribucién integra de flujo cortante g respecto al punto
P. De cualquier modo, resulta mas sencillo calcularlo en un punto estratégico como el origen.
Lo que se hace habitualmente para encontrar xcc y ycc €s aplicar primero Unicamente una
carga Q,, arbitraria, con Q, = 0, obtener la distribucion de cortante debida a esta carga, e
igualando el momento que produce con el de la carga @y respecto a un punto cualquiera se
obtiene x.c. Posteriormente se aplica Unicamente una carga Q, arbitraria, con @, =0, se
encuentra la distribucién de cortante debida a esta carga, y finalmente se encuentra y...

7.10. Secciones reforzadas

Habitualmente las estructuras empleadas en aerondutica son una combinacidn de vigas,
llamadas normalmente cordones o elementos rigidizadores, y paneles de pared delgada. Los
cordones confieren estabilidad a las placas delgadas, puesto que impiden que el pandeo se
propague a zonas de la placa separadas por estos rigidizadores. Ademas son los que soportan
principalmente los esfuerzos normales.

Para calcular el comportamiento a flexiéon y a traccion se desprecia la seccidon de las paredes
delgadas, y se considera una seccidn de los rigidizadores ligeramente mayor a la que
realmente tienen. En el caso de que una seccion real no posea rigidizadores debera calcularse
una seccién equivalente que mantenga aproximadamente las propiedades de la seccién.

Al despreciar la seccién de las placas el calculo de algunas propiedades se reduce a sumar las
contribuciones de los cordones.

ZA'xCG' M M
XcG =# L =2Aiyi2 On = Vi — 2%
2

-66 -



Alejandro Roger Ull Estructuras aeroespaciales

Para una estructura idealizada como una combinacién de paneles y cordones, puede calcularse
el salto del flujo cortante en un corddn que separa dos placas como

da,
Agdz+(q2—q1)d2=0
—g = A—|ZEy 2Ly =4 AL
12~ N az<1xy I, x) <1x3’+1yx

Donde Iy e I,, contabilizan Unicamente el efecto de los cordones. Para cada panel es esfuerzo
cortante serd constante, pues se considera que no soportan esfuerzos normales, y cada vez
que cruza un corddn, que es el elemento que los soporta, cambiard segun la expresion
anterior.

Para una seccién que no tenga cordones debera encontrarse una seccién idealizada con unos
cordones cuya area debe hacer que la seccidon idealizada trabaje de forma similar a la real. Si el
elemento real trabaja a flexién y cortante es interesante mantener la inercia de la seccion,
mientras que si trabaja a traccion tiene mas interés mantener su drea. Cabe recordar que la
chapa idealizada solo trabaja a cortadura y no contribuye al momento de inercia.

Témese por ejemplo la seccién en forma de C de la figura 7.11, de espesor t y que se ha
idealizado mediante 4 cordones, en este caso de igual drea A, pero podrian haber sido de
areas diferentes.

d
T
& O
A qz
L
L CC?, @G
|
Qy
P\_.-’—\_H
r——ry q1

Figura 7.11. Idealizacidn de una seccion en forma de C.

Para esta seccién el centro de cortadura CC estara sobre el eje de simetria horizontal, y para
encontrar su posicidn horizontal sobre este eje, serd necesario suponer una fuerza cortante
vertical Q.

Debido a la antisimetria de cargas, los flujos superior e inferior son de igual médulo g4, pero de
sentidos opuestos. Ademads, aunque no es necesario conocerlo, se puede intuir directamente
que q; = Qy/2L. Para calcular los momentos se empleard el punto P.

Mp=Qy’d=qlL'2L
El flujo cortante puede calcularse facilmente desde el panel inferior.

O 0 O

=—A2y=-4
N L,” 4AL2 4l

(-L) =
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Finalmente

21%q, L

d = =
Qy 2

Para el caso en que se tenga una seccion cerrada de la que no se conozca a simpe vista ningun
punto que tenga flujo cortante nulo, se tomard un punto arbitrario como origen de flujos
cortantes, y la constante de integracién que aparezca sera precisamente el flujo cortante en
ese punto. Tomando como ejemplo la seccion de la figura 7.12, se puede calcular el flujo
cortante por superposicién de una seccion abierta en el punto 0 que se ha tomado como
origen, y por lo tanto con q,(0) = 0, mas una seccién cerrada con un flujo cortante constante
q. = cte, es decir, el flujo cortante serd q(s) = q,(s) + q..

S)

Figura 7.12. Superposicion de flujos cortantes.

= _‘_'__,.

Qa(o) = 0

@7

Ademas se ha considerado que la carga no tiene por qué estar aplicada en el centro de
cortadura, de forma que se debe superponer la carga aplicada sobre el centro de cortadura
con el momento torsor T que genera respecto a ese punto.

Suponiendo que la seccién es cerrada, porque si fuese abierta no podria soportar el momento
torsor, el flujo cortante debido exclusivamente a este momento sera constante a lo largo de la
seccion completa, y puede calcularse como muestra la figura 7.13.

Figura 7.13. Flujo cortante debido al momento torsor.

lds
dAin el

> dM = qrlds =T = %qu ds = f qr2 dA;, = 244,97
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Cuando se tenga una seccidn cerrada con una carga aplicada en un punto cualquiera, se
superpondrd como un momento torsor que genera un flujo cortante constante g, y una carga
igual aplicada sobre el centro de cortadura, dividida a su vez en una secciéon abierta
equivalente que generara una distribucion de esfuerzos cortantes q,(s) y otro flujo cortante
de valor constante q..

Entonces el momento respecto a un punto cualquiera P debido al flujo cortante total deberd
ser igual al producido por las cargas Q.

Mp g = Mp g, + 24inq0

Donde g, es la combinacién del flujo cortante debido a q. y a qr, que son constantes. Un
ejemplo podria ser el que se presenta en la figura 7.14, con una estructura idealizada con
cuatro cordones de area A y cuatro paneles de espesor t.

.

=13
QZT 7] +
O
q1

Figura 7.14. Seccién sometida a cortadura.

La carga Q es antisimétrica respecto al eje horizontal. Abriendo la estructura por el panel
derecho, el flujo cortante en el Unico panel vertical que queda debera ser Q/L, y el flujo q,
serd, considerando el salto desde el panel que se ha abierto con g = 0 hasta el panel inferior

Q Q Ly @
ety ()
* 44 (5)
2
Puede comprobarse que, efectivamente, para el panel vertical y para el superior quedaria
Qy Q Q Ly @
q> q1 Ix y 2L B ] 2 2 I
)
Qy Q Q L Q
Ay =_g—= _—___<
2)

Para el flujo constante g, es muy cémodo tomar los momentos respecto al punto P indicado.

Q/4L MPQ=Mpqa+2Ainq0=>0=Q3‘2L'L+2'2L2'q0
__9
do 4L
Figura 7.15. Q/4L Los flujos totales se muestran en la figura 7.15.

-69 -



Alejandro Roger Ull Estructuras aeroespaciales

7.11. Torsion y giro

El centro de cortadura se ha definido como el punto donde, una vez aplicada la carga, no se
produce torsién, de forma que puede encontrarse su posicién igualando a cero el momento
torsor provocado por una carga situada en ese punto.

Pero la seccidn, por lo general, se deforma, la rotacién no es sencilla.

Una cuaderna puede deformarse fuera de su plano, pero no cambiard su forma, que es una
deformacién en su propio plano, pues posee una gran rigidez en ese plano.

."/ "‘x1
f |f; a
/) Uy L Us U,
J | | &
( uz/ x‘r .
L% U/ Ty ' a, /42
- n
>~ ds S

Figura 7.16. Desplazamientos de la seccion.

Se supone una seccién como la de la figura 7.16 que dentro de su plano x,y puede rotar un
angulo 6 y trasladarse como un solido rigido u,, u,, y ademas podra tener un movimiento u,
en la direccién z perpendicular a su plano. EIl movimiento de un punto de la chapa puede
descomponerse en coordenadas intrinsecas como ug, u,,u,, en funcién de la posicion s del
punto. El desplazamiento tangencial de un punto cualquiera sera la parte debida a la traslacion
mas la debida a la rotacion.

Us = Uy COSY + u,, siny + 61

Recordando que el material es lineal, eldstico e isdtropo, se cumplird T = Gy, donde la
distorsién angular y es la variacion del dangulo que forman dos lineas que inicialmente son
perpendiculares.

La distorsion angular y serd entonces, considerando angulos pequefios

duy, du,
3z | os

Yy=a;+a; =

El flujo cortante valdra entonces

= 1t = Gty = Gt duix +duy' +ld9+auz
=mn=ur= ch051/1 dzsmlp dz 0s

Si se integra esta expresion a lo largo de la seccidn

Sq S duy, Sdu, s deé Sou,
J — ds =J —=cosy dsj —=siny ds+f l— ds+J ds
o Gt o dz o dz o dz o 0s
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Integrando para todo el perimetro se cancelan muchas de estas integrales, pues al dar la
vuelta a todo el perimetro el punto de partida y el final tienen el mismo desplazamiento.

du, d_dux d_dux dx =0 du, | ds = 0
fgcosd) S—Efcoszp S—E§ x = fﬁgsmlp s =

Ju,

s ds=0

Finalmente

fq d —dejgld _oq 40
Gt BT BT ingy

El momento torsor T define la rigidez a torsién J como

30 T  24;,T

= i = — =

@ = 1= @™
dz T ds

Si sélo se aplica torsidn a una seccion cerrada, el flujo cortante debido a este torsor es
constante, de forma que es mds sencillo encontrar la rigidez a torsion J.

4A%,
1
f ? dS

Se aprovechard todo esto para calcular la posicion del centro de cortadura de la seccidn
triangular de la figura 7.17, de paneles de espesor t.

T =2Amqr J=

CCe ' CCg
240 fee
__:"..Gﬁb — / q“G?t q:‘

W L/2 :

ye :‘-‘71 ' 4

L

Figura 7.17. Seccion triangular y seccion abierta equivalente.

Ya se conoce la posicién horizontal x.-. del centro de cortadura gracias al eje de simetria, y
para conocer la posicién vertical y-- hay que aplicar una carga Q,, horizontal.

Primero se busca la distribucidn de flujo cortante de la seccién abierta. La mejor forma de abrir
la seccién es de forma que se conserve la simetria, y para este caso hay que abrir el panel
inferior. De forma inmediata, por equilibrio de fuerzas, se obtiene la solucién para la
distribucidn de flujo cortante de la seccién abierta

&
da L

-71-



Alejandro Roger Ull Estructuras aeroespaciales

Si se afade la distribucién constante g, se pueden tomar momentos respecto al vértice
superior, donde los flujos de los dos paneles inclinados no hacen momento.

L? Qxlcc
lCCQxZZ?qO = qo= 322

Ahora queda encontrar la posicién del centro de cortadura respecto al vértice superior I
buscando cudl es el punto que no provoca un giro para esta distribucién de flujo.

@6 __1 fqd—o > ffd—o—z 5 a2 41)L o
dz 24,6t T 145 =0= 2o 2T 0| 27

V5
V5 +1

Como era de esperar de forma intuitiva, el centro de cortadura se situara en el interior de la

QxlCC
L

seccion. Cuando se conoce la posicion del centro de cortadura ya puede obtenerse la
distribucidn de flujo cortante a lo largo de la seccién debido a una carga de cortadura pura
qq + qo- Si una caga arbitraria no esta situada sobre el centro de cortadura se puede
descomponer en el efecto de cortadura pura y el de torsién, de forma que a la distribucién del
flujo cortante habrd que afiadir el debido al torsor g;.

7.12. Equilibrado

El objetivo del equilibrado, por ejemplo en las ruedas de un vehiculo, es evitar cargas de fatiga
ciclicas. Para ello debe cumplirse el equilibrio estadtico, que consiste en que el centro de
gravedad se sitle sobre el eje de giro, y el equilibrio dinamico, que consiste en hacer los
productos de inercia nulos.

Si los productos de inercia no son nulos, el momento cinético no tiene la misma direccién que
el giro, y cambia su direccién con el giro.

El sistema de masas M de la figura 7.18 que gira sobre el eje indicado esta equilibrado
estaticamente, pero las fuerzas centrifugas generan un momento que ademas cambia de
direccion con el giro de forma que causa un esfuerzo ciclico.

s a
|
l.
LS M
| I o | ®
i
em b

Figura 7.18. Sistema de masas puntuales equilibradas.
Afadiendo dos masas m como se indica podran cancelarse los productos de inercia.

2Mab — 2ml?* =0



Alejandro Roger Ull Estructuras aeroespaciales

De forma similar a la seccién de la figura 7.19 con cuatro cordones A se le afiaden dos
cordones A’ para anular los productos de area.

<L Qy
) 1 @
Al AE i
' ax ) !

A,/C\ AL ! 9 2
l L, A S \ I{_;
, L/2 Ny
YA Tch a1

' L} )

Figura 7.19. Seccion idealizada equilibrada.

Para que efectivamente el producto de area Iy, se anule debera cumplirse
L 2
2AL% — 24’ (E) =0 > A =44
Para calcular para esta seccion el flujo cortante g debido a una carga Q,, aplicada en su centro
de cortadura se obtiene primero la inercia
2

L
I, =2AL* +2-4A <§> = 4AL*

En los cordones que se encuentran en el eje x no hay salto de flujo cortante.

Qy Qy
= A L=
4AL2 4L

q1

Puede obtenerse g, por saltos igual que g4, o por equilibrio de fuerzas verticales como se hace
a continuacién

Q Q
Qy=Q1-3L—q2-L$q2=3q1_Ty=_4_Z

7.13. Secciones multicelulares

Si una seccién estd formada por mas de una célula se procede de forma muy similar a cuando
las secciones tenian un Unico bucle. Ahora habra que abrir una cantidad de veces igual al total
de células cerradas que haya en la seccién, y sera necesario determinar una cantidad de flujos
constantes igual a ese nUmero, como muestra la figura 7.20.

qa(s) "F___x\_ .
."ll A \ ."/_\\\ I/F\
/ | Qo1 ||| 9oz | K%s |
TR . W /

Figura 7.20. Seccion multicelular.
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Para averiguar los flujos constantes no bastara con igualar los momentos de la carga externa
con los del flujo cortante, que solo proporciona una ecuacion, sino que sera necesario aplicar
compatibilidad de giros en las diferentes células, es decir

de
dz

_do
1_dZ

_do
z_dZ

3

Supdngase una seccion como la de la figura 7.21 de espesor uniforme t sometida a un
momento torsor T.

Figura 7.21. Seccion multicelular sometida a torsion.

Para calcular la rigidez a torsién de la seccién hay que imponer el mismo giro para ambas
células de la seccion.

2

L
T =2L%q, +2q,—
) 4

do
dz

_do
. dz

Para cualquier camino cerrado se puede aplicar la expresién

dd 1 (g 1 1 V2
& -2a0c ds = ﬁ(CI1‘3L+(CI1—CI2)L) —E (Clz—CI1)L+ZCI2T
4

De estas dos ecuaciones puede encontrarse el valor de q1 y q5.

(3+8V2) T AT

VI 2= (7 + W2)12

Entonces ya puede encontrarse la rigidez a torsidn J a partir de

dé
T:G]E

Si se quiere calcular la posicién del centro de cortadura conviene idealizar la seccion tal y como
se muestra en la figura 7.22.

Figura 7.22. Idealizacion de la secciéon anterior.
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Ya es conocida la posicidn vertical del centro de cortadura y.. gracias al eje de simetria
horizontal. Para obtener la posicion horizontal x¢ sera necesario aplicar una carga vertical Q.

No sera necesario encontrar la posicion horizontal del centro de gravedad x; pues solo hay
gue tomar posiciones a lo largo del eje y, cuyo origen y; estd situado también en el eje de
simetria de la seccion.

L\? Q

I, = 4A (—) = AL? Ag; = —~2 Ay

2 I,
Para calcular el flujo cortante se abren los dos paneles que se indican en la figura 7.23, y
aprovechando la antisimetria de cargas sélo hara falta obtener el valor de dos flujos cortantes.

I
O—Q:
\‘r'\
A,

q1

Figura 7.23. Flujo abierto y flujo constante.

Del equilibrio de fuerzas verticales ya puede obtenerse g, = @, /L. Dado que el salto del flujo
es el mismo en todos los cordones entonces g, sera la mitad q; = Qy,/2L.

Ahora hay que calcular los flujos constantes. Como se esta buscando el centro de cortadura,
las rotaciones de ambas células no sélo deberan ser iguales, sino que deberan ser nulas.

do
dz

_do
. dz

2

Esta condicion se simplifica gracias al espesor y demas propiedades constantes y queda.

3€qu=5£qu=0
1 2

Para la primera célula

Q
fq ds = ZﬁL+QO1'3L+(QO1—CI02)L: 0
1

Para la segunda

0y V2

LV2
qu ds = ZTT+ (qoz — o)L + 2%27: 0
2

De estas dos ecuaciones ya se pueden obtener los flujos cortantes constantes qg1 Y qo2-
Equilibrando los momentos respecto al punto P se obtiene

Q 1? 13— 2v2
_deCC=7yL+q01'2L2+qO2'ZZ = dCC:TL
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7.14. Secciones variables

Imaginese que se tiene una seccidén idealizada por paneles y cordones que varia de
dimensiones a lo largo de su eje, es decir, en la direccién z como muestra la figura 7.24. Los
rigidizadores soportaran entonces una parte de esfuerzos tangenciales debido a su inclinacién
con respecto al eje z.

Figura 7.24. Estructura de pared delgada de seccidn variable.

Se puede suponer que la tensién en la direccion z en los rigidizadores g, variard poco respecto
al caso de seccién constante.
M, M,
O0zi =7 Vi~ 7 %i

I

Sin embargo, ahora el cordén no apunta en direccién z de forma que la carga que soporta
viene dada por

Ogzj

cos 6;

O;

Donde 6 es el angulo que forma el corddn con el eje z, que es el mismo que el que forma el
esfuerzo que soporta P; = g;A; con este eje. El cortante que soporte la seccidn serd entonces

w=%+2&i %=%+Z&i

Donde Q% y QJL, son las cargas que soportan los paneles, y las sumas son las cargas que
soportan los cordones debido a la desalineaciéon. Puede escribirse entonces

%=@—Z&i %=@—z&i

De este modo los cordones soportan una fraccion de los esfuerzos cortantes, y las expresiones
qgue se han utilizado anteriormente para calcular los flujos cortantes en los paneles pueden
Ly L
emplearse con Qyx y Qy.
L QL
Oy y
Aqi = ==X A — 77Vl
y X
Puede utilizarse directamente la seccion normal del corddn A;, no es necesario encontrar su
proyeccion en el plano de la seccidn.
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Témese como ejemplo la semi-ala que se muestra en la figura 7.25, con una carga P aplicada
en la punta hacia arriba en el borde de ataque, reforzada con rigidizadores de seccién A.

2h - L =
l I\ y. — —-— ‘
O———<
2h % h
1 L i
T : p Pt Punta
Raiz N

Figura 7.25. Semi-ala de cuerda variable a lo largo de la envergadura.

En la seccion de la raiz, la mas castigada a flexion, la carga cortante es Q,, = P y el momento
flector es M,, = PL. Debido a la posicién del centro de cortadura de la seccidn, el cortante
genera un torsor T = —Ph. La inercia de la seccién es I, = 4Ah?. Puede obtenerse entonces la
tension en direccidon z que soporta cada rigidizador.

_PL,_PL
% = 4an2" T 2an

Se considera que la carga total que soporta cada rigidizador es aproximadamente la misma que
la que soporta en direccién z, pues el dngulo de inclinacidn 8 que forman los rigidizadores con
el eje z es pequefio.

Oz

Oz

t 9_h/2 K1 = =
o= 7= os0

Sin embargo existe una componente vertical de este esfuerzo, que en mddulo vale

h/2 h/2 P
L : F:UZ.L.A:_

gy =0-sinf =g, - I .

Las cargas en los larguerillos inferiores son de traccidn, ligeramente desviada hacia arriba, de
forma que las cargas F, van hacia arriba. En los larguerillos superiores las cargas son de
compresion ligeramente hacia abajo, de forma que las cargas F, también son hacia arriba. La
resultante de las cargas sobre todos los larguerillos no tiene la misma linea de accién que la
carga aplicada, de forma que el efecto producido por el momento se afiadird a la constante de
flujo cortante q,.

El esfuerzo cortante que queda para los paneles es P/2. Por equilibrio de fuerzas se pueden
obtener los flujos cortantes de la seccidn abierta que se muestra en la figura 7.26.
5 0
P P

8h! 8h

tp/2

Figura 7.26. Flujo cortante en la raiz del ala.
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Tomando momentos respecto al centro de area de la seccién, la suma de los momentos de
todos los esfuerzos de la seccion, que es exclusivamente el debido a g, debe ser idéntico al
producido por el sistema de cargas externas, de modo que

Ph = 2-4h%? = —P
={qo q0_8h

Finalmente el flujo cortante de la seccidn es el que se muestra en la figura 7.27.

P/8h
P
4h
P/8h

Figura 7.27. Flujo cortante en la raiz del ala.
7.15. Tension diagonal

Los largueros de un ala estdn pensados para trabajar a flexion. Estos no se hacen de una sola
pieza en forma de doble T, pues seria demasiado pesado y grande, y ademas las grietas se
podrian propagar sin control. Un larguero real acostumbra a ser una placa delgada reforzada
con montantes verticales y con dos alas en forma de T que soportan la flexién, mds o menos
como se esquematiza en la figura 7.28.

Figura 7.28. Esquema de una seccion del larguero de un ala.

Si se carga la estructura como se indica en la figura 7.29 la chapa soportara esfuerzos cortantes
exclusivamente, las alas soportaran la flexion y los montantes, inicialmente, no trabajan.

oy P

-—[f]—

Figura 7.29. Estado tensional previo a la carga critica.
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Para este estado de cargas se puede aplicar
o p equilibrio en una rebanada arbitraria como
T T muestra la figura 7.30.

1 Ts tsth =P oy Ay h = 0Aih = Px

o |' Donde h y t son la altura y el espesor de la
| — U i
x placa respectivamente, y A; y A, son las
secciones de los largueros inferior y superior
respectivamente (habitualmente iguales).

Figura 7.30. Equilibrio de la estructura.

Cuando en una estructura se alcanza una determinada carga critica P.. se produce el
fendmeno de pandeo en aquellas zonas que estén trabajando a compresién. Tras el pandeo la

capacidad de trabajar a compresidon queda muy mermada, pero la estructura puede seguir
trabajando a traccion.

En el larguero de ejemplo el punto mas critico es la chapa. Al alcanzar la carga critica el panel
pandea y no puede soportar mas cargas de compresién, por lo que su estado tensional ya no
puede ser tangencial puro. El estado tensional puede descomponerse en el critico mas un
estado de carga adicional, en el que los montantes comienzan a trabajar a compresién, como
muestra la figura 7.31.

.._E(}TE.C_T Per - |_—:_'—O|-ugd Paa
( 0 0
' i oL
] + £ B
Tsor oL ] vop
( 0 ( (
;l.cr = E ad 3

Figura 7.31. Estado de carga critico y adicional.

En concreto, en el panel, el estado de carga adicional se detalla en la figura 7.32.

Oy, Oy, L “-\\
2 ) 2 //—-h‘\..\‘u// I;I

TN v/
/! \\ - ’

e

lIIII / ! \
</> o,c;f aW,O}U "_Hil_'a‘”/z

T

Ow //‘ \\

\ \"\\\ / t Oy / 2
*\___._ﬂ_/ Ow / 2
Ow Ow
27 2

Figura 7.32. Estado de carga adicional en el panel, de traccion a 45°.
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Paa Se puede aplicar equilibrio de nuevo en una
o rebanada arbitraria para el estado de carga

Oyad:= () . .
wad adicional como muestra la figura 7.33.
'_I
O-W O-W
L o,
2 12 7th =P,
|
Olad—= U Ow

h
X JuadAuh+ 2 thE: adX

Figura 7.33. Equilibrio de la estructura. 0y agArh — Iw X

2 2
Mientras no se alcanza la carga critica los largueros experimentan la misma tensién (si sus
secciones son iguales), uno a traccion y el otro a compresidon. Pero de estas ultimas
expresiones se deduce que, una vez se alcanza la carga critica, la deformacién de compresion
aumenta mas que la de traccidn, pues el larguero inferior absorbe la carga de compresién que
no puede absorber el panel.

Finalmente los montantes deben soportar la carga cortante que se transmite a los largueros
desde el panel.

0,
O-LAL = 7Wtb

Donde A; es la seccién de los montantes y b la anchura libre de la placa delgada, es decir, la
distancia que separa dos montantes. Se ha supuesto que todos los montantes son iguales y se
encuentran separados uniformemente.

-80-



	0. Contenidos
	1. Leyes constitutivas
	1.1. Ecuaciones constitutivas del problema elástico
	1.2. Modelo reológico friccional de plasticidad perfecta
	1.3. Espacio de tensiones
	1.4. Flujo plástico
	1.5. Regla de flujo
	1.6. Carga y descarga. Condiciones de Kuhn – Tucker y de consistencia
	1.7. Resumen hasta este punto
	1.8. Cálculo del multiplicador plástico
	1.9. Ecuación constitutiva para el modelo de plasticidad perfecta
	1.10. Modelo de endurecimiento isótropo
	1.11. Cálculo del multiplicador plástico
	1.12. Modelo de endurecimiento cinemático
	1.13. Cálculo del multiplicador plástico
	1.14. Modelo poliaxial

	2. Plasticidad de vigas
	2.1. Plasticidad en barras
	2.2. Ejemplo – Plasticidad en barras
	2.3. Flexión en el campo elastoplástico
	2.4. Secciones compuestas

	3. Cálculo plástico de estructuras
	3.1. Ideas generales
	3.2. Teoremas fundamentales
	3.3. Método de cálculo
	3.4. Ejemplo isostático – Viga biapoyada con carga puntual
	3.5. Ejemplo isostático – Viga biapoyada con carga distribuida
	3.6. Ejemplo hiperestático – Viga biempotrada con carga puntual

	4. Introducción a la inestabilidad estructural
	4.1. Generalidades acerca de la inestabilidad
	4.2. Conceptos energéticos
	4.3. Grados de libertad
	4.4. Estabilidad
	4.5. Introducción al pandeo

	5. Inestabilidad estructural de columnas
	5.1. Introducción
	5.2. Carga crítica de Euler – Viga biapoyada
	5.3. Carga crítica de Euler – Viga biapoyada – Planteamiento en fuerzas
	5.4. Carga crítica de Euler – Viga biapoyada – Planteamiento energético
	5.5. Carga crítica de Euler – Viga biempotrada – Planteamiento en fuerzas
	5.6. Carga crítica de Euler – Viga en voladizo – Planteamiento en fuerzas
	5.7. Expresión general de la carga crítica de Euler
	5.8. Excentricidad y defectos iniciales
	5.9. Inestabilidad en cargas columna
	5.10. Método energético de Rayleigh – Ritz
	5.11. Método energético – Viga biapoyada
	5.12. Método energético – Viga en voladizo

	6. Cálculo matricial de la estabilidad de estructuras
	6.1. Formulación de la matriz de rigidez
	6.2. Formulación de la matriz de rigidez aproximada
	6.3. Cálculo matricial de estabilidad – Viga biapoyada
	6.4. Cálculo matricial de estabilidad – Viga en voladizo
	6.5. Cálculo matricial de estabilidad – Viga empotrada y apoyada
	6.6. Discretización y ensamblado
	6.7. Transformación de coordenadas locales a globales
	6.8. Esfuerzos normales dependientes del elemento

	7. Estructuras aeroespaciales
	7.1. Introducción a las estructuras aeroespaciales
	7.2. Factor de carga
	7.3. Comportamiento frente a ráfaga
	7.4. Teorema de Castigliano
	7.5. Energía de deformación
	7.6. Método de la carga unitaria
	7.7. Cargas sobre una viga
	7.8. Cargas sobre una placa
	7.9. Centro de cortadura
	7.10. Secciones reforzadas
	7.11. Torsión y giro
	7.12. Equilibrado
	7.13. Secciones multicelulares
	7.14. Secciones variables
	7.15. Tensión diagonal


