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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar os objetos geométricos intrinsecos
a esfera, usando o conceito de geodésica e, através deste, aplicar os conceitos Eu-
clideanos de angulo, comprimento e area para: calcular distancias entre pontos da
esfera; definir triangulos esféricos; encontrar relacoes métricas nos triangulos esféricos
que relacionem comprimentos dos lados e angulos entre os lados; discutir se os casos
de congruéncias de triangulos no plano também valem na esfera; e calcular a area dos

triangulos esféricos.



Sumario

Introducao
1 Conceitos basicos

2 Resultados fundamentais
21 Aesfera . . . . .
2.2 Sistemas de coordenadas na Esfera . . . . . ... ...,
2.2.1 Coordenadas Cartesianas . . . . . . . . .. .. ... ... ....
2.2.2  Coordenadas Esféricas . . . . . . ... ... ... ... ...
2.3 O comprimento de uma curva na esfera . . . . . .. ... ... ... ..
24 Adreadeumaregiao QC S ...
2.5 Transformacoes ortogonais de R® . . . . . . . . .. ... ... ... ..
2.5.1 Transformacoes ortogonais de R? . . . . . ... ... ... ...

2.5.2 Transformacoes ortogonais de R® . . . . . ... ... ... ...

3 Distancia e Area
3.1 Geodésicas de 5[2, ..............................
3.2 O angulo entre dois vetores em S7 . . . ... ...
3.3 Triangulos . . . . . . . ..

3.3.1 Area de um gomo esférico . . . . .. ..o

4 Geometria da esfera
4.1 'Trigonometria esférica . . . . . . . ... oL

4.2 Areas de triangulos esféricos . . . . .. .. Lo Lo

13
13
14
14
15
20
21
22
22
25

29
29
31
36
36



Introducao

Por motivos astroldgicos, religiosos, agricolas e outros, nossos antepassados
tentaram entender o movimento dos corpos celestes (estrelas, planetas, sol e lua) no
céu (aboboda celeste), o qual acreditavam ser esférico, como vemos nos antigos textos

abaixo:

“Sim, naturalmente vaos foram todos os homens que ignoraram a Deus e

que partindo dos bens visiveis, nao foram capazes de conhecer Aquele que
¢, nem, considerando as obras, de reconhecer o Artifice. Mas foi o fogo,
ou o vento, ou o ar sutil, ou a aboboda estrelada, ou a dgua impetuo-
sa, ou o0s luzeiros do céu, principes do mundo, que eles consideraram
como deuses!”

Sabedoria de Salomao, capitulo 13 versiculos 1 e 2

E

“Vocé, Rei Gelon, tem conhecimento que o “universo”é o nome dado
pela matoria dos astronomos para a esfera, o centro da qual € o centro
da Terra, enquanto seu raio € igual a linha reta entre o centro do Sol
e o centro da Terra. Isto é senso comum como vocé tem ouvido dos
astronomos.”

Carta de Arquimedes para o Rei Gelon, cerca de 220 A.C.

Eles usaram seus conhecimentos dos astros para se localizar quando nave-
gavam longas distancias e em tentativas para entender a forma da Terra, mas para
isso precisavam compreender as relacoes entre as distancias sobre esferas. Assim, a
geometria esférica pode ser considerada a primeira geometria nao-Euclideana, a qual

se desenvolveu nos campos da navegacao e da astronomia.
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serd rapidamente visto quanto espaco hd entre dois lugares na cir-
cunferéncia de um grande circulo, o qual € desenhado através deles em
volta da Terra. ... nos garantimos que for demonstrado por matemdticos
que a superficie da terra e dgua é em sua totalidade uma esfera, ... e
que qualquer plano o qual passa pelo centro faz na sua superficie, isto é,
na superficie da terra e no céu, grandes circulos, e que 0s angulos dos
planos, angulos os quais estdao no centro, cortam as circunferéncias dos
circulos os quais eles interceptam proporcionalmente, ...”

Claudius Ptolemaeus, Geographia (150 DC), Livro Um, capitulo II

A pelo menos 2000 anos tem-se o conhecimento de que a Terra é (quase) uma
esfera e que as distancias mais curtas entre dois pontos na superficie do nosso planeta
sao segmentos de circulos maximos. Em Aristételes podemos encontrar evidéncias que
a geometria esférica era estudada até mesmo antes de Euclides, e este, no seu trabalho
sobre astronomia, Phaenomena, discute proposi¢oes da geometria esférica. Menelau,
um grego do primeiro século DC, publicou o livro Sphaerica, o qual contém muitos
teoremas sobre triangulos esféricos e compara estes aos triangulos no plano.

Até o século 19, a geometria esférica se desenvolveu quase que somente nos
campos da navegacao e da astrologia e foi utilizada por navegadores, por agrimensores
e por Brahe e Kepler no estudo do movimento de estrelas e planetas.

Neste trabalho alcangaremos alguns resultados da geometria esférica. Para
isso, no capitulo 1 enunciaremos alguns conceitos e demonstraremos teoremas do céalculo,
da algebra linear e de anélise; no capitulo 2 desenvolveremos as ferramentas bésicas
para estudar a esfera; no capitulo 3 calcularemos a distancia entre dois pontos sobre
uma esfera e definiremos triangulos esféricos; e no capitulo 4 veremos resultados equiva-
lentes, na esfera, ao Teorema de Pitagoras, a lei dos senos, a lei dos cossenos, aos casos

de congruéncia de triangulos e a area de triangulos esféricos.



Capitulo 1

Conceilitos basicos

Definicao 1.1. Seja V' um conjunto onde estd definida uma operacio +: V xV — V,
+(z,y) = x +y e para cada numero real A estd definida uma operagio A\:'V — V|

Az) = Ax. V € um espago vetorial real se os sequintes axiomas sao satisfeitos
1. v+y=y+x para quaisquer x,y € V.
2. (x+y)+z=x+ (y+ 2) para quaisquer x,y,z € V.
3. Existe um elemento 0 € V' tal que, para todo x € V, v+ 0 = x.
4. Para cada x € V existe —x € V tal que x + (—x) = 0.
5. a(r +vy) = a.x + a.y para todo a € R e quaisquer z,y € V.
6. (0 + B)xr = a.x + B.x para quaisquer a,F ER ex € V.
7. (a.f)x = a(B.x) para quaisquer o, 3 ER ex € V.
8. l.x = x para todo x € V.

Da definicao temos que R™ munido com as operacoes de soma e multiplicacao

por escalar usuais é um espago vetorial real.

Definicao 1.2. Uma funcao L de um espago vetorial V' em um espaco vetorial W é

chamada transformacao linear se para quaisquer u,v € V e a, 3 € R escalares

L(a.u+ ) = a.L(u) + B.L(v). (1.1)



Notacao. Seja A uma matriz, denotamos por a; a j-ésima coluna da matriz A e por

e;j 0 j-ésimo vetor da base canonica de R".

Teorema 1.1 (Teorema da representagao matricial das transformacgéGes lin-

eares). Se L € uma transformagao linear de R™ em R™, entao existe uma matriz Apxn

tal que
L(z) = Az, VreR"

e o0 j-ésimo vetor coluna da matriz A € dado por
aj=L(e;) j=1,2,..,n.
Demonstracao 1.1. Para j = 1,2,...,n defina
a; = (ay;,asj, ..., am;)" = L(e;).

Seja

A = (ai;) = (a1, ag, ..., a).

Se

r=2x1.e;] +T9.60 + ... +Tp.€,

¢ um elemento arbitrario de R™, temos

L =uz.L(ey) +xo.L(es) + ... + x,.L(ey)

= T1.a1 + To.00 + ... + Tp.a, =

X1

€2
= (a1, a9, ...,a,) . = Ax.

T

Notagao. Seja A uma matriz n x m. Denotamos por M,} a matriz (n — 1) x (m — 1)

formada pelos elementos da matriz A exceto aqueles na i-ésima linha e aqueles na

j-ésima coluna. Omitiremos o sobrescrito ‘A’ quando nao houver perigo de confusao.



Teorema 1.2. Se A é uma matriz n x n, entao det(A*)=det(A)

Demonstracao 1.2. Vamos demonstrar por inducdo em n. O resultado € vdlido para
n =1, jd que uma matriz 1 X 1 € necessariamente simétrica. Suponha que o resultado €
vdlido para todas as matrizes k x k e que A € uma matriz (k+1) x (k+1). Ezpandindo

det(A) em relagao a primeira linha, obtemos
det(A) = aydet(Miy) — aradet(Miz) + ... + (= 1) ay gy det (M i)
Como as matrizes M;; sao todas k X k, pela hipotese de indugdao temos que
det(A) = ayydet(M,) — ayadet(M}y) + .. + (=1)* " ay gy det (M ,,)) = det(A").

Definigao 1.3. Seja Q C R3 uma superficie de R®. O plano tangente a p € Q € o
conjunto

T,U ={v e R"|Fvy: (—e,¢) = U,7(0) =p e +'(0) = v}.

Denotamos por T,£) o plano tangente a superficie {2 no ponto x € €.
Seja v C € uma curva, €2 uma superficie e @ € T,2. Denotamos por dv,.u o vetor

tangente a vy, no ponto x, na direcao de u.

Definicao 1.4. Sejam U C R™ ¢ V C R™, uma aplicagcao f: U — V € diferencidvel
se, para todo p € U ev € T,U, ewiste uma transformagao linear df,: T,U — T,V tal

que para para todo € > 0 existe um 0 > 0 tal que ||y — z|| < 3§, y € V implica em

1f(y) = f2) = dfely — 2)|| <elly — ||

Seja f(x1,. .. xn) = (fi(x1, ..., 20), -, fm(T1, ..., 2y)), na base candnica,
temos

on  on ... onh y
ox1 0z 0zn 1

n af2  Of of
_ of | am 3 7 o V2

dfp.v = Zvi— = .

: ox; : . : :
=1 . . . :
On Ofn ... Ofn v
ox1 0z 0zn n



Assim uma base para o subespaco gerado pela imagem de f € g—gl, 88—;2, cee %}.

Teorema 1.3. Seja A C R™ um aberto e f: A CR™ — R™, com f = (f1, fo, - fm)-
Se cada wma das derivadas parciais 0f;/0x; existe e € continua em A, entdo f €

diferencidvel em A.

Demonstracao 1.3. Seja df, a matriz Jacobiano. Precisamos provar que, com x € A

fizo, para todo € > 0 existe um § > 0 tal que ||y — z|| < §, y € A implica em

f(y) = fx) = dfe(y — 2)|| <elly — ||

Para demonstrarmos isso basta provar para cada componente de f separadamente (pois,

se isso ocorre em cada componente, basta escolhermos um 0y tal que, em cada compo-

nente || fi(y) = fi(x) = dfi,(y—)|| < e//m.|ly—z||, assim || f(y) = f(2) = dfe(y—2)|| <

elly — z||). Desta forma podemos supor m =1, assim

f(y)_f('r) :f(ylv"‘7yn)_f(‘rlﬂva"wyn)_'_f(‘rby%"’?yn)
—f(@, 22,3, Yn) + @1, 22,93, - Yn) — f(21, %2, T3, Y4y - - Yn)

+"'+f(x1>"'7xn—1ayn)_f(xla--'axn)-

Como A € aberto podemos reduzir § para obtermos uma regidgo convexa. Portanto, pelo

teorema do valor médio, temos

f(yla"'7yn) _f<x17y27"'7yn) = g—i(ulay%'“ayn)(yl —.771)

para algum uy entre x1 e y;. Podemos escrever expressoes similares para os outros
termos, o que nos da

0 0
F5) = 1) =5 o) = 0) + s ) — 02

0 0
+a—£($1,x2,u37y4, e Yn)(ys —z3) + -+ 8_:£(x1’$2’ ey Up) (Yn — T).

Como df,(y —z) =1, g—;(xl, oy ) (Yi — x;), usando a desigualdade triangular e o



fato que ly: — x| < ||y — x|, temos

N ‘aii(xl,...,xnl,un) — a—%<l’175€27---axn)

Ja que os termos Of /0x; sao continuos e u; estd entre y; e x;, existe § > 0
tal que, o termo entre chaves é menor que € para ||y — z|| < §, o que demonstra o

teorema.

Definigao 1.5. A aplicacio f: U — V é um difeomorfismo se f: U — f(U) for

bijetora, diferencidvel e a aplicacio inversa f~1: f(U) — U for diferencidvel.

Teorema 1.4 (Teorema da fungao inversa (TFI)). Sejam A C R™ aberto e f :
A — R" deriwavel com derivada df continua. Seja xg € A e suponha que df (xy) €
invertivel. Entao existe uma vizinhanga U C A aberta de xog e uma vizinhanca aberta
W de f(xo) tal que f(U) = W, a restricio de f para U € invertivel e a inversa
71 W — U € derivdvel, com derivada continua. Além disso, para y € W e x =
f~Yy), temos

df ~H(y) = ldf (z)] .

Se existem as primeiras p derivadas de f e sao continuas, p > 1, entdo existem as

primeiras p derivadas de f~' e elas sdo continuas.
Demonstracao 1.4. A demonstragdo deste pode ser encontrada em [2].

Definicao 1.6. Sejam U C R*, V C R™ e f: U — V uma aplicagao diferencidvel e
pelU.

1. Se n < m e posto(df,) = n dizemos que f é uma imersio em p. Se para todo

p €U, f € uma imersao em p, entdo dizemos que f € uma imersao.

2. Sen > m e posto(df,) = m dizemos que f é uma submersao em p. Se f é uma

submersao em p para todo p € U, entao dizemos que f é uma submersao.

Hly = =]



Teorema 1.5 (Teorema da forma local das imersoes). Sejam U C R? ¢ V C R3
abertos e f: U — V uma imersdo. Entdo, existem abertos U' C U e W C R?, p € U’

e um difeomorfismo ¢: W — U’ tal que a composicao fo¢: W — V' € dada por

foo(x1,x2) = (21, T2, P71, 72)). (1.2)

Demonstracao 1.5. Seja

f(x1,20) = (fi(z1, 22), fo(w1, 22), f3(21,72))

entao
ofi Of1
ox oy
_ 0 2]
df (z1,2) — 8_{3 8iy2
Ofs  Ofs
ox dy

Como f € uma imersdo, posto(df,) = 2, uma das sequintes matrizes é nao singular

ofi  9h ofi  9h of2 9f2
ox oy ox oy ou ox Jy
oz dy oz Oy Oz Oy

Suponhamos que seja a primeira (analogo para os outros casos). Ao considerarmos
a aplicagio g: U — R?, definida como g(x1,72) = (fi(x1,22), f2(z1,22)), concluimos
que dg, € ndo singular. Portanto, pelo Teorema da fun¢io inversa, existem U C U
vizinhan¢a de p e V' C 'V wizinhanga de f(p), tais que g: U" — V' é um difeomorfismo.
Seja ® = g71: V! — U’; ao denotarmos u = fi(x1,22), v = fo(x1,22) € ¢1(u,v) =

fs o ®(u,v) concluimos que
fO@: V= U foé(u,v):(u,v,gzﬁl(u,v)). u

Definigao 1.7. Seja Q C R3 uma superficie. Dizemos que uma curva v: [a,b] C R —

Q liga p,q € Q se y(a) =p ey(b) =q e € diferencidvel em [a,b].

Definigao 1.8. Sejam a,b € R e v: [a,b] — R, v(t) = (z(t),y(t), 2(t)), uma curva



que liga p,q € R® . O comprimento de v é:

L(vy) = /j\/(%)z + (%)2 + (%)th = /ab V<A A >dt. (1.3)

Definicao 1.9. Definimos a distdancia d entre dois pontos p,q € 2 C R? como :

d(p,q) = inf(L(y\)| va € uma curva que liga p e q). (1.4)

Se existe uma curva A C  que minimiza a distancia entre dois pontos dizemos que A

¢ uma geodésica.

Definicao 1.10. Seja Q C R3. Um difeomorfismo ¢: Q — Q € dito ser uma isometria
d(u,v) = d(¢(u), ¢(v)).

Teorema 1.6. Um difeomorfismo ¢: 2 — () é uma isometria se e somente se

< (do)p-u, (dp),.v >=<u,v > .

Demonstracao 1.6. Suponha que < (do),.u, (d),.v >=< u,v >. Sejam A={vx |V
uma curva ligando p e q} e B={0 | Br uma curva ligando ¢(p) e ¢(q)}.

Se vo a curva que minimiza a distancia entre p e q, entdao By = ¢ o Yy liga
o(p) e ¢(q) (pois ¢ é um difeomorfismo, logo (o € diferencidvel; além disso Bo(a) =
¢ oo(a) = d(p) e fo(b) = ¢ o0(b) = ¢(q)). Mas

b b
L) = / V< 0,7 >dt = / \/< (d)0(t) 70, (AP)5o(0)-70 >t
b
— [ V< Bzt = 13w,

Assim inf{L(v)|y € A} > inf{L(5)|8 € B}.

Se 81 a curva que minimiza a distancia entre ¢(p) e ¢(q), entdo v, = ¢~Lof3

liga p e q (pois ¢~ é um difeomorfismo, logo v, € diferencidvel; além disso v,(a) =

10



¢ ofi(a) =¢7 ogor(a) =pen(b) =¢ o Bi(b) = ¢ 0 poy(b) =q). Mas

b b
L(1) =/ V< B, By >dt :/ \/< (dp=1)g,(1)-B1, (dp~1) g, )1 >dt
b
=/ V< 91,m >dt. = L(m).

Assim inf{L((5)|3 € B} > inf{L(vy)|y € A}.
Portanto inf{L(v)|y € A} = inf{L(B)|8 € B}, entdo d(p,q) = d(¢(p), #(q))-

Agora suponhamos que ¢ € uma isometria. Entdo usando a métrica usual

de R3 temos

A(p.q) = d(6(p). 6(0) = \/I| < (db)pu. (dd)pv > || = /[ < w0 > |

Entao, usando que < v,v >> 0, temos
< (do)p.u, (dp),.v >=< u,v > . [ |

Definigao 1.11. O angulo entre duas curvas vy e y2 num ponto o € y1MNy2 € 0 angulo

entre ’y{ (5130) € 75@0)

Figura 1.1: Interseccao entre duas curvas
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Definigao 1.12. A drea de uma superficie K C R com equagio z = f(z,y), onde

(x,y) € D e % sdo continuas ¢

o
://D\/{%r+ {%rudmy (1.5)

Definicao 1.13. Seja ¢: V — R, o suporte de p em V' é o fecho do subconjunto de V'

no qual ¢ € diferente de zero.
Dizemos que ¢ tem suporte compacto se toda familia A de conjuntos abertos
que contém o suporte de ¢, admite uma familia finita Ay C X tal que Xy contém o

suporte de ¢.

Teorema 1.7. Sejam V C R", ¢: V — R continua que tem suporte compacto,

f: R™ = R" diferencidvel e U = f(V), entao:

/¢o 2)|Df( ]dyc—/¢ (1.6)

Demonstragao 1.7. A demonstracao pode ser encontrada em [2].
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Capitulo 2

Resultados fundamentais

2.1 A esfera

Figura 2.1: A esfera

Definicao 2.1. A esfera de raio p, com centro na origem de R® € o conjunto Sﬁ
2 3. 00| —
S, ={v e R’ |v| = p}. (2.1)

Seja v € R3,v = (x,y,2), entdo |v] = /22 +y? + 22, assim S? € o conjunto das
4] Y p

solugoes da equagdio x> + y* + 22 = p.

13



2.2 Sistemas de coordenadas na Esfera

Quando definimos um sistema de coordenadas sobre uma superficie, pre-

cisamos mostrar que existe um difeomorfismo entre este sistema de coordenadas e um

aberto de R?, para que as definicoes de derivada e de integral usualmente utilizadas

facam sentido.

2.2.1 Coordenadas Cartesianas

Sejam B; = {w € R?|w < p} a bola aberta e (B;,¢;), com i = 1,....,6 o

sistema de coordenadas locais definidas assim:

o1
02
03
G4
O5:
06

By
B,
By
By
By

By

— ]Rg,
— Rg,
— R?’,
— jo
— R:S,

— ]Rg’

Os outros mapeamentos levam B; em outros hemisférios.

A

4

o1(z,y) = (2,9, p? — 22 — y?);

¢2($7y) = (xvya - P2 :U2 y2>7

3y, 2) = (Vp? —y* — 22y, 2);

Pa(y, 2) = (= p? =y — 22y, 2);

¢5(y72’) = (.%, V P2 - £L‘2 - 2272);

P6(y,2) = (z, —/p? — 22 — 2%, 2)

Z
0)
y= \ - _ / y

Figura 2.2: ¢; é uma transformacao da bola aberta em um hemisfério

Segue que

1. 52 — U?:l ¢Z<Bl>
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2. ¢;: By — IM(¢;) é bijetora para todo i, de fato ¢; é sobrejetora pois toda fungao
cujo contra-dominio ¢ igual a sua imagem ¢é sobrejetora, para mostrar que ¢; é

injetora vamos provar o caso ¢, os outros sao analogos. ¢1(z,y) = ¢1(2',y') =

('Ia Y, V p2 - x2 - y2) = (Qf/,y/, 02 - x/Q - y/2) = (xay) = ([L'/,y/).

3. ¢1 é um difeomorfismo entre B; e a sua imagem ¢;(By). De fato

1 0
doi(x,y) = 0 1 = posto(d¢y(z,y)) =2 Y(x,y) € By.

\/p2fx27y2 \/pQ,mzny

Portanto, pelo Teorema da forma local das imersoes, ¢; é um difeomorfismo.

Analogamente as outras aplicacoes ¢; também sao difeomorfismos.

4. Decorre do item anterior que as aplicacoes de transicao ¢;; = ¢; o gbj_lz By — B

sao difeomorfismos.

Dos items acima, temos difeomorfismos do plano em Sg. Ao supormos que

p = (x,y,2) € ¢1(By) uma base para o plano tangente a Sg, em p, é 3{e1,es} onde

er=11,0, 7 e eo=10,1, Y .
/p2—l'2—y2 /p2_x2_y2
2.2.2 Coordenadas Esféricas

E habitual associarmos a cada ponto p de R? uma tripla (z,y, z), onde x é
a projecao de p sobre o eixo X, y é a projecao de p sobre o eixo y, e z ¢ a projecao de p
sobre o eixo z, que chamamos de coordenadas de p. Na definicao de esfera associamos
a cada ponto p as coordenadas (z,y, z), contudo é mais conveniente associarmos aos
pontos da esfera uma tripla (p,,v) definida assim:

p ¢ a distancia de p a origem.

6 é o angulo, medido em radianos, entre a projecao de op sobre o plano-xy
e 0 eixo-X.

7 A . . — .
v ¢é o angulo, medido em radianos, entre op e o eixo-z.
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Figura 2.3: Coordenadas esféricas

O angulo 6 é denominado longitude de p, e o angulo ¥ é denominado latitude
de p.
x = p.cost.seni), y = p.send.seni, z = p.cosi. (2.2)

Assim definimos uma aplicacao F': R® — R3, definida por

F(p,0,v¢) = (p.cosh.seni), p.senb.seni), p.cosi). (2.3)

Observamos que F' nao é bijetora, pois
F(0,0,) = (0,0,0), V(0,¢) € [0,27] x [0, 7].
F(p,0,v) = F(p,2m,), para um dado p e Vi € [0, 7.
F(p,0,0) =(0,0,p), e F(p,0,7) = (0,0, —p), para um dado p e VO € [0, 27].

Teorema 2.1. Ao restringirmos F a F: (0,+00) x (0,27) x (0,7) — R?® obtemos um

difeomorfismo sobre R® — {(x,0,2)|z > 0}.

Demonstracao 2.1. Vamos provar que
F: (0,+00) x (0,27) x (0,7) — R3 — {(,0, 2)|z > 0} € injetora.
De fato F(p1,01,11) = F(p2,02,12) =

(p1.cosBy.senihy, py.senby.seniby, pr.cosihy) = (pa.cosby.seniby, ps.senby.sentby, pa.cosibs) =

1. pi.cosby.senyy = ps.cosby.seni)s.
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2. p1.senby.senyhy = py.senby.seni)s.

3. p1.co8Y1 = pao.coshs.

Elevando ao quadrado ambos os lados e somando as trés equagoes temos:

pt = p3 = p1 = pa. Pois p1,p2 > 0.

Da equacao trés temos:

P1.COSY1 = pPo.cOSYy = coSYy = cosy = Y1 = 9 porque o cosseno €
unicamente definido em (0, 7).

Das equacoes trés temos:

p1.cosbi.seni)y = pa.cosby.senipy = costly = cos by

p1.senby.senh; = pg.senbly.seniy = senbly = senby

Assim 01 = Oy, pois (senf, cost) é unicamente definido em (0, 27).

Portanto F' € injetora.

Os pontos de R? sobre o plano {(z,0,2)|x > 0} sdo da forma (p,0,) ou
(p,2m,1), e os pontos que tém coordenada esférica v = 0 ou p = 7 estao sobre este
plano, e todos os outros podem ser descritos em coordenadas esféricas, assim F €
sobrejetora.

F(p,0,v) = (p.cosh.sent), p.senb.senip, p.cosyp), do fato de como p € cons-
tante na esfera e as funcoes seno e cosseno sao diferencidveis, temos que as derivadas
parciais de I’ existem e sao continuas, portanto, pelo teorema 1.3 F' € derivdvel e sua

derivada €
cosf.senp —p.senf.sent)p p.cosf.cosy

dF, = | senfl.senty) p.cosf.sen)  p.senB.cosi
cos ¢ 0 —p.seny

Como F € bijetora, F~! existe. Mas

x = p.cosh.senip,

y = p.senb.senip,

2 = p.cosy,
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portanto

p =2+ y?+ 22

z
Y = arcos—,

0= arctgg.
x

Mas estas estao definidas R® — {(z,0,2)|x > 0}, e sdo derivdveis, com derivada
continua, neste dominio. Portanto, pelo teorema 1.3, F~1 € derivdvel.

Portanto ' € um difeomorfismo. [ |

Para qualquer p € R, a esfera Sz ¢ descrita por
5;2) = {F(p,0,v) € R%(0,v) € [0,27] x [0,7]}.

Se p=F(p,0,¢) € Sz dizemos que as coordenadas esféricas de p induzidas por F' sao
(0,9).

Observemos que F', definida pela equacao 2.3, depende da maneira como
medimos o angulo # em relagao aos eixos ortogonais no plano xy e como medimos o

angulo ¢ em relagao ao eixo z.

z
L, L, é a metade de equador
em azul na figura

F ¢ um difeomorfismo em
2
AS;a(l -L

Tomamos 6 = 0, e ¥ = 11 como a maneira de medirmos os angulos e assim

definimos F}

Fi(01,11) = (p.cosby.senipy, p.senby.seniby, p.cosih). (2.4)
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Seja U = (0,2m) x (0,7) e Ly = {(p.seniy,0, p.cosyp1)|0 < 11 < 7}, temos que
Fy: U — S} — Ly é um difeomorfismo.

Notemos que F} nao é suficiente para atribuir coordenadas a Sﬁ, pois Fi
nao atribui coordenadas aos pontos que pertencem a curva Lj.

Para resolvermos este problema vamos construir um outro sistema de coor-

denadas sobre Sf). Neste, mediremos os angulos 65 e 15 como na figura abaixo: Assim,

A

V4

definimos F, como

F5(02,109) = (p.cosby.senihy, p.senby.senihy, p.cosihy). (2.5)

Seja Ly = {(—p.seniby, p.cosihy,0)|0 < 1hy < 7}, temos que Fy: U — Sﬁ — Ly é um

difeomorfismo.

L, é a metade de equador
em azul na figura

F éum difeomorfismo em
2
Sky- Ls

L,
Note que Ly N Ly = 0, e como Ly = {Fy(02,7/2),7/2 < 0y < 3mw/2},
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Ly = {F\(01,7/2),m/2 < 6, < 3m/2}, entdo temos

F(U)UFRU) =52

p

Portanto, através de F) e de F;, associamos coordenadas a todos os pontos
de Si. Porém, os pontos que pertencem a Fy(U) N F»(U) possuem duas coordenadas,
por exemplo ao ponto (\%, \%,O) associamos as coordenadas (7/4,0); e (57/4,0),
pois,

Fy(7/4,0) = Fy(57/4,0) = (i, i,o) .
V2 V2

Esta aparente ambiguidade é resolvida com a aplicacao de transicao entre
as coordenadas (0, 11) e (64,1) dada pelo difeomorfismo fo; = Fho(F;)™t: (U—A) —
(U—A),onde A= {(0,7/2) € Ulr/2 <0 < 3m/2}.

2.3 O comprimento de uma curva na esfera

Seja y(x(t),y(t), z(t)) = (p.cosl(t).senip(t), p.senb(t).seni)(t), p.cosip(t))
uma curva sobre a esfera que liga p e ¢, e 0(t), ¢(t): [a,b] — R diferencidveis. Para

calcularmos o comprimento ”C” de 7 primeiro vamos calcular

Y pcos(B(1)) (1) senw(t)) + p.sen(0(1)).cos(b(0) ()
o psen( (1)) (1)
(B2 g2 sen®(6(1)).(0'(1))sen® ((0)+

dt
—2p%.sen(0(t)).cos((t)).sen((t)).cos(1(t)).0' (t).4' (t) + p*.cos*(0(t)).cos* (V(t)) (V' (t))?;

(%)2 = p*.cos®(0(1)).(0'(t))*.sen® (¥(1))+

+2p?.sen(0(t)).cos(0(t)).sen(1h(t)).cos(V(t)).0'(t) 4 (t) + p*.sen?(0(t)).cos® (P (1)) (' ()%
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Assim :

/\/ < )dt /\/p sen?(0(t)).(0'(t))%.sen?((t))+

—27 sen t>> cos( (©)-sen (D) cos ((0)) T (8) + p7-cos? (B(0))-cos™ () (' (D)*+

+p2.cos?(0(t)).(0'(t))%.sen?((t)) + 2p%.sen(6(t)).cos(0(t)).sen((t)).cos((t)).0'(t).4' (t)+
+p?.sen?(0(1)).cos®((1)) (¢ (1)) + p*.sen?((1)). (¢ (1)) %dt =

/ Vp2sen? (1 (t)).(0'(t))2.(sen?(0(t)) + cos?(0(1))) +
+p2.cos?(P(1)).(¢' ()2 (sen?(0(2)) + cos?(6(1))) + p.sen® (¥ (1))-(¥'(1))* =
/ Vp2sen?(i(t)).(0(8))2 + p2.(v'(8))2.(sen? (v (1)) + cos2(¥(1)))dt =

/ e (600070 + (@ (D)2 dt (2.6)

2.4 A area de uma regiao () C Sg

2 Jz __ —z Jz __ - s X
Como 2 C S temos 5= = — e 5 = \/,72_372_3,2' Pela definicao de
area
2 2
= / / 7 + Y + ldydz,
0 /02 — 22 — 42 02 — 32 — 2
portanto

02
— S AR Y
//Q T

Vamos fazer uma mudanca de coordenadas cartesianas para coordenadas

esféricas. Pela equacao 2.2 temos que

x = p.cosh.senyy e y = p.senb.sen)

Assim, uma fungiao f: R* — R? aonde f(x,y) = f(g(0,%),h(0,7)). Pela

equagao 1.6 precisaremos encontrar o jacobiano de f para fazer a mudanca de coorde-
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nadas
d(x,y) p.cosf.costy  —p.senf.sen)

(v, 0) p.senf.costp  p.cosf.seni)

Assim

= p?.cos*0.sent).cosyp + p*.sen0.seni.cosy) = p?.seni).cosi),

portanto, pela equacao 1.6

2

P 2
AL = . di do
) //Q \/p2 — p?.cos?f.sen’p — p?.sen?0.sen? p-senyp.cosydy

2
- //Q \/m p?senip.cosidi) df

_ / /Q \/% 2 senth.cosibdi 6
_ / /Q P2 senidib do.

2.5 Transformacoes ortogonais de R?

2.5.1 Transformacoes ortogonais de R?

Definigao 2.2. Seja 8 = {e1,e2} uma base ortonormal de R?

1. A rotacao de angulo 6 sobre R? € a transformacao linear Ry: R? — R? que realiza
a rotacao de dangulo 0 sobre cada vetor de R?. Desta maneira, a matriz de Ry na

base 3 €

i cos) —senb
[Re ]ﬁ = . (2-7)

senl  cosO

2. Uma reflexdo sobre o eizo x € uma transformacao linear r,: R?> — R?, represen-
Y

tada na base (B pela matriz

[rﬂf]ﬁ = = Tz OTy = Ti =1. (28)
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Analogamente uma reflexao sobre o eixo y € representada pela matriz

-1 0 9
[Tw]ﬂ = = Ty 0Ty = r, = I. (29)
0 1
As reflexoes sobre as retas x = y e x = —y sao representadas, respectivamente,
pelas sequintes matrizes
0 1 0 -1
e
10 -1 0

Definicao 2.3. O grupo ortogonal € o conjunto
Oy ={A € My(R)|A.A"= A" A=1T}

munido com a operacao de multiplicacao de matrizes.
Proposicao 2.1. O grupo O, € gerado por reflexées e rotacoes.

Demonstracao 2.1

Seja A € Oy a matriz

a b
A= ,
c d
como A'.A = I temos
a®+ b =1, (2.10)
ac+bd =0, (2.11)
A +d=1. (2.12)
A equacao 2.11 implica que ac = —bd. Vamos considerar os seguintes casos:
1. ¢c=0; entao d = 1 ou d = —1. Em ambos os casos b = 0, de onde a = 1 ou

23



a = —1. Portanto A serd igual a uma das seguintes matrizes

10 -1 0 -1 0 1 0
01/ 0 -1/ 0o 1) 0 —1
2.d =0; entao c =1 ou ¢c = —1. Em ambos os casos a = 0, de onde b = 1 ou
b = —1. Portanto A serd igual a uma das seguintes matrizes
0 1 0 -1 0 —1 0 1
10)° -1 0 ) 10 ) ~1 0

3. a =0o0ub=0. Estes casos resultam nas mesmas matrizes obtidas nos iténs

anteriores.

4. a #0e b # 0; entdo ¢ = _de 0 que, substituido na equagao 2.11, resulta em

|d| = |a|]. Consequentemente ha duas possibilidades:
d=a=c=—-boud=—-a=c=D.

Neste caso temos que

a b a b
A= ou A=
-b a b —a
Seja # € R tal que a = cosl e b = —senf), entao as equacgoes sao satisfeitas. O

angulo # sempre existe porque as funcoes seno e cosseno sao continuas. Assim

temos que
cosf —senb
A= ou
senf  cosb
4 cost  senf cosf —senb 1 0
senl —cosb senl  cos6 0 -1

Portanto A é uma matriz de rotacao Ry ou é o produto de uma rotagao seguida por uma

reflexao. u
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2.5.2 Transformacoes ortogonais de R3

As transformacoes lineares 7: R? — R? que preservam o comprimento

satisfazem a identidade
<T(u),Tw) >=<u,v > Yu,v € R3.
Assim, se A = [T|3 ¢ a matriz representando 7' na base [3, entao
<Au, Av >=<T(u),T(v) >=< u,v >= u' AL Av=u'v=A"A= 1T
Definicao 2.4. O grupo ortogonal é o conjunto das matrizes
O3 = {A € M3(R)|A.A" = A" A =T}. (2.13)

Para todo A € O3 a transformacio A: R® — R3, A(z) = A.x induz um

difeomorfismo A: S? — S2, pois, para todo p € S

|A(op)| = /< A.op, Acp > = /< op,op>=p = A(op) € S..

De fato, o difeomorfismo A: S? — S2 é uma isometria de S? uma vez que

dA 1 AL = AD) L AG) + AL — AR)

h—0 h h—0 h = Alw),

para todo p € S7 e u € T),5%; de onde
<dApu,dA, v >=<u,v>.

Sendo assim as transformagcoes induzidas pelas matrizes A € 03 sao todas
isometrias em Sg. Em decorréncia do observado, as isometrias mais simples de Sg
sao as rotacoes em torno de um eixo fixo e as reflexdes sobre planos que passam pela

origem.
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Definigao 2.5. Sejam m um plano em R® e 3 = {ey, €9, e3} uma base ortonormal de

R3, onde {ey,es} € uma base de 7.

1. A rotagao de angulo 0 sobre w é a transformagdo linear R} : R® — R? que fiza a
direcao ortogonal a w e realiza uma rotagao de angulo 6 sobre o plano w. Desta

maneira, a matriz de Rj na base 3 €

cos) —senf 0
(Rgls=| sen® cos® 0 |- (2.14)
0 0 1

2. Uma reflexdo sobre o plano m é uma transformacao linear rr: R3 — R3, repre-

sentada na base 3, € representada pela matriz

10 0
rals=1 01 0 |=rror=ri=1 (2.15)
00 —1

Note que det(A.A") = det(A).det(A") = det(I), mas det(A) = det(A") entdo
det(A)? =1 e det(A")? = 1, entao, para qualquer A € O3, observamos que |det(A)| = 1,
ou seja, det(A) =1 ou det(A) = —1. As transformacoes lineares ortogonais de R? com

determinante igual a 1 formam o grupo ortogonal especial

Os elementos g € SO3 preservam a orientagao.
Em vista da rigidez das isometrias, os autovalores de uma transformacao

ortogonal sao 1 ou -1, pois, se u # 0 e tu = \.u, entao
<Tu,Tu>=<u,u> = N-Du=0s|)\=1.

Proposigao 2.2. Seja T uma transformacao ortogonal de R?, entao:

1. Toda transformacdao T € O3 fiza um direcio em R3.
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2. Para todo T' € O3 existe uma base ortonormal 3 = {ey, es,e3} e um angulo § € R
tal que a matriz A de T' na base B é dada por A = [R}]| ou por A = [r] o [R}].
No primeiro caso det(T) =1 e no sequndo caso det(T) = —1.

Demonstracao 2.2. O polinomio caracteristico deT' € da forma
pr(N) =N +ad' N + A+

e as suas raizes reais sao 1 ou -1, mas um polinomio de grau 3 com coeficientes reais

sempre tem uma raiz real, de onde concluimos que T fixa uma dire¢ao.

1. Suponha que pr(\) possui uma raiz igual a 1; neste caso

pr(N) = (A= 1D(A2 4+ a) +b).

Seja es o autovetor unitdrio correspondente ao auto-valor X = 1 eV € R3 o
subespaco ortogonal a reta l3 determinada por es. Do fato que T preserva a

ortogonalidade entre subespagos ortogonais, seque que V' é invariante por T e
RE=V® <eg>.

Seja {e1,e2} uma base de Ve R = T|,:V — V. Entao, em relagio a base

e1,e9,e3, a matriz de T é da forma

R 0
0 1

, onde R:'V — V satisfaz R'R = RR' = I.

Como V ~ R2?, pela da proposicao 2.1, temos que existe € R tal que ou R = Ry
ou R = Ry.r,. No primeiro caso, Ry nao possui auto-valores reais uma vez que

trata-se de uma rotagao, por iSso

Ry 0O
0 1

No sequndo caso, R é uma reflexao em V e fiza uma direcao e inverte outra
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direcao em V', isto €, os auto-valores sao precisamente -1 e 1. Neste caso,

1 0 0
pr(N)=A=12A+1)eA=| 0 -1 0

0 0 1

2. Os argumentos sao andlogos para o caso quando
pr(A) = A+ 1A+ aX +b).

Assim, toda transformacao ortogonal em R? € uma rotacdo ou uma reflexao

sequida de uma rotacao.
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Capitulo 3

Distancia e Area

3.1 Geodésicas de Sg

Lembremos da definicao de geodésica dada no capitulo 1.

Definicao 3.1. Dados dois pontos p e q, e uma superficie S dizemos que ) € uma

geodésica de S se §2 € a curva sobre Sque liga 0s dois pontos e tem menor comprimento.

Figura 3.1: Uma superficie S e algumas das curvas sobre S que ligam a,b € S

Seja y(x(t),y(t),z(t)) = (p.cosO(t).senip(t), p.send(t).senip(t), p.cosip(t))
uma curva sobre a esfera que liga p e ¢, e 6(t), ¢(t): [a,b] — R diferenciaveis. Da

equacao 2.6 do Capitulo 2 temos

L(y) = p / Va2 (G0). @O + (@ (0)2dt.
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Sejay(t) = (p.sen(1(t)),0, p.cos(1(t))), 0 < t < b < 7, a curva parametrizada
que descreve o segmento do equador My = Sg N{(z,0,z)|x,z € R} ligando o ponto

p = (0,0, p) ao ponto g = (p.sen(v(b)), 0, p.cos(1(b))), entao o comprimento de 7 é

Lo = [ Vi =p. [ i (3.1)

Lema 3.1. Sejam p,q € M, = 5'2 N{(z,0,z)|x,z € R}. A geodésica ligando p a q

descreve um segmento de M.

Demonstragao. Seja : [0,b] — S? uma curva que liga p e ¢, entao

b b
L(3) = p. / OPsen? @) ¥ (0dt > / '\t = L()

onde v C M, é o segmento de equador que liga p a q. Assim, 7 minimiza a distancia

entre p e q.

Zl p=(0,0,p)
g = (p-sen(1(b)),0,p.cos(V (b))

p

(D)

v

Figura 3.2: O segmento de equador M,

Consideremos p,q € Sﬁ e T, 0 plano gerado pelos vetores op e 0g. Desta
forma, p e ¢ determinam um tnico grande circulo ¢, = T, N Sg e o dividem em dois

segmentos ¢, e .

: 1 2 _ 1 2 _
g0 tals que ¢, Ucy = ¢pg € ¢, N ¢y = P, g, COMo na figura 3.3.
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Figura 3.3: Um equador dividido em dois segmentos

Teorema 3.1. Sejam p,q € Sg, entao existe uma unica geodésica em Sf) ligando p e q.

A geodésica € o segmento que minimiza o comprimento dentre os segmentos c}?q e czq.

Demonstragao 3.1. Sejam p,q € S? dois pontos quaisquer. Seja T: S? — S>
uma transformagao ortogonal (rotagao ou reflexdo) tal que T(p) = (0,0,p) e T(q) =
(p.sen(1(D)), 0, p.cos(1(b))). Ao aplicarmos o lema anterior concluimos que um seg-
mento My minimiza a distancia entre T(p) e T(q). Portanto, a distancia de p a q é
realizada por um segmento sobre a curva T—Y(My), que também é um segmento de um

grande circulo.

3.2 O angulo entre dois vetores em Sg

. ~ . A~ . . . 2 2
A determinagio da distancia entre dois pontos (dois lugares) sobre S7 (g9,
ou a Terra) era uma questao fundamental para os navegadores e cartégrafos antigos.
Com a utilizagao de coordenadas esféricas sobre Sf) esta questao torna-se um tanto

simples. Nesta secao os angulos serao dados em radianos. Sejam

p1 = (p.cos(01)sen(vn), p.sen(01)sen(iy), cos(y)),
¢ = (p.cos(bs)sen(1hy), p.sen(fz)sen(1hs), cos(1s))
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pontos de R? e seja a o angulo, em radianos, entre os vetores © = op; e v = 0p», entao

a distancia entre p; € Sg e pg € Sg é

dsz(p1,p2) = p.c. (3.3)

Para determinar o vamos formar um triangulo com os vetores u e v, como

na figura abaixo.

x

v

Figura 3.4: Triangulo formado por u e v

Entao, pela lei dos cossenos

[l 2 A+ ol * = Jlu — o] _

[lu—[|* = [|ul|* + [[o|[* = 2.[[ul|-][v]|.cosa = cosa = =
2.[ul|]v]]

CuiFud +ui 4o 403+ 03 — (U — 2ug01 + 07+ ud — 2005 4 05 4+ uj — 2.uz.v3 + 0v3)

2. [ul|]|v]]
U + Uo.V9 + U3.V3 _ <u,v>

][] [l [-[[v]]

Temos interesse particular na esfera, onde ||ul| = ||v|| = p

< >

coso = # (3.4)
0
Portanto
<< U, v >>
a=arcos | —5— | =
i
( p?.cosb;.cosly.seni)y.seniy + p?.senb.senbly.senihy.sentbs + pz.cos¢1.cos¢2)
= | arcos
2

= arcos(cos(0; — 0s).sen(1hy).sen(q) + cos(1hy).cos(1hs)).
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Considerando A8 = 0y — 0, Ay = 1)y — 1)1 e 1 —cosAf = 2.sen? (M) temos

2

a = arcos(cosAf.seniy.seng + cosiy.coshy + cosAb.cosiy.cosis — cosAb.cosiy.cosis)

= arcos(cosAb.cos(1bs — 1) + (1 — cosAb).cosihy.coshy =

A
= arcos(cosAf.cos A + 2.sen? (;) .CO81)1.€0813).

Portanto

A
dsz(p1,p2) = p.arcos(cosAb.cosAp + 2.sen’ <79) .C081)1.C081y). (3.5)

Mas como rotagoes e translacoes sao isometrias, podemos realizar uma
rotagao sobre S;f de modo que p; fique sobre o plano-xz, neste caso ¢, = /2, as-

sim existem A#’ e At tais que a distancia entre p; e py é

dsz2(p1,p2) = p.arcos(cosA0 .cosAY'). (3.6)

Exemplo 3.1. Suponha que a Terra seja uma esfera de raio 6400km. Qual a distancia

entre Florianopolis e Nova York?

Solucao: Segundo o Google Earth™ | as coordenadas, em termos da lon-
gitude e da latitude, de Florianépolis sao (27°36'S,48°30'W) e as de Nova York sao
(40°42' N, 73°58' V), assim:

1 = 90° 4 27°36" = 117°36' ~ 2, 052 radianos;
1y = 90° — 40°42" = 49°18' ~ 0, 860 radianos;
Af = 48°30" — 73°58' = —25°28" ~ —0, 444 radianos;

A = 117°36" — 49°18 = 68°18 =~ 1,192 radianos.
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Figura 3.5: O segmento de Equador ligando Florianépolis e Nova York

Considerando que o raio da terra mede 6400km, temos:

d = 6400.arcos(cos(—0,444).cos(1,192) + 2.sen?(—0,222).cos(2, 052).cos(0, 860) ) km

d = 6400.1, 261km = 8071, 72km.

Exemplo 3.2. Suponha que a terra seja uma esfera de raio 6400km. Qual a distancia

entre Tokio e Nova Delhi?

hTM

Solugao: Segundo o Google Fart , as coordenadas, em termos da longi-

tude e da latitude, de Tokio sao (35°41’'N, 139°48' ) e as de Nova Delhi sao (28°40' N, 77°12'E),
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= 'Gnogie

Figura 3.6: O segmento de Equador ligando Tokio e Nova Delhi
assim:

P = 90° — 35°41" = 54°19' ~ 0, 948 radianos;
)y = 90° — 28°40" = 61°20' ~ 1,070 radianos;
Af = 139°48" — 77°12" = 62°36' ~ 1,092 radianos;

A1) = 54°19 — 61°20" = —7°01" ~ 0, 123 radianos.
Considerando que o raio da terra mede 6400km, temos:

d = 6400.arcos(cos(1,092).cos(0, 123) + 2.sen?(0, 546).cos(0, 948).cos(1,070)) km

d = 6400.0,917km = 5868, 59km.
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3.3 Triangulos

Definicao 3.2. Se trés pontos, A, B e C, sobre Sﬁ nao estao sobre um mesmo
grande circulo temos que A, B e C definem uma regido convera em S;f, limitada
pelas geodésicas yap (ligando A e B), yac (ligando A e C) e vpc (ligando B e C').

Chamamos esta regiao de triangulo esférico, com vértices A, B e C.

V4

Figura 3.7: Um triangulo esférico

Note que cada um dos angulos internos do triangulo esférico sao sempre

RS

menores que 7, e que se "a” é um lado do triangulo, entao 0 < % < .

3.3.1 Area de um gomo esférico

Definicao 3.3. Duas geodésicas n C Sg eo C Sﬁ que ligam pontos antipodas p =
r,Yy,2) e q = (—x,—y,—z) definem uma regiao convexa, que chamamos de gomo
Y q Y g q Y

esférico.

Em p e g, os vetores tangentes as geodésicas formam um angulo a denomi-
nado angulo do gomo. Note que este angulo é o mesmo nas duas intersecoes entre os
equadores porque cada equador estd contido em um plano, os vetores tangentes aos
equadores estao nas intersecoes dos planos que contém os equadores com os planos tan-
gentes a circunferéncia em p e q e os planos tangentes a pontos antipodas sao paralelos

e assim o angulo é o mesmo nas duas intersecoes das geodésicas.
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Um gomo G, com angulo « é equivalente por uma isometria de Sié
Go = {(p.cosh.senip, p.senb.senip, p.cosy)|0 < 0 < a, 0 < < 7}

conforme mostra a figura abaixo.

j : ;)—’y Py

Figura 3.8: Um gomo esférico

Teorema 3.2. A drea de um gomo com dngulo interno o € igual a 2p*.cv.

Demonstracao 3.2. Utilizando coordenadas esféricas, temos que

A:/ / p2.sen¢.d¢.d0:/ 20° (—cos)|j df = 2p* ..
o Jo 0

Em particular quando o = 2 obtemos a drea de Sf) que é 4mp?.
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Capitulo 4

Geometria da esfera

4.1 'Trigonometria esférica

Figura 4.1: Um triangulo esférico retangulo

Teorema 4.1 (Teorema de Pitagoras esférico). Seja AABC um triangulo esférico
sobre Sg com um angulo reto no vértice A e o lado oposto medindo a. Se os compri-

mentos dos lados opostos aos vértices B e C' medem b e c, respectivamente, entdo

cos(a/p) = cos(b/p).cos(c/p). (4.1)
Demonstracao 4.1. Como as rotacoes sao isometrias podemos assumir, sem perda
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de generalidade, que o lado AB estd sobre o equador i = w/2. Sejam X,Y € Sﬁ
e 0 o angulo entre OX e OY ez o comprimento do arco que liga X e Y, entao

z=0.p=0==z/p e temos

Figura 4.2: Triangulo esférico retangulo em A

A= (p,0,0), B=(p.cos(c/p),0,p.sen(c/p)), C = (cos(b/p),sen(b/p),0).

Entao pela equagao 3.6
cos(a/p) =< OB,0C >= cos(b/p).cos(c/p).

Voltando para o plano. Vamos mostrar que, no limite, quando o raio da esfera vai
para o infinito, voltamos ao caso euclideano a? = b* + 2.

Demonstragao. Se expandirmos o cosseno pela série de Taylor, com xy = 0 temos

2?2zt af

cos(a:)zl—a%—z—a—k...

Assim:
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G = (1 g ) (- )

L0 R P 1) T U T R
(O O (e )
+% (—(b/zf)Q + (bﬁfyl +> . (—(0/2’;)2 + <Ci§)4 +> .

Desta maneira, aplicando o limite, quando o raio da esfera vai para o infinito:

‘ a  at/p? . 2 Ap? b p?
‘)113)10[—54- 1 +...]:}Lr£10{—a+ A +...—a+ A + ...
L[ (b/p)?  (b/p)* (¢/p)* | (¢/p)*
+?<— ol + m + ... ). = 9] + 11 4+ ...

tim (~) ¢ L[ T (-l N TR ) I L
11m — - 11m — [ — ... = 111 —— — = 1m — |- —
p—00 2! p—oo p? | 4! p—00 20 2l p—oo p? | 4! 4!

+ lim [_(b/p)2 L /) +”_H_(C/p)2 L (e/n)” +}

2l 41 2l 41
(4.2)

Mas, pelo teste da razao, uma série com termo geral da forma k/2n! é convergente. De

fato
k 2n! 1

S 0 d .
@n+2) kK (@2n+2)en+1) o dmenon /oo

Como esta série é maior, em mddulo, para p > 1, que a série com termo geral k/(p**.2n!)
ambas convergem. Portanto existem constantes M, N, O, P e () que majoram as séries

entre colchetes da equagao 4.2, assim, ao tomarmos o limite quando p — oo, temos

2 2 2
a b c 9 9 o
—— =———-—=—=a =b"+c,
2 2 2
que ¢ o Teorema de Pitagoras no plano. ]
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Teorema 4.2 (Lei dos cossenos na esfera). Seja AABC um triangulo esférico
sobre 5’2 com angulos internos medindo o, B e v e cujos lados opostos medem, respec-

tivamente, a, b e ¢ como na figura 4.3.

Figura 4.3: Triangulo esférico de lados a, b e ¢

Entao

b

2.

sen<
P

cos? — cos b
p p
b

;.

cos% cos< — cos% .COS
cosy = .

, (4.3)

cosa =

sen sen%.sen

cos? — cos®.coss
P P P

sen?.sen
P P

cosf3 =
Demonstracao 4.2. Sem perda de generalidade, suponhamos que
A= (p,0,0), B = (p.costp.sentpp,p.senfp.senthg,cosig), C = (p.cosbc,p.senbc,0),

como na figura 4.4. Assim:

a < OB,0C >

cos; R = cos(0c — Op).senp; (4.4)
b A, OC
cos— = w = cosc; (4.5)
p p
A, OB
cosS = % = coslg.senp. (4.6)
p p
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Figura 4.4: Triangulo esférico com o lado AC' sobre o plano xy

De onde seque que

sens = \/COSQ@ZJB + sen?(0. — 0y).sen*p,
p

c
sen— = \/0032¢B + sen?0p.sen*yp,
)

e como 0 < 0o <7 e o seno € unicamente definido neste intervalo

b
sen— = senfc. (4.7)
p

Se 0s planos Tac, Tap € Tpc contém os lados do triangulo esférico, entao
para determinarmos os angulos entre os lados, basta determinarmos os angulos entre

0s vetores normais a estes planos, vetores estes:

B |OA x OB| (0, —costpp, senfp.sen)p)

n - -l = - I
AP |OA x OB| \/COS2¢B + sen?fp.sen?Yp
S 0B x OC| _ (—cosyp.senblc, cosyp.costc, sen(0c — Op).sentp)
Be |OE X Ob| \Vcos2p + sen?(0c — 0p).sen*p ’
|OA x OB|
nac = = 2220 0.0, p).
0=\ Gaxon 0
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Assim:

05. 0p.
CcoSa =< N AR, Nac >= senfp-senys _ 5B Sian, (4.8)
\/cos2bp + sen20p.senp sens
- - sen(fc — 0p).senp sen(fc — 0p).senp
cosy =< nac,n = = ~ )
K ACTBe \/003277/13 + sen?(0c — 0p).sen*Yp sen:,
(4.9)

Por outro lado, das equacgoes 4.4, 4.5 € 4.6

b c b
cos— = cosl.cosfpg.senyp + senfe.senbflp.senig = cos—.cos— + sen—.senflg.senyp
P

P
e
sen(0c — 0p).senpp = senbc.cosbp.senyp — coslc.senby.senip
b c b
= sen—.cos— — cos—.senfg.senip,
pp p
assim ,
cos% — cos;.cos%
senfy.senpp = . (4.10)
sen?
p
e
b c p cosd — cos.cos<
9 _ 9 — e - - P P P
sen(0c — 0p).senp = sen—.cos— — cos—. :
PP p sen’
cos% — cos%.cos%
= 3 . (4.11)
sen’;

Ao substituirmos as equagoes 4.10 e 4.11 nas equacgoes 4.8 € 4.9 temos as sequintes

identidades

cos? — cos%.cosﬁ cos< — cos%.cos%

coso = ; e cosy = )
C a

seny.sen- sens.sen

b
p

Analogamente a identidade para cos( € obtida a partir da situacdo na qual os vértices
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do triangulo NABC' sao

A=(p,0,0)
B = (p.cosfg, p.senbp,0)
C =

(p.cosbc.senibc, p.senbc.sentbe, p.cosic).

Neste caso obtemos

cos? — cos®.coss
P P P

cosf3 =

sen?.sens
p p
[ |

Voltando para o plano. Vamos mostrar que, no limite, quando o raio da esfera vai

para o infinito, voltamos ao caso euclideano a? = b* + ¢? — 2.b.c.cosa.

Demonstragao. Se expandirmos o seno e o cosseno pela série de Taylor, com xg = 0

temos

_ 2?2zt af

cos(x) = —54—]—6—1—...
T

sen(m)zx—g—i-a—ﬁ-l—

a/p)? a/p)* 2 4 ¢/p)2 o/ o)
|- lelp? @)ty (1 O/p? | Glo)t )(1_</2/!3) + Lot )
e (g_(b/p>3+ ) (g_(c/pmr > =
P 3! “\p 3!
a2 _ 62 2 b 2 c 2
LA (g ) R (g ) - () ()
grpCsro ) rGe)
a? c? b? 1 [a c bt 1 b2 .
_i+§+§+p_2<j+ + T + 7+ )_p_2<_§+ >(_§+ )
B b 3 1 (b3
bet (=5 + )+, (5 +)
(4.12)

Mas, pelo teste da razao, uma série com termo geral da forma k/2n! é
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convergente. De fato

k 2n! 1 0 d
— . = — uanao n — oQ.
@n+2)0 kK @n+2)en+1) 1

Como esta série é maior, em moddulo, para p > 1, que a série com termo
geral k/(p*".2n!), ambas convergem. Portanto existem constantes M, N,O, P, Q,Re S
que majoram as séries entre parenteses na equacao 4.12. Assim, ao tomarmos o limite
quando p — oo em ambos os lados (note que o angulo a pode mudar se mantivermos

o comprimento dos trés lados fixos), temos:

—a + e + L a? 2 b
cosal = —2—2 2 ~ pecosed = —— + — + — = a® = b2 + & — 2bc.cosal
be 2 2 2
que é a lei dos cossenos no plano. |

Colorolario 4.1 (Corolario da lei dos cossenos). Seja AABC um triangulo esférico
sobre Sf), sejam a, b e ¢ o comprimento dos lados e sejam «, 3 e v as medidas dos

angulos internos opostos a cada lado, respectivamente (como na figura 4.3). Entdo:

a  cosa+ cosf3.cosy
cos— = ;

P senf3.seny

b cosf + cosa.cosy
cos— = ;

P sena.seny

¢  cosy+ cosa.cosf3
cos— =

p sena.senf3

Demonstracao do Corolario 4.1. Para esta demonstragcao precisaremos de um

lema.
Lema 4.1. - Sejam z,y,z € R tais que 22 < 1, y*> <1 e 22 < 1 e sejam:

— T—Yz .
- (1—y2)1/2.(1—22)1/2 )

b= (17:]62)13;2—.3512722)1/2; (413)
z—xy
(1—x2)1/2.(1—y2)1/2'

C =
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Entao:
a+bc

xTr = (1—b2)1/2~(1—02)1/2;
Y = (1_a2)11;—2’—.6(bf_62)1/2; (414)
ctab

Z = (1—a2)1/2.(1-62)1/2

Demonstragao do Lema 4.1. Seja M = 2xyz — 2> — y?> — 22 + 1, entdo

l—a? — C(r—yr) - (1 -yH)( -2 _ 2ayz —a?— P -2 41 _ -M
(1—y*)(1—22) (1—y*)(1—22) (I—y2)(1—22)

Analogamente seque que

1—-0 = —M e 1—c¢ = —M .
(1 —22)(1 —22) (1 —22)(1—y?)
Por outro lado
Tr— Yz Yy—xz Z—aY .

a -+ bc = (1 — y2)1/2.(1 — 2’2)1/2 + (1 — 1’2)1/2-(1 _ 2’2)1/2'(1 — x2)1/2,(1 — y2)1/2 =

B r— a3 —yz+ 2?yz +yz — ay? — 12 + 2yz r.(1+ 2zyz — 2% — y? — 2?)

(1—22).(1 =)' /2.1 = 22)1/2 (=) (1)1 - )2
21 _ 2) — M?
N i T[]
portanto
a+ be (14 2zyz — 2 =y = 2.1 - ) (1 — )21 -2V Mz .
NGETET =)= @)1= 22N T

De maneira andloga obtemos as outras equacoes.

Observe que pela lei dos cossenos

c0s® — cos.cos< c0s% — cost.cost
P P P _ P P P

cosq = 5 - =
sen;.sen,—) 1 — cos2l. /1 = cos2¢
p p

e que cos% e COS;% sao diferentes de 1 e de —1 pois, num triangulo esférico o angulo

0 = % correspondente a um dos lados deve ser diferente de 0 (caso isso ocorresse

teriamos dois dos vértices do triangulo no mesmo ponto e um unico grande circulo
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conteria os trés vértices do triangulo, o que € absurdo) e também diferente de m (caso
1850 ocorrece teriamos um equador contendo os trés vértices do triangulo, o que é

absurdo). Assim a lei dos cossenos satisfaz as hipdteses do Lema e portanto:

a  cosa+ cosf3.cosy

cos— =
p sen3.seny
b cosf + cosa.cosy
cos— = ;
p sena.seny
¢ cosy+ cosa.cos3
cos— =
p sena.senf3

Teorema 4.3 (Lei dos senos esférica). Seja AABC um triangulo esférico sobre
Sg, sejam a, b e ¢ o comprimento dos lados e sejam «, 3 e vy as medidas dos angulos
internos opostos a cada lado, respectivamente (como na figura 4.3), entao

sena  senf3  seny

a b c’
sen— = Ssen-—=
p SGTLP 4

(4.15)

Demonstracao 4.3. Pela lei dos cossenos temos:

cos® — cos.cos<
P p p

b
o

2

sen‘a=1—cos“aa=1—

sen sen%

2b 2¢c

sen?l sen?< — c0s?2 + 2c082.cos
P P P P

;.

cos< — cos?t.cos?<
P p P

sen2%.sen29

p
(1 — cos?)(1 — cos®S) — cos®2 + 2c08%.cos.cosS — cos?L.cos?<
_ P p P P p p p p.
- )
sen2l sen?¢
P P
1 — cos?2 — cos?t — c0s%E + 2c082.cosL.coss
_ P P P P P p
- 9
sen2l sen2¢
P p
analogamente
1 — cos?2 — c0s?L — c0s%E + 2c0s2.cosL.coss
sen? = P P P p P P

sen?2 sen?<
P P
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1 — cos?2 — cos?t — c0s%E + 2c082.cost.coss
2 P p P P P P
sen‘y = S = ,
sen?2 sen??
p p
portanto
2 1 — c0s?% — cos?t — cos?E + 2c0s%.cosl .cost 25 2
sen‘a o 0 P o 0 ,  sen“  sen‘y
sen?é sen22.sen2l sen2< sen2t  sen2<
p o p P P P
Entao
senq senf3 seny
7 —= 5 e c
sen? 4 sen<
P sen;, P

masc0m0<a<7r,0<ﬁ<7r,0<fy<7recom00<%<7r,0<%<7r,0<%<7r

0S senos nas equagoes acima sao todos positivos e portanto

sena  senf3  seny

a b c’
Ssen— = sen-—=
p SGTLP 4

Voltando para o plano. Vamos mostrar que, no limite, quando o raio da esfera vai

sena __ senf3

para o infinito, voltamos ao caso euclideano ** = =5

Demonstracao. Se expandirmos o seno pela série de Taylor, com zg = 0 temos

() x3 N 2 2l N
sen(z) =0 — —+———+...
3! 5! 7!
Assim
sena sen3
a a3 a® a’ ) b3 b b7 )
p 3lp3 + 51pd iy + P 3lp3 + 5!pd iy ..

multiplicando os dois lados por p, temos

sena senf3

1 (a3 ab a’ - 1 (b b b7 '
G_F(§+5!p2_7!p4 > b_p_2<§+5!p2_7!p4+"'>

Mas, pelo teste da razao, uma série com termo geral da forma k/2n! é
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convergente. De fato

k 2n! 1 0 d
— . = — uanao n — oQ.
@n+2)0 kK @n+2)en+1) 1

Como esta série é maior, em moddulo, para p > 1, que a série com termo
geral k/(p*".2n!). Assim ambas convergem, portanto existem constantes M e N que
majoram as séries entre parenteses na equacao acima. Assim, ao tomarmos o lim-
ite quando p — oo em ambos os lados (note que o angulo o e § podem mudar se

mantivermos o comprimento dos trés lados fixos), temos

sena/  senf
a b’

que é a lei dos senos no plano. [ |

Definicao 4.1. Um triangulo esférico AABC' é congruente ao NA'B'C’ se, e somente

se, € possivel estabelecer uma correspondéncia entre seus vértices de modo que:

AB =~ A'B’ /BAC = /B'A'C’
AC =2 AC" e /CBA=/C'B'A (4.16)
BC = B'C' /ACB~ /A'C'B’

Onde X = X' significa m(X) = m(X'). Como mostra a figura 4.5.

Figura 4.5: Dois triangulos esféricos congruentes
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Teorema 4.4 (Caso AAA de Congruéncia). Se os triangulos esféricos /1 e N

sobre Sg tem angulos internos congruentes, entao eles sao congruentes.

Figura 4.6: Dois triangulos esféricos com angulos internos congruentes

Demonstracao 4.4. Usando o coroldrio da lei dos cossenos nos dois triangulos temos:

a  cosa+ cosf3.cosy

cos— =
P sen(3.seny
b cosf + cosa.cosy
cos— = ;
p sena.seny
¢  cosy+ cosa.cos3
cos— =
p sena.senf3
e
a cosa + cosf.cosy
cos— = ;
p senf3.seny
b cosf + cosa.cosy
cos— = ;
p sena.seny

d  cosy+ cosa.cosf

sena.senf
. / / /
Desta maneira, cos% = cos%, cos% = cos% e cos% = cos%, mas como o

cosseno € unicamente definido em |0, [ temos que a = a’, b =1V e ¢ = ¢ portanto os
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triangulos sao congruentes como queriamos demonstrar.

[ |
Teorema 4.5 (Caso ALA de congruéncia). Se os triangulos esféricos /N1 e Ny

sobre Sg tem dois angulos e o lado entre eles congruentes, como na figura 4.7, entao

eles sao congruentes.

Figura 4.7: Dois triangulos esféricos com dois angulos congruentes e o lado entre eles
congruente.

Demonstracao 4.5. Pelo coroldrio da let dos cossenos, no triangulo de lados a, b e c

temos
a  cosa + cos3.cosy a
cos— = = cosa = cos—.senf3.seny — cos.cos?.
p senf3.seny p
Utilizando o mesmo coroldrio, no triangulo de lados o', b’ e ¢’ temos
a  cosd + cosf3.cosy a
cos— =

- - = cosa’ = cos—.sen(3 .seny’ — cosf3.cos'.
p senf'.seny p

Mas LB= /L6, Iy =2 Ly ea=d, assim

, a
cosal’ = cos—.senf.seny — cosf3.cosy = cosa.
p
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Como o cosseno é unicamente definido no intervallo (0,m) temos que o' = «
e assim, pelo caso AAA de congruéncia de triangulos esféricos, os dois triangulos sao

congruentes.

Teorema 4.6 (Caso LLL de Congruéncia). Se os triangulos esféricos /A1 e A

sobre Sg tem os trés lados congruentes, entao eles sao congruentes.

Figura 4.8: Dois triangulos esféricos com os trés lados congruentes

Demonstracao 4.6. Pela Lei dos Cossenos

cos? — cos b
p p
b

;.

%.cosl—i cos< — cos%.cos
. cosy = - 3
sen< sen?.sen”
P P P

cosa =
sen

b _

p

sen.sen
P P

cos cos2.cos<
P P

cosf3 =

Assim, como o angulo entre dois lados de um triangulo esférico é maior do
que O e menor do que T, temos que «, 3 ey sao unicamente difinidos. Desta maneira
os angulos entre lados congruentes tem a mesma medida e, portanto, sao congruentes.

Assim Ny =2 N,
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Teorema 4.7 (Caso LAL de Congruéncia). Se os triangulos esféricos /N1 e N

sobre Sg tem dois lados e os angulos entre estes ladoscongruentes, como na figura 4.9,

entao eles sao congruentes.

Figura 4.9: Dois triangulos com dois lados e o angulo entre eles congruentes

Demonstracao 4.7. Pela lei dos cossenos, no triangulo AABC, temos

b

cos% — cos;.cosE a b c b c
cosaq = v . = coS— = cosa.sen—.sen— + coS—.cos—
seny.sens p p p p P
e no triangulo NA'B'C" temos

/
cos% — cos%.cos% a c b c
cosq = v . = COS— = COSQ.SeNn—.Sen— + coS—.coS—.
sen.sens p p p p p

. ’ , . .
Assim cos% = cos% mas, como 0 < % < 7 e 0 cosseno € unicamente definido

i ’ —_— - ., .
neste intervalo, temos % = % = a=d = BC = B'C" mas, por hipdtese os outros dois

lados sao congruentes, portanto, pelo caso LLL de congruéncia de triangulos esféricos,

JANR=WACS
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Definicao 4.2. Dizemos que um triangulo esférico € isosceles se ele tem dois lados

congruentes.

Figura 4.10: Um triangulo esférico isosceles

Teorema 4.8 (Teorema do tridngulo isésceles). - Se um triangulo tem dois lados

congruentes, entao os angulos opostos a estes lados sao congruentes.

Demonstracao 4.8. Vamos provar que este triangulo é congruente a ele mesmo, re-
fletido.  Construimos NA'B'C" (na figura 4.11) tal que AB = A'B', AC = A'C',
BC = B'C" /BAC = LC'"A'B', ZABC = L/A'B'C' ¢ ZACB = LA'C'B'.

Figura 4.11: AA’B'C’" é uma copia de AABC
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Por construcao:
AB = A'C";
AC = W;
/BAC = /(C'A'B'.
Pelo caso LAL de congruéncia de triangulos esféricos ZABC = /A'C'B’, mas por
construcao LA'C'B' = LACB assim, ZABC = ZACB portanto, os angulos opostos

aos lados congruentes sao congruentes.
|

Definicao 4.3. Dizemos que um triangulo esférico é equilatero se ele tem os trés lados

congruentes.

Figura 4.12: Um triangulo esférico equilatero

Teorema 4.9 (Teorema do triangulo equildtero). Um triangulo equildtero tem os

trés angulos internos congruentes.

Demonstracao 4.9. Em particular um triangulo equilatero tem dois lados congruentes
e, portanto, pelo teorema do triangulo isosceles, os angulos opostos a estes lados sao
congruentes. Assim o = (3, utilizando novamente o teorema do triangulo isdsceles,

temos que 3 = v e portanto o = 3 = . |
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Como os trés lados do triangulo esférico equilatero tém a mesma medida,
podemos nos referir ao triangulo esférico equilatero de lado a, e como os trés angulos
internos de um triangulo esférico equilatero sao congruentes, podemos nos referir ao

angulo do triangulo esférico equilatero.
Teorema 4.10. Seja Ay um triangulo esférico equildtero sobre Sg.

1. Se o lado do /N1 mede a, entdo, angulo o do triangulo € tal que

cos?
p

cCosay = T a-
1+ cos’

2. Se o angulo de A1 mede «, entao o lado do triangulo € tal que

a cosx
C0S— = ———.
p 1 —cosa

Demonstracao 4.10.

1. 0 < % < 7 pois segmentos de comprimento m sobre uma esfera, ligam pontos

antipodas (nao teriamos um triangulo, e sim um gomo). Pela lei dos cossenos

c0s% — cos*®  cos%[1 — cos?] cos?[1 — cos?] cos?
CosoL — — P p_ 7p pl _ p P _ P
sen*? 1 — cos®® (1 —cos$)(1+cos?) 1+ cos?

2. 0 < a<m. Pelo coroldrio da lei dos cossenos

a  cosa+ cosPa cosall + cosal cosall + cosal cosa
cos— = = = = :
p sen?a 1 — cos’a (1 — cosa)(1l+ cosa) 1 — cosa

[ |
Exemplo 4.1. Triangulo esférico equildtero mdzimo?

Pelo teorema anterior, usando o fato que o comprimento de qualquer lado

de um triangulo esférico é um ntmero entre 0 e 7, temos que

cos? cos? a a a_ —1 a _ 2T
ﬁ:cosaéipa2—1:>cos—2—1—005—:>cos—2—:>—§—.
1+cos; 1+cos; p p p 2 p 3
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Exemplo 4.2. Um triangulo com os trés angulos retos???

Seja Ay um triangulo esférico equildtero cujo lado mede 7.p, entao, pelo

teorema anterior,

s
cos5 0

p— :O'
1—|—cosg 14+0

cosa =
Como 0 < a < 7 temos que a = 7, ou seja, AA; tem os trés angulos retos.

z

Figura 4.13: Um triangulo esférico com os trés angulos retos

4.2 Areas de tridngulos esféricos

Teorema 4.11. A drea de um triangulo A(«, 3,7) em Sg, com angulos internos

medindo o, [ ey (como na figura 4.13), €

A=p’l(a+B+7) - . (4.17)

Demonstracao 4.11. Seja A a drea do triangulo e A, a drea da regiao complementar

ao triangulo no gomo. Pelo lema anterior a drea do gomo G, €

A+ A, =2a= A=2a—A,.
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Figura 4.14: Triangulo esférico de angulos «, (e

Note que dois equadores definem dois gomos antipodas e os trés equadores definem dois
trigngulos antipodas. Seja N'(«, 3,7) o trigngulo antipoda ao N(a, 8,7) e Gz 0 gomo
antipoda ao gomo G, podemos definir um equador H = G, U G, U G} — N'(a, B,7),

e portanto
A+ Ay + Ag+ A, =21p%,
consequentemente
A+ (2ap” = A) + (260 — A) + (29p° — A) = 279",
entao

A=p’[(a+B+7) -l [ |
Da onde obtemos a Férmula de Girard
a+pB+y=r1+A/p
Note que a area de um triangulo é sempre maior que zero, e assim
Plla+pB+y)—7>0= (a+F+7) —7 >0,
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que nos da a famosa desigualdade da soma dos angulos internos em um triangulo

esférico

a+fB+y>m. (4.18)

Exemplo 4.3. O triangulo das Bermudas € o triangulo esférico com vértices nas Ilhas
Virgens Britanicas (18°17'N, 66°28'W), Bermudas (32°19'N, 64°50'W) e no extremo
sul da Florida (24°46'N, 80°57'W). Aproximando a Terra por uma esfera de raio

6400km, qual a drea do triangulo das bermudas?

&

",

Figura 4.15: O Triangulo das Bermudas

Solucao:
Vamos utilizar o mesmo sistema coordenado dos exemplos anteriores.

A tabela abaixo mostra as coordenadas dos vértices do triangulo esférico:
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Latitude | Longitude | # (0

Ilhas V. Britanicas | 18°17'N | 66°28'W | —1, 16 radianos | 1,244 radianos
Bermudas 32°19'N | 64°50'W | —1,131 radianos | 1,006 radianos
Sul da Flérida 24°46' N | 80°57'W | —1,413 radianos | 1,138 radianos

Assim, a distancia d; entre as Ilhas Virgens e as Bermudas é

d, = 6400.arcos(cos(0,029).cos(0,238) + 2.sen*(0,0145).cos(1, 244).cos(1,006) ) km

dy =~ 6400.0,239km = 1532, 3km.
Assim, a distancia ds entre as Ilhas Virgens e o Sul da Florida é

dy = 6400.arcos(cos(0,253).cos(0,106) + 2.sen(0, 1265).cos(1,244).cos(1, 138))km

dy =~ 6400.0,257km = 1648, 29km.
Assim, a distancia dz entre as Bermudas e o Sul da Florida é

ds = 6400.arcos(cos(0,282).cos(0,132) + 2.sen?(0, 141).cos(1,006).cos(1, 138))km

ds ~ 6400.0, 280km = 1792km.

Pela Lei dos Cossenos o angulo «, cujo lado oposto liga as Ilhas Virgens

Britanicas e as Bermudas, é

15323 . 1648,20 1792
6400 “95 gaon -COS

6400 .
<o 1618.29 1792 ~ 0,9293 radianos.

6400 55100

CcoS

. = arcos

Pela Lei dos Cossenos o angulo 3, cujo lado oposto liga as Ilhas Virgens

Britanicas e o Sul da Florida, é

cos 820 — cos 223 s 22 |
8 = arcos ~ 1,0363 radianos.
sop 10823 (. 1792 ’
6400 *°“""6400

Pela Lei dos Cossenos o angulo v, cujo lado oposto liga as Bermudas e o
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Sul da Florida, é

cosih — cos B2 cos |
0 = arcos TRV 161899 ~ 1,2046 radianos.
SEN G100 +9€M 6400

Assim, pela equacao 4.17
A 2 6400%[1, 204641, 03630, 92933, 1416]km* = 40960000.0, 0286km* = 1171456km>.

Teorema 4.12. A drea de um triangulo N(a, 3,7) em Sg, com lados medindo a, b e

cé

) cosd — cos%.cogE cos< — cos%.cos%
A =p“larcos + arcos
b c a b
sen;.sens sens.sen
, . . (4.19)
oS — C05%.CoS %
+ arcos — 7.

sen?.sens
P P

Demonstracao 4.12. Pelo lei dos cossenos temos

) ) cos% — cos%.cos% )
sen‘a=1—cos*a=1—( : p
seny.sen

sen?l sen?< — c0s22 + 2c082.cosL.cost — cos?L.cos?<
P P P P p P P P

sen?8 . sen2<

P P

(1 — cos?2)(1 — cos®S) — cos*2 + 2c0s2.cost.cosS — cos®L.cos?s
P P P P P P

sen2l sen2¢
p p

2a 2b b

1 — 08?2 — c0s%2 — c0s®S + 2c0s%.cos2.cos<
P P o P P P

<

sen?t sen?
o o

Portanto, pela equacgao 4.17, a drea de um triangulo esférico em funcao dos

lados ¢
) cos% — cos%.cos% cos< — cos%.cos%
A =p-larcos + arcos
b c a b
sen2.sent sen.sen?
P P P p
cos% — cos%.cos%
+ arcos m P — .
sens.sens
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Teorema 4.13. Seja /A1 um triangulo esférico cujos lados medem a, b e ¢ e 0s angulos
opostos a estes lados sdo, respectivamente, o, 3 e v, como na figura 4.3, entdo soma

dos angulos internos deste triangulo esférico é

cos% — cos%.cos% cos% — cos%.cos%
a+ B+ v =arcos + arcos
b c a b
sen?.sen® sen?.sen?
P P P P
cost — cos%.cos%
+ arcos

sen?.sens
p P

Demonstracao 4.13. Pelas equacoes 4.17 e 4.19 temos

) ) cos% — cos%.cos/—c) cos< — cos%.cos%
(o + B+ ) — 7] =p*[(arcos T + arcos —
sen?.sen® sen?.sen?
P P P P
cost — cos%.cos%
+ arcos - - ) — ml,
sen?.sent
P p
assim
cos% — cos%.cos% cos% — cos%.cos%
a+ B+ v =arcos 3 P + arcos - ;
sen2.sent sen%.sen?
p p p p
cos% — cos%.cosﬁ
+ arcos

sen.sent
p o
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Conclusao

Para realizar este trabalho, estudei um pouco de calculo vetorial e de algebra
linear e, é claro, geometria esférica, através da qual conheci geometrias nao euclidianas,
a importancia dos resultados que encontramos nelas e descobri que nao existe uma
geometria, mas sim geometrias, e que elas dependem da nocao intuitiva que damos aos
termos primitivos, apesar deste trabalho nao tratar de forma axiomatica a geometria.

Descobrimos que o surgimento da geometria esférica ocorreu ha pelo menos
2000 anos, motivado por questoes religiosas, agricolas e astronomicas. Vimos algumas
de suas possiveis aplicacoes na navegacao e na agrimensura, mas ela tem aplicagoes em
varias outras areas, como, por exemplo, na astronomia quando aproximarmos a Terra
ou algum outro corpo celeste por uma esfera.

Também desenvolvemos as ferramentas basicas para tratarmos de problemas
em superficies esféricas, tais como, o teorema de pitagoras esférico, a lei dos senos
esférica e a lei dos cossenos esférica (além de mostrarmos as relagoes destas com suas

versoes no plano), os casos de congruéncia de triangulos esféricos e as dreas destes.
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