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“Nao tenho aqui espago suficiente para dar a explicagdo completa.”
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Preambulo

Este texto resume os assuntos respeitantes a trigonometria e geometria do plano leccionada no ensino
publico secundério, do 9° ao 12° ano. Como tal, ndo se discutem neste texto func¢des trigonométricas hiperbélicas
— seno hiperbdlico, coseno hiperbdlico, etc. — que sdo abordadas em contextos adequados, mais especificamente
ao nivel de cursos superiores de Matemdtica e Fisica. Pressupde-se que o leitor possui ja conhecimentos
razodveis sobre as matérias abordadas. Para um maior aprofundamento, recomenda-se a consulta de livros de
texto aprovados e usados nas escolas, tais como os indicados na bibliografia.

Esta é uma segunda versdo do texto original, datado de Setembro de 1997. Foram feitas revisdes e
acréscimos relativamente a primeira versdo — essencialmente, esta revisdo consistiu numa profunda remodelacio
do aspecto visual. Foi incluido um capitulo com alguns exercicios resolvidos, no final, dos quais se recomenda
uma reflexdo adequada 2 compreensio dos passos envolvidos. E desejavel que o leitor tente resolver os
exercicios antes de ler a resolu¢do possivel apresentada (porque em geral, como em muitas outras coisas na
Matematica, existe habitualmente mais que uma resolu¢do). De facto, identificar mais que uma resolugdo, e
comparar as vérias possiveis, pode revelar-se util no desenvolvimento de técnicas de solucio de problemas.

Alguns pardgrafos sdo de leitura opcional em virtude da sua utilizacdo pouco frequente na maior parte
das aplicagdes em Trigonometria, e foram introduzidos apenas com o intuito de providenciar uma revisao dos
conceitos neles abordados. Assim, os seguintes pardgrafos poderdo ser ignorados sem grande prejuizo para a
revisdo de conhecimentos fundamentais:

1.2.b. Classificagdo de angulos quanto ao posicionamento (relativamente a outros angulos)
1.3. Arcos de circunferéncia
2.1. Semelhancga de tridngulos

Declaracao

Este texto ¢ do dominio publico, e pode ser distribuido livremente desde que as seguintes condi¢des sejam
respeitadas:

1. O meu nome e elementos de contacto ndo poderdo ser removidos, substituidos, alterados, ou de outro modo
deliberada ou acidentalmente omitidos por terceiros ao divulgar, modificar ou corrigir este texto.

2. Eventuais correccdes a este texto por parte de terceiros deverdo ser devidamente assinaladas pelos
respectivos autores. A eles cabe acrescentar numa pigina nova no texto, que em momento algum podera ser
omitida, o(s) seu(s) nome(s), pelo menos um contacto, a data, e onde foi feita a correcc¢ao.

3. Nenhuma compensacdo, monetdria, em géneros, ou qualquer outra, podera ser obtida a partir da divulgacio
deste texto, salvo para cobrir as despesas necessdrias a cdpia e distribuicio do texto (e.g. fotocdpias, suporte
informadtico — como disquetes —, ou outro meio que sirva para armazenar e permitir a leitura deste texto).

Consciente de que estas condi¢des sdo razodveis, espero que sejam respeitadas integralmente. O conhecimento é

um patriménio que ndo tem dono e como tal deve ser divulgado sem restri¢des.

Jodo Miguel Nobre Batista
Setitbal, Novembro de 2000

Como contactar o autor

Pode contactar o autor deste texto pelo endereco, telefone, endereco de correio electrénico ou pdgina de Internet
seguintes:

Jodo Miguel Nobre Batista
Avenida Luisa Tédi, 110, 2°Esq.
2900-450 Setiibal

Tel. 265 228 384 / 91 427 0853
email: jmnbpt@yahoo.com
Web: www.geocities.com/jmnbpt
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1. Angulos

< -

vértice

Figura 1. Angulo o. Figura 2. O angulo « é definido no sentido hordrio.

Os angulos de que se fala dizem respeito a angulos no plano. (Existe os chamados angulos sélidos,
definidos no espago, mas estdo fora do ambito desta Revisdo.)

Assim, temos que o angulo ao centro « é definido pela duas semi-rectas da figura 1. Este € o angulo
mais pequeno definido pelas duas semi-rectas (repare que t€m a mesma origem, o vértice no centro da figura).
Outro angulo definido pelas semi-rectas € o angulo S, que € de abertura visivelmente maior que o dngulo c. Por
defini¢do, uma volta completa no plano define o angulo de 360°, isto é,

o+ B=360°.

No plano, o sentido positivo atribuido aos dngulos é contrario ao dos ponteiros do reldgio. Na figura 2
estd indicado o sentido de crescimento de um angulo. O angulo o aumenta se a abertura aumentar no sentido
indicado pela seta. O sentido negativo € definido pela semi-recta OA movendo-se no sentido hordrio.

Em trigonometria, especialmente quando se usam fungdes trigonométricas, definidas mais adiante, é
costume usar outra unidade para os 4ngulos em vez da indicada: é o radiano. E definido de tal forma que um
angulo de m radianos € igual a 180°:

7 radianos = 180°,

em que 7 € o nimero irracional 1=3,1415927..., definido pelo quociente entre o perimetro de uma circunferéncia
e o seu didmetro. E usual ndo indicar a unidade “radianos” quando nos referimos a um 4ngulo nestas unidades,
quando ndo ha perigo de confusdo. Assim teremos, por exemplo, que o = w/4 = 45°. Para dngulos em unidades de
grau de arco, € necessdrio indicar o simbolo " ° " para distinguir da unidade radiano. H4 mais outra unidade de
angulo no plano, o grado, definida tal que 90° = 100 grados, mas é menos utilizada que qualquer das anteriores.

1.1. Angulo trigonométrico

Um angulo pode ter o valor real que se desejar. No entanto, a semi-recta que d4 o angulo (com outra
semi-recta, fixa, de referéncia) completa uma volta apés 360°, duas voltas apds 720° etc., ou uma volta no
sentido contrdrio, e nesse caso diz-se que descreveu um angulo de —360°. O menor angulo « descrito pela
semi-recta é o angulo trigonométrico, e para o dngulo ¢ descrito pela semi-recta tem-se:

o= oa+k-360°% (1.1)

em que k é um ntimero inteiro. O dngulo a é o de maior interesse em trigonometria, em particular no que toca as
funcbes trigonométricas, abordadas posteriormente. Por exemplo, se x = a+m - 360°ey=a+n-360° (men
numeros inteiros), para igualar os angulos x e y é necessdrio que m=0 e n=0 (por exemplo), uma condigao trivial.

A razdo para a existéncia desta periodicidade para angulos prende-se com o cardcter das funcdes
trigonométricas, o qual serd discutido adiante. No entanto, é necessdrio definir univocamente a aplicacdo que da
o angulo definido por duas rectas que se intersectam. Portanto, e para esse efeito, medem-se os angulos num
dominio que vai de 0° a 360° (ou, o que € equivalente, de 0 a 2x radianos), para que nyo haja lugar para dividas;
no caso de um PBngulo no plano, sera de 01 a 180° visto que para angulos entre 180° e 360° ja haverd outro
angulo mais pequeno definido pelas duas rectas dadas — e que serd inferior a 180°.
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a i a a
Figura 3.a. Angulo nulo. Figura 3.b. Angulo agudo. Figura 3.c. Angulo recto.
(a=0° (0° < a<90°) (a=90°

Figura 3.d. Angulo obtuso. Figura 3.e. Angulo raso. Figura 3.f. Angulo giro.
(90° < @ < 180°) (a=180° (=360
B
x a R a B a

Figura 3.g. Angulos complementares. Figura 3.h. Angulos suplementares. Figura 3.i. Angulos vertic. opostos.
(a+p =180 (a+p=90° (a+p+a +p =360

1.2. Classificacao de angulos

1.2.a. quanto a abertura
1) Angulo nulo: o= 0°— figura 3.a.

2) Angulo agudo: 0° < o < 90° — figura 3.b.
Reparar que um angulo agudo o toma sempre um valor entre 0° e 90°, nunca tomando qualquer
destes valores. Exemplos: a=30°, a=75,4°, a= 89,99° (nunca € igual a 90° ou 0° !).

3) Angulo recto: o =90°— figura 3.c.

4) Angulo obtuso: 90° < o < 180° — figura 3.d.
Novamente, o angulo obtuso apenas toma os valores intermédios, nunca os dos extremos que o
define.

5) Angulo raso: o= 180°— figura 3.e.

6) Angulo giro: a=360°— figura 3.f.

Quando se chega a um angulo 360°, j4 se descreveu uma volta completa no plano — pelo que a abertura
definida por um angulo giro (de 360°) é a mesma que € definida pelo dngulo raso. Na verdade, e por essa razdo,
muitos autores identificam o angulo de 0° (ou 360° o que € equivalente como acabdmos de ver) como angulo

raso ou giro. Para angulos superiores a 360°, voltamos novamente ao principio — daf a defini¢@o periddica para o
angulo dada pela expressao (1.1). Assim sendo, um angulo de 390° serd equivalente a outro de 30°:

390°=30°+1-360°.
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1.2.b. quanto ao posicionamento (relativamente a outros angulos)

1) Angulos complementares: o + = 180° — figura 3.g.
Diz-se que a e 8 sdo complementares, ou que o é complementar de f3, e vice-versa. Naturalmente,
0° < @< 180° e Btambém (com a+ = 180°)!

2) Angulos suplementares: o + = 90° — fi gura 3.h.
Diz-se que a e [ sdo suplementares, ou que o € suplementar de S, e vice-versa. Naturalmente,
0° < a<90°% e Btambém (com a + = 90°)!

3) Angulos verticalmente opostos: o + o’ + B+ 8 = 360° — fi gura 3.i.
Os angulos o e a’ dizem-se verticalmente opostos. Temos que a = o', e também S = [, que
também sdo verticalmente opostos.

1.3. Arcos de circunferéncia

Um arco de circunferéncia é definido de uma maneira semelhante a que foi feita para um angulo no
plano. Desta feita, define-se um arco sobre uma circunferéncia.

Sobre uma circunferéncia, um ponto pode-se mover em dois sentidos. O sentido positivo para os
angulos é, por convenc¢do, anti-hordrio, e o negativo é o sentido hordrio. Dessa forma, quando um ponto da
circunferéncia se desloca sobre ela do ponto A para B, diz-se que esse ponto da circunferéncia descreveu o arco

—

AB .
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2. Triangulos

Sdo figuras geométricas definidas numa superficie plana, constituidas
por trés segmentos de recta cujas extremidades se unem. Sejam entdo trés
segmentos de recta, de comprimentos x, y e z. Quando unidas as extremidades,
definem &angulos internos o, S e y. Seja o o dngulo mais pequeno definido
pelos segmentos de comprimentos x e y. Abusivamente, designarei de agora
em diante x e y os segmentos de recta de comprimento dado pelos valores de x
e y, respectivamente.

Propriedade 1: Todos os tridngulos, quaisquer que sejam, que a soma
dos angulos internos seja 180°, isto é, Figura 4. Um tringulo.

a+ [+ y=180°.
Isto verifica-se sempre para todos os tridngulos constituidos sobre uma superficie plana’.

Propriedade 2: A soma do comprimento de dois lados quaisquer é sempre maior que o comprimento do
terceiro lado.

Por exemplo: se o Gabriel (no vértice de angulo y) quiser ir a casa da Alexandra (vértice
de angulo ), percorrerd um caminho menor, de comprimento x, indo directamente para la
do que passando primeiro pela casa da Beatriz (dngulo ) e indo depois até a casa da
Alexandra (num percurso total dado por y + z).

2.1. Semelhanca de triangulos

Dois triangulos dizem-se semelhantes quando sdo homotéticos, isto é,
quando existe uma homotetia entre os dois tridngulos — os lados dos tridngulos
sdo proporcionais entre si. Das seguintes relacdes de semelhanca, conclui-se que
os dois tridngulos a considerar sdo homotéticos:

a) tréslados proporcionais [LLL], ou
trés angulos iguais entre si [AAA];
Este caso € trivial, e resulta da defini¢do de homotetia que foi agora
apresentada. O efeito produzido por [LLL] ou por [AAA] é 0 mesmo, e
equivalem-se entre si: dois tridngulos com angulos iguais entre si ttm  Figura 5. Semelhanga de
lados correspondentes com comprimento de igual propor¢do, e  tridngulos.
vice-versa — ver figura 5.

b) dois lados proporcionais e um angulo igual [LLA];
Aqui, dois lados dos tridngulos sdo proporcionais, € um dos angulos de um tridngulo tem igual abertura
ao do angulo correspondente no outro tridngulo: o = a’ e x’/x = y’/y. Consequéncias: z’/z obedece a
mesma proporcdo entre os comprimentos dos lados, e os angulos correspondentes nos dois triangulos
sdo iguais entre si.

C) dois Angulos iguais e um lado proporcional [LAA];
Dois angulos quaisquer sdo iguais. Tem-se a = a’, f = ’, e um valor para x’/x. Entdo resulta que o
terceiro angulo € igual para os dois tridngulos, e que os lados sdo proporcionais.

Naturalmente, se nenhuma das trés situacdes anteriores se verificar, o par de tridngulos considerados
ndo sao semelhantes.

Estas classificacdes ndo devem ser confundidas com as de tridngulo equildtero, isésceles e escaleno,
definidos a seguir. Enquanto que aquelas dizem respeito a relagdes entre dois tridngulos, as ultimas referem-se a
caracterizagdo de um tnico tridngulo.

) Para demonstrar esta propriedade dos triangulos, é necessario recorrer aos axiomas de Euclides enunciados no seu tratado de geometria, os
“Elementos”. Em particular, é necessdrio o 5° axioma, que afirma que “duas rectas do mesmo lado de uma terceira recta, e que lhe sejam
perpendiculares, nunca se cruzam’. Os angulos assim formados, do “lado de dentro” definido pela duas rectas, fazem o angulo 90° + 90° =
180°. A cruzarem-se, a soma dos dois angulos seria menor que 180° e a “quantidade que falta” seria o terceiro angulo, indo formar um
tridngulo. No caso das rectas paralelas, o terceiro angulo ndo existe, pois as rectas ndo se intersectam. A partir daqui, a propriedade pode-
se tornar mais ou menos intuitiva.
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2.2. Classificacao de triangulos

2.2.a. quanto aos angulos internos

1)

2)

3)

Triangulo acutingulo
Todos os dngulos internos sdo agudos, isto €, t€m um valor inferior a 90° (mas nunca igual).

Triangulo rectangulo

Um dos angulos internos € recto; no caso da figura 6 é o dngulo a, e portanto temos ¢ = 90°. Os
restante angulos internos sio necessariamente agudos, pois a sua soma tem de ser igual a 90°, visto
a soma dos angulos internos de um tridngulo ter de ser 180°. Logo, esses dois angulos sdo
suplementares.

Tridngulo obtusangulo

Um dos angulos internos € obtuso, isto &, tem entre 90° e 180°; é o caso do angulo 90° < a < 180°.
A soma dos restantes angulos internos € inferior a 90° visto ser condi¢do obrigatéria que a soma
dos trés angulos 180°. Claro, os restantes angulos internos sdo agudos, pois nfo ultrapassam 90°: a
sua soma € até inferior a 90°.

2.2.b. quanto ao numero de lados/angulos iguais

1)

2)

3)

Tridngulo equilatero
Todos os lados sdo iguais. Todos os angulos internos sdo iguais: @ = § = y. Como a soma dos
angulos internos € sempre 180°, forcosamente o = = y= 60°. E um tridngulo agudo, pois todos os

angulos sdo menores que 90°. Como o nome indica, é “equildtero” — todos os lados medem o
mesmo: x=y= z.

Tridngulo isosceles

Temos dois lados iguais (y e z, por exemplo), e dois dngulos iguais. Caso y = z, temos o= # y; ou
seja, sdo iguais os dngulos ndo comuns aos lados iguais (a e  ndo sdo comuns aos lados x e y, que
sdo iguais).

Triangulo escaleno
Todos os lados e angulos respectivos sao diferentes.

Nio devera confundir estas classificacdes com as de semelhanga de tridngulos (sec¢do 2.1), que dizem
respeito a relagdes entre dois tridngulos!

10
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3. Trigonometria e relacoes
trigonomeétricas

Aquando da sua criagdo pelos matemdticos gregos, a
trigonometria dizia respeito exclusivamente a medi¢do de
tridngulos, e tal como as funcdes e relagdes trigonométricas
apresentadas a seguir, é aplicada exclusivamente ao estudo de
tridngulos rectdngulos. Porém, as funcdes trigonométricas
resultantes, e apresentadas mais adiante, encontram aplicacdes cateto
mais vastas e de maior riqueza noutras dreas como a Fisica (por y
exemplo, no estudo de fenémenos periédicos) ou a Engenharia.

Limitarmo-nos-emos a trigonometria no plano. Assuntos
mais elaborados (alguns dos quais leccionados em cursos
universitdrios), como desenvolvimentos em série de Taylor de
funcdes trigonométricas, numeros complexos e funcdes
trigonométricas hiperbélicas ndo serdo abordados neste texto.
Ainda no intuito de manter a generalidade deste texto, que se
pretende uma simples revisdo sobre trigonometria leccionada no
ensino secunddrio, ndo falarei também sobre trigonometria
esférica.

Em trigonometria, os lados dos tridngulos rectangulos assumem nomes particulares, apresentados na
figura ao lado. O lado mais comprido, oposto ao dngulo recto 6, chama-se hipotenusa; os lados restantes,

ligados ao angulo recto, chamam-se catetos.

cateto

Figura 6. Um triangulo rectangulo.

3.1. Teorema de Pitagoras

O gedmetra grego Pitdgoras (570-501 a.C.) formulou o seguinte teorema, que tem hoje o seu nome, e
que relaciona a medida dos diferentes lados de um tridngulo rectdngulo: a soma do quadrado dos catetos é igual
ao quadrado da hipotenusa. Ou seja, se x e y forem o comprimento dos dois catetos € 7 o comprimento da
hipotenusa, ter-se-4:

X2+yr=h2.

A demonstracdo deste teorema pode ser efectuada através do célculo de dreas de tridngulos rectangulos
e de quadrados — ver figura 7. A drea de um quadrado com comprimento do lado de valor [ é dada por I*. Para
um rectangulo de comprimento de base a e de altura b a drea € dada pelo produto destes dois comprimentos, isto
é, axb. Se dividirmos esse rectingulo com uma diagonal, teremos dois tridngulos rectangulos, com catetos de
comprimento a e b; a drea de cada um é, entdo, metade da drea do tridngulo — ab/2.

t i
’1 /a

Area: IxI =P Area: axb

Area do rectangulo: axb

Area do tridngulo: axb/2

Figura 7. Areas do quadrado com comprimento [ do lado, e do rectangulo com comprimentos a e b dos lados. A
partir da area do rectangulo é facil ver que a area de um tridngulo rectdngulo com comprimento da base a e
altura b (direita) € metade da area do rectangulo com os mesmos comprimento dos lados; ou seja, a drea desse
tridngulo € axb/2.
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Porque é um quadrado,
os comprimentos dos
lados sdo iguais (/) !

< N\
==

x+y

y X x+y

Figura 8. O teorema de Pitdgoras pode ser demonstrado através de relagdes de dreas de tridngulos e de
quadrados. No fim, a drea ocupada pelo quadrado mais pequeno e pelos quatro tridngulos rectangulos é
igual a area do quadrado maior (duas dltimas figuras, em baixo a direita). A equagdo do teorema €
obtida da relagdo das areas ocupadas pelas figuras — ver texto.

Observe agora a figura 8. O tridngulo rectangulo tem lados de comprimento x e y. Pelo que se disse no
pardgrafo anterior, a drea deste tridngulo € xy/2. O quadrado que estd junto ao tridngulo foi escolhido de modo a
ter comprimento do lado precisamente igual ao comprimento da hipotenusa do tridngulo, ou seja, 4. A drea do
quadrado é, naturalmente, 4>. Ora bem, o tridngulo pode ser “copiado” e “colado” aos restantes lados do
quadrado de modo que se juntem as hipotenusas dos tridngulos copiados aos lados do quadrado. Isto produz uma
nova figura, um quadrado, no qual se inscrevem o quadrado e os tridngulos — o “original” e as “cépias”. Este
novo quadrado tem lado com comprimento x+y — canto inferior direito da figura 8.

Ora, a drea do novo quadrado é (x+y)2, ou seja, 2+ 2xy + yz. Por outro lado, a drea deste novo quadrado
é igual ao espaco ocupado pelas figuras anteriores — o quadrado e os quatro tridngulos. Estas cinco figuras t€ém
dreas dadas por 4* e xy/2. Como temos guatro tridngulos, a drea que todos eles ocupam é 4xxy/2 = 2xy. Entio, as
cinco figuras dentro do quadrado maior ocupam uma drea que totaliza h2 + 2xy. Mas esta drea € igual a do
quadrado maior, como se vé na figura 8. Portanto, temos

FA2xy+y =R +2xy & X +y =h,

que ¢é justamente a anterior férmula para o teorema de Pitdgoras.

3.2. Relacoes trigonométricas de angulos

Na esmagadora maioria das aplicacdes trigonométricas relacionam-se os comprimentos dos lados de um
tridngulo recorrendo a determinadas relacdes dependentes de angulos internos. Assim, apresentam-se de seguida
algumas relagdes trigonométricas com esse fim. No capitulo 5 discutir-se-4 o intervalo de aplicabilidade (jd sob o
ponto de vista de fungdes reais de varidvel real) de algumas das seguintes relacdes trigonométricas.

12



REVISOES DE TRIGONOMETRIA Jodo Batista <jmnbpt@yahoo.com>

a) Senode o
E o quociente do comprimento do cateto oposto ao angulo « pelo comprimento da hipotenusa do tridngulo,

ou seja,
catetooposto  y

sen(at) =——— == .
hipotenusa &

O seno de o pode aparecer com uma das seguintes representacdes: sena, sina, sen(c), sin(a).

b) Coseno de
E o quociente do comprimento do cateto adjacente ao dngulo o pelo comprimento da hipotenusa do
tridngulo, ou seja,
cateto adjacente _ x

cos(@)=————=—.
(@) hipotenusa h

Em geral, o coseno de o aparece com uma das duas representacdes: cosa, cos(a).

¢) Tangente de @
E o quociente dos comprimentos do cateto oposto pelo cateto adjacente, ou seja,

tan(a) = catetooposto _ ylh =l.ﬁ=l '
catetoadjacente x/h h x x

E usual representar a tangente de a de uma das seguintes maneiras: tana, tan(a), tga, tg(o).

d) Co-tangente de o
E definida como o reciproco da tangente de o

1 x _ catetoadjacente

cotan(a) = =
tan(a) y cateto oposto

A co-tangente de a pode aparecer representada de uma das maneiras seguintes: cotan(«), cotg(c), cotana,
cotga.

Pelas defini¢des em c) e d), e segundo as defini¢des em a) e b), podemos ver ainda que:

tan(a) =_sen(a) e cotg(a)= cos(a) .
cos(ar) sen(a)

e) Secante e co-secante de o
Definem-se ainda as fungdes secante de « e co-secante de o como, respectivamente:
1 h 1 h

sec(a) = os(@) =~ e cosec(a)= —— =;,

A secante pode ser representada por: sec(c), seca. A co-secante pode ser representada por: cosec(a),
coseca, csc(a), csca.

3.3. Féormula fundamental da trigonometria

A férmula fundamental da trigonometria surge como um caso particular do teorema de Pitdgoras.

Pela definicdo de seno e de coseno de um angulo, dadas acima por a) e b), temos que:

senz(a)+cos2(a)=1. 3.1

13
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a=20° B=18°
AB=10m

b=a+AB=a+10m

> »
> >

a * 10m

A I

\

b

Figura 9. Um problema muito concreto, envolvendo a trigonometria. Qual é a altura / da torre, conhecendo-se apenas a
distancia entre os pontos A e B, e os angulos a e 4?

A equagido (3.1) é a formula fundamental da trigonometria. Nela, sen’(a) = sen(a) - sen(c), € 0 mesmo se
sucede para cos’(q). Da férmula fundamental da trigonometria é ainda possivel extrair outras férmulas
importantes; por exemplo, dividindo-a por cos*(c), vem:

1

tanz(a) +1= B ;
cos“(a)

ou, dividindo por senz( Q).

cotanz(a) +1= 5 .
sen” (a)

3.4. Um problema de trigonometria

Por vezes ndo nos é possivel (por quaisquer razdes) encontrar os valores dos comprimentos dos lados e
dos angulos a partir dos dados disponiveis — chama-se a isto resolver um tridngulo. Mas se conhecermos, por
exemplo, um angulo (que ndo seja o angulo recto, porque obviamente ja é conhecido) e um lado de um tridngulo
rectangulo, podemos encontrar os valores dos dngulos e lados que faltam. Para isso necessitamos de dispor de
uma tabela trigonométrica ou de uma calculadora, para podermos obter os valores que tomam as funcdes
trigonométricas para diferentes angulos.

Suponhamos, por exemplo, que querfamos medir a altura # de uma torre de farol que nos € inacessivel,
ou para a qual era incémodo e dificil efectuar directamente uma medic@o sobre a torre com fita métrica. Como
fazer?

Em primeiro lugar, mediu-se, no ponto A, o angulo a que a extremidade mais alta da torre faz com a
linha de horizonte, e mediu-se a = 20°. Depois, afastamo-nos uma distancia apropriada — 10 metros, no caso
presente™. Faz-se uma nova medicio do dngulo que o cimo da torre faz com a linha de horizonte, e obteve-se o
valor = 18°.

Consultemos uma tabela, ou usemos uma calculadora cientifica para obter os valores das fungdes
trigonométricas para os angulos mencionados. Na tabela seguinte estdo transcritos os valores para os dois
angulos relevantes.

6 | sen(d) | cos(H) tan(6d)
18° {0,309 [0,951 0,325
20° {0,342 10,940 0,367

Que funcdes trigonométricas utilizar? Pretende-se obter a altura da torre, &. Nao sabemos a distancia no
solo até a torre, mas possuimos um dado parecido: a distancia entre dois pontos de observac¢do. O problema

@ E importante admitir aqui que os dois pontos, A e B, estio a0 mesmo nivel. De outro modo, seria necessario introduzir uma correcgo para
compensar a diferenca de alturas — mais uma vez usando relacoes trigonométricas. Nao abordarei o problema aqui; na verdade, apela-se ao
leitor para que tente resolver este outro problema apés compreender bem o formalismo por detrds do primeiro problema. De facto,
terfamos de usar mais tridngulos (e obter relacdes entre eles) para se levar em linha de conta tal desnivel.
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sugere-nos entdo que usemos a fun¢do tangente para calcular a altura da torre — sabemos uma distancia sobre um
cateto, e queremos saber o comprimento de outro cateto. Assim, teremos:

h h
tan(f)=— e tan(a)=— .
b a
Talvez possamos usar a tangente, visto /z ser comum a tan(«) e a tan(f3), como se vé pelas duas formulas
acima. Assim, ficamos com:
h=b-tan(f) =a - tan(q) .
E comob=a+ 10,

(a+10)-tan(fB) = a-tan(a) < 10-tan(f) =a- [tan(a) - tan(ﬂ)] <=
_ 10- tan(f) _ 10- tan(18°)
tan(ar) — tan(f) tan(20°)—tan(18°)

= 83,20 metros

Por fim, temos que a altura da torre é:

h=a-tan(a) = a - tan(20°) = 30,3 metros .
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4. Seno, coseno e tangente como
funcoes reais de variavel real”

Anteriormente definimos as fungdes
trigonométricas atendendo a que os seus Yy
argumentos, o angulo ¢, era inferior a 90° e
superior a 0° — pois caso contrdrio nio terfamos
um tridngulo rectangulo. Se o = 0°, terfamos um
segmento de recta, e se a = 90° terfamos duas
semi-rectas com os pontos de origem ligados o P(xy)
por um segmento de recta, com o qual sdo
perpendiculares. Temos, pois, que as funcdes
trigonométricas, tal como anteriormente
definidas para o tridngulo rectingulo, tém o S“
dominio restringido a 0° < a < 90°% ou se
usarmos radianos, 0 < ¢ < 27,

A extensdo do dominios das fungdes
trigonométricas a toda a recta real faz-se
recorrendo ao circulo trigonométrico. Ele é
definido por uma circunferéncia de raio unitario
(isto é, igual a um) centrada na origem dos
eixos coordenados.

O tridngulo A[OPx] € rectangulo no
angulo com o eixo das abcissas — o eixo dos XX
— como se pode ver pela figura. Visto a
circunferéncia ter raio r = 1, todos os pontos
distam da origem da mesma distancia, r. Logo, Figura 10. O circulo trigonométrico e um ponto P sobre ele.

o segmento [OP] tem comprimento OP=1.
Assim sendo, o quociente y/r representa o seno de «, sendo r a hipotenusa. Da mesma forma, x/r representa o
coseno do angulo o.

Desta forma, posso definir o seno e o coseno do angulo ¢ para todos os valores de @, € ndo somente
para aqueles entre 0° (ou 0 radianos) e 90° (ou /2 radianos), como anteriormente. Temos entdo que:

X
€ cosa=—.
r

sena = 2
r
Como no circulo trigonométrico o raio € r = 1, temos entdo que as coordenadas do ponto P(x,y) sdo:
P(x,y) = (x,y) = (cosa, senc). Escrevo desta forma as coordenadas do ponto P(x,y) pois situa-se numa
circunferéncia de raio r = 1. Se fosse r # 1, teria de dividir as coordenadas por r, sendo P=xt+ yz, pelo teorema
de Pitdgoras™.
Prestando atencio a figura, veremos que

sen£=1 e cos£=0.
2 2

De igual forma, para o angulo o = « radianos (meia-volta no circulo), temos sen(r) = 0 e cos(m) = —1,
obtemos o ponto P(x,y) = (0,-1). Quando temos « = 2z radianos (uma volta completa comegando em o = 0, isto
€, sobre o eixo dos XX), voltamos a ter o ponto (0,1) — logo sen(2w) = 0 e cos(2m) = 1. Prosseguindo para outros
valores, verificamos que as funndes se repetem cada vez que adicionamos 2x radianos ao argumento (angulo).
Da mesma forma que temos valores possvveis para o seno e o coseno quando « > 0, também € possivel atribuir
valores as funcdes trigonométricas quando «a < 0. Nesses casos, temos angulos descritos no sentido dos ponteiros
do relégio. As duas funcdes ficam entdo definidas para todos os valores da recta real.

Como se passardo as coisas com as funcOes tangente e co-tangente? Recordemos a definicdo de
tangente de a:

@ Daqui em diante, e sempre que ndo hajam riscos de interpretagdo duvidosa, escrever-se-a sen(¢) como sen ¢, € cos(@) como cos o.
“ Na verdade, as coordenadas sdo geralmente divididas por 7. Porém, e no caso do circulo trigonométrico, para o qual r = 1, portanto nio é
necessdrio introduzir a divisao por r nas férmulas para as coordenadas.
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tana=l .
X

Prestemos agora atengdo aos
tridngulos A[OPx] e A[OP’x’]. Sao
tridngulos semelhantes, com trés angulos
iguais: os angulos nos pontos P’ e P sdo
iguais pois OP e OP’ sdo colineares (tém
a mesma direccio), bem como Px e P’x’;
logo o angulo <OPx € igual ao angulo
<OP’x’. Assim, os lados dos tridngulos
sdo proporcionais um a um, bastando
multiplicar em cima e em baixo do sinal
de fraccdo  pela  constante  de
proporcionalidade respeitante ao
comprimento dos lados dos tridngulos.
| Portanto — e recordando que estamos a
| usar uma circunferéncia de raio r = 1 —
i posso definir a tangente do angulo o da
! forma anterior, sendo x e y as
; coordenadas do ponto P(x,y) = (x,y) =
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

(cosa, sena).

Pode-se usar o seguinte como
mnemonica. “Marca-se” cosa no eixo dos
XX — o que corresponde a coordenada x
do ponto P sobre a circunferéncia — ou

Figura 9. Novamente o circulo trigonométrico (de raio unitério). A seja, corresponde a sua “distdncia” na

ordenada (“altura”) do ponto P’ representa a tangente de a, e a abcissa horizontal, a partir do centro do sistema

do ponto P’ representa a co-tangente de a. de eixos. O sena é “marcado” no eixo dos
YY, e corresponde a coordenada y do
ponto P, ou “altura” do ponto P

A tangente de o € assinalada pela “altitude” do ponto P’, ou seja, a sua ordenada. Ora, o ponto P’ tem
coordenadas P’(x,y) = (l, tana). Repare-se que os tridngulos sdo semelhantes, e para mais tém lados
proporcionais. Portanto, o quociente de comprimentos mantém-se — € igual o quociente de comprimentos dos
lados para os dois tridngulos. No tridngulo contido na circunferéncia, temos tanc = y / x , e dentro da
circunferéncia temos —1 < x < 1 porque os pontos P sobre a circunferéncia de raio r = 1 nunca vao além de x = 1
ou de x =—1. Ora, o ponto P’ no segundo tridngulo tem abcissa x = 1 pois situa-se sobre a vertical que passa por
x =1 no eixo dos XX. Sendo x = 1, temos entdo y = x - tana. Para angulos “grandes”, ou melhor, tais que y > x,

temos tana > 1. Como x = 1 em P’, temos que(ﬁ)z

tana >1= x-tana>1= y=x-tana >1.

Nesse caso, a “altura” do ponto P’ d4-nos uma medida de tanc.

O mesmo se passa para cotga. O seu valor vai corresponder ao afastamento, a distancia do ponto P’’,
situado sobre o traco horizontal tangente a circunferéncia no seu ponto mais “alto”. Quanto mais “alto” estiver o
ponto P’, maior serd o angulo ¢, e mais a semi-recta definida pelo angulo com o eixo XX se aproxima do eixo
YY, logo cotga diminui — bem como a abcissa do ponto P’’.

Estas duas fun¢des, no entanto, ndo podem ser definidas para todos os valores reais. De facto, quando
o =mn/2, a “altura” de P’ € infinita (ou seja, tanc = o), e nesse caso a fungdo nao fica bem definida nesse ponto(7).
O mesmo se passa para 3m/2, 51/2, e assim por diante — ou seja, qualquer ponto na forma o = n/2 + km, sendo k
um ndmero inteiro. Pelas mesmas razdes cotga fica indefinida nos pontos a = 0, a = n, a = 2n — isto é, qualquer
ponto na forma « = kn. Portanto, o domvnio destas funndes deve necessariamente excluir todos estes pontos em
que as funcdes ndo ficam bem definidas; os restantes pontos, obviamente, sdo permitidos.

® O raio é r = 1. Se assim ndo fosse, teriamos de recorrer 2 defini¢io: sen a=y/r, e cos a=x/r.

©® Temos x - tana> 1, e ndo x - tana > x, porque x=1 no ponto P’.

@ Além disso os limites da fungdo tangente 2 esquerda e a direita de 7/2 sdo diferentes: antes de 1/2 é +8 e depois é 8, pelo que existe uma
descontinuidade que torna a fun¢do indefinida nesse ponto.
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5. Propriedades importantes das funcoes
trigonomeétricas

Neste capitulo serdo apresentadas algumas importantes propriedades das funcdes trigonométricas seno,
coseno, tangente e co-tangente, nomeadamente: paridade, sinal, monotonia, periodicidade, e o resultado de
reducdo ao primeiro quadrante. J4 de seguida, serdo dados também os valores dessas funcdes trigonométricas
para alguns angulos do primeiro quadrante: 0°, 30°, 45°, 60°, e 90°.

5.1. Valores das funcoes trigonométricas para alguns
angulos-chave

Existem alguns angulos do primeiro quadrante para os quais é possivel determinar facilmente os valores
tomados pelas funcdes trigonométricas. Para adngulos de outros quadrantes, torna-se necessdrio efectuar em
primeiro lugar uma reduco ao primeiro quadrante. Finalmente, os restantes angulos cuja reducdo ao primeiro
quadrante (discutida mais adiante) ndo devolve um destes angulos, e também para dngulos do primeiro quadrante
que ndo sejam os descritos, é necessdrio recorrer a tabelas trigonométricas ou uma calculadora cientifica ou
computador.

Para os éngulos 0 e w2  radianos (ou, 0° e 90°
respectivamente), de imediato se encontram os valores das funcdes
trigonométricas. Para o = 0, a semi-recta que define o dngulo com o
semi-eixo positivo dos XX coincide com este. Logo, sendo r =1 e cos
30° a=x/r=x,vem que cos a=1esen a=0. Daqui decorre que tanc
=sena / cosa =0, e cotga =1/ tana = +o0. Para o = m/2 radianos,
temos que a semi-recta coincide com o semi-eixo positivo dos YY,
fazendo com que sen o = 1 e cos a = 0. Daqui vem que tanc = +0 ¢
a=60° cotga = 0.

] Comecemos por considerar um tridngulo equildtero como o
C H B da figura 12, cujos lados tém comprimento AB=BC=CA=1. O
Figura 12. O tridngulo A[ABC] é ponto H é ponto médio do segmento [BC], logo BH=CH =Y. E

isosceles; os tringulos A[CHA] ¢ oo cosq=CH/AC e AC=1, vem: cosa =cos(60°)=CH =%.
A[BHA] syo equiléteros.

A

Da aplicacdo do teorema de Pitdgoras resulta que:

NG

senZ(60°) + cos 2 (60°) = 1 = sen(60°) =

Pela definicdo de tangente de o, vem: tan(60°) = ﬁ . Observando a figura, é
ainda possivel concluir que:

CH AH V3

sen(30°)===cos(60°)=l , co0s(30°) =—=—==sen(60°)=— ,
AC 2 AC 2

sen(30°) _ 12 1 43

cos(30°) 3/2 3 3

Consideremos agora um tridngulo (rectangulo) isésceles — a = 45°
como o da figura 13. Como a éangulos iguais se opdem lados iguais,  Figurq 13. Um tridngulo

MN = NP . Seja MP =1. Entdo, rectangulo isésceles.

tan(30°) =

u
N M

sen(45°) = i = ﬂ
MP MP

=cos(45°) .

Sabendo entdo que sen(45°) = cos(45°), e aplicando a férmula fundamental da trigonometria, vem:

1 W2

sen2(45°) + cos2(45°) =2- sen2(45°) =l=sen(45°)=—= - =cos(45°)

72
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Pela definicao,

tan(dse) = S04
cos(45°)

Em resumo, temos o seguinte quadro:

Valores do argumento « (radianos)
/6 4 3 /2
seno 172 ﬁ /2 \/5 /2 1
cosa V312 V212 172 0
tana V373 1 J3 )
cotga V3 1 V313 0
30° 45° 60° 90°
Valores do argumento o (graus)
5.2. Paridade das funcoes trigonométricas
Das quatro funcdes trigonométricas até agora discutidas (seno, coseno, &
tangente e co-tangente), todas t€ém uma paridade bem definida. 23
a) O seno é impar ylo_ 2D
Seja o = -, isto é, a = |f], e f = —|a| = —a. Ora, sena = y/r. Projectando o
angulo S sobre o eixo dos YY, entdo vem que senff =y’/r <0, pois y’ < 0. Vé-

se facilmente que: senf3 = y’/r <0, e por conseguinte sena = y/r = —y’/r = —senf3
= —sen(—a) < sen(—a) = —sen(a). Logo, a funcdo seno é impar.

Figura 14. Acerca da
paridade das fungdes
trigonométricas.

b) O coseno é par

Seja o = —f. Ora, cosa = x/r, e cosff = x’/r. Na projecc¢do para a figura acima, facilmente se verd que
x=x". Logo, cosa = x/r = x’/r = cosf = = cos(—a). Portanto, a funcdo coseno € par.

c) A tangente é impar
Seja a = —f. Ora, tana = y/x, e tanf = y’/x’, pela figura anterior — alids, basta dividir seno por coseno.
Analogamente, prova-se que tan(—¢) = —tana — ou seja, a tangente € impar.

d) A co-tangente é impar
A demonstracdo € andloga a ¢). Sendo @ = —f5, y =—y’ e x = x’, como se pode concluir do grafico acima, vem
que cotg(—a) = —cotga: a co-tangente é impar.

5.3. Sinal das funcoes trigonométricas

5.3.a. Seno

Esta func¢io é impar, e como tal sen(—a) = —sen(«). Logo, para um angulo « situado no 1°Q, teremos
que o seno do angulo —a, situado no 4°Q, tem um valor simétrico. Como no 1°Q sena > 0, entdo para a € 4°Q,
temos seno < 0.

Um ponto P(x,y) do 2°Q tem coordenadas tais que x<0 (pois encontra-se na regido onde x toma valores
negativos — o valor x=0 corresponde ao centro do sistema de eixos, ou melhor, a todos os pontos com abcissa
nula (x=0), situados no eixo dos YY), e y>0. Por defini¢cdo sena = y/r — relembrar que o seno se “marca” no eixo
dos YY, correspondente a “altura” do ponto P(x,y) a considerar, caso r=1. Ora r>0, pois trata-se de uma
distancia, sendo sempre um nimero ndo negativo. Como >0 sempre, e nessa regido particular (2°Q), temos que
¥>0; entdo sena>0 no segundo quadrante.

O que se sucede no 3°Q? Seja o um angulo positivo pertencente ao 2°Q (ou seja, tem-se /2 < o < 1); O
angulo B = —a pertence ao 3°Q. De facto, e como a fung¢@o seno tem periodo 2= (isto €, repetem-se os valore e a
monotonia da fung¢do em intervalos de largura 2m), o angulo f+2=m ainda se situa na mesma regiyo do plano
(3°Q), e f=—-a < B+ 2n=2n— o Resolva-se entdo a desigualdade que resulta da localizacdo de a no 2°Q:
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T2<a<n < —M2>-a>-n & 2n-n2>2n—-a>2n—-n < 3n2>2n-a>n &
& 3n2>2n+fp>w.

Entdo: S+ 2n> 7, e ainda 3n/2 > [+ 2n < [+ 2a < 3w/2, ou ainda: © < 21 + < 3m/2.

Com a aplicagdo dada pelo angulo no plano com o eixo dos XX € uma aplicagio de periodo 27 (isto &,
os angulos voltam a ser iguais ao fim de um arco de 360° = 2x radianos), entdo b situa-se no 3°Q pois é maior
que 7 e menor que 371/2, como queriamos demonstrar.

A fungdo seno é fmpar — verifica-se que sen(—ca) = —sen(a), V aclR. De facto, se a€2°Q entdo S€3°Q
(como vimos), e senf = sen(—a) = —sen(a). No 2°Q o seno toma valores positivos (recordar que y>0), logo toma
valores negativos no 3°Q. De resto, um ponto P(x,y)e3°Q tem ordenada y<0, logo o seno de um angulo
pertencente ao 3°Q é de facto negativo.

5.3.b. Coseno

Esta fun¢do € par, isto é, para qualquer angulo o verifica-se cos(—a) = —cos(a). Por defini¢do, sendo
r>0 a distancia de um ponto do plano a origem do sistema de eixos, e x a distancia da projec¢ao do ponto sobre o
eixo dos XX, temos cos(a) = x/r.

No primeiro quadrante, x>0. Logo cos(a)>0, para todo o ae1°Q.

Também no 4°Q se tem x>0, embora y<0.Mas apenas x (e r) aparecem na defini¢do do coseno, portanto
cos(@)>0 para ae4°Q. De facto, e como vimos acima, se f=-a e ac1°Q, entdo f€4°Q.

No 2°Q e 3°Q, x<0. Logo, cos(a)<0 para « pertencente a qualquer destes dois quadrantes. De facto, se
ae2°Q e a=—f, entdo F3°Q, e como a fungdo seno € par, resulta que cos(f) = cos(—a) = —cos(a).

5.3.c. Tangente

A funcdo é impar, ou seja, para qualquer angulo a, tan(-a) = —tan(c). Por defini¢do, para qualquer
angulo o que ndo coincida com o eixo YY, isto é, que lhe ndo seja paralelo (ou ainda, que nao faca um angulo
recto com o eixo dos XX), tanc = y/x. Naturalmente, esta funcdo “d4 problemas” quando x=0, o que ocorre para
os argumentos £m/2, £3n/2, +51/2,... , ou seja, fngulos que sdo perpendiculares ao eixo dos XX e para os quais a
tangente toma um valor infinito, ndo podendo portanto ser definida nesses pontos. Para =0, £r, +2m.... , temos
tana =0, visto nesses casos se ter y=0, e af a tangente anula-se Fora estes pontos, a tangente pode tomar qualquer
outro valor real.

No 1°Q, x>0 e y>0, logo tana>0. No 2°Q, x<0 e y<0, o que faz tana<0. No 3°Q tem-se x<0 e y<O0,
portanto tana>0. Finalmente, no 4°Q tan a<0 porque x>0 mas y<0.

5.3.d. Co-tangente

z

A fungdo é fmpar e tem o mesmo sinal da funcio tangente, pois apenas difere desta por ser a sua
reciproca —isto é, cotgar= 1 /tana = x/y. A funcio ndo esta definida para os pontos a =0, a =+n, o =+2n — ou
seja, todos os pontos da forma +km (com k inteiro positivo ou nulo), em que se verifica que y = 0.

Em suma, temos o seguinte quadro:

Sinal das funcdes trigonométricas
1°Q 2°Q 3°Q 4°Q
sena + + - -
cosa + - - +
tana + - + -
cotga + - + -
"+" = positivo "—" = negativo

5.4. Monotonia das funcoes trigonométricas

Trata-se de se conhecer em que intervalos as fung¢des crescem, decrescem, ou se mantém constantes se
for caso disso.

Para toda a recta real, as funcdes seno e coseno dizem-se oscilantes, ou seja, ndo t€m uma monotonia
que se mantenha ao longo de todo o seu dominio de aplicacdo. Quanto a tangente e a co-tangente, ndo € possivel
falar de monotonia da mesma maneira que 0 seno ou o coseno, mas apenas a restricdes dos seus dominios;
falar-se-a disso adiante.
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O comportamento das funcdes trigonométricas é diverso do anterior quando se trata de restricdes do
dominio de aplicagdo. Assim, por exemplo, a fungdo seno € crescente no intervalo ]-n/2,m/2[. Com efeito, sendo
sena = y/r, nesse intervalo o valor de y — a projec¢ao do ponto P(x,y) do circulo trigonométrico no eixo dos YY —
vai aumentando.

5.4.a. Seno

No primeiro quadrante (0 < a < n/2), a fun¢@o é crescente pois y aumenta com o

No segundo quadrante (n/2 < a < ), a funcdo é decrescente pois y diminui com o

No terceiro quadrante (1 < a < 31/2), a funcdo € decrescente porque y continua a diminuir a medida que
aumentamos o angulo « (recorde-se que o sentido do aumento do angulo « € o sentido anti-horério).

No quarto quadrante (3n/2 < a < 2m), a funcdo seno torna a crescer, pois nesse intervalo y cresce com o
angulo o

5.4.b. Coseno

Primeiro quadrante (1°Q): o coseno é decrescente porque a projeccio do ponto P(x,y) vai-se
aproximando do centro do eixo a medida que o aumenta, ou seja, a medida que x diminui.

Segundo quadrante: a funcdo é decrescente (ou melhor, cresce em valor absoluto, mas com sinal
negativo), porque x continua a diminuir com o aumento de c.

Terceiro quadrante: é crescente, porque x comega agora a aumentar (ainda
com valor negativo; decresce em valor absoluto, mas com sinal negativo).

Quarto quadrante: crescente.

5.4.c. Tangente

E crescente no 1°Q (veja-se a monotonia das func¢des seno e coseno acima).
Relembrando a monotonia dos valores das coordenadas do ponto P(x,y) sobre o
circulo trigonométrico de raio unitdrio — y para o valor de sena, e X para o valor de
cosa —y aumenta e x diminui com o angulo .

No segundo quadrante, a tangente de o é crescente, porém de valor  Figura 15. Acerca da
negativo, porque af x<0 e y>0. Porém, 2 medida que o aumenta, x vai aumentando ~ monotonia da fungio
também (distancia da projec¢io do ponto P sobre o eixo dos XX), ao passo que y (o tangente de @ O eixo
comprimento da projec¢do do ponto P sobre o eixo dos YY) vai diminuindo. das tangentes € a recta

Para o 3°Q, pode-se fazer a andlise da monotonia da fun¢do do mesmo vertical a.trz}cejado’ no

. o . . lado  direito, que
modp. PrOJecta}ndo um pontp P(x,y)e3 Q sob're 0 “eixo das tangentes” (a recta contém o ponto P'.
vertical a tracejado no lado direito do circulo trigonométrico representado na figura
15), temos que tana > 0, e se o aumentar, tana aumentard também. Logo, no 3°Q a tangente é crescente.

No 4°Q a tangente também € crescente. Basta projectar o ponto P(x,y) do circulo trigonométrico sobre o
“eixo das tangentes”, segundo a recta que assenta na semi-recta definida pelo angulo o com o eixo dos XX, para
constatar que a “altura” do ponto P’, projec¢do de P, vai aumentando, ainda que com valor negativo.

A conclusio a tirar daqui é que a monotonia da funcdo tangente de o é sempre crescente em todos os
pontos do seu dominio. Claro, a tangente ndo fica definida para +n/2 (e outros valores para o argumento o que
produzam angulos com a mesma abertura), pois estes pontos ndo fazem parte do dominio, porque para esses
valores do argumento a tangente assume valores infinitos.

5.4.d. Co-tangente

O estudo da monotonia da co-tangente faz-se de modo semelhante ao efectuado para a tangente.
Conclui-se que a funcdo é sempre decrescente em todo o seu dominio de aplicagdo (1°Q, 2°Q, 3°Q e 4°Q).

Monotonia das funcoes trigonométricas

1°Q 2°Q 3°Q 4°Q
senq + — - +
cosa — - + +
tana + + + +
cotg - - - -
"+" = crescente "-" = decrescente
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5.5. Reducao ao primeiro quadrante

O circulo trigonométrico é usualmente dividido segundo regides
denominadas quadrantes, como indicado na figura 16. Sdo quatro, e indicam-se de
acordo com o sentido do crescimento dos angulos — sentido anti-hordrio.

Existem certos angulos para os quais as func¢des trigonométricas tomam 2Q 1"Q
valores faceis de determinar, e que convém ter sempre presente. No entanto,
alguns desses dngulos podem cair noutros quadrantes que ndo o 1°, e nesse caso
convém reduzi-los ao 1° quadrante, até porque as tabelas trigonométricas
apresentam angulos que dizem respeito a esse quadrante. 3*Q 4Q

Assim, iremos descobrir o comportamento das fungdes trigonométricas
nos restantes quadrantes, e compard-lo com os valores tomados pelas fungdes
trigonométricas para angulos do primeiro quadrante. Na figura 16, o 1°Q
corresponde ao intervalo 0 < a<m/2,02°Qan/2<a<mo03°Qan<a<3n/2,e
04°Qal3n/2< a<2m.

Considere-se, por exemplo, que ae1°Q, e f€2°Q, tal que f = a + m/2. O que resulta da redugio ao
primeiro quadrante das funcdes trigonométricas para o dngulo 7 Repare-se que esta redug@o tera de ser tal que
se relacionem fungdes com o mesmo contradominio, isto é, senos com cosenos (que tém contradominio [-1,1] )
e tangentes com co-tangentes (de contradominio ]—oo, +oo[ ).

Comecemos pela funcdo seno. No 2°Q, o seno diminui, pois y/r diminui com o aumento de . Para a, é
o coseno que diminui com o aumento de a. Se a for apenas um pouco maior que 0° (préximo de 0°, mas no 1°Q),
teremos que f serd também apenas um pouco maior que 7/2: lembre-se que = o + /2, neste caso. Assim,
como cos() se aproxima de 1 nessa situacdo, e sen(f) também se aproxima de 1, ha equivaléncia geométrica
entre cosa e senf3, ou seja: sen(ff) = cos(@).

Para o coseno, e ainda para a situacdo em que a—0 e f—m/2, acima destes valores (para que @ e 8
continuem no 1°Q e 2°Q, respectivamente), temos que sen(a)—0 e cos(f)—0. Mas no 2°Q, o coseno toma
valores negativos, pois x<0: cos()<0. No 1°Q, por outro lado, o seno toma valores positivos, pois y>O0:
sen(@)>0. Quer cos(f) quer sen(a) tendem para zero quando a—0 e S—mn/2 por valores acima dos indicados,
portanto podemos relacionar sen(a) e cos(f): temos cos(f) = —sen(a), com ae1°Q e f€2°Q. O sinal negativo,
como acabo de referir, advém do facto de que o coseno toma valores negativos no 2°Q e o seno valores positivos
no 1°Q.

Tudo isto pode ser visto de outro modo, talvez mais
correcto ou mais fécil de visualizar. Suponhamos que temos YY
o tridngulo rectangulo contido no primeiro quadrante e P
limitado pelo quarto de circunferéncia, como assinalado no
figura 17. Seja y o comprimento da projec¢do do ponto P
sobre o eixo dos YY. Seja x o comprimento da projec¢do de :
P sobre o eixo dos XX, e que resulta no ponto X, e seja x” o
comprimento da projec¢do de P’ sobre o eixo dos XX, e que b\ B P
resulta no ponto X’. Consideremos que a circunferéncia tem i
raio r=1. Entdo, temos: sena = y, cosa = x, senff = y’, e X X
cosf3 = x’. Consideremos que o dngulo « ¢ suficientemente
pequeno para que nos seja facil visualizar o que se segue, e
que B = o + n/2, ou seja, também S forma um angulo com o
eixo dos YY, da mesma abertura que a forma com o eixo
dos XX. Pode-se constatar que o tridngulo definido no
primeiro quadrante pelo angulo o (o tridngulo A[OPX]) é
igual ao tridngulo do segundo quadrante, definido pelo
angulo S — m/2. Ou seja, o segundo tridngulo resulta de uma
rotacdo de m/2 radianos do primeiro tridngulo em torno do
centro do sistema de eixos, o ponto O. Assim, o cateto de
maior comprimento no tridingulo A[OPX] € igual ao cateto
de maior comprimento no segundo tridngulo, que assenta sobre o eixo dos Y'Y, no segundo quadrante. O mesmo
se passa para os catetos de menor comprimento dos dois tridngulos.

Deste modo, pode-se constatar que sena =y = —x” = —cosf — ou seja, sena = —cosf. O sinal negativo
surge porque y>0 e x’<0, pois x” encontra-se a esquerda do ponto no eixo dos XX em que x=0). Também se pode
ver que cosa = x =y’ = senf} (aqui ja ndo ha troca de sinal, pois x e ¥’ sdo ambos positivos). Além disso, tanf e

Figura 16. Quadrantes.

Figura 17. Sobre reducdo de angulos ao primeiro
quadrante.
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cotgf relacionam-se com tana e cotga de modo semelhante, e podemos descobrir as relagdes recorrendo a um
raciocinio geométrico como o atrds descrito, ou de imediato por cdlculos algébricos:

' sen cos
tgﬂzlz—ﬂz—z—cotga
x' cosfi —sena

1
cotgﬂzgz—tga.

z

Para outros quadrantes, o tratamento é semelhante, e sugere-se que o leitor os realize a titulo de
exercicio. Os resultados para outros quadrantes encontram-se resumidos no seguinte quadro:

Reduciao de fungoes trigonométricas ao
primeiro quadrante
2° quadrante 3° quadrante 4° quadrante
B=712+a B=n+a B=3n2+a
sen(f) cos(a) —sen(a) —cos( )
cos(f3) —sen(a) —cos( o) sen(o)
tg(p) —cotg(a) tg(a) —cotg(a)
cotg(f) —tg(a) cotg(a) —tg(@)
a = Angulo do 1° quadrante = Angulo a converter

5.6. Periodicidade das funcoes trigonométricas

Em virtude das caracteristicas da aplicacdo “menor dngulo de uma semi-recta com o semi-eixo positivo
dos XX” (centrada na origem dos eixos), as func¢Oes trigonométricas, que tém por argumento um angulo no
plano, terdo certas caracteristicas, nomeadamente a repeti¢ao periddica de valores, e para os quais se verificam as
mesmas caracteristicas de monotonia (crescente ou decrescente). Por outras palavras, as funcdes trigonométricas
sdo periddicas, e como tal voltamos a ter os mesmos valores para a fungdo ao fim de um numero inteiro de
periodos, e para os quais a fun¢do toma as mesmas caracteristicas de monotonia: nesse ponto, a funcdo é
crescente, ou decrescente, consoante o valor do argumento da fungao.

Consideremos a fungido seno do angulo ¢, definida por
sena = y/r, num circulo trigonométrico de raio r=1. Entdo, temos
sena = y. A projeccdo de dois angulos, por exemplo, a€1°Q e
pe2°Q, tal que f =7 — a (ou seja S é tal que o arco que resta até ©
éigual a o), € a mesma, isto €, senf = sena. Mas, para o angulo «, B
a funcdo seno ainda estd em crescimento (ramo crescente), € para o
angulo f a fungdo ja estd em decrescimento. Mas, para um angulo
a + 27, a funcdo toma o mesmo valor que para o angulo o, e
também estd em crescimento®. O mesmo se passa para outro
angulo B + 2m, relativamente a 2m. Ou seja, ao fim de uma volta
completa os valores de seno repetem-se, € com a mesma
monotonia. O mesmo se passa para a funcdo coseno, como se
poderd facilmente verificar: ao fim de uma volta completa (arco de
27 radianos), a fun¢do retoma os mesmos valores, € com 0 mesmo
sentido de crescimento (monotonia).

As funcdes tangente e co-tangente, por outro lado, tém
apenas periodo m, isto é, os valores repetem-se com a mesma
monotonia (crescente e decrescente, respectivamente) ao fim de arcos multiplos de w. Ora, por defini¢do de
tangente, tgf = y/x = senf / cosf. No 1°Q, sen8>0 e cos&>0, logo tgf>0. No 2°Q, send>0 e cosd<0 — logo tghH<0.
No 3°Q, senf <0 e cosf<0, logo tgf>0. Mas no 3°Q, sendo ac1°Q tal que 6 = o + 7, a redugdo ao primeiro
quadrante resulta em senf = —sena, e cosd = —cosa. Assim, tgd = senf / cosf = sena / cosa = tga — ou seja, a
tangente repete os mesmos valores. E quanto a monotonia? Como se viu acima, a tangente tem sempre a mesma
monotonia (crescente), pelo que néo é necessdrio preocuparmo-nos com esse pormenor. O mesmo se passa para

YY

XX

Figura 18. Acerca da periodicidade das
funcdes trigonométricas.

® Repare-se: o+ 2m corresponde a uma volta completa, mais um arco a, ou seja, voltamos a cair no dngulo .
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0 4°Q, como facilmente se podera constatar (sugere-se como exercicio de demonstragdo para o leitor). Logo, a
tangente tem periodo 7, € ndo 21 como o Seno ou 0 coseno.

Para a co-tangente, a andlise é semelhante.

Em resumo: as fungdes seno e coseno tém periodo 2w (isto é, os valores repetem-se com a mesma
monotonia ao fim de uma volta completa), e as func¢des tangente e co-tangente t€m periodo m (os valores
repetem-se com a mesma monotonia ao fim de meia volta ao circulo trigonométrico).

5.7. Resumo das propriedades das principais funcoes
trigonométricas

Nesta seccdo far-se-4 um resumo das principais propriedades das fungdes trigonométricas mais
frequentemente usadas: seno, coseno, tangente e co-tangente.
No que se segue,
e Re]-mw,+w[ denotam toda a recta dos nlimeros reais;
e o0s tracos verticais mais finos, onde existentes, representam pontos multiplos ou submultiplos de =«
(xn/2, £31/2, £2m, etc.)(g);
e as assimptotas horizontais sdo representadas a traco mais fino.

5.7.a. Seno de «

f(a) =sena=y/r
Fun¢do fmpar, positiva no 1° e 2°Q, negativa no 3° e 4°Q.
Monotonia: crescente no 1° e 4°Q, decrescente no 2° e 3°Q.
e Dominio: ] —0, +oo [
Ou seja, a funcdo pode ter por argumento qualquer niimero real.
e Contradominio: [-1 ; +1]
Nos pontos maximo e minimo do circulo trigonométrico (circunferéncia deraio r = 1), tem-sey=1ey
= —1. Nesses pontos, temos sena = 1 e sena = —1, respectivamente.
e  Periodo: 21

Figura 19. Gréfico da fun¢do f(&) = sena para ae]-m/2,+ ©/2[ .

O 1/2=1,57; n=3,14; 3n/2=4,71; 21=6,28.
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5.7.b. Coseno de o
f(a) = cosa = x / r — fung@o par, positiva no 1° e 4°Q, negativa no 2° e 3°Q. Monotonia: crescente no 3° e
4°Q, decrescente no 1° e 2°Q. Dominio: ] —© , +oo [. Contradominio: [-1 ; +1]. Periodo: 27t

Figura 20. Gréfico da fun¢do f( &) = cosa para ae]-m/2,+ ©/2[ .
5.7.c. Tangente de o

f(a) = tga =y / x — funcdo impar, estritamente crescente em todo o dominio. Positiva no 1° e 3°Q, negativa no
2° e 4°Q. Dominio: R\{kn+71/2, k =0, 1, +2,...} . Contradominio: ]—c ,+oo[. Periodo: 7.

10

Figura 21. Gréfico da funcéo f(a) = tgo para a€l-m/2,+ /2| .
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5.7.d. Co-tangente de o

f(a) = cotga = x / y — funcgdo impar, estritamente decrescente em todo o dominio. Positiva no 1° e 3°Q,
negativa no 2° e 4°Q. Dominio: R\{km, k=0, £1, £2,...}. Contradominio: | - , +oo [. Periodo: .

Figura 22. Gréfico da fun¢éo f(&) = cotga para a€l-m/2,+ /2| .
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6. Relacoes importantes de funcoes
trigonomeétricas

Em muitos casos sucede-se que ocorram relagdes que envolvam funcdes trigonométricas diferentes das
que temos visto até aqui. Algumas dessas relacdes podem envolver, por exemplo, fun¢des trigonométricas de
somas de angulos, ou determinadas fungdes que envolvem fungdes trigonométricas de um angulo, e cuja escrita
pode ser simplificada. Nesta curta introdu¢do ndo adiantarei muito mais, porém deixarei que a leitura das seccdes
seguintes permita ao leitor o esclarecimento destes pontos. No final deste capitulo € apresentada uma tabela com
os resultados aqui obtidos.

6.1. Formulas de adicao e subtraccao

Sejam OA e OB dois vectores com origem no YY
ponto O e extremidade no ponto A e B, respectivamente, e
que fazem angulos o e B com o eixo dos XX, B

respectivamente. Pela defini¢do de produto interno de dois
vectores, temos que

i {3 o -

. _ B<a
e B— aé oangulo que OB faz com OA . O ponto A, pela \
figura 23, tem coordenadas (cosa, sena), € o ponto B tem O X

coordenadas (cosf, senf3). Visto os vectores terem origem
no ponto O(0,0), as coordenadas dos vectores coincidirdo
com as coordenadas dos pontos A e B. com isto em mente,
o produto interno dos dois vectores pode ainda ser escrito
como:

(cosa, sena) - (cosf, senff) = cosa - senf + sena - cosf3

Fazendo equivaler as duas expressdes para o produto . . .
. q . P p P Figura 23. Circulo trigonométrico, de raio r = 1.
interno dos dois vectores, e notando que ||0A||=||OB|| =1

(visto que o circulo trigonométrico tem raio r=1 — ver
figura 19), temos finalmente: s

cos(f+ o) = cosa - cosf + sena - senf3.

Fazendo agora f— a = 8+ (—a), vem ainda"”:

cos(ff+ (—a)) = cosa - cosf3— sena - senf. seng =

Calculemos de seguida sen(8 — «). Para dois = cosfi
angulo suplementares (isto €, cuja soma é n/2 radianos),
verifica-se que o seno de um angulo € igual ao coseno do
outro angulo. Observe a figura 24: supondo que a
hipotenusa é h=1, o comprimento do cateto adjacente a o é \_ O
cosa. O cateto adjacente ao angulo « é simultaneamente o
cateto oposto ao angulo S — logo, cosa = senp. - ~~ 4
Igualmente, sena = cosfl, como se poderd constatar cosa = senfs
observando a mesma figura.

Figura 24. Relacgdes trigonométricas para dois
sen(f — o) = cos[n/2 — (B— )] = angulos suplementares, a e S.

=cos(n/2 — f+a) = cos[a— (B —7/2)] =

= cosa - cos(fB—m/2) + sena - sen(ff — /2) =

= cosa - [cosf - cos(n/2) + senf - sen(7/2)] + sena - sen(f—m/2).

U9 Recorde-se as propriedades de paridade das fungdes seno e coseno do angulo o cos(-a) = cos(a) e sen(-a) = -sen( ).
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z

Ora, cos(n/2)=0 e sen(n/2)=1. O seno tem periodo 2n (isto é, send = sen(d + 2m) ), e por conseguinte
sen(f — m/2) = sen(f + 31/2). Faz-se esta redugdo ao primeiro quadrante: sen(f — m/2) = sen(f + 31/2) = —cosf.
Assim,

sen(f+ a)=...=cosa-(0-cosf+1-senf) +sena - (—cosf) = cosa - senff—sena - cosp.
Substituindo agora 8 + a por 5 — (—a), vem:
sen(f — a) = sen(f + (—a)) = cos(—q) - senf — sen(—ax) - cosf.
Lembrando a paridade das funcdes seno e coseno, temos: cos(—a) = cosa e sen(—a) = —sena. Logo,
sen(ff — o) = cosc - senf3 + senc - cosf.

O célculo de tg(f + a) faz-se dividindo sen(f + @) por cos(f + «), como de resto resulta da defini¢do de
tangente de um 4angulo. Portanto,

1-tgf-tga l+tgf-tga

6.2. Formulas de duplicacao

Neste caso, faz-se o = ff e aplicam-se as formulas obtidas em 6.1 para arcos a + = 2. Fica entdo:

2.
sen(2a) =2 - sena - cosa cosRa) = cos’a — sen’a t1ga) = iza .
I-tg°a

6.3. Formulas de bisseccao

Neste caso, faz-se a substituicdo 25 = «, e usam-se as férmulas obtidas em 6.2, ¢ a férmula fundamental
da trigonometria (relagio (3.1)).
1+ 2
cos(23) =cos? B - sen’ p= 2cos? -1 2cos? B =1+cos(2p) < cos? B =%ﬁ).

Aplicando a transformacao de varidvel 25 = «, vem'":

1 f]
cosz(a/2)=$<:>cos(a/2)=i % .

Para obter sen(c/2), voltamos a usar a relacdo (3.1):

1+cosa 1—cosa

Cosa<:>sen(oz/2)=ir 2

senz(a/2)+cos2(a/2)=1<:>sen2(a/2)+ =1<:>sen2(a/2)=]_T

Novamente, para obter tg(a/2) divide-se sen(a/2) por cos(a/2):

_sen(a/2)

/1 —coso
cos(a/2) 1+cosa

6.4. Formulas de transformacao

I+

tg(a/?2)

Interessa, por vezes, transformar somas ou diferencas de senos ou de cosenos em produtos de fungdes
trigonométricas. Para tal, comecemos por definir a seguinte mudanca de varidveis, invertivel, T:

a=a+f
*
b=a-p

11 . - PPy ~ . . 2 . . aq e1s
D O sinal + aparece porque os quadrados de niimeros simétricos sdo iguais, logo ha que incluir as duas possibilidades.
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Daqui resulta ainda a transformacio inversa, T’:

T’

Aplicando agora a transformagdo T":

a b a b
sena +sen f=sen| —+— |+sen| ——— |=
2 2 2 2

=sen(a/2)-cos(b/2)+cos(al/2)-sen(b/2)+sen(a/2)-cos(b/2)—cos(al/2) sen(b/2)=
=2-sen(a/2)-cos(b/?2)

Da aplicacdo da transformagio T resulta:

sena+senﬂ=2-sen(a;ﬂj-cos(a_ﬂj

2

Para calcular senc — senf, usa-se a paridade da funcéo seno e substitui-se —sen/3 por sen(—f3). Logo,

sena—senﬂ=2-sen(a_ﬂj-cos(a+ﬂj
2 2

O mesmo método € usado para calcular cosa + cosff e cosa — cosf3, bem como para outras relagdes
entre as fun¢des — como o produto de fungdes, por exemplo.

Os resultados obtidos neste capitulo sdo resumidos no seguinte tabela:

Formulas de adicao Formulas de subtracciao

sen(f + a) =cosa - cosf+ sena - cosf sen(ff — a) = cosa - senf — sencx - cosf

cos(ff+ a) = cosa - cosf — senax - senf3 cos(ff — ) = cosa - cosf — sena - senf3

tg(ﬂ+a)=m tg(ﬂ_a)zm
1-tgf-tga 1+tgf-tga

Formulas de duplicacao Formulas de bisseccao

sen(2a) =2 . senc . cosa sen(r/2) =+ /1 —0208a
cosRa) = costa — sen’a cos(ar/2) =+ fl + czosa

2-tga

{1_
tg(2a)=—2 tg(a/Z):i ﬂ
l-tg“ 1+ cosa

Formulas de transformacao

Sena+senﬂ=2'Sen(a+ﬂj-cos(a_ﬂj sena—senﬂ=2.sen(a_ﬂj.cos(a+ﬂj

2 2 2 5

Cosa+cosﬂ=2'COS(¥)COS(¥} cosa—cosﬂ=2-sen(a;ﬂj.sen(a;ﬂj
sen(a + f3)

tana + tan =

sen(a — f3)

tana —tan § =
cosa - cos f3 cosa - cos f3
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7. Funcoes trigonometricas inversas

Esta classe de funcdes representa a aplicacdo inversa para cada funcdo trigonométrica ja discutida.
Devido as propriedades de periodicidade das func¢des trigonométricas, as respectivas inversas ndo sio
injectivas''? quando se toma o dominio das fungdes trigonométricas — ou seja, para um determinado argumento
das funcdes trigonométricas inversas, estas devolvem como solu¢do uma infinidade de angulos possiveis,
separados de um numero inteiro de periodos da fun¢do trigonométrica original (2m no caso do seno, coseno,
secante e co-secante, e 7T no caso da tangente e co-tangente).

Desse modo, € necessdrio que as fungdes trigonométricas inversas tenham um dominio restrito, para que
a aplicacdo seja bem definida. De facto, porque uma aplicacdo ndo pode ter, para o mesmo argumento, dois
valores distintos, hd que restringir esta classe de aplicacdes a um dominio onde as fun¢des trigonométricas sejam
injectivas. Esse dominio deve também ser escolhido por forma a que todos os seus elementos tenham imagem no
contradominio da funcdo trigonométrica, isto é, os contradominios das funcdes restringida e ndo restringida
devem ser coincidentes. Por exemplo, sendo [-1; +1] o contradominio da funcio seno — isto €, a imagem da
aplicacdo da fun¢do a qualquer ponto do seu dominio cai sobre este intervalo —, deve-se escolher uma restricao
do dominio da fun¢do seno tal que os seus elementos representem todos os valores que € possivel a fun¢io seno
tomar, e que caem no intervalo referenciado.

7.1. Arco seno: arcsen(a)

Por definico, esta funcdo devolve o arco"” cujo seno é a. Suponhamos que a = senf. Entdo, o angulo &

€ definido como o arco cujo seno € g, isto &, = arcsen(a).

Como se pode ver pelo griafico da fun¢@o seno (pdgina 24), a func¢io € ndo injectiva porque temos
infinitos angulos que possuem o mesmo valor da fungdo seno. Desse modo, ndo nos é possivel definir uma
aplicacdo inversa para a fun¢do seno, porque assim para um valor do dominio dessa aplicacdo existe uma
infinidade de valores possiveis. Para que a aplicacdo fique bem definida, é necessdrio que cada valor do seu
dominio devolva um tnico resultado. Pode acontecer que vérios elementos do dominio da funcdo déem origem
ao mesmo valor, mas cada elemento do dominio s6 pode originar um #inico valor. Tal ndo se passa para a funcdo
seno quando se toma por dominio foda a recta dos niimeros reais.

No entanto, € possivel definir uma funcdo inversa da funcio seno para um dominio restrito em que haja
injectividade, isto é, para o qual a cada elemento do dominio corresponda um valor que ndo € imagem desse, e de
nenhum outro, elemento do dominio. Como a funcdo devolve resultados no intervalo [-1, +1], interessa
considerar um dominio para a funcio inversa em que todos os elementos desse intervalo sejam imagem da
“funcdo” arco seno. Tal intervalo é, por exemplo, [-n/2, +n/2] — que é o usado convencionalmente. De facto,
usando a fung¢do arco seno de uma calculadora cientifica que suporte essa funcdo, obtemos valores dentro deste
intervalo. Obviamente, a introducdo de valores fora do intervalo [-1, +1] como argumento da funcdo arco seno
produz uma informacio de erro na calculadora.

Assim, suponhamos que se pretende calcular arcsen(1/2). Trata-se de procurar qual o arco (angulo), no
intervalo [-1/2, +m/2], cujo seno é 1/2. Se tivermos sena=1/2, entdo arcsen(1/2)=c. Como sen(n/6)=1/2, entdo o
resultado é: arcsen(1/2)=mn/6.

O arco seno tem dominio [-1, +1], o contradominio do seno: o argumento a s6 pode tomar valores
dentro desse intervalo. O contradominio € uma restri¢do do dominio do seno: [-n/2, +7/2].

2 Para uma funcio injectiva, qualquer recta horizontal r intersecta uma tinica vez o grifico de uma funcio; numa fungdo nio injectiva,
existe pelo menos uma recta r que intersecta duas ou mais vezes o grafico da fun¢do — ver figuras 23 e 24. As fungdes periddicas sdo nao
injectivas, em geral em intervalos de medida igual ou maior ao periodo da fungéo.

Py 0

Figura 23. Fungio injectiva. Figura 24. Fungdo ndo injectiva.

U3 «Arco”, ou “angulo” — tém aqui 0 mesmo significado.
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7.2. Arco coseno: arccos(a)

A maneira de definir esta “funcdo” é a mesma que foi utilizada para definir o arco seno.

O arco coseno ¢ definido como o arco cujo seno é igual ao argumento da fung¢do. Assim, se um angulo
a tem por coseno cosa = a, entdo arccos(a) = a. O arco coseno € assim a “funcdo inversa” da funcio coseno.

A funcio coseno nio € injectiva, como se pode observar pelo seu grifico, na pagina 25. Logo, hd que
procurar uma restricio do dominio da funcdo coseno em que se possa definir inequivocamente a aplicagdo
coseno. Por convencdo, o intervalo usado € [0; +m], e os valores permitidos para o argumento desta “funcio
situam-se no intervalo [-1, +1], pois o coseno s6 toma valores neste intervalo.

O arco coseno tem por dominio [-1, +1]: € for¢oso que —1 < a < 1. O contradominio convencionado
para o arco coseno € [0; +n], uma restri¢do do dominio da fung¢@o coseno.

7.3. Arco tangente: arctg(a)

O arco tangente € o angulo (arco de circunferéncia) cuja tangente € igual ao argumento da aplicagdo: é a
“funcdo inversa” da tangente.

A tangente é periddica, de periodo m, sendo forcosamente ndo injectiva (ver nota sobre funcdes
injectivas e ndo injectivas, na pagina anterior). O intervalo que € usado para definir esta funcio é ]— n/2, +n/2[.
Note-se que os extremos do intervalo, —n/2 e +n/2, sdo excluidos, pois nesses pontos a tangente nao estd definida
(toma valores infinitos). O argumento, a, pode tomar todos os valores reais: aeR.

7.4. Arco co-tangente: arccotg(a)

E o 4ngulo cuja co-tangente é igual ao argumento — a “funcio inversa” da co-tangente.

A co-tangente, tal como a tangente, é periddica e tem periodo m. O intervalo de valores tomado pelo
arco co-tangente € ]0; +m[, e o argumento a pode tomar qualquer valor real. Os extremos do dominio da funcdo
arco co-tangente sdo excluidos porque nesses pontos a co-tangente néo estd definida (tem valor infinito).

7.5. Resumo: dominio e contradominio das funcoes
trigonométricas inversas

Funcao | Dominio | Contradominio
arcsen(a) a e [-1,+1] [—m/2, +1/2]
arccos(a) | a e [-1, +1] [0; +m]
arctg(a) acR - =/2, +7/2[
arccotg(a) aeR 10; +n[
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8. Resolucao de algumas equacoes
trigonomeétricas

Trata-se de resolver equacdes do tipo f(x)=y, sendo f(x) uma funcdo trigonométrica ou trigonométrica
inversa, € y um valor real.

H4 que notar que a resoluciio analitica de equacdes de funcdes trigonométricas (ou que envolvam
funcdes trigonométricas inversas, ou ambas, ou outras fung¢des quaisquer) nem sempre ¢é ficil, e ¢é
frequentemente impossivel. Nesses casos, hd que utilizar métodos numéricos, com recurso a calculadoras
programdveis e/ou computadores, ou em alternativa métodos graficos — por exemplo, pode-se sobrepor os
grificos das fungdes seno e a tangente e procurar os pontos em que os grificos das respectivas fungdes se
seccionam ou osculam (embora estes udltimos sejam mais dificeis de determinar “a olho”) para determinar as

solucdes da equacdo senx=tgx.

8.1. Resolucao de equacoes de funcoes trigonométricas do
tipof(x)=y

Este tipo de equagdes tem como solu¢do geral um intervalo,
em virtude da periodicidade das fungdes trigonométricas. YY
8.1.a. senx=y P

Como a funcio seno tem periodo 2m, sdo validos os valores de !
a separados de multiplos inteiro do periodo. Naturalmente, como a
funcdo seno € limitada, x terd de se situar no intervalo [-1, +1], sob :
pena de a equagdo ndo ter solucdo. Assim, caso ye[-1, +1], pode-se <\ a
fazer y = sena. Logo, a equagdo fica: 4/—04 : X

senx = sena. E

No caso da figura 27, y=sena representa a “altura” do ponto P
que se projecta sobre o eixo dos YY. Mas, a essa projeccio .
correspondem pelo menos dois angulos, a e b, como se constata. Ora, ——
pode-se provar que os senos de dois angulos complementares (isto &, X
angulos que somam 180° — ver pdgina 8) sdo iguais. Logo, se e 30 Figyrq 27. Acerca da periodicidade das
complementares, (=180°-a, e temos senfl = senc. A partir daqui  funcdes seno e coseno.
tém-se duas solucdes possiveis.

Porém, podem-se obter mais solugdes adicionando (ou subtraindo) ao argumento miltiplos do periodo
da funcdo. Como se v&, entre 0° e 360° o seno de x € igual ao seno de a quando x=q, ou quando x=180°-q.
Atendendo a periodicidade do seno, vem entéo:

senx=sena <> x=o+k-360° ou x=180°-a+k-360°, kN,
ou, em radianos:

senx=seno <> x=o+k-2rou x=nw—o+k-2m,keIN.

8.1.b. cosx=y

z

O método de resolugdo é semelhante ao anterior. Fagamos y=cosa, logo para que a equagdo tenha
solucdo tem de se verificar que ye[-1, +1]. No intervalo [0; +2m], hd duas solu¢des para x: o e —c.

De facto, para que nesse intervalo se verifique que os cosenos de dois angulos sejam iguais, os angulos
devem ser iguais (o que é trivial), ou — devido a paridade da funcdo coseno — devem ser simétricos''?.

Devido ao facto do coseno ter periodo 2w, as solu¢cdes que distam entre si de um multiplo inteiro do
periodo também sdo solugdo. Logo, sdo solugdo geral de cosx=cosa:

cosx=cosa < x=xa+k-360°,keN,

9 Lembrar que cosa = cos(-a).
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ou ainda, em radianos:

senx=seno <> x=xo+k-2n ke N.

8.1.c. tgx=y

A tangente tem perfodo 180°, ou m radianos. Calcula-se a solucdo geral da maneira semelhante a
anterior. O resultado em radianos é:

tgx=tga o x=ta+k-mkeN.

8.1.d. cotgx =y
A co-tangente, tal como a tangente, tem periodo © radianos. A soluc@o geral € igual a indicada em 8.1.c:

cotgx=cotga < x=to+k-mkeN.

8.2. Exemplo

O célculo de uma equagdo de qualquer dos tipos anteriores pode ndo ser apenas algo como “senx=a’".
Em vez de x pode aparecer algo como “ 5x+75° , ou outro polinémio de x. De qualquer modo, a resolucio
continua a ser a mesma.

Procuremos a solug@o de: cos(5x+75°) = cos25°. NB: neste exemplo, a solucdo serd dada em graus; a
solucdo em radianos € determinada trivialmente. Comega-se por resolver a equac¢do em ordem a x:

cos(5x +75%) =cos 25° < 5x + 75°=£25°+k - 360° .

A solucdo geral é dada por:
x=-10°+k -72° ou x=16%+k -72°,k €N

Se em vez de cos25° tivéssemos sen25° por exemplo, terfamos de mudar o seno para coseno, pois
o N 15

apenas podemos comparar argumentos de fungdes iguais. Recordemos que, para dois dngulos suplementares'”,
o+ f =12, se tem sena = cosf, e cosa = senfB. No nosso caso o dngulo suplementar de 25° € 65°. Logo,

usar-se-ia cos65° no lugar de sen25° e a resolucdio continuava de maneira andloga a descrita.

8.3. Funcoes trigonométricas inversas

Seja f(a) uma funcdo trigonométrica (seno, coseno, ...) € g(x) a inversa de f(x). A resolucio da equacgio
g(x) = a pode ser feita de um modo similar para as alineas anteriores. E possivel, por exemplo, tentar encontrar
qual o argumento a da funcdo trigonométrica inversa que € igual a o, e nesse caso a equacio escreve-se:
g)=g(a).

Um processo alternativo, que por vezes se pode revelar titil, consiste em aplicar a func@o trigonométrica
f(e) inversa de g(x), aos dois membros da equagdo — para tal é necessario, em primeiro lugar, que figurem de
ambos os lados da equac¢do a mesma fungdo. Chama-se ainda a ateng¢@o para o pormenor dos intervalos de
aplicacdo: se dentro desse intervalo a fun¢@o ndo for injectiva, ndo € possivel definir a funcdo inversa, logo este
método ndo € aplicdvel. Da aplicacdo deste método resulta:

g =a o flg)]=fla) = x=f(a) .

5 Angulos cuja soma é 90°, ou 7/2 radianos — ver pagina 8.
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9. Derivadas de funcoes circulares e
respectivas inversas

Para que uma func¢@o seja diferencidvel, deve ser continua em todo o seu dominio. Tal verifica-se nas
funcdes trigonométricas e nas respectivas funcgdes inversas.
Seja x€]O;m/2[ um angulo do primeiro quadrante, no circulo trigonométrico, com amplitude em

radianos. Pela figura 28, sendo OC =1 e sen x= AC , tem-se que

AC<TC< compr.?C ,

sendo TC o comprimento do segmento de recta [TC] e compr. TC o comprimento do arco TC . Pode-se entdo

concluir que senx < x. Para xe]-m/2;0[ terfamos [senx| < |x|.
A desigualdade € vélida para xe]-n/2;n/2[ , e vai servir para provar que a funcdo definida por f(x)=senx

é continua para qualquer x real.

lim [sen(x +h)— sen(x)] =0.
h—0

Ora, sen(x+ h) —senx=2-sen % . cos(x + gj , e como [sen(h/2)| < |h/2| e [cos(x+h/2)| < 1, temos:

|sen(x+h)—senx|£2-‘g‘-1=|h|.

Entao, sen(x+#)—senx é um infinitésimo com 4, e verifica-se o limite anterior. Como x € agora qualquer
elemento do conjunto dos nimeros reais, conclui-se que senx € continua em todo o seu dominio.

Também cosx € continua: pode-se verificar imediatamente da identidade cosx = sen(7/2 — x).

As fungdes tgx e cotgx também sdo continuas em todo o seu dominio, pois resultam do divisdo de
fungdes continuas nos respectivos dominios'®.

Comecemos por estudar alguns limites que interessardo para o levantamento de indeterminagdes
aquando do cdlculo de derivadas.

9.1. Estudo do iim 2~

x>0 X B

Seja a funcdo f(x) = senx / x , cujo dominio € toda a C

recta real, excepto o ponto x=0. Calculemos o lim f(x). .
x—0" i

Comparemos x, senx e tgx quando x€]0;n/2[. Da figura 28 .
resulta: i

AC< compr.?C <TB

O A T
Como AC=senx, compr.7TC =x, e TB=tgx, vem:
senx < x < tgx. Dividindo por senx, ficamos agora com:
X 1
1< <

senx CoSx

Como lim =1, temos entdo que
x—0 COS X
. . senx
Figura 28. Estudo do lim .
lim =1. =0 x
x—0* sen x aYal

A circunferéncia temraio r= OC =1.

19 O dominio de tgx (e cotgx) exclui alguns pontos, justamente onde o denominador se anula: tgx = senx / cosx. Porém, a tangente é continua
nos restantes pontos do seu dominio.
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Ora, a fun¢do g(x) = x / senx é par. Com efeito, g(—x) = A S g(x) . Por isso,
sen(—x) —sen(x) sen(x)
. . . 1
lim =1,e lim = lim =1.
x—0" senx x—0Tsenx x>0t X
sen x

Por defini¢do, a derivada da funcio f(x) no ponto x é:

£ = lim f(x +h) —f(x)
h—0 h

9.2. Derivadas de funcoes trigonométricas

Apliquemos esta definicdo para obter as derivadas das funcdes trigonométricas e das respectivas
inversas.

9.2.a. Derivada do seno
Aplicando a anterior definicdo de derivada de uma fung¢do, temos:

. .. sen(x+ h)—sen(x)
(sen x)'= lim .
h—0 h

- +
P4 Ptd

Sabendo que sen(p) —sen(g) =2-sen , vem:

(x+h)—x (x+h)+x
n - COoS

2-se
2
(sen x)'= lim 2 2 = lim sen(h/2) - lim| cos x+ﬁ .
h—0 h -0 h/2  h—0 2

A funcdo coseno € continua, logo lim(cos#) = cos(limé). Assim,

(senx)' =1 - cosx = cosx.

Em particular, sendo u=u(x) uma funcio diferencidvel num intervalo aberto, e aplicando a regra da
derivacao da funcio composta, temos"'":

(sen[u(x)])'=u'- cos[u(x)] .

9.2.b. Derivada do coseno
Sabendo que cos(x) = sen(n/2—x), e derivando (temos u(x) = /2 — x), vem:
(cosx)' =—1 - cos(m/2 — x) = —sen(x) .

Em particular, sendo u(x) diferencidvel num intervalo aberto ]a,b[, tal como para o seno, entdo a funcao
cos[u(x)] é diferenciavel em ]a,b[ e

(cos[u(x)])' =—u'- sen[u(x)] .

9.2.c. Derivada da tangente

A fungio y=tgx tem por derivada y' = 1/cos’x = 1 + tg°x. Com efeito,

sen x b
y=tgx= ,comx#—+kn,kelN.
coS x 2
2 2 2
. , cos“x—senx-(—senx) cos” x+sen” x 1
Derivando senx/cosx, temos: y'= 3 = > = -
cos” x cos” x cos” x

U7 NB: a fungdo é derivada em ordem 2 varidvel, x!
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/2 /2
—m/2 3n/2
Figura 29. yel-n/2, +n/2[ Figura 30. yeln/2, 3n/2[
. u'
Em particular, se y=tg[u(x)], temos: y'= 5> com u=u(x).
cos“u

9.2.d. Derivada da co-tangente

Obtém-se da mesma forma que a da tangente, sabendo que cotgx = cosx/senx. Daqui segue entdo que:
y' = (cotgx)' = 1/sen’s = 1 + cotg’x.

[

Em particular, se y=cotg[u(x)], temos: y'= 5
sen” u

9.3. Derivadas de funcoes trigonométricas inversas

Vejamos agora as derivadas de algumas func¢des trigonométricas.
9.3.a. Derivada do arco seno

Seja y=arcsen(x), com ye]-n/2, +m/2[ . Visto que y=arcsen(x), entdo x=sen(y). A regra da derivacio da
fungio composta inversa'® d4 entdo:

1
(x) cos(y)

xX'=cos(y)=>y'=

Pela férmula fundamental da trigonometria, relacdo (3.1), temos cos(y) =4/1 — sen’ y . Ento,
" 1 _ 1
’ \/1 —sen? y \/l—x2 '
1

xll—x2 '

Por fim, sendo y=arcsen(u) e u=u(x) fun¢des diferencidveis, temos:

Se tivéssemos ye]n/2, 3n/2[ , entdo cosy = —\/1 —sen? y ey=-

[

u

y'= (arcsen(u))'=
1-u

1% Sendo g inversa de f, entdo ' = 1/g'.
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9.3.b. Derivada do arco coseno
1

\ll—u2 '

Em particular, sendo u=u(x) uma funcio diferencidvel, e y=arccos(u),

Seja y=arccosx <> x=cosy. Entdo, y'=—

[

u

y'= (arccos(u))' = —
1-u
9.3.c. Derivada do arco tangente

Seja u=u(x) uma func¢do diferencidvel, e y=arctg(u). Entdo,

[

y'= (arctg(w)) =

1+u?
9.3.d. Derivada do arco co-tangente
Seja u=u(x) funcdo diferencidvel, y=arccotg(u). Entdo,
y'= (arccotg(u))'=— 5
I+u

9.4. Resumo das derivadas de funcoes trigonométricas e
trigonométricas inversas

3 ~ . .2 1 . s ~
Na tabela que se segue, u=u(x) é uma funcio diferencidvel’ 9), e cujo contradominio estd

necessariamente contido no dominio das respectivas func¢des trigonométricas e trigonométricas inversas — ver

seccdo 7.5.
Derivadas de funcoes trigonométricas
(sen(w))" = u'(x) - cos(u) (tg(w))'= u,z
cos“u
(cos(u))' = —u' - sen(u) (cotg(u))'= 5
sen“u
o I _ u'-cos(u) . 1 I _ u'"sen(u)
(cosectw) _(sen(u)J ~ senu (seetu) _(COS(u)J cos?u
Derivadas de funcoes trigonométricas inversas
(arcsen(u))'= u (arctg(u)) = u 3
1/1 _ u2 1+u
(arccos(u))'=— u (arccotg(n))'=— v 3
1—u? l1+u
() o () o
(arccosec(u))'= =-— (arcsec(u))'= =
arcsen(u) uvl—u? arccos(u) a1 —u?

1 Z . e N ~
19 Isto ¢, com derivada no seu dominio de aplicagfo.
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10. Exercicios resolvidos

Apresentam-se de seguida alguns exercicios, com uma resolu¢ao possivel. Apela-se para que o leitor

procure outras resolugdes validas. Alguns conselhos:

Ao tentar resolver um problema, e sempre que possivel, que faca um desenho ou esquema relacionado com
o problema; verd que isso contribui para uma melhor visualizacdo da situa¢do e pode ajudar imenso a
perceber o que se pede e a encontrar uma solugio!

Leia o problema uma vez, do inicio ao fim. Depois, leia novamente o exercicio e tente perceber:
e quais os dados do problema;

e o que é pedido para determinar.

Tente explicar por suas préprias palavras o que é dado e o que é pedido no problema. Se ndo consegue
explicar por si proprio ou a outra pessoa o que leu, € bem possivel que ndo tenha percebido a informacdo
dos dados, do que é pedido, ou ambas as coisas! Leia o problema, ou a(s) parte(s) que ndo percebeu, tantas
vezes quantas as necessarias até que se torne perfeitamente claro para si.

Um vaivém em Orbita terrestre descreve um trajecto tipicamente circular a uma altitude de cerca de 300km
acima da superficie. Sabendo que o raio da Terra é 6380km, escreva a expressdo para a distdncia do
horizonte aquela altitude, e calcule o seu valor.

Resolucdo:
Seja R o raio da Terra e h a altitude do vaivém acima da superficie da Terra.
Pretende-se determinar a distincia d. O 4ngulo o é recto porque a recta a que pertence @ \4
o segmento de comprimento d € perpendicular ao raio da Terra — é tangente a
superficie.
R h

Aplicando o teorema de Pitdgoras, temos:
R*+d*=(R+h)?* < d*=h> +2Rh<d =\Vh* +2Rh .

Repare-se que ndo surge uma solugdo do tipo d = J_rx/_ porque:
Figura 31. Vaivém

1) asolugio deve ser bem definida (um s6 valor, isto €, uma distdncia qualquer tem  eqoacial em 6rbita.

um valor bem definido);

2) trata-se de distdncias — valores reais positivos.

Assim, temos: d = \/3002 +2x6380x300 =2,00x 103 km = 2000km .

Poder-se-ia resolver este problema de maneiras mais complicadas, mas em particular foi possivel usar aqui o
teorema de Pitdgoras, o que simplificou significativamente os cdlculos. Se o angulo « ndo fosse recto, nesse
caso jd seria necessdrio recorrer a férmulas trigonométricas. Seria um bom exercicio para o leitor tentar
obter uma relagdo entre o dngulo « e a distancia d.

Uma aeronave prepara-se para aterrar numa pista (poderia ser o vaivém do exercicio anterior...). O avido faz
uma aproximag¢do a um angulo de 60° do lado esquerdo da pista onde pretende aterrar. Os instrumentos de
bordo indicam que o ponto de aterragem estd a uma distancia de 30km em linha recta e a um angulo de 45°
para a esquerda da direccdo em que o avido se desloca. Considere apenas a projec¢do no solo do trajecto do
avido (ou seja, ignore a altitude do avido acima do solo). Calcule a distancia do avido

a) ao eixo da pista de aterragem;

b) do local onde ird cruzar o eixo da pista de aterragem até ao ponto de aterragem.

Resolucdo:

O exercicio exige ja um 4-vontade considerdvel nos assuntos versados até ao capitulo 5. Embora pareca
dificil, ndo nos devemos deixar intimidar. Na verdade, se comecarmos a fazer um desenho baseado nos
dados do problema veremos que até é parecido com o problema do farol na sec¢do 3.4!
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O avido aproxima-se da pista pelo lado esquerdo, fazendo com ela um angulo de 60°. Temos entdo algo

assim (figura do lado esquerdo):

60°

Por outro lado, sabemos que o ponto de aterragem estd, pelas indicacdes dos instrumentos de bordo, a um
angulo de 45° (para a esquerda) com a direc¢do a que viaja o avido (figura do lado direito). Além disso, os
instrumentos informam que o ponto de aterragem estd a 30km (em linha recta!).

60°

Esta € toda a informacdo que ¢ dada no problema. A distancia a calcular na alinea a) corresponde a x e a
distancia y corresponde ao cdlculo da alinea b). Comecemos entio a ver o que se poderd usar € no qué.

Este problema é, com efeito, semelhante ao problema do farol na seccdo 3.4: conhecemos dois angulos e
sabemos uma distincia, e pedem-nos para calcular outra distancia — ou, neste caso, duas.

30km,

452

A

el

60°

Chamemos, para facilitar a discussdo, A ao ponto onde estd o avido, B ao ponto onde este intersecta o eixo

da pista de aterragem e C ao ponto de aterragem.

y € o comprimento da hipotenusa BC do tridngulo BDC. O cateto CD deste tridangulo tem comprimento dado
por y-sen(60°). Mas, este cateto (CD) € também um cateto do tridngulo ADC, pelo que se tem:

y-sen(60°) =30-sen(45°) .
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3)

Consultando a tabela na pdgina 19, vemos entdo que y = 24,5km. Os comprimentos dos catetos AD e BD
sdo, respectivamente: 30-cos(45°) = 21,2km; e y-cos(60°)=12,25km. Logo, o comprimento x é simplesmente
21,2 - 12,25 = 8,96km.

Num campo de ténis, a distancia entre a rede central e a linha de fundo é de 23,77m. A altura da rede é
1,07m. Qual € o angulo entre o chio e o topo da rede, na linha lateral, a partir da linha de fundo?

Resolucdo:

I / Rede

O angulo pedido € o dngulo a. A altura da rede € 1,07m e a distancia desde o extremo do campo, no vértice
do tridngulo, é de 23,77m. Na figura, a rede constitui o cateto oposto ao angulo a e o segmento desde a linha
de fundo até a rede constitui o cateto adjacente ao mesmo angulo. O quociente entre as duas distincias dé a
tangente do angulo a:

1,07m
———— =tanao .
23,77m

Por fim, o angulo a é, por defini¢do, o arco cuja tangente € dado por este quociente. Ou seja,

o = arctan 2]’077 =2,58°=12°34'38,9"

)

O resultado € apresentado em duas notacdes: em graus (2,58°) e com a fraccdo do dngulo em notacdo
sexagesimal (2° 34' 38,9", ou seja: 2 graus, 34 minutos e 38,9 segundos). Na notacio sexagesimal, “minuto”
e “segundo” significam minuto de arco e segundo de arco, respectivamente.
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e “Matemdtica — Formulario”, Manuel Alberto M. Ferreira, Isabel Amaral. Edi¢des Silabo, L.da. Lisboa, 1994
(8% edicdo).

e “Matemadtica/10°ano — 2° volume”, Maria Augusta Neves, Maria Teresa Vieira, Alfredo Gomes Alves.
Porto Editora. Porto, 1991 (3* edicdo).

e “Matemadtica/12°ano”, Maria Augusta Neves, Maria Teresa Vieira, Alfredo Gomes Alves. Porto Editora.

e “Trigonometry”’, E. P. Vance. Collier’s Encyclopedia vol.22, pgs.469-476. Macmillan Educational
Company, 1990.
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