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INTRODUCCION

Una frase muy conocida es “la practica hace al maestro”. A pesar de la antigliedad de
esta sentencia, sigue vigente. Por ello los cuatro autores de esta obra, nos propusimos
poner a la disposicién de los estudiantes una seleccion de ejercicios de algebra, con el
objetivo de que los conceptos aprendidos en sus cursos los puedan utilizar para
resolverlos y la practica adquirirla con su desarrollo para lograr un aprendizage
significativo. E] libro tiene come origenes un cuaderno de gjercicios de algebra, primera
parte, que durante varios afios ha publicado esta Facultad v otro material inédito con los
temas no incluidos en el anterior. La conjuncion de estas dos obras y el trabajo en equipo
de los cuwatro ha dado por resultado este material que anhelamos sea de utilidad tanto
para nuestros estudiantes como para los profesores que busquen un apoyo para sus
cursos. Estamos conscientes de que, alin cuando hayamos revisado exhaustivamente el
material, todavia puedan existir errores u omisiones, por ello agradeceremos
enormemente a aquellas personas que nos hagan saber de estas deficiencias para que en
futuras ediciones la obra pueda ser mas confiable y de mayor utilidad.

El cuaderno de gjercicios consta de seis capitulos. En los dos primeros s¢ presenta lo
relativo a los sistemas numéricos mas comuinimente empleados en ingenieria; es decir, en
el primer capitulo se presentan ejercicios sobre niimeros reales y en el segundo, sobre
nimeros complejos. En el tercer capitulo se trabaja con el algebra de los polinomios,
para utilizarla en lo relativo a la determinacién de sus raices. El cunarto capitulo esta
dedicado a los sistemas de ecuaciones lincales. Las matrices y los determinantes se
trabajan en ¢l quinto capitulo y se termina con el sexto en el que el objeto de estudio son
las estructuras algebraicas. Cabe la aclaracién de que no pocos autores consideran que
los conceptos tratados en los capitulos cuatro, cinco y seis, forman parte ya del dlgebra
lineal.

Es de justicia manifestar un agradecimiento infinite a la Maestra Maria Cuairan Ruidiaz
por su apoyo inconmensurable y a la sefiorita Ana Maria Sanchez Téllez por la captura
de una parte muy importante del material. Sin su ayuda, seguramente esta obra hubiese
tardado mucho mas tiempo en poder salir a la luz.

LOS AUTORES

Ciudad Universitaria, Distrito Federal, a 3 de noviembre de 2010
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CAPITULO 1

NUMEROS REALES

A través de la histona, pocos conceptos han sido tan utilizados desde épocas tan remotas como el
concepto de nimero. No obstante su antigiiedad y su continuo y variado empleo, su definicién y
su formalizaci6n no se pudieron establecer de manera satisfactoria hasta fechas relativamente
recientes. Adn en nuestros dias es comun confundir este concepto, puramente abstracto, ¢con su
representacidn escrita llamada numeral,

Es hasta finales del siglo XIX cuando las ideas Weierstrass, Boole, Cantor, Dedekind y Peano,
entre otros, cristalizaron en la concepcién formal de la estructura algebraica Ilamada campo de
los numeros reales. Esto no quiere decir que se haya legado a colmar este casillero del
conocimiento matematico. Actualmente en muchas partes del mundo, son varios los cientificos
preocupados en profundizar mas ¢n esta apasionante rama de] saber, Pero para el lector estudioso
de la ingenieria, que utilizard las matematicas como una herramienta en su vida dentro de las
aulas y, posteriormente, en sus actividades profesionales, el objetivo en este capitulo sera la
determinacion precisa y rigurosa de las estructuras numeéricas de mayor relevancia, hasta concluir
con ¢l campo de los numeros reales; también se pretende propiciar el adecuado manejo de los
elementos numéricos que conforman estas estructuras algebraicas.
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1.

EJERCICIOS RESUELTOS
Sean los conjuntos:

4={6,7,8,9,..}

B={.,-1,0,1,2,3,4,56,7,68,9,10,11}

C={3,4,56,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, 18}

Indicar gi las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar las respuestas:
a) (BnClc 4
%) (AnB)cC

¢) 9c B
d) AcB
e) Ce(AUB)
) leC

Solucion

a)

b)

)

4

Falso

(BnC)=1{3,4,5,6,7,8,9,10,11} 2 4, pues existen eclementos de {BNC) que no

pertenecen a A, ejemplo: 4¢ 4

Verdadero
(AnB)={6,7,8,9,10,11}cC

Falso
9 es elemento de B, pero no subconjunto de él.

Falso
Existen muchos elementos de 4 que no pertenecen a B ejemplo: 12 4; 12¢ B

Falso

El conjunto C estd contenido en la unién de los conjuntos A y B; es decir, C es subconjunto
de (AUB), pero un conjunto no pertenece a otro, a menos que este Gltimo sea un
conjunto de conjuntos y no es el caso,

Verdadero
3 si es elemento de C



CUADERNO DE EJERCICIOS DE ALGEBRA

2.

Sean los conjuntos:

i, {2343}, 44) . {5}

{1,2,3,4,5}

A

]

B

1

C={{1},{1,2},{,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}}

Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar las respuestas
a) A=8

b) AnC={1}

¢} ANB=¢

d) 1eC

e) (AUB)-C=4

Solucién

a)

b)

d)

€}

Falso
A es un conjunto de conjuntos y 8 es un conjunto de numeros. Por lo tanto no pueden ser
iguales, pues sus elemenentos no son de la misma naturaleza.

Verdadero
Tanto A como C son conjunto de conjuntos y el conjunto {1} es el Gnico que es elemento

comin de A y de C.

Verdadero
No existe ningiin elemento comin entre los conjuntos 4 y B

Falso
El niimero 1 no pertenece al conjunto C, mientras que el conjunto {1} si.

Falso
(4uB)-C={{2},{3},{4}.{5}.1,2,3, 4,5}
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3. Dada la siguiente tabla, contestar en cada cuadro con un si, si cumple la propiedad y un no en
¢aso contrario

Propiedad —[ Existencia
Corradura | Cerradura Existencia Inverso
- . oe i Inverso Multiplicativo | Densidad
Coni Adicidén Multiplicacion o
onjunto Aditivo pata
z#0
Naturales
Enteros
Racionales
Irracionales
Reales
Solucién

z (81 {si |si |NO |NO
Q |st |si {si (si |si
Q" INO [NO |NO |NO |NO
R jSi |sf |sf |[si |si
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4. Sean los conjuntos de niimeros N, Z, Q, @' ¢ R. Considerando al conjunto R como el
conjunto universo, determinar el resultado de:

[(R-0)u(@-Z)]u[(@n@)UIRUN]-[(RNQ)N(ZUN)]
Soluciéon

El primer paréntesis rectangular se resuelve de la siguiente manera:

[(R-Q)u(0-2)]=[0'vQ]=0

Del segundo paréntesis se obtiene:
[(@n@)URUN]={pURUN]
=[RuN]
=R
y del tercero:
[(RNQ)n{(ZuN)]=[0Z]
=Z
sustituyendo

QUR-Z=R-Z

5. En los paréntesis de la derecha escribir V o F, segin la aseveracion de la izquierda sea
verdadera o falsa.

a) QUQPcR O
b) A-(BuC)=(4-B)~(4-C) ¢ )
¢) J2eQ ¢
) gnQ'=¢ C
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Solucion

a) V)
b) (V)
c) 4y
d) (V)

El conjunto unién de los racionales y de los irracionales, si es un subconjunto de
los reales.

Se trata de una de las leyes de De Morgan.

Es un niimero irracional.

La interseccién de un conjunto con su complemento siempre es el comjunto
vacio, Ademis, no es posible encontrar un mimero que sea a la vez racional ¢
irracional.

6. Para cada una de las siguientes afirmaciones, escribir en el paréntesis correspondiente una F o
una V segun sea falsa o verdadera.

a) El mimero 1 es un niimero racional. ()
b) V25 es un nimero irracional. ( )
18, .. .
¢y 6y 7 indican (representan) nimeros diferentes. ()
d) Cualquier mumero irracional es también un
niimero trascendente, como el nimero 7 . { )
e) Lasuma algebraica de dos mimeros
irracionales es otro irracional. ()
Solucién
a) (V) El mimero 1 se puede escribir 1/1 y cumple con la definicién de nimero racional.
b) (F) J25 =5 yaque 5-5=25 y, por o tanto es racionat.
¢) (F) 6 es la minima expresion del mimero racional 1—38
d) (F) El niimero v2 es irracional, pero no es trascendente.
e) (F) NE) (—- J3 ) =0 y el nimero cero no es irracional.
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7. Demostrar, por medio de inducciéon matematica, que:
P42+ en’ =(1+24..+n) ; VneN (1)

Solucion

El miembro derecho de la expresidn 1, es el cuadrado de fa suma de los primeros n nimeros
naturales. Asi que, también por induccién matematica, primero se demostrara que:

n(n+1)
14+2+...+n=——-+;VneN (2}
La expresion debe satisfacerse para n =1
o] (1+1)
)
1 =1.. sisecumple para n=1
Ahora, se supone valida para n =%
E{k+1
l+2+...+k=L2-—~-1 (3) hipotesis

Si 3 es cierta por hipotesis, la expresion 2 también debe cumplirse para n =k +1:

E+1}(k+2
l+2+...+k+(k+l)=( * )2( +2) (4) tesis

sustituyendo 3 en 4

k{k+1)

_7__+(k+1)=(k+1)(k+2)

2

tomando como factor comun (k + 1) en el miembro izquierdo

(k+1)(k+2)

(k+1}[%+1}=

(k+1}[k;2]x (k+1)2(k+2)
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finatmente

(k+1)(k+2)=(k+l)(k+2)
5 )

VkeN

con lo cual queda demostrado la validez de la expresién 2.

Ahora, como ya se tiene la certeza de que la expresion 2 es véilida para todos los mimeros
naturales, ésta sera sustituida en |

2
l3+23+...+n3=[f(—n2-ﬂ] ;  VneN (%)

—

Para demostrar la expresion (3), se procede a verificar su validez para n =1

]

2
1=1.. si se cumple paran =1.

Se supone que la expresion es validapara n =%
k(k+1) :
P42 +...+4& =[———2—-:| (6) hipétesis

Tomando como cierta la hipotesis de induccidén numerada con 6, se tendrd que demostrar que 5 se
cumple para n =k +1:

2
Dado que el miembro izquierdo de la expresién 7 contiene k41 sumandos y el de 6 solo £

2
k+1) (k+2
13+23+...+k3+(k+1)3=[( 1) (et )} ;VkeN (7) tesis

sumandos, se sumard en ambos miembros de 6 el término (& +1 )3 y sélo quedara demostrar que
los miembros derechos de 6 y 7 también son 1guales:

2
P+2 wo £ +(k+1) =[£(—k;l—)] +{k+1)

es decir

K (k+1)
P42+ 4R +(k+1) =——(—2—;—)—+(k+1)3
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* 2
Tomando como factor comin (4 +1)

2
P+2+. . .+k +(k+1)3 =(;fv:+1)2 [%—+k+i}
entonces

2
P+2' . +& + (k+1) =(h+1) [E;f(iij!

finalmente al factorizar se tiene

z
13+23+...+k3+(k+1)3=[(k+1)2(k+2)} ; VkeN

que es la misma expresion 7, por lo tanto queda esto demostrado.

8. Demostrar que x" — y" tiene como factor x— y para cualquier n natural.
Solucion
Por induccidn matematica
Paran=1:
x' — ' si tiene como factora x - y.
Suponiendo valida la proposicion paran =%
x* — y* tiene como factorax —y hipétesis

Ahora, paran=£L+ 1:

1

X~ p**! e divisible entre x - y tesis

En la tesis pude sumarse y restarse el término x*y y no se altera:

xk+]_x§y+xky_yk+l=xk (x-y)+y(x"—y")
El primer sumando es divisible entre x— y, ya que lo contiene como factor, y €l segundo también

lo es por hipdtesis.
Q.E.D.

10
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9. Sean m, n, p€ N, demostrar que:

m+{n+p)=(m+n)+p

tomando en cuenta la definicion;

1) n+l=n*paratodanehN,

i) n+m*=(n+m)*, siempre que n + m esté definida.

Solucion
Por induccidn matematica.

Parap=1

m+{n+1}=(m+n)+1

por la primera parte de la definicion de adicion en N, s¢ tiene

m+n'=(m+n)'

Esta expresi6n es cierta por la segunda parte de 1a definicién de adicidén en N.

Se supone valida para p =k

m+(n+k)=(m+n)+k

hipdtesis

Si la hipétesis es cierta, la proposicién debe serlo también parap =k + 1, es decirparap =k

m+(n+h*)=(m+n)+k*
m+(n+k*)=[(m+n)+k:|*
m+(n+k*)=[m+(n+k)]*
m+(n+k*)=m+(n+k)*

m+(n+k*)=m+(n+k*)

Il

tesis

por la definicién de adicién en N.
por la hipétesis de induccién.

por la definicion de adicién en N.

por la definicion de adicidn en &,

Q.E ID‘
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10. Demostrar por induccién matematica que 7-16™" +3 es divisible entre 5, para todo ne N.
Solucién

Paran=1
7167 +3=7+16"+3

=71+3
=7+3 .
=10

Como 10 si es divisible entre 5, 1a proposicion si se cumple para n=1.
Ahora, se supone valida para n=k
7-16" +3 es divisible entre 5 por hipotesis de induccion. 1

Tomando como cierta la hipotesis, se demostrara a continuacién, que la expresién resultante para
n =k +1 también es divisible entre 5

716%™ +3 debe ser divisible entre 5 tesis

7-16"" +3
al simplificar

7-16° +3 (2)
Sumando y restando el término 7-16*" en la expresién 2
7-16* +3+7.16"" -7-16*"

Ordenando los sumandos de tal manera que los dos primeros correspondan con los de la
hipétesis, tenemos:

716" +3+7-16" - 7-16*"
Tomando como factor comiin en los dos iltimos términos de esta expresién a 16"

716" +3+16" (7:16-7)

12
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finalmente
7-16" +3+16 (105)
\n—v_ﬂ'

| S—

La suma de los primeros términos, agrupados en la primera llave, es divisible entre 5 por la
hipétesis de induccion y el ultimo también lo es, ya que estd multiplicado por 105 que es divisible
entre 3.

Q.E.D.
11. Demostrar que
sen[f!}‘+(2n—l)%]=(—l)"'l cos @ VneN
Solucién
La demostracion se efectuara por medio de induccién matematica.
Para n=1
T b
sen \:9 +3] =(-1) cos @
sen [6 +J—r-) =cos &
2
¢s clerta, pues se trata de una identidad trigonométrica.
Ahora, se supondréa vilida la expresién paran =k
b2 k-1 e
sen [9+(2k—1)~£}=(—1) cos 6 hip6tesis
Si la hipdtesis de induccidn es cierta, la expresion original debe cumplirse para n =k +1
sen [9+(2k+1)-§-]=(—1)k cos 8 tesis

S1 se multiplica por —1 ambos miembros de la hipétesis, la expresidn resultante seguira siendo
valida y su miembro derecho serd igual al de la tesis. Por ello, solo se tendra que demostrar que
sus miembros izquierdos también lo son.

—~ sen [9+(2k—1] —7;:::-j|=(—l)k_1 (-1} cos &

13
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por las leyes de los exponentes
Fia k
— sen [6+(2k-—1) :—2-]= (1) cos @

tomando en cuenta que

sen (@ +7)=—sena
Sen[6+(2 k—l)—;fuwr]:(-l)k cos #

desarrollando

sc:n|:6’+2 l;x—§+rr:l={—l)k cos &

scn[@-!- +Ej|=(—1)k cos &

finalmente

sen |:6‘+(2k+l)

}:(._1)* cos 6

YR

Q.E.D.

12. Demostrar la validez de la siguiente proposicion haciendo uso del método de induccion
matematica,

[l_ﬂ(lﬁéj(l_%}"[1_(;:1)2 }2?:31) P vnen

Solucidén

(1—%)(1—%] ..:{1ﬁ(nil)2]=2?:f]) . VYneN

14



CAPITULO 1. NUMEROS REALES

n=1
(1—1)- I+2 . E=E se cumple
3)72(2) d g
n==k
(1—1)[1-1}[th]_.1~ L | k2 hipGtesis
4 9 16 (k+1) 2(k+1)
n=k+1

[1”%)(1%} "'[1_(;::1)1J[’_(k+12)‘* ]_ 2 Eck++32) e

| multiplicando por [1— } en ambos miembros de la hipdtesis

(k+2Y

(1_%)[1_é)"{1_(ki1)2 )[l"(k:z)* }=2§k++21) 1'(;(:2)’

 k+2 K(k+2)2—1\
2(k+1) (k+2) )

 {k+2) -1
S 2(k+1)(k+2)

15
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k*+4k +4-1
2(k+1)(k+2)

k?+4k+3
2(k+1)(k+2)

(k+1)(k+3)

2(k+1)(k+2)

- k*3
2(k+2)
Q.E.D.
13. Demostrar, por induccidn matematica, que:
ni>n® Vn24, neN
se tiene que
n!=1x2x3x...x(n—])xn: 0!=1
Soluciéon
a) Paran=4
4 1=1x2x3x4=24
4 =16
Co24>16 si se cumple .
b) La hipétesis de induccidn, la cual se supondré valida, se tiene paran =k
k1> k? hipbtesis

Se demostrara la validez de la proposicion para n =k + 1, tomando como vélida la hipdtesis
(k+1) 1> (k+1) tesis
Utilizando 1a definicion de factorial, se tiene

(k+1)1=(k+1) k!

16
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Si se multiplica en la hip6tesis por (X + 1) en ambos miembros de la desigualdad, como k24 la
relacidén de orden mayor que no se altera

(k+1)} k1> (k+1) K
(k+1)1>(k+1) & (A)

Esta desigualdad proviene de Ia hipStesis que se tomé como valida, asi que debe seguir siendo
cierta y observando las expresiones de la tesis y las de la expresion A

(k+1}1>(k+1) & (A)
(# +-l)!>(k+1)z tesis
es facil demostrar que
(k+1) & > (k+1)
dividiendo entre (k + 1)
K >k+1
graficamente
&
o
}
v I ]
Y
‘ —»

1 2 3 4 3

la gréfica de y = K2, corresponde a la de una parabola discontinua y la de y =k +1 a la de una recta
discontinua con pendiente 1 y esta desigualdad se cumple para k > 2.

Por tanto
si(k+1)!>{k+1}A° por hipétesis
y (k+1) & > (k +1)’
(k+1)1>(k+1) por transitividad
Q.E.D.

17
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14, Demostrar que en un poligono de n ladoes, 1a suma de los angulos interiores es igual a
S=(n-2)-180°

Solucion

Dado que no existen poligonos de uno o de dos lados, la expresién podria ser cierta para n>3.

a) Paran=3
A =(3—2)-180°:180°

lo cuai es cierto, tomando en cuenta un teorema de geometria elemental.
b) Se supone valida la expresién para n = &

S, =(k-2)-180° hipbtesis
Tomando ¢omo base la validez de la hipotesis, debe demostrarse que la expresion es cicrta para

n=k+1
Spq =(k-1)-180° tesis

Sea un poligono de » lados /\

2 \-1
3

si se unen con un segmento el punto origen del lado » con el punto extremo del lado i,
considerando este segmento y desechando los lados 7 y 1, se forma un poligono de » — 1 lados.
Como la suma de los dngulos interiores de un triangulo es 180°, entonces la suma de los angulos
interiores de un poligono de (n — 1) lados y la suma de un poligonos de » lados tienen una
diferencia de 180°.

De acuerdo con este razonamiento, si en Ja hipdtesis de induccién se toméd como cierto que la
suma de los angulos internos de un poligono de k lados es S, ={k —2) «180°, si le agregamos un

lado al poligono, se tendra

18
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Spn =S5, +180°
=(k—2)+180°+180°
= k +180° - 2 180° +180°

=k »180° - 180°

=(k-1)+180°
Q.E.D.
15. Demostrar, por medio de induccién matematica, que:
24+448+4...42">2"-1 VY neN
Solucion
Para n =1
2'>2' -1
evidentemente
2>1 si se cumple.

Abora se supone valido paran=1%

24458+ . +2 28 1 hipotesis
Tomando como cierta la hipdtesis, la expresion debe cumplirse para n =% +1

24448+ 428 20 20 tesis

Si en la hipétesis s¢ suma ¢l término 2**' en ambos miembros, la desigualdad sigue siendo valida
244484, 425 125 520 4 0 (1)

considerando el miembro derecho de la tesis y la expresion 1, evidentemente
2% 14 2% » 281 1 | entonces por transitividad se cumple la tesis.

Q.ED.
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16. Demostrar la validez de

(Zmz—n'}
2

san (—1)"“, YneN

Solucién
Por induccion matematica.

Paran=1

con ( 2;:2-;-: ] (1)

F 4 ,
sen 2 =1 lo cual es cierto;

ahora, para n = £, se supone valida

sen [Zkiz—ﬂ: )=(_1)k+1

hipotesis
para n =k + 1 debe verificarse si la hipdtesis es valida
o [ 2(k+1) x—ﬁ)=(_])m
2
simplificando
sen { 2;”:; il )= (-1)" tesis

Con el objeto de hacer iguales miembros derechos de la hipotesis y de la tesis, se muitiplica la
hipétesis en ambos miembros por (-1)

-sen( EEZE ) iy ()
—sen(y”;_ ﬁ}:(—l)m

Tomando en cuenta la identidad

—sen @ =sen {a+7)
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en la expresién anterior

sustituyendo

finalmente

Q.E.D,

17. Sea la expresién decimal 2.29838383 ... = 2.2983 determinar un par de valores a, 5 € Z, tales
que

a

3=2.29338333. ... =2.2983

Solxcion

Multiplicando en primer término ambos miembros de la ecuacion anterior por 10, para que los
dos digitos anteriores al periodo pasen a la parte entera

%102 =107 (2.29838383...)

%10‘ =729.838383 ... (1)

Como el periodo consta de dos digitos, se multiplicar 1a expresién 1 por 107,
% 10* = 22983.8383 ... )
Restando miembro a miembio la ecuacidon 1 de la 2, se tiene:

210t - 2107 = 22754
b b
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Factorizando
%(10‘ ~10%)=22754
de donde

a_ 22754 22754 11377
b 10*—10° 9900 4950

a 11377 _ 2 7983
b 4950

18. Determinar el conjunto de valores de x € R, para los cuales se satisface la siguiente
desigualdad:

}-+3x<—4x+l
2 3

Solucion

Sumando —1/2 en ambos miembros de la desigualdad, se tiene

—-l—+l+3x<:—4x+l+[—-!-]
2 2 3 2

3Jt‘¢:—4juc-—l
6

sumando 4x en ambos miembros

4x+3x<—4x4é+4x

Tx<——

" ) 1 .
multiplicando en ambos miembros por 7 se tiene

o2

X< ——

42

por lo tanto, el conjunto de valores de x que satisfacen a la desigualdad planteada es

{.t|xeiR conx-:-L}
42

22
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19. Obtener el conjunto de valores de x € R, que satisface la siguiente desigualdad:

2x -1
x+2

<5

Selucioén

Dado que x + 2 tiene que ser diferente de cero para evitar la division entre cero, se consideraran
los siguientes dos casos:

Caso 1: x+2>0
Caso 2 x+2<0

Resolviende cada uno de los casos:
Caso 1: si x+2>0=>x>-2

Multiplicando ambos miembros de la desigualdad original por x + 2, y como se esti considerando
que x+2 es positivo, la relacion de orden no cambia.

2x -1
2 5 2
(x+ )x+ <5{x+2)

2
2x-1<5x+10

sumando (-2x) en ambos miembros, se tiene
(- 2x)+2x-1<5x+10+(-2x)
-1<3x+10
sumando -10 se tiene
-10-1<3x+10+(-10)

-11<3x

multiplicando por % en ambos miembros

%(_11){(3@

(o |
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La solucién del caso 1 se obtiene con la interseccion de los conjuntos que definen las condiciones

11
X>=2 ¥ X>=—
y 3

Vi
| g

GRAFICA !

Gréaficamente

por 1o que, la solucidn al caso 1 es
—lax <

Caso 2 si X+2<0 = x<=2

Multiplicando la desigualdad original por x + 2, la relacion de orden cambia, dado que para este
caso x + 2 se estd considerando negativo.

2x-1
(x+2) — > 5(x+2)

2x-1 > 5x+10

sumando (-2x) y (=10} en ambos miembros de¢ la desigualdad, se tiene
(~2x)+2x—1+(-10} > (=2x)+5x +10 +(-10)

=11 > 3x

. I :
multiplicando por 3’ se tiene
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Ia solucién al caso 2 queda definida por las condiciones x < -2 y x<~ -lé-l-

Grificamente

1

GRAFICA 2

por lo que, la solucion al caso 2 es

Finalmente, la solucion a la desigualdad planteada estard dada por la unién de los conjuntos
solucion de los dos casos considerados, €sto es:

11 '
{x |x<—-?,xelﬁ}u{x | x>-2,xeR }

o bien graficamente

u R

3

GRAFICA 3
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20. Resolver la siguiente desigualdad:
X-x-2>0
Solucién
Expresando al polinomio de segundo grado en forma factorizada, se tiene
(x+1)(x-2) >0

dado que el producto de factores debe ser positivo, se deben considerar los dos siguientes casos:

Caso 1: x+1>0 y x-2>0

de donde se tiene que
x>-1 y x>2

por consiguiente, la solucion al caso 1 seré la interseccidon de ambas condiciones.

i,
[ iy,

Graficamente

-1 0
GRAFICA 4
por lo tanto, la solucion al caso 1 es
x>2
Caso 2; x+1<0 y x-2<0
de donde:

x<-1 y x<2
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Definiendo la interseccién de ambas condiciones, se tiene graficamente:

f:f/,f////

GRAFICA 5

por lo que, la solucion al caso 2 es
x<-1

En consecuencia, 1a solucion a la desigualdad planteada estard dada por Ia unién de las soluciones
correspondientes a los dos casos, esto es

{x lx<—1, xeR ]u{x |x>2, xeR ]

o bien graficamente

7777, Y77,

-1

GRAFICA 6

21. Resolver la sigmiente desigualdad:
(3x+2) <x{x-6)
Solucidn
Desarrollando en primera instancia €] binomio y el producto indicado, se tiene
9x* +12x + 4<x* - 6x
sumando en ambos miembros —x* y 6x, se obtiene
9x* +12x+4-x" + 6x < 0

$x*+18x+4 < 0
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multiplicando por %

4x* +9x+2 < 0

factorizando
(4x+1)(x+2) <0

Dado que el producto de factores debe ser negativo, ahora se consideraran los siguientes casos:

Caso 1. 4x+1 >0 y x+2 <0

de donde;

La interseccion es el conjunto vacio.

Graficamente

L

-2 ]0

WY

GRAFICA 7

por lo tanto, a solucion al caso 1 es el conjunto vacio

9
Caso 2 dx+1 <0 y x+2>0

Entonces

por lo que, graficamente
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777

-2 1 0 i
4
GRAFICA 8
en consecuencia la solucidn al caso 2 es
1
2 < x < ——
4
Finalmente, la solucién a la desigualdad plant¢ada sera
1
¢u{xleR, —2<x<—z}
o bien graficamente
-2 1 0 R
4
GRAFICA 9

22. Determinar el valor o los valores de x € R, que satisfacen la siguiente igualdad:
|x—2]=]3-2x|

Solucion

Se consideran los siguientes casos:

Caso l: x-2=3-2x
Caso 2: x—2=—(3—~2):)
Caso 3: —(x—2)=3—2x

Caso4: —(x-2)=-(3-2x)
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Como se puede observar, la ecuacion del caso 1 es equivalente a la del caso 4, al igual que la
ectuacion del caso 2 lo es con la del caso 3, por consiguiente, de los cuatro casos, sdlo se
consideraran dos de ellos (caso 1 y caso 2).

Caso 1 x—2=3-2x

sumando 2 en ambos lados

x=5-2x
de donde:
Ix=3
Y 1
multiplicando por 3
5
x==
3
Caso 2 x-2=-{3-2x)
simplificando
x—-2=-3+2x
agrupando términos, se tiene
3-2=2x-x
= x=1

por lo que, los valores de x que satisfacen a la igualdad planteada son
x:g y x=1
3
23. Obtener el conjunto de valores de x ¢ R, para los cuales se cumple la siguiente desigualdad:
|+* -16] > 0

Solucion

Como se puede observar, esta desigualdad se cumple para todo niimero real, excepto para 4 y -4,
con los cuales el valor absoluto se hace cero. Para llegar a esta solucién analiticamente se
consideraran los siguientes dos casos:
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Casol X ~16>0

Caso?2 x'-16 <0

Casol x*-16 > 0

Descomponiendo la diferencia de cuadrados como un producto de binomios conjugados, se tiene:
(x+4)(x-4) >0

Resolviendo esta desigualdad en forma analoga a la planteada en el gjercicio resuelto ntimero 20,
se tiene:

a) Si x+4 >0 y x—-4>0
entonces
x>-4 y x> 4

de donde la solucidn a este 1nciso, seré:

777
/8

GRAFICA 10

x=»4
b) Si x+4 <0 y x-4<0

entonces

x < —4 y x < 4
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de donde la solucidn a este inciso, sera

;/55/:/

i

4 0 4 R

GRAFICA 11

x < —4

por lo tanto, la solucién al caso 1, vendra dada por la unién de las soluciones a los incisos ay b,
esto es

{x|x>4, xeR ]u{x|x4—4, xeR

Caso 2 ¥ -16 < 0
Descomponicndo la diferencia de cuadrado
(x+4){x~4) <0
de donde se tiene
c) Si x+4<0 y x-4>0
eatonces
x<-4 'y x>4

por lo que, la solucién a este inciso sera el conjunto vacio, como puede observarse en la siguiente

grafica:
E l | 1 5 ' ] L >

-4 0 4 R

GRAFICA 12

la interseccion es
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d) Si x+4>0 y x-4<9

entonces

por lo que, 1a solucidn a este inciso sera

7 ?
£
4

Wi

—4 0 4 R

v

GRAFICA 13

-4<x<4d
de donde la solucién al caso 2, vendra dada por la union de las soluciones a los incios ¢ y d, esto
es

¢u{x|—4 <x<d4, xeR}

Finalmente, la solucién a la desigualdad planteada viene dada por la unidn de las soluciones de
los casos 1 y 2, esto es

{x|x<—4, xR }u{x|x>4, xelR }u{x|—4<x<4, xeR}
lo cual se puede expresar como
{xlx e Rcon x=4 y x=—4}

24. Determinar el conjunto de valores de x € R, para los cuales se cumple 1a siguiente
desigualdad:

—l3x—2‘ > -2

Solucion

Al multiplicar en ambos miembros de la desigualdad por (1), se tiene:
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[3x-2] < 2

empleando una de las propiedades del valor absolulto se puede plantear la siguiente doble
desigualdad:

-2 <3x-2<2
Resolviendo la primera de ellas, se ticne
-2 < 3x -2
de donde
0 < 3x
y por lo tanto
x>0

Resolviendo la segunda desigualdad, se tiene

3x-2 <2
de donde
Ix< 4
por lo tanto
4
X < —
3

Finalmente, la solucién a la desigualdad planteada estara dada por la interseccion de los
conjuntos solucién de la primera y segunda designaldad, esto es

{x'x:vO, xeR}ﬁ{xfx<—§, xeR}
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o bien, graficamente

=

7

3
GRAFICA 14

¥

por lo tanto, el conjunto solucidn serd

{x|xe‘]lk y 0<x<g}

25. Resolver la siguiente desigualdad:

‘ﬁ—l > 5x+1
2

Solucion

Haciendo uso de una de las propiedades de! valor absoluto, la desigualdad se puede plantear de la
siguiente forma:

X X
——]l<—{5x+1 0 —=1z35x+1
2 ( ) 2
Resolviendo 1a primera de estas desigualdades, se tiene
Z_1<-5x-1
2

sumando uno en ambos miembros

= —35x

[

multiplicando en ambos miembros por dos, se tendra

xr £— 10x
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de donde
11x<0

y por lo tanto

Resolviendo la segunda designaldad, se tiene

2 _125x+41
2

sumando uno en ambos miembros
x
—=25x+2
2
multiplicando por dos en ambos miembros, se tiene
x210x+4

sumando (=x) vy (—4) en ambos miembros, se obtiene

-4 > 9x
o bien
9y < -4
de donde
4
X < —=
9

Finalmente, la solucién a la desigualdad planteada, vendra dada por la unidn de los conjuntos
sofucién de las dos desigualdades resueltas, esto es

{xlxreR vy xSO}u{x'xeR y xs~g—}

que es el conjunto

{xleO,xe R}
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26. Obtener el conjunio de valores de x € R que satisfacen ]a siguiente desigualdad:
|4x 1| < |2-x|

Solucidén

Resolviendo esta desigualdad por dos procedimientos distintos se tiene:

PRIMER PROCEDIMIENTO

Al multiplicar en ambos lados de la desigualdad por el reciproco de |2 - x| con x #2, se
tendra:

1 1
4x-1| < (2
|2—x|| x-1] < [2-x| 2~ x|
simplificando
|4x-1]
<1
2]
por propiedades det valor absoluto, se puede escribir
4x—1 <l
2—x
de donde se puede plantear la siguiente doble desigualdad:
-1 < Ax -1 <1
|\ 2-x
12 desigualdad 22 desigualdad
resolviendo la primera desigualdad, se tiene
Primera desigualdad
1< 4x -1
2-x

Como se trata de un coeficiente donde aparece la variable en el denominador, se consideraran
dos casos.
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Caso 1 2=x>0=> x <2

Al multiplicar en ambos miembros de la desigualdad por (2-x ), se tendré

(2-%)(-1) < 22 %)
simplificando
-2 < 4x -1

de donde se obtiene

Ix > -1
por lo tanto

x> -~

3

en consecuencia, la solucidn al caso 1 estara dada por por

1
{x]xeR y x<2}m{x|xeR y x>——§}

0 bien, graficamente:

)
;///%

2

3 GRAFICA 15

por lo que, la solucién al caso 1 es

—l<x-<2
3

Caso 2 2-x<0=x>2

Multiplicando er ambos miembros de la desigualdad por (2~x), se tendré:

38
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(2-x)(-1) > Zx——xl (2-x)

simplificando
x—2 >4x -1
de donde se obtiene
Ix « -1
por lo tanto
X < ==
3

En consecuencia, la solucidn al caso 2 estara dada por

1
R 2 R =
{x|x e y x> }n{x’xe y x< 3}

. .

1 0 2 R

3
GRAFICA 16

o bien, graficamente

por lo que, la solucién al caso 2 sera el conjunto vacio

¢

Dado gue la solucidn a Ia primera desigualdad se obtiene con 1a union de las soluciones al caso
1 y al caso 2, entonces se tiene

Solucién a la primera desigualdad:

Segunda desigualdad
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Al igval que para la primera desigualdad, se consideraran los siguientes dos casos:

Caso 1 2-x >0 = x <2

Al multiplicar en ambos lados de la desigualdad por (2-x), se tendri

4x ~1
2-x <l{2=x
(2-x) 2= <1(2-x)
simplificande
4x-1 < 2 —x
de donde se obtiene
Sx < 3
por lo tanto
3
x < =
5

En consecuencia, la soluctén al caso 1 de la segunda desigualdad seréd
3
{x|lxeR y x<2}ﬁ{x|xeR y x<g}

0 bien, graficamente:

0o 31 2
5

¥

GRAFICA 17

por lo que, la solucién al caso 1 es

3
X <=
5
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Caso 2 Si2-x <0 = x> 2

Al multiplicar en ambos lados de la desigualdad por (2- x) , Se tendra

4x -1
2-x >1{2-x
(. ) 2-x ( )
simplificando
4x -1 > 2 —x
de donde se obtiene
5x > 3
por lo tanto
3
x> =
5

En consecuencia la soluci6n al caso 2 de la segunda desigualdad estara dada por

{xlxeR y x>2}ﬁ{x]xeR y x>%}

o bien, graficamente
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por lo que, ia solucidn al caso 2 es
x>2

Dado que la solucién a la segunda desigualdad esta dada por la unidn de las soluciones al caso
I y al caso 2, entonces se tiene

Soluci6n a 1a segunda desigualdad

S

Finalmente, se tiene que la solucién a la desigualdad originalmente planteada, estara dada por
la interseccién de los conjuntos selucién de la 1? y 22 desigualdad, esto es

SRACHICS

o bien, graficamente

S

GRAFICA 19

por lo tanto, la solucién sera:

{x‘xelﬂ y —%(x(%}

Segundo procedimiento

La desigualdad a resolver es:

|[4x-1| < |2-x]
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Elevando al cuadrado en ambos miembros de la desigualdad la relacién de orden de la misma
no cambia. Es importante mencionar que esta aseveracion es cierta solamente si en ambos
miembros de la desigualdad se tienen vatores absolutos, ya que se tienen cantidades positivas en
ambos miembros, por lo que se tiene

|4x - 1|2 <|2- Jc|2
por propiedades del valor absoluto se puede escribir
l(4x-1)"| < |(2-%)]

dado que en ambos miembros de la desigualdad se tienen términos cuadraticos, éstos siempre
seran positivos, por lo que los valores absolutos se pueden omitir, esto es

(4Jc-l)2 < (2—.1:)2
desarrollando los binomios, se tiene
16x° —8x+1 < x* —4x+4

de donde se obtiene
156 —4x-3 < 0

obteniendo las raices

3

X ==

L Ax64180 414 3
30 30 .
X, =~ —
3

por lo que se puede escribir la desigualdad anterior en forma factorizada de la siguiente forma:

1s(x_§](x+§] <o

muttiplicando en ambos miembros por 1—15 se tiene

(1)
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Para 1a solucién de esta desigualdad se considerarin los siguientes dos casos:
3 !
Caso 1 x—§>0 y x+—<0

Entonces

de donde 1a solucion al caso 1 estard dada por la interseccién de ambas condiciones.

Graficamente

A 4

GRAFICA 20

por lo que la solucidn para este caso es ¢ .

Caso 2 x——g’-<0 y x+-§>0

Entonces

definiendo graficamente la interseccién de ambas condiciones, se tiene

:

4

I
W W
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por 1o que, 1a solucidn al caso 2 es
| 3
- —<x <=
5

3

En consecuencia, la solucién a la desigualdad originalmente planteada, estard dada por 1a unién
de las soluciones a los dos casos, esto es

¢u{x|xeR y —%<x<—}

o bien
{xlx e R y —%(x-(z}

Resultado que coincide con el del pruner procedimiento.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Sean los conjuntos
A= {—17, -16, ~15, -14, -13, -12, -11, -10, -9, -8, -7, -6, -5}

B={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,56,7,89,10,11,12,13}
C={.-17,-16,~15,~14, -13, -12, -11, -10, -9, -8, -7, —6}
D={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, ...}

Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar las respuestas.

ay AnB=Bn(_
b) AuD=(4NC)B

) (A-C)u(CuD)=AUB

d) 4uC=(BuUD)

2. Con los siguientes conjuntos:
A4={13579}

B

H

{1,2,3,4,5)
C={x |x esunavocal}

U=4wBuwuC

Obtener

a) (AuC) B
b) (ANC)UB

y, representar la respuesta empleando diagramas de Venn.,
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3. Dados los siguientes conjuntos:
A={3,4,5,6,7,8,9}

{3314}, 53]

{{3,4,5,6,7,8,9}}
{

B
C
D=1{p, tal que p es un entero positivo mayor que 2 y menor que 10}

Indicar si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones.
Justificar las respuestas.

a AeC

b) {3} 4
c) Be D
d)C=D

e) A< D
HA=D

g DeC

h) {3,4}c D
) AcC

) AnB=¢

4. Sean los conjuntos de nimeros N, Z, Q, Q' vy R. Considerando el conjunto R como el
conjunto universo, determinar el resultado de:

[(R-0)n(2-N)]u[(RnZ)~(2~N)]o[ (@ u0)-(2nM)]

5. Indicar con una V si la afirmacion es verdadera o con una F si es falsa.

) Sia€Z,enONCES @€ Q) . ooiurieiiniiiiiirnt e ieiiae i et e aanaan s { )
B) N E R oottt ettt ( )
€) {0} =0 ot s ()
D) Z Qo i e e e e { )
€) ONO'ER (i ( )
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6. En las siguientes proposiciones indicar mediante una V si dichas propuestas son ciertas o
con una F en caso de ser falsas.

2) R—Q’={x|x=%,a,bez,b¢0} .................................................. ()
D) @0 SR ittt eb ettt e s )
o) B ¢ A SO TP OO USPP ()
Q) Z=Z' =N oottt e e e ()
g) A-(BUC)={A-B)U(A-C) i e ( )
B) 22X © X0 oot e s ()
8) (ANBY =(A-B) U(A=C) ciormeircerinrienrneresiiee s sveee et esees ( )
B) 8 0 ettt ettt et e sttt e ()
D) QUGB cevirriirie i ettt et ()
D) (A"Y = At e et ()

7. El origen del juego de ajedrez es muy incierto. La hipdtesis més difundida es que fue en la
India donde se inventd. Aunada a esta teoria existe una leyenda en cuanto a un premio que
el rey hindt Sheram o Shirham, insistié que el inventor recibiese por su genial creacién. La
recompensa solicitada consistia en una cierta cantidad de granos de trigo calculada de la
siguiente manera: un grano de trigo en el primer cuadro, dos en el segundo, cuatro en ¢l
tercere, ocho en el cuarto, y asi sucesivamente hasta completar los sesenta y cuatro
cuadros. La leyenda habla del desaliento del monarca al escuchar semejante peticion que,
por modesta, era indigna de su genecrosidad. No obstante su disgusto, ordend a sus
matematicos el cdlculo de la cantidad demandada para proceder a su pago. La leyenda
termina con la narracién del tiempo extraordinario que utilizaron los sabios para dicho
célculo y de la sorpresa del soberano al no poder pagar su deuda. Mucho se ha hablado de
la cantidad fabulosa de trigo que se¢ necesitaria para cubrir tal peticién; para no repetir lo
que se ha escrito, solamente se indicard que el nimero de granos era de

2% 1, es decir 18 446 744 073 709 551 615 granos.

Si se considera que un metro cibico de trigo tiene un promedio de quince millones de
granos y que la produccién promedio anual de México es de 2 650 000 toneladas (Agenda
estadistica 1979, SPP), nuestro pais necesitaria de aproximadamente 464 afios de
produccidn para pagar.

Pero, dejando a un lado la leyenda y enfocando la atencién en lo matemdético, seguramente
si los sabios de aquella €poca hubieran conocido el método de induccion matemética y
hubieran observado el comportamiento de la suma de los granos en Jos primeros cuadros,
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hubieran podido establecer y demostrar la expresion siguiente, que le pudo dar el resultado
para n = 64 0 aun para todo niimero natural.

1+2+4+.. 42" =2"~1

Como ejercicio, se pide demostrar la validez de esta expresion.

8. Utilizando el método de induccién matemaética, demostrar:
, n(n+l) (6n3 +9° +n—-1]

A +2'+3 4+ ant= 0 ¥ neN
b)i+-l_+L+ +L>J§ para n>2; ne N
\/i 2 ‘Jg ser J; b

¢)cosnr=(-1) ; YneN

n{n-1}...(n-r+2) Y e 4x s VneN
{(r-1)!

2 _l .3n+l
€) 143+243%43 -33+...+n-3"=( ! )4 +3; YneN

d) (a+x) =a"+na"'x+...+

f) 2a+4a+6a+...+2na=n(n+l}a; VY neN acR
g) 3010243024433 ¢4+ +3n(n+t)=n(n+1)(n+2); VneN

h) 1—-4-{-9—1|6+...+(-—1)Ml n’ =(~~1)”+l (1+243+...4n); VaeN

i) l-2+2-3+3-4+...+n(n+l}=%n(n+l)(n+2); VneN

10343 05+5-?+...+(2n—-l)(2n+1)=%n(4n2+6n-—1); VneN

K ! + 1 + L +...+ 1 =2
2.5 5.8 8-11  (3n-1){3n+2) 6n+4

) l+i2+-1—3+...+i=l(1—i]; YneN
3 3 3 3" 2 "

m) l-5+5-9+9-13+...+(4n—3)(4n+1)=§-n(16n3+l2n—l3); VneN

; VneN

n) [+22+43.27+4 2 +.. 402" =14(n—-1)+ 2"; YneN

0) (—1)] +(—1)2+(—1)3+...+(—1)" =(_II_1; YneN

n[20+(n-—1)d] .
5 ;

p) a+(a+d)+(a+2d)+..+[a+(n-1)d]=

VneN a,d,ecR
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9. Demostrar por induccién matemstica que 10" +3+ 10" +5 es divisible entre 9 para todo
neN.

16. Demostrar, por induccién matematica, que un poligono de n lados tiene exactamentc un
nimero de diagonales igual a

D=-§-n(n-—3) . ¥Yn>3, neN

11. Demostrar la validez de la siguiente proposicion haciendo uso del método de induccidn
matemaética

a' -1

a-1

Si a#1entonces l4+a+a’+...+a" "' = © YneN

12, Demostrar la validez de la siguiente proposicién haciendo uso del método de induccion
matematica

1 n(n+3)

1 1 1 _ .
DG GG CIHAG) wlne)(ne2) 4(n+)(n+2) ’

13. Demostrar, utilizando ¢l método de induccién matemdtica que

VanelN

Si ne N, entonces %(2»’ +3n* +n)e N

14. Demostrar, por induccion matemética que, para todo
nelN, a" <d" st a,b,eR talesque O<a<b

15. Demostrar, utilizando induccién matemética, que:

- sen 2" x
COS X » COS2Xx» cOS4xe..v cos 2 x=

, VreN
2" sen x

16. Demostrar la siguiente desigualdad, llamada la desigualdad de Bernoulli, utilizando
induccién matematica

(1+£) >14nt

donde

n22 neN;i>1£ecR
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17. Para cada uno de Ios siguientes incisos, obtener un par de valores a, b € Z , tales que:
a) % =2272727 ...= 2727

b) %=3.936936 ...=3936

o

¢) 3=35.88533 ...=135.88533

18. Para cada una de las siguientes designaldades, obtener el conjunto de valores de
x € R, que las satisfacen.

a)

b)

C) <=

d)

) 0>x"+4x
(3x-1)(2x-4)>(3x-1) (x+5)

vt

g
h

e

|x+9]=|6-2x]|
i) |2x-3|=4-x

|~/ﬂ|<4
20

X
I |x+2|<4

e

J

k) -5<0

<1

™ 1]

1+x

13

0)
x
P |x+1<x

Q |3-—2x‘<|2+x|

=21

n)

<BH
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r) |5—-3x|>|1+x]

8) !
J3-x

t) -1—->0

Vx

>2

CAPTULO 1. NUGMEROS REALES
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RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1. aVv
b) F
¢)F
dV

2. a) (AuC) nB={24} b) (4nCYuB={1,2,34,5}=B

TR 50 a0 SR

<CTWaem<<mnm <

s e

—
R
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17,

18,

11

13 457
) —
375

a) x>-4
b) O<x<t
9

C) {x|x<3,xeR}u{x|x>5,xER}
d) {x|x<-2,xeR}u{x|3<x<13, xR}
e) {x{x<-4, xeR}U|{x|0<x<4, xeR}
) 4<x<0
g) {x]x<%,xeﬂ£ u{xlx>l,xeR}
h) x=-1 0 x=15
) x=-1 0 Jnc—3
- 3
PpO<x<8
) {x|x<—4,xeR}u{x|x>4,2eR}
h-65sx<2
m) {x|x£-—l,xeR}u{x|x23,xeR}
n -3<x<-1
0} {x

P)¢

xc—%,xeR}u{x

>1,xeR}
9

qQ) %<x<5
n3<x<t o {x|x<lxeR}u{x|x>3 xeR}
) H<J|:<.3

4

) {x\x)O,xeR}
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CAPITULO 2

NUMEROS COMPLEJOS

El primer asomo de la raiz cuadrada de un nimero negativo se presentd en la stereometria de
Herdn de Alejandria (afio 50), y més tarde en la aritmética de Diofanto (aiio 275).

La historia de os nimeros complejos ha ocasionado reacciones muy encontradas en quienes, a
través de los tiempos, han tenido contacto con ellos.

Asi se encuentra la negacion de su existencia en Mahavira (afio 850) y Bhaskara (afio 1150), ante
la imposibilidad de tener un mimero real que al elevarse al cuadrado diera como resultado un
mimero negativo.

Pero ante la necesidad de crear unos mimeros que respondieron a la verificacién de ecuaciones

cuadréaticas del tipo x* +¢ =0, muchos estudiosos de la ciencia de lag formas y de los niimeros
se dedicaron a este problema. Enfre ellos estan Gerolamo Cardano (1501-1576), Raphael
Bombelli (1572), Karl Friedrich Gauss (1777-1855) y William Rowan Hamilton (1805-18635).

Al hablar de términos y simbolos, Cardano hablé de soluciones de la forma 5++/-15 como

cantidades sofisticadas; Bombelli llamé a los nimeros +~-n y —+/-n como piv di meno y
meno di meno, y fue Descartes (1637) quien contribuyé con los términos real € imaginario.
Muchos de los escritores de los sigios XVII y XVIII hablaron de expresiones a + bJ-1 como
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cantidades imaginarias. A Gauss se debe ¢l nombre de numeros complejos, y el uso de i para
V-1 se le reconoce a Euler en 1748. Cauchy sugirié los términos conjugados para a+bi y

a-bi ymoédulo para a® +5° . Weierstrass utilizé el término valor absoluto y lo representd con
|a + bil, y Gauss bautizé a v/a® +5° como norma.

Fue asombroso constatar que el nimero #, no era natural, tampoco positivo, negativo,
fraccionario, algebraico o trascendente. En una palabra, no era real. Se sabia que todos los
nimeros reales podian ser representados por puntos situados sobre una recta, pero el nlimero i no
figuraban ahi. La representacion grafica de estos numeros complejos se debe a Wallis, Kuhn,
Wessel, Truel, Buée, J. R. Argand, Gauss, Francais y Warren.

La féormula, ¢ = -1 atribuida a De Moivre (1667-1757) y a Euler (1707-1783), asombro del
mundo matematico pues relaciona la unidad de los nlimeros imaginarios, #, con la unidad de los
reales, 1, y los mimeros trascendentes cargados de historia e y #. Esta expresion esta grabada
sobre una puerta del museo £l palacio del descubrimiento en Paris.

58



CAPITULO 2. NUMEROS COMPLEJOS

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Sean los nimeros complejos
z, =1-1i, z, =—1+i, z, =—1, z, =1 Zy=2-1i
Realizar las siguientes operaciones:

2
zZ, — 2
4
a) —i—*-
2123 %5
2,2, — 2,

(les —Z )2
c) ;—‘—(zs—z4+zs)
2

b)

Solucion

a) Sustituyendo valores

2l -2z, _ (—E)Z-I
2z (S (+D)-(2-7)

como (~i)’=-1 'y  (1-i){~1+¢)=2i,entonces sc ticne

-1-1 -2
2i-(2-i) -2+3i

para efectuar la divisidn se multiplicard numerador y denominador por el conjugado del
denominador, entonces

=2 -2-3i _ A+6i _4+6i_4 6

2+3 =2-3i 4+6i-6i-97 4+9 13 13

port tanto

..ﬂmzi_z4 -i é—i
zz,—z, 13 13
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b) Sustituyendo valores y desarrollando se tiene

n (D)) ivie

(zlzs 2 )2 ) [(1—1’)(2—:')—(—:')]2 ) (2—:‘—2i+iz+i)2

come > =—1 enfonces

2,2, =2, 1-2i 1-2i 1

(z2,-z,) (1-2) (1-2i)(1-2) 1-2
multiplicando y dividiendo por el conjugado del denominador

2,2,—-2, _ | .l+2i=1+2f:1+2i
(2|25"'23)2 1-2i 1+2 1-47 5

por tanto
2,2, —Z, =1+—z
(zlzs_zi) 5
z 1-y .
c) i-—(%-z4+zs)=-1+£_—(—!—1+2-1)—_l+i—-(1—21)
efectuando la division se tiene
1-§ ,
'2'_(23 24"'25)"' 1+£“(l-21):
1-:
= - 1"'2.
(-2
=—1-(1-2i)
_i“(zj~z4+zs)=—l—1+2f=—2+2f
22

por tanto

2 (22,42, )= =242
Zy
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2. Transformar el nimero z = 2 + 4/ ala forma polar.

Solucién
=248
6 =ang tan%:angtan 2
= 63.4349°
es decir
(63.4349 - 63 )x 60 = 26,0969

finalmente

(26.0969 ~26)x 60 = 5.82"
entonces

8 = 63°26'5.82"

z =+/20 cis 63°26'5.82"

3. Transformar el mimero z = 3 + 4i a la forma trigonométrica.

Solucién
r=y3+ 4
=v9+16=5

4
0 =ang tana?;-=

#=53.13°

finalmente

7 = 5 cis 53.13°
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4. Transformar el nimero z = -3 + 4i a la forma polar o trigonométrica.

Solucion
r= (—-3)2 +(4)2
r=v9+16

r=5

Para calcular el argumento de este numero, es necesario observar que su representacion en el
diagrama de Argand se localiza en el segundo cuadrante

Eje imaginario
A

-3 o _ Eje real

s1 se intenta obtener este argumento con una calculadora, se tiene:
4 o
6, = ang tan 37 -53.13

Esto se debe a que las calculadoras s6lo dan el resultado de esta funcién con vanaciones entre
- 90° y 90°. Entonces, el resultado dado por la calculadora es el angulo &, mostrado en la figura

y el argumenio principal es

6 =180°-353.13°

=126.87°
donde
z=15¢is 126.87°
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5. Transformar el mimero z = -3 -4 ala forma polar.

Solucidn

r=y(-3) +(-4)
=V9+16

r=5
-4
8, =ang tan =T 53.13°

Sin embargo, el numero complejo z tiene abscisa y ordenada negativas, lo cual significa que su
representacion en el diagrama de Argand se localiza en ¢l tercer cuadrante, entonces

@ =180°+53.13°
= 233.13°

. z=51ci8233.13°

6. Transformar el mimero z =3 —4i a la forma polar.

Solucién

6, =ang tan 13—4-=—53.13°

Este resultado se obtuvo con calculadora, pero el mimero z se localiza en el cuarto cuadrante del
diagrama de Argand, por tener abscisa positiva y ordenada negativa, asi que el valor del
argumento principal es:

# = 360°-53.13°
8 = 306877
entonces

z =25 cis 306.87°
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7. Transformar el nimero z = 2 cis 60° a la forma bindmica o algebraica.
Solucién

a=2c¢cos 60°=1
b=12sen 60°=~/§

entonces

z=1+31
8. Transformar el niimero z = /2 cis 202.5° a la forma bindmica.
Solucién

a=132 cos 202.5°=-1.16
b=3/2 sen 202.5° =~ 0,48
finalmente

z2==1.16-0.48i

Como puede observarse, ¢l argumento principal de este nimero es 202.5° es decir, su
representacion geométrica se localiza en el tercer cuadrante, lo cual se comprueba al obtener los

valores de g y b negativos.

9. Transformar el nimero z =4 ¢is 720° a la forma algebraica.
Solucién
a=4cos 720°=4

b=4sen 720°=0
Lz=4

Obsérvese que el argumento 720° no es el principal de este numero. Al restarle 2x360 ai
argumento, da como resultado 0° como argumento principal, esto indica que su representacion

geométrica esta sobre ¢l eje real y se trata de un nimero real.
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10. Efectuar las siguientes operaciones y expresar el resultado en la forma trigenométrica

- 2
4z + 2,
Z,+2,
si z, =1 z, =<8 cis 45°
z, =341 2z, =5¢cis 0°
Solucién

Para obtener el numerador de la fraccion pedida se tiene

Z, =~i

1l

2 =(3+i) s (3+0)=9+6i+i’
=8+ 6i dadoque i° =-1
es decir
4z, vz} =(— 4i) « (8+6i)
= -32i - 24/’
=24-32i

Por otra parte, dado que en el denominador se debe realizar una suma, s¢ procede a convertir los
nimeros a la forma binémica

Para z:3: a=~/§c0545°=\/§_}_= §

J2 N2

a=2

b = /8 sen 45°
b=12

L2, =242

Para zy z, =5, pues el argumento es cero y ello indica que se trata de un nimero real.
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Entonces
Z+z, =2+2i+5=7+2
finalmente
4z, vz 24-32i
Z,+z, T+2i
_24-32i . 7-2i _
7+2i  7-2i
_168--224i - 48{ + 6457
49 - 4;*
entonces

47,022 1042720 _

Z +2z, 53

R

Para expresar el resultado & en la forma polar

2 2
r= J[l‘l“.) +[-——'272] =547
53 53
m

e 53 _ o
6'=360°~ang tan - = 290.92

53
“ R =547 cis 290.92°

11. Sea la unidad imaginaria i = /-1, determinar y demostrar una formula que permita elevar
esta unidad a cualquier exponente par.

Soluciéon

Si se eleva i al cuadrado
F=ivimy-1ed-1=-1
ahora, al elevarlo a Ia cuarta potencia

=it e = (=1} (-1)=1
a la sexta potencia
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f=iteit =(1)e(-1)=-1

Como la tendencia al parecer, es 1a alternacion de signos, se puede suponer que la expresion
buscada es

i"=(-1); VneN

Para efectuar su demostracion, se utilizara induccién matematica:
Verificacion paran =1
1 = (-1
i# =-1.. sise cumple.
Se supone valida la expresién paran =k
i* = (-1)" hipétesis de induccién
Debe cumplirse para n=k+ 1
Al P (—»l)hl tesis
Si en la hipdtesis, supuestamente valida, se multiplica en ambos miembros por i, seguira siendo

valida

Por leyes de los exponentes
;22 (_1)*. 2
:2(k41) _ L
i =(-1) +i

pero i = -1 como se comprobé

P (1) - ()

por leyes de los exponentes
iz{kn) = ( -1 )k+|

QE.D.
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. I2. Obtener en forma trigonométrica el resnitado de z, = z,, donde z) y z2 son los nimeros
complejos que se muestran en la siguiente figura:

Eje imaginano

2 2,
-3 \30"
i Eje real
45°¢
2. T
Solucién
En la figura se observa
Paraz;:
8 =30°
Se tiene que
2
sen 30°=—
H
2
r; — -_
sen 30°
sz, =4cis 30°
para z;:

6, = 270°-45° = 225°

3 __i/2

K= =
sen 45°

oz, =32 cis 225°
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entonces
2,2, =11, cis (6,+86,)

=(4)(3v2) cis (30°+225°)
= 1242 cis 255°

13, Determinar un niimero complejo z, tal que multiplicado por +/2 cis 315° sea igual a uno.

Solucion
Si se hace Z=x+yi y como +2¢is315°=1~i, entonces se plantea la siguiente
ecuacion
(1-8)(x+yi)=1+0i
efectuando el producto
x+yi—ix—yie =1+ 0f
agrupando

(x+p)+{-x+y)i=1+0i
por igualdad de complejos se tiene

r+y=1 (1)
—x+y=0 (2)

resolviendo el sistema por sumas y restas
x+y=1
-x+y=0

2y=1 = y=—;-

sustituyendo y = % en la ecuacion i

I
U
=
i

X+

(R
[ I
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por lo que el niimero buscado es

b |
0 | —

A continuacién se resolverd este mismo gjercicio, pero trabajando con los mimeros complejos en
forma polar. Se tiene que

(V2 cis 315°) (1, cis ) =1

V2
315°46,=0 = 6 =-315°+k 360°, keZ

Considerando €l argumento principal

1 1
7 = — cig { =315° ) = — cis 45°
7= 5)=7
o bien
i 1 1 |
a=— co8 45°= —— —— =—
JE N
1 1 ]
b-—sen45° —————
V2 29
entonces
1 1,
Z=—~+— i
2 2

14, Representar en el plano de Argand las soluciones de la ecuacion

=(2-21)"
Solucién

Para despejar z se elevara a 1a quinta potencia en ambos miembros de la ecuacién

(zus)f =[(2—2j)”3T

z=(2-2i)" =y(2-2Y
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transformando (2 2i) a su forma polar, por facilidad de manejo, se tiene

2—2i =8 cis 315°
entonces

z=§/(\/§ cis 315°) ={/(«f§]s cis 5 (315°)
z=gf(~f§]s cis1575°

considerando el argumento principal se tendra

2= i{(\/é)s cis 135°

obteniendo la raiz cibicas:
f 135°+ k ( 360° 135°+ & {360°
z=3(\/§)5 cis +3(3 )=4\50is +3( )

de donde los valores buscados son

para k=10 z,=4ﬁci9133£=4ﬁcis45°

para k=1:  z =42 cisl—g'sf—g—?’-ﬁ—o-t=4ﬁ ¢cis 165°

para k=2:  z, =42 cis 1—35-0—;—73(E=4J5 cis 285°
Representando en el pilano de Argand, los mimeros complejos obtenidos

Eje imaginario
A

A
42
2, 4\[2' 165°
45°
0 o e
28 5& Eje real
4v2
Z3
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15. Resolver la siguiente ecuacion y expresar el resultado en forma bindémica, polar y
exponenecial.

(3-5i)++2 &*'

if4
Z

= 2 cis 180°

Solucién

Despejando z'/* de la ecuacién, se tendré

Z;
e (B-si)+2 e
z =
2 cis 180°

transformando ¢! némero complejo v2 e* a su forma bindmica para poder efectuar la suma del
numerador, se tiene

4 =(3_55)+(1+f) _ 4-4;
2 cis 180° 2 cis 180°

como 2 cis 180° = -2, entonces

A =-tfi=—2+2i=\/§cis 135°

elevando a ]a cuarta potencia en ambos miembros de la ecuacion
(24} =(VB cis 135°)
z=(B) cis 4(135°)= 64 cis 540°
considerando el argumento principal
z = 64 cis 180°

por lo tanto, el resultado pedido en sus tres formas de expresion serd

z=-064
z = 64 cis 180°

z=64€x'1'
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16. Obtener los valores de z € C para los cuales se satisface 1a siguiente ecuacion:

2
N2 1 , oy . 2 f am\d
(r) zz—l+22[01s—2-) ={1cis 180 )-i-T(e“)

Solucién

Transformando los nimeros complejos que intervienen en la ecnacién a su forma bindmica se
tiene

LT
cis — =7

2
1cis 180°=—1
e™ =1¢is 360° =1

sustituyendo en la ecuacién se tendra
PRV 2 Y 2 1
(i) Z2-1+2 (i) =-1+=(1)
I
sumando uno en ambos miembros de 1a ecuacion y factorizando z°, se obtiene

z* (i1+i1)=%(1)4

asl
2
2 )t =2
(2] -
por lo que
N
243
como i° = —i entonces
2=t

por lo que

z? =1 cis 90°
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entonces

z=+1¢is 90° =1 ¢is 20 +k2(360 )

de donde los valores buscados son

para k=0: z =1cis 45°

para k=1:.  z,=1cis 225°

17. Resolver la siguiente ecuacion y expresar ¢l resultado en la forma polar
X -3ix-1+3i=0
Solucion:

De la formula general para resolver ecuaciones de segundo grado

_—bx Jb' —dac

x=
2a

a 3 (=3i) ~4() (143

2i

Se obtiene primero ¢! resultado del radicando

(-3i) -4 (i) (-1+3i)=-9-4(~i-3)
=—9412+4{
=3+4i

Para extraer raiz cuadrada, se convierte este radicando a la forma trigonomeétrica

r=J(3Y+(4) =5

@ = ang tan -;1=53.l3°
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ahora

 53.13° 4 K(360°)

1 1
(5cis 53.13°)2 =(5)z ci 5

k=01

1
para k=0:  (5cis 53.13°)2 = J5 cis 26.57°

1
para k=1: (5 cis 53.13°)% = 5 cis 206.57°

En la férmula, el utilizar el signo positivo es equivalente a considerar la raiz para £ =0, yel
sigho negativo equivale a la raizpara £ =1.

Entonces

3 ++/5 cis 26.57°
X = 2
i

para poder sumar los mimeros compiejos del numerador, se convierte ¢l segundo sumando a la
forma binOémica

. = 35 €08 26.57°+ /5 sen 26.57°
1 .
2i

C 34240 244

2i 2i
_(2+4i)i 2i-4 S2oi nox=2-t
(2i)i -2
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Por ofra parte:

3i ++5 cis 206.57°
M= 2

» 3i ++/5 cos 206.57° +i/5 sen 206.57°
2i

32—
2

_—2+2i
2
_(=2+2)i

- (@)()

_~2-2

-2

=14+i SoXxy =141

18. Determinar las expresiones, en términos de 4, de 5, y £, que cumpien con

(1+:) =g, +(1+i) 8,

donde £ es una constante, k € V.

Solucién

Dado que con la formula de De Moivre es posible elevar un mimero complejo a una potencia
natural cualquiera, se procede a convertir ¢l nimero 1+ a la forma trigonométrica

r=vi2+1
r=+2

1
9=angtanI

g==L
4

76



CAPITULO 2. NUMEROS COMPLEIOS

sustituyendo

(\E cis %] =B, +(1+) B,

912 cis%k=ﬁa+ﬂ,+ﬁ1 i

es decir

2t/2 (cos§k+isen§k]=ﬁo+ﬁ,+ﬂ,f

2¢/2 cos%k+(2”z sen—g-k]i=(ﬂo+ﬁl)+ﬁl i

por igualdad de nimeros complejos

Po+ B, =2""" cos Tk (M
ﬁ1=2“zsen—’—;-r-k )

sustituyendo 1a ecuacién 2 en 1
B, +2%? sen % k=27 cos% k
despejando 2,

P =2" ¢os%ﬁ:-—2’”2 sen%k

finalmente

=2’“’2( Zk-s Ek}
iR 0054 e:n4

=2%'7 gen Ek
B, a
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19. Determinar las expresiones, en términos de ¢, de 5, y £, que cumplan
2 = g+ (2431) B,

donde £ es una constante, e R .
Solucién

El miembro izquierdo de la ecuacién puede escribirse

e{2+3i)r = e?.t e:l.u‘

por propiedades de la funcion exponencial,
convirtiendo 1a expresion £ a la forma polar
3

e"e’ = ¢" [cos 3t+i sen 3]

llevando este valor a la expresién original

e” [cos 3t +isen 3t]= B, +(2+3i) B,
desarrollando

e cos 31+(ez‘ sen 3t)i=(ﬁ0+2ﬂl )+(3ﬂ,)i

por igualdad entre nimeros complejos

e cos 3t= B, +25, 43
e* sen 3t =38, @)
de la ecuacidén 2
e sen 3¢
A=y

sustituyendo este valor en la ecuacidn 1

2
B *3 (¢* sen 3t)=e™ cos 3t
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despejando

2
B, =€* cos 3:—-3- e sen 3t

finalmente

B, =é” (cos 3t ——i— sen 3:]

B, =-:1”-.«3ZI sen 3¢

20. Obtener los valores de 7 y 8 que satisfacen 1a ecuacion

(rcis 0} =7 (2,-2,)

donde
z, =8 cis 315°
7 = 2 eSm‘fI
2
z, =25+27i
Solucién

Primeramente se trabajara con el miembro derecho

z, =+/8 cis 315°

a1=J§cos 315°
a, =2
b =48 sen 315°
b =-2

52 =2-2 = 7, =2+2i
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a, =2 cos —
a, =0
b, =2 sen —
b, =2

z, = 2i

sustituyendo
(reis @) =(2+2i)[ 2i-(25+27i}]

=(2+2i)(-25-25/)

=(-50~ 50i ~ 50i - 50¢° )
(rcis8) =-100i

si se convierte el segundo miembro a la forma trigonométrica
. 1 .3
(rcis8) =100 cis = 7
elevando al cuadrado el primer miembro
' .3
r* cis 28 =100 cis > s

finalmente

r=10
¢9=%:z'+2mr; n=0, 1, £2,...

st =0 se trata del argumento principal.
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21. Demostrar que
sen @ =

Solucién

El nimero complejo expresado en la forma de Euler €%, tiene como médulo r =1 y argumento
0.

Entonces
e” =cos @+isend 1))

De 12 misma manera, el mimero ¢ % puede expresarse
» P p

e¥ =cos{-8)+isen(-B) 2

pero

cos (- 8)=cos 8 ()
por ser una funcion par.
Ademais

sen (- 8)=—-sen (4)
por ser una funcién impar.
Sustituyendo 3 y 4 en 2:

e® =cos @—isen @ (5)

restando la expresion 5 a la expresién 1:

e —e® =cos@+isen @—(cos O—isen )

e’ —e® =cos @+isen &—-cos &+isen &

reduciendo términos semejantes

e” —¢® =i sen #
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finalmente

22. Obtener los valores de x, y € R para los cuales se cumple la siguiente igualdad:

(x+ yt')2 = (x-—yi)z
Solucién
Desarrollando los cuadrados, se tiene
xF +2xyi + 37 = - 2xyi + )
agrupando partes reales y partes imaginarias
(Jc2 -3’ )+2xyi =(x2 -y )—nyz'

por igualdad de complejos puede plantearse el siguiente sistema de ecuaciones:

xz_yz_:xz_yz

2xy =-2xy

una de las soluciones al sistema sera

e . | ,
multiplicando [a ecuacion 2 por 3o s¢ tiene
Y

[
1 1
— (2xp)Y=— (-2xv}; con y#0
2y (2= (-29) y

r=-x
2x=10
=>x=0
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sustinyendo x =0 en la ecuacién 1

de modo que

por lo tanto, esta igualdad se cumple para todo valorde ye R

Finalmente los valores buscados son

Ofra solucidn seria

si la ecuacidn 2 se multiplica por 2L y se sigue ¢l mismo procedimiento.
x

23. Obtenga los valores de x, y que satisfacen la siguiente ecuacién, considerando el argumento
principal,

_Zcis 210°+J§ _

+ i
e“: e-lﬂf 2 0

Solucion
Como 2¢is210°=—3~i y >%'%=1cis90° =7, entonces

(-«/5—':‘)+J§=0

ex+y{ -
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simplificando
ex+ v :_{ = 0
i
& 4l=0
asi
e =]

e =1cis 180°
e-t+y1 - leni

por igualdad de nimeros complejos en su forma binémica, se tiene que

X+ yi=rmi
por lo que

")
1]
=

n

-
I

24, Determinar los valores de x, y € R , para los cuales se satisface la signiente igualdad:

{x-2i)cis180°+(2+yi) €™/t =4e™'?

Solucién

Transformando los nlimeros complejos que intervienen en la ecuaciéon a su forma bindmica, se

tiene
cis 180° =-1

% 1 l

4! =lcisd45°=—p=+—F51
‘ 22

4e™'t = 4 cis 90° = 4
sustituyendo en la ecuacién:

(x-2i) (—1)+(2+y:‘)(—1—+-1— z‘}=4i

2 N2
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desarrollando los productos

.2 2 . y . Yy . .
X+t b b= I =1 =4
242 2 2

agrupando
[ﬂ+—%-—%)+(2+%+7’%]1‘ =4f
por igualdad de mimeros complejos se puede plantear ¢l siguiente sistema de ecuaciones:
—x+——~% =0 )
2+% +%= 4 | @)

de la ecuacion 2 se obtiene

asi
y=2\/§—2

por lo que, sustituyendo el valorde y  en la ecuacidn 1, se obtiene

2
—x+T£-—\;-§—(2J§—2)=0

asi
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por lo tanto, los valores pedidos son

25. Obtener los valores de z, z € C, que satisfacen la siguiente ecuacton:

8iz+e™'? (l—\/?; i]

-2 cis 270°-0.5 ™z

4z (2+e" )=

Solucién

Transformando los nimeros complejos que intervienen en la ¢cuacién a su forma bindmica, se
tiene

em’!l =7
e =—1
& =1
cis 270° =~

sustituyendo en la ecuacion
8 z+i(1-+3 )
—2(-i)-05(~1)z

4z (2-1)=

simplificando

4Z_sz+i—4§f2_3iz+i+J§
- 2i+0.5z 2i +0.5z

se obtiene que
4z (2i+0.5z)=8i z+i+3

8iz+2z* =8i z+~/§+i
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restando 8iz en ambos miembros de la ecuacidn

2z* =J§+i
entonces
22=£+1i
2 2
3 1. . ans
como — +—i =1 cis 30° entonces
2 2
? =1cis 30°

de modo que

0° + & (360°
2= TG 30° =1 cis " 2(3 )

por 1o que, los valores pedidos son

para k=0: z =1cis15°
para k=1:  z,=1c¢is 195°

26. Calcular el valor o los valores de z € ' que satisfacen la siguiente ecuacion:
2/ - (1+i) (~1-i)=- (4+3i) 2"

Solucién

En primera instancia, s¢ procede a despejar z de la ecvacion

F312mil2 +(4+3,-) 2t =(1+i) (—l—i)

factorizando z>'?, se tiene

z*? [e“'” +(4+3f)]=(i+1’)(-l—i)

donde

2= (l+i)(_1‘f)
e™'? +(4+31)

transformando y efectuando operaciones
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37 _ ~l-i=i=i __2i
i+(4+3)  4+4i
como
—2i =2 ¢is 270°
y
4+4i =32 cis 45°
entonces

2 cis 270° 2 .
z“z ™ e = —— j§ | 270° - 45°
V32 cis 45° V32 ( )

|
2% =— cis 225°
V8

2 ) )
elevando ala 3 en ambos miembros de la ecuacién

243
1
(272" =[—-— cis 225°
J8

2
z= wl-cisz?.S"J =31cis450°
N5 g
1 .
z = 3= cis 90°
“8

ohteniendo la raiz cibica se tiene

asi

90°+ k& {360° 90° + & { 360°
z=\3jgcis b (6 ) L IS [ )

=—2Cl

3 2 3
I . ° :
pata k=10: z, =—cCis = — cis 30°
2 2
=] =] 4 o
para k =1: zzz—l—cisggi}—s—?—=—l- 18 >0 =lci5150°
3 2 2
) ) [+] l
pata k=2:  z =—1—cis?-(—]—fg~2—q——% i 810 :Ecis270°
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por tanto, los valores pedidos son

zZ -1 cis 30°
2
1 . o
z, =— ¢is 150
2

z, -——-% cts 270°

27. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
-x+iy=-1+4
(1+i)x-2y=4
Solucién
Aplicando ¢l método de sumas y restas, tenemos
“3x+i y=—l1+4i (1)
(V+i)x-2y=4i 2)
Multiplicando la ecuacién (1) por 2 y la ecuacidn(2) por i, tenemos
—6x+2iy=-2+8i (3)
(-1+i)x—2iy=—4 | @
Al sumar las ecuaciones (3) y (4) se tiene

(-7+i)x=-6+8i
de modo que

- 6+38§
-T7+i

al dividir se obtiene

- 6+8f e T—i 42+6i—-56i+8 50-50i
—7+i =T-i 50 50
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por lo cual
x=1=i
al sustituir x =1—/ en la ecuacion (1), tenemos
“3(1-+iy=-1+4

~3+3i+iy=—1+4i

iy=2+i
_2+i
i
Al dividir se obtiene
L2ti =i _1-2
i —i 1
por lo que
y=1-2i

Finalmente, la solucién al sistema de ecuaciones es
x=1-i§

y=1—2f
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Determinar y demostrar una férmula que permita elevar a la unidad imaginaria i = V-1 am
exponente impar cualquiera.

2. Transformar los siguientes mimeros a la forma trigonométrica o polar:

a) 1+i
by i
) 1-+3i

d) —2+243i
e) -3—-—3:-:'

2

3. Transformar los siguientes mimeros a la forma binémica o algebraica:

1 .
a) —= cis 210°
N:
b) 16cis 270°
¢} 1cis 1845°
d) 3cis—45°

e) 3 cis 248.37°

4, Determinar
Z2=3 _z.!_.._.z-.l
%
donde
z,=2-2
Z, =—3+1i
z,=2 et

5. Resolver la ecuacidén
(2+i) 2 -(5-i) x+(2-2i)=0
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6. Obtener en la forma Euler el resultado de z, + z,, donde z, y 2, son los nimeros complejos
que se muestran en la siguiente figura:

Eje tmaginario

7. Obtener los valores de x, y que satisfacen la ecuacion

o 2¢is 300°+v3 @

eﬁm‘f 2

0

8. Demostrar que

o -9
e +e
cos @=———-"—

9. Determinar los valores de fy y £t que cumplen con
(1+43:) =g, +{1+43 1) 4

donde £ es una constante que pertenece a los naturales

10. Determinar los valores de 3 ¥ 1 que cumplen con
e = goa(3+4i) B

donde ¢ es una constante, € R
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1 1. Dados Jos ndimeros complejos
2, =3+2I, z,=2-2; z=-1; z =2-3i 2z =i
efectuar las siguientes operaciones:

2) (zs )10-3
b) |:(zl -17,) 2, ]

12. Obtener el o los valores de z, z € C, que satisfacen las siguientes ecuaciones:

(\/g e }(6cis 90°} (0 -1)
¥ 6z = 3@«35’"“2

1 Q . o
b) (\/3+i)—e””6 =(lcvs. 30 lﬁlfms 30°)

41 473
¢) 207z 427z, -2,2,=0

donde:
zZ, =-2+4f3 i z, = 6e”™; z, =2 cig 90%; z, = 47"

d) Z2-iz+e” =0

(8+41) (877
V2 cis 270°+52 0

22 (\E+~/E:)

~xid2
§ 2 (20is 270°) (™ )= hid

A 2 ( 24 4cis 90°
ezt E cis 90°)

32 312
g z z-7772,+2,2,-2,2, =2,

donde:z) =— 443i; z, =3+ 2i; 2z, =4+ 4j; 7, =82

—[l+£5J cis 45°
2 2

. L
z* [cis 60° 4 ™3 —(l+—\/é :)] V2
2 2

93



CUADERNO DE EJERCICIOS DE ALGEBRA

cis 90°(1—\/§i)+81‘ z
4z (cis 180°+2)

i) (-0.5cis540°)z-2""" =
13. Obtener los valores de m y » que satisfacen la siguiente igualdad:
(3cis 60°) m-2n "' =2-3i
14. Dados z, =4 cis 6, y z, =y, cis (~ 45°) obtener &, y y, si se tiene que

3 _ 1-—~/§+2+2\5i
z, 1542 32

15. Con los nfimeros complejos que se ilustran en el siguiente diagrama de Argand:

Eje imaginario

I3 N
3 N 1 ------------- » z[
vz ;
450 }\j ’ : 1
e . >
/ 30° Eje real
f"é‘\
S T o
\\_‘?‘/

calcular el valor de z, z € C, que satisface la siguiente ecuacion:

+zl}zz Z, =% Z, Zy—Z I
Zs

16. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

I.ZI'P‘ZQ =3_f
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RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

LoD = () g

2. a) V2 cis 45°
b) cis 90°
¢) 2 cis 300°
d) 4 cis 120°
e) 3.67 cis 215.26°

d) TZF_EI.

e) —0.639-1.61i

4. z, =2 cis 40°

2 cis 160°
2 cis 280°
5. x;=1=i
4 2
X,=—==={
5 5

l?x

6. z,02,=242¢"

Yne N
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de™ cos 4t +3e7 sen 4¢

19. B, = y

e sen 4t

Bi= 4

11.3) {z,)" =1
b) -15+8i

12.a) z =13.5 cis 180°
b) z, = 3256 cis 20°
z, =</256 cis 140°
zy, = %/55_6- cis 260°

c) z =i
z,=—1
zy=—1
z, =1
3.1
c) z,:-\fz—_-r—z—i
I
Zz=—§+5f
e) zlzgcisﬂ"
zzz\g cis 180°
|
ﬂ Z =—{f_-2:01530
zzz-—l—— cis 150°

2

Z, ==— cis 270°
T ih

g z,=4cas0°
z, =4 cis 120°
z, =4 cis 240°
h) z =1lcis 0°
z, = 1 cis 120°
z, =1 cis 240°

i) z,=1cis 15°
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z, =1 cis 195°
13. m =i
3
n= 3+1
2
14. 4 =30°
V2=

15.z=1






CAPITULO 3

POLINOMIOS

La palabra polinomio estd compuesta por los vocablos poli (del griego polys que significa
muche, pluralidad) y nomio {(del griego ndmos que significa division). Es decir una expresion,
en este caso algebraica, que consta de mis de un término.

En la hierética egipcia del Papiro de Ahmes en el afio 1550 a.C. ya se habla de una cantidad
desconocida o incégnita, cuyo valor debe encontrarse para resolver una ecuacién de primer

grado.

En el afio 275 de esta era, Diofanto de Alejandria fue el primero en desarrollar un método de
simbolismos para las potencias de expresiones algebraicas. En sus trabajos propuso la ecuacion
con dos miembros y el signo igual.

A partir de este méiodo griego se basaron los drabes y persas para desarrollar los suyos;
asimismo los chinos e hinddes tuvieron métodos para escribir ecuaciones,

Por otra parte, Bhaskara en el afio 1150 encontré una representacion para una ecuacion de
segundo grado.

En manuscritos de la Edad Media ya se reconocen letras para representar cantidades
algebraicas en el estudio de las ecuaciones. Entre los cientificos que trabajaron en ¢l desarrollo
de simbolismos para ecuaciones, desde finales del siglo XV hasia finales del siglo XVII, se
puede citar a Pacioli en 1494, Vander Hoecke en 1514, Ghaligai en 1521, Rudolff en 1525,
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Cardano en 1545, Sheubel en 1551, Tartaglia en 1556, Buteo en 1559, Stevin en 1585, Ranus y
Schoner en 1586, Viéte en 1590, Clavius en 1608, Girard en 1629, Oughired en 1631,
Herigone en 1534, Descartes en 1637 y Wallis en 1693.

Posiblemente el primero en igualar a cero el segundo miembro de una ecuacién polinominal fue
el matemdtico escocés Napier, y el primero en clasificar las ecuaciones de acuerdo con su
grado fue Khayyam en el siglo XII.

Si se habla de ecuaciones cuadraticas o de segundo grado, se puede citar a los griegos, quienes
fueron capaces de resolver algunos casos, mediante métodos geométricos. Euclides cita en sus
obras problemas que involucran este tipo de ecuaciones.

En la India quienes estudiaron con mayor éxito las ecuaciones cuadréiticas fueron Ayabhata,
Brahmagupta, Mahuaira y Sridhara en los siglos VI, VII, IX y XI, respectivamente.

Asimismo, ¢l matemético persa Al-Khowarizm en el siglo IX utilizd métodos generales para
resolver la ecuacibn cuadritica x° + px = ¢, expresion en la que tembién trabajo Khayyam
siglos més tarde.

El primer tratamiento importante para la solucion de ecuaciones cuadriticas y de otros tipos
utilizando la factorizacién, s¢ encuentra en el Artis Analyticae Praxis, del matemético tnglés
Harriot y que se public6 en 1631.

La expresion utilizada hoy en dia para resolver una ecuacién cuadratica se basa en un método
que usa determinantes y que se atribuye a Euler y Bezout.

La mis antigua ecuacion ciibica o de tercer grado se debe posiblemente a Menaechrnus,
contempordneo de Platén y discipulo de Eudoxo. Otras referencias antiguas de ecuaciones
clibicas se tienen en algunos problemas del griego Arquimides y del persa Khayyman.

En la Edad Media quienes mds estudiaron el caso de la ecuaci6n cibica fueron los italianos
Fibonacci, Pacioli, Cardano, Tartaglia y Petri, el aleméin Rodolff y el francés Viete.

El primer intento infructuoso de resolver una ecuacién de cuarto grado lo efectuaron los arabes.
Siglos més tarde, Ferrari en Italia propuso un método de solucién que Cardano publicd en su
Ars Magna y que fue utilizado por Petri. Vigte y Descartes también trabajaron en la solucién de
una ecuacion de cuarto grado.

Euler y posteriormente Lagrange intentaron resolver una ecuaciép de quinio grado,
reduciéndola a una de cuarto grado; sin embargo fracasaron. En 1803, el fisico italiano Ruffini
fue el primero en demostrar que una e¢cuacién de quinto grado no se puede resolver por
métodos algebraicos.
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Actualmente la teoria de ecuaciones se sittia a partir de los mateméticos Abel (noruego) y
Galois {(francés), quienes demestraron que las raices de una ecuacién de quinto gradoe o mayor
no pueden ser expresadas en términos de los coeficientes de la ecuacién por medio de radicales.

La ley de los signos, que asocia los tipos de raices para una ecuacién, con ios cambios de signo

para sus coeficientes, fue conocida por Cardano, pero su justificacién plena se le atribuye a
Harriot y, ciertamente, también a Descartes.

101



CUADERNO DE EJERCICIOS DE ALGEBRA

102



CAPITULO 3. POLINOMIOS

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Dadas las siguientes expresiones, indicar si son ¢ no polinomios; en caso negativo decir
por qué; en caso afirmativo determinar su grado.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

4]
h)
1)

plx)=Tx" -5x°-2x" +8x* +32° -10x* + x - 4
S {cos #)=1.71cos’ @-3.14 cos’ +8.25 sen’ §-4.84 cos @
h{x)=x-2x" +4x-7
F(y)=5" =7y’ =3y* +2y°
3 -2 +x+1=0
mt=4x —8x> —Tx* +6x+5
qr(J‘:)=2353--2x2+2x—1
x+4
g(x)=3x"+8x-7x"
a (x)=—4+6x° +2x° - 5x+8x" +6x*

Solucién

a) Si es un polinomio en x, donde gr (p)="7
b) Sf es un polinomio con variable independiente cos &, ya que puede escribirse

S (c0s 8)=1.71cos’ §~3.14 cos® 6+8.25 (L —cos” 8}~ 4.84 cos &

=1.71c08* 8-3.14 cos> 8+8.25-8.25 cos’ §—4.84 cos O

finalmente

f{cos8)=1.71cos’ §~11.39 cos® #-4.84 cos #+8.25 gr(f)=3

c) No es un polinomio por tener un término con ¢xponente negativo.

d) Si es un polinomio eny, donde gr ( f) =6

€) No es un polinomio, se trata de una ecuacion.

f) No es un polinomio por no ser una funcién.

g) No es un polinomio, es un cociente de polinomios y x+4 no es un factor del dividendo.

h) Si es un polinomio, donde gr (g)=2
i) Sies un polinomio, aunque sus términos estin desordenados; ordenando:
a{x)=6x+6x"+2x*+8x* ~5x—-4

g

{a)=5
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2. Determinar los valores de A, B y C para que los polinomios p (x) y ¢ (x)} sean iguales
p(x)=4x" +14x+8
g{x)=A (3% +2x+1)+ B (& +1)+C (~x" +4x +1)
Solucién
45 +14x+8=A (32" + 2x+1)+ B (¥* +1)+C (=2 +4x+1)

Para que dos polinomios sean iguales, sus coeficientes correspondientes deben ser iguales,
desarrollando

45" +14x+8=34x" +24Ax + A+ Bx* + B-Cx* +4Cx+C
agrupando términos semejantes

4x* +14x+8=(34+B-C) x* +{24+4C}) x+(4+ B+ C)

entonces
34+B-C=4 (1)
24+4C =14 )
A+B+C=8 3)

Para resolver ¢l sisterna, tomando en cuenta que en la ecuacién 2 no interviene B, se eliminard
B de las ecuaciones 1 y 3; asi que, restando 3 a 1:

34+B-C=4
- (4+B+C)=-8

4
24 - 2C=-4 @

despejando 24 de 1a expresi6n 4 y sustituyendo en la ecuacion 2:

20-4+4C=14
reduciendo términos semejantes
6C =18
entonces
C=3
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sustitiyendo este valor en la ecuaci6n 4
24=2(3)-4
SoA=1

Sustituyendo los valores 4 y C en la expresion 3

1+B+3=8§
despejando
B=4
finalmente
A=1
B=4
C=3

3. Determinar los valores de 4, B, C, Dy E, de tal manera que se cumpla 1a igualdad

2 +4x? +5x+3 A Br+C Dx+E

="y +
(;mﬂ-l)(;ucz-k:uc-rl)2 x+1 X" +x+1 (x2+x+1)2

Solucién

Obsérvese que este ejercicio es parte del método de descomposicién en fracciones parciales,
cominmente empleado en integracion.

Multiplicando ambos miembros por (x+1}) (»* wwl)2 :
x3+4x2+5x+3=A(x2+x+1)2+(Bx+C)(x+1) (" +x+1)+(Dx+E)(x+1) (D)
si se le da a x el valor -1

~1+4-5+3=A4(1-1+1) = 4=1
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desarrollando ahora la ecuacién 1
B4 +5x+3=A (5 4207 4357 +2x+1)+
(Bx+CY{(X*+2x* +2x+1)+ Dx* + Dx + Ex +E
agrupando términos y tomando en cuenta que A =1
X +4x"+5x+3=(1+B) x' +(2+2B+C) ¥’ +
(342B+2C+D)x* +(2+B+2C+D+E)x+(1+C+E)

por igualdad de polinomios

0=1+7 (2)
1=24+2B+C 3)
4=3+2B+2C+D 4
5=2+B+2C+D+E 5)
3=1+C+E ()
de la ecuacién 2
B=-1

tomando en cuenta este vaior €a (3):

C=1
sustituyendo en (6) y despejando:

E=1
finalmente de la expresion 5

D=1
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4. Demostrar que ¢l polinomio p{x)=x*+{(a+bi)x+c+di tiene una raiz real cuando

abd = d* + b’*c. ;En qué caso el polinomio tiene dos raices reales?
Solucion
Sea x, € R una raiz del polinomio, entonces

xt+(a+bi)x +c+di=0
desarrollando

X 4ax +bxite+di=0
factorizando
(x' +ax, +c)+(bx, +d)i=0
Por igualdad de numeros complejos

xtax, +e=0
bx, +d =0

de la ecuacidn 2

llevando este valor a la expresion 1

desarrollando

d* ad
L2 ie=0
B b

multiplicando por »* en ambos miembros

d?—abd +h*c=0
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finalmente

abd =d* +b’c
Q.E.D.

Por otra parte, para que ¢l polinomio tenga dos raices reales, se debe cumplir que b=d =0
para que ¢l polinomio quede

X taxte=0
Pero también se debera cumplir que el discriminante no sea negativo, es decir
2
a’ —4¢=0.

Obsérvese que en ¢l enunciado se habla de una raiz real y no de dos. Esto es posible ya que
existe un teorema que sefiala la existencia de raices complejas conjugadas, pero solamente en el
caso de que los coeficientes del polinomio sean reales y no es el caso.

5. Determinar los nimeros reales ¢ y b de manera que z =1+ sea raiz del polinomio
p(x)=x+ax’+b
Solucion

Dado que z =147 es raiz del polinomio, {x—1- 1‘) es factor del polincmio, entonces

1+i|1 0 a 0 0 b
1+ 2 (a-2)+(a+2)i —4+2ai —(4+2a)+(2a-4)i
|1 1+i a+2 (a-2)+(a+2)i —4+2a1 (b-4-2a)+(2a-4)i

Como 1+ es raiz, entonces el residuo debe ser igual a cero, es decir
(b-4-2a)+(2a—4)i=0+0i
Por igualdad de mimeros complejos

h—4-2a=0 '6))
2a-4=0 2)

de Ia ecuacidn 2
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sustituyendo este valor en la expresion 1

b-4-2(2)=0 = b=8
6. ¢Cudl es la relacién que debe existir entre a y b para que el polinomio p (x)=x'+ax+5b
sea divisible entre (x—-c)’ ?
Determinar una expresion de la constante ¢ en términos de las constantes a y b.
Solucién
Efectuando la divisién

x+2¢
O =2ex 4+ 406 +ax+b
2ex’ +(a—c2)x+b
(.fz-lr?’c;1 ) x+b-2¢°

Como debe ser divisible, el residuo vale cero

a+3c’ =0 8))
b-2c¢'=0 2
despejando ¢ de la expresion 1
=~ 2 N c=t -2
3 3

2
entonces, ¢ =+ [— E]

Hevando este valor a la ecuacidn 2 y despejando b

3
b=t 2(—3)2
3

Por otra parte, multipticando por 2¢ 1a ecuacioén 1, por 3 1a 2 y sumando

2ac+ 687 =0 (1’)
3 ~6° =0 Q"
2ac +3b =0
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finalmente, despejando ¢
-3b

o=~

2a

7. Verificar que P{x)=x’-(a+b+c)x’+(bc+ac+ab)x~abc es divisible entre
(x-a)(x-&}. ;Cuél es el cocientc?

Solucion

Si el polinomio p (x) es divisible entre (x—a) (x—5), por el teorema del factor, también es
divisible entre x—a . Asi que, empleando divisién sintética primero con ese factor

1 —(a+b+c) bctact+ab —abe

a —aqb—ac abc

1 -b-c be 0]

de manera que se comprieba que x—a es factor de p (x).

Ademads, el polinomio reducido es
p(x)=x*~(b+c)x+bc

Ahora, con el factor x-5
1 —(b+c) be
b b -bc

‘l - @

Por lo tanto si es factor de p (x) y el cociente es g (x}=x—c

8. Determinar el valor de 8, en radianes, de tal maneraque z = 0

h=sen® @—cos’ @+sen 8—2sen’ @
Solucion

Dado que cos® @=1-sen’ &

h = sen’ 9—(1—56!12 9)+scn 6 -2 sen® @
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teduciendo términos semejantes
h=sen’ @-sen® @+sen 6-1
se trata de un polinomio en sen & y lo que se hari es determinar sus rafces.

Haciendo x=sen &
h=x=-x*+x-1
de acuerdo con la regla de los signos de Descartes

h=x-x*+x-1" 73 variaciones

Fatanlal

si se sustituye x por -x:

R{-x)= —x' =x* ~x-1 ; no hay variaciones

entonces
j2 23
Raices reales positivas (3 | I
Raices reales negativas (0 | 0
Raices complejas 0 |2
Total 3 [3
Para las posibles raices racionales, se determinan los
posibles numeradores 1
posibles denominadores +1
posibles raices racionales + 1

dado que no hay raices negativas, s¢ intentara con x =1

1 0 1

[t o 1 [ol

Esto significa que x =1 es una raiz, el polinomio reducido queda

1 -1 1 -1
1

¥ +1=0 = x==%1i
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entonces, 1a Unica raiz real es x =1 y como x =sen #, se tiene

sen @ =1
finalmente
6 = ang sen (1)
0="1omr
2
donde
n=0, £1, £2, ..

9. Determinar ¢, be R, de tal manera que x* +4 sea divisible entre x* +ax+b.
Solucién
xi—ax+a’-b

2 +ax+blxt+0x° +0x2 +0x+4
- (x‘ +ax’ +bxt )

—ax® —bx’
- (—ax3 —~a'x’ —abx)
az—b)xz-rabx
- (a2 —b) x* +(a3 —ab)x+azb—b2]

(-a’ +2ab) x+(4-a*b+b)

dado que el residuo debe ser cero
—a* +2ab=0 (1)

A-ag’b+b* =0 2)

analizando las dos ecuaciones se observa que a tiene que ser diferente de cero, pues de la
ecuacién 2, b tendria que ser complejo. Entonces, dividiendo eptre a ambos miembros de la
expresion 1

-a’+2b=0; a=0

por lo tanto
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sustituyendo en la expresion 2
4-(2b)b+b* =0
4-20* 40" =0

4-2=0 = b=2

b no puede tomar e] signo negativo de la extraccidén de raiz, ya que o =25 y entonces a
tendria que ser complejo.

Sustituyendo el valor de &

finalmente

10. Demostrar que el polinomio p { x}=nx™' —(n+1) 2" +1 es divisible entre (x-1 )2 , neN.
Obtener ¢l cociente.

Solucion

Este ejercicio puede resolverse por medio de induccién matemética aqui se efectuara por medio
de divisién sintética.

Dado que el polinomio debe ser divisible entre (x—l)2 , esto significa que x=1 es raiz del
pelinomio con multiplicidad 2.

Entonces

(n+2) términos
no—(n+1) 0 0 .. 0 1
n - -1 ... -1 -1

|ln -1 -1 -1 . -1[d
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Obsérvese que por ser un polinomio de grado n+1, se tienen n#+2 términos ¢n el primer
renglén de la division sintética. Por otra parte, como el residuo es cero, si es divisible p {x)

entre x—1.

Ahora se trabajara con el polinomio reducido, el cual tiene »n+1 términos por ser su grado una
unidad menor que el del original,

(n+1) términos

n -1 -1 -1 .. -1 -1
t n  ~l+n 2+n -(n-2)+n ~(n-1t)+n
! n =l+n —-24n -3+n .. 1 @

Q.E.D.

El cociente es, entonces
e(x)=m""+(n=1}x"?+(n=-2) X" +..+2x+1
con n términocs.

11. Sea €l polinomio p (x )=x*-ax’ +a+3. jPara qué valores de, a € R, las cuatro raices de
p (x) son reales?

Solucion
Si se hace un cambio de variable
Considerando y=x* = p(y)=r'-ay+a+3

Para encontrar las raices, se utilizara la férmula de la ecuacién de segundo grado

_ at.\/a’-4(a+3)

rE 2

axvat—4a-12




CAPITULO 3. POLINOMIOS

como y=x:

2

N =a:§: (a—6)(a+2)

2

entonces

x=iJaiJ(a-6)(a+z)

2

Primeramente, (a—6)(a+2) debe ser positivo o nulo para que al extraerle raiz cuadrada el
resultado sea real.

Entonces
(a-6)(a+2)20
Ambos factores deben ser positivos 0 ambos negativos, entonces

az6
= a2é6
a=-2

as<o
= g<£--2
a=-=2

Para este primer radical, el conjunto solucion es
(—o<a<-2)u(6<a<+o)

Analizando ahora el segundo radical, el cociente

+ -6 2
at(a-6)(a+2) .0
2
dado que ¢l denominador es una constante positiva, el numerador debe ser positivo o nulo tanio

con el signo (+) del radical como con el {-).

De inmediato se desecha el intervalo —e0 <a <—2, pues con el signo negativo del radical se
tendria el numerador negativo y, por io tanto el cociente también negativo.

De manera que el conjunto solucion es

az6
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12. Para cada uno de los siguientes polinomios:

. p(x)=6x° —5x"— 41’ + 71 ~37x46
2. g(x)=8x"—4x" +3x*-2x°

Determinar

a) Las posibles raices racionales.
b) El niimero maximo y minimo de raices reales positivas, negativas y complejas, usando
la regla de los signos de Descartes.

Solucion

1. Para el polinomio p (x)=6x"-5x" - 41x’ +71x* —37x+6, se tiene
a) Las posibles rafees racionales de p (x) tienen como numerador a los factores, positivos

y negativos, del término independiente del polinomio y como denominador a los
factores del coeficiente de la variable de mayor exponente en el mismo. De esta forma
se tendra:

posibles numeradores
1, £2, 3, t6

posibles denominadores
£, 2, +3, +6

posibles raices racionales

+1, 4_-1, il, +1 +2, iz‘-, +3, £> 46
2 6 3

3

[ R

b) Se tiene que el mimero de raices reales positivas en p(x), es igual al ndmero de
cambios de signos en el polinomio, o0 menor que éste en un NUMETo par.

Por otro lado, el mimero de raices reales negativas en p (x) , es igual al nimero de
cambios de signos en p (—x), o menor que éste en un niimero par.

Los cambios de signo en los polinomios p (x) y p(-x) son

p(x)=6x ~5x" -4l +71x* -37x+6 cuatro cambios de signo.

p(-x)=6 (-x)' -5 (-x) -41 (=x) +71(-xY =37 (-x)+6

p{—x)=—-6x"—5x" +41x’+71x* +37x+6 un cambio de signo.
—
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De acuerdo con lo anterior, dado que p(x) presenté cuatro cambios de signo,

entonces dicho polinomio tendrd cuatro, dos o cero raices reales positivas y sélo una
raiz real negativa; puesto que en p (—x) hubo solamente un cambio de signo.

Esta informacién se puede resumir en una tabla, donde se consideran ademis, las

posibles raices complejas del polinomio obtenidas mediante la diferencia del total de
raices de p { x), menos el mimero de raices positivas y negativas del mismo.

De esta forma, para el polinomio p (x) la tabla serd

R. Positivas 4 12 ]0 |
R. Negativas 1 11 1
R. Complejas 0 |2 |4
Total de raices 5 |5 |5

Si se obtuvieran las raices del polinomio p(x), éstas serian: (s¢ sugiere verificarlas
por divisién sintética)

x, =1
X, =2
|
x3—5
1
x4 =§
Xs=-3

Como se puede observar cuatro raices son positivas ¥ una negativa, lo cual coincide con
la primera posibilidad de la informacién resumida en la tabla anterior.

2. Para el polinomio g {x)=8x" —4x°+3x* —2x*, se tiene

a) Dado que g (x) no tiene término independiente y el exponente menor del polinomio es

dos, el polinomio tiene dos raices nulas, por consiguiente el anilisis pedido se hara al
polinomio reducido que resulta de factorizar x* en g (x).

g (x)=x(8x"-4x +35*-2)

posibles numeradores: +1, 2
posibles denominadores; +1, #2, 4, 18

. . 1 1 1
posibles raices racionales: +1, & 3 + Z; + 3’ +2
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_ 2 (RS 4 2 . \
b) q(x) x {8x° —4x +3x 2) tres cambios de signo.

g (=x)=x" (-8x’ +4x* +3x* ~2) dos cambios de signo.

De donde, ias cinco raices del polinomio reducido deberan coincidir con alguna de las

siguientes posibilidades:
R. Positivas 3 1 1 3
R. Negativas 2 12 10 |0
R. Comuplejas 0 [2 |4 [2
Total de raices 5 |5 15 |5

13. Determinar las raices del polinomio
p{x)=x'-9x"+25x -19x-6

Solucion

Primeramente, se recabard toda la informacién posible sobre las raices del polinomio p (x),
empleando la regla de los signos de Descartes, entonces:

p(x)=x"-9x" +255*-19x—~6  tres cambios de signo.
—y

p(x)=x"+9x’+25x*+19x~6  un cambio de signo.
—>

por lo que las raices pueden ser

R. Positivas
R. Negativas
R. Compiejas
Total de raices

Las posibles raices racionales de p (x) seran

| S
B lpd] =]

posibles mmmeradores: 1, +2, £3, +6
posibles denominadores: *1,
posibles raices racionales: 1, £2, +3, +6

De acuerdo con la tabla, el polinomic p (x) tiene una raiz negativa y al menos una positiva,
por lo que se probarin por division sintética las posibles raices positivas.

2 -14 22 6 x=2

17 11 3 [0

t -9 25 -19 -6
2
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probando con el siguiente valor:

1 -7 11 3
3] 3 -12 3 x,=3

1 -4 -1 [0

de donde ¢l polinomio reducido es

g{x)=x"—4x-1

aplicando la ecuaci6én de segundo grado para obtener las dos raices restantes se tiene

x3=2+~/§

xzii'_.___ “16+4=21.__"20=2;|;J§
2
x4=2-\/§

2

por lo tanto, las raices de p (x) son

x =2 x,=3 x3=2+w/§; x4=2—\/§

14. Obtener las raices del polinomio
F{x)=x"-5x" +102° -10x* + 5x -1

tomando en cuenta que f (1)=0.

Solucién

De acuerdo con el enunciado, x, =1 es raiz de f (x), por lo que el polinomio reducido sera

1 -5 10 -10 5 -
1] 1 4 6 41
14 6 -4 1 [

g (x)=x"-4x’ +6x° —4x+1

aplicando la regla de Jos signos de Descartes, se tiene
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g (x)=x"—4x° + 62" —4x +1 cuairo cambios de signo.
AL_A A

g (—x)=x"+45" 165> +4x +1

Como se puede observar en g, {—x) Do se presentaron cambios de signo, lo cual implica que

¢, (x) no tiene raices negativas.

R. Positivas 4 12 |0
R. Negativas 0 10 |0
R. Complejas 0 2 14
Total de raices 4 (4 |4

Las posibles raices racionales de p, (x) serén:

posibles numeradores: 1,

posibles denominadores: +1,

posibles raices racionales: 1,
probando la tnica posible raiz positiva:

1 -4 6 -4 1
1 ] 3 3 -1 x=1

1 3 3 -1 [

de donde el polinomio reducido es

g, (x)=x"-3x>+3x-1

dado que para g, (x) sus posibles raices son +1 y considerando que g, (x) sélo tienen raices
positivas, de nuevo se probari

1 -3 3 -1
1
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factorizando

por lo que, las raices de f {x) son

X =Xy =Xy =X, =X =1

15. El polinomio f {x)=x*+4x"+3x"—8x—10 ticne dos raices irracionales. Situar cada una
de estas raices entre dos nimeros enteros consecutivos.

Solucion
Obteniendo las posibles raices racionales de f (x) se tiene

posibles numeradores; +1, £2 15 110
posibles denominadores: ti,

posibles raices racionales: 1, #2 £5 =10

para determinar entre qué nimeros enteros se encuentran las raices irracionales de f (x), se

buscaran los cambios de signo en el residuo de la divisién sintética, al probar las posibles raices
de dicho polinomio.

De esta forma se tendra

1 4 3 -8 -10

1| 15 8 0
158 0 [-10]
1 4 3 -8 -10

21 2 12 30 44
1 6 15 22 [34

Dado que para x=1 y x=2 se present un cambio de signo en ¢l residuo, esto implica que
entre 1 y 2 existe una raiz irracional, entonces

l<p<2
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Como se puede observar, en el tercer renglén de la segunda divisién sintética no existen
nimeros negativos, 1o cual implica que el nimero dos es cota superior de las posibles raices del

polivomio £ (x), por consiguiente, se buscard la segunda rafz irracional con valores
negativos.

1 4 3 -8 -10
-1 -1 -3 0 8

1 3 o -8 [9

1 4 3 -8 -10
-2 -2 -4 2 12

1 2 -1 -6 [2

puesto que para x=-1 y x=-2 también se presenté un cambio de signo en el residuo,
entonces entre -1 y -2 se encuentra la segunda raiz irracional de f (x}, esto es

~2<rn <-1

16. Determinar las raices del polinomio
p(x)=x"-9x"+25x*-19x-6

Solucién

Obteniendo las posibles raices racionales

posibles numeradores: +1, +2 13 16

posibles denominadores: *1

posibles raices racionales: 1, 2 13 6

empleando 1a divisién sintética se tiene

1 9 25 -19 -6
2| 2 -14 22 6 x=2

1 -7 11 3 [
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1 -7 1t 3
3] 3 -12 -3 x =3

i1 <4 -1 [d]

del polinomio reducido se puede plantear la ecuacién

x2—dx—~1=0

de donde

coAeVl6+d 4200 4525 L e

2 2 2

por lo tanto, las raices de p (x) son
=2 x=3 x3=2+\/§; x4=2—\/§

Obsérvese que las raices irracionales que se presentaron { x; yx, ) son de la forma a++/b y

a~+/b . Existe un teorema que afirma que, si un polinomio de coeficientes racionales admite

una raiz irracional de la forma a+v& , donde a, beQcon b>0, entonces, a—+/b es otra de
sus raices.

17. Dada la funcién f (¢) definida por
F{t)=256¢-128,-96¢ +81+5
si x=41¢ obtener

a) El polinomio f (x)
b) Los valores de ¢ para los cuales f (¢)=0,

Solucién

X - .
a) Como x=d¢ entonces t=7 . por consiguiente f (x) sera

f{x)=256 [%)4—123 (i—}s —96(§T+8(%)+5
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simplificando

f{x)=x" -2 —-6x" +2x+5

by Para obtener las raices del polinomic f (¢), se determinarin las raices del polinomio
S (x) y posteriormente se regresard a la variable original, obteniendo con eilo las
raices buscadas.

Posibles raices racionales de f (x): *1, 5

-1 3 3 5 x=-1

1 -3 -3 5 [df

1 -3 -3 5
1

1 -2 -6 2 5
~1

I =2 -5  x=1

1 2 -5 [of

de donde se obtiene
x-2x-5=0

con io cual 1as dos raices restantes seran

xz?.iJ;HZO =2i;[2_4=24_r§\/€=1”g

x3=1+\/g y x4=l—\[6

regresando a la variable original, se tiene

X
COmo ¢ = Z cntonces
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1,46
4

1.6

4 4

Comprobar que los valores de ¢,, £,, £, ¥ f, son las raices del polinomio f (f)

18. Obtener las raices del polinomio

plx)=x+4x'-x" -4
Solucién

Para obtener las raices del polinomio p (x) , $e efectuara el siguiente cambio de variable:

six’ = w entonces

p(w)=w +4w' —w-4

Obteniendo las raices del polinomio p {w), se tiene

posibles raices racionales de p (w): +i, 2, +4

1 4 -1 —4
1| 1 5 4 W,

15 4 o

I
—_—

de donde se obtiene

w +5w+4=0

factorizando

(w+1) (w+4)=0

entonces
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regresando a la variable original

2 X =1
para w, =1, entonces x” =1, =l = 1
’ x, =i

para w, =-1, entonces x” =—1; x=1v-1 = X .
=—

'l
s X, =2i
para w, =—4, entonces x’ =~4;, x=+J4 = )

19. Calcular el valor de k v las raices del polinomio:
F{x)=2x"+3x" +hx* +152° —32x% +12x
si x=1 es uno de sus factores.
Soluciéon
Factorizando el polinomio f (x)

S{x)=x {25 +3x" +hoc’ +150 -32x+12)=x 0 (x)

o(»)

dado que (x—1) es factor del polinomio { (x), entonces se debe cumplir que Q (1)}=0
Q(1)=2(1) +3(1) +& (1) +15(1)" =32 (1)+12=0

simplificando

2+3+k+15-32+12=0
k+32-32=0
k=0

por lo que, ¢} polinomio @ (x) sera
Q(x)=2x" +3x*+15x% —=32x+12

Obieniendo las raices por medio de division sintética
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23015 -32 12
1| 25 5 20 -12  x=I

12 55 20 -12 [

2 5 5 10 -12
-3 -6 3 -24 12 x,=-3

2 -1 8 -4 [g

2 -1 8 -4
1 1 0 4 xs—l
2 2
2 0 8 [o]
de donde
2x*+8=0
x'=-4 x=%y-4 Yo =2
X, ==2

Finalmente, las raices del polinomio f (x) son

I
=L x,=-3 = x, =28 x;=-2 x,=0

20. Para el polinomio p (x}=2x*+4x’ + Bx* - 6x+4 determinar
a) Los valores de 4 y B para que el polinomio p(x) sea divisible entre (2x-4) y

(x-1).

b) Las raicesde p(x).
Solucién

a) Dado que p (x) es divisible entre (2x—4) y (x—1), entonces al dividir p (x) entre
dichos factores el residuo de la division debe ser igual a cero, de donde se tiene

2 A4 B -6 4
2 4 2448  4A4+2B+16 B8A+4B+20
| 2 A+4 24+B+8 4A+2B+10 B8A+4B+24=0 wl(1)
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2 4 B -6 4
| 2 A+2 A+B+2 A+B-4
|2 A+2 A+B+2 A+B-4 A+B8=0 (2)

De acuerdo con lo anterior, se han generado dos ecuaciones con dos incégnitas, las que
resolviendo simultaneamente daran los valores de A y B buscados.

8A+48=-24 (1)
A+B=0 (2
simplificando 1a ecuacion 1
2A+B=-0 (1)
A+B=0 (2)
de donde se obtiene
A=-6 y B=6

por lo tanto, ¢l polinomio p (x) sera
px)=2x"—6x"+6x° ~6x+4

by Obteniendo las raices de p (x) por division sintética, se tiene

4
4 -4 4 -4 x=2
2 2 2 2 [g

2 -6 6 -6
2

2 -2 2 2
i 2 0 2 x=1

2 0 2 ol

de donde
2 42=0, x=td-1 =
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Dadas las siguientes expresiones, indicar si son o no polinomios; en caso afirmativo
determinar su grado y en caso negativo decir porqué.

L, 2 , 4, 7 . 3,5, 6 I
a Xy=— -1 T S
A R TRhE
4_ k| 2_ —
b) v(s):s 55 +l4.s2 Os 14; s22
-

) p(¥)=(»"+2y-8)(y' =3y’ -7y +5)

5 mo4_o 3 .

QO h(x):x 7x" -8x +2x" +x-7
x+5

9 y2=(x—3)(x—2)(x+1)

4
N fx)=4x""-7x"7+8x
g) 4x’—2x* -5x+8=90
h) m=12tan® #-7 tan’ #+5 tan 6 ~10-8 sec’ &
) p(x)=h(x)rg () /(%)
donde: / (x)=5x* +12x* ~8x* - 7x+8
g(x)=75"+6x*+2x-6
F(x)=-3x" ~2x°+5x" + 7%’ ~14x* ~8x +4
P of(x)=3x7 27 +7

2. Demostrar que x+a es factor de p (x)=x*—¢*" donde ne N.
3. Demostrar que  (x)=x'"" ~1 es divisible entre x’ -1
4. Demostrar que f (x)=x"—3abx+a’ +b’ es divisible entre x+a+5.

5. Determinar los valores de p y ¢ de tal manera que una de las rafces de 4 (x) sea el
cuadrado de otra. Demostrar que la tercera raiz es la suma de las anteriores:

h{x)=x+px+q

6. Sea el polinomio p(x)=x""-2, donde neN. Determinar la naturaleza de sus raices
utilizando la regla de los signos de Descartes.
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7. Sea ¢l polinomio k{x)=x""-2, donde ne N Determinar la naturaleza de sus raices
utilizando la regla de los signos de Descartes.

8. Determinar los valores A y B de tal manera que se cumpla la igualdad

fAx)=h(x)

donde
F(x)=3"-2x"-x*-x+32
h{x)=4 (x3 +2x° —4x——7)+B (x" +x2—3x+6)
9. Determinar los valores de A, B, C, D y E de tal manera que se cumpie la igualdad

3x4+4x3+16x2+20}c+9= A +Bx+C+ Dx+FE
()C+2)(I2+3)1 X422 X' 43 (x2+3)2

10. Demostrar que para el polinomio p{(x)=x’+7x—6i, x, =i es una raiz de p(x) pero
x, =—i no lo es. Explicar por qué no, aunque los dos nimeros son complejos conjugados.

11. Determinar p y ¢ para que x* +4° sea divisible entre x* + px+¢; aeR.

12, Determinar el valor o los valores de &, de tal manera que ¢ sea nulo
t=3tan’ §+2sec’ §~4tan’ @+4 tan §-7

13. Calcular el valor o los valores de x para que fvalga 5

111
fe=gmmg-go3

14, Dado el polinomio p (x)=(a-2)x*~2ax’ +a-1, determinar el intervalo de valores de

a, a€ R, de tal manera que las cuatro rafces de p {x) sean reales.

15.Determinar los valores de a, <R, para los cuales el polinomio
p{x)=(a+5) x" +(2a+3) x" +a+3 tiene sus cuatro raices reales.

16. Para cada uno de los siguientes polinomios, obtener sus raices, incluyendo en su desarrollo
la utilizacién de la regla de los signos de Descartes.

2 p(x)=2 +4x" +225° + 445" +36x+ 72
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b) f(x)=2x"+10x* +11x* — 42" - x+6

c) .g(Ji:)=2}c:5«-x5-4-Jr"—x3—x2

d) h(x)=x-x"-5x>+5x"+6x-6

e) g(x)=2x"+12x" +26x" +28x’ + 24x+16
f) R(x)=x"-2x"—x"-4x’-14x" +16x+24

17. Obtener el valor de a en el polinomio
S(x)=x"+ax+16
de tal forma que f (x) admita dos raices iguales.

18. Determinar los valores de los coeficientes a, b, y ¢, de tal forma que sean ademas raices del
polinomio.

px)=x-ax’ +bx—c

19. Obtener las raices del polinomio f {x), si se sabe que

f(x)=p(x)-a(x)

donde

p(x)=x"+1 y
g (x)=x"-3x" -9x* +20x°

20. Expresar mediante factores lineales al polinomio

p{x)=x"-5x"+4x" +14x* —-32x" 4+ 24x, si se sabe que @ =1~i es una de sus raices y
ademas que £ (3)=0.

21. Obtener las raices del polinomio
F(x)=x+(1-i)x* +(2-1} X +(4-2) X" + (-8~ 4i ) x+8i

si se sabe que x =i es una de sus raices.
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22. Obtener las ratces del polinomio
P (x ) =x =2x% 41" +2x* = d4x’ 4457 - 4x

si se sabe que tres de ellas son
aq=1-i; a=Vv2 vy a3=—ﬁ
23.81 a =3+ es vna raiz del polinomio
S(x)=x"-8x" +ax’ - 2027
determinar

a) El valor de la constante a.
b) Las raices del polinomio f {x).

24, Obtener las raices del polinomio
¥ (x)= X +xt 25 =3+ 57 - 2x
si se sabe que V-1 es una de sus raices.

25. Para el polinomio f (x)= 4x’+2x" - Bx+2 determinar
a) Losvaloresde Ay B, sisesabeque f(1)=6y f(2)=20.
b) Las raicesde f (x).

26. Obtener las rafces de los siguientes polinomios:

a) p(x)=20"-2x"+2x"-2x’

b f(x)=x+1"+x"+1
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RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1. a) §i, es polinomio en x y su grado es ocho.
b) No, se trata de un cociente de polinomios, pero al dividir se obtiene un polinomio de
grado 3.

¢} Si, es un polinomio eny con gr (p)=>5

d} No, es un cociente de polinomios.,

e} No, por no ser una funcion.

f) No, por las potencias fraccionarias,

g2) No, se trata de una ecuacion.

h) Si, es un polinomio en tan & y su grado es 3.
i) Si, es un polinomio en x con grado 10.

J) No, por tener potencias negativas.

5. p=~ (a2+aﬁ+ﬂ2) donde a, § sonraicesde h (x) y f=a’
g=ap’+a’g

6. Una raiz real positiva, una negativa y 2n—2 complejas.

7. Una raiz real positiva, ninguna negativa y 2» complejas.

8. A4=-2

11. p:i\/Z_; g=a

12. 8=

13. %, =

xl =
x, =cis 270°

x, = c¢is 90°
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14, a>2
15.—3$a$—£
20
16.2) X ==2 x2='\/5!'; x3=-‘/5i; x, =3 X, ==3
1
b} x=-1; x, ==2 X, = =3; X, =—+=1 xs—-z——-z-t
1
) x=x,=0 X =1 x4——5; X =1 X, =1

O r=t xn=V2Z x=-2 x=V3

e) X =X, =X, =2, X, =i X, =—i
D ox=-1 x=3 x3=~/§; x4--——\f§; x, =2i;
17. a=-12 las raices son: x,=x,=2; x,=-4
18.a=~1, b=-1 y c¢=1
19. x, =8,  x,=-i; x=x,=x=0; x=-4 x=
__1
5T 2

2. x =i,  x, =l x==2;, x,=2f @ x=-2
22. =1~ a2=«/5; a3=-x/§; a,=1+i; oa,=0;
oa=a,=0  a,=3+i o,=3-5 a;=2
2. x,=x, =i, x=x=-i; x=0, x=1 x=-2
25. a) A=1
B=-1
b) x=-2 x, =1, X, =—i
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26 Q) xy=x,=x,=0; x, =1, x,=-1; x,=1cis 45°%
x,=lcis135%  x,=leis 225°%  x,=lcis 315°
b) x, =1cis 60°%; x, =1 cis 180°%; x; =1 cis 3007
x,=lcis30%  x,=lcis150%  x,=1cis 2705

x, =1¢is 90°%  x;=1c¢is 210°%  x,=1cis 330°
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CAPITULO 4

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Se dice que la aritmética de los egipcios estaba muy adelantada para las simples exigencias de sus
asuntos cotidianos. El detalle mds significativo de este desarrollo estd en el hecho de que los
egipctos gustaban de realizar comprobaciones de sus célculos, lo cual parece indicar que ya en el
siglo XVII a.C., comprendian el valor de la demostracion en la aritmética.

Un problema de mayor interés es el planteado por Ahmes, consistia en obtener un nimero que
sumado a su quinta parte diera 21, Es posible que este problema tiviera cierto valor prictico, pero
el siguiente, fechado entre 2200 y 1700 a.C., es una muestra del desarrolio del pensamiento
matemdatico de los egipcios. Tal problema consistia en resolver las ecuaciones

x* +y? =100, y=-i-—x

(con el simbolismo propio de la época). Parece ser que este problema es uno de los primeros
ejemplos de sistemas de ecuaciones simultineas registrados en la historia. El método que se utilizé
para resolver dicho sistema de ecuaciones, llamado de falsa posicion, sobrevivié hasta los inicios
del siglo XV de nuestra era.

En la actualidad, el método de eliminacion de Gauss es, por su sencillez, el mds utilizado para
resolver sistemas de ecuaciones lineales simultineas. Existe una gran diversidad de problemas
relacionados con la cinemiética, la dinfdmica, la estética, la electrénica, la dptica y otras disciplinas
que conducen a sistemas de ecuaciones simultaneas.
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Sea el sistema de ecuaciones

x+xy+y=5 ..()
Siix+y-z=4  ..(2)
x+xz+z=-1 ..(3)

Determinar

a)six=2, y=1, z=-1essolucibnde S,y
b}si x =0, y =35, z =1 es solucidén de S.

Solucion

a) Sustituimos cada uno de los valores propuestos en las ecuaciones de S.
Para la ecuacién 1

2+(2)(1)+(1)=5
2+2+1=3

5=35
Para la ecuacién 2

2+1-(-1)=4
3+1=4

Para la ecuacion 3

Como se obtienen 3 identidades, x=2, y =1, z=-1 es una solucién de §.
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bj Sustituimos cada uno de los valores propuestos en las ecuaciones de S,
Para la ecvacion 1
0+(0}(5)+5=5
04+40+5=5
5=35

Para la ecuacion 2

0+5-1=4

Para la ecuacion 3
0+(0)(1)+1=-1
1=-1

Como en la ecuacién 3 no se obtuvo una identidad x=0, y=5, z=1 no es solucion del

sistema S, a pesar de que en la 1 y 2 si se obtuvieren identidades. Una solucién de § debe
satisfacer todas sus ecuaciones.

2. En caso de ser posible, obtener la solucion del siguiente sistema de ecuaciones lineales

2x+y+3z=-1
3x-2y+z=2
Sx-2y+2z=1

Solucion

Como se puede observar, los coeficientes de x en las tres ecuaciones son diferentes de uno y dado
que resulta mis simple iniciar el proceso de escalonamiento cuando se tiene por lo menos, en una
ecuacion, la primer incogmita con coeficiente unitario, entonces, en este sisterma de ecuaciones,
podemos optar por alguna de las siguiente alternativas:
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a)

b)

Multipiicar 1a primera ecuacién por un medio para obtener el coeficiente de x igual a uno y
con esto iniciar ¢l escalonamiento; sin embargo, los coeficientes de las incOgnitas restantes y el
término independiente serian fraccionarios, lo cual complica el procedimiento. Lo mismo
sucederia 1 intentamos esto con las otras dos ecuaciones.

Otra alternativa seria multiplicar por menos uno la primera ecuacién y sumarla a la segunda,
para lograr con ¢sto, el coeficiente unitario en x en la segunda ecuacién y con ello, proceder al
escalonamiento del sistema. Esta alternativa se considera méis conveniente que la anterior.

La opcion que se considera mas simple, es aplicar la propiedad de la conmutatividad de la
adicibén en las tres ecuaciones del sistema, de tal forma que la incOgnita que se deje como
primera tenga precisamente coeficiente unitario y, con ello, proceder al escalonamiento.
Apliquemos esta alternativa.

Como y tiene coeficiente unitario en la primera ecuaciéon del sistema, entonces se conmutara
con x en las tres ecuaciones, quedando como sigue:

y+2x+3z=-1 (D
=2y+3x+z=2 ..(2)
=2y+5x+2z=1 ..(3)

procediendo al escalomamiento, al multiplicar por 2 ambos miembros de la ecuacion 1 y al sumarla
con la ecuacion 2; y al multiplicar por dos ambos miembros de 1a ecuacion 1 y al sumarla con la
ecuacion 3, se obtiene:

y+2x+3z=-1 ..(1)
Tx+7z=0 .4
Ox+8z=-1 ..(5)

Al multiplicar por %— ambos miembros de la ecuacién 4, se tiene

p+2x+3z=-1 ..(1)
x+z=0 -{6)
Ox+8z=-1 ..(5)

Multiplicando por - 9 ambos miembros de la ecuacién 6 y sumarla a la ecuacién 3, se llega a
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P+2x+3z=~1 ..
x+2=0 ..(6)

—-z=-1 ..(7)
de la expresion 3

z=1
de la ecuacién 6

x=-1
sustituyendo en 1a ecuacidn 1 se tiene

y=-2

por lo tanto, 1a solucion al sistema de ecuaciones es

x==1
y==2
z=1

3. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

{ x+y=1 ..(1)
S
ix+ty=— .(2)

Solucién

Aplicando el método de Gauss

1 1| 1Y=R+R (1 1|1 é—(lﬂ')}?q 1 1| 1
P1)-i) o~ 0 1-i|-2 ~ 0 1]1-i

Por lo tanto y =1-; . Sustituyendo en la ecuacion 1

x+y=1
x+{i-i)=1
x—i=90
x=i

La sohicion del sistema Ses x=1, y=1-i.
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4, Obtener ¢l conjunto selucién del sistema
(2+2i ) x+(2+44i) y+(2+6i ) z+(2+8i} w=2+10i
{(—3+i} x+{4-2i) p—(1+i) z~diw=-2—i
donde x, y, z, weR
Solucién

Como el valor de las incégnitas debe ser real, entonces se expresa cada ecuacion de 1a siguiente
forma:

Primera ecuacion
2x+2x+2y+4iv+2z+6iz+ 2w+ Biw=2+10¢
agrupando
(2x+2y+2z+2w)+(2x+4y +62+8w)i=2+10i

por igualdad de nameros complejos se llega a

2x+2y+2z+2w=2 (1)
2x+4y+6z+8w=10 (2}

Segunda ecuacion
“3x+ix+dy-2iy-z—iz—4iw=-2-1{
agrupando
(3x+dy~z)+(x-2y-z-4w)i=-2-i
por igualdad

=Ix+4y-z=-2 ~.(3)
x=2y-z—4w=-1 w(4)

Con Ias ecuaciones de 1a (1) a la (4) se forma ¢l siguiente sistema de ecuaciones:
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([ 2x+2y+2z42w=2
2x+4y+6z2+8w=10
-3x+4y—-z =-2

x =2y— z-4w=-1
al simplificar las dos primeras ecuaciones, tenemos

X +y +z + w =1 (1)
x+2y+3z+4w=5 ..(2)
Bx+4y—z ==2 .03

x=2y —z —dw=-1 ..(4)

Restando la ecuacién 1 de la ecuacién 2; multiplicando por tres ambos miembros de la ecuacion 1
y sumarle la ecuacion 3; y al restar la ecuacién 1 de 1a ecuacién 4, s¢ obtiene:

'x+y+ z+w =1 1)
y+2z43w=4 «(5)
Ty+2z43w=1 -(6)

| 3y-2z-Sw=-2  ..(7)

Al multiplicar por -7 ambos miembros de la ecuacién 5 y sumarla con la ecuacién 6; y al
multiplicar por 3 ambos miembros de la ecuacidén 5 y sumarla con la ecnacion 7, se llega a:

[ x+y+z+w=l (D)
y +2z+3w =4 (8

~12z-18w==27 ..(9)

dz+ 4w =10 (10)

Al multiplicar por 3 ambos miembros de la ecuacién 10 y sumarla con la ecuacién 9; y al

multiplicar por -; ambos miembros de la ecuacién 10, se tiene:
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(x+y+z+w=1 (D)
y+2z+3w=4 -8
—-6w=3 iR}

2z+2w=35 w(12)

de Ia ecuacion 11 se obtiene

1
w=-— -
2
al sustituir w en la ecuacidn 12 tenemos
z=3
al sustituir en la ecuacion 1 se tiene
-_ 1
Y773
sustituyendo en la ecuacién 1, obtendremos
x=-1
por lo que la solucion al sistema es
x=-1
y= 1
2
z=3
1
w=-= -
2

5. Determinar la solucidn del sistema de ecuaciones lineales
a+f+2y=1
a+3p+y=2

2a+48+3y=3

| ~a+f-3y=0
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Solucién

Aplicando el método de Gauss

11 21y R+ y 1 21 11 21
2R +R, ~R, + R,

1 3 1|2 0 2 -1{1 0 2 -1]1

2 4 3(3] ~ Joz2 ah|™R*Rio 0 oo

-L1 3l0) g Lo2 i 00 6|0

Un sistemna equivalente a S ¢s

. e+ f+2y=1 ..(1)
{ 28-r=1 (2
De la ecuacion (2) y =28 -1

Sustituyendo este Gttimo resultado en (1)

a+f+2(28-1)=1

a+pB+4p-2=1

a+58=1
a=1-54

Haciendo g =¢ donde ¢{ € R, la solucién del sistema es

a=1-5¢, B =t, y=2f-1

6. Determinar los valores de a, b, ¢ € R tales que ¢l sistema de ecuaciones lineales

ax+by+ecz=0
M:{{a-b)x-cy+2=0

x+y+(b+c)z=0

tenga como solucién a x=¢, y=—f, z={ paratodo t €.
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Solucién

Sustituyendo ia solucidn en el sistema M y simplificando, se obtiene

at~bt+ct =0 (a=b+c)r=0
(a-b)t-ct+1=0; (a-b-c)i=-t
t—t+(bt+c}t=0 (b+c)t=0

Como el sistema es compatible para todo /R, se tiene que
a-b+c=0  ..(})
a-b-c=-1 ..4{2)

b+c=0 ..(3)

De la ecuacion 3 ¢ =—b; sustituyendo este resultado en la ecuacidn 2 se iiene que

a-b-(-b})=-1
a=-]
Sustituyendo este valor en la ecuacion 1
=1-b+c=0
-b+c=1
y como ¢=-b
-b+(-b)=1
=2b=1

Por tanto, a=-1, b=- % ye= %, son los valores solicitados.

7. Determinar Jos valores de 4 para el sistema de ecnaciones lineales

2x—y+hkz=1
-x+y—kz=0
2x—y+2kz=-1

sea compatible determinado.
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Solucién

Aplicando el método de Gauss

(2 -1 k 1RHR2 -1 1 k| 0)2R+R —11—k0_R2+R
-l L =kfo " 2 -1 k|l |ar+p3} 0 1 k|1 7
2 -1 2k |-l 2 -1 2|1 - 01 0 (-1
(-1 1 -k]0

0 1 —k|1

0 0 k|2

Un sistema equivalente al sistema dado es

-x+y—-hkz=0
y—kz=1
fz=-2

Por tanto si £ #0 ¢l sistema tiene solucién tnica, es decir, es compatible determinado.

8. Determinar los valores de a, de by de ¢ para que el sistema de ecuaciones lineales

x+y-z=a
3x+2y+z=b
Tx+b6y—-3z=c
sea compatible.
Selucién
Aplicando el método Gauss
1 -1 -3 1 -1 1 1 -1
i a\-3R+R, (1 a R +R, a
32 14{b|-TR+R,10 -1 4 |-3a+b 0 -1 4| -3a+b
7 6 3¢ o~ 0 -1 4 )-Ta+c ¢ 0 0 |Hda-b+c
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Para que ¢l sistema sea compatible se debe cumplir la condicién
—da—b+c=0

Despejando ¢

c=da+b

Por tanto el sistema es compatible si aeR, beR y c=4a+5

9. Sea el sistema de ecnaciones lineales

x42y+2z=0
S:4 2x+3p+z=0
“3x+my+nz=0
Determinar el corjunto de valores de m y n que hacen a § compatible indeterminado.
Selucién

Aplicando transformaciones elementales a la matriz de coeficientes de R

1 2 1\=2R+R (Ll 2 1 cerranfl 2!
2 3 1] o~ fo oa o [PFORIRNG
-3 m n)3R+R {0 m+6 n+3 - 0 0 n-m-3

Para que S sea compatible indeterminado n—m—3=0 Los valores solicitados pueden expresarse
come

n=m+3 F mek
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10. Determinar para qué valor o valores de k¥ eR el siguiente sistema de ecuaciones tiene solucién
distinta a la trivial.

( 2x+ky+z+w=90
3x+(k-1) y-2z-w=0

x=-2y+4z42w=0(

L 2x+y+z+2w=0

Solucién

Intercambiando la primera y tercera ecuacién, tenemos
x=2y+4z+2w=90 . (E)

3x+(k-1) y=2z-w=0 ..(E,)

2x+hy+z+w=0 . (E)

2x+y+z+2w=0 ..(E,)
Efectuando —3E +E,, ~2E +E, y -2E +E, se obtiene

x=2y+4z+2w=0
(k+5) y=-14z=Tw=0 ..(E,)
(k+ 4)y—7z—3w=0 (Eg)

S5y-T7z-2w=0
haciendo —E, + E,

x=2y+4z+2w=0
y-Tz—4w=0 ..(E))

(k+4)y-Tz-3w=0 ..(E)

Sy-Tz=2w=0 .{E)
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realizando — (k+4) E, + E, y ~5E, +E,

x—2y+dz+2w=0

y=Tz-4w=0(
(Th+21)z+(4k+13) w=0 ..(E,)
282 +18w=0 ..(E,)

multiplicando la ecuacién E,; por 2—18 ¢ intercambidndola con la ecuacién E,, tenemos
x-2y+4z42w=0
y—=Tz~4w=0
9
z+—w=0 .(E,)

14
(7h+21) z+(4k+13) w=0 ..(E,)

Al efectuar — ( 7k +21) E,, + E,, se obtiene

[ x—2y+4z42w=0

y-7z—4w=0

z+—9— w=0
14

[—-lk—l]wﬂ)
L2 2

Si k=-1 entonces la ecuacién cuatro queda reducida, con lo cual el sistema de ecuaciones
escalonado es de tres ecuaciones con cuatro incégnitas y por lo tanto, se trata de un sistema
compatible indeterminado que admite soluciones distintas de la trivial.

11. Sea el sistema de ecnaciones lineales

2kz-2a=4y-2x
6z+3a=y—x ; a, kel

2z2-2=2y=-x
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Determinar los valores que simultincamente deben tomar @ y k para que ¢l sistema sea

a) Compatible determinado.
b) Compatible indeterminado.
¢) Incompatible.

Solucion
Al reordenar el sistema se tiene
2x-4y+iz=2a
x—yp+6z=-3¢
x-2y+2z=2
La matriz aumentada del sistema es

2 -4 2k 2a || R 1 -2 ki a |~-R+R,
1 -1 6 |-3a}l2""'|1 ~1 6|-3a]|-R+R,
1 -2 2 2 ~ |1 -2 2| 2 ~

[1 -2 k a
0 1 (6-k)| 4a
0 0 (2-k)|2-a

Por facilidad, se responderan los incisos en el siguiente orden: ¢, by a

c) Si k=2 y ax#2 entonces el sistema es incompatible.
b) Cuando k=2 y a =2 el sistema es compatible indeterminado.
1) Vk#2 y a€lR el sistema es compatible determinado.

12. Sea el sistema de ecuaciones lineales
x+2y=-1
2x+3y~hkz==2
kxt+ky—yzr=2
-y—2z=0
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Determinar el valor o los valores de k€ R para los cuales el sistema sea
a) Compatible determinado.
b) Compatible indeterminado.
¢) Incompatible.

Para cada caso obtenga el conjunto solucién.

Solucion

La matriz aumentada del sistema es

1 2 01t-1 1 2 01 -1
-1R +R,
2 3 k|- R AR 0 -1 —k| 0 [-R,
k k —4 TR0 -k 4 k2| -
0 -1 -1]0 0 -1 -1| 0
1 2 0| -1 1 2 0 -1
kR, +R
0 1 k| 0 2771 k% 0 |
0 -k —4|k+2 0 0 k-4 k+2}
R, +R,
[0 -1 -1} 0© 00 k-1 0
1 2 0 -1
to k 0
10 0 (k+2)(k+2)|k+2
0 0 k-1 0
El sistema equivalente queda
x+2y=-1
y+iz=0

(k+2)(k-2)z=k+2

(k-1)z=0

si k=1, el sistema resulta
x+2y=-~1
y+z=90

—3z=3
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que es un sistema compatible determinado con & =1. En este caso el conjunto solucién es

{-3,1,-1}
Por otra parte, si k=-2 el sistema es ahora
x+2y=-1
y=22=0
-3z=0

Nuevamente el sistema es compatible determinado pero ahora su conjunto solucion es

{-1,0,0}

Si k=2, el sistema es incompatible porque en la tercera ecuacion se tieme la igualdad
incongruente 0=4,

Por Gltimo, para cualquier otro valor de k ¢l sistema es también incompatible ya que despejando z
de la tercera ecuacién

,= k+z _ 1
(k+2)(k—2) k=2

(1a cancelacién es posible porque k #-2)

por otra parte de la ecuacién (k-1)z=0

z= k—O_T =0
Estas dos ecuaciones son incompatibles.
Resumen
a) Compatible determinado para k=1y k=-2

b) No existe valor para que €l sisterna sea compatible indeterminado
¢) Incompatible si k=1, k#-2
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13. Dado el sistema
x+x,+x =1
ko, +3kex, +(2k +3) x, =14

fox, +lexy +{ k7 +4k +2) x; = 2k +1

Determinar el valor o los valores de & € R que hacen al sistema
a) Incompatible.
b) Compatible determinado.
¢} Compatible indeterminado.

Solucidn

11 1 1 1R +R[1 1 1 1
k 3k 2k+3 4 ~ |0 2k k+3 |4-k
k k K+4k+2{2k+1|-kR+R, [0 0 K +3k+2] k+1

Como k*+3k+2=(k+2)(k+1)

11 i l
0 2% k+3 4-k
0 0 (k+2)(k+1)]| k+1

El sistema equivalente queda

x+x+x=1 (1)
2k, +(k+3)x,=4-k .2
(k+2}(k+1) x,=k+t  ..(3)

a) El sistema es incompatible si & ==2, ya que las ecuaciones resultan:

X +x,tx =1
~4x,+x,=6
Ox; =-1

que €S incongruente.

155



CUADERNO DE EJERCICIOS DE ALGEBRA

b) Por otra parte, si k#-2, k=-1, el sistema es compatible determinado, ya que de la
expresion 3

k+1 1
(k+2)(k+1) k+2

y con el valor de x; pueda determinarse €l valor de x, al sustituir en la ecuacién 2 y con ellos se
tiene x, sustituyendo en la expresion 1.

¢) Finalmente, si £=-1, el sistema es compatible indeterminado. Al sustituir este valor el
sistema queda

X+x,+x=1 ..4)
~2x,+2x, =5 ..(5)

Ox, =0 ...{6)
De la expresién 5 2x, =5+2x,
_ 3+4+2x,
2
en la ecuacién 4
X+ X, §2X2%
2
5 2x, +;+2x2 -1

_544x,  -3-4x,
2 2

x =1

Por lo que ¢l conjunto solucién del sistema es

(-3—4):2’ . S+2x2]; %, € R
2 2
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14, Determinar los valores de kR de tal manera que ¢l sistema de ecuaciones lineales sea

a} Compatible determinado.
b) Compatible indeterminado.
¢) Incompatible.

X +3x, +2x, =1
X, +dx, =-7

b, + 7, + 6x, =5

x, +hke, =3
Solucién
1 3 2] -1 1 3 2 -1
0 1 4|-7|-kR +R,|0 1 4 ~7 |R, ©R,
k7 61-5 ~ 0 7-3k 6-2k|k~5 ~
0 1 kj-3 0 1 k -3
1 3 2 -1 . 1 3 2 -1
—F. F,

0 4 -7 273 0 1 4 -7
0 1 k -3 0 0 k-4 4
%k -7 +R
0 7-3k 6-2k k-S_( ) R+ R, 0 0 10k-22|-20k+44

R 113 2 14 13 2 -1
k=221 1 4 lglrRerlo 1 4 |
“00::-44 ~ 00 1 |-2
k:ﬁ-—S— 00 0 |2 0 0 k-4 4
1 3 2} -1
(4-k)R,+R, |0 1 4| -7
- 0 0 1| -2
6 0 0f2k-4
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Sistema equivalente

X +3x,+2x, =-1

X, +a4x, = =7 11
; k#-—
x, =2
0=2k-4

de manera que el sistema ser4 compatible determinado si k=2, también lo es si % =15—1 pues en
ese caso, antes de hacer la cancelacion, €l sistema equivalente es:
X +3x, +2x, =-1
X, +4x,=-7
(k~4)x, =4
(10k-22) x, =-20% + 44

Sik =%, la cuarta ecuacién queda ) = 0 y la tercera
[2—1—4).7:3:4

Para valores diferentes de & el sistema es incompatible.

lo cual conduce a una solucién tinica.

Resumen

a) Compatible determinado para k=6 6 para k =]-51

b) No hay posibilidad de que ¢l sistema sea compatible indeterminado.
¢) Incompatible si % ;e% 6 k=2

15. Determinar ¢! valor de A, ¢l de B y el de C de mode que
1 A B C

(x+1)(x—1)(x+2) =Jc-t-lqk;!c—ler+2
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Solucién
Al descomponer en fracciones parciales y efectuar la suma de fracciones se tiene

14 _ A N B + C
x+1}{x+1){x+2 x+1 x-1 x+2
(x+1)(x+1)(x+2)

(x~1}(x+2) A+ (x+1) (x+2)} B+(x-1)(x+1) C
(x+1)(x-1)(x-2)
(x2+x—2) A+(x2 +3x+2)B+(x2 -—l) C
) (x+1) (x-1) (x+2)
_ A + Ax—24+ Bx’ +3Bx+2B+Cx’ -C

(x-1}(x-1)(x-2)

Agrupando términos semejantes y factorizando

1 _(A4+B+C)x* +(A+3B) x+{-24+2B-C)

(x+1}(x-1}(x-3) (x+1)(x-1)(x-2)

1=(A+B+C)x*+(A+3B) x+(-24+2B-C)
Por igualdad de polinomios

A+B+C =0
A+38=0
—2A4+42B-C=1

Resolviendo este sistema por el método de Gauss

1 1 1]0Y-R+R, (1 1L 1]0 1 1 1]0
—2R, + R,

1 3 0 (0|2R+R |0 2 -1)0 0 2 -1]0

-2 2 ~141 ~ 0 4 1}l 0 0 311

Sistema equivalente

A+B+C=0 (1)
2B-C=10 2
3C=1 3)
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De la ecuacion 3

De la ecuacién 2

23-10 = -1
3 6
De la ecuacion 1
A+—l-+l=0 = A=—-l—
3 2
Por lo tanto al sustituir en la ¢xpresién original, se tiene
111
1 - 2.6 . 3
(x+1)(x-1)(x+2) x+1 x-1 x+2

16. La ecuacién de la parabola que se muestra en la figura es de la forma y =ax’ +bx+c, Sila
pardbola contiene los puntos 4 (4,10}, B{2,5} y C (2,1}, obtener su ecuacién.

\ -/

xR N L RE LR TR ERL T
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Solucién

Como la pardbola contiene a los puntos A, By C, éstos deben satisfacer la ecuacion
y=ax’ +bx+c.

Para 4(4,10), se tiene que 10=16a+4b+c

Para B{2,5), se tiene que S=4a+2b+c

Para C (-2,1), se tiene que 1=4a—2b+c

Los valores a, b v c en la ecuacién y = ax® +bx +¢, se determinan al resolver el sistema de
ecuaciones lineales

16a+4b+c=10

da+2b+c=5
4a-2b+c=1
Aplicando el método de Gauss
16 4 1]10 R R 4 2 1[5Y4R+R (4 2 1| 5 R +R
4 2 1 : 116 4 1|10| -R+R, |0 -4 -3|-10 :
4 -2 1|1 4 2 11 ~ 0 4 0| -4
(4 2 1] 5
0 -4 -3|-10
0 0 3 6

El sistema equivalente es
4a+2h+c=5 (1)

—Ab-3¢c=-10 ..(2)

3e=6 ...(3)
De la ecuacion 3 c=2
De la ecuacion 2 —4b-3(2)=-10=>b=1
De la ecuacién 1 - -—4a+2(1)12=5:a=%
Por lo que la ecuacion de la pardbola es
y=l X 4x+2
4
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17. Sean las rectas L,, L, y L, de ecuaciones
L: y=2x+43
L  y-1=4{x+5)

L,:

1% 5
+
02 e
[
J—

Determinar si las rectas dadas se intersecan en el mismo punto.

Solucién

La ecuacién de L, se reescribe como 2x—~y=-3
La ecuacion de L, se reescribe como 4x—y=-21
La ecuacién de L, se reescribe como 3x+2y=6

Se determina el punto de interseccion de L, y L,

2x—-y=-3
4x—y=-21

De donde
2 1] 3V-2R+R, (2 ~1| -3
4 -171-21 ~ 0 13-15

Sistema equivalente
' 2x—y=-3

=-15
Siy = -15 entonces x=-9

El punto de interseccidn de Ly L, es (-9, -15)

Si L; se intersecan con Ly L, en (-9, —15) este punto debe estar contenido en L, .
Sustituyendo x=-9 y y=-15 en la ecuacién de L, se tiene
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3x+2y=6
3(—4)+2(-15)=6
-27-30=6
=57=6

lo cual es falso. Por tanto las rectas L, L, y L, no se intersecan en €l mismo punto.

Otra forma de investigar si las rectas se infersecan en un punto, es determinando si el sistema de
ecuaciones tiene solucién tinica

Aplicando el método de Gauss

-2]

El sistema equivalente § y =—15 resulta incompatible

2x~y=-3
qx-y=-21
3x+2y=6
-3 -1 -3| 9Y4R+R (-1 -3 | -9
-R+R -3R,
4 —-1|-21|3R+R | G -13|-57
6 3 2 6 - o0 -7 |-21
-9 R+ -1 =31 -9 lR -1 3] -9 N
-57 ’R20 1 }-15]4°3%| 0 1}-15 R+ &,
42 0 14| 42 - ¢ 1 3
-15
18
-x~3y=-4
0+10y =18

Por tanto L,, L, y L, no se intersecan en el mismo punto.
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18. Obtener el punto de interseccién de los planos x,, 7, y &, cuyas ecuaciones son:

m 3x+2y-4z=12
y: =x+S5y+z=2
T —2x—-y+3z=-8

Solucién

Para obtener el punto de interseccién entre los planos: 7, 7, y 7, simplemente se resuelve el
sisterna de ecuaciones lineales

3x+2y-4z=12
—x+5y+z=2
~2x-y+3z=-8
Por método de Gauss
3 2 4|12 —5123R+R2-15122R,
R
405 12|k, 2R +R, 17 -1] 18 |3R,
-2 -1 3 |-8 -2 3 8 -1 11-12) ~
(-1 5 1| 2 2 2 5 1 1R, + R,
+ —_—
034—2363&011031{’0110&
L0 -33 3 |-36 ¢ -33 3|-36) ~ {0 =1l 1]|-12
(-1 5 1| 2 Y1 -1 5 1|2
0 1 100 TER’ 0 1 1]0
L0 0 12|-12) -~ Lo 0 1|1

El sistema equivalente es
—x+5y+2=2 D

y+z=0 -(2)
z=-1 ..(3)
Sustituyendo z =-1 en (2) se obtiene y=1.

Sustitayendo y=1y z=-1 en (1) se obtiene x=2.
Por tanto, los planos 7,, 7, y 7, se intersecan en ¢l punto (2,1, -1).
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19. Determinar el polinomio de tercer grado p ( x) cuya grafica se muestra en la siguiente figura:

Ya
p )

Punto maximo
relativo

Punto minimo
relativo

Solucién

Sea p (x)=ax’ +bx* +cx+d . A partir de la graficade p (x) y puesto que (1,9) y (~2,0) son
puntos que pertenecen a ella:

p(l)=a+b+c+d=9 (1)

p(-2)=—8a+4b-2c+d =0 {2}

Por otra parte, la derivada de p (¥} es el nolinomio
-2 -1 0 1

Px 261, .

ycomoen x=-1 yen x=0, p (x) tiene valores extremos:

p(-1)=3a=2b+c=0 ..(3)

P (0)=c=0 (4)

Sustituyendo la ecuacion (4) en las ecuaciones (1), (2) y (3) se construye el sistema de ecuaciones
lineales:
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a+b+d =9
S:4-S8a+4b+d =0
3a-2b=0
Luego,
11198R,+R2111911119
—84!0-0129?2?2-&01%6-—
3 -2 000)-38+R\0 -5 3{-27) ~ |, o | o
s At
It 119
5
Baklo 1 3
~ 4
00 213
4

por tanto d=4, b=3 y a=2. El polinomio cuya grifica se muestra en la figura es

P (x)=2x3+3x1+4

20. La asuma de las tres cifras de un nimero es diez, La suma de la cifra de las centenas y la cifra
de las decenas excede en cuatro a la cifra de las unidades y la suma de la cifra de las centenas
y la cifra de las unidades excede en seis a la cifra de las decenas. ;Cuil es dicho niimero?

‘Solucion

Consideremos que el mimero buscado es xyz, donde x representa la cifra de las centenas, y a las
decenas vy z las unidades. De acuerdo con esto y los datos proporcionados, se llega al siguiente
sisterna de ecuaciones:
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x+y+z=10

x+y-4=z

X+z=06=y
ordenando tenemos

X+y+z=10

x+y-z=4

X—y+z=6
escalonando

1 1 1]10|-R+R, (1 1 1|10
1 1 ~l{4|-R+R |0 0 -2}-6
1 -1 1]6 ~ 0 -2 0|4
de donde se obtiene que
x+y+z=10 = x=5
-2z=-6 = z=3

2y=-4 = y=2

por lo que €l mimero es 523

21. Se va a realizar el inventario de una libreriza que cuenta con un total de 30000 libros. Los
titulos que en ella se manejan son de fisica, quimica, matematicas y termodinamica. El nimero
de libros de fisica es igual a la suma de los libros de matematicas mas los de termodindmica.
Si al doble del nimero de libros de matemdticas se le suma 10000, se obtiene el mimero de
libros de quimica y la suma del ndmero de libros de quimica, mateméticas y termodinimica es
de 23000. ;Cuantos ejemplares hay en existencia de cada titulo?

Solucién

F — # de libros de fisica
0 — # de libros de quimica
M —» # de libros de matemdticas

T — # de libros de termodinamica
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con los datos proporcionados se llega al sistema
(F+ 0+ M +T =30000

F=M3+T
2M +10000 = Q

| O+ M +T =23000

de donde se llega a
F+0+M+T=30000

F-M-T=0
O-2M =10000
O+M+T=23000

Efectuando el escalonamiento con la matriz aumentada tenemos

11 1 1 }30000 1 1 1
—R+R,

10 -1 1| 0 0 -1 -2
-R;+R,

0 1 -2 0 {10000 0 1 -2

01 1 123000 0 0 3

[1 1 1t 1 30000 11 1

0 1 -2 0} tO00O |2R, +Ra 01 -2

0 0 -4 -2|-20000 00 3

(0 0 3 1] 13000 0 0

con lo cual se llega al sistema

(F+Q+M +T =30000
O —2M =10000
3M +T =13000

2M = 6000
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donde

M =3000
T = 4000
0 =16000
F = 7000

22. Una fabrica de computadoras vendié¢ 20 unidades. El cliente pidié tres modelos diferentes,
cuyos precios son $10000.00, $12000.00 y $15000.00. E!l importe pagado fue de $226000.00,

solicitando que la cantidad

de unidades de mayor precio corresponda a la quinta parte de la

cantidad de unidades de menor precio. ;Cuintas unidades de cada modelo se vendieron?

Solucion

x—>

Nuamero de computadoras de $10000.00

y — Numero de computadoras de $12000.00

A

de esta forma se tiene

<

Numero de computadoras de $15000.00

x+y+z=20

10000x + 12000y + 15000z = 226000

1
—x=2z
4 5
de donde se llega a

(1 1 1| 20]-10R+R[1 1 1] 207 2R +R,

10 12 15|226| -R+R, |0 2 5|26 (R ©R

1 0 -5|0 ~ 0 -1 -6|-20] ~

11 1] 20

01 6|20

0 0 -7}-14
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entonces se tiene

X+y+z=20
y+62z=20
-7z =-14
con lo cual
z=2
y=8
x=10

23. El perimetro de un tridngulo es igual a 54 centimetros. Calcular las longitudes de los tres
lados, si se sabe que la hipotenusa tiene el doble de !a longitud que el cateto mas corto y que
un cateto es ¢ centimetros mas largo que el otro.

Solucién:

a - longitud del cateto corto
b — longitud del cateto largo

¢ —» longitud de la hipotenusa
El modelo matematico que representa al problema es:

a+b+c=54
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donde

(1 1 1 |54]-2R+R[1 1 1] 54 |-R,

2¢ 0 =110 |-R+R |0 2 -3}~108]|-R,
1 -1 0|-6 ~ 0 -2 -1|-601{ ~

(11 1] 547-R+R,[1 1 1|54

—

0 2 3|108|R &R |0 2 1|60
(0 2 1|60 ~ 0 0 248
con lo que el sistema equivalente es
a+b+c=54
2b+c=60
2¢ =48
donde
c=24
b=18
a=12

24.Un grupo de alumnos de ingenicria estd formado por 60 estudiantes de las siguientes
asignamiras: dlgebra, cilculo y computacién. Se sabe que hay 16 estudiantes menos de dlgebra
que la suma de los de computacién y cilculo. Ademds, el namero de estudiantes de algebra
mas los de computacion es tres veces €l de calculo. Determinar la cantidad de estudiantes de

cada asignatura.
Solucién
x — numero de estudiantes de algebra

y — namero de estudiantes de cilculo

z = numero de estudiantes de computacion
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x+y+z=60
y+z=x+16

x+z=3y
entonces

x+y+z=60
—-X+y+z=16
x-3y+z=0
donde
1 1 1|60|R+R {1 1 1]|60
-1 1 1i16|R-R |0 2 276

1 -3 1[0t ~ |0 4 060

por lo que
x+y+z=60

2y+2x=76
4y =60

donde se obticne que

por 1o que se tiene
22 alumnos de algebra

15 alumnos de célculo
23 alumnos de computacién
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25. El responsable de cuatro plantas automotrices debe decidir cudl serd la produccién minima
diaria en cada planta para que no pare ninguna de ellas, puesto que eso representaria muchas
pérdidas. La informacion de produccion de las plantas se describe a continuacioén.

1) La suma de las unidades producidas por las tres primeras plantas es igual a la produccitn
de Ia ltima.

2) EI doble de 1a produccién de la tercera planta es igual a cuatro veces la produccién de las
plantas uno y dos menos el triple de lo que produce la cuarta.

3) Cuatro veces la produccion de Ia segunda es igual a seis veces la produccion de la primera
miés dieciséis lo de la tercera menos lo que produce la cuarta.

4) Seis veces la produccion de la primera es igual a la produccion de la cuarta.

Solucién

Al traducir al lenguaje algebraico, si denominamos x, y, z, w a la produccién de las plantas uno,
dos, tres y cuatro, respectivamente

X+y+z=w
2z=4(x+y)-3w
4y =6x+16z-w
bx=w

Al ordenar y eliminar paréntesis

x+y+z-w=0
dx+4y-2z-3w=0
6x—4y+16z—-w=90
6x-w=0

Para resolver este sistema homogéneo se utilizaran matrices:
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1 1 1 -1]-4r+R[1 1 1 - 1 |
4 4 -2 -3|-6R+R|0 0 -6 1 -f—; 0 -6 1
6 -4 16 -1|-6R+R, |0 -10 10 5| 10 -2 -1
6 0 0 -l ~ 0 -6 -6 5 | 0 -6 5

11 1 -1 11 1 -1 11
3R+R |0 0 -6 1 |R<«<R|0 2 -2 -1|-2R,+R |0 2
- 02 -2 -1 ~ 00 -6 1 00
0 0 -12 2 0 0 -12 2 | 0 0

El sistema equivalente es
x+y+z—-w=0
2y—-2z-w=0

—6z+w=0

—2 -1
—6 1

Es decir, se trata de un sistema compatible (16gico, pues es homogéneo) indeterminado.

Despejando de la tercera ecuacién

llevando este valor a la segunda
2y-2 [%)—wo, 2y-~ w=0

ahora en la primera

el conjunto solucion es

{ w 2 w }
x=—, y-—-—w,z:E, w, wez

6 3

w debe ser entero porque no hay unidades fraccionarias de autom6vil y todas las variables deben
ser enteras y positivas, por lo que la produccion minima se tiene para w=6.

Asique x=1, y=4, z=1, w=56

174



CAPITULO 4. SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

26. Un ingeniero tiene que administrar el suministro de agua en un conjunto residencial. Para etlo
s¢ cuenta con tres contenedores que en total pueden almacenar cuatro mil metros clbicos. Se
tiene que cinco veces la capacidad del tercero menos la suma de las capacidades de los dos
primeros es igual a ocho mil metros ciibicos. Por otra parte, el doble de la del primero més el
triple de la del segundo resulta igual a tres mil metros ciibicos més el del tercere. Por tltimo 1a
suma de las del primero y la del segundo es igual al triple de la del tercero menos cuatro mil.
;Cuales son las capacidades de cada deposito?

Solucién

Sean a, b y ¢ las capacidades de los contenedores A, B y C respectivamente. Las ecuaciones que
modelan el problema son

a+b+c=4
S5c—(a+b)=8
2a+3b=3+c
a+b=3¢c-4

donde las capacidades tienen unidades en miles de metros ¢iibicos.

Al ordenar las ecuaciones quedan

a+b+c=4

—a—b+5¢=8

2a+3b-c=3

a+b-3c=-4
Matricialmente
11 1|47 R+R 1 1 1]4 111418
-1 -1 5|8 |2R+R|0 0 6|12|ReRrRj0 1 3|s|°
2 3 -1|3 -~ |01 3|5 - {00 6|12,
|1 1 -3|-4|-R+R, [0 0 -4]|-8 00—4—8-2;-
(11 114 11 11447
01 3|-5/R+R {0 1 -3]-5
00 tj2] - oo 1]2
0 0 -1]-2 00 00|
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El sistema equivalente es

atb+c=4 (1)
b-3¢c=-5 wl(2)

c=2 -(3)
(3en @
b-3(2)=-5
b=6-5=1
by ¢ en la expresion (1)
a+l+2=4, a=1

L.a respuesta es

A tiene capacidad de mil metros cubicos

B de mil metros clibicos

C de dos mil metros cibicos.

27. Un ingeniero residente de una obra tenia, al inicio de la jornada, un capital de alrededor de
quince mil pesos en billetes de mil y de doscientos, para gastos imprevistos. En el momento
del corte, al término de la jornada, tenia tantos billetes de mil pesos como de doscientos tenia
al inicio y tantos de doscientos como los de mil que tenia en un principio. La cantidad de
dinero al corte era de un tercio de la cantidad inicial,

;Cudnto se gasto en imprevistos?

Solucion

Si x es el niimero de billetes de mil pesos
y es el nimero de billetes de doscientos pesos.

Al inicio, en caja habia
1000x +200y pesos

Al corte

200x+1000y pesos
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Debido a que al corte se tenfa un tercio de 1a cantidad inicial:

% (1000x +200y } = 200x + 1000y

1000x + 200y = 600x + 3000y
400x = 2800y
x=7y
Al tenerse una sola ecuacién con dos incOgnitas, €l sistema es compatible indeterminado; sin
embargo, el mimero de soluciones se reduce considerablemente al tenerse un ntmero entero de
billetes.
Ahora analizando

Si y=1, x =7, ]lacantidad inicial seria 1000(7)+ 200 = 7200 pesos lo cual no corresponde a
que se menciond que habia alrededor de quince mil pesos.

Siy =2, x=14; lo que equivale a 1000(14)+ 200(2) =14400 pesos . Podria ser

Si y=3, x=21;estoyano es admisible,

De manera que al inicio se tenjan $14,400 y al corie %: (14, 400) = 4800 .

Los gastos imprevistos fueron:

14400 —4800 = $9600.00
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EJERCICIO PROPUESTOS
1. Para el siguiente sistema de ecuaciones

X+2y—-z=2
2x+5y—4z=7

x+3y~-3z=5

obtener su solucién en caso de ser compatible determinado, [a solucién general y una particular en
caso de ser compatible indeterminado.

2. Obtener en caso de ser posible, la solucion del signiente sistema de ecuaciones

—x+y+2z=-]
x=2y+z=~4
x=3y+4z=-7

3. Determinar una solucién particular del sistema de ecuaciones lineales

—2x, 4+ 4x, +3x, + X, +2x, =9
4x —3x, +6x,+7x, ~2x,=9

30, +2x, —x, = 2x, +4x, =27

4. Determinar el valor de k& € R para que el sistema de ecuaciones lineales homogéneo

x—ky+z=0
2x+y-(k-1)z=0

—x+(k+1)y+z=0

sea compatible indeterminado
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5. Determinar las soluciones del sistema de ecuaciones

(x+y=2 ..
J 2x+z=-3 ..(2)

x-y-z=1 ..(3)

-2 =-1 .(8)

6. Sea el sistema

x+y-z=1
2x+3y+mz=3
X+my+3z=2
Determinar para qué valores de m &R este sistema es
a) Compatible determinado.

b) Compatible indeterminado.
¢) Incompatible.

7. Determinar si el sistema es compatible o incompatible. Si es indeterminado obtenga su
solucidn general y una particular.

m+n—-p=7
4m—-n+5p=4

6m+n+3p=18

8. Determinar los valores de kX € R de tal forma que el sistemna de ecuaciones lineales

x+y+z=k
x+2y+3z=4

x+y+hkz=2
sea
a) Incompatible.
b) Compatible determinado.
¢) Compatible indeterminado.
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9. Sea el sistema de ecuaciones lincales

x+2y+3z=3
xX+ty+z=3

xX+y+bz=0

Determinar el valor o los valores de b€ R, para que el sistema sea
a) Incompatible.
by Compatible indeterminado.
c) Compatible determinado.

10. Para cada uno de los sistemas de ecuaciones lineales, obtener su sclucién en caso de que ésta
exista. Si se trata de un sistema compatible indeterminado, obtener una solucidén particular y la
solucion general

2x+y+3z=4 3x+4y~-z=2
a)s ~x+2y+3z=0 by¢x-2y-2z=-1
3x+2y+z=12 2x+6y+z=4

(3x4+2y-2z—w=-1
~xX+3y+3z=-5
—2x—y+z+2w=3
) qx+y+2z=12 )
X+y-3z-w=-2
Ix-2y-z=7
| x-2y+z-3w=0

11. Sea el sistema de ecuaciones lineales

3x+3aqy+3z=3
ax+y+z=-2
2x+2y+2az=2
Determinar el valor o los valores de @ € R, para que el sistema sea
a) Compatible determinado.

b) Compatible indeterminado.
c) Incompatible.
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12. Sea el sistema de ecuaciones lineales

—2x=2y-2z=-6a
x+ay+z=0

2x+3y+2=3

Determinar para qué valor o valores de @€ R ¢l sistema es
a) Compatible determinado.
b) Compatible indeterminado.
¢) Incompatible.

13. Sea el sistema de ecuaciones linegles

2x, + x, +3x, =4
x +2x, +x, =1
X =X, +(A+2)x,=-31-5

4%, +2% +{A+6) x, =~34° -8

Obtener el valor o los valores de A€ R, para que ¢l sistema sea
a) Compatible determinado.
b} Compatible indeterminado.
¢) Incompatible.

14. Un grupo de 32 estudiantes estd formado por perscnas de 18, 19 y 20 afios de edad. El
promedio de sus edades e¢s 18.5 afios. ;Cuéntas personas de cada edad hay en el grupo, si la
cantidad de personas de 18 afios es 6 mis que la suma de los de 19 y 20 afios?

15. Las rutas 1, 2 y 3 del sistema de transporte de una ciudad cuenta con 106 microbuses. El
nimero promedio de pasajeros que transporta ¢ada unidad esde 20 enlarutal, 15enlaruta2
y 18 en la ruia 3, para un total de 1850 pasajeros transportados en un solo viaje de los 106
microbuses. El mimero de viajes que realiza cada unidad por dia es de 15 en la ruta 1 y de 20
en las rutas 2 y 3, efectudndose un total de 1920 viajes. Determinar ¢l niimero de microbuses
¢on que cuenta cada una de las rutas.
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16. Una empresa tiene 3 maquinas A,- B y C; cada una ¢s capaz de producir cierto articulo. Por
falta de operadores diestros, s6lo se pueden usar simultineamente dos de ellas. La tabla

siguiente muestra la produccion en un periodo de tres dias usando distintas combinaciones de
maquinas.

Maquinas usadas Horas de No. de articulos
produccién producidos
AyB 6 450
AyC 8 360
ByC 7 490

Determinar cuénto tiempo emplea cada maquina, estando las demés fuera de operacitn, en
producir 100 articulos,

17. Una cafeteria tiene 56 mesas; x mesas con 4 asientos cada una, y mesas con 8 asientos cada
una, y z mesas con 10 asientos cada una. La capacidad de asientos de la cafeteria s de 364.
Durante una tarde se ocuparon la mitad de las x mesas, un cuarto de las y mesas y un décimo
de las z mesas, para un total de 19 mesas. ;Cuéintas mesas de cada tipo se usaron esa tarde?

18. Cuando Ana s¢ gradud ¢n la universidad, habia cursado 40 asignaturas, en las cuales obtuvo 8,
9 6 10 de calificacién. Su promedio final fue 9.125. Su promedio en las asignamras en donde

obtuve 9 y 10 fue de 9.8. Determinar el mimero de asignaturas en donde obtuvo 8, 9 6 10,
respectivamente.

19. El costo de tres dispositivos de laboratorio es igual a seis mil euros. El costo del segundo
equipo es igual a la suma del doble del costo del primero mas el triple del tercero menos nueve
mil euros; ademds el costo del tercero es el triple del costo del primero més el doble del
segundo menos cuatro mil euros. ;Cuénto cuesta cada equipo?
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RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

. x=—4-3k, y=3+2k, z=k; keR
con k=1
x=-7, yv=35, z=1
. Incompatible
=2 x=0, x=-2, x=1 x
k=—?
5
x=2-a, y=a, z=1-2a; aeR
. A mE2, m¥ =3
by m=2
¢) m=-3
. Compatible indeterminado
m=ll—4p’ n=24+9p’ peR
] 5
Con p=90
11 24
mom e, 0= =0
5 50
. a) k=0
b) ke R, k=0
¢) No existen valores de £
., a) b=1
b} No existen valores de b
C) be R, b=l
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10.a) x=1, y=-1, z=1

b) Incompatible

o) x=—3k+ll, y=—8—8k’ "
7 7

con k=-1; x=2, =0, z=-1

dy x=1, y=-1, z=0, w=2

11.2) a #-2, axl
b) a=-2
¢y a=1

12.a) a e X, a#l
b) No existen valores de o
¢) =1

13.a) A#0, A#-1
b) A=0
c) A=-1

14. 19 de 18 aiios
10 de 19 afios
3 de 20 afios

15.40delarmia 1
46 de la ruta 2
20delaruta3

16. A emplea 4 horas
B emplea 2 horas
C emplea 5 horas

17. 13 sillas de 4 asientos
5 sillas de 8 asientos
1 silla de 10 asientos

18.15con 8
S5con9
20 con 10

19. 1000 curos el primer equipo
2000 euros el segundo equipo
3000 euros el segundo equipo
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MATRICES Y DETERMINANTES

Aungue se piensa, por la forma de impartir los cursos de algebra, que primero aparecieron las
matnices y luego los determinantes, los hechos histéricos demuestran lo contrario, Por esta razén
primero se da una breve historia de los determinantes y después de las matrices.

Cuenta la historia que es posible que ya hacia 1100 a. ¢. los chinos resolvieron sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas utilizando una regla equivalente a lo que hoy se conoce
como el método de los determinantes y existe la creencia de que el japonés Seki Kowa también lo
hizo en el afio de 1683. Poco después de que Seki Kowa hubiera previsto los determinantes, G.
W. Leibniz, en el afio de 1593, dio una regla para resolver los sistemas d¢ ecuaciones lineales
simultdneas equivalente a la de los chinos. Esta regla fue ampliada por G. Cramer en ¢l afio de
1750 y simplificada por E. Bezout en 1764. Pero a pesar de lo atractivo los desarrollos de estas
reglas no correspondian al calculo formal de un determinante.

Una de las aportaciones mas representativas fue la de A. T. Vandermonde, quien en 1771 mejoréd
la notacion y aislé como objeto de estudio independiente a lo que después se habria de ver eran
determinantes.

En 1812 J. P. M. Binet dio un gran paso hacia adelante al enunciar una regla que, bajo hipétesis
adecuadas, era suficiente para definir los determinantes. En el mismo afio A. L. Cauchy acometié
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fuertemente dando demostraciones generales de los teoremas fundamentales de los determinantes
y A. Cayley invent la notacién de acomodar elementos en cuadro entre barras verticales. Con
esta notacidn aparecieron muchos determinantes especiales.

En 1920 T. Muir necesitd cinco volimenes con un total de aproximadamente 2500 paginas para
relatar la historia de los determinantes.

Uno de los puntos de mayor interés en la obra de H. G. Grassmann es la generalizacién que daba
a los mimeros complejos, z =a+bi como parejas ordenadas (a, b) hasta llegar a los mimeros

hipercomplejos (x,, x,, X;, ..., X, ). Resulta inevitable relacionar a esta generalizacién con otra

que realizd de forma explicita Cayley en 1858, pero que ya estaba implicita en la obra de
Grassmann ¢n 1a que estudié a las matrices.

Fue tal el impacto que causaron las matrices que los fisicos comenzaron a familiarizarse con
ellas; en 1925 aparecieron en la teoria de los guante. Con esto, la invencién de las matrices ilustra
lo poderosa que puede ser una notacién bien ideada; algunos matematicos admitieron con cierto
disgusto que un artificio trivial de notacion puede ser el germen de una vasta teoria con
innumerables aplicaciones.

Se cuenta que en 1894 Cayley relaté a P. G. Tait el motivo de inspiracién que lo condujo a las
matrices: “Desde luego que no llegue al concepto de matriz a través de los cuaternios, fue
directamente a partir de los determinantes™ ¢ bien como un modo conveniente de expresar las
¢cuaciones

x=ax+by

y=cx+dy
Si no hubiera sido por el testimonio de Cayley, es posible que incluso hoy dia se afirmara que
Hamilton se anticipé a Cayley en la invencion de las matrices, o por lo menos que Cayley dedujo

el concepto de matriz a partir de los cuaternios, tal y como lo afirmaba Tait, gran defensor de los
cuaternios.
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EJERCICIOS RESUELTOS
1. Sean las matrices
x 1 1 1 -1 1 3 =3 3
A=|-1 x =21, B={2 -3 4 y C=|1 -4 7
1 3 X 0 1] -2 7 -9 11

Determinar el valorde x € R tal que 48 =C

Solucién

Realizando la multiplicacién de las matrices 4y B

Fx 1 1 T -1 1
AB =] -1 x -2 2 -3 4
i i 3 x 0 1 -2
[ x+2 -x=2 X+ 2
AB =| ~14+2x -3x-1 dx +3
7 —10+x 13-2x
Luego
xX+2 -x=2 x+2 3 -3 3
~1+2x -3x-1 4x+3 =11 -4 7
7 -10+x 13—2x 7 -9 11
Por igualdad de matrices
x+2 =3 —-x-2 = -3 x+2 =3
-1+ 2x =1 ~3x-1= -4 4x+3 =
7 =17 -104+x = -9 13-2x =11

Facilmente se determina que x =1 satisface cada una las ecuaciones anteriores.

Por tanto, para x =1 se tieneque A8 =C
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2 1
2. Expresar a la matriz M = [ L1 J como el producto de las matrices de orden dos

AB, donde A es triangular superior y B triangular inferior.

iQué condicién deben cumplir estas matrices para que B A sea simétrica?

Solucion
0 b
Sean A= * 7 ¥y B= a s AB = ax+oy cy
0 z b ¢ bz cz
. i ax+by ¢y 2 1
Por iguaidad de matrices AB = =
bz cz 1 1
ax+by=2 ... (1)
cy=1 - (2)
bz =1 o (3)
cz=1 o (4)
1 1 b=c
De las ecuaciones (3) y (4) b=c=—,ydelaecuacion (2) c=— ..
z y y=z

i
lo que implicaque ax=1 yque a = —,
X

Las matrices solicitadas son todas las que tienen la forma:

X l 0 2 1
d x - x#0, y#0
0 y 11 11
y Yy
Si cambiamos el orden los factores
LI A
x (x y ] _ x
I 1pioy X
Y ¥y y
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Asf, para que B A sea simétrica es necesario que x = y ; es decir

A_xx B=
_Oxy =

Los elementos de las matrices 4 y B pueden ser reales o complejos.

0

. para x#0

.

X

B l— [ —

3. Sean 4, B y C matrices talesque AB=8BA y AC=CA, Demostrar que
) A(B+C)={(B+C)A,
BA(BC)=(BC)A,y
¢ (4B) = 4*B*.

Solucion

a) A(B+C)=AB+AC
=B4+C
A(B+C)=(B+C)4

b) A(BC)=(4B)C
=(B4)C
=B(AC)
= B(CA4)

A(BC)=(BC) 4

¢) (4B)* =(4B)(4B)
= A(BA)B
= A{A4B)B
=(44)(BB)
(4BY = 4287
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4. Sean A y B matrices cuadradas de orden » ; determinar cudl de los siguientes
desarrollos es correcto.

a) (4+BY =(4+B)(4+B)
= A(A+B)+B(A+B)
= A>+ AB+ BA+ B’
= A> +24B + B?
b) tr(A+B) =1r( 4%+ AB+ B4+ B?)
=tr(4>)+1tr (4B)+tr(BA)+tr(B*)
(tr(4)) +20r (4B) +(tr(B))
= (er () + (er(B))
¢) (4+B)(4-B)=4>-B*
& (A4+L)(4-1)= 4% -17

donde I, es la matriz identidad de orden n.
Solucién
a) Esincorrecto. En general
AB#BA . .. AB+BA =248
b) Es incorrecto
tr{AB)=tr(Ad)fr(B) pot lo que tr(A]2 # (M‘(A))2
¢) Es incorrecto

Por la misma razdn dada en el inciso a

d) Es correcto, ya que
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(Ad+E)(A4-1) = A(A-1L)+1 (A-1,)
A% - 41, +A-17
AP -4+4-1]

A2 -1?

n

5. Sea X una matriz cuadrada de orden 2 con e¢lementos reales tal que

rr(X2)=(zr(X))2 . Determinar X .

Solucion

] = (r(X)=a+d = (tr(X))2=a2+2ad+d2...(l)

b b 2+ be ab+bd
X2=[a J{“ ]: @ The = 1r(X?)=a*+2bc+d?..(2)
ac+dc be+d?

Para que la expresion 1 sea igual a la 2 se requiere que
2bc=2ad = be=ad

Asi, el conjunto de matrices que cumplen la condicidn es

(= %)

es decir, el determinante de X debe ser cero.

ad ~bc=90; a,b,c.d ER}»

6. Determinar el conjunto de matrices con elementos reales que conmutan con la matriz

0
A=]0
1

o oo

0
0
0
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Solucién

Sea X = una matriz tal que AX = XA, comoel orden de Aes3x3, X

o=won
= .
2 non

también debe setlo para que las multiplicaciones estén bien definidas.

(0 a b ¢ |

10 Xy z

AX =000 xy z |=|0 00
1 0 0 u v w}) Lae b c

b ¢ 0 1 0) c a 0

XA = y z 0 0 0f=y2z x 0
v v ow 1 00) w 0

Como AX = XA, entonces x=c=0, y=a=w,z=0, y b=u.

El conjunio solicitado es

a,b,velR

o> O 0
- Hh o
8 O o

) secO -—tan@ sec® tan®
7. Sean las matrices A4 = B =

—tan®  sec@ tanf secO
que AB=1, yque BA=1I, , donde I, eslamatriz identidad de orden dos.

] . Comprobar

Solucién
4B - . sec® —tan® secO tanH
- | —tan® sec 0 tan® secHO
4B = [ sec?@ - tan“ 9 secH tan O —tan O sec O
| —tan 0 secO + secH tan O —tan? 8 + sec? O
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Por otro lado

BA= sec® tan® secO —tand
| tan®  sec# —tan 0 sec

BA = sec2 @ — tan’ @ — sec 6 tan+ tan 6 sec 9
tan 0 sec® — secO tan O ~tan? 0 + sec? o
1 O
BA=
0 1

BA =1,

Nota Las matrices 4 y B son permutables.

|

I t+7 -2i
8. Sean las matrices triangulares superiores A=} 0 -2 0
0 0 -5
I+i 2 -3
B=| 0 -1 i | Mostrarque AB esuna matriz triangular superior.
0 0 -
Solucion:
1 1+ -2i 1+¢ 2 -3
AB =0 -2 O 0 -1 i
0 0 -5 0 0 -i
1+ 1-i —6+i
AB=| 0 2 -2i

0 0 5i

AB es una matriz triangular superior.
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2 0 0
Q. Sealamatrizdiagonal ¢ =| 0 1 0 | y seala matriz triangular inferior
0 0 -3
-4 0 0
D= 1 3 0 |.Lamatriz CD, ;serd una matriz diagonal o una matriz triangular
-1 2 3
inferior?
Solucion
2 0 0 -4 0 0
CD=| 01 0 1 3
| 6 0 -3 -1 2 3
-8 0 0
CD = 1 3 0
3 -6 -9

C D es una matriz triangular inferior.

10. Demostrar que la mwitiplicacién de una matriz diagonal de orden » por una matriz
triangular inferior de orden # da por resultado una matriz triangular inferior.

Solucién
Sea M=diag(m“, m,, mB,...,mM] y H=(h,.j) con b, =0 sii<1. La
matriz M H es unamatrizP=|: P}j] de orden » , definida por

I
PU.=Z my, h, ,peroi=12,3,...,ny j=123,..,n

k=1

P

FELAVIVE S PV R 2 N NS N

nj

si i< j entonces m, =0y h, =0  portanto F,;=m,h =0

si i=j entonces P, =m; h, € C

ii
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Asl,
(m, 0 0 1[4, ©
0 my 0 hy hy
ME =190 0 M 33 s A Ay

0 0 0 mrm hn] hnZ hn3
[ myhy, 0 0 ]
Moy Moy hg 0

= | Mmyhy My h s, M3 h g

_mmthnl mnnh‘nz mnnhrﬂ"' mnﬂhnn_

M E es una matriz trianguiar inferior.

11. Determinar las condiciones que deben cumplir A, 8 € R para la matriz

A 0 B
M=y 0 1 0
- 0 -8

sea invertible. Encontrar M ' paraelcaso A =2, p=1.

Solucion

Realizando operaciones elementales en la matriz M

I 0 B L o g
A 0 B 1 i
0O A 0, ~10 1 0] ~10 1 0
B 0 B i 0 1 0 0 £
\ J A )

197

R |



CAPITULO 5. MATRICES Y DETERMINANTES

B

se concluye que M no tendri inversa si n ~-1=0 . B # A, A#0 para que exista
M -1

SiA=21y f #1 entonces

( 1 : 0 )
1 o L3 °
2 1
0O 1 0 0 — O
0 0 -l 2
- 1 0 2
\ /
i 0 0 1 ? !
0 1 O 0 - 0
0 0 1 2
-1 0 -2
por lo que la matriz buscada es
1 0 1
" 1
M=t 0 = 0
2
-1 0 -2

12. Sean M y N matrices cuadradas de orden 7 y sea P una matriz no singular tal que
M= P 'NP. Demostrarque M* = P N*P paratodo ke N .

Solucién

Por definicién
M= MM M
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M'= (P'NP)(P'NP)..(P'NP)(P'NP)

k veces
M*:P"N(PP")N(PP")...(PP"')N(PP“)NP
M*=P'NIN..INP donde I eslamatrizidentidad de orden »

M*=P'NN..NP

k veces

M'= PT'N'P

Nota Si M =P 'NP sedice que My N son matrices similares.

13, Sean A y B matrices cuadradas de orden » y sea P una matriz no singular tal que
A= P BP . Demostrar que tr(A4)= tr(B).

Solucion

Si A= P 'BP entonces
tr{4) = (P lﬁ'P)

Si asociamos las matrices del segundo término tenemos que
tr(4) = tr(F'(BP))

pero, como sabemos, si M y N son matrices coadradas tr(MN) = tr(NM), por lo que la ultima
expresion puede escribirse como

tr(4) = u((BP)F)

luego, en virtud de la asociatividad de la multiplicacion de estas matrices,
tr(d) = tr(B(PP")

y, como PP es la matriz identidad, tenemos finalmente que

tr(d} = tr(B)
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14. Obtener lamatriz X que satisfaga la ecuacién matricial

AX-BA=(trC)x-x"
donde
2 {0 0 i -4 +2i
4= -1 C = .
0 2 i 0 7~ Bi
Solucion
2 0
o[22
0 2
) 0 -
B = 0 = B - I
i 0 -i 0

Lo
R
]

" 0 —i 0 -2
. 21, = .
~-i 0 -2 0

tP(C)y = 4+ 2i+6-2i =2

AX-B'4
20,X-B" 4

2X-B'4

(trcYyx-x"7
=2X-XT

2X-XT

i

-xT

= Xx7

-2 - xT
0

200
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[ —2 + 3
| 3-8i
[ 7+

i

(trA)D+

1-1
2~ 2i

-2-i

—1

|

|

15. Sea X una matriz triangular superior de orden dos y sean las matrices

| [

i 2i

i ui}
-1+2/ 1+4§
-1+6i 1+4i ]

Obtener una matriz X' que satisfaga la ecuacion matricial

(1rA)D+XX" = (dea B)C

xXx7

xXxT

det B

tr A

L

(detB)C

(detB)C - (tr4)D

~i242i? =

2

-2+3i+2-2i=i

~C-iD

T—i 2+1i

[ T—i+i+2
—i+i+6

201

= -1
[ -1+2i
-1
| -1+ 67
[ i+ 2
+
L i+ 6
2+i—i+4
i—i+4

1+4i
1+ 4i

|

—i+4

—-i+4

|
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Proponiendo
X__a b
SLo 4
XXT——a b ] a
S l0.d | | b d

XXT= —a2+b2 bd}

a’+b® bd |
bd bt |
al+br = 9 ... (1)

bd = 6 ... (2)
i = 4 ... (3)

De la expresitén

d==%2

De la férmula 2
b=S8 -5 43
d 2

De la expresion 1
a’=9-b*=9-9=0

Las matrices solucién son

L [03 [0 -3
“to 2| ! “lo -2

|

16. Por medio de la matriz adjunta, obtener la inversa de la matriz

A-_ab
“le d
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Solucion

.
Ll
M
Ii

Seluciéon
%R -CR,+R é
{a b ll 0] S IR SREN I »
~ a a ~
c di0 1 c dlo 1 0 ad —bc
a
multiplicando ¢l segundo renglén por 5
ad - be
| b [ d
— 0 _"&_R + R 1 0
1 —E-’- a : ad - bc
a c 1 ~ -
0 t |-
ad -bc ad - be 0 1 ab-bc
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Por tanto

ad - be ad —bc
- a
ad —bc ad —bc

que se puede escribir como

Como ad-bc=4det(4)

18. Sean las matrices

0 2-i 2 3 3+ {
A=|1 0 6+i{, B=|i 4 -5+2i|; C=[00 1]
0 1 0 8 6 3

Obtener a, b, ¢ € C para que se cumpla la igualdad

2a+i 0 0 1
(A+B)CT =| © I - bi 0 1
O 0 c+2i 2
Solucién
2+
(A+B)CT = | 1+3i (1)
3
Por otro lado
2a+i 0 0 1 2a+i
0 I-bi O 1 =] 1-bi (2
0 0 ¢ 2 2¢
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De las expresiones 1 y 2

2+ 2 +1

I+3i | =} 1-bi

3 2¢
2471 = 2a+1
143i = 1-bhi } = a=1: b=-3; c=%
3 = 2¢

19. Demostrar quesi A4, B y A+ B son matrices no singulares entonces
-1 -
(4" +B') =4(4+B)" B

Solucidn

Teniendo en cuenta que si M, N y P son matrices invertibles del mismo orden, entonces
(MNP)* = P NI M!.

Se tiene que

A(A+B) B=(B'(4+B)a")
=((B'4+B8'B)4")
=((B'A+1)4")
=(B*@M”]+A”):
=(B'T+4"Y

A(A+BY)Y B=(B +4"Y

como querfa demostrarse.
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20. Obtener el valor del siguiente determinante:

1+2b+b> 5 2 2+b

8+5b° 1 5 0
1 0 0 b®
0 0 0 1

Solucién

Aplicando el método de cofactores con el elemento a,,, tenemos

2
b
lgzi;f ? j 2; 1+2b+b% 5 2
+] o o s |=| P78 1 5|=m
1 0 0
0 0 o 1

Aplicando una vez mis el método de cofactores con ¢l elemento a,, se llega a

5 2
= =23
'"’1 5‘
21. Sean las matrices
0 0 0 -1 [0 2 0 0]
I 0 1 -2 2 1 4 3
A= b B=
1 1 2 3 1 3 21
121 5] | 2 0 1 0]

Obtener

a) det(B:’AT)
b) det (54")

det B™'
def( AB)

Solucién

Calculamos los determinantes de las matrices Ay B
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¢ 0 0 -1
1 01 2 144
det A = ={-1) (-1 M
e 1 l 2 3 ( )( ) 14
1 2 1 35
1 0 1
detA=M, =112 |==2
1 21
0 2 00
21 4 3 1+2
det B = = —
€ i 3 2 1 2( 1) M12
2010
2 4 3
detB=-2|121 |=-2(-3)=6
21 ¢

Por tanto,
a) det(B’A’")=derB’ det AT
=(det B )’ det 4
-6’ (-2)
=_432
b) def(54'°)=5"det 4"
=5°( det A )m
= 625 ( -2)"

= 640,000
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0 detB™  detB 1 _ 1
det( AB) det AdetB det AdetBdetB det A(detB)’

= 7
(-2)(6)
_.1
72
. _ I+ 2—1
22. Obtener la inversa de la matriz D =
3+2i 1-2i

Solucién
Encontramos 1a matriz solicitada por medio de la adjunta de D

g 1 1-2i -2+i
b= (1+i)(1-2)-(2-i)(3+2i) [—3—2:‘ 1+i]

yeomo ( 1+ ){1-2i)=3-iy (2-i)(3+2)=8+1i

b - 1 1-2i =241
T (3-i)-(8+i) | -3-2i 1+

. 1-2i —2+i
C-5-2i | -3-2i 1+

Finalmente, después de realizar las divisiones se obtiene la matriz

1,12, 8 2,
pio| 2929 29 2
19 4. 7 3.

—— 1

s
29 29 26 29

2i -4

23. Determinar si lamatriz £ = | | es invertible.
— i

2
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Solucién

En este caso

ad ~be =
ad - be =
ad —be =

Por tanto la matriz £ no es invertible

a 0 2
24. Sea la matriz A4 2 b 3
~4 1 ¢
-11 2 2
A= -4 0 4
1 6 b b
Solucién
a 0 2 =11 2 2
2 b 3 -4 0 a =
4 1 ¢ 6 b b

(20) (1) - (-4) (

-242
0

P —
—

. Se dice también que £ es singular.

. Si Ia inversa de la matriz 4 es

obtener los valoresde a, & v c¢.

A47 =1,
[ ~lla+12 2a+2b
~4-4b 4+3b
-48 + bc 8+ bc
I 0 0

01 0

0 0 1
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Por igualdad de matrices
-lla+12 =1 (1)
2a+2b = 0 (2)
2a+2b =0 (3)
—4 - 4p = 0 (4)
4435 = ] {(5)
4+ab+3b = 0 (6)
-484+6c = 0 (7)
8+ be = 0 (8)
B+a+be =1 (9)
De la ecuacién 1
-1la+12 =1 = a=1
De la ecuacién 4
~4-4bh =0 = b=-1

De la ecuacién 7

—48+6¢c =0 = ¢ =8

Es ficil verificar que los valores de @, b y ¢ obtenidos satisfacen las ecuaciones (2), (3),

(5), 6}, By ®.

25. Dar una matriz de orden 3 , diferente de la matriz nula, que muestre que si 44 = 0 no
necesariamente A es la matriz nula.

Solucién

R

I
o o O
- e R
S o

210



CUADERNO DE EJERCICIOS DE ALGEBRA

¢ 01 0 0 1
A4=|10 0 0 0 00
0 00 0 00
0 0 0
A4 =0 0 0O
0 00

AA =0 paraunamatriz A # 0.

1 2 -1

26. Determinar la inversa de lamatriz B =] 0 -3 1 |, por medio de su matriz
1 -t 1
adjunta.
Solucibén
E! determinante de B es
1 -1 J1 o2
det(B)=(-3) L1 +(M D | | =—6+3=-3

Por definicion la matriz adjunta de B, que se denota como adf ( B ) , €8

Cit €a €y

adj(B)=|c, ¢

17 €22 €3
€13 €y Cyp
donde ¢y = (—1)’” Ml.}.
Realizando calculos
1+1 —3 1
Cn:(“l) M|1=Mu=’ !=—2

1+2
c12=(_1)+ M12=_M122‘l
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1+3 0 -3
0132(_I)+M13=M[3=|1 -l|=3
241 2 -1
621:("1)+M21=“M21=_|_1 llz"l
2+2 1 -1
cp = (-1) MzzzMzz-l 1 = 2
2+3 1 2
¢y = (-1) My==~M, ll __ll=
3+1 2 -1
031=("I)+M31:M31=‘_3 11=_
v 3+2 1 -1
C32=(“1) My=-M, 10 1|=_
3+3 1 2
Caaz("‘l)+ Msa“M33_0_3l=_3
La adj(B) es
-2 -1 -1
adj(B)=| 1 2 -l
3 3 -3
y la matriz inversa de B esta dada por
= 1 adj(B)

det (B)
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2 11

B = _l 1 2 -1 |= __l, _.% l
3 3 3 -3 3 3 3

-1 -1 1

27. Si A es una matriz cuadrada de orden 5 y antisimétrica, demostrar que der (A) =0

Solucién

Como A es antisimétrica entonces 4 = — A’ . Fn consecuencia
det(4) = der(—AT')

Aplicando propiedades de los determinantes

det(A) = det(-4")
det ((~1)47)
(-1)° det{ 47)

= (1) det ( 47)

det(A)= ~det( 4)

Lucgo, si der(A) = ~det(A) ,enwonces det(A4) =0.

28. Mostrar que toda matriz bermitiana M con clementos complejos puede escribirse como
M = A + iB, donde A es una matriz simétrica con elementos reales y B es una matriz

antisimétrica con elementos reales.
Solucion
Toda matriz M con elementos complejos puede escribirse como la suma de dos matrices con

elementos reales M = A + iB; en efecto, considerando 1a forma bindmica de los elementos de
M,
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atbi c+di a ¢
M=\m+ni p+gi ---|=|m p j+iln g

de donde podemos identificar a las matrices con elementos reales

a ¢ b d
A=im p --lyB=|n ¢
Por otra parte
M* = 47— B

puesto que A*= A" y B*=B" ya que ambas matrices tienen elementos reales, y el conjugado
de un niimero real es el mismo niumero real.

Como M es una matriz hermitiana se tiene que M = M* y asi
A+ iB=A - iB"
por lo que A= A" y B= - B, es decir, A es una matriz simétrica y B es una matriz

antistmétrica, lo que completa la demostracion.

29. Por medio de la regla de Cramer, determinar si ¢l sistema de ecuaciones dado tiene solucién

nnica
x+2y+3z = 9
4x+5y+62z = 10
Tx+8y+9z = 12

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes empleando la regla de Sarrus

=(1-5-9+4-8.3+7:2:6)—(3-5-7+6-8:1+9-2-4)

-3

I
T e
th N 00 Lth M
= SR T R+ N = O P
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A= (45+96 +84)— (105+48+72)

A=225-225=0

por lo que e} sistema de ecuaciones es incompatible o compatible indeterminado, esto es, si
admite solucién ésta no es dnica.

30. Por medio de la regla de Cramer, obtener, si existe, la solucidn al sistema de ecuaciones

I
—_

x+2y-3z
2x+3y+z
-3x+y-2z

n
F o S S—

Solucidn

Calculamos el determinante de 1a matriz de coeficientes empleando la regla de Sarrus

1 2 -3
2 3 |

A=i-3 1 =2§=(13-(-2)+2:1-(=3)+(=3)-2-1)~((-3)-3-(-3) +1-1-1+(-2)-2-2)
1 2 -3
2 3

A=(-6-6-6)—(27+1-8)=-18-20=-38

por lo que ¢t sistema es compatible determinado. Calculando los valores de las incognitas:

1 2 -3 1 -3 1 2 1
1 3 1 21 | 2 31
01 -2 -3 0 -2 -3 1 0
= y: z=
A A A
-6 -10 4
X = y_—..—-- =
-38 -38 -38
19 T 19
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Escribir en el paréntesis de la derecha la letra ¥ si la proposicién es verdadera y una letra
F si es falsa.

a) La adicién de matrices de orden m x# €5 COMMULANVA .o.vvvvieiiiniiniiariniirarnes. { )

b) Sid, By C son matrices cuadradas de orden n entonces 4 ( BC) = (AB)C( )

c) La multiplicacién de matrices cuadradas de orden # e¢s conmutativa............ { )
d) La matiz C=(c,; }; i=1,2,3; j=1, 2 esdeorden2x3 ...c.cceco.oe., « )
: i 241 1+2i° 5
e) Sila=2-i y A= ) entonces a4 = 1. )
i =2-i —i—2i 5
psid=]" ‘lyp=|' | enonces aB-24-¢|" 7
1 = P yb = 1 —1 entonces =1 9 4 A }
) 1+1 i+ 2 =21
g) Si A= ) . y aAd = ) | entonces a =1—-i ( )
! —1 1+i -1-i

h) Si A es una matriz de orden 2x3 y B es una matriz de 3x 2 entonces BA es de

0] s (=) 00 P ( )
-2
) Sid=[1 -1 2]y B=]| 1 entonces AB =[-5] ..o, «C )
-1
2 8
D Si A=} 2 entonces AAA = | B | oot iinaiinia ( )
2 8
k) Si A y B son matrices de orden dos, det ( AB) = 6 y det( B) = 3 entonces
BEECA ) = 2 oo e ee et ee et esse et st es e ( )
1) SiN es una matriz simétrica entonces N + N¥ = 0............oocviiiiiiniiinnnnnn.. ( )
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m) Sit{AY=2y tr(B)=5entonces tr{ A=-B) = =3 iirrierrrrcireeannns ( )

n) Si M es una matriz antisimnétrica entonces ir (M) = 0. e, ( )

Escribir en el paréntesis de la izquierda la letra de la opci6n correcta.

a) Si I es la matriz identidad de orden n, ;Cudl de las siguientes proposiciones es

1 Kt S O PP { )
1) det(I)=n 2) H =
3) Al=IAsiAesdeordenn H w{i)=n
b) Sean A y B matrices invertibles orden n. La matriz X que satisface la ecuacion
(AX T BY T 2 BT A €8 oo ( )
1) A2 21 3) 24 4) AB'AB
¢) Sea A una matriz no singular de orden tres, tal que det( 24 ) = det ( A* Ydet( A" ).
Bl valor de def (A7 ) 85..uuuviviiieeieiiriiriisrnssssen i sreeeraessiecneanantreaar iy aesssens ( )
1) 2 2) % 3) 2 4) 8
3 -2 -1 6
_ I O T T R
d) El determinante de ia matriz o ST { )
4 0 3 0
-2 -1 2 5
10 2) 3 3) 15 4) 178
a b ¢ a ¢ 2b
€) Sealc O a|=-3.EBlvalordeic a 0| €S .., { )
c ¢ a c 8 2¢
1) -12 2)-6 3) 6 4) 12
f) Si Nes una matriz de orden cuatro tal que der( N (adjN) ) = 81, entonces det( N')
B et e et ae e ee et reatitetasabeereennmaeeeeeeneeesseieseaenteeeretee e tiasaaeanstannaan ( )
1) 3 2) 6 3) 9 4) 12
1 0 1 -1
El cofact de 1 tri . o2 S { }
cofactor matriz BS wrrrrrrenenierenierrrransverannisie
& G dela 0 01 2
1 -1 3 2
D-9 2) -2 30 . 4) 2
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-3 1 3 k
valores de k para que AB = BA.

25 4 -5
3. Sean 4 =( ] y B =( ] Determinar, si existe, el conjunto de todos los

4. Se dice que una matriz A es idempotente si A* = A, Determinar todos los valoresde a, ¢y

0
d que hacen que la matriz F =[ j J ) sea idempotente.

5. Comprobar que si A es una matriz idempotente entonces la matriz B = I - A también es
idempotente y ademas que AB = B4 = 0.

a -1

6. Seala matriz M= I
01 -3

]. Determinar el conjunto de valores reales g para los cuales

tr (MM")y = 16.

11
m 1
), B=| 0 1], C=[ { ZJ y D, donde esta
-1 2

titima es de orden dos y tal que tr( D ) = 2, Determinar el valor de m si
tt(AB)=t(C+ D).

0 m

1
7. Sean las matrices 4=
21 1

1 -1 2
8. Sf:anlasm:gltricf:sA=(3 . 2) y B=| 1 3

a) Verificar que tr(AB) = tr(BA).
b) Determinar si AB es invertible,

i -1 2
3. Obtener lainversade C=| 0 2—i 1+3i
0 1 i
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10. Determinar el conjunto de valores de £ y m para que las siguientes matrices sean

I1.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

invertibles:
1 2 3 1 m 2-m
K=|-1% 5 M=-2 0 -4
3 2 2 m 1 2m-1
I 0 2
Sea la matriz R=(2 -~1 3|.
4 1 k

a) Determinar los niimeros reales k para los cuales R es invertible,
b) Obtener, si existe, la inversa de R para k = 8.
¢) Para k = 2, escribir a la matriz R como la suma de una matriz simétrica mis otra
matriz antisimétrica.
Demostrarquesi A, B y 4+ B sonmatrices no singulares, entonce
A(A+B) B=B(4+B)" 4

Determinar todos los valores a tales que la matriz M =

— Dy

LT )

w I
g
z.
&
£
B

Demostrar que si F es una matriz invertible, entonces (#7 )_] =(F" )T.

Demostrar que si N es una matriz que cumple la ecuacién N* - ¥ - 1 = @, entonces N es
una matriz invertible.

Determinar los valores de x tales que

Demostrar que si M es una matriz ortogonal de orden 7, entonces

det((M)= £ 1.
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18. Obtener el determinante de 1a matriz

123 o n

P -3 2
19. Determinar la matriz inversade Z = 2 0 1 | a partir de la matriz adjunta de Z.
0 3 0

20. Demosirar que si M es una matriz cuadrada, entonces MM es una matriz simétrica.

cos® send

21. Comprobar que la matriz de rotacién R = ( ) s ortogonal.

—sen O cos@

22. Sean A y B matrices cuadradas de orden # y sea P una matriz invertible tal que
A= P'BP . Demostrar que:
a) def(A) = det(B),
b) adi(4)= P adi(B)P

23, Sean ias matrices

4 -1 0 2 -1 0 4-3i -2+2 0
A=l-1 3 1|, B={-1 1 1|y M=|5-4 —2+3 0/
0 0 3 0 0 1 5+4i -3 -2

Determinar la matriz X que satisface la ecnacién

BAX =(2det BYB™ X + M *+tr(M) ABM
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24. Determinar, si existe, la matriz X que satisface la ecuacién

AX+BX=C-X

1 2 -1 =2 )
donde A= ,B= C= ,

1 11 @

: : -1 4 1

25. Determinar el valor de o para que det (N)=16, si N = 111 2
4 -1 1 -3

1+ =2
0 1-i
ecuacién (adid)X =tr( A)B*

26, Sean A=[
i

0 2
J y B= (2 0]. Determinar la matriz X que satisface la

1+ 0 g8 0
27. Para las matrices A =[ 0! Y J y B= [ 3 1 } obtener la matriz X que satisface
i

ia ecuacion
T
(lX’" +1‘A*) N S — B!
4 det(287")

28. Dadas las matrices

30 0 1 0 0 2 -3 544
4= 1 3 -1, B=|1 1 -1| y N=| 0 -2+3 5-4i
0 -1 4 0 -1 2 0 -2+2 4-3i

obtener la matriz ¥ que satisface la ecuacién

AYB =(2det B)YB + N’

donde N~ es la matriz transpuesta conjugada de N.
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29, Sean las matrices

I -1 =3 1 23 0 -2 3 1 -1 3
A=|1 1 3], B=[{0 1 1| C= 0 y D=0 1 3
I 0 1 01 2 1 0 0 0 0

Obtcner la traza y el determinante de la matriz X que satisface la ecuacién
AXD = B+ CXD .

30. Por medio de la regla de Cramer, obtener, si existe, la solucién del sistema de ecuaciones

lineales
X+2y-3z-w = 3
X+2y+z+2w =
-3x+y-2z-3w = -3
2x+y+z4+5w = 2
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RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

by V
¢} F
d)F
e)F
v
g F
h} F
YAY
DF
k) V
F
m) V
mv

2. a)l
b1
c)2
d) 3
e)3
fy1
g4

3, {5}

4, El conjunto sofucién S es la unidn de los conjuntos
¢ 90 1 |
S, = ceC}, 8§, = 0 ceC,y §, = 0: o0
¢ 1 c 0 0 110 ¢

S=50S§,uUSs,
6. {-2,2}

7. 1

8. a) r(AB) =tr(BA)=9
b) AB es invertible

- 2+i -5-j
0, C'={0 =1 3-;
0 —~i 142
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10.

1.

13.

16.

i8.

19.

23.

25.

k e{ ala= -1-7-?, aeC } ¥ no existe ninglin valor m que haga a M invertible.

a) k£9
-1 2 2
B)R'=f 4 0 1
6 -1 -l

{-2,1}
{56}
1
1z 1
3 3 3
1
Z'=t 0 0o =
3
z 1 2
L3 3 3

4+3i S5+4 -5-4i
X=|-2-2i -2-3i 3
0 0 -2
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27,

28.

29.

30.

2428

)

1+i

HX)=4 ydet(X)=1

8 10

X = » = —
67" " 67

s £

32

67’

W=

_2
67
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CAPITULO 6

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Una de las ideas centrales que aparecen recurrentemente al hablar de dlgebra moderna es la de
estructura algebraica. Es indudable que la investigaci6én matematica de tendencia conocida como
estructura algebraica, trajo consigo resultados de gran valor, particularmente en lo que respecta al
algebra,

El 4lgebra moderna se inicia con Evariste Galois quien cambié radicalmente el cardcter del
dlgebra. Antes de Galois, los esfuerzos de los algebristas estaban dirigidos principalmente hacia la
solucidn de ecuaciones algebraicas; después de Galois, los esfuerzos de los algebristas se
dirigieron hacia las estructuras de grupos y campos.

A la obra de Galois se debe la realizacion de trabajos revolucionarios de cientificos importantes
como Leopold Kronecker, Richard Dedekind, Heinrich Martin Weber y otros, que consistieron en
fundamentar los modernos desarrollos abstractos de las teorias algebraicas.

Las primeras veces que aparecieron los campos, aunque sin definirlos explicitamente, fueron en
las investigaciones de Niel Henrik Abel en 1828 y Evariste Galois en 1830 y 1831, sobre la
resolucién de ecuaciones por medio de radicales. Las primeras conferencias formales que se
dieron sobre la teoria de Galois fueron las de Richard Dedekind en los primeros afios de la década
1850-1860. Por aqueila misma época Leopold Kronecker empezd sus estudios sobre las
ecuaciones abelianas. Parece que el concepto de campo se introdujo en las matemiticas a través de
las obras de Dedekind y Kronecker. Ambos, y especialmente Dedekind, admitieron la importancia
de los grupos para el dlgebra. El concepto de campo de nimeros quedé firmemente establecido en
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las mateméticas con el famoso Eleventh Supplement de Dedekind, sin embargo, en esta obra el
autor se ocupd unicamente de los niimeros y las raices de ecuaciones algebraicas con coeficientes
racionales. Dedekind defini6 los campos de los niimeros reales y complejos.

Un tratamiento formal y abstracto de los conceptos de grupos y campos lo realizé Heinrich Martin
Weber, en colaboracién con Dedekind. Weber publicé en 1882 un trabajo sobre funciones
algebraicas, en el cual se aplicaban muchos de los conceptos que Dedekind habia desarrollado en
su teoria de ideales. Weber y Dedekind son considerados como pioneros del punto de vista
abstracto del 4lgebra.

Weber define un campo como un grupo al que se le aflade una operacién que cumple ciertas
restricciones. En la definicion de Weber, los grupos quedan definidos por una ley de composicién.
- Se cumple la propiedad de asoctatividad, pero en general, no la de conmutatividad; existe un
elemento neutro y uno inverso para cada elemento del grupo.

Niel Henrik Abel fue quien se encargd de estudiar, entre muchas otras cosas, la propiedad de la
conmutatividad en lo que a los grupos se refiere. De ahf el nombre de grupos conmutativos o
abelianos.

Habri que mencionar que el problema de la determinacién del mimero de grupos existentes para
un orden dado, como bien se sabe, fue planteado por primera vez en 1851 por Arthur Cayley,
quien también definié el concepto de grupo con una formulacién altamente abstracta.

Weber define isomorfismo y establece que dos grupos isomorfos constituyen un mismo concepto
genérico, y que por tanto, es indiferente tomar uno u otro como representante de ambos.

Si bien es cierto Weber habia sido ¢l primero en definir los campos en forma abstracta, fue
Steinitz el primero en investigar estructuraimente dicho concepto.

El trabajo de Steinitz repercutié en diversas arcas de la matemdtica. Tal vez el ejemplo més
importante de esto es el trabajo de Abraham Fraenkel, en el cual se estudié por primera vez ¢l
concepto abstracte de anillo, mencionando explicitamente a Steinitz como fuente de inspiracién. A
su vez los trabajos de Fraenkel abrieron el camino para los trabajos importantes de Emmy
Noether, Emil Artin y Wolfgang Krull sobre las teorias algebraicas abstractas.
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Sean M, el conjunto de matrices cuadradas de orden dos con elementos reales, la matriz
1 2
F ={ i OJ Yy N={A4|AF=F4, AeM,}. Determinar si la multiplicacién usual entre
matrices es una operacién binaria en N.

Solucién
Ae N=>AF =FA

Be N> BF=FB
Se quiere demostrar que ( AB) F = F ( AB)
(4B) F = A(BF)
= A(FRB)
=(AF)B
=(F4)B
(AB) F =F { 4B)

Por tanto AB€ N y la multiplicacién usual entre matrices es una operacion binaria en N.

2. Sea el conjunto de los mimeros enteros y * la operacién binaria en Z definida por
a*b=k’a+(2k*-1}b
Determinar el conjunto de valores k €7 1al que * sea conmutativa.
Solucién
a*b=Ka+(2k-1)b  .(Q)
b*a=kb+(2k'-1)a  .(2)
Las ecuaciones 1 y 2 deben cumplirse V a, be Z, por tanto si a*b=5%a se tendrd que

Kla+(2k* -1} b={2k" -1} a+ k'

lo que implica que k% = 2k* -1, es decir, £’ =1 paratodo a, be 7 .
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Asi, el conjunto solicitado es { -1, 1 }.

. Sea Z e] conjunto de los nimeros enteros y la operacién binaria en Z definida por
a*bh=a+ab Va, beZ.

Determinar si * ;

a) Es asociativa.

b) Es conmutativa.

¢} Tiene idéntico derecho e izquierdo.

d) Tiene elementos inversos derecho e izquierdo.

Solucién

a) Sean a, b, c € Z entonces
a*(b*c)=a*(b+bc)=a+a (b+bc)=a+ab+abe A
(a*¥b)*c=(a+ab)*c=a+ab+(a+ab)c=a+ab+ac+abc  ..(2)
Como (1) es diferente de (2) la operacion * no ¢s asociataiva.

b) a*b=a+ab y b*a=b+ba=b+ab implican a*b=b*a por lo tanto, * no es
conmutativa.

c) Sea ¢ €Z tal que a*e =a. Aplicando * se tiene a+ae, =a por lo que ¢ =0 es el
elemento idéntico derecho de Z para la operacion * .
Sea e, €Z tal que e, *a=a . Aplicando * se tiene e,+ea=a por lo que ¢, = —i; que
a

estd definida sélo si @ # -1, por lo que Z no tiene idéntico izquierdo.

d) Sea deZ tal que a*d=e . Al aplicar * y sustituir ¢ =0 se tiene g +ad=0 . d=-1
Asf, 4=-1 es el elemento inverso derecho de todo acZ.

No existen los inversos izquicrdos de * puesto que no existe idéntico izquierdo.

4. Seael conjunto D ={(x, y)| x, ye R} y la operacion + definida como

(xn J’i)"'(xz: yz)z(xl"“xza 0) v(xi’ y1)> (xzs yz)ED

Determinar si el sistema (D, *} es un grupo.
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Solucién

i) Asociatividad
(x, yl)+[(xz, ¥, ) +( %, ys)]z(x], X, )+(x, +x,, 0)

=()|:l +(xz+x3), 0)
=([xl+x2)+x3, 0)
=(x+x, 0)+(x, p)

2[(xl’ y,)+(x2, yz}]"'(xss J’s)

Por lo que existe asociatividad.
i) Existencia de elemento idéntico
(%5 n)+e, &)=(x, ») D)
(x, v)+(a, &)=(x +q, 0) w(2)
De(l)y 2)
(x,+e, 0)=(x, »)
x+e=x, y=0

e=0; »=0

Como ¢, eR no existe elemento idéntico unico, ya que al tomar ¢, distintos valores

itplica que existen diferentes elementos idénticos en el conjunto. Ademas, la ignaldad
s6lo se satisface para y, =0, es decir, no es vélida para todos los elementos del conjunto

D. Por tanto, el sistema ( D, +) no tiene estructura de grupo.

5. Para el sistema algebraico (Z, ), donde Z es el conjunto de Jos mimeros enteros y o es la
operacion binaria dada por

X0 y=x+2y+l Yx yeZ
determinar

a) siel sistema (Z, 0) cample con cerradura, y
b) el resultado de -5 *[6*(-2*10 )]
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Solucion

Q) xoy=x+2y+l
xeZ, 2yeZ = x+2y+leZ. Portanto x u yeZ Yy el sistema algebraico (Z, o)
cumple con cerradura,

b) -2*10=-2+2(10)+1=-2+20+1=19
6*19=6+2(19)+1=6+38+1=45
—5%45=—-5+2(45)+1=-5+90+1=86
Por tanto

-5*[6*(-2%10) ] =86

6. Determinar si el conjunto G={cis 60°, cis 120°, -1, cis 240°, cis 300°, 1} es un grupo con
la multiplicacién usual en C.

Solucién

i) Cerradura: V x,yeG: x-yeG

. cis 60°  ¢is 120° -1 cis 240° c¢is 300° 1
cis 60° | cis 120° -1 cis 240° cis 300° 1 cis 60°
¢is 120° -1 cis 240° cis 300° 1 cis 60° cis 120°
-1 cis 240° cis 300° I cis 60°  c¢is 120° -1

cis 240° | cis 300° 1 cis 60° cis 120° cis 180° cis 240°
cis 300° 1 cis 60° cis 120° -1 ¢is 240°  c¢is 300°
1 cis 60°  c¢i15120° . | cis 240°  cis 300° 1

En la tabla se observa que G es cerrado.

ii) Asociatividad: V x,y,zeG: (x-y)z=x-(y-z)

Como G < C (G esta contenido en C) entonces G cumple con asociatividad.
iii} Elemento idéntico: 3 ec C tal que e-x=x=x-¢ YV xeGC.

ezl yaque l-x=x=x-1 VYxe@G
iv) Elementos inversos: VxeG 3 ¥eG talque X -x=1=x-X
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El clemento inverso de cis 60° es ¢is 300°

El elemento inverso de cis 120° es cis 240°

El elemento inverso de —1 es —1

El elemento inverse de cis 240° es cis 120°
El elemento inverso de cis 300° es cis 60°

E! elemento inverso de 1 es 1

Por tanto G es un grupo con la multiplicacién asual en C.

Sea el conjunto P ={cis (0°), cis (120°), cis (240°)} . Determinar si el sistema algebraico
( P, *) es un grupo abeliano, donde * es ta multiplicacién usual en C.
Solucién
Construimos Ia tabla
* | cis(0°) cis{120°) cis (240°)
cis (0°) | cis(0°) cis(120°) cis{240°)

cis (120°) | cis (120°) cis { 240°) cis (0°)
cis (240°) | cis (240°)  cis (0°)  cis (120°)

i) En la tabla se observa que P es cerrado
i) Asociatividad: Va, b, ce P: a-(b-c)={a-b)-c
Yaque PeC entonces a-(b-c)=(a-b).c Va,b,ceP

iii) Existencia de elemento idéntico: Jec P ulque g-e=a=¢-a VacP

En la tabla se observa que (cis 0°)-a=a=a-(cis0°) VaeP
Luego cis 0° es el elemento idéntico.

iv)  Existencia de elementos inversos: Y ac P de P tal que a-a=cis 0°=4-a

V)

Nuevamente de la tabla se observa que:
cis 0% cis 0° =cis 0°=cis 0°-¢is 0° = cis 0° es el inverso de cis 0°
¢c1s 120°- ¢is 240° = cis 0° = cis 240°-cis 120° = cis 240%es ¢l inverso de cis 120°

cis 240° - cis 120° = cis 0° = ¢is 120°-cis 290° = cis 120° es el inverso de cis 240°
por tanto todos los clementos de P tiene un (nico elemento inverso en P.

Conmutatividad; V a, be P: a-b=b-a
Como PeC, a-b=b-a Ya,beP
Por tanto el sistema algebraico ( P, -) es un grupo abeliano,
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8. Verificar que si (G,*) es un grupo, entonces cada elemento ¢ &G tiene Unicamente un
elemento inverso en G.

Solucién

Sean 4, e G dos elementos inversos de aeC y sea e G el elemento idéntico del grupo.
Tenemos que

P

a*a=e y a*a=e
por tanto
a*a=a¥*a
luego, operando en ambos miembros con 4 se tiene
a*(a*d)=a*(a*d)
empleando la propiedad asociativa
(a*a)*a=(4*a)*ad

e*d=e¥i

a=a

lo que indica que, en realidad, aeG sélo tiene un elemento inverso, como querfa
demostrarse.

9. Sea el grupo (IR, A), donde a A b= a+b—J§ V¥ a, be R . Obtener el elemento idéntico del
grupo vy los elementos inversos.

Solucion
Por definicién de elemento idéntico

aAe=eha=g YaeckR
Para aAe=aqa
Por regla de correspondencia

a Ae=a+e-~f§
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10.

Por transitividad
a+e—~3=g
e=~3elk

Como (IR, A} es un grupo, entonces el idéntico derecho es igual al idéntico izquierdo, por

tanto e =+/3 es ¢l elemento idéntico del grupo.

Por definicion de elementos inversos

Para a Ad =3
Por regla de correspondencia
ahd=a+d-3
Por transitividad
a+d-3=13
a=-a+ 2\5

Anilogamente, los inversos izquierdos estin dados por d=—a+2\3, ya que (R,A) es un
grupo.

Por tanto, los elementos inversos est4n dados por &=-a+ 2@ VY aelR

Sea el grupo (Z,A) donde la operacion binaria A estd definida por
aAb=a+b-6 Y a,beZ.Obtener el inverso de 2.

Selucién
Para obtener el inverso de 2 es necesario calcular previamente el idéntico del grupo.

Por definicién

alAe=ag V acZ
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Por regla de correspondencia
daAe=a+te—6
Por transitividad

a+e—b6=a

e=6
El elemento inverso de 2 se obtiene por medio del siguiente proceso:

2A2=6

¢ d

ab+mn_a+m-l b+n
¢ d i q“ c+p d+g+3

a) Verificar que {M,, +) tiene estructura de grupo abeliano.

1. Sean el conjunto Mf{ [a b}

a,b,c,deR } y la operacién + definida por

1 -2
b) Determinar el elemento inverso de M =[ s 4 }

c¢) Obtener la matriz X que satisface la ecuacién M +X =N donde

1 =2 1 0
M= N =
Solucidn

a b m n ros
a) Sean A=[c d],.3=[f q),C—-[r v]EMz.
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) a+m-1 b+n
i) Cerradura A+ B= €

c+p d+g+3
il) Propiedad asociativa

w2 MG )
0 )

=[a+(m+r—1)—1 b+(n+s) ]

c+{p+t) d+(g+v+3)+3

=[(a+m—1)+r~1 (b+n)+s )

(c+p)+t (d+g+3)+v+3

a+m-1 b+n N r s
- c+p d4+g+3)

(R | N

A+{B+C)=(4+8)+C

iii) Existencia del elemento idéntico

Sea E={x y]eM2 tal que A4+ E = A4, entonces
z w
AiE= a b_kx yy (e b
e d z wj \c d

A E = a+x-1  b+y | (a b
{ c+z d+w+d) \c d
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Empleando la definicién de igualdad de matrices

(a+x-1=a
b+y=5b

c+z=¢

 d+w+3=d

entonces x=1, y=0, z=0, w=-3,

I 0
Por tanto, existe el elemento idéntico derecho y éste es £ =[0 3)

a
Abhora, sea F=[ f:)ejm tal que F+4 =4, entonces
4

Fede|® B N b _ a+a-1 p+b _(¢ b
y o c d y+c  S+d+3 c d
de donde

(g+a-1=a
pg+b=b
¥ytc=c

([ 6+d +3=d

ya=1, B=0, y=0, &§=-3,porlo que el elemento idéntico izquierdo es
1 0
F= .
0 3
] o 1 0
Como E=F, existe el clemento idéntico que es E = 0o =3
iv} Existencia de los elementos inversos

m n
Sea —A=(

eM,talque A+({-4A)=E,
p q] 2 q ( )
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A+(-4)= a b N m n} {a+tm-1 b+tn ) {1 0
Re d r q N c+p d+g+3 10 -3

Nuevamente, empleando 1a definicion de igualdad entre matrices

(a+m-1=1
b+n=90

c+p=0

(d+q+3=-3

dedonde m=2-4a, n=-b, p=-c, g=-6-d, porlo que

2—-a b
-4 =( 6 d} es el elemento inverso derecho de A.
— c -_— —

Por otra parte, sea ﬁ=(; SJeMztalque A+A=E.
U
A= ros N a b _ r+a-1 a+b _ 1 0O
t u c d t+c  u+d+3 0 -3

(r+a-1=1

por lo que

s+b=0
]

t+ec=10

(u+d+3=-3

=> r=-2-a, s=-b, f=-¢, u=-6-d; porlo tanto

. (2- -
A=[ a b J
¢ -6-d

Como —A = A, para toda 4 existe un elemento inverso -A,
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Hasta este punto se ha determinado que el sistema ( M,, +) tiene estructura de grupo.

v) Conmutatividad
a b m n a+m-1 b+n m+a-1 n+b
A+B= + = = =
¢ d P q c+p d+g+3 p+c g+d+3
b
{04 S
p gq; \c d
Por tanto { A,, +) es un grupo abeliano.

a
b) A partir del resultado del axioma iv, s1 4 =(
¢

—a  -b
—A=(2 ¢ }v AeM,

- —6-

e C
d

1 -2

entonces:
-3

2-1 2 1 2
(5 )
3 —-6-4 3 ~10

¢} De acuerdo con las propiedades de grupos

se tiene que s1 M =(

M+X=N
(-M)+(M+X)=(-M)+N
(-M+M)+X=(-M)+N
E+X=(~-M)+N

X=-M+N

1 2 1 0
Sustituyendo —M = yN= se obtiene que
3 -10 1
X 1 2 . 1 0
{3 -10) 11
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| 2
4 -6

12.Sean (G, *) un grupo y a€G cuyo elemento inverso es 4. Demostrar que si 4=aVaeG,

P
il

entonces (G, *) es un grupo abeliano.

Solucién

Desearnos verificar que a*b=b*a ¥ a, b G. Como en este grupo el inverso de a*b debe
ser justamente a*b, procedemos de 1a siguiente forma:

(a*b)*(b*a)=[a*(b*b)]*a Propiedad asociativa
(a*b)*(b*a)=(a*e)*a e es el idéntico del grupo
(a*b)*(b*a)=a*a
(a*b)*(b*a)=e (D

y pot otro lado
(a*b)*(a*b)=e -(2)

Comparando las expresiones (1) y (2) concluimos que a*b=5*a. Por tanto, (G, *) €s un

grupo abeliano.

13.Sea (S,*) un grupo, donde S={cis60° cis120° ~1, cis 240° cis300° 1} y * es la
multiplicacién usual en C. Determinar si el conjunto B ={cis 120°, cis 240°, 1} s subgrupo
de §S.

Solucién

La siguiente tabla ilustra a la operacién * en S:
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* cis 120° cis 240° I
cis 120° | cis 240° 1 cis 120°
cis 240° 1 cis 120° cis 240°
] cis 120°  cis 240° I

i} De la tabla es claro que B cumple con cerradura.
ii) B cumple con asociatividad por ser un subconjunte de C.
iii) El elemento idéntico de B es 1
iv) cis 240° es el inverso de cis 120°
cis 120° es el inverso de cis 240°
1 es el inverso de 1
Por tanto B es un subgrupo de S.

14.Sea (G,-) un grupo, donde G={1, -1,i, -/} y - es la multiplicacién usual en C.
Determinar si el conjunto T'={1,~1 i} esun subgrupo de G.

Solucién

Dado que - es la multiplicacién usual en €, se puede construir la siguiente tabla.

-1
11 -1
—1|-1 1 -
il - -l
Observar que (—l ) j=—i, pero —i¢T, luego T no cumple con cerradura y no es un subgrupo

de G.

15. Sea G un conjunto no vacio y sea * una operacion binaria definida en G.
 Si(G,*) esungrupo y a, b, d,e G, obtener la solucién de la ecuacién

x*g*x*hb¥x=x*d*x
Solucion
x*a*x*h*¥x=x*d*x

F*¥(x*a*x*brx)=2*(x*d*x) Existencia de elementos inversos
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16.

(j:*x)*(a*x*b*x) =(2*x)*(d *x) Asociatividad
e¥(a*x*b*x)=e*(d*x) Existencia de elemento idéntico

a¥x*h¥y=(d*y

(a*x*b*x)*%=(d*x)*3 Existencia de elementos inversos
(a*x*b)*(x*%)=d*{x*%) Asociatividad
(a*x*h)*e=d*e Existencia de elementos idénticos
a*x*b=d

a*(a*x*b)=a*d Existencia de elementos inversos
(&%a)*(x*b)=a*d Asociatividad

e¥(x*b)=a*d Existencia de elemento idéntico
x*b=a*d

(x*b) *h = (a*d) *p Existencia de elementos inversos
x*(b*b)=a*d*h Asociatividad

x*e=a*d*bh Existencia de elemento idéntico
x=4%d*)

Sea el anillo (4, @, ©}, en donde A={(x, y)|x y e]R} y las operaciones binarias @, ©
estan definidas como

(% y)®(w, z)=(x+w, y+z)

(z, y)o(w z)=(xw-yz, xz+yw)

Determinar si { 4, ®, ©) tiene unidad.
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Solucion
Paratodo (x, y)ed 3 (u,u,)c4 tal que (x,y) O (u,u,)=(x, »)

(% ¥)O(, 1y )= (x4 = yuy, 31, + yu, ) =(x, y)

Por igualdad se tiene que

{xuyu
y=xu, +)u

Resolviendo para u, y 1, , se obtiene
w=1 wu,=0.
Por tanto (1,4, )})=(1,0)e 4 y el anillo (4, ®, ©) tiene unidad por la derecha.
Por otro lado
(1, 1,)0(x, y)=(ux-uy, wy+ux)=(x )
de donde

{x=u1x-u2y

y=uy+u,x
Resolviendo para #, y u, , se obtiene que
u=1, u,=0.

Por tanto (#,, u,)=(1,0)e A y el anillo (4, ®, ©) tiene unidad por la izquierda y como es
igual a la unidad por la derecha, el anillo tiene unidad.

La unidad del anillo dado es (z,, », )=(1,0}.

17.Sea P el conjunto de polinomios de la forma p(x)=ax, VacR y sean + y o las
operaciones binarias en P definidas por:
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p(x)+g(x)=(p+q)(x) ¥ p(x),q(x)eP

p(x)oq(x)=p(q(x)) Y p(x),q(x)eP

Considerando que ef sistema { P, +) es un grupo abeliano, verificar que el sistema (P, +,0)

tiene estructura de anillo. Determinar si (P, +, 0) es un anillo conmutativo y si tiepe unidad.
Solucién
Sean p (x)=ax, q(x)=bx, r(x)=areP
Verificando la asociatividad de o en P
p(x)o(g(xyor(x)}=p(x)oq(r(x))
p(x)e(q(x)or(x))=p(a(r(x))) AD
Por otro lado
(P(x)eq(x))or(x)=p(q(x))o r(x)
(p(x)oq(x))o r(x)=p(a(r(x)}) A(2)

Comparando las igualdades (1) y (2) se tiene que
p(x)o (q(x]or[x))=(p(x)o g(x))or(x)

Verificando las propiedades distributivas
) p(x)o(g(x)+r (x))=p (q (x)+r (x))

=p(bx+ox)

=p((b+c)x)
=q (b-+c)x

p{x)o (q(.x)+r(x))=abx+acx 3)
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Por otro lado

p(x) o q(x)+p(3) o r(x)=p(a(x))+r(r(x))

=p(bx)+p(cx)
pi{x)o q(x)+p(x) o r{x)=abx+acx - (4)

Comparando las igualdades (3) y (4) se concluye que
p(x) o (q(x)+r(x))=p(x) 0 ¢(x)+p(x) 0 r(x)
i) (p(x)+q(x)) o r(x)=(p+g)(x) o r(x)
endonde (p+g)(x)=ax+br={a+b)x, asi

(p(x)+q(x)) o r(x)=(p+a)(r(»))

- (p+a) (o)
=(a+b)(cx)
(p(x}+q(x)) o r{x)=acx+bex ...(3)
Por otra parte
p(x) o r(xra(x) o r(x)=p (r () e (r (2))
=p(ox)+q(cx)
p(x) o r{x)+q(x) o r{x)=acx+bex ..{6)

Comparando las ignaldades (3) y (6) se concluye que
(p(x)+q(x)) 0 r{x)=p(x) o r(x)+q(x) o r(x)
Por tanto, (P, +, 0) es un anillo.

Para determinar si (P, +, o) es un anillo commutativo se tieme que investigar la
conmutatividad para la segunda operacién, esto es:
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p(x)o q(x)=pla(x))
= p(bx)
=a(bx)
p(x}Yo g(x)=(ab)x )

Por otra parte

g(x)o p(x)= ( x])
=q(ax)

=b (ax)
g(x)o p(x)=(ba)x (8

Comparando las igualdades (7) y (8) y teniendo en cuenta que ab=ba ¥V a,bcR se
concluye que

p{x)o g(x)=q(x)op(x)
por lo que (P, +, ) es un anillo conmutativo.

Para determinar si ¢l anille (P, +,0) tienc unidad se proponen u {x)=¢x,

u, (x) =e¢,x € P como idénticos derecho e izquierdo, respectivamente.

p(x)oum(x)=p(x)
p(u(x))=p(x)
p(ex)=ax

aex =ax

por lo que ¢ =1 y u {x)=x es la unidad derecha. Por otro lado
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u, (x)o p(x)=p(x)
u, (p(x))=p(x)

u, (ax)=ar

e, (ax)=ax

por lo que ¢,=1y u, (x)=1x es la unidad izquierda. En virtud de que
w (x)=u, (x)=u(x) es tal que

p(x)ou(x)=u(x)op(x)=p(x) ; ¥V p(x)eP
el polinomio « { x)=x es la unidad del anillo.

Por tanto, el sistema (P, +, o) tiene estructura de anillo conmutativo con unidad.

2,2,€C; z,#0;, i'= -l} y las operaciones binarias # y

LA T A N A
20 | 22 = 2420
Zy Z4 5 4

(f*-+2i] " [ﬁ»r 2;'J=z'—z3+ 2
z, z, 7,2,

Si (L, *} es un grupo abeliano, la operacién # es cerrada, conmutativa y asociativa enly#es

18. Sean el conjunto L={~z—'-+2£
z2

* definidas por

distributiva por la izquierda sobre *, determinar si (L, * #) es un anillo conmutativo con
unidad.

Solucién

Distributividad por la derecha
[ﬁ+2i}'{z—3+2£J #[[fé-+ 2fJ]=Mﬁ+2f] #(5-5-+2f)]*[[51+2f) #[ihz;')]
z, 2y Zg z, Zg 24 “g
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2 it Z . 2,2 2.z .
(—'+—i]—5+21=-———-' s = A
Zy Z4 )% 2385 Z4%

CARE RPN LIS PR LI L Y

2,2y Z43 Z,Z,  I,Z

Elemento idéntico para #

El elemento idéntico 9 +2ie L es tal que para todo (i +2i ) € L se tiene que
eZ ZZ

[i+2f] #[E‘-+2i}=£‘-+2f
Z €, 23

28 12i=042% = g=e#0

6, 2,

Podria parecer que existen una infinidad de elementos idénticos, sin embargo st ¢ =e, #0

entonces & +2i=1+2i e L. Por tanto, la unidad del anillo es 1 + 21,
eZ

(L,* #) es un anillo conmutativo con unidad,

19. Sea el anmillo con unidad ( 4,*,#), donde A={a, b,c} y las operaciones * y # se definen
como

b
b
c
a

Determinar si se cumple la siguiente igualdad:
(d*b)# (c*d):(e # 5)*(9' #e)

Nota: 4 es el inverso de a respecto de la operacion *

b es el inverso de b respecto de la operacion *
e es el idéntico de la operacién *

€ es el idéntico de la operacion #
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Solucién

De las tablas que definen las operaciones * y # se deduce que

(a*b)#(c*a)={a*b)#(c*a)
=b#c

=c

Por otro lado
(e#ﬁ)*(e‘ #e)=(a#tc)*(b#c)
=a*c
=c
Por tanto

(&%) #(c*a)=(e#b)*(e #e)

20. Sean ¢l conjunto A={a, 8,7, 8} y las operaciones binarias + y - definidas por

+ia B vy & e By 6
aja B y b ala o a «
B|B v 6 «a Bla B v o
ylv 6 a B yla v a vy
8|6 a g v Sla 6 y B

Determinar
a) El elemento idéntico para la operaciéon + y para la operacion -
b) El elemento inverso de cada elemento de A respecto de la operacion +

Solucién

a) Para la operacién -+, se observa de la primer tabla que
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c+a=a)

a+f=p

aty=y

+ = el idéntico izquierdo ¢, = &

a+dé=46 |

ata=a)
Bra=p
y+a=y

S+a=0 |

- => ¢l idéntico derecho e, =

Como ¢ =e, =« , €l idéntico para la operacidn + es e=«

Para la operacion -, se observa de la segunda tabla que
Ba=a )
B-p=p
B-y=y
B-6=8 |

» => el idéntico izquierdo ¢ = 8

a-f=a
B-B=p
y-B=y

§-B=5|

> => ¢l idéntico derecho e, = f

Dado que ¢ = ¢, = 3, el idéntico para la operacién - es € =
b) Nuevamente de la tabla para la operacién -+ se tiene que

d+a=a=>d=a (el inverso izquierdo de aes a)
B+p=a= =5 (el inverso izquierdo de B es &)
yrty=a=y=y {cl inverso izquierdo de y es y)
S+8=a=>86=p (el inverso izquierdo de Ses )

a+d=-a=d=a (elinverso derecho de a es a)
B+fi=a= =5 (el inverso derechode B es &)
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y+y=a=>¢=y {el inverso derecho de y es ¥ )
S+d=a=5=p (el inverso derecho de & es f)

Por tanto ¢l inverso de cada elemento de 4 respecto de la operacion + es
@ para o,
o para j,

yparay y
S para J.

21.5¢ean § ={ } y las operaciones de adicién y multiplicacién defimdas en R.

Demostrar que el sistema algebraico (S, +,-) es un campo.

Solucion
) Asociatividad para la adicion en S.

Si x, y, ze S entonces debe cumplirse que x+(y+z)=(x+y)}+z
Sean x=a,+5N2, y=a,+bV2, r=a,+bh2eS$

x+{y+z)=|q +b\f—) [(az+b2ﬁ)+(a3+b3\5)]

il

a, +b ) I:(az+a3)+(b2+b3)\5]

(@ +a,)+a, )+((b+b,)+b) 2
a, +a, )+(b +b, )\/_) (a3+b,~/§)

a, +b a2+b J_):I (a3+b]\f5)

x+y)+z

(
(
(@ +(a,+a,))+(b+(b,+5,))2
(
=((
(

=(
i) Conmutatividad para la adicién en S.
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x+y=(a1+b,«/5)+(az+bzx/5)
=(a+a,)+(h+5) V2
=(a,+a,)+(b,+5) 2
=(az+b2\/_)+(a +b~./_}
Sy+x
iii) Elemento idéntico para .

Vxel§, 1 eeS talque x+te=e+x=x

Sea e=e1+32\5
Xt+e= (al-i'bp/_) (e,+ezx/_)

=(a,+e )+(b +e,) V2 (1)

como

x+e=a +b2 ()
De las expresiones (1) y (2) se tiene:

a+eg=a = =0

b+e=b = e=0

Dado que
e=¢ te, 2

e=0+ O\E
Obteniendo el idéntico izquierdo, ahora sea m = m, + m,\2
m«+-r=(m1 +mzxﬁ)+(a, +blx/§)
= (m +a )+(m, +5) 2 -(3)

entonces el idéntico derecho es

como

m+x=a,+bl\/5 ~A4)
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De las expresiones (3) y (4) se tiene que

m+a=a = m=0

m+h=b = m=0

Entonces el idéntico izquierdo es

e=0+0v2
De lo anterior se concluye que
El elemento idéntico es e =m = 0+0+/2
iv) Elementos inversos
Sea 2=y +y,42es tal que x+2=0+0V2

(a,+blﬁ)+(y,+yzﬁ)=0+0\/§
(a,+¥)+(H +3,)V2=0+0J2

Por la igualdad se tiene
a+y=0 = y-=-q
b+y,=0 = y,=-h
fz—al—b,x/fe.‘j'
| F+x=0+0v2
(7 +7,2)+(a +642)=0+042

(¥ -i-al)-l-(y2 -l-bl)\5=0+0~/5
nt+a =0 = y=-q
Y+ =0 = y,=-h

i=-a,-b2es

El elemento tnverso de x es ¥ =-g, ~bl~/5
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v) Asociatividad para la multiplicacion en S.
x(yvz)=(xp)z
x:(y-z)=(a+b32 )] (a, #8552 ) (2, +5,42) ]
=(a, +b,x/5)-[(a2a3 +2bb, )+ (a,b, + byay ) \E]
=a, (2,8, +2b,b, J+ a; (@b +b,a, ) 2+ b (a0, + 26,6, ) V2 +2b, (ab, +bya,)

=(aa,a,+2abb, + 2bab, + 2bba, Y+ (aa;b, +aba, +baa, +2b5b )2 .(5)

Ahora
(x-y)z= [(al +b2 )'(ﬂz +b2ﬁ}]-(a3 +b,~/5)
= [( a,a,+2bb, )+ (ab, +ha, ) N2 ] -(aj +b3\5)
=[(@a,+2bb, ) a; +(ab, +ba,) 2b, 1+[(aa, +28b, ) b, +(ab, +ba,) a, ] J2
=[aa,a, +2bb,a, + 2ab,h, +2ba,b |+[ aab, +2bbb, +ap,a, +haa,]  .A6)
Al comparar las expresiones (5) y (6) se concluye que
#(ye2)=(xr)2
vi) Conmutatividad para la muitiplicacion en S.

x-y=(a, +bl\5)-(a2+b2\5)

x-y=(alaz +2blb‘2)+(a]b2+b|ag)‘/§ A7)

Por otra parte

y-x:(a2 +b2~.5)—(a, -I-bl‘\[i)
yx=(a,a, +28,b, )+ (a,b +ba, ) V2
y-x=(aa,+2bb, )+ (ab, +ba, )2 .(8)

De las expresiones (7) y (B8) se tiene que

xy=3-x
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vii) Elemento idéntico para la multiplicacién en S.
U xX=xu==x
u=u -+, J2
u-x=x
sustituyendo
(ul + uzﬁ)- ( a, +bl\/5) =g, +bl~.5

U4, +u,b,\/5 +alu2\/§+ 2bu, =a, +b2~f§
(o, +2bu, )+ (b, + au, )\Ez a, +b1\/§

por igualdad

au,+2bu, =a, = u =1, u, =0
bu +au, =b=>u =1, u,=0

con lo cual

u=1+042

Por otro lado

Xu=x

(al +b,ﬁ)-(ul +u2\/5)=at +b1\5
desarrollando y agrupando se tiene que:
(o, +2bu, )+(au, +bu )2 = a +bV2
por igualdad

au,+2bu,=u, = wu =1, u,=0

at, +b =b = wu =1 u,=0
u=1+02
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El elemento idéntico para la multiplicacién es u = 14042
viii) Elementos inversos.
T ox=14042
X =mn2
(m+n\/5)-(a1 +b1\/5)=1+0ﬁ

(ma, +2nb )+ (na, + mb ) N2 =1+ 042

por igualdad
ma, +2nb =1
na, + mb, =0
o bien
ma, +2nb =1

mb +na, =0
resolviendo el sistema de ecuaciones para m y n, se obtiene

__ 5 A= -b,
al -287 al -28!

El elemento inverso de x es:

-z = b 2 0, bz 0
¥ (af—zbf}“[af—zb]‘f (20, 520)

Andlogamente para x-x~ = 1+042 , se obtiene

xﬂ=[ % H b ]JE (a0, b=0)

al -2b} al —2b7

Existen elementos inversos
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x(y+z)=(xy)+(xz
ix) Distributividad{ ( ) ( ) ( )
(x+y)-z=(x-z)+(p-2)
x=.x,+x2~/§, y=J’|+y1\Es z=zl+zz\/—£
Se demostrar primero que x(y+z)=(x-y)+(x-z)
x-(y+z)=(x, +x2\5)-((y1+y2\/§]+(z1+zzwﬁ))
=(xl+x2\5)~((y,+z,)+(y2+zz)\5)
=x (y1+zl)+212(y2+z2)+(xl(y2+22)+x2 (yl+zi))‘\!§
=y + X2+ 20y, + 20z, +( 0y, + 2z, 0y +x,7)) J7
=x,y,+xlz,+2x2y2+2x,zz+x1y2\/§+xlzzﬁ+x2y,\5+xzz1\/§
=(xtyl +1X%,¥, '*'"Clyz\'ﬁ"""'2}’1\‘5 )+(xlzl +2x,2, +x122\/5+x221\/§)
=(xl+x2\5)(y1+y2\/5)+(x]+x2\@)(zl+zzﬁ)

=X y+xz
Luego x-(y+z)=x-y+xz
De la misma manera, el lector puede verificar que
(x+y)z=xz+y-z

Por tanto el sistema (S, +, ) tiene estructura de campo.

22.Sea E ={a +bi [a, beQ,it= ~1} un subconjunto de €. Determinar si (E, +, -} es un campo,

en donde + y - son las operaciones usuales de adicién y multiplicaciéon en C.

Solucién

Sean z, =a+bi, z, =c+di, z,=m+nie E, lo que implica que 4,5,¢,d, m, neQ

i) 5+(z,+z)=(z2,+2)+z V z, z,, z,€C
Como EcC, la igualdad también es valida para todo z,, z,, 2, € E.
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i) z+z,=2,+z, V z, z,€C, porlo que es vilida V z,, z, € E.
i) Sea e=x+yic £ tal que z +e=2z
(a+bi)+(x+yi)=(a+bi}

(a+:c)+(b+y]i=(a+bi)
Porloque x=y=0y ¢=0+0i
iv) Sea —z =h+kcE talque z,+(-z )=e

{(a+b0)+(h+ki)=0+0i
(a+h)+(b+k)i=0+0i

Porloque h=—g, k=—b y —z,=-a~bi es ¢l inverso aditivode z, =a+bicE

V) zz,=(a+bi}-(c+di)=(ac—bd)+(ad +bc)i
Como ac—bd, ad+bceQ, z,+z,€F

vi) z,(z,-2)=(2-2,)-z, V¥ 2,2,z eC porlo que es vilida también
vV z2,z2,z,¢€k.

vit) Sea u=u +u,ieFE 1al que
Uz =z

(w, +uyi)-(a+bi)={a+bi)

(ula—uzb)+(u,b+u2a)=(a+bf)
lo que implica que #, =L, w, =0 y que u=1+0

viii) Sea =4+bic E tal que

,rZ=HN

i

(a+bi)-(a+bi)=(1+0i)
(a&—b5)+(a5+b&) 1’=(a+0£)

{o que implica que
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23.Sea el grupo (M, +) donde M ={diag (a,b,c)

ag-bb=1  ..{1)
bi+ab=0  .(2)
Multiplicando (1) por a y (2) por b, para después sumar las ecuaciones obtenidas se tiene
a‘d-abb=a

bla+abb=0

(a2 +b’ ) d=a
por lo que & = ﬁ v, sustituyendo en la expresién 2
a’+

ab
a’ +b*

+ab=0

b

a+

por lo que b=- Asi el inverso multiplicativo de =z, =a-+bi es

PR b
P T L

»

i, lax0, bat{))

Notese que si a=b=0 entonces 2, no estard definido, pero no afecta a la definicion de
campo puesto que en este caso z, =0+0i=e.

7,{2,+2,)=2,-2,+2,2, y (2,+2,)-2,=(z,-2,)+(2,-2,) se cumple Vz,z, z,eF,
ya que E es un subconjunto de C.

Por tanto ( £, +, ) es un campo.

a, b,ce]R} y + es la adicién usual de

matrices y sea el grupo (P, ®) donde P ={ax’ +bx+cla, b,ce R} y ® es la adicion usual

de polinomios.

Determinar si la funcién f:M — P con regla de correspondencia

f (dfag (a. b, c))=mc2 +bx+c

es un isomorfismo entre los grupos (M, +) y (P, @)
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Solucién

J es un isomorfismo si es un homorfismo y es biyectiva.
i f €5 un homorfismo?

A=diag(a,b,c), B=diag(e,f,g} = A+B=diag(a+e, b+, etg)

f(A+B)=f(diag (a+e,+b+[,c+g))
={a+e)x’+(b+f)x+(c+g)
=a’ +ex’ +hx+ fitct+g
=(ax* +bx+c)@{ex’ + fr+ g)
=f(4)®7(B)
Como f (A+B)=1(A4)® f (B) entonces f s un homorfismo.
if es biyectiva?

f(diag (a,b,¢})=f(diag (e, f, g})

ax*+bx+c=ex’ + fi+g

Por igualdad de polinomios a=¢, b= f, ¢ =g, luego
diag (a,b,c)=diag (e, f, g)
fes inyectiva.

Ademias como el codominio de f es igual al recorrido de f (todo polinomio ax® +bx+c¢ tiene
asociada una matriz diag (a, b, ¢)) entonces

[ es suprayectiva,
Entonces fes biyectiva.

Por tanto f es un isomorfismo.
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24.La funcién f:Z -» 7 con regla de correspondencia f (x)}=-x, es un isomorfismo entre los
grupos (Z, A) y (Z, o). La operaci6n binaria o esta definida por

xoy=x+y-3 Vi yel
Determinar la regla de correspondencia de la operacion binaria A

Solucion

Como f es un isomorfismo entonces
f{xAy)=f(x) a f(y) (1)
Aplicando la regla de correspondencia f {x)=-x
f(xay)=—(xAy)

fx)=-x
F(y)=-~y
Sustituyendo en la expresion 1
~(xay)=(-x)o(-y)
—(xAy)=(-x)+{(-»)-3
—(xAay)=-(x+y+3)
Por tanto

XAy=sx+y+3
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EJERCICIOS PROPUESTOS

. En el conjunto de los numeros naturales se define la operacion binaria
a*b=4a+2b Va, be N ; calcular 2*(3*(1*1)) .

., Sean @ el conjunto de los nameros racionales y la operacibn A dada por
mAn=m+3n~5 Ym,neQ.Determinar e} valor de x que satisface 1a ecuacién

[3a(-2)] A [(x+2)A4]=0

. Determinar si la operacién binaria x V y =-2x+3y definida en el conjunto de los niimeros
enteros, es asociativa.

. Sean A={a,b,¢,d} y o laoperacién binaria dada por

& 0o o w0
e o oA
oo s oo
20 o RO
E IR ERE ~URE ) B

Determinar si la operacion binaria o es

a) Conmutativa.
b) Asociativa.

. Para la operacion binaria a ® b =64-2b +% definida en R, determinar si

a} existe elemento idéntico, y
b} existen elementos Inversos.

. Sean el conjunto S={1, -1, i, —i}, donde *=-1, y la operacién binaria - definida
como
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Determinar:

a) El elemento idéntico de S.
b) Los elementos inversos de S,

7. Sea el sistema algebraico [R—{-;-}, O} donde © esta dada por a®Ob=a+b+5ab.

Determinar el elemento inverso de —10.

8. Sean el conjunto G ={x, », z, w} y la operacién binaria Q definida por

Y
y
z
w
x

T onow =D
E o e om |
w = T Nwn
MoW = o= | E

Determinar si el sistema algebraico (G, Q) es un grupo abeliano.

9. Sean el conjunto E={m, n, r, p} y la operacién binaria + dada por

W o o= F 4
~ 3 X wlX

n
m
r
P
n

b T R S B
= N T T B -

Determinar si el sistema algebraico ( £, +) es un grupo.
Si no lo es jcudles axiomas no se cumplen?

10.5i (G, A) esun grupo abeliano y a, b, ce G, resolver la ecuacién
aAxAb=bAc

11.Sean el conjunto B={cis 0°, cis 120° cis 240°} y . la multiplicacion usual en C.

Determinar si el sistema algebraico ( B, -) es un grupo.

12.Sean (G,°) un grupo y a, b ¢ G . Demostrar que si @cb=boc entonces b=c.
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13.8ea (L,-) un grupo, donde L={1,-14,—i} y - es la multiplicacién usual en C.

Determinar si 7 ={1, ~1} es un subgrupo de L.

14, Para ¢l grupo del ejercicio anterior, determinar si existe un conjunto de tres elementos que
sea subgrupo de L.

15. Sea P:{ax+b

a,beR} y laoperacion * definida por
(ax+b)*(cx+d)=(a+c+1) x+(b+d +1)
Determinar si el sistema algebraico (P, *) €S un grupo.

16. Determinar si el conjunto R= {a+b Leelinn

multiplicacién usuales en R,

a b ce Q} es un anillo cen la adicién y

17. Sea el conjunto H ={a, f,7,8 } y las operaciones @ y o definidas por

®la B y & Ola B y o
ala B y O ala a a «
BB a & vy ple B a p
yiy o a pB yie y a y
5|6 v B «a S|lae 6 a o

Determinar si el sistema algebraico ( H, ©, ©) es un:
a) Anillo.
b) Anillo conmutativo.

¢) Anillo con unidad.

18. Demostrar que si (4, +,-) es un anillo y ¢ es el elemento idéntico para la operacién +,
Cnionces a-e=¢e-a=¢€

19.Sean (D, * #) donde D ={(a, b)|a,beC} y las operaciones binarias *, # definidas por

(a,6)*(c,d)=(a+ec,b+d)

(a,b)#(c,d)=(ac—bd,ad +bc) V(a,b),(c.d)eD

Determinar si (D, *, #) es un anillo.
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20. Demostrar que el conjunto J={x x=% (ab), b%0, a, beZ} €5 un campo con las

operaciones o y # definidas como

xay=x+y

1
#y=—x
X#Yy 3 y

21. Sean los grupos (R, A) y (G, 0) donde G={(x, —%}‘x ER} y las operaciones
binarias A y o se definen como

XAy=x+y vx, ye R

(Koo ) (a5 o

Determinar si la funcién g :R — G es un isomorfismo, considerando que la regla de

correspondencia g es g {x)= (x, - g] :

22.5¢an {R, 6) y (R, ¢) dos grupos, donde las operaciones binarias 6 y ¢ estin dadas
por

adb=a+b+2
a¢gb=a+b Ya,beR

Determinar si la funcién f:R ~» R con regla de correspondencia f (x)=x+2, esun
isomorfismo,
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RESPUESTA A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

14

3. No
4, a) Si b) Si

5. a) No existe b} No existen

a) e=l]
b =]

1

= —f

-1
s
i
8
—i

9. No, la operacién no es asociativa, no existe idéntico, no existen inversos.
10.x=4 A ¢

11.8i

13.8i

14. No

15. S1

16. Si

17.a) Si b)No c¢) No
19. Si
21, Si

22. Si
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