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Introduccion

El nacimiento y desarrollo de la combinatoria ha sido paralelo al desarrollo de
otras ramas de las Matematicas, tales como el algebra, la teoria de niimeros, y la
probabilidad.

Desde tiempos muy remotos ha habido problemas de combinatoria que han lla-
mado la atencién de los matematicos:

= El problema de los cuadrados magicos, que son matrices de niimeros con
la propiedad de que la suma de los elementos de cualquier columna, fila o
diagonal es el mismo nimero. Aparece en un viejo libro chino fechado 2200
a.C. Los cuadrados mégicos de orden 3 fueron estudiados con fines misticos.

= Los coeficientes binominales, que son los coeficientes enteros del desarrollo
de (a + b)™. Fueron conocidos en el siglo XII.

= El tridngulo de Pascal, que es una disposicion triangular de los coeficientes
binominales. Fue desarrollado en el siglo XIII.

La combinatoria se desarrolla en occidente en el siglo XVII debido a los intereses
de Blaise Pascal (1623 — 1662) y Pierre Fermat (1601 — 1655) por los aspectos
matematicos de los juegos de azar. Comenzaron a recoger muestras de experimentos
que realizaban en las mesas de juegos y a registrarlas estadisticamente para estudiar
las leyes y regularidades bajo las cuales se regian.

Uno de ellos fue el siguiente: el juego consistia en el lanzamiento de una moneda
sucesivas veces. El ganador es el jugador que alcanza primero 6 éxitos (6 caras
6 6 numeros). Pero el juego se detiene si tras el noveno lanzamiento un jugador
tiene 5 éxitos y el otro 4. ;Como se puede repartir entonces la apuesta? No era
justo hacerlo con la razoén 5 : 4. Pascal resolvié el problema aplicando algunos
métodos combinatorios y ademés propuso un método de solucién para el caso
general, cuando a un jugador le quedaran “r” partidas hasta ganar y al otro jugador
le quedaran “s” partidas. Una solucién similar a este problema fue dada por Fermat.

La combinatoria se desarrolla de forma mas completa con los trabajos de Jacob
Bernoulli (1654 — 1705) y Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646 — 1716) que definieron
los conceptos bésicos de la combinatoria.

El matematico suizo Leonard Euler fue quien desarrollé a principios del siglo
XVIII una auténtica escuela de matemética combinatoria. En sus articulos sobre la
particion y descomposicion de enteros positivos en sumandos, establecio las bases de
uno de los métodos fundamentales para el calculo de configuraciones combinatorias,
el método de las funciones generatrices. También se le considera el padre de la teoria
de grafos por el planteamiento y solucién de los problemas de los Puentes de



Konigsberg usando por primera vez conceptos y métodos de teoria de grafos. Los
primeros problemas de teoria de grafos surgieron de la biusqueda de soluciéon a
algunos problemas cotidianos y también en el planteamiento de algunos acertijos
matematicos tales como el problema de los Puentes de Konigsberg, la colocacion de
reinas en un tablero de ajedrez con alguna restriccion, problemas de transporte y el
problema del viajero, entre otros. Hoy en dia la combinatoria constituye una amplia
rama de las Matemadticas con numerosas aplicaciones practicas a otras ciencias tales
como la Biologia, la Informatica, las Comunicaciones, etc.

Se han descrito numerosas estructuras combinatorias. Es este trabajo nos
centraremos en una de las mas simples pero no por ello menos importante: las
permutaciones.

Una permutacién puede ser interpretada de muchas maneras. En el Capitulo
1, se consideran las permutaciones como 6rdenes lineales y el interés se centra en
los ascensos en dichas ordenaciones. El nimero de permutaciones de tamano n
con un numero fijo de ascensos se conoce como numero Euleriano. Se estudian las
propiedades bésicas de estos nimeros, diversas funciones generatrices y su relacion
con los nimeros de Stirling de segunda clase.

En el Capitulo 2 se estudian las inversiones y otros estadisticos con igual dis-
tribucién como el indice mayor. Se presentan algunas relaciones de estos conceptos
con los determinantes y los matching perfectos en grafos bipartitos.

El Capitulo 3 estd dedicado a la descomposicion de permutaciones como
producto de ciclos. La descomposicion en ciclos de longitud dos es basica para la
clasificacién de permutaciones en par e impar. Si se considera la descomposicién en
ciclos disjuntos, el nimero de permutaciones de longitud n con k ciclos es descrito
por los numeros de Stirling de primera clase (sin signo). Para estos numeros
presentamos féormulas recurrentes y diversas funciones generatrices asociadas.

Finalmente, en el Capitulo 4 presentamos algunas aplicaciones de los conceptos
estudiados en capitulos anteriores. Destacamos la aplicaciéon a los contrastes de
aleatoriedad y la conexién entre momentos factoriales y ordinarios.



Abstract

Permutations are perhaps one of the most basic and important combinatorial
structures. They appear in Mathematics and other fields of Science and Technology
under many different appearances, for instance as linear orders, elements of the
symmetric group, or associated to certain matrices and graphs.

There are also many interesting statistics associated to permutations. Among
others, in this work, we explore the number of ascents, the number of inver-
sions and the number of cycles. In connection with theses statistics there are
many interesting results and concepts like recurrence formulas, generating fun-
ctions and a collection of important numbers not only in combinatorics but in
some other fields as Eulerian numbers, Stirling numbers of first and second kind, etc.

Finally, in the last chapter we present some aplications to run tests based on
the length of ascents and descents and also the connection between central and
factorial moments.
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Capitulo 1

Niumeros Eulerianos y de Stirling

Introduccion

En el problema clasico de Newcomb se extraen sucesivamente cartas una tras
otra de una baraja de m cartas enumeradas. Las cartas se colocan en un monton,
siempre que el nimero x; escrito en la carta j-ésima sea mayor o igual que el
nimero x;_; de la carta anterior. Sin embargo, se comienza un nuevo montén cada
vez que el nimero x; sea menor que z;_;, para j = 1,2,...,m.

Es importante la enumeracion de las disposiciones de las cartas, pues nos llevara
a tener diferentes nimeros de montones.

Por tanto, estamos ante un problema de contar las permutaciones de n tipos de
elementos con sq,...,s, elementos respectivamente, las cudles incluyen secuencias
de k elementos consecutivos no decrecientes.

En este capitulo estudiaremos la enumeracion de las permutaciones del conjunto
{1,2,...,n} que tienen k secuencias crecientes de elementos consecutivos.

Otro problema clasico es el de como distribuir n bolas en k£ urnas diferentes de
forma que ninguna quede vacia. Este estudio lo llevé a cabo Abraham De Moivre
en 1718 a través de una simple suma de términos elementales con alternancia de
signo entre ellos.

Para resolver dicho problema, analizaremos en la segunda parte del capitulo los
numeros de Stirling de segunda clase que constituyen el coeficiente de las expan-
siones de las potencias en factoriales, asi como sus propiedades bésicas, funciones
generatrices, expresiones explicitas y relaciones de recurrencia. Fueron introduci-
dos por el matematico James Stirling en 1830. James Stirling también es conocido
por la féormula de Stirling usada para la aproximacién de factoriales grandes. La
aproximacién se expresa como: Inn! ~nlnn —n.
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Figura 1.1: Diferencia relativa entre inn! y nilnn —n

Puesto que los factoriales ocupan la misma posicion central en el calculo de
diferencias finitas que las potencias en el calculo infinitesimal, los nimeros de
Stirling constituyen una parte del puente que conecta estos dos calculos. Ademas,
tienen aplicaciones en combinatoria, en problemas de ocupacién y en teoria de la

probabilidad.

1.1. Numeros Eulerianos

Definicién 1.1.1
Una ordenacién lineal de los elementos del conjunto [n] = {1,2,3,...,n} se
llama una permutacion, o si queremos hacer hincapié en el hecho de que consta

de n entradas, una n-permutacion.

En otras palabras, una permutacién enumera todos los elementos de [n| de
modo que cada elemento aparece exactamente una vez.

Ejemplo 1.1.2

Si n = 3 entonces las n-permutaciones son: 123, 132, 213, 231, 312, 321.
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Proposicion 1.1.3

El nimero de n-permutaciones es n!.

Demostracién

Construimos una n-permutacién p = pips - - - p,, de forma que podemos elegir
n entradas para p;. Una vez fijado p;, tenemos n — 1 entradas para ps. Este
procedimiento lo repetimos para los p; restantes, disminuyendo una unidad el
numero de entradas disponibles cada vez que fijamos un p;.

Definicién 1.1.4

Sea p = pips---p, una permutacion. Decimos que i es un descenso de p si
i > pir1. Andlogamente, decimos que ¢ es un ascenso de p si p; < pii1-

Definicién 1.1.5

Los nimeros Eulerianos representan el numero de permutaciones de n
elementos con k — 1 descensos. Se denotan por A(n, k), k=0,1,....,n n=0,1,...

Claramente, la definicién implica A(n, k) = 0 si k > n. Son llamados Eulerianos

para distinguirlos de los niimeros de Euler E,, que aparecen en el desarrollo de
la funcién secante hiperbdlica.

Los primeros valores de A(n, k) los recogemos en la siguiente tabla:
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n k
k=1]k=2|k=3]k=4]k=5 |k=6[k=7]k=8]k=9

n= 1

n= 1 1

n = 1 4 1

n=4]1 11 11 1

n=5]1 26 66 26 1

n=>06]1 57 302 302 |57 1

n="1]1 120 [1191 [2416 [1191 [120 |1

n=2_811 247 4293 15619 | 15619 [ 4293 [247 |1

n=9]1 502 | 14608 | 88234 | 156190 | 88234 | 14608 | 502 | 502

Tabla 1.1: Numeros Eulerianos A(n, k)

Definicién 1.1.6

Sea p = pips---p, una permutacién con k — 1 descensos, es decir, p es la
union de k subsecuencias ascendentes. Estas subsecuencias se denominan rachas
ascendentes de p.

Ejemplo 1.1.7

La permutacién p = 82415367 tiene 3 descensos en las posiciones 1, 3 y 5 y las
rachas ascendentes son (8), (24), (15) y (367).

Ejemplo 1.1.8

Consideremos todas las permutaciones de longitud 3: 123,132,213, 231, 312, 321.
En negrita estan marcados los descensos y entre paréntesis las rachas ascendentes

(123), (13)(2), (2)(13), (23)(1), (3)(12), (3)(2)(1).

Entonces, recordando que A(n, k) es el niimero de permutaciones de [n] con k rachas

ascendentes:
A3, 1) =1, A(3,2) =4, A(3,3)=1.

O

A continuacion mostramos una féormula recurrente para la obtencion de los
nimeros Eulerianos.
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Teorema 1.1.9

Para todos los enteros positivos k < n, se tiene que

Ak +1) = (k+ DA — 1,k +1) + (n — k)A(n — 1, k). (1.1)

Demostracién

Intentamos conseguir una n-permutaciéon p con k£ descensos mediante la insercién
de n en una (n — 1)-permutacién p’. Tal insercién tiene como consecuencia que el
nimero de descensos permanezca igual o que aumente en una unidad. Por lo tanto
distinguiremos dos casos:

= El nimero de descensos no varia: esto ocurre cuando n se inserta o bien al
final de p’ o bien en un descenso de p’. Tenemos A(n — 1,k + 1) opciones para
Py (k+ 1) posibles inserciones de n que no cambian el nimero de descensos,
lo cual explica el primer término del lado derecho de (1.1J).

= El nimero de descensos se incrementa en una unidad: esto ocurre cuando n
se inserta o bien al principio de p’ o bien en un ascenso de p’. Entonces hay
A(n — 1,k) opciones para p/, cada una de estas (n — 1)-permutaciones tiene
(n—2)—(k—1) = n—k — 1 ascensos que junto con la insercién de n al
principio, da lugar a n — k posibles puntos de insercién. Este razonamiento
explica el segundo término del lado derecho de ([1.1)).

[ |

Nota 1.1.10
Tenemos A(n,k + 1) = A(n,n — k), es decir, los nimeros Eulerianos son
simétricos. En efecto, si p = pipa---p, tiene k descensos, entonces su reverso

P = PpPn_1---p1 tiene n — k — 1 descensos.

Por convenio A(0,0) =1y A(n,0) = 0 para n > 0.

Teorema 1.1.11

Para todo entero no negativo n y para todo nimero real x, se tiene

o = ; A, k) (“”” * " k) (1.2)
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Demostracién

Distinguiremos dos casos:
= Suponemos que  es un entero positivo.

El lado izquierdo cuenta las secuencias de n elementos en las que cada digito
proviene del conjunto [z]. Vamos a demostrar que el lado derecho cuenta esas
mismas secuencias.

Sea a = ajas - --a, una secuencia. Reordenamos a en orden no decreciente, es
decir, de la forma o’ = a;, < a;, < --- < @;, con la condicién extra de que los digitos
idénticos aparecen en a’ en orden creciente de sus indices. Entonces i = iyiy - - - 1, €s
una n-permutaciéon que esta unicamente determinada por a. Oberservamos que i
nos dice la posicion en a de la primera entrada de 7, 75 nos dice la posicion en a de
la segunda entrada de ¢ y asi sucesivamente.

Por ejemplo, si a = 421132, primero tenemos que reordenar en orden no
decreciente, dando lugar a o’ = 112234, por lo que i = 342651.

Por ultimo, vamos a demostrar que cada permutacion ¢ tiene k — 1 descensos,
obteniendo exactamente x + n — k secuencias de a.

Debemos tener en cuenta que si a;; = a;,,,, entonces i; < ;1. Tomando la
implicacién contraria, si j es un descenso de p(a) = 4iy - - - i, entonces a;; < a;,_ ;.
Esto quiere decir, que la secuencia a’ tiene que ser estrictamente creciente cada vez
que j sea un descenso de p(a).

En nuestro ejemplo, ¢ = 342651 tiene descenso en 2 'y 4 y a’ = 112234 es estric-
tamente creciente en dichas posiciones.
. Cuantas secuencias de a pueden llevar a la permutacién ¢ = 3426517. Se tiene por el
argumento anterior que en secuencias con esa propiedad, nosotros deberiamos tener

I<as<as<az<ag<as<a <zx

con desigualdad estricta en la tercera y quinta posicion. La cadena de desigualdades
anterior es obviamente equivalente a

I1<as<yy+1l<a+l1<ag+2<as+2<a+3<z+3
y por consiguiente, el nimero de secuencias es claramente
x4+ 3
6 |
Por eso, este es el nimero de secuencias en a para cada ¢ = 342651. Generalizando
este argumento para todo n y para permutaciones ¢ con k — 1 descensos, podemos
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conseguir que cada n-permutacién con k — 1 descensos provenga de

(x+(n—12—(k—1)> :($+Z—k>

secuencias.

= Supongamos que x no es un entero positivo.

Tenemos en cuenta que los dos lados de la ecuacién pueden ser vistos como
polinomios en la variable . Ya que coinciden para un numero infinito de valores
(enteros positivos), éstos deben ser idénticos.

Ejemplo 1.1.12

Fijamos n = 3, usando los nimeros Eulerianos calculados en el Ejemplo 1.1.8
tenemos:

x3:§3:A(3,k)(“’;‘k>

k=0

(3,0)(x+;’_0) +A(3,1)(x+§_1) +A(3,2)(x+§_2)

a3 ()10

I
N

Corolario 1.1.13

Para todos los enteros positivos n, se tiene que

xnzzn:A(n,k)<“s_1).

k=0

Demostracion

Cambiamos = por —z en la expresién (|1.2)) y conseguimos

(1) = kz: Aln, k) (_‘” e k) (1.3)

n
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Ahora calculamos (_:C —|—nn B k) :
—r+n—k\  (—x+n—-FkK!  (—x+n-—k)!
n Cnl(—z+n—k—-n)  nl(—z—k)
(—z+n—k)--(—x4+n—k—(mn-=1)(—z+n—k—n)
B nl(—x — k)!
(x4 n—k)(—r+n—k—-1)--(—x—k+1)(—2 —k)!
B nl(—z — k)!
(zH+n—-k)(—r+n—-k-1)--(—x—-k+1) _ () r+k—1
N n! N n
Sustituyendo este valor en
2(=1)" =Y An,k)(-1) ( . )
k=0
De esta forma obtenemos el resultado
- k—1
x"zZA(mk)(er )
k=0 "
[

Lema 1.1.14: Férmula de Convolucién de Cauchy

Sean x e y numeros reales y sea z un entero positivo. Entonces
4
T+Y\ x Y
(1) -2 ()

Teorema 1.1.15

Para todos los enteros no negativos n y k, con k < n, se tiene que

A(n, k) = i (—1)" (” * 1) (h — )" (1.4)

T
r=0

Demostracion

Tomamos la expresién
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reemplazamos la variable k£ por j y tomamos x = k—r conr =0,1,...,k, deduciendo
la expresiéon
k—r

(k:—r)”zZA(n,j)(k_r+n_j), P =01, ..k

n
=0

que usando la relacion

(n Lk ; . j) _ <n —I:f ;i J— j> = (=1)krd (k—_nr—_lj)

puede escribirse como

(k—r)”:kz_fA(n,j)(—l)k’”j( —nol ) P01,k

k—r—j

=

1
Multiplicando a ambos lados de la expresién por (—1)" <n * ) y sumando para
r
r=0,1,...,k, conseguimos que
i n+1 ) n+1 —n—1
—1) k— )" = —1) A ; —1 k—r—j _
S (" )en >3 (" Hawa( ) e

I
> |
P
;
=
|
—_
—
4
ol
M
VRN
3
~ +
—_
N——
VRN
=
I3
o
l»—t
o
N———

y por la férmula de Cauchy

500

y asi obtenemos la expresién que queriamos.

Il
N\
ol
| o
.
~_
Il
=%
ka
<

|
Definicién 1.1.16
Los polinomios eulerianos se definen como
A,(t) = i An,B)t*, n=0,1,... (1.5)
k=0

Lema 1.1.17

Una alternativa para expresar los polinomios eulerianos A, (t) es

Ag() = (1 —2)" ) " j"ad, n=0,1,... (1.6)
j=0
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Demostracién

Sustituyendo en la expresion ((1.5)) el valor de A(n, k), obtenido en la expresién

(L-4), deducimos que
e (M

k=0 r=0

Nos fijamos en la suma interior y observamos que A(n, k) = 0, k > n se anula pa-
rak =n+1,n+2,...,loque hace posible extender la suma de fuera hasta el infinito.

Por tanto,

k=0 r=0

() 1 00
S (eSS
r=0 " k=r

Teniendo en cuenta que

i (n+1)xT:(1_;p)"+1

r=0

y tomando 7 = k£ — r, llegamos a

Ejemplo 1.1.18

Vamos a usar la serie geométrica real de término inicial a € R y de razén r € R

oo
E ar =
n=0

Para n = 1 tenemos

J—— ‘7: —_— —_—
Ai(z) =(1—x) ij (1—2) e x,
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Teorema 1.1.19

La funcién generatriz bivariante de los numeros Eulerianos A(n, k),
k=0,1,...,n,n=0,1,... viene dada por

U)—ZZA(N,,]{?)[E n! - 1_:L-eu(17w)'

n=0 k=0

Demostracién

Usando la expresién ([1.5) obtenemos

- u
=2 Aula)y;
n=0
y sustituyéndo la expresién ([1.6)) en la anterior llegamos a

= Z (1 — )"t Z Jj' (1—2) Z el Z —[ju(ln—! x)]”

=0 3=0 j=0  n=0

3

Por otro lado, teniendo en cuenta el desarrollo de la funciéon exponencial E —~ =,
n

n=0
(1 — 2 '
se tiene que M = e7*(1=7) por lo que
n!
(1—.75)2 :L‘]E bu( = 2)]" (1—2x) E glel =) = (1 — 1) E ul=o)]j
n!
7=0 n=0 7=0

y el desarrollo de la serie geométrica

o9
E axr

obteniendo

Z u(l )i 1
= 1 — gert)

Por tanto,

g(m,u) - m
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1.2. Numeros de Stirling de segunda clase

Una particién de un conjunto [n] en k bloques es una distribucién de los elemen-
tos de [n] en k subconjuntos no vacios By, Bs, ..., By de modo que cada elemento
se coloca exactamente en un bloque, es decir, ByU---UBy, = [n]y B;NB; =0, # j.

Definicién 1.2.20

El nimero de particiones de [n] en k bloques se denota por S(n, k) y se llama
nimero de Stirling de segunda clase. Viene dado por

1 & k
000) = 1 2 0 (F) e o
" i=0
con n y k enteros positivos.

Por convenio, definimos S(n,0) =0sin >0y S(0,0) = 1.

Los primeros valores de los nimeros de Stirling de segunda clase S(n, k) los
recogemos en la siguiente tabla:

n k
k=1[k=2[k=3|k=4]k=5]k=06|k=T[k=8]k=9

n = 1

n=2|1 1

n = 1 3 1

n = 1 7 6 1

n = 1 15 25 10 1

n = 1 31 90 65 15 1

n="7|1 63 301 350 140 21 1

n = 1 127 966 1701 | 1050 | 266 28 1

n=911 255 3025 | 7770 | 6951 | 2646 | 462 36 1

Tabla 1.2: Numeros de Stirling de segunda clase S(n, k)

Ejemplo 1.2.21

El conjunto [4] tiene seis particiones en tres partes, consistiendo cada una de un
bloque y dos simples. Las seis particiones son:
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{1 {2r {34

{1 B35 {24

{1y {4 {23}

{zv 8y {14

2y {4 {13}

B3y {4 {12
Por lo tanto, S(4,3) = 6.

Notacién 1.2.22

Definimos el factorial descendente de x de grado n como
(@) =a(x—1)---(x—n+1), n=12,...

Expresando la n-ésima potencia de x en funcién de los factoriales de los polinomios
de x de grado n, conseguimos

2" =Y S(nk) (@), n=01,... (1.7)

Proposicién 1.2.23

Definimos la funcion generatriz doble para los niimeros de Stirling de segunda
clase como

few =% S, k)(x)k% _ e,

n=0 k=0

Lema 1.2.24

Para todo k fijo, la funciéon generatriz exponencial de los niimeros de Stirling
de segunda clase viene dada por

o n u _ 1)k
ey =32 s = o,

n=~k
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Demostracién

Cambiando el orden de sumacién en f(x,u), conseguimos

Flrw) =323 S k) @ = 3 felw) (@

k=0 n=k

Por otro lado, tenemos

flz,u) =™ =14 (e" — 1)]".

Usando el desarrollo del Binomio de Newton (z +y)" = Z (7’) 2" Fyk  deducimos

lo siguiente

=[x 2 (v — 1)k
pre ==Y (Ve -0t =3 i o

k=0
Por tanto, comparando ambos coeficientes de z*, obtenemos el resultado

(e — 1)"3'

felw) = —F

Los nimeros de Stirling de segunda clase y los nimeros Eulerianos estdn muy
relacionados, como muestran los siguientes teoremas.

Teorema 1.2.25

Para todos los enteros positivos n y r, se tiene

S(n,r) = %RZ:O A(n, k) (7: B Z) (1.8)

Demostracién

Si multiplicamos a ambos lados por r!, llegamos a que

r1S(n,r) = ; A(n, k) (:‘ B Z)

El lado izquierdo representa el ntmero ordenado de particiones, es decir, las
particiones cuyo conjunto de bloques esta totalmente ordenado, de [n] en r bloques.
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Demostraremos ahora que el lado derecho cuenta el mismo ntimero de objetos.
Para ello tomamos una particiéon p contada por A(n, k). Las k rachas ascendentes
de p definen una particién ordenada de [n] en k partes.

= Si k =r, entonces no hay nada que probar.

= Si k < r, entonces separaremos algunas de las rachas ascendentes en varios
bloques de elementos consecutivos, en orden, para conseguir una particion
ordenada de r bloques. Ya que actualmente tiene £ bloques, aumentamos el
numero de bloques en r — k. Esto se puede conseguir eligiendo r — k de n — k
“posiciones huecas” (huecos entre dos entradas consecutivas dentro del mismo
bloque).

T
Esto demuestra que podemos obtener Z A(n, k) (Z Z) particiones or-
k=0
denadas de [n] en r bloques por el procedimiento anterior. Ademds cada
particion puede ser obtenida exactamente una vez. De hecho, si escribimos
los elementos dentro de cada bloque de la particiéon creciente, sélo podemos
leer las entradas de la particiéon ordenada de izquierda a derecha y conseguir
una unica permutacion teniendo al menos r rachas ascendentes. Esto hace
que podamos recuperar los huecos de las posiciones usadas.

Corolario 1.2.26

Para todos los enteros positivos n y k, se tiene

Aln, k) =" S(n,r)r! (Z B :) (—1)k. (1.9)

r=1

Demostracién

Consideramos la férmula ((1.8) para cada r < k y multiplicamos por r!, entonces

r1S(n,r) = ; A(n, k) C‘ - :)

- Sir=1 1!-S(n,1>=iA(n>k>(7f:Z> =A<”’1>(n51)
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m Sir=2

La ecuacién para r general es

rl-S(n,r) = Xk: A(n, i) (” - Z> (1.10)

i=1
y la iltima ecuacién

k- S(n, k) = i A(n, i) (” - Z) (1.11)

- r—1
=1

Nuestro objetivo es eliminar cada término del lado derecho de ([1.11]), excepto el
—k
término A(n, k) (Z k;) = A(n, k). Esto se puede conseguir multiplicando ([1.10))

por (—1)F" (Z a 7ﬁ) y haciendo esto para todo r € [k — 1].
—r

De esta forma obtenemos lo siguiente:
k n—r i n—7) e 1 n—1
1(_1\k—r - _ 1(_1\k—r - - . -
;S(n,k)r.( 1) (k_r)—;r.( 1) (k_r> > T!A(n,z)( )
o cambiando el orden de sumacion
i n—r J n—1\ « n—r
S, k)yrl(=DF () =) Ay —1kr (7 1.12
> sttt (3 77) =3 Ao (07 S (3T) 0
cuyo lado izquierdo es idéntico al lado derecho de (1.9)).
n—k
k—Fk

tanto, nuestra demostracién acabard si podemos probar que el coeficiente t(n, ) de
A(n,i) en la dltima espresion es igual a 0 si i < k.

Es obvio que el coeficiente de A(n, k) del lado derecho es = 1. Por lo

n—1 . ) .
Tenemos en cuenta que .| = 0sir < Por tanto, para cualquier ¢ < k
r—1

fijo, se obtiene lo siguiente:
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=2 ()G =S G ) - ()

r=; i=1

por la formula de Convolucién de Cauchy.
Esto prueba que si i < k, entonces A(n, ) desaparece en el lado derecho de ((1.12))

Hemos observado que A(n, k) tiene coeficiente 1 ahi, y éste puede ser visto
-1
tomando k = ¢ en la tltima expresion, con t(n,i) = ( 0 ) = 1. De esta forma

tendriamos probado el corolario.
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Capitulo 2

Inversiones

2.1. La funcién generatriz del nimero de inver-
siones para permutaciones

Definicién 2.1.1

Sea p = pips - - - p, una permutacion. Decimos que (p;, p;) es una inversién de
p sii < j, pero p; > pj.

El ntimero de inversiones de p se denotard por i(p) o inv(p) con 0 < i(p) < (3)

para todas las n-permutaciones y los dos valores extremos se alcanzan mediante
permutaciones 12---n y n(n — 1) - - - 1, respectivamente.

Ejemplo 2.1.2

La permutacién 42153 tiene cinco inversiones: (4,2), (4,1), (4,3), (2,1) y (5, 3).
O

Definicién 2.1.3

Sea p una permutacion de [n]. Parai=1,...,n — 1 definimos
a;; = a;(p) = ndimero de inversiones de p de la forma (i + 1, j),

es decir, la entrada (7 + 1) precede exactamente a a; entradas menores, entonces se
verifica
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Ejemplo 2.1.4

Sea p = 246153 con 7 inversiones las cuales recogemos en la siguiente tabla:

(2,1) ap =1
(4,1),(4,3) as =2
(67 1)7 (67 5)7 (67 3) as =

(5, 3) ay = 1

Tabla 2.1: Tabla de inversiones

O

A continuaciéon definimos la funciéon generatriz de la enumeraciéon de todas las
permutaciones de longitud n con respecto a su nimero de inversiones.

Teorema 2.1.5

Para todos los enteros positivos n > 2, tenemos

Z W =T(x)=0+2)1+az+2?) - (I+a+a®+ - +a"?). (2.1)

PESn

Demostracién

Observamos que los valores (aj,as,...,a,-1) con a; € {0,...,7 — 1} definen
univocamente a cada permutacién de [n], por lo que cada término de la forma
x% ... x%-1 en el desarrollo de I, se corresponde con una unica permutacion.

La demostracién del resultado se hara por induccién en n.

= Sin = 2, entonces hay dos permutaciones, p = 12 que no tiene inversiones y

p' = 21 que tiene una inversion. Por eso g 2'®) =1+ z como pretendiamos.

PES?2
Ademas, p = 12 estd representado por el término 1 de la expansion y p’ = 21

esta representado por el término x de la expansion.

= Ahora asumimos que es cierto para n — 1 y probamos que es cierto para n.
Sea p una permutacién de longitud n — 1. Insertamos la entrada n en p para
conseguir la nueva permutacion ¢. Si insertamos n en la tdltima posicién no
creamos nuevas inversiones; sin embargo si insertamos n en la pentltima
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posicion de p, creamos una nueva inversion. En general, si insertamos n en
p, de manera que le precedan exactamente ¢ entradas de p, creamos i nuevas
inversiones. Por lo tanto, dependiendo de donde insertemos n, la nueva
permutacion ¢ tiene 0 6 1 6 2, etc., 6 n — 1 inversiones mas que p.

Si p estaba representada por el término de la expansion z*'z% ---x% -2 y n
se inserta de manera que precede i entradas, entonces ¢ se representa por el
nuevo término de la expansién ¥z -..z%-2x'. Este argumento es valido
para todo p, probando ({2.1)).

Definicién 2.1.6

Sea

n—1 (g)
Liz) =[]0 +az+-+27) =) bln k)",
j=1 k=0
entonces b(n, k) es el nimero de n-permutaciones con k inversiones, es decir, el
coeficiente de 2% en I,,(x).

Los primeros valores de b(n, k) los recogemos en la siguiente tabla:

b(n, k) k
kzl\k:Z\k::3\k:4\k:5\k:6\k:7\k:8\k:9\k:10

n=1 |1

n=2 |1 1

n=3 |1 2 2 1

n=4 |1 3 5 6 5 3 1

n=>5 |1 4 9 15 20 22 20 15 9 4

Tabla 2.2: Numeros b(n, k)

Nos preguntamos a continuacion, si es posible encontrar un procedimiento
recursivo, o incluso mejor, una formula explicita para esos nimeros tal y como lo
hicimos para los nimeros A(n, k) en el capitulo anterior.

Lema 2.1.7

Sea n > k. Entonces

b(n+1,k) = b(n+ 1,k — 1) + b(n, k). (2.2)
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Demostracién

Sea p = p1p2 - - Pny1 una (n + 1)-permutacion con k inversiones donde k < n.

= Sip,i1 =n+1, entonces podemos omitir n + 1 desde el final de p y conseguir
una n-permutacién con k inversiones, lo que explica el segundo sumando del

lado derecho de (2.2)).

= Si p; = n+ 1 para ¢« < n, entonces intercambiamos n + 1 y la entrada
inmediatamente siguiente.
Este resultado es una (n + 1)-permutacién con k& — 1 inversiones en las
cuales la entrada n + 1 no es la primera posicién. Sin embargo, toda (n + 1)-
permutacién con k — 1 inversiones tiene esta propiedad (que n + 1 no es
la primera posicién). Esto explica el primer sumando del lado derecho de .

Por tanto, queda completa la demostracion y también el porqué la condicién
n > k es necesaria.

n
Ademsds (2.2) no se verifica en general si kK > n — 1, pues si k > % entonces

b(n+1,k) < b(n+1,k—1) lo que hace imposible b(n+1,k) = b(n+1,k—1)+b(n, k).

La bisqueda de una férmula explicita para los nimeros b(n, k) es més dificil
incluso si asumimos n > k.

~—~

)

Examinando el polinomio I,(z) = b(n, k)z* podemos deducir que:

b(n,0) =1 = (g)

b(n,2) = (Z) - (Z) n>2
b(n,3):(n;—1)—<?) n>3
b(n,4):("12)—<";1> n>4

Definicién 2.1.8

Una composicion de n en k partes es una solucion de la ecuaciéon

ay+ay+---+a,=n con a; € NT.
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Definicién 2.1.9

Sea n un entero positivo. Si a; + as + -+ 4+ ar = n y los a; son todos enteros
positivos, entonces decimos que la k-tupla (aq,as,...,ar) es una composicién
débil de n en k partes.

Observacién 2.1.10

n—1

k—1

n+k—1
)

El ntimero de composiciones de n en k partes es ( ), mientras que el

nimero de composiciones débiles de n en k partes es (

Definicién 2.1.11

Sea a; > as > ---a,, > 1, enteros tales que a; + as + --- + a,, = n. Enton-
ces el vector a = (ay,as,...,a,) se llama particién del entero n y los nimeros
a; son las partes de la particién a. El nimero total de particiones se denota por p(n).

Ejemplo 2.1.12
Consideramos el entero 6. Las particiones de 6 son
(6),(5,1),(4,2),(3,3),(4,1,1),(3,2,1),(2,2,2),

(3,1,1,1),(2,2,1,1),(2,1,1,1,1),(1,1,1,1,1,1).
Por tanto, p(6) = 11.

Definicién 2.1.13
Se define el diagrama de Ferrers o diagrama de Young de una particién
a = (ay,...,ar) de n como un arreglo de cajas cuadradas ordenadas en k filas

horizontales (justificadas a la izquierda) de tamafos ai,...,a; respectivamente
ordenadas verticalmente.

Ejemplo 2.1.14

El diagrama de Ferrers de (5,4,3,1) es
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Definicién 2.1.15

La particion conjugada de a es la particion a* cuyo diagrama de Ferrers es el
traspuesto del diagrama de a.

Ejemplo 2.1.16

Considerando la particién del Ejemplo 2.1.14, vemos que a* = (4,3,3,3,1) y
su diagrama de Ferrers es el siguiente

2.2. Indice mayor

Definicién 2.2.17

Sea p = pips---p, una permutacién. Definimos D(p) como el conjunto de
descensos de p.

Ejemplo 2.2.18

Sea p = 4276135, entonces 1, 3 y 4 son los descensos de p, por lo que D(p) =
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(1,3,4}.

Definicién 2.2.19

Sea p = pip2 - - - pn una permutacién y definimos el indice mayor maj(p) de p

como la suma de los descensos de p. Esto es, maj(p) = Z 7.
i€D(p)

Ejemplo 2.2.20

Si p = 415623, entonces el conjunto de descensos D(p) = {1,4} y maj(p) = 5.
0

Teorema 2.2.21

Para todos los enteros positivos n y todos los enteros no negativos k, hay tantas
n-permutaciones con k inversiones como n-permutaciones con indice mayor k.

En otras palabras, el nimero de inversiones y el indice mayor estan equidistri-
buidos en S,,.
Un estadistico s definido en el conjunto de permutaciones S,, que tiene la misma
distribucién que i se denomina Mahoniano.

Demostracién

Para cualquier permutaciéon p = pips---p,, decimos que p; es una entrada
grande si p; > p, v llamamos a p; entrada pequena si p; < p,.

Vamos a ir probando el resultado recursivamente, definiendo una biyeccion
¢: S, — S, VpeS,,

donde la igualdad maj(p) = i(¢(p)) se mantiene. Nuestra aplicaciéon ¢ tendrd la
caracteristica adicional de mantener el ultimo elemento de p fijo.

Lo probamos por induccién en n. Definimos ¢(1) = 1 para el caso inicial de
n=1y ¢(12) =12 y ¢(21) = 21 para el caso n = 2.
Asumimos que hemos definido ¢ para toda (n — 1)-permutacién, con el fin de definir
¢ para todas las n-permutaciones. Sea p = pyps - - - p, cualquier n-permutacion.

Distinguimos dos casos:
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1. Primero consideramos el caso cuando p,_; es una entrada pequena. En este

caso, tomamos w, = @(PiP2- Pa-1) = ¢1G2" " Gn-1- S€& Giy, iy, - - - Gi; 1as
entradas pequenas de p en w,. Fijamos i, = 0.
Sea (); = qi;_,+1-*"¢;; que proporciona la tinica descomposicién de w en

subpalabras que contienen exactamente una entrada pequena y la contiene en
el ultimo lugar.

Por ejemplo, si q; - - - qgs = 537914, entonces hay dos entradas pequenas, 1y 2
y por tanto ()1 = 53 y Q2 = 791. Ahora definimos

; si @ es a lo sumo de longitud 1
1(Qy) = { < < :

TyT1T2 Tt S1 Qj = T1To -+ - Ty, CON ML > 2

Finalmente, definimos

flwp) = F(Q)F(Q2) -+ f(Qk)

¢(p) = f(wp>pn~

Por ejemplo, sea n = 5 y p = 54213. Entonces tenemos w, = ¢(5421) = 5421
y Q1 = 542, Q2 = 1. Por lo tanto, f(w,) = 2541, de manera que ¢(p) = 25413.

2. Cuando p,_1 es una entrada grande, el procedimiento es muy similar. La
tnica diferencia es en la definicién de las subpalabras @);. En este caso, @),
proporciona la tnica descomposiciéon de w en subpalabras que contienen
exactamente una entrada grande y la contiene en la utima posicion.

Por ejemplo, sea n =5y p = 13452. Entonces tenemos w, = ¢(1345) = 1345
y Q1 =13, Q2 =4, Q3 = 5. Por lo tanto, f(w,) = 3145y ¢(p) = 31452.

Es facil ver que ¢ : S,, — S,, es una biyeccién. De hecho, verificando ambos casos,
vemos que la primera regla fue usada para crear ¢(p) si y solo si el iltimo elemento
de ¢(p) es mayor que el primer elemento de ¢(p).

Una vez que conocemos la regla que fue usada para crear ¢(p) podemos
recuperar w, desde f(w,). De hecho, si la primera (respectivamente segunda) regla
fue usada, entonces f(Q;) son las subpalabras que contienen sélo una entrada
pequena (respectivamente grande) y contiene la entrada pequena (respectivamente
grande) en la primera (respectivamente iltima) posicién. Como f es una biyeccién,
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es posible recuperar (); desde f(Q;) y por tanto es posible recuperar w,,.
Finalmente, ¢ : S,,_1 — S,,_1 es una biyeccién por induccion, por eso, recuperamos

p1p2- - pn-1 desde f(pipa- - pno1) = wp.

Todavia, necesitamos probar que ¢ : S,, — S, tiene la propiedad deseada, es
decir, transforma una permutacion con indice mayor k en una permutacion con k
inversiones. Probamos esto, considerando, los dos casos de arriba por separado.

1. Cuando p,,_; es una entrada pequena, entonces

maj(p) = maj(pips- - pn-1) = i(@(P1P2 - Pn-1)) = i(wp) (2.3)

.Cémo cambia la aplicacién f el ntimero de inversiones de w,? No cambia
el orden entre las entradas pequenas ni entre las entradas grandes. Si una
entrada pequeina pertenece a la subpalabra ); de longitud ¢ > 1, entonces
salta hacia delante y pasa a preceder a ¢t — 1 entradas grandes de @),
decreciendo el niimero de inversiones por t — 1.

Como cada entrada grande seria precedida por una entrada pequena, la dis-
minucion total en el nimero de inversiones es igual al ntimero de entradas
grandes, es decir, n — p,.
Sin embargo, fijando p,, al final de f(w,) crearemos precisamente n— p,, nuevas
inversiones. Por lo tanto

i(¢(p)) = i(f (wp)pn) = i(wp)
la cual comparada con (2.3) demuestra que maj(p) = i(¢(p)) como queriamos.

2. Cuando p,_1 es una entrada grande, entonces
maj(p) = maj(pipz -+ pp—1) + (n — 1) (2.4)

=i(¢(pip2- - pn-1)) +n—1=i(wy) + n—1 (2.5)

Cuando f se aplica a w,, cada entrada grande salta perteneciendo a una sub-
palabra de longitud ¢ > 1, salta hacia delante, pasa todas las t — 1 entradas
pequenas de la subpalabra e incrementa el nimero de inversiones por t—1. Ca-
da entrada pequena es pasada por una entrada grande, por eso, el incremento
en total en el nimero de inversiones es igual al niimero de entradas pequenas,
es decir, p,_1. Por otro lado, fijando p, al final de f(w,) creara precisamente
n — p, nuevas inversiones. Por lo tanto

i(o(p) = i(f(wp))pn = i(wp) + (pn — 1) + (n — pn) = i(w,) +n — 1

la cual comparada con (2.4) demuestra que otra vez maj(p) = i(¢(p)) como
queriamos.
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2.3. Una aplicaciéon. Determinantes y grafos

2.3.1. La definicién explicita de los determinantes

Algunos autores definen el determinante de una matriz cuadrada de dimensién
n de forma recursiva:

» Sin=1,det(a) = a.

] Sin:2,det(ccl z)zad—bc.

m Sin> 2,

detA = Z (=1)tay; Ay,
=1

donde A;; es la matriz de dimensiones (n — 1) x (n — 1) y j-ésima columna
de A.
Veremos que esta definicion recursiva implica el siguiente resultado.

Teorema 2.3.22

Sea A = (a;;) una matriz n x n. Entonces tenemos

detA = Z (—l)i(p)alp1 Az, Gn,, - (2.6)

PESn

Esto es, el determinante de A se obtiene tomando todas las n! posibles n-tuplas
de entradas en cada fila y cada columna y multiplicando los elementos de cada
n-tupla juntoS. Finalmente tomamos una suma de estos n! productos, donde el
signo es determinado por la paridad de i(p) y p es una permutacién determinada
por cada n-tupla elegida.

En otras palabras, las n-tuplas corresponden a todas las posibles colocaciones

de n torres en un tablero de ajedrez de n X n de manera que no hay dos de ellos
pegado con otro.

Demostracién

Probamos el teorema por inducciéon en n.
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= Los casos iniciales n = 1 y n = 2 son obvios.

= Asumimos que es cierto para matrices de dimensién (n — 1) x (n — 1), lo que
significa que

detAlj = Z (—l)i(q)CLQqQ a3q3 ©clng, (27)

q

donde ¢ = q1¢2 - - - ¢, es una permutacion parcial, eso es, una lista ordenada
de enteros 1,2,...,5—1,7+1,...,n.

Por lo tanto, a;; - det A;; contribuird a los productos de todas las n-tuplas
empezando con a;; para detA. En otras palabras, a;; - det A;; correspondera
a todas las colocaciones de torres en posicién de no ataque en cuales, hay una
torre en posicion j de la primera fila. Este argumento se puede aplicar para
cada j. Por eso, el teorema se probard si podemos demostrar que los signos
de esos productos son los adecuados.

Sustituyendo la expresion probada por A;; por la férmula vemos que el
signo de la n-tupla que pertenece a g es (—1)77@. Y de hecho, la permutacién
P = Jq2q3 - - - qn tiene precisamente 7 — 1 inversiones més que la permutaciéon
parcial ¢ = g2q3 - - - ¢, puesto que j es mas grande que los otros j —1 elementos.
Esto demuestra que la n-tupla tiene signo (—1)7~1.

Ejemplo 2.3.23
Sea n = 3. Hay tres 3-permutaciones con un nimero par de inversiones, 123,
312, 231 y hay tres 3-permutaciones con un nimero impar de inversiones, 132, 213

y 321. Entonces tenemos que:

det A = aj1a22a33 + @13021a32 + A12023031 — Q11023032 — Q12021033 — 13022031 -

2.3.2. Matchings perfectos en grafos bipartitos

Definicién 2.3.24

Un grafo es un par G = (V, E), donde V' es un conjunto de vértices o nodos
(normalmente finito) y £ un conjunto de aristas o arcos que relacionan estos nodos,
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representando relaciones binarias entre los elementos de un conjunto.

Definicién 2.3.25

Se llama orden del grafo G = (V, E') al nimero de vértices de G. Se representa
por |V].

Definicién 2.3.26
Un par no ordenado es un conjunto de la forma {a, b}, de manera que {a,b} =

{b,a}. Para los grafos, estos conjuntos pertenecen al conjunto de las partes de V,
denotado por P(V'). Si el conjunto V' tiene n elementos, entonces su cardinal viene

dado por
P(V)| = (g) + CL) + (Z) +oF (Z) =2" =2Vl

Ejemplo 2.3.27

Sea el conjunto A = {1,2,3}. El conjunto de partes de A es:

{0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {2,3}, {1, 3}, {1,2,3}}
y su cardinal |P(A)| =23 = 8.

Definicién 2.3.28
Decimos que G = (V, E) es un grafo no dirigido o simplemente un grafo si
V#0y E C{x e P(V): |z] =2} es un conjunto de pares no ordenados de

elementos de V.

Un ejemplo de grafo no dirigido es el siguiente:
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Definicién 2.3.29
Un par ordenado es una pareja de objetos en la que se distingue un elemento
de otro. El par ordenado cuyo primer elemento es a y segundo elemento b se denota

por (a,b), que es diferente del par (b,a), en cuyo caso, el primer elemento es b y el
segundo a.

Definicién 2.3.30
Decimos que G = (V, E) es un grafo dirigidosi V # 0y F C {(a,b) e V xV :
a # b} es un conjunto de pares ordenados de elementos de V. Es decir, una arista

(a,b) tiene como nodo inicial a a y como nodo final a b.

Un ejemplo de grafo dirigido es el siguiente:

Definicién 2.3.31
La matriz de incidencia de un grafo G es la matriz C(G) = (¢;;) en la cual

1 sila arista ¢ incide en el vértice j
P
Y 0 en otro caso

Luego, la suma de los 1’s en cada fila indica la cantidad de aristas que inciden sobre
ese nodo.

Ejemplo 2.3.32

Consideremos el grafo siguiente:
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cuya matriz de incidencia es:

O = O O O+ Q
OO OO ==
O OO = = OO
OO R~ OO Q,
_— o=, OO OO0
O = OO = O+
O~ = OO OoOY
S O = W N =~

Definicién 2.3.33

La matriz de adyacencia de un grafo G es la matriz D(G) = (d;;) en la cual
g — { 1 si el vértice ¢ esta conectado con el vértice j
ij

] 0 en otro caso

Ejemplo 2.3.34

Consideremos el grafo siguiente:
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32/

cuya matriz de adyacencia es:

010010
101010
010100
001011
110100
000100

Definicién 2.3.35

Un grafo G = (V, E) es bipartito si V' puede descomponerse en dos subcon-
juntos X e Y de forma que todas las aristas de G tienen un vértice en X y otroen Y.

Un ejemplo de grafo bipartito es el siguiente:
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Definicién 2.3.36

Un grafo G = (V, E) es bipartito completo si V' puede descomponerse en dos
subconjuntos X e Y de forma que todos los vértices de X estan conectados con
todos los vértices de Y.

Un ejemplo de grafo bipartito completo es el siguiente:

Definicién 2.3.37

La matriz de adyacencia truncada de un grafo simple bipartito G es la matriz

B(G) = (bi;) en la cual

b 1 si hay una aristaentrei € Xy jeyY
1 0 en otro caso

En otras palabras, las filas de B representan los vértices de X y las columnas
de B representan los vértices de Y.
Ejemplo 2.3.38

Consideramos el grafo bipartito de la Definicion 2.3.35, entonces su matriz de
adyacencia es la siguiente:
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000O0O0OT1O0®O0O0
0000O0OT1T1QO0®O0
0000O0O0OO0OT1T1
0000O0OO0OT1TTO0OQ 0
000O0O0OT1QO0TO0T1
10001O000O0O0
010100000
0010O0O0O0O0O
001010000

Definicién 2.3.39
Dado un grafo G = (V, E'), un matching es un conjunto de ejes no adyacentes

dos a dos, es decir que no tienen ningiin vértice comun. Un matching es perfecto
si contiene a todos los vértices del grafo.

Ejemplo 2.3.40

Un ejemplo de un grafo matching perfecto lo podemos visualizar a continuacion
representado de color verde:

6 1
I
4
/ 2
3
U
Teorema 2.3.41
Sea G un grafo bipartito con [X]| = [Y] = n que no contenga a un matching

perfecto. Entonces det B(G) = 0.
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Demostracién

Probamos que detB(G) = 0, demostrando que todos los n! sumandos de la
definicién explicita de B(G) son igual a 0. Esto se debe a la existencia de un
término distinto de cero by, by, - by,,, es decir, a la existencia de un matching
perfecto, en el cual i € X es emparejado con p; € Y.

Definicién 2.3.42

El nimero de todos los matching perfectos de G pueden obtenerse mediante el
célculo de la permanente de B(G) definida por

perB(G) =Y bi, by, -+ bn,..

PESn

es decir, per B(G) se define como det B(G), excepto que cada término se anade
con un signo positivo.




47

Capitulo 3

Permutaciones como producto de
ciclos

Introduccién

Las permutaciones de un conjunto finito de n elementos se pueden distinguir y
enumerar de acuerdo a ciertas caracteristicas que poseen.

Este capitulo estd dedicado a la enumeracion de las permutaciones de un
conjunto de n elementos. Estas permutaciones se descomponen en un nimero
determinado o no de ciclos de cualquier longitud, cuyo nimero de ciclos correponde
a un subconjunto de niimeros enteros no negativos.

Ademas, veremos como las permutaciones se clasifican en pares e impares, en
funcién del numero de trasposiciones en las que pueden ser descompuestas. La
enumeracién de las permutaciones pares e impares de ciclos se reduce al problema
anterior de la enumeracion de las permutaciones por ciclos.

Por 1ltimo, estudiaremos los nimeros de Stirling de primera clase que consti-

tuyen el coeficiente de las expansiones de los factoriales en potencias, asi como sus
propiedades basicas, funciones generatrices y expresiones explicitas.

3.1. Descomposiciéon de una permutacién en ci-
clos

Definicién 3.1.1

Sea f : [n] = [n] una biyeccién. Entonces decimos que f es una permutacién
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del conjunto [n].

Ejemplo 3.1.2
Sea 43251 una permutacién de longitud cinco. Entonces decimos que la funcién

f : [5] — [5] definida por f(1) =4, f(2) =3, f(3) =2, f(4) =5y f(5) =1 es una
permutacion de [5].

Definicién 3.1.3
Sean f y g dos permutaciones de [n|. Podemos definir su producto f - g como

(f-9)(i) = g(f(2)) parai € [n], es decir, el producto de dos permutaciones se define
como la composicion de éstas.

Ejemplo 3.1.4

Consideramos las permutaciones

(123456

7 \3 256 41
y

(123456

T\415 36 2
Luego;

(123456

7°T=\6 3 45 1 2

U

El conjunto de todas las permutaciones de [n| forman un grupo cuando lo
dotamos con esta operacion.

Por tanto, el conjunto de todas las permutaciones de [n] se denota por S, y
se llama grupo simétrico de grado n, es decir, S, representa el grupo de las
biyecciones del conjunto {1,...,n} sobre si mismo. Ademés cada grupo finito de n
elementos es un subgrupo de .S,,.

Proposicion 3.1.5

El conjunto de las permutaciones S,, verifica las siguientes propiedades:
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1. S, es un grupo finito con |S,| = nl.
2. Sin > 2, entonces S, no es abeliano, por eso, en general fg # gf.

Una forma de escribir las permutaciones es mediante la notacién ciclica, por
ejemplo, f = (13)(245). Cuando leemos una permutacién en esta notacién, hacemos
una aplicacién con cada elemento y el que se une a su derecha, excepto para los
elementos finales de cada ciclo, que se asignan al primer elemento de dicho ciclo.

Definicién 3.1.6
Un elemento o € S,, es un ciclo de longitud m (m < n) cuando existe
I ={ay,as,...,a,} C{1,2,...,n}
tal que:
1.o(a;)=a;yn Vi=1,2,....m—1, olan) =a

2.0(j) =3 Vj¢l

Es decir, el ciclo o lo notaremos simplemente por (ajas - - - a,,) y al nimero m lo
llamaremos longitud del ciclo o. Con este notacién se tiene

(a1a2 . .am) = <a2 . .amal) — e = (amal .. 'amfl)-

Definicién 3.1.7

Diremos que dos ciclos (ag - - a,,) vy (by -+ b,) son disjuntos si
Vi,j 1<i<m, 1<j<r a; #0;.

Luego, si 0,7 € S, son dos ciclos disjuntos, se tiene que o7 = 70.

Definicién 3.1.8

Sea o € S, con 0 = o71---0; la descomposicién de o en producto de ciclos
disjuntos. Entonces, el orden de ¢ se define como

o(c) = mem(o(oy),...,0(0x)).
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Ejemplo 3.1.9

En S7, la siguiente permutacién se descompone en ciclos disjuntos de la siguiente
forma

(123458 T umeom

Ejemplo 3.1.10

La permutacion f = 34152 indica que f permuta ciclicamente los elementos 3
y 1 entre ellos y los elementos 2, 4, 5 entre ellos. Este fenémeno esta ilustrado a
continuacion:

Ejemplo 3.1.11

Sea g = (12)(356)(4) una permutacion, para la cual podemos hacer las siguientes
precisiones:

= Primero, si los ciclos son disjuntos, el orden entre los ciclos no importa, es
decir, (12)(356)(4) = (356)(4)(12) = (4)(12)(356)
De hecho, la imagen de cada i € [n] sélo depende de la posicién dentro del
ciclo y algunos otros elementos en el ciclo.

= Segundo, si un ciclo tiene al menos tres elementos, entonces el orden de los
elementos dentro de cada ciclo importa hasta un cierto punto. De hecho, los
ciclos (356), (563) y (635) describen la misma accién de g en los elementos 3,
5y 6.

O
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Nos gustaria tener un tunico modo de escribir nuestras permutaciones usando
la notaciéon de ciclos. Por tanto, escribiremos el elemento mas grande de cada ciclo
primero y organizaremos los ciclos en orden creciente de sus primeros elementos.
Este modo de escribir las permutaciones se llama notacion ciclica candnica.

Ejemplo 3.1.12

La permutacién (312)(45)(8)(976) esta en notacién ciclica canénica.

Definicién 3.1.13

Una trasposicion es un ciclo de orden dos.

Teorema 3.1.14

Toda permutacién de S, distinta de 1, se puede descomponer como producto
de trasposiciones.

Demostracién

Basta probar que todo ciclo de S,, puede ser compuesta en producto de traspos-
ciones. Sea, pues 0 = (ajas - - a,,), entonces

(arag - ap) = (a1a,) - - - (a1a3)(araz).

Ejemplo 3.1.15

Haciendo uso del Ejemplo 3.1.9, tenemos que la descomposcion en trasposicio-
nes es la siguiente:

(513 2 § 3 ? g Z):(135)(26)(47):(15)(13)(26)(47).

Nota 3.1.16

La descomposicion de una permutacién como producto de trasposiciones no es
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unica. Por ejemplo (23) = (13)(23)(12).

3.1.1. Una aplicacién. Signo y determinantes

La descomposicién en ciclos de una permutaciéon f aporta mucha informacion

sobre f.

Un modo comin de ajustar las permutaciones en los marcos algebraicos es
definiendo matrices de permutacién es decir, matrices cuadradas cuyas entradas
son todas igual a 0 6 1 y contienen exactamente un 1 en cada fila y cada columna.
Hay dos formas igualmente ttiles para hacer esto.

Sea p = pip2 - - - P, Una n-permutacioén y sea A, una matriz de dimensién n x n

N )1 sipi=y
Ap(]’l>_{ 0 en otro caso

Ademsés la aplicacion f : S, = R™ ™ definida por f(p) = A, es un homomorfis-
mo, es decir, A,, = A,A,.

Por ejemplo, si p = 3421 = (4132), entonces tenemos

0001
0010
Ap = 100 0
0100

Ahora sea, B, una matriz de dimensién n x n definida por

N )1 sipi=y
Bp(l’j)_{ 0 en otro caso

Entonces
0010
00 01
Bp = 0100
1 000

Para cualquier p, la matriz B, es la traspuesta de A,,. Ademds, A,B, = B,A, =1
asi que A, y B, son inversas una de la otra. Por tanto, la inversa de una matriz de
permutacion es su traspuesta.
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Comparando las definiciones de A, y B,, podemos preguntarnos cuando la
primera es mas facil de usar y cuando lo es la segunda. La ventaja de la primera
definicién es que la aplicacion f : S, — R™™ definida por f(p) = A, es un
homomorfismo. Esto no es verdad para la aplicacién g : S, — R™" definida por
g(p) = B,. Esta aplicacién es un anti-homomorfismo, es decir, B,, = B,B,. Esto
puede ser 1til cuando usamos nuestras matrices para permutar vectores de tamano n.

Por ejemplo, sea

a1
T2
X =
L3
Ty
Si la permutacién p = 3421 = (4132) actia en las coordenadas de estos vecto-
3
res, lleva el vector x en p(x) = i4 obtendriamos este vector simplemente
2
T
tomando el producto B,x. Si ahora otra permutacién ¢ actia en el vector p(x),
entonces obtenemos la imagen calculando B,(B,x) = B,,(x). Si en lugar del

vector columna x, hemos trabajado con el vector fila y = (y1,¥2,93,¥4), enton-
ces usaremos las matrices A, y A, para calcular las imagenes y yA, y yA,, = yA,A,.

3.2. Permutaciones pares e impares

Una permutacion de un conjunto finito W,, ya sea un ciclo o una descomposi-
cion en ciclos disjuntos, la descomposicion es tnica salvo reordenamiento de ciclos.
Ademéds, cada ciclo se puede generar por trasposiciones. De hecho, un ciclo (w;) de
longitud 1 se puede generar como (w;) = (w;w;)(w;w;), i # j, mientras que un ciclo
(wiwi, - - - w;,_ w;, ) de longitud k > 2 se puede generar por k — 1 trasposiciones
como

(wilwiz o 'wik—1wik) = (wilwik)(wi1wik—1) T (wi1wi2)

Como consecuencia, una permutaciéon de un conjunto finito W,, se puede descom-
poner en trasposiciones. Pero mientras que la descomposicién de una permutacion
en ciclos disjuntos es unica salvo reordenamiento de ciclos, la descomposicién en
trasposiciones entre los que tienen dos o mas elementos en comin se puede realizar
de diferentes formas. Sin embargo, en estas descomposiciones diferentes de una
permutacion, el niimero de trasposiciones es en cualquiera de los casos par o impar.
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Definicién 3.2.17

Una permutacion se llama impar si tiene un nimero impar de trasposiciones.
Anélogamente, una permutacién se llama par si tiene un nimero par de trasposi-
ciones.

Ejemplo 3.2.18

Consideramos el conjunto {1, 2,3} el cual tiene 6 permutaciones:
(12),(13), (23), (123), (231), 1d

. Entonces (12), (13) y (23) son permutaciones impares, pues son una tnica traspo-
sicién; en cambio, (123) = (13)(12), (231) = (21)(23) e Id son permutaciones pares,
pues estan formadas por dos trasposiciones.

O

La siguiente proposicién demuestra que tenemos que ser cuidadosos con las
palabras impar y par, ya que un ciclo es par, (impar) si estd formado por un niimero
impar, (par) de elementos, respectivamente.

Porposicién 3.2.19

Una permutacién que consta de exactamente un ciclo par, (impar) es impar,
(par) respectivamente.

Demostracién

Probamos por induccién en n, longitud de un ciclo.
e Paran =1y n = 2, la afirmacion es cierta.

e Ahora, sea n > 3 y consideramos el ciclo (pips---p,) de tal forma que
(pp2---pn) = (P1P2° - Pn—1)(Pn—1pn). La multiplicacién por (p,—ip,) al final
simplemente intercambia las tltimas dos entradas de (p1p2---pn_1) y por tanto, se
incrementa el nimero de inversiones en una unidad o decrece en una unidad. En
cualquiera de los dos casos, cambia la paridad del niimero de inversiones. Luego, la
prueba se tiene por induccién en la hipdtesis.
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Lema 3.2.20

Sea p una permutacion. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) p es par.
(ii) det A, = det B, = 1.

(iii) El nimero de ciclos par de p es par.

Demostracién

» (i) < (ii). Esto se tiene por la definicién de determinantes, pues el determi-

nante de una matriz de permutacién B, sélo tiene un término distinto de cero
n

y este es (—1)i(p) H bi,,- El resultado se tiene con cada término ya que el
i=1
signo del producto es igual a 1.

» (ii) < (it7). Puesto que p es el producto de sus ciclos, por la Proposicién
3.2.19, los ciclos pares corresponden a permutaciones impares, por eso el
determinante de sus matrices de permutacién es —1. Por tanto, tiene que
haber un nimero par de ellos para que el determinante de su producto sea 1.

En particular, el producto de dos permutaciones pares es par y la inversa de
una permutacién par es par. Como la permutacién identidad es par, el conjunto de
todas las permutaciones pares en S,, forman un subgrupo.

Este subgrupo se llama grupo alternado de grado n, se denota por A,, y tiene
|

n!
5 elementos para n > 2. Sabemos que A, es un grupo simple si n > 5, es decir,
solo tiene como subgrupos normales al grupo trivial y a si mismo. Ademas A, es
mayor que cualquier subgrupo propio de S,,. De hecho, otro subgrupo propio de .S,
es de tamanio al menos (n — 1)!.
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3.3. Tipos de permutaciones

Es comin preguntarse cuantas n-permutaciones tienen una estructura de ciclo
dado, por ejemplo, cuantas 12-permutaciones contienen un 4-ciclo, dos 3-ciclos, un
2-ciclo y cero 1-ciclo.

Otra cuestion seria cuantas n-permutaciones tienen exactamente k ciclos. Para
facilitar la respuesta de la primera cuestién, creamos la siguiente definicion.

3.3.1. El tipo de una permutacion

Definicién 3.3.21

Sea p una n-permutacion que tiene exactamente a; ciclos de longitud ¢ para
todos los enteros positivos i € [n]. Entonces decimos que p es de tipo (ay, ag, . .., ay).

Ejemplo 3.3.22

La permutacién p = (4)(56)(27398) es de tipo (1,1,0,0,1,0,0,0,0).

O

Proposicién 3.3.23

n
Sea (ai,as,...,a,) una n-tupla de enteros no negativos tales que E a;t = n.

i=1

Entonces el nimero de n-permutaciones del tipo (ai,as, ..., a,) es
n!
arlay! - - apl191202 . pan’

Demostracion

Escribimos los elementos de [n] en orden lineal en uno de los n! modos posibles.
A continuacion colocamos paréntesis entre los niimeros de tal forma que las primeras
ay entradas son los a; ciclos de longitud 1, las siguientes 2a, entradas forman los as
ciclos de longitud 2, etc.
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Las permutaciones que obtenemos de este modo seran del tipo (ay,as,...,a,),
pero no seran todas diferentes. De hecho, los conjuntos de entradas que forman
ciclos de la misma longitud pueden ser permutados entre si sin cambiar el resultado
de la permutacion.

Por tanto, obtenemos cada permutacién de aqlas!---a,! 6rdenes lineales per-
mutando ciclos de la misma longitud. Finalmente, cada i-ciclo se puede obtener
de 7 modos diferentes pues cualquier entrada puede ser la primera posicién. Por lo
que incluso, si fijamos los conjuntos de entradas en cada ciclo, hay 191292 ...n%
ordenes lineales diferentes que podrian dar lugar a cualquier permutacién del tipo

((11,0,2, e ,an).

Esto demuestra, en general, que cada permutacion se obtiene de

Qn

arlas! - --a,11%12% ...
ordenes lineales lo que prueba el resultado.

Como consecuencia del resultado anterior, sabemos que existen (n — 1)! permu-
!

T permutaciones de longitud
n!

taciones de longitud n que constan de un n-ciclo y

2n que constan de n ciclos de longitud 2.

3.3.2. Una aplicacién. Permutaciones conjugadas

Definicién 3.3.24

En el grupo simétrico .S,, dos permutaciones g y h se dicen conjugadas la una
de la otra si existe un elemento f € S, talque fgf'.

En otras palabras, dos permutaciones son conjugadas en S, si y sélo si se
obtienen como composicion del mismo ntimero de ciclos disjuntos de las mismas
longitudes.

Observacién 3.3.25

Larelacién “g y h son permutaciones conjugadas” es una relacion de equivalencia.
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Definicién 3.3.26

Las clases de conjugacion de un o € S, estdn formadas por aquellas
permutaciones que tienen la misma estructura ciclica que o.

Ejemplo 3.3.27

En S5, las permutaciones (123)(45) y (143)(25) son conjugadas; en cambio,
(123)(45) y (12)(45) no lo son.

O

El grupo S3, estd formado por 6 permutaciones de tres elementos. Tiene tres
clases de conjugacién, que son las siguientes:

» La identidad: (123 — 123).
= Las permutaciones que intercambian dos elementos:

(123 — 231,123 — 213,123 — 321)

= Las permutaciones ciclicas de tres elementos:

(123 —» 231,123 — 312)

La descomposicion en ciclos de g y h revelan si son permutaciones conjugadas o
no. Este es el contenido del siguiente lema.

Lema 3.3.28

Los elementos g y h de S,, son conjugados en .S, si y solo si son del mismo tipo.

Demostracién

Recordamos que si g y h son dos n-permutaciones, entonces la accién gh en [n]
se obtiene aplicando primero g a [n] y luego aplicando h al resultado.

Primero suponemos que ¢ y h son conjugadas, es decir, fgf~! = h para algunos

fes,.
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Sea (by, by, . .., by) un ciclo de g. Entonces g'(by) = b,y Vi € [k — 1]y ¢*(b1) = by.
Como h = fgf~!, tenemos h* = fgf'fgf~t - fgf~t = fg'f~*. Por lo tanto,
hi(x) = (fg'f~1)(x). Ahora elegimos x tal que f(x) = b;. Entonces

(fg'f (@)= g' (b)) = [ (biwa) st ie€[k=1] v (f¢"F ")) =f"(b).
Asf multiplicando por f a la izquierda y f~' a la derecha, el ciclo (by,bs,. .., by)

se transforma en el ciclo (f~(by),..., f *(bx)), por lo que los k-ciclos de g y h se
corresponden biyectivamente.

Por ultimo suponemos que g y h son del mismo tipo. Construimos una permu-
tacién f tal que fgf=t = h.

Si (by,ba,...,bg) es un ciclo de g y (¢1,¢9,...,¢) es un ciclo de h, entonces el

argumento del parrafo anterior demuestra que debemos elegir f tal que f~1(b;) = ¢;
para i € [k]. Esto define f~! para k entradas.

Luego, de forma andloga, encontramos f~! para las restantes n — k entradas en
cada uno de los restantes ciclos.

3.4. Numeros de Stirling de primera clase

Definicién 3.4.29

El ntimero de n-permutaciones con k-ciclos se llama nimero de Stirling sin
signo de primera clase y se denota por ¢(n, k). Viene dado por la expresion

rz+1)---(x4+n—-1)= c(n, k)"
k=0
donde c(n, k) es el coeficiente de 2% en z(z + 1)+ (x +n — 1).

Por convenio ¢(n,0) > 0,n > 1y ¢(0,0) = 1.

Los primeros valores de los niimeros de Stirling sin signo de primera clase ¢(n, k)
los recogemos en la siguiente tabla:
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n k
k=1]k=2 |k=3 |k=4]k=5]k=6[k=T7T[k=8]k=9
n= 1
n= 1 1
n= 2 3 1
n=41|6 11 6 1
n= 24 50 35 10 1
n==6|120 274 225 85 15 1
n= 720 1764 1624 735 175 21 1
n= 5040 | 13068 | 13132 | 6769 | 1960 | 322 28 1
n= 40320 | 109584 | 188124 | 67284 | 22449 | 4536 | 546 36

Tabla 3.1: Numeros de Stirling sin signo de primera clase ¢(n, k)

Ejemplo 3.4.30

Para todos los enteros positivos n > 1, tenemos

Lema 3.4.31

Los ntimeros de Stirling sin signo de primera clase satisfacen

cnyk)=cn—1,k—=1)+ (n —1ec(n — 1, k).

c(n,n—2) = 2(2)

Hay dos opciones para que una n-permutacién pueda tener n—2 ciclos. Una de ellas,
es tener un 3-ciclo y n—3 puntos fijos y la otra tener dos 2-ciclos y n—4 puntos fijos.

Demostracién

n—2

S0

)

Sea p una n-permutacion con k ciclos. Puede ocurrir que:

O

» La entrada n de p forme ella misma un 1—ciclo, en cuyo caso al quitar la
entrada n resulta una (n — 1)-permutacién con k — 1 ciclos, lo que explica el
primer sumando del lado derecho

= La entrada n de p forme parte de un ciclo de longitud superior a 1, entonces
p puede asignar n a cualquiera de los (n — 1) valores restantes y al suprimir n
resulta una (n—1)-permutacién con k ciclos, lo que explica el segundo sumando

del lado derecho.
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Con esto queda probado el resultado.

Corolario 3.4.32

Para todo k fijo, la funcion generatriz exponencial de los niimeros de Stirling
sin signo de primera clase es

hi(u) =) c(n,k)i—? = w

Definicién 3.4.33

Los nimeros de Stirling de primera clase se definen como

n

m(x—l)--~(x—n—|—1)zzs(n,k)xk,

k=0

es decir, s(n, k) es el coeficiente de 2% en x(x — 1)+ (z —n + 1).

Una forma alternativa de definirlos usando los nimeros de Stirling sin signo de
primera clase es

s(n, k) = (=1)"c(n, k).

Los primeros valores de los nimeros de Stirling de primera clase s(n, k) los
recogemos en la siguiente tabla:

n k
k=1 \k:Q \l{::3 \l{;:4 \k;:S \l{;:6 \kz?\sz\sz
n ey
n= —1 1
n=312 -3 1
n= —6 11 —6 1
n= 24 —50 35 —10 1
n= —120 | 274 —225 85 —15 1
n= 720 —1764 1624 —735 175 —21 1
n =8| —5040 | 13068 —13132 | 6769 —1960 | 322 —28 1
n= 40320 | —109584 | 188124 | —67284 | 22449 | —4536 | 546 —36 1

Tabla 3.2: Numeros de Stirling de primera clase s(n, k)
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Definicién 3.4.34

Definimos la funcién generatriz doble para los niimeros de Stirling de primera
clase como

f(z,u) = ZZ s(n, k)ku:L—T =(1+u)”

n=0 k=0

Notacién 3.4.35

El factorial de x de grado n, (z), = z(x —1)---(x — n + 1), viene dado por

(), = s(n,k)z*, n=0,1,... (3.1)
k=0

Por convenio (x)y = 1.

Proposiciéon 3.4.36

Una forma alternativa de expresar la funciéon generatriz mediante la expresion

Lema 3.4.37

Para todos los enteros positivos k y n, tenemos

|
—

n

ks(n, k) = (—1)"—’—1% s(Lk—1).

I
e

-1

Demostracién

Sabemos que f(x,u) = (1 + u)*. Luego,

0
% = f(z,u)ln(l + x).
k=1, n
del lado izquierdo es ks(n, k). El lado derecho es igual a

El coeficiente de
n

f(z,u) Z (—1)l+1UT _ Z Z s(i,j)xj?_; ) Z (_1)l+1u7'

I=1 i=0 j=0 I=1
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k—1,n
Por lo tanto, el coeficiente de ‘ del lado derecho es
n!
n—1 1 1
!E —nr sk —1) s —— - =
n ( ) S( ? ) n — l l,?

l=k—1

lo que prueba nuestro resultado.

Lema 3.4.38

Para todo k fijo, la funcién generatriz exponencial de los niimeros de Stirling
de primera clase viene dada por

u”  [In(1+ u)]k

fe(u) = s(n, h)— = o

Demostracién

Cambiando el orden de sumacién en f(x,u), conseguimos que
n o un n
k=0 n=k k=0

Por otro lado, tenemos que

f(l',u) = (1 + u)w — exln(1+u) _ e[ln(lJru)]z

Usando el desarrollo de la funcién exponencial Z 1:_' = e”, deducimos lo siguiente
n!
n=0
00 k
in(14uw))® _ [In(1 +u)]" 4
et =3
=0

Por tanto, comparando ambos coeficientes de z*, llegamos a

k
Fulu) = w
Lema 3.4.39

Para todos los enteros positivos k y n tenemos

s(n+1,k+1)= Zn: (—1)m* (Z)s(n,m).

m=k
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Demostracién

Derivamos nuestra funcién generatriz fi(u) y después desplazamos los indices
por uno, consiguiendo

i s(n+1,k+ 1)“_n _ (14 u)™ [In(1 4+ u)]* B

— n! k!
= exp(—In(1 + u))ﬂn(lkﬂ =
(=)™ [In(1 4 )™ [In(1 +u)]*
:§< INESENIMELE
N (ED I+ )]
B r;q (m — k)!k!

Notamos que fi(u) es muy similar al dltimo miembro de la tltima expresion, esto
indica que reorganizandolo conseguimos

o EEe@eld

n

u
y el resultado se obtiene comparando los coeficientes de —
n!
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Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. Test de rachas ascendentes y descendentes

4.1.1. Introduccién

Deinicién 4.1.1

Se definen las secuencias pseudo-aleatorias como aquellas secuencias cuyos
elementos disponen de propiedades similares a las secuencias aleatorias.

Los generadores de uso mas frecuentes para estas secuencias son de la forma:
zi1 = kx; +cmod(m), 1=0,1,2,... (4.1)

donde i, k, c y xo son enteros menores que m; la secuencia {z‘/m con i=1,2,...}
se considera una secuencia aleatoria procedente de una distribucién uniforme (0, 1).

Un generador de esta forma se llama congruente multiplicativo si ¢ = 0 y
congruente mixto si ¢ # 0.

El objetivo esta en asegurarnos una eleccion adecuada de k,c y m de tal forma
que los elementos de una secuencia no se repitan hasta que se haya generado un
nimero suficiente de elementos y pasen por ciertos test estadisticos.

Empiricamente, se ha comprobado que si una secuencia pseudo-aleatoria
generada por algunos de los algoritmos anteriores no supera alguno de los test
de aleatoriedad clasica, entonces tampoco supera los test de rachas ascendentes y
descendentes, lo cual evidencia que estos test son bastante potentes.
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4.1.2. Test de rachas ascendentes y descendentes

Consideramos una secuencia
{z;; 1=1,2,...,n}

generada por un generador de nimeros pseudo-aleatorio.

Hay varios tipos de rachas ascendentes de longitud r:

s Rachas internas:

Ti1 > Ty < Tig1 < -0 < Tjyp > Tigr41

Rachas iniciales:

T < Top < - < Tpy1>Tpag, 1<1r<n—2

Rachas finales:

Tpr1 > Ty < Tppi1 < -+ < Ty, 1<r<n-—2

Rachas completas:
T < Ty < - < Ty

De forma andloga se definen las rachas descendentes.

Ejemplo 4.1.2

Consideramos la secuencia
S ={33,42,5,17,47,12,10, 3,9};
si leemos de izquierda a derecha vemos que existen:
- Una racha ascendente de longitud 1.

Una racha descendente de longitud 1.

- Una racha ascendente de longitud 2.

Una racha descendente de longitud 3.

Una racha ascendente de longitud 1.
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El test de rachas ascendentes y descendentes se basa es la comparacion de los
nimeros esperados y reales entre rachas de varias longitudes.

A continuacién mostraremos algunos resultados importantes con respecto a las
rachas, son las “disposiciones especiales”de las secuencias mondtonas.

Consideramos un secuencia
es decir, una secuencia de m inecuaciones en orden ascendente de magnitud.
Una secuencia
{z;; 1=1,2,...,m},

obtenida a partir de permutaciones de la secuencia (4.2) se dice que son
“disposiciones especiales”de uy, us, ..., u,, si

1>y < < Typy-1 > T
Luego, el nimero de “ disposiciones especiales” viene dado por:

 Si(xe=uU Y Typo1 = Up) = (M —2)(m — 3) ya que tenemos (m — 2) posibili-
dades para elegir el valor de x; y (m — 3) para elegir el valor de z,,.

» Si(r1 = Uy y To = uy) = (m — 3) esto obliga a que x,, = u,,_1, por tanto
tenemos (m — 3) posibilidades de colocar el resto de elementos.

» Si(zy = w1 ¥y Tme1 = uy) = (M — 3) esto obliga a que z1 = u,,, por tanto
tenemos (m — 3) posibilidades de colocar el resto de elementos.

» Si (2 = Y Tyo1 = Uy) = 1 pues sélo tenemos una posibilidad de colocar
el resto de elementos.

Por tanto, el nimero total de disposiciones especiales es
(m—2)(m—3)+(m—-3)+(m—-3)+1=m>—3m+1.

Si cada disposicion es igualmente probable, la probabilidad de que ocurra cual-

quier disposicion es —, por lo que la probabilidad de las disposiciones especiales
m!
es
(m? —3m+1)

m)

. (4.3)

En una secuencia pseudo-aleatoria de longitud n hay (n —r — 2) subsecuencias
Ti1,%i,...,Tn_p. Por tanto, si

Tic1 > < Tiy1 <o < Tjgp > Tigpra1 (44)




68 CAPITULO 4. Aplicaciones

la subsecuencia es una “disposicién especial”’de (r + 3) numeros; pero (4.4]) es la
condicién que define las rachas ascendentes de longitud r.

Luego, la esperanza de las rachas ascendentes de longitud r se deriva de la
expresion (4.3)) tomando m =r + 3

(r+32=3r+3)+1)(n—r—2) (r+3r+1)(n—r—2)
(r+ 3)! B (r+ 3)!

y por simetria, esta expresion representa también la esperanza del nimero de rachas
descendentes.

, T<n—2 (4.5)

Si consideramos las disposiciones de la forma

T < T < < Ty-1 > T

(r+1)
(r+2)!

. . - 2
posibles disposiciones de n niimeros, la esperanza de la racha completa es —
n!

La esperanza de las rachas de longitud r es 4 sir < n— 1. Como hay n!

Agrupando estos resultados, la esperanza del nimero de rachas descendentes de
longitud r viene dada por

( (r*+3r+1)(n—r—2) 4X(r+1)

2 x ~
(r? +§;i?))'71—(r + 3r? —TT—+4§)‘
E(r) = = 2{ 3 3) 2}  r<n—1 (4.6)
— st r=n-—1

\

Entonces el valor esperado del nimero de rachas descendentes de longitud mayor
o igual que 7 es:

=0
n—2 m a
S (a07a’17a‘27a’37 7am) = ZZ (Oé‘i‘lz— 1)‘7r Z 1

. agp +a0—|—a1 CLO+CL1—|—CL2 CL0+(I1—|—CL2+CL3

(r—1)! 7! (r+1)! (r+2)!

ag+a;+ -+ apy Am—3 + AQm—2 + Am—1 + Qm
4+ 4 4+ 4
(n—m)! (n—2)!

Qpp—2 + Qpp—1 + Ay, Qp—1 + Qp,y A,

4 2 1 4 1 4 (4.7)

(n—1)! n! (n+1)!
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Consideramos ahora E(«), para a@ < n — 1. Observamos los dos términos que cons-
tituyen el numerador de (4.6)), los cuales pueden ser escritos como

@ +3a+1=(a+3)(a+2)—2(a+3)+1 donde a; =1,a, = —2,a3 = 1

y

@ +3a*—a—4=(a+3)(a+2)(a+1)
—3(a+3)(a+2)+3(a+3) —1ldonde ap=1,a1 = —3,a9 = 3,a3 = —1

Usando las expresiones (4.6)), (4.7) y m = 3, llegamos a

1
]El(T) =2 X {TZST(O7 1, -2, 1) - ST(]" —3,3, _1) + _}

n!
5 5 x{ 0 +1+O—i—1—2+0—i-1—2—i—1+O—i—1—2+1
= n [—
(r=1! " r (r+1)! (r+2)! (n—2)!
1-2+1 —2—|—1+ 1 } 1 +1—3+1—3+3
(n—1)! n! (n+1)! (r—1)! r! (r+1)!
1—3+3—1+1—3+3—1+—3+3—1+3—1+ -1 +1
(r+2)! (n—2)! (n—1)! n! (n+ 1! n!
9 x{l —1 —1 1 }
= n e ———— e ——
rl (r+ 1) !l (n+1)!
1 2 1 1 2 1 1
+ +—
(r=1! 7 (r+1D! (n=1! n! (n+1)! nl
n — (r? -1
_gy lrn= =Dy (4.8)
(r+2)!
. 2n —1
Por otro lado, el nimero esperado de rachas es Ei(1) = T Usando la

epxresién (4.6) tenemos

3\ e 6 | [ +3r+1)—r(®+324+r—4)| n—1
<2n—1>ZrE(T):2n—1[Z{ (r+3)! }+ nl ]

r=1 r=1

Calculando los términos del numerador por separado, obtenemos
r(r?+3r+1)=r+3)r+2)(r+1) +alr+3)(r+2)+br+3)+ec

» Sir=-3; -39-941)=c=c=-3
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nSir=-2 —24-6+1)=b-3=b=5
» Sir=-1; -11-341)=2a+10—-3=a=-3

r(r3+3r*4r—4) = (r+3)(r+2)(r+1)r+a(r+3) (r+2) (r+1)+b(r+3) (r+2)+c(r+3)+d
» Sir=-3; =3(—27T+27T-3—-4)=d=d=21
» Sir=-2;, —2(-8+12—-2—-4)=c+2l =c=-17
n Sir=-1; —1(-14+3-1-4)=20—-34+21=0=38
» Sir=0; 0=6a+48—-51+21=a= -3
y entonces la longitud media de una racha es:

6
2n —1

n

—1
{nsl{l,—3,5,—3}—51{1,—3,8,—17,21}+ o }

Por tanto, para obtener el test generamos una secuencia de nimeros Ny, No, . ..
donde N, es el nimero de rachas de longitud r en la secuencia. Levene y Wolfowitz
en 1944 demostraron que para un n grande el estadistico

Z (No — Ela])?

[e%

E[o]

sigue un distribucién y?.

Sin embargo, en 1954, Cochran sugirié que tales aproximaciones son buenas sélo
cuando el 80 % de los valores esperados es mayor que 5.

Cuando « aumenta, E[a], se hace rdpidamente menor que 5, por eso

(2 Na — El[Oé]>

T E)

Por lo tanto,

(4.10)

sigue una distribucién x? con r — 1 grados de libertad.
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Ejemplo 4.1.3

Consideramos una secuencia de n = 500 ntmeros con N; = 180, Ny = 90,
N3:30, N4:8,N5:2, N6:0yN7:1

Usando (4.6) obtenemos:

2(1+34+1)500— (1+3—-1—4)

E(1) = o = 208, 4
Bo) 2(4+6+1)500;(8+12—2—4) o
B(3) 2(9+9+1)500—6'|(27+27—3—4) 63
B 2(16+12+1)500;(64+64—4—4) s
B(5) — 2(25+15+1)500;(125+75—5—4) o

Por otro lado, por la expresién (4.10) tomando r = 5 tenemos:

(M- E@)® (V2 —E@))* (Vs —E@)P” (N —E())° (N5 —Ei(5))°
E(1) E(2) E(3) E(4) E,(5)

Luego, sustituyendo cada valor:

180 — 208. 4)2 90 — 91, 4)2 30 — 26, 3)2 8 —5.71)2 N: —E(5))?
Xi=< >)+( 7)+( 7)+( : )+((5 1(5))
208, 4 91,4 26,3 571 E.(5)
(N5 —Eq(5))?
Eq(5)

=3,87+0,02+0,52+ 0,92 +

Ahora calculamos E, (5) usando (4.8):

E(5) :2(5+1)500—7‘(25+5—1) s

Por tanto, sustituyendo en la expresion anterior:
X2 =3,87+0,024+0,52 +0,92 + 2,81 = 8,13.

Como conclusion, vemos que no hay evidencias significativas al nivel de signifi-
cacion del 5% de rechazar la hipdtesis de que las rachas de una secuencia podrian
ocurrir aleatoriamente.

O
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4.2. Aplicaciones de los nimeros de Stirling al
calculo de momentos

4.2.1. Momentos ordinarios en funcion de los momentos fac-
toriales

Dada una variables aleatoria X con funcién de distribucién F'(z) unidimensional
definida en R, el momento ordinario de orden n es:

oy = E[X"] = /R 2dF (z) (4.11)

la cual suponemos que es finita.
Por otro lado, el momento factorial de orden r, se define como
fr=EX(X-1)--(X—=r+1)]=EX), (4.12)

Usando ((1.7) podemos calcular los momentos ordinarios en funcién de los mo-
mentos factoriales:

a, =E[X"]| =E

Z S(n’r)(X)T] = Z S(’I”L,T)fr (413)

Ejemplo 4.2.3

Los primeros 4 momentos ordinarios en funcién de los primeros 4 momentos
factoriales son:

ap = fi

ay = f1+ f2

az = fi+3fa+ f3
ay=fi1+7fo+6f3+ fa

Para obtener los coeficientes de los f; tenemos que ver la Tabla 1.4.
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4.2.2. Momentos factoriales en funcién de los momentos or-
dinarios

A continuacién obtendremos una relacién de los momentos factoriales de orden
n en funcién de los momentos ordinarios.
Partimos de la descomposicién dada en ((3.1))

y tenemos que

Jn = EKX)H] = S(n’ k)E[Xk] = S(n7 k>ak
k= k=1

—_

donde a4, es el momento ordinario de orden k de acuerdo con (4.11)) y f,, representa
el momento factorial (4.12)).

Ejemplo 4.2.4

Los 4 primeros momentos factoriales en funcion de los 4 primeros momentos
ordinarios son:

Ji=a

fo=—a1 +

f3 =201 — 3 + a3
fi=—6a; 4+ 1lag —az+ ay

Para obtener los coeficientes de los f; tenemos que ver la Tabla 1.3.

4.3. Conexion con los momentos centrales

El momento central de orden m, en caso de que exista, se define como
pm = E[(X — )] donde p = E[X].
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Es posible escribir los momentos centrales en funcién de los momentos ordinarios:

_ f: (Zl) (=)™, (4.14)

A partir de la expresion anterior es posible encontrar una conexién entre los
momentos centrales y los momentos factoriales sustituyendo en (4.14]) la expresién

(4.13). Asi por ejemplo, la varianza:

po = (3)(—#)2 + G) ay(—p) + (Z) az

=p®=2ufi+ (f + fo)
=fi-2fi+fi+fh=f—-fi+h

y el momento central de tercer orden:

pa= () o+ ()t + (5 )aston + (5 )as

=243 =3fi(fi+ fo) + (fi+3f2+ f3)
=2f} =3ff =3fifo+ fi+3fa+ f3

y asi sucesivamente.

4.4. Distribuciones

A continuacién reflejaremos todos los conceptos que hemos estudiado en las
secciones anteriores para diversas distribuciones.

4.4.1. Distribucién de Poisson

La distribucién de Poisson es 1util para modelar la probabilidad de ocurrencia de
sucesos con probabilidades muy pequenas, o sucesos “raros”. Depende del parametro
A > 0 y su funcién de probabilidad viene dada por

P(X =x)=—e x=0,1,2,3,...
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El momento factorial de orden r es

fr=Ex),) = Mo D o D

|

— x!
r AT - r_—x = AY T
=A Zme =Ae Z@—A

z>r y=0
donde se ha usado el cambio y = z — r y el hecho de que Z - = e,
y!
y=0
Por tanto,
fr=XA, r>0. (4.15)

La expresién del momento ordinario de orden £ se obtiene sustituyendo el valor
fr en (4.13), por el obtenido en la expresion (4.15)) de forma que

ay = Z S(n,r)A\".
r=1

Los momentos centrales de segundo orden (varianza) se obtienen de la siguiente
forma

fo = fo— 24+ fr =X = X A=\

4.4.2. Distribuciéon Binomial

Un experimento de Bernoulli se caracteriza por ser dicotéomico, es decir, sélo son
posibles dos resultados. A uno de estos se denomina éxito y tiene una probabilidad
de ocurrencia p y al otro, fracaso, con una probabilidad ¢ = 1 —p. En la distribucién
binomial el anterior experimento se repite n veces, de forma independiente, y se
trata de calcular la probabilidad de un determinado nimero de éxitos.

Su funcién de probabilidad viene dada por:

P(X =2)= (Z)pxq"_x r=0,1,2,....n

El momento factorial de orden r es

=0
- n T
_ - T—1r n—r—o+r r
= p (n),p
xr—r
="

- Xn: (Z _ :)19“7”61"“’”(71»197" = (n).p’, (4.16)
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" (n—r
donde se ha usado el hecho de que Z ( ) p* "¢""* =1 como consecuencia
x—r

del binomio de Newton.

La expresién del momento ordinario de orden £ se obtiene sustituyendo el valor

fr en (4.13), por el obtenido en la expresion (4.16]) de forma que

n

ap = Z S(n,r)(n).p".

r=1

4.4.3. Distribucion Hipergeométrica

Es una distribucion de probabilidad discreta relacionada con muestreos aleatorios
y sin reemplazamiento. Si consideramos una urna con N bolas de las cuales a son
blancas y el resto b son negras, la probabilidad de que al extraer n bolas (n < N)
sin reemplazamiento sean x blancas (0 < z < a) y n —x < b negras es

pox —p- O

El momento factorial de orden r es:

r<a, n—xz<b

fr — E[(X)r] _ Z (ﬂ?)r (:):) (nfx) _ (n)r Z (x:r) (nf:t) _ (a’)r(n)r

pues

yva+b—r=N—r.

Por tanto,

(4.17)

La expresion del momento ordinario de orden k se obtiene sustituyendo el resul-
tado obtenido en (4.17)) en la expresion (4.13)), obteniendo asi

. - nor (a)p(n),
ak_;S( ) ) (N>r :
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4.4.4. Distribucion Binomial Negativa

Es una distribucién de probabilidad discreta, también conocida con el nombre
de distribucion de Pascal.

Supongamos que se repite un experimento de Bernoulli de manera independiente
hasta que se obtiene el n-ésimo éxito. Entonces la variable aleatoria X que cuenta
el niumero de fracasos obtenidos hasta dicho momento es una variable aleatoria
binomial negativa de pardmetro n y p, donde p es la probabilidad de éxito en cada
ensayo Bernoulli.

La funcién de probabilidad viene dada por:
I'n+x) , n+xz—1) | n+x—1
(n+a) )k

z!T'(n) xl(n —1)!

es decir, han sucedido n + x expermientos. El ultimo debe ser necesariamente
favorable y todos con probabilidad constante p.

P(X =x) =

)qu” r=0,1,2...
x

El momento factorial de orden 7 es:

f= E0] = (@), (” i 1>qun

x=0 xr
N (n+z—-1! . <~ (4+z-1)
=0 ="
o~ (ntrry—1) ytron _ 4 ~ (n+r+y—-1! ..,
=2 ¢t = (T —1)y ) q"p
l(n—1)! r (n— 1)
y=0 y'(n —1)! p =0 yl(n —1)!
q’f‘
=—(n+r—1)¢
pr (r)
—1)!
usando que el cambio y = x —r y el hecho de que Z (ntrty—D!, —1
= yl(n —1)!
por ser funcién de probabilidad.
Por tanto )
fr:f?<n+’l“—1)(r). (418)

La expresion del momento ordinario de orden k se obtiene sustituyendo el resul-
tado obtenido en (4.18]) en la expresion (4.13]), obteniendo asi

ap = Z Stn,r)(n+r—1) (%) :

r=1
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