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EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

D

Espaces préhilbertiens réels

EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

EXERCICE 1 OO Un produit scalaire 1

Soit n € N. Montrer que (P, Q) = ZP(k)Q(k:)
k=0

définit un produit scalaire sur R, [X]. [> Tndication | [> Correction|

EXERCICE 2 OO Un produit scalaire 2

1
Montrer que ¢(f,g) = /1 f(t)g(t) (1 - t%) dt

définit un produit scalaire sur Vespace C([—1,1],R).

|> Indication | |> Correction|]

Exgrcice 3 OO Un produit scalaire 3

1

Montrer que (/. g) = f(0)g(0) + / F(t)g ()t

définit un produit scalaire sur C1([0, 1], R).

|> Indication | |> Correctionl

EXERCICE 4 @O0 Un dernier..

Soit n € N et @ € R. Démontrer que l'application (-,-) définie sur R, [X]? par

% P® (@)@ (a)
(PIQ) = > G

définit un produit scalaire sur R,,[X]. Déterminer une base orthonormée pour ce produit
scalaire. > Indication | [»_Correction|

EXERCICE 5 BP0 Une condition pour étre une base orthonormée

Soit (e1,ea,...,e,) une famille de vecteurs unitaires d’un espace préhilbertien réel F

telle que

n

Vo € B, z|* = (ei | 2)°

=1

en) constitue une base orthonormée de E.
[» Correction|

Montrer que (eq, e, ...,
> Indication |

EXERCICE 6 MO0 On developpe

llz =y

I

Soient z,y deux vecteurs non nuls d’un espace préhilbertien réel. Etablir
T Y

‘ =l llyl?

[»>_Correction|

[»>_Indication |

EXERCICE 7 MO O Premiére isométrie

Soit E un espace préhilbertien réel et f € L(E). On suppose queVz € E, || f(z)| = ||z
Montrer que  Va,y € B, (f(z) | /(4) = (| y) . [ Todeation]

[ Correction

EXERCICES TECHNIQUES

EXERCICE 8 W @ B Cauchy-Schwartz 1

1
Soient x1,...,x, > 0 tels que z1 + - + z,, = 1. Montrer que Z— >n?.

Préciser les cas d’égalité. |»> Indication | [ Correction|

EXERCICE 9 H @ B Cauchy-Schwarz 2

1
Soit f : [0,1] — R continue et positive. On pose I,, = / t" f(t)dt.

Q
Montrer que I?H—p < Ipplyy, . |> Indicationl |> Correctionl

EXERCICE 10 W @ B Cauchy-Schwartz 3

Montrer que, pour tout A € .4, (R), |trA| < /n|4]. [» Indication | [> Correction]




MPSI 2 - FABERT

TD : Espaces préhilbertiens réels

EXERCICES TECHNIQUES

EXERCICE 11 MO0 Une distance

On se place dans Ry[X].

@ Montrer que (P | @) = P(0)Q(0)+P(1)Q(1)+P(2)Q(2) définit un produit scalaire
sur Ro[X].

(2) Caleuler d (X2,P) ot P = {aX +b]| (a,b) € R?}

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 12 mP 0 Gram-Schmidt puis projeté

Soit E = R3[X] muni du produit scalaire canonique
(a0 + a1 X + aaX? + a3 X®,bo + b1 X + bo X? + b3X?) = agbo + a1by + agbs + asbs
On pose H I'hyperplan H = {P € E'| P(1) = 0}.
@ Déterminer une base de H.
@ Déterminer une base orthonormale de H.

@ En déduire la projection orthogonale de X sur H, puis la distance de X a H.

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 13 MO0 Un projeté dans R*

Soit £ = R* muni de son produit scalaire usuel et de la base canonique B = (e1, e, €3, €4).

On considére G le sous-espace vectoriel des quadruplets (x1, x2, x3,z4) de E tels que

I1+I2:0
x3+ x4 =0

@ Déterminer une base orthonormale de G.
@ Déterminer la matrice dans B de la projection orthogonale pg sur G.

@ Soit & = (x1, X2, x3,x4) un élément de E. Déterminer la distance de = a G.

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 14 m»w O Banque CCP - Exercice 80

Soit E I'espace vectoriel des applications continues et 27m-périodiques de R dans R.

1 2
Démontrer que (f | g) = — f(t)g(t)dt définit un produit scalaire sur E.
2
T Jo

@ Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par f : x — cosx et g : x — cos(2zx).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u : « — sin® z.

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 15 m» 0 Banque CCP - Exercice 81

On définit dans M(R) x My(R) Dapplication ¢ par ¢ (4, A") = tr (AT A’),
ou tr (ATA’ ) désigne la trace du produit de la matrice AT par la matrice A’.
On admet que ¢ est un produit scalaire sur Mo (R).

On note F = {( a b ),(a,b) ERQ}.
—b a

@ Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de Ms(R).
@ Déterminer une base de F+.

1

1

@ Déterminer le projeté orthogonal de J = ( } > sur Ft.

@ Calculer la distance de J a F.

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 16 m?” 0 Banque CCP - Exercice 82

Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie
n > 0. On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique yo de F' tel que
x — Yo soit orthogonal & F et que la distance de x & F soit égale a ||z — yo|.

/ /
Pour A = ( Z Z)etA’: ( Z, Z, >,onpose (A A)=ad +bb +cc +dd'.

@ Démontrer que (') est un produit scalaire sur Mo (R).

1

@ Calculer la distance de la matrice A = ( 1 9

> au sous-espace vectoriel F' des

matrices triangulaires supérieures.

[» Indication | [» Correction|
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EXERCICES "COMME EN COLLE" EXERCICE 22 MEMO Vecteurs orthogonaux a leur image

Soit F un espace euclidien et u € Z(E) tel que, pour tout z € E, (u(z) | ) = 0.

Montrer que Keru et Im v sont supplémentaires. [» Indication | [ Correction]
EXERCICE 17 m®» O Un contre-exemple EXERCICE 23 EMEB (O Distance, mais a quel sous-espace ?

2m
Soit E = C([0, 1], R) muni du produit scalaire usuel (f | g) / f(®)g(t)de . Calculer iilf]R / (t — acos(t) — bsin(t))?dt. > Indication > Correction|
a,be 0

Soit F = {f € E | f(0) =

[»>_Indication | > _Correction|

0}. Montrer que F*+ = {0g}. AtonF@FL—Ef?

EXERCICE 18 @B Encore Pythagore

Soit E' un espace euclidien, F, G deux sous-espaces.
Montrer que F = G- si, et seulement si, pour tout = € E,
[» Indication |

2| = d(@, F)*+d(z, G)?

[» Correction|

EXERCICE 19 m® 0 Distance aux matrices symétriques

EXERCICE 24 mE?” Determinant de Gram

en) € E™. On pose G € M, (R) définie

Soit E un espace préhilbertien réel et (eq, ...,

par  Vi,j€[Ln], Gij=(eile;) .
@ Montrer que (ey,...,e,) est une famille libre si, et seulement si, G est inversible.

@ On suppose que B = (ey,...,e,) est une base de E et Uon note B’ = (f1,..., fn)
la base orthonormée obtenue a partir de B par 'algorithme d’orthonormalisation

Z (a’i,j - mi,j)2 » Indica

1<ij<n

inf
MeS, (R)

Soit A = (ai,j),<; j<, € Mn(R). Calculer

tion

de GramSchmidt. On pose P = Pg/_, 3.
Montrer que P est triangulaire supérieure et que G = PTP.

n

» Correction|

ExercicE 20 BB Un projecteur orthogonal

Soit E un espace préhilbertien réel et p un projecteur de E tel que

Ip(2)[l <

Montrer que Ker(p) et Im(p) sont orthogonaux.

Vi€ B, ] -

[> Indication | [ Correction

EXERCICE 21 MEP” Des projecteurs orthogonaux

Soient E un espace vectoriel euclidien, et p,q € L(F) deux projecteurs orthogonaux.
Démontrer ’équivalence entre

@Im

> _Indication |

C Im(q) (2) Pour tout = € E, |[|p(z)[| < [la(z)]]-

[»_Correction|

@ En déduire que 0 < det(G) < H lles]|.
i=1
@ On suppose désormais que (e, ...,

F = Vect (e1,...,epn).
pour tout i,j € [0,n].

€,) est une famille libre, et on note
Soit g € E et G la matrice définie par G;; = (e; | ;),

det G
detG -~

Démontrer que d(eg, F)? =

> Indication | [» Correction|
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( Indications )

EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

INDICATION POUR L’EXERCICE 1 Un produit scalaire 1

Vérifier calmement la définition. N’oubliez pas le nombre de racines d’un polynoéme.

[ A retour a ’EXERCICE 1 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 2 Un produit scalaire 2

Vérifier calmement la définition. N’oubliez pas la continuité !

[ A retour & 'EXERCICE 2 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 3 Un produit scalaire 3

Vérifier calmement la définition. N’oubliez pas la continuité !

[ A retour a ’EXERCICE 3 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 4 Un dernier..

Vérifier calmement la définition. On pensera a la formule de Taylor.

[ A\ retour & ’EXERCICE 4 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 5 Une condition pour étre une base orthonormée

La normalité est immédiate. Calculer ||e; + €;||? de deux manieres différentes pour
obtenir I'orthogonalité.

[ A retour a ’EXERCICE 5 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 6 On developpe

On développe de chaque coté.

[ A retour & 'EXERCICE 6 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 7 Premiére isométrie

Calcul de la norme de f(x 4 y), puis séparation par identité remarquable.

[ A retour & 'EXERCICE 7 j

EXERCICES TECHNIQUES

INDICATION POUR L’EXERCICE 8 Cauchy-Schwartz 1

Le produit scalaire est le canonique sur R™. Un des vecteurs est (\/T1, /T2, ..., /Zn)-

[ A retour a 'EXERCICE 8 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 9 Cauchy-Schwarz 2

Le produit scalaire est le canonique sur C°([0, 1], R.).

( A retour & 'EXERCICE 9 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 10 Cauchy-Schwartz 3

Produit scalaire canonique pour les matrices. La matrice I,, a tendance a disparaitre...

[ A retour a 'EXERCICE 10 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 11 Une distance

Produit scalaire fait dans 'EXERCICE [I} Calcul de distance direct par calcul du projeté
orthogonal.

[ A retour a 'EXERCICE 11 ]
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EXERCICES TECHNIQUES

INDICATION POUR L’EXERCICE 12 Gram-Schmidt puis projeté

Application directe des méthodes du cours. On orthonormalise avec Gram-Schmidt,
puis on utilise la formule du projeté grace a la base orthonormale.

[ A retour a 'EXERCICE 12 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 13 Un projeté dans R*

Application directe des méthodes du cours.

@ On détermine G par définition, puis une base, puis on orthonormalise.

@ On utilise la formule du projeté grace a la base orthonormale, pour calculer I'image
des vecteurs de base.

@ D’apres le cours, c’est la norme de la différence entre x et son projeté orthogonal
sur Ft.

[ A retour & ’EXERCICE 13 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 14 Banque CCP - Exercice 80

Pas de difficulté particuliere. On peut choisir la méthode du projeté : Gram Schmidt
ou calcul direct.

( A retour a 'EXERCICE 14 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 15 Banque CCP - Exercice 81

Application directe des méthodes du cours.
@ Sans difficulté.
@ On détermine F- par définition, puis une base, puis on orthonormalise.
@ On utilise la formule du projeté grace a la base orthonormale.

@ D’apres le cours, c’est la norme du projeté orthogonal sur F*.

[ A retour & ’EXERCICE 15 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 16 Banque CCP - Exercice 82

Ici on peut poser B le projeté de A sur ’espace des matrices triangulaires supérieures,
et calculer directement en y mettant les 3 équations d’orthogonalité avec les 3 vecteurs
de bases de I'espace des matrices triangulaires supérieures.

[ A retour a 'EXERCICE 16 ]
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EXERCICES "COMME EN COLLE"

INDICATION POUR L’EXERCICE 17 Un contre-exemple

Pour g € F*, on pourra considérer la fonction h: [0,1] — R
t — tg(t) .

[ A retour & ’EXERCICE 17 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 18 Encore Pythagore

Le sens direct découle du théoreme de Pythagore.
Le sens indirect, vient du fait que F C G+, ce qui montre que F et G sont en somme
directe, puis que, F & G = E.

[ A retour & ’EXERCICE 18 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 19 Distance aux matrices symétriques

Réécrire cet infimum en une distance d’une matrice a un espace vectoriel.

[ A retour & 'EXERCICE 19 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 20 Un projecteur orthogonal

Utiliser I’élément x + y, avec x € Ker p et y € Im p.

[ N retour & ’EXERCICE 20 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 21 Des projecteurs orthogonaux

Travailler avec les noyaux peut aider.

[ A retour & EXERCICE 21 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 22 Vecteurs orthogonaux a leur image

11 suffit de montrer leur somme directe, pour des raisons de dimension.
Si u(y) est dans cette intersection, considérer (u(u(y) — y), u(y) — v).

[ A retour & ’EXERCICE 22 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 23 Distance, mais a quel sous-espace ?

Considérer I'espace vectoriel engendré par sin et cos.

[ A retour a 'EXERCICE 23 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 24 Determinant de Gram

Petit probleme pour ceux qui s’ennuient.

[ A retour a ’EXERCICE 24 ]
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( Corrections )

EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

Correction de I’EXERCICE 1 Un produit scalaire 1

Symeétrie, bilinéarité et positivité : claires.
Si (P, P) = 0 alors

donc Vk € {0,1,...,n}, P(k) =0 . Ainsi P admet au moins n + 1 racines, or deg P <n
donc P = 0.

[ A retour & 'EXERCICE 1 j

Correction de I’EXERCICE 2 Un produit scalaire 2

Symétrie, bilinéarité et positivité : claires.

Si o(f, f) = 0 alors par nullité de 'intégrale d’une fonction continue et positive, on a
pour tout ¢ € [—1;1], f(£)? (1 — %) = 0 et donc pour tout ¢ €] — 1;1[, f(¢) = 0. Par
continuité de f en 1 et -1 , on obtient f(¢) = 0 sur [—1;1]. On peut alors conclure que
© est un produit scalaire.

[ A retour & ’EXERCICE 2 j

Correction de ’EXERCICE 3 Un produit scalaire 3

© est clairement une forme bilinéaire symétrique. On a aussi ¢(f, f) > 0 et

o(f,f)=0= f(0)=0et f =0

car f'? est continue, positive et d’intégrale nulle. On en déduit

o(f,f)=0=f=0

[ A retour a 'EXERCICE 3 j

Correction de I’EXERCICE 4 Un dernier..

L’application (-,-) est clairement symétrique. Sa bilinéarité vient de la linéarité de la
dérivation et de I’évaluation en un point. De plus, si P € R,[X], on a

" (P®) (a))z
<P7 P> = Z W >0
k=0
De plus, (P, P) = 0 si et seulement si, pour tout k = 0,...,n, P%*)(a) = 0 c’est-a-dire
si et seulement si a est racine de multiplicité au moins n 4+ 1 de P. Puisque P est de
degré au plus n, P = 0. Posons ensuite P;(X) = (X — a)’. Alors Pj(k) (a) =0sik#j
et Pj(j)(a) = jl. Ainsi, on a pour tout polyndéme P € R, [X],

PU)(a)
J!
Appliquant ceci aux Py, on constate que (Pj)j:O Cn

de R,[X]. En particulier, c’est une famille libre qui comporte n + 1 vecteurs dans un
espace de dimension n + 1, et ¢’est donc une base orthonormée de R, [X].

<PjaP>:

est une famille orthonormée

[ A\ retour a ’EXERCICE 4 j

Correction de PEXERCICE 5 Une condition pour étre une base orthonormée

Pour j € {1,...,n},

n

lesI” = (ei | ¢)”

i=1
donc (e; | €;) = 0 pour tout ¢ # j. Ainsi la famille (eq,eq,...,e,) est orthonormée. Si
la famille ( eq,es,...,e, ) n'est pas une base, on peut déterminer e,11 € E tel que
(e1,ea,...,en,€ent1 ) soit libre. Par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, on

peut se ramener au cas ou

€nt1 € Vect (61, ey en)L
Mais alors "
lenstall* = (ei [ eng1)® =0
i=1

ce qui est contradictoire. Par suite la famille (e1,es,...,e,) est une base orthonormée.

[ A retour a ’EXERCICE 5 j

Correction de PEXERCICE 6 On developpe
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En développant le produit scalaire

z Y

2

ll* - llyll?

RER

( A retour & 'EXERCICE 6

)

Correction de ’EXERCICE 7 Premiére isométrie

Pour tout =,y € E,

(x| y) 1 _(le—yll

+ =
[0 77 [ NG 71

;

1+ )2 = 15 (@) + S = 205@) | F@) + 17 @) + 1)

o+ yl2 = 2 | y) + al® + ol

[ A retour a ’EXERCICE 7

)

, d’ou I’égalité demandée.

EXERCICES TECHNIQUES

Correction de I’EXERCICE 8 Cauchy-Schwartz 1

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

k=1

Donc

k

De plus, il y a égalité si, et seulement si, il y a colinéarité des n-uplets

ce qui correspond au cas ou

1 1

)et (VT -+, /Zn)

soit encore
ry ==z, =1/n

[ A retour & 'EXERCICE 8 j

Correction de PEXERCICE 9 Cauchy-Schwarz 2

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

(/Olt"+pf(t)dt>2 = (/Olt"\/mt"\/mdtf < /Oth"f(t)dt/OthPf(t)dt

[ A retour a 'EXERCICE 9 j

Correction de PEXERCICE 10 Cauchy-Schwartz 3

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz au produit scalaire (X,Y) ~ trace(X TY),
sur I, et A.

[ A retour a 'EXERCICE 10 ]

Correction de ’EXERCICE 11 Une distance

@ Sans difficulté, notamment parce qu'un polynéme de degré < 2 possédant trois
racines est nécessairement nul.

@ d X2 = ||X2 — 7TH avec T = aX +b projeté orthogonal de X2 sur P. (X - | 1) =
-7 \ X) = 0 donne le systéme
3a+3b=5
5a+3b=9

Apres résolution
a=2
b=-1/3

d=/2/3.

et apres calcul

[ A retour & 'EXERCICE 11 )

Correction de I’EXERCICE 12 Gram-Schmidt puis projeté
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@ Puisque H est un hyperplan de R3[X] (c’est le noyau d’une forme linéaire), sa

dimension est 3 . Pour trouver une base de H, il suffit de trouver trois vecteurs
indépendants. Posons par exemple R (X) = X — 1, Ry(X) = X? — X et R3(X) =
X3—X2.(Ry, Ry, R3) est une famille de 3 éléments de H, qui est libre car les degrés
respectifs des R; sont distincts. On a donc bien une base de 'hyperplan. Il est
possible aussi de déterminer une base de ’hyperplan comme on le fait usuellement
quand on connait ’équation d’un sous-espace vectoriel. Notons P(X) = ap+a1 X+
a9 X? + a3 X3. On a donc

PeH<<<ay+a1+as+a3=0

= ap = —a1 — @z —as
ap = —a1 —az —ag
a; = ax
—
ag = Qg
as = as

Cette méthode donne comme base (X —1,X% — 1, X3 —1).

11 suffit d’appliquer le procédé de Gram-Schmidt a partir de 'une des bases con-
struites a la question précédente. On a donc :

1
Pr=Ry/ Rl = /5(X — 1)

Posons Py = R + APy, avec A de sorte que (Pj, P1) = 0, ce qui entraine A =
— (P1, Rg). Aprés normalisation, on trouve

Py = \/E(XQ - (X +1)/2)

On procede de méme pour Ps, et on trouve

Pg\/i(XS(X2+X+1)/3).
On a

3
Pula) =3 (X.P) Py =

Jj=1

(XP+X?-3X+1).

Il vient :

&z, H) = ||z]|* = || Pu(2)|* =1 - 3/4 = 1/4.

Si on n’avait pas calculé une base orthonormale de H, on aurait pu remarquer que
le polynoéme Q = X3 + X2 4+ X + 1 est normal & ’hyperplan H et donc que

e X1

el 2

( A retour a 'EXERCICE 12 ]

Correction de 'EXERCICE 13 Un projeté dans R*

Voir banque CCINP

( A retour & 'EXERCICE 13 )

Correction de I’EXERCICE 14 Banque CCP - Exercice 80
Voir banque CCINP

( A retour a 'EXERCICE 14 )

Correction de I’EXERCICE 15 Banque CCP - Exercice 81

@ On remarque d’abord qu’une matrice M appartient a F si et seulement si elle
0 1

s’écrit als + bK avec K = < 10

) Autrement dit, F' est 'espace vectoriel

t
M est élément de F'* si et seulement si M est orthogonale & I5 et & K. Maintenant,

engendré par les matrices I et K. Soit M = < : Y ) un élément de F. Alors

(M,I))=x+tet (M,K)=y—z

Ainsi, M est élément de F* si et seulement si t = —z et z = y. Autrement dit,

on a prouvé que
1 _ Ty . 2
F _{<y _x),(x,y)e]R}.

Une base de F- est donnée par (A, B), avec
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On va orthonormaliser cette base pour obtenir une base orthonormale de F-. On
ne va pas avoir a utiliser le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, car
A et B sont déja orthogonales : (A, B) = 0. De plus, ||A|| = ||B|| = v/2 comme le
montre un rapide calcul. Si on pose

1 1
A =—Aet B =—B
! \/5 oo \/E

alors (A1, By) est une base orthonormée de F=*.
@ Il suffit d’appliquer le résultat qui exprime le projeté dans une base orthonormale
pra(J) = (J, A1) Av + (J, B1) By
2
=0+ -——B
\/i 1
=B
@ On sait que

dist(J, F) = |J = pr(J)ll = lpr= ()] = | B = V2.

[ A\ retour & ’EXERCICE 15 )

Correction de ’EXERCICE 16 Banque CCP - Exercice 82

Voir banque CCINP

[ A retour & ’EXERCICE 16 )

10
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EXERCICES "COMME EN COLLE"

Correction de I’EXERCICE 17 Un contre-exemple

Prenons h et g comme dans l'indication.

Par nullité de l'intégrale d’une fonction positive, Vt € [0,1], tg(t)? = 0.
Donc Vt €]0,1], g¢(t) =0 puis ¢g(0) = 0 par continuité de g en 0.
Donc F+ = {0g}et F®& FLt =F.

[ A retour a 'EXERCICE 17 ]

Correction de PEXERCICE 18 Encore Pythagore

e Si F =G+, alors, pour tout 2 € E,d(z, F)? = ||pa(z)|]* et d(z, G)? = ||z — pa(z)|”

: le résultat découle immédiatement du théoréme de Pythagore.
o Supposons désormais que |z||?> = d(z, F)? + d(z, G)? pour tout z € E.

> Pour tout z € F,d(z, F) = 0 donc ||z = d(z,G)? = ||z|? — ||pg(x)|* donc
pa(r) = O soit x € G, Ainsi, F C G+ (et en particulier F et G sont en
somme directe).

> Pour tout x € (F ® G)*+,z € F+ donc d(x, F)? = ||z||? et, par symétrie,
d(z,G)? = ||z]|>. En reportant dans I’égalité, on obtient |z|*> = 0 donc
x=0pg. Ainsi, (F® G)t ={0g} donc F& G = E.

[ A\ retour & EXERCICE 18 )

Correction de PEXERCICE 19 Distance aux matrices symétriques

En introduisant la norme euclidienne canonique sur M, (R) définie par
1/2
_ 2
| All = E a; ;
1<i,j<

on peut interpréter I'infimum calculé

inf

2 2
MES,, (R) Z (aij —mi;) d(A,S,(R))

1<i,j<n

La distance introduite se calcule par projection orthogonale. Sachant A = M + N
avec

11

A-tA
2

A+tA
2

M =

€ Sp(R) et N =

on obtient

AAS®? = NP =1 Y (- a0

1<i<j<n

[ A retour a 'EXERCICE 19 )

Correction de PEXERCICE 20 Un projecteur orthogonal

Soit (z,y) € Im(p) X Ker(p). Ona VA eR, pAr+y) = Az
Par conséquent et d’apres ’hypotheése faite sur p,

VAER Nz < [lAz +yl* = Aal® + 2X(= [y) + [ly]1%,

soit VA €R, |yl>+2\(z |y) > 0. La fonction affine A — |y[|? + 2X\(z | y) est de
signe constant sur R donc de pente nulle. Ainsi, on a (z | y) = 0. Donc les espaces
vectoriels Im(p) et Ker(p) sont orthogonaux.

[ A retour a 'EXERCICE 20 )

Correction de I’EXERCICE 21 Des projecteurs orthogonaux

On va se simplifier la vie en travaillant avec les noyaux plutét que les images. Il est en
effet clair que, si F' et G sont deux sous-espaces de F, alors

FCcG< G+ cF* .

De plus, s’agissant de projections orthogonales, Im(p)* = ker(p). L’assertion 1 est
donc équivalente a

ker(q) C ker(p)

Démontrons alors que 2 = 3. Supposons 2 et prenons y € ker(q). Alors on a

Pl < lla(y)[| =0

et donc p(y) = 0. Réciproquement, supposement ker(q) C ker(p) et prouvons 2 .
Soit x € E, que 'on décompose en z = 1 + x2 dans ker(q) ® Im(q). Alors,

q(w) = w3 et p(x) = p (1) +p(x2) = p(2)

p étant une projection orthogonale, on a toujours
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I (z2) || < [J=]]

d’apres le théoréme de Pythagore, en décomposant x5 dans la somme directe orthogonale
Im(p) & ker(p). Ainsi, on a bien prouvé que

Ip(@)]| < lla(z)]l -

[ A retour & EXERCICE 21 ]
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Correction de I’EXERCICE 22 Vecteurs orthogonaux a leur image

D’apres la formule du rang, il suffit de montrer que les sous-espaces Ker u et Im u sont
en somme directe.
Considérons z € Keru NImu puis ¢t € E tel que = u(t). Alors, d’apres I’énoncé,

0= (u(z—t)|z—1t)
= (u(@) | z) +((u(@) | 1) + (u(t) | 2) + (ut) | 1) .
—_— = —_—

=llz2 =0

=0 =0g

Ainsi, ||z||? = 0 donc = 0, ce qui montre le résultat voulu.

[ A retour & 'EXERCICE 22 )

Correction de PEXERCICE 23 Distance, mais & quel sous-espace ?

On va faire apparaitre ceci comme un probleme de calcul de distance & un sous-espace
de dimension 2 dans un bon espace préhilbertien. Pour cela, on pose E = C([0,2n])
muni du produit scalaire (f, g) = 027T f(t)g(t)dt. On cherche a calculer
inf ||t — asin —bcos ||?
a,beER?

Posons F' = vect(sin, cos). Alors {asin+bcos : a,b € R} = F et ce que l'on cherche
est ni plus ni moins que

inf ||t — [
;gFII il

Puisque F est de dimension finie, cela revient & calculer le projeté orthogonal pg(t) de
t sur F, puisqu’alors

inf ||t — f|2 = ||t — pr@®)||® = ||t]|* - )12
]}IelFII 17 = It —pr@®)” = (It = [lpr(t)]]

Reste & calculer pr(t). Il y a plusieurs fagons de s’y prendre. Ici, il est facile de voir

que
2w 2m
1
(sin, cos) = / sin(t) cos(t)dt = 5/ sin(2t)dt = 0
0 0

et donc que la famille (sin, cos) est déja une base orthogonale de F'. On la normalise en
remarquant que

27 27 1 S(2 [in(2 2m
/ cos? (t)dt = / L+ cos(2t) dt = 4 + sin(2¢) =7
0 0 2 2 4 o
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De méme on prouve que

21
/ sin?(t)dt =
0

Ainsi, (CO S‘“) est une base orthonormée de F. On a alors

§

cos si
= (t,cos)— + (t,sin>E
0 T

3\

Il reste a calculer ces deux produits scalaires. Pour cela, on remarque que, par une

intégration par parties,
27 ) it 27 27 1 )
/ teltdt = {te,] - / Zeitdt
0 v Jo o !

= 2w+ [eit]éw
= -

En particulier, en prenant la partie réelle et la partie imaginaire, on trouve

27 27
/ tcos(t)dt =0 et / tsin(t)dt = —2m
0 0

Finalement, on a
pr(t) = —2sin

Pour conclure,

inf ||t — f|I2 = ||¢]|> - )2
flgFII FIF =117 = llpr @)
27 27
:/ t2dt7/ 4sin?(t)dt
0 0
8 3

Il convient ici de distinguer ce qui est du calcul technique d’intégrale et ce qui releve
des espaces préhilbertiens.

( A retour & ’EXERCICE 23 ]

Correction de I’EXERCICE 24 Determinant de Gram

13

@ Sens direct Supposons que (e, ...,ey,) soit libre. Vérifions que G est inversible
en montrant que la famille de ses colonnes (CY, ..., C,,) est une famille libre. Soit
donc Aq, ..., A, des réels tels que 2?21 A;C; = 0. Pour i € [1,n], en examinant le
i-eme coefficient des colonnes, on obtient E?Zl

du produit scalaire, (ei \ Z?:l )\jej> = 0. On en déduit que

Aj (e; | ) = 0 puis, par bilinéarité

en) N Vect (e1,...,en)"

)

n
Z/\j@j € Vect (61,...,

Jj=1

puis 22‘;1 Ajej = 0 et enfin Ay = --- = A, = 0, par liberté de la famille
(e1,...,€en). Sens réciproque Supposons que G soit inversible. Soit A1,..., A,
des réels tels que 2;21 Ajej = 0. En remontant les calculs précédents, on obtient
Z;‘L:1 A;C; =0, ce qui constitue une combinaison linéaire nulle de la famille des
colonnes de la matrice inversible G. On en déduit que Ay =--- =X, =0.

©)

o Par construction, pour tout j € [1,n],e; € Vect (e1,...,e;) = Vect (fi,...
ce qui justifie que P soit une matrice triangulaire supérieure.

o Tout d’abord, on observe que pour tout (i, ) € [1,n]?, p;; = (e; | f;) par ex-
pression des coordonnées dans une base orthonormée. Fixons (i, j) € [1,n]?
et calculons

2 fi)s

n

Zpk iPk,j = Z(ei | fr) (&5 | fx) -

k=1

PTP

D’apres Pexpression du produit scalaire dans une base orthonormée, on ob-
tient

(PTP)M = (61- | ej)'

On peut conclure que G = PTP.

@ On en déduit

det(G) = det (P P) = det (PT) det(P) = det(P)>.
La matrice G est inversible donc de déterminant non nul, et d’apres 1’égalité

précédente, det( > 0. Enfin, P est une matrice triangulaire,
n

)
donc det(P H p“ = H (e | fj)2-

- j=1
D’apres I’ 1negah ¢ de Cauchy-Schwarz et le caractere unitaire des vecteurs f;,
. 2 o 2
Vielln] (e[ f5)” < llell
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Par produit d’inégalités dont les termes sont positifs, on en déduit

det(@) < I lles I
j=1

@ Ecrivons © = u + v, avec u € F et v € F*, et rappelons que d(z, F) = ||v|. Si
on regarde la matrice de Gram associée, et tenant compte de I'orthogonalité de v

avec les autres vecteurs x1,...,x,, on trouve
lull® + ol (u,zr) o (@)
G(z,z1,...,2p) = <$1,1f>+0 <$17.$1> L
<xpa1;> +0 <xp,'x1> <xpv.xp>

Par multilinéarité du déterminant, et en inspectant la premiere colonne, on trouve

[ol? (u,z1) oo (up)
0  (z1,21) ... (z1,7p)
G(z,x1,...,2p) = G(u,z1,...,2p) + . .
0 (zp,z1) ... (Tp,xp)
Mais G (u,x1,...,%p) est nul car la famille (u,x1,...,2,) est liée. Le second
déterminant est lui égal & ||v||?G (z1,...,1,), ce qui achéve la preuve.

[ A retour a 'EXERCICE 24 )
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