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COMBINACIONES CON REPETICION
e Tenemos k objetos idénticos para distribuir en n cajas distintas

¢de cuantas formas distintas se pueden introducir los k objetos

en las n cajas, teniendo en cuenta que cada caja puede
contener los k objetos?

Elegimos k de las n cajas para colocar en ellas los objetos,
pudiendo elegir la misma caja mas de una vez.
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e La alineacion de las n cajas da lugar a n — 1 tabiques de
separacion entre las cajas.

000 00 | 0000 | 000 | O 0

Hay gque elegir la posicion de k objetos (ceros) 0 de (n—1)
tabiques (unos) de entre un total de (n—-1) + k elementos.

n—1+k)_(n—1+k

CR,, :( y S 1 ] (Jacob Bernouilli, 1700)
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e Combinacion con repeticion es una Seleccion no
ordenada de k elementos escogidos entre n tipos
diferentes de elementos, donde el mismo elemento se

puede elegir hasta k veces.

El nimero de selecciones no ordenadas es

n—-1+k n—-1+k
R, = k | n-1
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Ejemplo

En una pasteleria hay 12 clases de pasteles.

Un cliente desea comprar 24 pasteles, ¢de cuantas formas

puede hacer su eleccion?

000 00 | 0000 | 000 | O 0

Hay que elegir k=24 pasteles de un conjunto con

n=12 clases distintas de pasteles.
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La alineaciondelas n=12 cajasdalugara n—-1=11
tabiques de separacion entre las cajas.

Hay que elegir la posicion de k = 24 pasteles
0 la posicion de n—1=11 tabiques
de entre un total de (n—-1) + k = 35 elementos.

35 35
CRn=12,k=24: 24 = 11
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Ejemplo
¢Cuantos resultados distintos saldran al lanzar tres dados
Iguales a la vez?

Solucidn
Hay que elegir tres resultados (k =3) del conjunto
A={12..,6} con n =6 cajas.

Si x; = n° de veces que sale 1 en los dados, entonces

_ 8
X; + Xy +.o4+Xg =3 CRn—6,k—3:£):56
0< X <3 3
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e Si tenemos k objetos idénticos para distribuir en n cajas
distintas, teniendo en cuenta gue cada caja puede contener k
objetos, se puede considerar que elegimos X; objetos de
tipo 1 para alguna n—upla

(X,,...,Xx,)con X >0y ixi = k

e Combinacion con repeticion de k objetos elegidos entre n
es una solucion entera no negativa de la ecuacion

X +...+X, =K om n-1+k) (n-1+k
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Ejemplos

1) El nimero de soluciones enteras no negativas de la ecuacion

Xy + Xy 4+ X3 + X, + X5 =30 34
eS CR gy =
{ 0< X: n=5,k=30 [30

2) ¢De cuantas formas se pueden seleccionar 8 piezas de fruta de
una cesta que contiene manzanas, naranjas y peras si el orden en
que se seleccionan las piezas no se tiene en cuenta?

P 10 .
0<x; <8
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« Una solucidn entera positiva de la ecuacion X +...+ X =K

es una combinacion con repeticion de k objetos elegidos
entre n tipos de objetos de modo que se elige, al menos, un
objeto de cada tipo

1° — se elige un objeto de cada tipo n, de una Unica manera.

2° — seeligen k—n objetos de los n tipos, de

~(n-1+k-n) (k-1
CR,n = k—n “lk—n maneras distintas.
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Ejemplos

1) El numero de soluciones enteras positivas de la ecuacion

X, + Xy + Xa + X, + Xz =30 29
{ PR €S CRy_5 k-30-5 ZK j
1< x. 25

2) ¢De cuantas formas se pueden repartir 15 caramelos idénticos

entre 4 niNos, si cada nino recibe al menos un caramelo?

X{ + X, + X3+ X, =15 (14
{ 1< X; CRn:4,k=15—4 - (11
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PERMUTACIONES CON REPETICION
« Tenemos n objetos de m tipos distintos,
con k. objetos idénticos de cada tipo i, Vied1, ..., mr,
Ky -4+ Kk =
para distribuir en n cajas distintas,

¢de cuantas formas distintas se pueden introducir los n
objetos en las n cajas, teniendo en cuenta que cada caja
contiene un unico objeto?
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e Permutacion con repeticion esuna  seleccion ordenada
de n objetos de m tipos distintos, con k; objetos idénticos

detipo i, Viedl,..,mr ycon Kk +---+k =n

El n° de selecciones ordenadas distintas es

op keky [ 1 n—k \(n—k; -k, n—k —...— K.,
o B kl k2 k3 km

PRnkl...km _ n! E( n j
kl!'”km! kl"'km

[lamamos a esta expresion numero multinomico.
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Ejemplos

1) ¢Cuantas palabras distintas se pueden formar con

todas las letras de ABRACADABRA?

2) ¢Cuantas sucesiones de longitud 15 con las letras
{a,Dbcd e} sepuedenformar, de modo que haya

7a3Db 2c 2dyle?
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3) Un nino reparte 45 cromos entre 3 amigos, regalando 10

cromos a cada amigo, ¢de cuantas formas puede hacerlo?

4) ¢De cuantas formas se pueden distribuir a cuatro
jugadores manos de 5 cartas utilizando una baraja de 52

cartas?
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Soluciones

5 AT

2)  pR.3221_ 15 1) 15!
= 1) 7131212111

8\(5Y 3
71322
2) PR 10,10,10,15 _ 45 35 25 _ 45'
°) 45 10)10 /{10 ) 10110!110115!

4) PR 555532 _ 52\(47)\(42) 37 _ 521
> 5/\ 5/l 5)5) 5151515132

ictoria Zarzosa Rodriguez
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PRINCIPIO DE LA CRIBA (0 de inclusion-exclusion)
 Si A y B son conjuntos finitos, no vacios, entonces

card(AuB)=card(A)+card(B)—-card (AN B)

Ejemplos

1) Hallar las permutaciones de {1, 2, ..., 9} que empiezan por 1
0 que terminan en 9.
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2) En una encuesta realizada a un conjunto de 100 personas se
obtienen los siguientes resultados:

e 25 personas van al cine y al teatro
« 20 personas no van al cine ni al teatro y
 van al cine el doble de personas que al teatro.

Averiguar el nUmero de personas que van solo al cine y el
numero de personas que van solo al teatro.

58



Departamento de Matemdtica Aplicada. ETSIInf. UPM. Victoria Zarzosa Rodriguez

Soluciones
1) U ={permutaciones de {1, 2, ...,9}}
A = { permutaciones de U que empiezan por 1 }
B = { permutaciones de U que terminan por 9 }
card A=8! cardB=8!
A " B = { permutaciones empiezan por 1 y terminan por 9 }
card (AnB)=7
card (AuB)=cardA+cardB-card (AnB)=15.7!
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2) Sean U = { personas }
A = {personas van al teatro} B = {personas van al cine}
A " B = {personas que van al cine y al teatro}
entonces card U = 100 y se verifica
card B=2card A card (AN B) =25
card (AuB)=cardU-card (AuB)
=cardU—-card (A" "B ) =80
card A+cardB=card (AuB)+card (AN B)=105.
Por tanto, card A=35 , card B =70
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PRINCIPIO DE LA CRIBA (0 de inclusion-exclusion)
« Si A,B y C son conjuntos finitos, no vacios, entonces
card (AuBuUC) =
= card (A) + card (B) + card (C) —
—card(AnB)—-card(AnC)—card (BN C) +
+card (AN BN C)
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Ejemplos
1) En el conjunto de los numeros naturales menores o iguales
que 500, hallar cuantos numeros no son multiplos de 2,

ni de 3, ni de 5.

2) Hallar las permutaciones de {1, 2, ..., 9} que contengan a

una de las sucesiones 123, 456, 789.
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Soluciones

1) Sean Ny, =9 n eN,n<500 t

A =1 neNg,/nesmiltiplode 2 = card A =250
B =1 n eNg,/nesmiltiplode 3 + = card B =166
C=1n eNg,/nesmiltiplode 5 + = card C =100
ANB=19neNg,/nesmiltiplode 2y de3 ¢
ANC=1neNg,/nesmiltiplode 2y de5 ¢
BNC=1{neNg,/nesmiltiplode3yde5

ANBANC=1{neNg,/nesmiltiplode2,de3yde5 '

card (AnB)=83, card (AN C)=50, card(BnC) =33
card (Au B U C) =366

card (ANnBNC)=16
Por tanto,
card (A"nB " nC’)=card(AuBuUC)

= card Ngyp —card (AU BuUC) =134

ictoria Zarzosa Rodriguez
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134
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2) A =13 permutaciones que contienen 123 ¢
B =4 permutaciones que contienen 456
C =1 permutaciones que contienen 789 ¢

cardA=cardB=cardC=7.61=7

A N B =1 permutaciones que contienen 123 y 456 ¢
A N C =1 permutaciones que contienen 123y 789 ¢
B n C =1 permutaciones que contienen 456y 789
caid(AnB)=card(AnC)=card(BnC)=51

A N B N C =1 permutaciones que contienen 123, 456y 789 ¢
card(ANnBNC)=3!

Entonces, card (AuBuUC)=3.71-3.51+31=14766

65



Departamento de Matemdtica Aplicada. ETSIInf. UPM.

Victoria Zarzosa Rodriguez

COMBINACIONES CON REPETICION LIMITADA

Ejemplos

1) ¢(Cuantos n € N, n< 104, cumplen que la suma de sus cifras
es 25?

1< n=XX,X3X, <9999
X{ + Xy + X3 + X, =25
0<x <9

2) ¢Cuantas soluciones enteras tiene la ecuacion
X+ X, +X3=17
2 <X <5, 3 <X,56, 4 <Xz< 7 7?
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3) Al lanzar tres dados distintos a la vez, ;en cuantos resultados
posibles la suma es 10?

4) Un nino dispone de un juego de 30 palitos y los dispone en
forma de escalera con 4 tramos, segun indica la figura.

a) ¢Cuantas escaleras diferentes puede construir?

b) ¢Y sien cada uno de los tres primeros tramos debe haber
a lo sumo 7 palitos?
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Soluciones
1) Sean X = {soluciones no negativas de x, +X, + X, + X, = 25 f

A, = 1soluciones de X con x >10¢. Entonces

4
card (X - UAi]:card X —(ay—a,+as—a,)=
1=1

4 28 18 4\ 8
=CR 425 ~4CR 445+ 2 CRy_45 = 3 4 3 i 2 )\ 3

card X = CR,_4 =5

a; =4 card A; =4 CR 415

A

oy = (jj card (A;N A = (2) CR 24 k=5

(13:(14:0 68
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2) Se definen las variables y,=x -2, y,=X,-3, Yy,=X, -4,

yi+ Y, +Yy;=8

entonces la ecuacidn se transforma en
{O <y, <3

Sean X =1soluciones no negativasde Y, +Y,+Y, =8¢
A, = {soluciones de X con ¥, =4 .

3
card (X —UA):card X — (o —ay +at3)=
=1

3 10\ (6) (3
=CR, 518 =3CR 34 + 2 CRn-sk=0 = 2 -3 2 " 2

card X = CR, 23 =3
a, =3 card A; =3 CR 3 =4
__ (3 (3
a, = [ZJ card (A;N A) = @ CR 23 k=0
o; =0

Rodriguez
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3) Hay que elegir tres resultados, cuya suma sea k = 10 del
conjunto A={1 2, 3} con n =3 caas, al menos un
elemento de cada caja.

Sean X. — numero que aparece en el dado 1,

entonces hay que resolver la ecuacion

X + X, + X3 =10 Xg + Xy +Xg =7
=
1<x <6 0<x <5
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Sean X = 1soluciones no negativas de X +X, +X3=7 ¢
A = 3soluciones de X con x =6 .

3
card (X —UAijzcard X —(al—az +053):
i=1

9 3
— CRnZB,k:7 B 3CRn=3,k=l — 2 B 3 2
card X = CR, 23 =7

a; =3 card A; =3 CR 34

o, =0a5=0

71



Departamento de Matemdtica Aplicada. ETSIInf. UPM. Victoria Zarzosa

4)

a) Sea X; = n° de palitos que coloca en el tramo de escalera

I-€simo, entonces el n° de escaleras diferentes que puede

construir es el n® de soluciones enteras de la ecuacion

1< X 0<x

29

esto €S, CR,_y s = o6
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b) Si en cada uno de los tres primeros tramos debe haber a lo sumo
7 palitos, entonces el n° de escaleras diferentes es el n° de
soluciones enteras de la ecuacion

X, + X, + X, + X, = 30 “ X, + X, +X + X, = 26
1<X, X% <7, 1<X, 0<Xx,X,,X, <6, 0<X,

St A; = {solucionesde x; +X,+X;+X,=26 / X, 27},1=1, 2,3
entonces la solucioén es

E (29 22y /3 (15, (8
CRy26 — 3CRy 0 T (3)5CH¢.12 —CRys= {k 3 )' - 3 3 ) + (g)( 3 ) - (3)
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