MARRAKECH

UNIVERSITE CADI AYYAD

Cours de Mécanique des Systémes de
Solides Indéformables

“* EUROA-2009K

ASTRONOMIERS

47) 8tron ou

M. BOURICH (ENSAM)

Deuxieme édition 2014



AVANT-PROPDS

Ce manuel est un cours de base de la mécanique des systemes de solides indéformables,
particulizrement desting aux étudiants de la deuxieme année de I'Ecole Nationale des Sciences Appliquées
de Marrakech. La premigre édition du présent manuel est constituée du cours que j'ai assurg, entre 2004
et 2010, en deuxizme année SMP & la faculté poly-disciplinaire de Safi. Cette seconde édition respecte le
contenu du descriptif de la mécanique des systemes de solides indéformables de la filizre EGT, de I'tcole
Nationale des Sciences Appliquées de Marrakech, accreditée.

|'objectif de ce cours est d'apporter une contribution a l'acquisition d'une culture scientifique de
base permettant une meilleure compréhension des lois du mouvement et la maitrise dans e maniement
des outils de la mécanique.

Chaque chapitre s'ouvre par la précision des objectifs et des compétences visées. L'introduction de
chague concept est accompagnée par une bréve évolution dans le temps, de la sorte que ['gtudiant
pourra relater les événements marquants de ['histoire de la mécanique.

Conformément au descriptif de la mécanique des systémes de solides indéformables, le cours est
articulé en sept chapitres :

Calcul vectoriel-Torseurs,

Cinématique du solide,

héométrie des masses,

Cinétique du solide,

Dynamique du solide,

Liaisons-Forces de liaison,

Mouvement d'un saolide autour d'un point ou d'un axe fixes.

Pour |'elaboration de ce cours polycopié, jai utilisé de nombreuses ressources pédagogiques
citées en bibliographie : ouvrages, sites Web et le polycopié de mon cher enseignant Monsieur M.
Hasnaoui.

[ageons que ce cours constituera un précieux outil pedagogique pour les étudiants, tant pour une
préparation efficace des examens que pour |'acquisition d'une solide culture scientifique.

M.Bourich



|[lustration de couverture :

GALILEE (Galilen Galilei, 1564-1642)

(Source : https://www.delcampe.net)

Mathématicien, philosophe et astronome italien. Il utilisa le premier, en (610, un systeme optique
pour observer |e ciel et révolutionna l'observation de ['Univers. Il découvrit l'inégalité de la surface de la
Lune, les 4 étoiles (satellites) autour de Jupiter, Saturne au triple corps (les anneaux), les phases de
Vénus, et résolut la Voie Lactée en étoiles.

I fut un des précurseurs de la mécanique classique (celle de Newton), introduisant ['usage des
mathématiques pour I'explication des lois de la physique. |l établit |a |oi de la chute des corps dans le vide,
et donna une premigre formulation du principe de relativité. || défendit ardemment les theses
héliocentriques de Copernic. Contraire aux Saintes Ecritures, le livee écrit sur le sujet fut interdit et les
exemplaires saisis et briles.

A 70 ans (en 1634), jugé par I'eglise catholique, il fut accusé d'hérésie et dut prononcer un serment
d'abjuration pour ne pas étre condamné & mort sur le bacher. L'Eglise I'a rehabilité seulement en 1992
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Mécanique des systemes de solides indéformables

PLAN D'ETUDE D'LN SYSTEME MECANIOLE

Définir le systeme mécanique étudié : (S)

Ftude cinematique :
& vecteurs rotation

4 vecteurs vitesses
4 veteurs accélérations ....

béometrie de masse :
4 masse

+ centre de masse, d'inertie
4+ matrice d'inertie .....

Ftude cinétique :
déterminer les torseurs des actions mécanigues
extérieures agissant sur () et les ramener
en des points judicieusement choisis

H

Ftude dynamigue :
application des théorémes généraux au systeme (3)

U

Resolution de systeme différentiel pour I'obtention des
equations du mouvement de (8)

M.BOURICH



Mécanique des systemes de solides indéformables

Chapitre

LE CALCUL
VECTORIEL

e

Calcul Vectoriel-Tarseurs

M.BOURICH



Mécanique des systemes de solides indéformables

Ubjectifs :

Galilée : (1ab4-1642)

La philosophie est écrite dans ce grand livre, l'univers,
qui ne cesse pas d'étre ouvert devant nos yeux. Mais ce livre ne
peut se lire si on ne comprends pas e langage et on ne connait
pas les caracteres avec lesquels il est écrit. Or, la langue est
celle des mathématiques, et les caracteres sont triangles,
cercles et d'autres figures géomeétriques. Si on ne les connait
pas, c'est humainement impossible d'en comprendre méme pas
un seul mot. Sans eux, on ne peut qu'aller & la dérive dans un
labyrinthe obscur et inextricable”. G. Galilei, "Il Saggiatore”,

Rome, 1623

+ Deéfinir un torseur (torsur symétrique et anti-symétrique, invariants scalaires) ;

+ Déecomposer un torseur (couple et glisseur) ;

+ [omprendre la notion de torseur équiprojectif ;
+ Décrire les élements de réduction d'un torseur ;

« Determiner 'axe central.

M.BOURICH



Mécanique des systemes de solides indéformables

CALCUL VECTORIEL - TORSELRS

|- Approche historique

Pour les problemes de physique, I'Allemand Hermann Grassman (1809-1877) fut I’un des
premiers & utiliser la notation vectorielle. L'Américain Gibbs (1839-1903) et I'Anglais Heaviside
(1850-1925), disciples de Hamilton (l'un des premiers a utiliser la notion de vecteur), donnent au
calcul vectoriel sa forme quasi définitive. L’intérét de la maitrise du calcul vectoriel est
fondamental pour la bonne application des lois de la mécanique.

|I- Définitions
| - Espace vectoriel

On appelle espace vectoriel E sur un corps commutatif K un ensemble d’éléments
(vecteurs) qui vérifient les propriétés suivantes:

- E est muni d’une structure de groupe commutatif pour une loi de composition interne,
I’addition vectorielle, notée (+).
-VipeKet Vi, veE,ona: AU+V)=Au+Av et A(ul)=(Ap)u

2 - Espace vectoriel Euclidien
Un espace vectoriel E est dit euclidien s’il est muni d’un produit scalaire f quia U,VeE,

fait correspondre le nombre réel f(t,v) tel que:
f(u,v)=f(v,0)
f(u,Av) = Af(0, V)

f(u,u)=0 ( galltes U=
Notation: f(U,V)=T

|I- Espace Affine-Espace Métrique
| - Espace affine
On appelle espace affine &, un ensemble d’¢léments appelés points tels qu’a tout couple

ordonné de deux points A et B (bipoints), on fait correspondre un vecteur AB d’un espace
vectoriel Eetsi A,BetC € &, on a:

AB=—BA
AC = AB+BC
VOe&et U ek, 3A e &défini par OA=1

M.BOURICH 10



Mécanique des systemes de solides indéformables

2 - Espace métrique
Un espace métrique est un espace affine auguel on a associe un espace vectoriel
euclidien.
Pour la suite du cours, on désignera par & 1’espace métrique associé a un espace vectoriel
euclidien E de dimension 3.

lll- Vecteurs-Moment d'un vecteur

|- Introduction

En physique, la modélisation des grandeurs, qui ne peuvent étre entierement definies par
un scalaire ou une fonction numérique seuls, se fait par 1’introduction de la notion de vecteur.
Par exemple, pour préciser un déplacement, une vitesse, ou une force, la direction et le sens sont
indispensables.

2- Vecteur lié-Vecteur glissant

¢ On appelle vecteur lié, tout couple (A, U) formé de A e & appelé origine ou point
d’application et d’un vecteur U de E appelé grandeur vectorielle.

Notation: (A, U) = U (A):on lit vecteur U lié au point A.

Exemples: - Force résultante appliquée a un point.
- Champ électrique créé par une charge électrique en un point.

¢ On appelle vecteur glissant, un vecteur défini a un glissement prés sur un axe (A) appelé
support.

Notation: (A, U') : vecteur glissant

Exemple: - Résultante dans le cas d’un torseur.

)

ci

Soitb = (i, j, k) une base orthonormée directe de E.

vV U € E, U seradéfini par ses composantes uy, Uy et u, dans cette base :
u

X

U=u,i+u,j+uk ou U= dans (b)

Uy
uZ
3 - Opérations sur les vecteurs
3-1 Produit scalaire

Le produit scalaire est une opération algébrique s'ajoutant aux lois sappliquant aux
vecteurs. A deux vecteurs, elle associe leur produit, qui est un nombre (ou scalaire, d'ot son
nom). Elle permet d'exploiter les notions de la géométrie euclidienne traditionnelle : longueurs,
angles, orthogonalité.
Soient U et v deux vecteurs libres non nuls de E.
u-v=u,v, +u,v, +u,v,

i-v=0 & u.lv

M.BOURICH 11



Mécanique des systemes de solides indéformables

3-2 Produit vectoriel

Le produit vectoriel est une opération vectorielle effectuée dans les espaces euclidiens
orientés de dimension 3. Le formalisme utilisé actuellement est apparu en 1881 dans un manuel
d'analyse vectorielle écrit par Josiah Willard Gibbs pour ses étudiants en physique.
Aux deux vecteurs U et v de E, on peut associer un vecteur w (unique) tel que:

—

U vy [wy =u,v, —u,v, v
W=UAV=|U, AlV, =|W, =U,V, —U,V, #U
u, [v, |w,=u.v,-u,v, W

Ona w L G, w L vet(d,v,w)forme un triedre direct.

Conséquences

-Si U et v sont dans le plan de la feuille, W est L a ce plan.
- GAl=0

- UAV=—VAU: le produit vectoriel est anti-commutatif.

3-3 Double produit vectoriel
Soientd, v et w € E.

UA(VAW)=(T-WWV-(U-v)w

3-4 Produit mixte
Considérons G, v et w € E.
uX\/XWX
U-(VAW)=(G,v,w)=det |u,v,w,
u,v,w,
Propriétés
(U, v, W)= (W,,v)=(V,w,0): le produit mixte est invariant par permutation circulaire.
(U, v, W)=—(U,W,V)=—~(V,T,W): le produit mixte change de signe dans le cas d’une permutation
non circulaire.

4- Moment d'un vecteur en un paint

En physique, les moments des vecteurs sont grandement utilisés, ils permettent de
modéliser des grandeurs comme, moment d’une force, moment d’inertie et moment
cinétique...etc.
¢ Soit (A, U)unvecteurliéetO € &,

—

Le moment en O du vecteur lié T(A) est le vecteur 9(0,T(A))=0A AT
9(0,u(A))

: _ : 0 @)
¢ Soit (A, U)unglisseuret O € €.

M(0,U) est indépendant du point M € A.

M.BOURICH 12
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- - -
Preuve: OMAU=O0OMAT+M'M Al
=2
=0
IV- Torseurs
1 - Introduction
Un torseur est un outil mathématique utilisé principalement en mécanique du solide
indéformable, pour décrire les mouvements des solides et les actions mécaniques qu'ils subissent
de la part d'un environnement extérieur. Un certain nombre de vecteurs utilisés en mécanique
sont des moments : moment d'une force, moment cinétique, moment dynamique. Les champs
vectoriels utilisés en mécanique (moment d'une force, moment cinétique, moment dynamique..)
posseédent des propriétés communes, d’ou I’intérét d’étre modélisés par un méme objet

»

mathématique appelé “ torseur ”.

2- Application antisymétrique

Définition: E—>E
i—> (0)
est antisymétrique < V U,V € E; (U)Vv=- (V)i
Exemple: o E—>E

U—>aal  (ou a estun vecteur donné non nul).

Proposition:  Si est antisymétrique, 3! R € E tel que:
(i)= RAl (VieE)

Démonstration
Si [L] est la matrice associée & dans labase (i, j, k), alors (G)=[L] G
Ell ng 613
AVEC [L]=|ly (y ly
631 £32 633

Considérons les produits scalaires suivants :
L. L. |t fi2 fa3|(1Y (1
(|)'|:' (|)'|:O = [L]i'i=f21€22223 O-O:O:>€11=O
l31 032 £33]\0) (0

(1)j=0 = 1,=0
(1)13=- (1)1 & o, 0 ryll0]|1]|==|rp 0 ep| 1|0
2 —l12

M.BOURICH 13
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(i)i=- (i)i = Uy ==Ly
(i) k=- (k)i = (y=—ly
(1) k=- (k)] = lyn=—ly

Posons ¢, =—ry, {15 =T1, €t (,, =—r,. Il enrésulte :

0 -—-r3 1y |fuy —I3Uy +oU,
(i)=[L]lu < [LTu=| r3 0 —r||uy|=| r3uyx—ru, =RAl
-, n 0 [{u, —fUy +NUy

avec R=ri+r,j+r,k

3- Champ antisymétrique

3-1 Définitions

+Soit D un sous-ensemble de & (D < & ). On appelle champ de vecteurs sur D, une application de
DdansEquiaM e D—> (M) e E.

Notation: D—E
M— G(M)

+Un champ de vecteurs G(M) est dit antisymétrique s’il existe une application antisymétrique -

telle que V M, N € & on alarelation G(N) = a(M) + ( MN).

Si R est le vecteur associé a onaura G(N) = G(M) + RAMN,V M,N € &

+Un champ de vecteurs G(M) est dit équiprojectif si Vv M, N € &:

MN-G(N) = MN- (M)

Propriété
Un champ de vecteurs TG(M) est antisymétrique <> U(M) est équiprojectif.

Preuve
G(N) = (M) + RAMN= MN-:G(N)=MN-:G(M)+ h/TN-(ﬁAI\/TNj
%/—/

Achever la démonstration dans l'autre sens.
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4- Torseurs

4-| Définition

+On appelle torseur [t ] un ensemble formé d’un champ de vecteurs antisymétrique G(M) et de
son vecteur R.

Conséquence

Soit O € & et M quelconque, ona @(M)=0(0)+R AOM
Un torseur est donc caractérisé par la donnée de R et de son champ en un point.

Notation: [«(0)]=[u(0).R].
Les vecteurs G(O) et R sont appelés les éléments de réduction du torseur [t] en O ou ses
coordonnées en O.

{U(O): moment du torseur au point O

R: résultante du torseur

Exemple: Le champ des moments d’un vecteur est un torseur.
Considérons Fun vecteur lié & un point A et M un point quelconque de &. Le moment en
M de F vérifie la relation :
1(M,E) = MAAE = (MM +MA) A
— R —> - - N —> _
= MAAF+ MM'AF= m(M’, F) + MM'AF
Ainsi, le champ 97(M) est antisymétrique. On peut donc lui associer un torseur avec F
comme résultante.

4-7 Opération sur les torseurs
¢ Addition des torseurs

Considérons les torseurs [z,(0)]=[,(0).R, ] et [t,(0)]=[u,(0).R,].
Le champ G(M)=1,(M)+0,(M) posséde la propriété suivante:

U(M")=0,(M')+1,(M)= ul(M)+§1AMT\A' + aZ(M)+F*z2AMTv|'
=i(M)+R AMM': ce champest antisymétique

11 vérifie donc la propriété d’un torseur et caractérise la somme [t (O) ] = [11(O) ] + [t2(0) ] .
Ses éléments de réduction en O sont : {R “RitR,

u(0) =u,(0)+1u,(0)
Remarque:
- Cette loi d’addition est commutative et associative,
- Elle a un élément neutre: le torseur nul (résultante et moment nuls),
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- Tout torseur [t (O) ] a un torseur opposé [— U(O),—I-:e].

& Multiplication d’un torseur par un scalaire

_ R =R, _
[t(O)]=AuO)] < {U(O) —2,(0),

Exercice : Verifier que A[t1(O) ] est un torseur.

¢ Comoment ou produit scalaire de deux torseurs
Considérons les deux torseurs:

[Tl(o)]: lU1(0)1 I?21]
[, (0)]=[5,(0).R,]

R,-U0,(0")+R,-0,(0") =R, -(02(0)#{2 AOO'j+|?<2 -[Ul(O)HE{l /\OO'J

considérons O'#0 et examinons R, -i,(0")+R, -G, (0")

~R,-0,(0)+R, -a1(0)+fel-(fe2 AOB'}FQZ .(Fﬁle*o-j

(04 —a
Cette quantité, indépendante de O et par conséquent invariante, représente par définition le
produit scalaire (on utilise également la terminologie de comoment) des deux torseurs [t ] et [12 ].

Définition du comoment: [t,(0)] [, (0)]=R,-1,(0)+R, -U,(O)
ﬁl = ﬁz
¢ Egalité de deux torseurs: [11] = [12] & VM ek, let
u; (M) =1, (M)
) . — ﬁl =R 2
Conséquence: [11(0) ] = [12(0)] <
4-3 Invariant scalaire d'un torseur
Soit [¢(0)]= [U(O),Ii]un torseur défini par ses coordonnées en O. La quantité|=R-G(O),
indépendante du point O, est appelée invariant scalaire ou automoment du torseur.

Preuve: U(O')zU(O)+F§/\O_6':> ﬁ-U(O/):ﬁ-ﬁ(O)Jrﬁ-(f{/\O_()D’):I (v O)

(R —

=0
4-4 Axe central d'un torseur
Définition: On appelle axe central (A) d’un torseur [r(O)]=[U(O),§] avec R=0, le lieu des
points P
tel que G(P)AR=0
Equation de (A)
SoitP € (A) = U(P)AR =0

= |:U(O)+|?2/\OP:|/\§=6
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— — — —> -
= U(O)/\R+RZOP—[R-OPJR=0

Multiplions vectoriellement (») par R = ﬁ/\(ﬁ(O)Aﬁ)+R2 RAOP - (R.OP) RAR=0

=0
= ﬁA(a(O)AmRZ 5Pj=6

Donc 3 p € R tel que G(O)AR+R? JPzpﬁ = SP::_IE_u((;);R
Ainsi, si P € aI’axe central = OP =R+ R /\RuZ(O) (avec L € R).
Remarque:
L’axe central d’un torseur [U(O),ﬁ] est la droite (A) de vecteur directeur R et passant par le

. > RAU(O
point Py tel que: OP, =%

4-3 Classification des torseurs

¢ Glisseur

Le torseur [t(O)]= [G(O), ﬁ] est un glisseur, si son invariant scalaire est nul.
|=R-U(0)=0et R=0.

Remarque :

Sur I’axe central d’un glisseur, G(P)=0 V P e (A) car R//G(P) et R-U(P)=0 avec R = 0.

¢ Couple : [r(O)]z[U(O),Ii] est un couple si R=0. Le champ (M) devient alors indépendant de
M.

Remarque :

Il n’existe pas d’axe central pour un couple.

Proposition: Le torseur [t(0)]= [U(O), ﬁé] peut se décomposer en la somme d’un glisseur

et d’un couple.

Démonstration :

[«)]=[a0).R]= [o.R] +[1(0), 6]=[6(0)1+ [c(0)]

Glisseur Couple

N.B.: Cette décomposition n’est pas unique; il y a une infinit¢ de décompositions possibles
qui dépendent du choix de O.
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Chapitre

£7=%3 %

>

Cinématique du Solide

M.BOURICH 18



Mécanique des systemes de solides indéformables

Ubjectits :

René Descartes : (1396-16a0)

René Descartes a écrit les principes de la philosophie en
1644, dont |'objectif est de “ donner des fondements rigoureux 2 la
philosophie”. la physique cartésienne est fondée sur
lidentification de la matiere avec la quantité géométrique : la
pesanteur et le mouvement sont ramenés & une explication
mécaniste. Sa description du monde est essentiellement
cinématique. le mouvement se transmettant de proche en
proche par contact. Dans les Principes de la Philosophie,
Descartes distingue |a cause premigre de tous les mouvements
(Dieu. auteur de la nature), des causes secandes appelées les |ois
e la nature, qui régissent | mouvement des parties de la
matigre.

4 Décrire et analyser la nature du mouvement d'un systeme;
+ [Différencier entre les vitesse lingaire et angulaire ;

4 Recenser le nombre de paramétres indépendants intervenant dans |'étude cinématique ;

4 Savoir choisir une base dans laquelle expliciter simplement le mouvement ;
4 Savoir mettre en ®uvre les formules de changement de référentiel pour les vitesses et les

accélerations:

+ [eterminer le centre instantané de rotation ;
4 Savoir mettre en euvre la condition de roulement sans glissement ;

4 Savoir analyser le mouvement instantané d'un solide et déterminer |a base et la roulante.

M.BOURICH
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CINEMATIQUE DU SOLIDE

|. Approche historique

En mécanique, la cinématique (tiré du nom grec : kinéma) est I'étude des mouvements des
corps sans tenir compte des causes qui les produisent. Au coté de la notion d'espace qui fut
I'objet de la géométrie, la cinématique introduit en outre la notion du temps. On peut dater la
naissance de la cinématique moderne a l'allocution de Pierre Varignon en 1700 qui a démontré
qu’il est possible de déduire 1’accélération de la vitesse instantanée a l'aide d'une simple
procédure de calcul différentiel.

|l. Espace Repére-Saolide rigide

|- Espace repére

On considére que I’espace dans lequel évoluent les systemes est homogene (indépendant
du lieu), isotrope (indépendant de la direction) et euclidien (muni d’un produit scalaire). Il est
défini par 1’association de 1’horloge H et d’un repére Rq (O, bp).

L’existence du temps absolu = H est unique.

O : origine du repére

by = (TO o RO) est une base orthonormée directe.
Un point M e & est en mouvement par rapport a Ro si ses coordonnées varient en fonction du
temps, i.e. :

x(t)
OM = ly(t)
2(1)
On définit aussi:
La vitesse de M par rapporta Ry : V(M/R,)= dz)—tM

RO
dV(M/R,)| _ d’OM|
dt g dt?

L’accélération de M par rapport a Ro: y(M/R,) =
o
2- Définition d'un solide rigide
Un solide rigide ou indéformable est un ensemble de points matériels dont les distances
mutuelles restent constantes au cours du temps.

Soient A et B deux points d'un solide (S).

k(R ®V_/,
o) I
i"»/ (R) lié & (S)

M.BOURICH 20
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) . . D A
AB =cte (c’est le carré de la distance entre les points A et B), alors que AB peut dépendre du

temps par sa direction.

En effet: AB=OB(t)— OA(t) (vecteur variable)
-2 — . JdAR

Or AB =AB-AB=cte & AB-(jg\—tho

lIl. Notion des Champs des Vitesse et des Accélérations

|-Introduction

En mécanique du point matériel (sans dimension), il est impossible de lui concevoir un
mouvement de rotation propre. Par contre, pour la mécanique du solide, ce dernier peut effectuer
une rotation sur lui-méme, elle est définissable et mesurable. D’ou I’intérét de I’introduction de
la notion des champs des vitesses et des accélérations afin de décrire et de modéliser les rotations
de I'objet sur lui-méme.

2-Champ des vitesses d'un solide

Pour un solide on a A_B’-d’;‘;tho vV A B e (S)

Donc AB:[V(B/R,)-V(A/R,)]=0 ou bien AB-V(B/R,)=AB-V(A/R,)
On déduit que le champ des vitesses d’un solide est équiprojectif et par conséquent c’est un champ
antisymétrigue. Ainsi, 3! Q tel que V(B/R,)=V(A/R,)+QAAB

dA_B" dAB

Soit R un repére lié au solide. En utilisant la relation Ro = qr

dAB
dt
R par rapport a R.

Le champ des vitesses d’un solide est donc un torseur, on ’appelle torseur cinématique. Ses
éléments de réduction (ou coordonnées) au point A sont:

Q(S/R,):sa résultante
V(A/R,):son vecteurmoment

Ik +Q(R/Ro) A AB

R = 0 car AB est fixedans R], on voit que Q n'est autre que le vecteur rotation instantané de

Onlenote [ (A)] = [\7(A/ R,), Q(S/ RO)]

3- Champ des accélérations d'un solide
Pour A, B e (S)ona V(B/R,)=V(A/R,)+QOAAB
En dérivant cette relation par rapport au temps on obtient:

_ . dQ — (. -
y(B/RO):y(A/RO)JrE /\AB+Q/\(V(B/RO)—V(A/R0))

Ro
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7(|3/R0)=7(A/RO)+O(']I—gt2 AAB+O A (O AAB)

Ro

Finalement
) ) 0 -
T(BIRG) =T(AIR,)+ | AAB+(@ ABJG-QAB

Ro

En général, le terme (Q-AB)Q-Q?AB n’est pas nul. Par conséquent, le champ des

accélérations d’un solide n’est pas un torseur.

IV. Mouvements de translation-rotation-tangent
|- Mouvement de translation
Le solide (S) est animé d’un mouvement de translation par rapport & Ry si Q(SR,)=0, Vt.

Il en résulte que V A, B € (S), V(B/R,)=V(A/R,)

De plus, dans un mouvement de translation on a:
AB=AB et AA'=BB’ V't (levecteur AB reste équipollenta lui méme)

Dans ce cas [ (A)] = [V(A/R,),0]: dans un mouvement de translation, le torseur
cinématique est un couple.

2- Rotation d'un solide autour d'un axe fixe
Supposons que (S) est en mouvement de rotation autour d’un axe (A), fixe dans Ry (de
maniére instantanée ou permanente).

Soit A un point appartenant a (A) = V(A/R,)=0 (on retiendra comme remarque le fait

que tous les points fictifs ou géométriques appartenant a 1’axe de rotation sont considérés
comme des points du solide et peuvent étre utilisés dans les relations de transfert).

Soit M un point € (S) alors:
V(M/R,)=V(A/R,)+Q(S/ RO)/\AKA ,avec Q(S/R,) =0 (sinon le solide serait au repos).
f
=0
L’invariant scalaire 1=V(M/R,) S/ Ry,)=0
Dans un mouvement de rotation autour d’un axe fixe (A), le torseur cinematique est un glisseur

[ ]

Appelons (A") I’axe central du torseur cinématique et (A) I’axe de rotation du solide.
Proposition: Les axes (A) et (A’) sont confondus.
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Démonstration: ¥ A € (A),ona V(A/Ry)=0
= V(A/R)AQS/R,)=0 = A € (A)
= (8)= ()
Remarques
Lorsqu’il s’agit d’une rotation de (S) autour d’un axe (A) on retient que:
- le torseur cinematique est un glisseur,
- I’axe de rotation du solide est I’ axe central du glisseur,

-[ (A]=10,Q(S/R)] si A e (4);

-[ (B)]=[V(B/R,),QS/R,)] siB ¢ (A).

3- Mouvement hélicoidal

Dans un mouvement hélicoidal, tout point M e (S) tourne autour d’un axe (A) et, en méme
temps, se déplace suivant cet axe.

Soit A un point de (S) appartenant a (A). On a:

V(M/R,) = V(A/R,) +Q(S/R,) AAM N )

translation rotation ViaRo) -
A Q

Schématisation - Interprétation

D’aprés la figure, le point P représente la projection de M sur le plan (). Ainsi, on a:

OM =0H+HM =0H+OP O(S/Ro)
V(M/R,)=V(H/R,)+V(P/R,)
=V(H/R,)+Q(SIR,) /A\OP Vo
= V(H/R,) +Q(S/R,)/AHM d

ot Lm Mreste aune

distance fixe de (A)

QD P est anime d'un mouvement
P

de rotation autour de (A)

translation rotation autour
le long de I'axe  de l'axe

(4)

L’invariant scalaire n’est pas nul dans un mouvement hélicoidal.

4- Mouvement général d'un solide : Mouvement tangent
Vv A, B € (S), on a la relation de transfert suivante:

V(B/R,)=V(A/R,)+Q(S/R,)AAB
¢ Si, a un instant t donné, (S/R,)=0, V(B/R,)=V(A/R,) et on dira alors, qu’a cet instant,
le mouvement du solide est tangent a une translation.
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¢ Si, a un instant t donné Q(S/R,) =0, on dira alors, qu’a cet instant, le torseur cinématique
admet un axe central (A).

SoitH € (A) on a:
V(AIR,) =V(H/R,)+Q(S/R,) AHA
=AO(S/R,)+O(SIR,) AHA
¢ ¢ Si V(H/R,)=0, on dira que le mouvement du solide est tangent & une rotation d'axe
(A).
¢ ¢ Si V(H/R,)=0 le mouvement du solide est dit tangent & un mouvement hélicoidal ayant
(A) comme axe instantané de rotation.

IV- Composition des Mouvements
Il s’agit de déterminer le mouvement du solide par rapport a un repére Ry, sachant que son
mouvement est connu par rapport a un repere R.

Considérons: Ry (O, iy, j,, ko) un repére absolu (repére fixe);
R1 (01,0, J;, k,) un repére mobile (repére relatif);
R (G,i, j, k) unrepére lié au solide.

|- Dérivation vectorielle

Soient A et B deux points e &, fixes dans R;=> AB est un vecteur constant dans R;.
dAB =V(B/R,)-V(A/R,)=Q(R,/R,)AAB
RO
Puisque, par définition, un repére d’espace est un ensemble de points dont les distances
mutuelles sont invariables dans le temps, on appelle également ce repere un solide de référence.

Conséquences
di, . - dj . - dk . .
d—th =Q(R1/RO)/\I1,d—th =Q(R, /R )Aj, et d—th =Q(R, /R,) rk,

Considérons maintenant A, B e &, mobiles dans Ry = AB=a(t)i; +B(t) j; +y(H)k;

- (;(t)Tl + é(t)il + ;(t)Rl
R1

dAB
ot

On peut obtenir le vecteur dérive de Néza(t)ijw(t)jjw(t)ladans Ro en prenant en

considération le fait que les vecteurs iy, j,, k, varient dans ce repére.

M.BOURICH 24



Mécanique des systemes de solides indéformables

dAB dAB diy dj; dk,

dt dt O lro 7O ro +10 ro
Ro R1

dAB|  dAB| - = . A

o = | +Q(R,; /Ry) AAB| : Ce résultat est général
Ry Ry

2- Composition des vitesses
Soit M € (S), on peut écrire OM =00, +0,M

V(M/RO):V(OllRO)+d01M do,M +Q(R, /R,)AO,M

=V(0, /R,)+

Ro Ry

V(M/R,)=V(M/R,)+V(O; /R,)+Q(R, /Ry) AO,M =V, (M) +V, (M)

V,(M)=V(M/R,) : vitesse absolue du point M

V,(M)=V(M/R,) : vitesse relative du point M

V,(M)=V(0, /Ry) +Q(R,/R,) AO,M : vitesse d’entrainement du point M.
Remarque :
La vitesse d’entrainement s’interpréte comme étant la vitesse absolue d’un point M, fixe dans Ry

et coincidant avec M a ’instant t.

3- Composition des vecteurs rotations

Ona: d';B Ry :dAB‘Rl +O(R,/R,) AAB (1)
dAB, dAB, = —
D |R+Q(R/R0)/\AB (2)
ddAtB . =3B ORIR,)AAB 3)

—_—

En éliminant d':‘—tB‘ r, €Ntre les équations (1) et (2), on obtient:

dAB
dt
En comparant (2) et (4) on déduit que :
Q(S/R,) =QS/R,)+Q(R, /R,)
On peut généraliser cette derniere relation a plusieurs repéres:
QS/R,)=Q(S/R)+QR, /R, +QR, IR +..+QR,, /R, +QR, IR,)

dAB _ _ —
= o +|QRIR) + OR, IR,)|A AB 4)
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4- Composition des accélérations
Considérons M e (S) et utilisons la loi de composition des vitesses:

V(M/R,)=V(M/R,)+V(0,/R,)+Q(R,/R,) AO,M
Va Vr

Ve

En dérivant cette expression par rapport a t dans Ro, on obtient:
V(M/R Q(R, /R — M

7(M/R,) :% +7(01/R0)+% AOM +O(R, IR,) A 301

Ro

Ro

Ro

dO,M

" =V(M/R,)+Q(R,/R,) AO,M
Ro

" dv(M/R,)| :dV(M/R1)|
d | dt

+Q(R, /R AV(M/R,)=7(M/R,)+Q(R, /Ry) AV(M/R,)

%

En définitive on obtient:

F(MIRg) =7 (M/Ry) + 20(R1 /Rg) AV(M/Ry) +7(0y / Rg) + ‘Z—? AOM +Q A(Q AO;M)

Ro
T(M/Rg) =7, (M) =7,(M) +7.(M) +7.(M)

7e(M)=7(M/Ry)

raccélératbnrelative
Te(M)=2Q(R, /R,) AV(M/R;)

:accélératbn de Coriolis

_ - Q — o — N .
Ye(M)=7(01/Ry) + ddt AOIM + Q A (Q A O;M) :accélératbn d entrainemet
Ro

V- Cinématique des solides en contact

Considérons deux solides (S:) et (Sz) en mouvement par rapport & un référentiel Ry (O, iy,
Jo . k,) de maniére a ce que leurs surfaces restent en contact ponctuel.

(S)

A chaque instant, on doit distinguer 3 points confondus dont les vitesses et les
acceélérations sont différentes en général :

- le point matériel 1; (I, €Sy);
- le point matériel 1, (I, €S,);
- le point géométrique I ( non lie).
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Au cours du temps, le point | est confondu avec les différents points matériels de contact.

I- Vitesse de glissement
Le glissement décrit un mouvement relatif entre deux solides en contact.

Définition
On appelle vitesse de glissement de (S;) sur (S,), la vitesse de I, par rapport a (S,).

.W-Otation.' \79 (Sl /82) = \7('1 /Sz) = \7('1 / R2) (I]_ GS]_ et RZ Iié é. SZ)
Autres expressions de cette vitesse ?
Considerons Ry absolu et R, relatif et cherchons v(l, /R,) =V, (1;)+V,(l,)

or: v,(I,)=%(1, /R,) =V, (S, /S,)

_ —>
Ve(l1) =V(0, /Rp) + (R, /R) AO,1; =V(l, /Ry)

~ N = ve(ll):v(lleO)

En définitive:
V(I /Ry) =V(1, /R,)+¥(l, /R,) = V(I /R,) =V(l, /Ry)~V(l, /Rg) =V, (S, /S,)

De maniére plus générale:

dl,l,

Ve (S:/S,)=

=V(I, /R)=V(l, /R)| (V le repére R)

R

C’est une vitesse indépendante du repére par rapport auquel (S;) et (S;) sont en mouvement, et
elle est contenue dans le plan tangent () commun & (S;) et (Sy).

[TRGY @ (s)
I3
% e -

(S2)

Démonstration
La loi de composition des vitesses nous permet d’écrire :

V(I/Ry) = V(I/Ry) + V(O /Ry) + (R, /Ry) O,
ve()=v(11/Ro)

V(I/Ry)=V(I/R)+V(l, /Ry) (R; relatif)
V(1/R,) =V(I/R,)+V(l, /R,) (R, relatif)
Or:
Vg(S1/S5) =V(Iy/Rg) W(l/Rg) = W(1/Ry) V(1/Ry)
= =1
Cas particulier

Lorsque la vitesse de glissement est nulle, on dit qu’il y a absence de glissement.
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Vy(S,/S,)=0=V(I,/Ry)-V(l,/R,) = V(l, /R,)=V(l, /R,) (V Rg)

. . N . S
Si I’on choisit R; ou R, comme repéres de travail on aura: (=)
V(I /R =V(l, /R,) =V(l,/R,)=V(l, /R,)=0
oy 7
2- Roulement et pivotement (S

Soit M e Sy, la relation de transfert du torseur cinématique =
WM/S,) =¥(1, /S,) + (S, 1S,) Al,M

V(M/S,) =V, (S, /S,) + €S, /S,) A1, M

Le vecteur (S, /S,) peut étre décomposé comme suit:
QS,/S,)=0Q,+Q,

Q, :composantede Q(S, /S, ) contenu dans le plan (r)
Q, :composantede (S, /S,) normale au plan (r)

Le vecteur Q, exprime une rotation instantanée autour d’un axe du plan tangent; il caractérise le
roulement de (S;) / (S>).
Le vecteur Q. exprime une rotation instantanée autour d’un axe L au plan tangent; il caractérise

le pivotement de (S1)/(S2). Ainsi, Q,/( Q) est la vitesse angulaire de roulement/(pivotement).

Finalement: ¥(M/s,) = V4(S;/S;) + Q; AUM + Q, ARM

= =
vitesse de  Vitesse de vitesse de
glissement roulement pivotement

Remarque
Lorsque la vitesse de glissement est nulle, on dit qu’il y a roulement et pivotement.

VI- Mouvement plan d'un solide
|- Définition
On appelle mouvement plan d’un solide (S), un mouvement tel que chaque point de (S) se
déplace dans un plan parallele a un plan fixe (np) dans le référentiel considéré Ry.
Expmple R
- Cas d’un disque vertical évoluant sur un axe. J N
Les vecteurs de base (i, j) restent constamment

dans le plan xoOys.

N

O io

®
Considérons deux points M et M ' de (S) évoluant dans un méme plan (=) parallele a (mo) .
V(M'/R,) =V(M/R,)+Q(S/R,) AMM’ = Q(S/R,) L ()

(S (S]e ET

L’invariant scalaire 1=V(M/R;)-Q(S/R,)=0¢t le torseur cinématique est un glisseur dans ce
cas.
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V(M/Ry)=V(1/Ry) +(S/Ry) AIM (I point commun & (r) et (A)).
f
=0
V(M'IRy)=V(1/Ry) +QS/Ry) A IM’
f
=0
Le mouvement plan peut s’interpréter comme étant une rotation (instantanée) pure autour

de I’axe (A) L a () en | avec | appartenant a I’axe central (A) du glisseur (I'axe (A) peut changer
avec le temps).

2- Centre instantané de rotation (C.I.R.)

L'axe instantané de rotation est un terme utilisé en mécanique classique et plus
particulierement en cinématique pour désigner lI'axe autour duquel tourne un solide a un instant
donné par rapport a un référentiel. Si I'on peut utiliser la simplification des probléemes plans, on
parle alors du centre instantane de rotation (CIR).

C’est un point lié a (S) par nature et admettant une vitesse nulle dans Ry a I’instant

considére. @)

Le point | € () n (A) est le centre instantané de rotation. (S)
é(S/R“ﬂ V(M/R,)

Preuve R

V(1/S)=0 carlestliéas A ! N

V(I/R,)=0 carl e (A), axe fixe dans Ry

Exemple

Cas d’une roue en rotation autour d’un axe fixe L au plan de la roue et passant par son centre de
masse G. Le point G est de nature lié a (S) et ¥(G/R,)=0 = G=C.IR.

Jo

. g

lo

V(M/R,)

V(M/R,)
Remarques :

- | est donc un point central du torseur cinématique de S par rapport & Ro. Le C.I.LR
correspond donc a l'intersection de I'axe central du torseur cinématique de S/R avec le
plan d'évolution du solide S.

- Le CIR est "instantané", c'est a dire que, dans le cas général, sa position est attachée a un
instant donnée et a une position particuliére du mécanisme.

- Le CIR peut étre un point défini en dehors de la limite matérielle du solide S.

3- Base et roulante-Etude analytique
Par definition, f base est le lieu des C.I.R. dans Ry lorsque t varie et la roulante est le lieu
des C.I.R. dans R (lie a S) lorsque t varie.
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i Yo oM
Soit M e (S) y
X 0 X
M y dansR (x et y sont des constantes)
0
Xo O1 <a
M y dansR, 01 € (S) g dansRo Yo
0 0 -

Oﬂz?()i-ﬂ%M =XoTo +Yolo ZOJO +B]0 +Xi +Yj

i =cos0i, +sin 0], - {xo = a4+ XC0S0 - ysin 0 O
j=—sin 0i, +cos6j, Yo =B +Xsin0+ycosd
dX—o:d—oc—(xsin6+ycose)é . ..

dt  dt et Q(S/R,) =06k,
dyo _dB

+ (X cos0 — ysin 0)0
a e ysin )

Onretrouve :  ¥(M/R,) = ¥(0, /R,) +(S/Ry) AO;M =V, (M)
Le C.I.R. est tel que V(I/R,)=0¢et V(I/R)=0

Considérons | qui présente ces caractéristiques au lieu de M.

Dans le repére Ry :

dXO da - A
——=——(Xsin0+ycos0)0=0

dt dt avec ‘;—fio
W_Ozd—BJr(xcose—ysine)é:O

d dt

da (xsin 6+ ycose)d =0

v - X =X(0
d—?+(xcose—ysin6)é=0 y=y®)

Ce sont les équations paramétriques de la roulante.
Equations paramétriques de la base :
Compte tenu des équations (1) et (2) on a:

dp

%0 =950
d : Ce sont les equations paramétriques de fz base.

o

= + —

Yo =B 0

Remarque: Ces équations sont utiles quand la détermination graphique du C.LR. n’est pas
évidente.

Exemple

Cas d’une barre glissant sur les axes de Ro.

La base?

Ol = AB = cte = la base est le cercle de centre O et de rayon AB.
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La roulante?

Gl = AB/2 = cte = la roulante est le cercle de centre G et de rayon AB/2.

Méthode analytique
D’aprés la figure,ona:$¢p+6 = /2 = 6=n/2-¢

4 l .
_ |a=_cos¢=—sinO o
0G = ; ; Composantes de G dans R, de base (i, j,)
B=§Sin¢=50089

Equation paramétrique de f roulante:

da _ (xsinO + ycos0) =£cose —(xsin@+ycos0) =0 XsinO + ycosezﬁcose
de 2 s 2
dp 1 !
£+ (xcosB —ysinB) = —Esine + (xcos6 —ysinB) =0 X C0SO — ysine:Esine

o
= x*+y’= 7 équation d’un cercle de centre G et de rayonr= / /2.

Equation paramétrigue 4e f base:

d : . :
Xo =a—£=§sme+§sm9=£sme

do ¢ ) = X +Y; =/¢? :équation d’un cercle de centre O et de
Yo =B+—a=—cose+—c039=€cose

o 2 2

rayon /
Autre exemple

Détermination graphique de la position du CIR, I, dans le cas d’un disque se déplagant dans un
plan vertical.

Pour les 3 cas de figures, si on utilise le CIR, I, dans les relations de transfert, on obtient :

V(M/Ro)zfz(R/Ro)/\l_l\)/l = [W(M/R,)| est proportionnel & IM i.e. [V(M/R,)|= IMHQH
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V(l, /R,)=V(I1/R,)=0 V(l, /R,y) #0 V(l, /R, #0
RSG: ;=1 RAG : | € au disque RAG : | ¢ au disque
(grande vitesse de rotation) (faible vitesse de rotation)
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Chapitre

Moments d’inertie de différents corps
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héometrie des Masses

M.BOURICH 33



Mécanique des systemes de solides indéformables

Roger Josef Boscovich : (1711-1787)

Pour R.J. Boscovich, les corps ne sont continus qu'en
apparence, en réalité, ils sont formés de points matériels isolés ;
“un corps continus soit un concept intuitif, primitif, on peut
toujours |e penser comme un ensemble de points matériels, ligs
entre eux par des liens sans masse, de telle sorte que la masse
totale soit la somme de la masse des tous les points, et que |a
forme. donc la disposition des ces points, soit garantie par le
"squelette” des liens imaginaires ”.

Pyhep Douikopsh (1711-1787)

Ubjectits :

+ Savoir calculer et commenter la matrice d'inertie ;

% Savoir déterminer le repere et I'axe principal d'inertie ;

+ [éterminer et différencier entre centre de masse et centre d'inertie ;
+ Comprendre la notion de moment d'inertie ;

+ Savoir appliquer le theoreme de Guldin .
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GEOMETRIE DES MASSES

|. Approche historique

La notion de barycentre est utilisée en physique, et en particulier en mécanique et en
astronomie, pour simplifier I'étude du mouvement d’un systeme. Le premier a avoir étudié le
barycentre en tant que centre des poids (ce qu'on appelle de nos jours le centre de gravité) est le
mathématicien et physicien Archiméde. Il est un des premiers & comprendre et expliciter le
principe des moments, le principe des leviers et le principe du barycentre. 1l écrit dans son traité
sur le centre de gravité de surface plane : “ Tout corps pesant a un centre de gravité bien défini en
lequel tout le poids du corps peut étre considéré comme concentré ™ 1l est le premier a avoir
cherché des centres de gravité de surface comme des demi-disques, des paraboles. Il procéde par
approximations successives et a pu prouver que la recherche d'un centre de gravité utilise des
méthodes analogues a celle du calcul d'aire. Par la suite, sur la base de ses travaux, Guldin a
développé les deux théoremes portant son nom.

Il. Masse - Centre de Masse

|- Définition

La mécanique classique associe a tout corps matériel une grandeur qui représente sa masse notée
m. La masse Vérifie les trois axiomes suivants:

Positivité: V le systeme matériel (S), m(S) > 0;

Additivité: V la fragmentation de (S) en sous-systémes (S;), m(S) = Zim(S;);

Invariabilité: La masse de tout systéme est invariante dans tout mouvement de ce systeme
(vitesses tres faibles devant la célérité de la lumiere).

e Si (S) est un corps continu, sa masse est I’une des intégrales suivantes:

m :.[dm = Ip(P)dV  intégrale de volume (distribution volumique de la masse)
S \Y

m= I dm = I o(P)ds : intégrale de surface ( une dimension négligeable devant les deux autres)
S c

m :Idm =_[A(P)dx: intégrale de ligne (deux dimensions négligeables devant Ia troisiéme)

S 4
Pour toutes ces intégrales, 1’élément de masse dm contient le point P. Les quantités p(P), o(P) et
A(P) sont appelées respectivement masse volumique locale, masse surfacique locale et masse
lineique locale.

S’il s’agit de corps homogenes alors p(P) = cte, o(P) = cte et A(P) = cte.

¢ Point matériel: c’est un point géométrique affecté d’une masse m. La masse spécifique ne peut
étre definie dans ce cas.
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2- Centre de masse
On I’appelle également centre d’inertie ou centre de gravité et on le note G en général.

Définitions
e Systeme discret: Dans le cas de n point matériels P; de masse m; on a:

m(S) O_)G = Z m, 6Pi : O est un point quelconque de I’espace

m(5)=zmi =Zm(3i)

SiO=Gonaura: Y. m, GPi =0

i=1

e Systéme continu:

mOG = IOPdm, avec dm désignant un élément de masse autour du point P et
(8)
m= [dm.
)
SiO=Gonaura: jG?’dmzﬁ
®)
Remarque

Si(S)=(S)+(S)+..+(S)  alors mOG=3m 0G,

i=1

n
avec mi=m;(Si),i=1,2, ....,net m= 2m,
i=1
3- Théoréme de Guldin
Les méthodes pratiques de recherche de G dans le cas de corps homogenes :

a- Quand c’est possible, on décompose le systeme en €léments plus simples dont on
connait les centres de masse, puis on détermine le barycentre de ceux-ci (exemple : centre de
masse du systéme sphere - cylindre).

b- Utiliser les symétries du systéme lorsqu’elles existent : le centre de masse appartient
aux éléments de symétrie.

c- Lorsqu’il s’agit de déterminer les centres de masse d’arcs, de courbes planes ou de
surfaces planes on regarde s’il y a une possibilité d’utiliser un des deux théoremes de Guldin.

3-1 Theoreme |

AB est une courbe homogeéne située dans le plan xOy.

Une rotation de AB autour de Oy/(Ox) engendre une surface Sy/(Sx). La rotation autour de Oy du

petit elément d¢, construit autour de P, engendre une surface dS, =2nxd/ =
S, = [ 2mxdr

AB
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La rotation du méme élément autour de Ox engendre la surface dS, =2nyd/ =S, = J'Znydé
AB

Le centre de masse G de (AB) est tel que mOG = ICYP dm = AL OG = Ik oPdl.
AB AB

Par projection dans le plan xOy:

1 Sy 1 s,
oo | el g
y
AP
A
X! X
o -
Exemple 4 application

Détermination du centre de masse G d’un quart de cercle de rayon R.

S, = 2nR?, Sy = 2nR? (surface d’une demi-sphére) (AB)=L = ? - ?

S, 2R S, 2R y

2L =& Ye 2L &

dou X =

3-2 Theareme Il
Soit (S) une surface plane située dans le plan xOy.
Une rotation de 1’¢lément dS autour de Oy engendre le volume élémentaire dVy = 2axdS =

Vy = [[av, =2x[xds

De méme, une rotation de dS autour de Ox engendre le volume élémentaire dVy = 2nydS =
V, = jsdvx =2n L ydS \

y
Comme moﬁezj'oﬁPdm =N OHGzéIOHPdS
S ®)
gl 2
Par projection on aura :
1 V. 1 V |
Xg =— | xdS=—L ==~ |ydS=—= i X
° sL 2nS Yo SLy 28| —5 " -
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Exemple: Détermination du centre de masse d’un quart de disque l)}amogéne de rayon R
2 3 2 3
v, 3™ 4R v, 3™ @R
X G == 7 = et yG = = 7 = —
2nS R 3n 2nS 7R 3n
2n 2n——
4 4 o X

4- Centre de masse de volume ou de surface homogénes présentant un axe de révolution
Exemple: Cas d’un demi-disque homogeéne de rayon R.

Ce demi-disque est I’union de deux quarts de disque. Le centre de masse G est tel que :

m,; OG1+m, OG2 =(m; +m,)OG = Xg =0 etys = 4R/3n

Calcul direct de G
Par raison de symétrie, 1’¢lément de surface de cote y et d’épaisseur dy, admet P comme
centre de masse tel que: y
mOG = [ OP dm
s & P [
avec dm = 2ordy et m = ¢S
r = Rcoso R x
y=Rsind = dy = Rcosodd 70 B}
2 2% o, 4R
my, =|ydm =y, =—|rydy==|"“R”cos” 6sin0d6 = —
Yo iy Yo Slryy < -

lll. Moment d'inertie - Opérateur d'inertie

|- Définitions

La notion de moment d'inertie présente un grand intérét sur le plan de la véritable histoire
de la mécanique et sur celui de la philosophie et de ses principes. C'est en 1673 que Huygens,
dans la solution du probléme du centre d'oscillation du pendule composé (livre : Traité du
Pendule), fit apparaitre pour la premiére fois une quantité de la forme ¥y mr? . C'est en 1810-1811
que cette quantité intervint pour la premiere fois sous le nom de moment d'inertie, et d'une
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maniére officielle et systématique, dans Il'enseignement de la Mécanique des solides
indéformables

Concernant la signification physique, le moment d'inertie est une grandeur qui caractérise
la géomeétrie des masses d'un solide, c'est-a-dire la répartition de la matiére en son sein. Il
quantifie également la résistance a une mise en rotation de ce solide (ou plus généralement a une
accélération angulaire).

2- Moment d'inertie
On peut définir la distance de M par rapport a un point O, une droite (A) ou un plan (r). Il leur
correspond respectivement des moments d’inertie par rapport a un point, un axe ou un plan. lls
sont définis par r’dm, avec r désignant la distance du point M, de masse dm, par rapport au point
O, al’axe (A) ou au plan (m).
Pour le solide c’est J r’dm

(9)
Notations: I(0,9), I(A, S)et I(rw, S) ou simplement o, 1 et 1.
Considerons le cas de la figure ci-contre:
Soit un élément de masse dm autour de M € (S).

e La distance entre M et le plan xQOy est z.
Le moment d’inertie de M par rapport a ce plan est z2dm

Le moment d’inertie de S par rapport a xOy est 1(xOy,S) = Izzdm

S
z M
Q (S)

Par simple permutation, on aura
1(x0z,8) = [ y*dm et 1(y0z,S) = [ x*dm
S S

ee Le carré de la distance de M par rapport & Oz est (Om)? = x* + y* = 1(0z,S) = J'(xz +y?)dm
S

De méme : 1(Ox,S) =J'(y2 +2z%)dm et I(Oy,S)=J‘(x2 +2z%)dm
S S

eee Le carré de la distance entre les points M et O est (OM)? = x? + y? + z°
= 1(0,9) =j(x2 +y2+2%)dm : c’est le moment d’inertie de S par rapport au point O.
S
Les relations entre ces grandeurs :On peut écrire
X+y?+72 =(x3)+(y?) +(Z%) = 1(0,S) = I(yOz, S) + I(xOz, S) + I(xQOy, S)
X2 4y + 22 = 12[(X° + yP) + (< + 2°) + (Y + 2)]
= 1(0,S) = 1/2[I(Oz, S) + 1(Qy, S) + I(0x, S)]
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X2+y2+22=(X2+y2)+22=(X2+Zz)+y2=X2+(y2+22):>
1(0,S) =1(0z, S) + I(xQy, S) = I(Oy, S) + I(xOz, S) = I(yOz, S) + 1(0x, S)]

3- Opérateur d'inertie en un point 0

Considérons I’axe (A) passant par O et de vecteur unitaire u : I(A, M) = r’dm et 1(A,S) = j r’dm
S
D’apreés la figure on a: r=OMsina = Hm“”ansm o= HU A WH
2 - N
=(U AOM)- (U AOM)
—_ o —

1 2 3
Par permutation circulaire on obtient:

Donc : r? =HU AOM

12 Z[OMA (G A OM)]- T = - [OMA (G A OM)]
1(A,9) = [ r2dm = -j[oTle (G A OM)Jdm
S S

I(A, S) = U multiplié scalairement par une certaine opération faite sur le vecteur .

On symbolise cette opération par un opérateur appelé opérateur d’inertie en O et noté J(O,S).

(GY)

Y

Cet opérateur a les dimensions d*un moment d'inertie (kg-m?).

On pose J(0,9)(d) = [[OM (a A OM)Jdm
S

Finalementon a: 1(A,S) = G J(O,S)(a)

L’opérateur J(O, S) dépend du point O puisque les distances sont mesurées par OT\/I .
Considérons I’application de E— E

i——> J(O,S)(u)
¢ J(O,S) est une application linéaire

?

ee J(0,S) est une application symétrique i.e. v-J(0,S)d)=u-J(0,S)(V)
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Démonstration

v-J(0.8)(1) = V- [[OMA (3 A OM)]dm =
S

) ey

V-[OMA (@ A OM)]dm =j (@ A OM) - (V A OM)dm
S

j[oTvm (VAOM)]- Gdm =i -j[oTvm (V A OM)]dm
S S

0-J(0,9)(V)

IV- Matrice d'inertie-Matrice principal d'inertie

|- Matrice d'inertie
Soitb = (i, j, k) une base orthonormée directe de E.

A P’opérateur J(O,S), on peut associer une matrice dans cette base.
OT\/I:XT+y]+zR,aveCM e (S).
- — - — - - -~ . —~
J(0,9)(i) = [[OMA (i A OMYJdM = [[(xi + ] + 2K) A (yk - z])]dm
s S
J(0,9)(i) = J' (—xyj —xzK +y2i +z%i)dm = _[ (y? +z%)idm —Ixy]dm —I xzkdm
S S S S
Finalement:
J(O,S)(T) = IOXT_ Ixy_j_ Isz
JO.9)(1) =1y i +lo,i-1y,

J(O,9)(K) =—l,,1 =1, ]+,

k

k

Habituellement, les moments d’inertie du solide par rapport aux 3 axes sont notés A, B et C, les
autres termes, notés D, E et F, sont appelés les produits d’inertie.

A:IOX:j(y2+zz)dm B:IOy:j(x2+22)dm C:IOZ:I(x2+y2)dm
S S S

S S

D:jyzdm E:J.xzdm F:Ixydm
S

Lestermes A, B,C >0alorsque D, E,F> ou<0.

Considérons =i +B j+yk (vecteur unitaire: o> +p% +y*=1) alorsona:
I(A,S) = G-J(0,8)( ) = (ai +B j+7vk)[IO,S) (i )H(OS)(B j)+IO.8)(y k)]

= (i +B j+yK)[a(AT-Fj-EK)+B (-Fi+B j-D k)+y(-Ei-D j+C k)]
Soit: I(A,S) = a?A + p?B + y°C - 2ByD - 20yE - 208F

De la relation de J(O,S)( U), on peut déduire que 1’on passe de U a J(O,S)( U) par une
application linéaire représentée, dans la base b, par la matrice symétrique (3x3) suivante:
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+A  -F -E
11(0,S) =| -F +B  —D | : matrice d’inertie ou tenseur d’inertie en O dans la base b.
-E -D  +C

C’est la représentation de 1’opérateur d’inertie dans la base de projection.
La connaissance de la matrice d’inertie en O permet de déduire facilement les composantes du
vecteur J(O,S)( U):

+A -F -E o + oA -BF—yE
-F +B  -D| x B = —aF+pB—yD
-E -D +C Y —aE-BD+¢yC
matriced'inertie compo;aﬁts de U composants de J(O,S)()
(3x3) (3<1) (3x1)
N . +aA —BF—+E
1A4,9) =1a= uJOS)(U)= (@ B y)|-oF+pB—1D |=
(2x3) -aoE-BD+¢yC
(3x1)

o’A+p2B+y*C-2ByD-20yE-203F

Remarque
Dans la représentation matricielle, 1’écriture de I, est une écriture symbolique qui présente
I’avantage de la simplicité et de la commodité.

2- Matrice principale d'inertie:
Lorsque les produits d’inertie de la matrice 11(O,S) sont nuls dans la base b, le repére R(O, i, j,

k ) sera appelé repére principal d’inertie, ses axes sont les axes principaux d’inertie et la matrice
I1(O,S) est la matrice principale d’inertie.

A 0 0
11(0,S)=|0 B 0 | dans une base principale d’inertie b (i, j, k)
0 0 C

Examinons les trois cas suivants:

e Lorsque les trois élements de la diagonale sont distincts (A = B = C), il existe un seul
repere principal d’inertie.

e Lorsque deux parmi les trois éléments de la diagonale sont identiques et différents du
troisieme (exemple A = B #C), il existe une infinité de repéres principaux d’inertie ayant I’axe
Oz en commun (symétrie cylindrique).

e Lorsque les éléments de la diagonale sont identiques (A = B = C), toute direction
passant par O est une direction principale d’inertie et tout repére ayant O comme origine est un
repére principal d’inertie. On dira alors que 1’opérateur est sphérique (symétrie Sphérique).
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Examinons les deux cas de symétrie suivants:
a- Le plan xOy est un plan de symétrie pour le systeme.
ly, = j&zdm=0:>E=0
S
ly, = yzdm:0:> D=0
S
Conclusion

Tous les termes d’inertie en z sont nuls = tout axe L d un plan de symétrie matérielle est un axe
principal dinertie.

b- L’axe Oz est un axe de symétrie matérielle pour (S)
En regroupant 2 a 2 les éléments qui ont le méme céte z (xzdm et (-x)zdm; yzdm et (-y)zdm),
ces eléments ont respectivement des x et des y opposés = Iy, =1y, =0

dlx:= ('X)de
dlyz = (-y)zdm
-

z

dlx; = xzdm
dlyz=yzdm

<Y

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Conclusion
Tout axe de symétrie matérielle est un axe principal d’inertie.

En résume:

- Tout repére orthonormé dont deux de ses plans sont des plans de symétrie matérielle pour (S)
est un repere principal d’inertie.

- Tout repere dont deux de ses axes sont des axes de symétrie matricielle pour (S) est un repére
principal d’inertie.

V- Théoréme de Huygens
|- Relation entre les opérateurs d'inertie d'un syst2me en deux points

Soit M e (S) de masse dm.
Considérons O et A deux points de & et U un vecteur unitaire d’un axe passant par O.

(AS)@) = [ [AMA (0 A AM)Jdm
S

)(0,9)@ = [[OMA (i » OM)]dn = [ (OA+ AM) A [i A (OA+ AM)]dm
S S
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- - - - - - - -

= J’ [OAA (T A OA)]dm + j [OAA (T A AM)]dm + j [AMA (G A OA)]dm + j [AMA (U A AM)]dm
S S S S

- - - - - - - -

= MOAA (i A OA) + OAA[i AIAM dm] +[jA|v| dm] A (G A OA) +j[AMA (U A AM)]dm
S S S

- — - - - -

= mOAA (U A OA) + mMOAA[U A AG]+ MAGA (U A OA) +J(A,S)(U)

En définitive:
- - — - - -
J(O,S)(U) =J(A,S)(U) + MOAA (U A OA) + MOAA (U A AG) + MAGA (U A OA)
Si on considere A = G, on aura:
- —
J(O,9)(U) =J(G,S)(1) + mOGA (Ui A OG)
- -
On pose J(O,mg)(U)=mOGA (U A OG) : opérateur d’inertie d’un point matériel se trouvant en G

et ayant pour masse la masse totale de (S).
Ainsi:  J(0,9)(T) = J(G, S)(T) +J(O, m¢ )(T)

Pour la matrice d’inertie on aura:
11(O,S) = II(G,S) + (O, mg) : c’est le théoréme de Huygens généralisé.

N - - - Yé +Zé —XgYe —XgZg
SIOG=Xgi+tYysjtzZck, 1(O,m.)=ml—xgYe X2 + 272 “YeZo
—Xslg —Yeilc Xe +Ye
2- Théoreme de Huygens
Considérons le cas de la figure suivante: 7 G (49)
Ona:I(A,S)= G-J(O,S)( G)= G-J(G,S)( 1)+ -JO,me)(u) Q
=1(Ag,S) + M i[OG A( T AOG)] dest ()
=1(Ag,S) +m(GA OG)(TAOG) L
_ ) )/ .Y
= 1(Ag,S) + m( U A OG) 70 -
I(A,S)=1(Ag,S)+ md?*(G,A) X
Théoréme de Huygens classique
VI- Exemple de corps homogénes classiques y
e Quart de cercle matériel de rayon R
M
2R
X< R
G
2R 0 X
=— z
Yo =~ QO

Le repere en question n’est pas un repere principal d’inertie; seuls les termes d’inertie en z sont
nuls(z=0).
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C=mR? = [(x* +y*)dm= 2] x*dm=2[ y*dm

C mR?
A +2z%)dm dm===
Jy? +2*)dm=y*dm=— ="
C mR?
B=[(x*+z%)dm=[x*dm===
(o + 22)am= fxéem=C = ™8
dlyy = xydm = R?cos6-sinB-dm = AR® cosh-sind-de
2
Ly = [sm 9]/ MR~
1 1,
2 T
0,9=mr?|-= 1 o
T 2
0 0 1

e Opérateur d’inertie d’un quart de disque de rayon R.
y

La matrice d’inertie n’est pas diagonale.

3
dl,, =r’dm=c 21 G

4
n R* mR?
C=|OZ=GET= 2 N
C mR? 7 X
0] dr

A:B:—:
2 4
X=7rC0S0
_ dm = ods = ordrd6 et dly, = xydm.
y=rsin@
4 2
—GI j/r c0s0sin 6drdd = GR—xlsz
4 2 2n
i 1,
4 271
11(0,S) = mR? —i 1 0
21 4
0 0 E
2

e Cas d’un disque de rayon R
Le repére choisi est un repere principal d’inertie.
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dl 5, =r?dm = 2onr3dr

y
4 2 2
C=lg, =20nn-=MR° A_p-C_MR
4 2 2 4
% 0 0

R? 1 X
(0,S)=m—| 0 = 0

2 2

0 0 1
e Cas d’un cylindre plein de rayon R de hauteur h
Le solide admet une symétrie cylindrique == A=B=C
2
dlo, :R—dm
2 y

R? mR?
C=lg, = [—-dm=

2 2

C o

2 2 U

A:IOX:Iy dm+Iz dm=E+IXOy k’/
RZ 3 2

dl,o, =z°dm=pnR?z’dz |, = prR”h” _ mh

>3 4 12
2 2
A-B-m=_, MmN
4 12
e Cas d’une sphére pleine de rayon R

Le solide admet une symétrie sphérigue = A=B=C. «
_A+B+C 3 2

=A== A=Z1,
2 2 3

dt =rsin 0derdodr =r? sin 6drdode (élément de volume sphérique)
dl, = r’dm= pr* sin0drd0de

R® 3 2 2
| =p—2n-2="mR? = A==1_=-mR?
o TP ey 3°° 5

lo

11(0,S) = = mR?

(8RN
o O -
o O

0
0
1
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Chapitre

Systeme de freinage

Cinétique du Solide
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Johan Samuel Kiinig (Koenig) : (1712-1737)

Les travaux de Koening publié dans son livee “Elément de
géométrie contenant les six premiers livres d'Fuclide ”,
permettent le rapprochement des concepts de la cinématique
(vitesse, accélération) et ceux de la géométrie des masses
(centre de masse, moment d'inertie) donnant naissance a la
cinétique (appellée aussi cinématique des masses).

Ubjectits :

4 Maitriser la notion du Torseur cinétique (quantité de mouvement, moment cinétique) ;
4 Maitriser la notion du Torseur dynamique (quantité d'accélération, moment dynamique) ;
4 Comprendre la notion de référentiel barycentrique ;

4 Comprendre et savoir appliquer le théoréme de Koenig ;
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CINETIGUE DU SOLIDE

|. Introduction

Dans un modeéle mécanique, les étapes qui suivent la modélisation du mouvement
(cinématique) et la géométrie des masses, consistent a formuler les principes de conservation
de la mécanique (dans le cadre de la cinématique retenue), conservation de la masse, de la
quantit¢ de mouvement, de 1’énergie. En effet, formuler pour les systémes de solides
indéformables le principe fondamental de la dynamique, permettra de faire apparaitre les
notions de torseur cinétique, de centre d’inertie et de tenseur d’inertie. Le rapprochement des
concepts de la cinématique (vitesse, accélération) et ceux de la géométrie des masses (centre
de masse, moment d’inertie) est 1’objet de la cinétique du solide (ou cinématique des masses).

|I. Définitions des cing quantités cinétiques

Considérons Ro(O, i, j,, k,) un repére fixe, M un point matériel de masse m, de vitesse v
(M/Rp) et d’accélération 7y (M/Rg). Pour ce point matériel, on introduit cinq quantités
cinétiques qui sont fonctions de sa masse, de sa vitesse et de son accélération.

La quantité de mouvement: P (M/Ro) = mv (M/Ry)
Le moment cinétique (ou moment de la quantité de mouvement)/ a O:

5(0,M/R,) = OMAB(M/R,) = OMAmi(M/R,)
La quantité daccélération: a(M/R ) =my(M/R,)
Le moment dynamique (ou moment de la quantité 4 accélération) / d O:
3(0,M/R,)=OMA&(M/R,)=OMAMj(M/R,)

L’énergie cinétique: E_(M/R,) =%m\72(M IR,)

lll. Torseur Cinétique
Soit (S) un systeme matériel et dm un élément de masse autour de M e (S).

|- Quantité de Mouvement
[l Introduction

La quantité de mouvement est une grandeur physique qui est associée a la masse et a la
vitesse d’un objet. On I’utilise pour étudier le comportement des objets qui entrent en
collision les uns avec les autres.
-2 Définition
La quantité de mouvement de (S) est définie par:
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B(S/R,y) = [dB(M/R,) = [W(M/R)dm
(S S)

. e _ (dOM _d (=<, d(mOG)

B(S/R,) = [W(M/R,)dm = JT dm—afOMdm—T

©) ) R, ©) Ry

- mV(G/R,)

2- Moment Cinétique
2-| Introduction

Le moment cinétique, est la grandeur physique qui joue dans le cas d'une rotation, un
réle analogue a celui de la quantité de mouvement pour une translation ; si la conservation de
la quantité de mouvement pour un systéme isolé est liée a l'invariance par translation dans
I'espace (propriété d’homogénéité de l'espace), la conservation du moment cinétique est liée a
I'isotropie de I'espace.

2-2 Définition
Le moment cinétique de (S) par rapport a O est défini par:

&(0,S/Ry) = [OMAV(M/R)dm
®)
Soit A € & (le point A est quelconque).

5(0,S/R,) = [[0A+AM)A¥(M/R,)dm = OA A [V(M/R,)dm+ [ AMAV(M/R,)dm
) ©)] (S)

5(0,S/R,) =0AAMUG/R,)+G(A,S/R,)
ou bien : 6(0,S/Ry) =6(A,S/Ry) +mv(G/Ry) AA?O . Cette écriture vérifie la structure
d’un torseur appelé torseur cinétique , Noté [C].
Ses éléments de réduction on O sont:
6(0,S/R,) :moment cinetique

{m\?(G I R,) :résultantecinétique
Ainsi: [(O)] =[6(0,S/R,), mi(G/R,)].
Si A=G, alors

5(0,S/R,) =5(G,S/Ry) + OG AmV(G/R,)

=5(G,S/Ry) +5(0,mg /Ry)

avec 6(O,mg /R,) désignant le moment cinétique par rapport a O d’un point matériel de
masse m placé en G, animé de la méme vitesse que G et mg = m(S).

En résumé:

6(0,S/R,)=6(G,S/R,)+5(0,m; /R,): (1* théoréme de Koenig)

2-3 Moment cinétique par rapport & b

Définition du repére barycentrique:

C’est un repere, noté Rg, lié au centre de masse G du solide et dont les axes gardent une
direction fixe par rapport a ceux de Ro.

Ainsi Rg (G, i,, j,, k, ) est en translation par rapport a Ro (O, iy, j,, k, ).
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kD

(Re)

Evaluons

5(G,S/R,) = [GM AV(M/R,)dm = [GM A (¥(M/Rg)+V, (M))dm
(S) ()

5(G,S/R,) =a(G,S/RG){demJAV(G/RO) =5(G,S/Rg)
(S
0
Soit: 5(G,S/R,) =5(G,S/R,)

Remarque

On utilise le repére Rg pour le calcul de 6(G,S/R,)

Z-4 Moment cinétique par rapport & un axe A

Soit (A) un axe de vecteur unitaire U et A un point quelconque € (A).
o(A,S/R,)=6(A,S/R.)-U

Ce résultat est indépendant de A e (A) en raison de 1’équiprojectivité du torseur cinétique.

c?(A, S/Ro) (A)

2-0 Autres resultats relatifs a un solide
Considérons :

R(G, i, j,k):unrepére lié¢ au solide
Ro (O, iy, J,, K, ) : un repére fixe

Re (G, i), j,, k,) : un repére barycentrique

a- Le solide (8) est animé d’un mouvement de translation /Ro
Soit A un point quelconque. On a :

5(A,S/R,)=5(G,SIRy)+mV(G/R,)AGA
=5(G,S/Rg)+mV(G/R,)AGA
=0

5(G,S/IRg)= BMAV(M/Rg)dm= BMAV(G/Rg)dm+ BMA Q(S/Rg) AGM dm =0
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En définitive 1 G(A,S/R,)=AGAMV(G/R,)

b- Le point A est un point du solide (S), fixe dans Ro
Soit A un point du solide (S) fixe dans Ry = V(A/R,)=0
V(M/R,) =Q(S/Ry) AAM
S(AS/Ry) = [AMAU(M/R ,)dm = [ AM A [(S/ Ry) A AM b = J(A, S)(B(S/ R )
S S

Représentation matricielle : 6(A,S/R,) =11(A,S)-Q(S/R,).
—_ —_——
(3x1) (33)  (3x)

Remarque trés importante
Il faut toujours exprimer 6(0,S/R,) et Q(S/R, dans la méme base que Il (O, S).
c- Le solide ($) est en rotation autour d’un axe (A) fixe dans Ro
Soit A e (A) = A est fixe dans Rpi.e. V(A/R,)=0

V(M/R,) =(S/Ry) AAM

S(AS/R,) = [AMAV(M/R,)dm = [ AM A [G(S/R,) A AM i = J(A, 9)(EX(S /R, )

S S

Posons Q(S/R,) = ol
(A, S/Ry) =5(A,SIR,) U =0-J(A S) S/ Ry))=wii-J(A,S)()= - 1(A,S)
o(A,S/Ry) =m-1(A,S) (S)

o
(4)

d- Le mouvement de (S) est quelconque

Ona
5(G,S/R,) =5(G,S/Rg) avec G fixe dans Rg
5(G,SIR4) =J(G,9)[QS/R4))=3(G,9) S/ R,))

En revenant a I’expression générale de 6(O,S/R,):
5(0,S/R,)=5(G,S/R,)+mOGAV(G/R,)
5(0,S/R,) =J(G,S)(QA(S/R,) )+ mOG AV(G/Ry)

rotation translation

IV. Torseur Dynamigue [D]

|. Quantité d'accélération (résultante dynamique)
La quantité d’accélération de (S) est définie par :
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é(S/RO):IV(M/RO)dm:I% dm=%JV(M/RO)dm
(S) (S) Ro (S) .
o S(A,S/Ro) (A)
_mPCRI)HGiRy) ;
d |,

a(S/R,) = j 7(M/R,)dm=mj(G/R,) : résultante dynamique
®)
2- Moment dynamique
2- Définition
Le moment dynamique du solide (S) par rapport & O est défini par:
3(0,S/Ry)= PMAJ(M/R,)dm
©)
Considérons un point quelconque A € &.
§(0,S/Ry) = j(o_A'+Hv|’) AF(M/Rg)dm =OA A j?(M/RO)dm + jm AF(M/Rg)dm
(S) (S) (S)
8(0,S/R,) =58(A,S/R,) +OAA my(G/R,) : vérifie la structure d’un torseur.
On définit ainsi un torseur appelé torseur dynamique noté [D].

S(ASIR,)

Ses éléments de réduction en O sont:
5(0,S/R ») - moment dy namique
my(G/R,) : résultantedynamique

Ainsi: [D(0)] =[&8(0,S/R,), my(G/R,)]

2-2 Moment dynamique par rapport a un axe (A)
Soit G un vecteur unitaire porté par (A) et A € (A):
8(A,S/R,)=58(A,S/R,)-
Ce résultat est indépendant de A € (A) a cause de 1’équiprojectivité du champ des vecteurs
5(0,S/R,).
2-3 Relation entre [C ] et [D]
Soit A un point quelconque € &.

G(A.SIRg)= [AMAY(M/R)dm.
©)]
En dérivant dans Ry.

d3(A,S/R,)
it

d5(A,S/R,)
dt

= ImA?(M/RO)dm+ [W(MIR)=V(AIRQ)]AV(M/ R, )dm

R, () (S)

=3(A,S/Ro)—V(A/R,) A [V(M/R,)dm
Ro (S)
d6(A,S/R,)

8(A,S/R,) = m

+V(A/R,) AMV(G/R,)

Ro
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Donc en général [C] =[], I'égalité [C] = [D] est Vérifiée dans les quatre cas particuliers
suivants:

e Ry est le repére barycentrique Rg = V(G/R,)=0;

e Le point A est fixe dans le repére Ry de maniére permanente ou instantanée (ceci est vrai

pour 1 et I, mais pas pour le point géométrique 1).

e A=G

e V(AR /IV(GIR,) (V1)

Ainsi

d6(G,S/Ry)
dt Ro

d6(13,S; /Ry)

dt

d6(1,S/Ry)

dt

8(G,S/Ry) =

S(Il,S1 IRg) = :s'il y a absence de glissement de (S;) par rapporta R,

Ro

5(1,S/Rg) =

] +V(I/Ry) Amv(G/Ry)
Ro

Remarque importante
A chaque instant, les points I, et | sont confondus (I, =1) =

5(1,,S/Ry) = 5(1,S/Ry) + V(G /R,) All,
i

5(1,,S/R,) =6(1,S/R,)
Ne pas oublier de prendre en considération la dérivée par rapport au temps du vecteur nul,

mv(G/R,) /\m , a l'instant considéré.

3- Autres résultats
3-1 Le solide (S) est animé d'un mouvement de translation /& ®y.
En choisissant les éléments de réduction en G on aura:

[C(G)]=[D(G)]
g(G,S/RO):m

dt

=0

Ro

car 6(G,S/R,)=35(G,S/Ry) =0 dans un mouvement de translation.

3-2 Le solide (S) a un de ses points fixe dans R
Soit A e (S) tel que A est fixe dans Ry = [C (A)] = [D(A)]

d5(A,S/R,)

8(A,S/R,) = m

Ro

Puisque A est fixe dans Ry=> (A, S/Ry) =J(A,S)(Q(S/R,))
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En pratique, 6(A,S/R,) est connu par ses composantes dans un repere R; lié au solide ou

J(A,S) aurait été calculé.

d3(A,S/R,)| _ dS(A,SIR,)|
dt dt

8(A,S/R,) = +Q(R, /Ry) AG(A,S/R,)

%, N
Cas particulier : R; est un repere principal d’inertie 1ié au solide (S).
A 0 O
1(A,S) (0 B o} dans (T, i, R) et QR,/R,)=pi+qj+rk
0 0 C
A 0 O)p Ap
S(A,S/Ry)=1I(AS)QR;/Ry)=| 0 B 0] ql|=|Bq
0 0 CAr r dans(i, j, k)
S(A,S/Ro)zAr.)T+ B(.]]+C;R+(p7+q]+rR)A(ApT+Bq]+CrE)
Ap +(C-B)ar
8(A,S/R,)=4Bq+ (A —C)pr : Formules d’Euler obtenues avec I’hypothése de A «(S) et fixe dans
Cr+(B-A)pq
Ro.
La matrice I1(A,S) est exprimée dans R; lié a (S) et R; est un repére principal d’inertie.

3-3 Le solide (S) est en rotation autour d'un axe fixe dans Ry

Soit (A) un axe fixe dans R, de vecteur unitaire U et R un repere lié a (S).
Puisque le vecteur Q(R/R)est porté par (A), Q(R/R,)=ol.
Considérons A e (A), donc A est fixe dans Ro.

2 do(A,S/R do(A,S/R,)-U
S(A,S/Ro)za(A,s/RO).uzM = I(ASIR,) Ul
dt R, dt |RO
5(A,S/Ro)=% “1(A 9o
Ro

3-4 Le mouvement de (8) est quelconque
SoitA e & (A quelconque)

8(A,S/R,)=8(G,S/R,)+myj(G/R,)AGA (formule de transfert du torseur dynamique)

d5(G,S/R,) d

- ZE[J(G,S)Q(R/RO)]RO

8(G,S/R,) =

Ro

E(A,S/RO)=%[J(G,S)Q(R/RO)]RO Mj(G/R,) AGA

Attention
Ne pas oublier que, méme si la dérivation est effectuée par rapport a Ry, ’opérateur J(G,S) est
souvent exprimé dans un repére lié a (S).
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V. Energie Cinétique

|- Introduction

En histoire des sciences, G. Leibniz, s'opposant a Descartes, qui estimait que la quantité
de mouvement se conservait toujours, développa l'idée de la “ force vive ” (vis viva), a
laquelle il attribuait la valeur mv?. La force vive est donc le double de I'énergie cinétique. La
force vive est un concept obsoléte ou on trouve la premiére expression mathématique de ce
qui sera connu comme la loi de la conservation de I'énergie. Elle peut étre considérée comme
une sorte d'énergie cinétique ou d'énergie reliée au mouvement des objets. D’ou la naissance
du concept énergie cinétique (du Grec “énergeia”), qui détermine 1’énergie que posséde un
corps du fait de son mouvement par rapport a un référentiel donné.

2- Deuxizme théoreéme de Kenig
L’énergie cinétique de (S), calculée dans le repére Ry, est définie par:

E.(S/R,) = %I(V(M/RO))de = [dE.(M/R,), ona:

VIM/R,) =V(M/Rg)+V(G/R,y)+O(Rg /Ry) AGM = IM/Ro)=V(M/Rs)+V(G/R,)
0
EC(S/RO):%J'(\”/(M/RO))de :%I(V(M/RG)+V(G/RO))2dm
S S

E.(S/R,) =%I(V(M/RG))de+%J(\7(G/RO))de+\7(G/RO)~I\7(M/RG)dm

S

E.(S/R,)== jv(M/RG) Y dm+= jv(G/Ro)) dm+v(G/R0)—jGMdm

S
%,_/

0
E.(S/Ry)=E.(S/ RG)+%m(\7(G IRy))? : C’est le deuxiéme théoréme de
Keenig.
2-1 Le solide (S) est animé d'un mouvement de translation /Ry

V(M/Rg)=V(G/Rg)+Q(S/Rg)AGM =0 =
0 0

EC(S/RG)=%j(\7(M/RG))de=6

S
EL(S/Re) =5 m((G/Ry))
Dans un mouvement de translation, tous les points du solide sont animés de la méme vitesse.

2-7 | e solide (S) a un de ses points fixe dans R
Soit A € (S) tel que A est fixe dans Ro.
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V(M/R) =V(A/R;) + (S/Ry) A AM = (¥(M/R,))’ =¥(M/R,)-((R/R,) A AM)
20

EC(S/RO):%J(\"/(M/RO))de
S

1,. ~ — 1 - .

=5£V(M/Ro)'(Q(R/Ro)AAM)dm=§Q(R/RO)-£AMAv(M/RO)dm

lg AN A G ) 1 B,
EC(S/RO):EQ(R/RO)-fAMA(Q(R/RO)AAM}jm=EQ(R/RO).J(A,S)(Q(R/RO))

E.(S/R,) :%Q(R/RO)~J(A,S)(Q(R/RO))=%Q(R/RO)G(A,S/RO)
Sous forme matricielle:
EC(S/R0)=1Q‘(R/RO) 1(A,S) Q(R/Ry)
2%,—/ — | ——
(1x3) (3x3) (3<)
Conséquence
Le centre de masse G étant fixe dans Rg, on a alors:
EC(S/RG):%Q(S/RG)-J(G,S)(Q(S/RG))
Comme Q(S/Rg)=Q(S/R,)
E.(S/Rg) =%§‘(R/RO)-II(G,S)-Q(R IR,) [R est un repeére lié a (S)]

2-3 Le solide (S) est animé d'un mouvement de rotation autour d'un axe (A) fixe dans Ry
Soit U un vecteur directeur de (A) et A € (A).

On pose Q(R/R,) = ol .
Q(SIRy)

()
E.(S/R,) :%Q(R/RO)-J(A,S)Q(R/RO)

=%OJZU~J(A,S)U

1,
=~ o’l(A,S
5@ 1(A.9)

E.(S/R,) :%mZI(A,S)
2-4 Le solide (8) est animé d'un mouvement quelconque
On utilise le deuxieme théoreme de Keenig:

E,(S/R,) = E.(S/R,) +%m(\7(G/RO))2

EC(S/RO):%Q(R/RO)-J(G,S)(Q(R/RO))+%m(\7(G/RO))2

1t

R R 2
E.(S/R,) =EQ(R/RO)II(G,S)Q(R/RO)+%m(v(G/R0)j .

rotation translation
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Chapitre

Dynamique du Solide
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Isaac Newton : (1642-1727)

Newton formule 'hypothése audacieuse selon laquelle la
Lune “tombe ” sur la Terre de la méme manigre qu'un objet une
pomme par exemple... tombe sur le sol. Mais en raison de sa
vitesse initiale. la Lune décrit une trajectoire curviligne. Chute
verticale et mouvement orbital sont donc des mouvements de
meme nature. Puis Newton étend cette hypothése & tout corps
céleste en orbite et aboutit & la loi suivante :  Deux corps
quelconques s'attirent selon une force proportionnelle au produit
de leur masse et inversement proportionnelle au carré de la
distance qui les sépare”.

Ubjectits :

4= Comprendre |a notion de référentiel galiléen ;

< Maitriser et savoir appliquer le principe fondamental de la dynamique ;

< Savoir mettre en oeuvre les théoremes généraux;

4 Maitriser les notion de fonction de forces ,de potentiel et de la puissance;
+ Interpretation de la résolution des équations différentielles du mouvement ;
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DYNAMIGUE DU SOLIDE

|. Approche historique

La cinématique ne peut constituer a elle seule la science du mouvement, dans la mesure
précisement ou elle ne tient compte ni des causes qui le produisent ni de ce a quoi il
s'applique. La science galiléenne laisse sans réponse la question des rapports entre la matiére
et le mouvement, qui, par contre, était au coeur de la théorie d'Aristote. On verra comment
Newton, par I'introduction d'une dynamique fondée sur les concepts renouvelés de masse et de
force, pensera avoir réglé cette question. On constatera que, comme l'ont souligné les auteurs
du XIX® siécle, et notamment Mach, Newton n'est pas parvenu a remplir entiérement son
programme, dans la mesure ou il n'a pas su donner du mouvement de translation uniforme, dit
“inertiel”, une explication “matérialiste”, c'est-a-dire uniquement en termes d'espace, de temps
et de matiére. On verra comment Einstein, avec la théorie de la relativité générale et I'idée que
la structure géométrique de l'espace est déterminée par la distribution des masses qui S'y
trouvent, a finalement résolu le probleme du lien entre la cinématique et la dynamique.

|I. Principe Fondamental de la Dynamique - Théorémes Généraux
|- Introduction

L'action mécanique est un concept utilisé en mécanique appliquée pour décrire tous les
phénomenes provoquant un mouvement ou une déformation. Ce concept regroupe les notions
de force et de couple utilisées en mécanique générale. Pour représenter les actions
mécaniques, on utilise souvent un torseur d'action.

2- Torseur des forces appliquées a (S)

2-1 Somme ou résultante R
Pour un solide soumis a des forces ponctuelles, volumiques et surfaciques, la résultante
générale de ces forces s’€écrit:

R=>f(M)+[f.(M)dt(M)+ [f,(M)do(M)
i S S

avecf(Mi)désignant une force ponctuelle et fT(M) et fG(M‘) des densités de forces
volumique et surfacique, respectivement.

2-2 Moment résultant en 0, %#(O, F — S)

On écrira de maniére générale, pour un systéme soumis a des forces volumiques, surfaciques
et ponctuelles:

M(O,F —S) = ZO—M{ AT(M,)+ [OM AT, (M)de(M) + [ OM” AT, (M')do(M") + [ C.. (M)d(M)

Ici, C_ (M) représente une éventuelle densité volumique du couple en M.
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Le terme ICT(M)dr est rajouté car, lorsquef(M;)=0, f.(M)=0 etf_(M")=0, la résultante
S

génerale du torseur est nulle et le torseur est un couple de momentfér(M)dr. Ce qui justifie
S

I’appellation de densité volumique de couple (ce couple peut étre nul).

Si on prend une autre origine pour calculer le moment résultant, on obtient facilement:

(0", F—S) = (O, F > S)+R(F—>S) A 00’ .

On a ainsi défini un champ de force auquel on a associé un torseur [# — S] dont les éléments
de réduction en A sont:

R(F—>S) = Zf(Mi) + [F.(M)de(M) + [T, (M)do(M') :résultante

MAF—S) = > AM, AT(M,) + [AM AT, (M)dr+ [AM' AT, (M)do + [C (M)dr :moment
i S S S

3- Classification des forces
Dans cette classification on distingue les interactions de chaque point du systeme (S)
avec les autres points du systeme (forces intérieures) et les forces s’exercant sur les points du
systeme et dues a des éléments extérieurs a (S) (forces extérieures).
Ainsi, le torseur [ —S] peut étre décomposé comme suit:
[F—>S] = [Fnt &S]+ [Fext =]
[ Fint —S] torseur des forces intérieures.
[ Fext —S] torseur des forces extérieures.

4- Principe fondamental de la dynamique (PFD) ou axiome de la dynamique
On admet I’existence de reperes privilégiés dits “repeéres absolus”, Ry, et une
chronologie de temps “temps absolu” tels que, dans tout mouvement d’un systeme matériel
rapporté a ces reperes et temps, le torseur dynamique soit équivalent au torseur des forces
extérieures:
[D(SIRy)] = [Fext — S]
A chaque instant, le torseur dynamique est égal au torseur des forces extérieures.

Remarques
e Compte tenu des approximations tolérées, on peut considérer comme absolus des repéres
terrestres (galiléens).
e En écrivant 1’égalité entre les ¢léments de réduction des torseurs dynamique et celui des
forces extérieures, on recouvre deux théoremes généraux:
my(G/R ) =R(F. —S): Théorémedu centrede masse

{S(A,S/ Ry)= M (A, Fext — S): Théorémedu momentcinétique
On remarquera que les forces intérieures a un systéme matériel n’apparaissent pas dans la loi
fondamentale de la dynamique ce qui sous-entend que le torseur des forces intérieures a un
systéme matériel (S) est nul : [ Fn — S] = [0].
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9- Théoréme des interactions ou théoréme de I'action et de la réaction
Considérons le systeme matériel (S) formé de deux solides disjoints (S;) et (S,):

(S)=(S) v (S)et(S1) N (S) =YD

Ona:
[Fext = S] = [Fextas = Si]+ [Fextas = S2]

Appelons:

[Fs1 — S2]: torseur des efforts exercés par (S1) sur (S,)

[Fs2 — Sai]: torseur des efforts exerces par (Sz) sur (Sy)

:’//"ﬂ‘ N
1

LN

N - ®

Appliquons le P.F.D. a (S;) et (S,) séparément, on aura : 1/\\(52),//‘
[D(SUR)] = [Fexizs — S1] + [F2 = Si] S

[D(S2/RY)] = [Fextas = S2] + [Fs1 — S7]

Faisons la somme:
[DS/R)]=[Fo = S|+ |Fs, =S, |+|FR, —S,]

ext

:[O]torseur nul
Alinsi:
Le torseur des efforts exercés par (Sy) sur (S,) et le torseur des efforts exercés par (S,) sur (S1)
sont opposés dans le cas ou les systemes matériels (S;) et (S,) sont disjoints.

Conséquences

. — R(Fs —S,)=-R(Fs, >S5
Eléments de réductions _ (Fs, >S,) ﬂ( s, = S1)
M(A, Fs, —S,)=-M(A, Fs, > S,)

a-1 Torseur des forces intérieures & un solide (3)
C’est I’ensemble des actions mutuelles entre les divers points M e (S). Ces actions assurent la
propriété de rigidité du solide: [ %y — S] = [0].

a-2 Torseur des actions intérieures & un systeme matériel (S)

On peut décomposer ce torseur en la somme de deux torseurs:
e Le torseur des forces intérieures a chaque solide (S;) de (S)
e Le torseur des actions mutuelles entre tous les solides de (S)

Si (S) = (S)U (S2)u...U (Sh)

[Fioe —>S]=§,[Fintasi —>Si]+Z[Fsi —>Sj] = [£, —S]=[0]

o] e 7
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lll- Changement de repére - Repére galiléen

|- Paosition du Probléme

Le choix du référentiel d'étude n'est pas uniquement guidé par des considérations
techniques de complexité plus ou moins grande d'écriture des équations du mouvement, par
exemple selon l'orientation des axes, le systeme de coordonnées (cartésiennes, sphériques,
etc.), ou l'origine des dates, mais détermine également du point de vue fondamental le cadre
spatio-temporel d'étude des phénomenes considérés.

En effet, pour un référentiel quelconque, l'espace n'apparaitra pas nécessairement
homogeéne et / ou isotrope, ni le temps uniforme. Ainsi, par exemple, I'étude du mouvement
d'un corps par rapport au référentiel lié a un wagon en mouvement accéléré par rapport aux
voies fera apparaitre une direction privilégiée, celle de du vecteur accélération, soit un
anisotropie de I'espace. 1l en sera de méme pour un référentiel lié un corps en mouvement de
rotation autour d'un axe fera a la fois apparaitre une direction privilégiée, celle de lI'axe de
rotation (anisotropie), mais aussi des effets "centrifuges" dépendant de la distance a I'axe
(non-homogeénéité de l'espace), voire du temps si la vitesse de rotation n'est pas constante
(non-uniformité du temps).

Une telle situation conduirait a devoir écrire les équations de la Physique, et notamment
celle de la mécanique, d'une facon distincte selon le référentiel d'étude, c'est-a-dire sous une
forme non covariante, a moins de définir une classe de référentiels particuliers, dits galiléens,
par rapport auxquels ces équations prennent justement une forme covariante.

2- Torseur dynamique d'entrainement-Torseur dynamique de Coriolis

Considérons R, repere absolu et R, repére relatif. De la loi de composition des
accélérations, on déduit:

[D(S/Ry)] = [D(S/R/)] + [De(S)] + [Dc(S)]

[De (S)] = I?e(M)dm,IW AY.(M)dm |: Torseur dynamique d’entrainement

)

résultante moment/O

[D.(S)] ., = J'?C(M)dm,J'W/\VC(M)dm : Torseur dynamique de Coriolis

(o) —

résultante  moment/O
Or, le P.F.D. appliqué dans Ry = [D(S/Ry)] = [Fex— S]
Ainsi : [DEIR V)] = [Fer = S] - [DAS)]-[DLS)]
Cherchons un repere Ry tel que: [D«(S)]+[Dc(S)] = [0]

Ceci est particulierement vrai si [D/S)] = [©(S)] = [0]
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Or [0(S)] = [0] en particulier si ¥ (M) = 0V Me(S).
C'est-a-dire

O(R,/R,)=0

2(“2(Rg IR)AV(MIR,) = 0= = Ry est en translation par rapport a Ry.

De méme, [D(S)] = [0] en particulier si 7,(M)=0 V M e (S)

= 7(0, /IR,)=0 = v(O, /Ru)=Ee = Ry est en translation rectiligne uniforme par
rapport a Ry

Conclusion

Les torseurs dynamiques d’entrainement et de Coriolis sont nuls dans les reperes Ry animes
d’un mouvement de translation rectiligne uniforme par rapport a Ry : ces reperes sont appelés
galiléens. Dans la pratique, un référentiel lie a des corps réels ne peut étre
qu'approximativement, localement et momentanément galiléen.

IV. Travail et puissance

|- Puissance d'un couple appliqué & un solide
Un couple est un torseur de forces dont la résultante est nulle. Son moment résultant est

le méme en tout point du solide. On le notera T avec I = jéT(M)dr.
®

La puissance du couple est P(I'/R,) =T"-Q(S/R,)
Le travail élémentaire du couple est 8W(I'/R,) =P/ R,)dt =I-Q(S/R,)dt

2- Puissance d'un torseur de forces appliquées a un solide
Dans le cas d’un solide soumis a des forces ponctuelles et volumiques on a:

P(F—>S/Ry) = F(M;)- V(M /R0)+J.fT(M)-V(M/RO)dr(M)
i S

Soit A un point quelconque de (S)
P(F—>S/Rg)= D F(M,)-[WA/R,) + S/ Ro) AAM, [+ [T, (M)-[WATR,) + XS/ R ) A AM He(M)
i S

P(F—)S/RO)={Zf(Mi)+J‘fT(M)dr(M)}-\7(A/RO)+
i S

{Zm/\f(Mi)+J-m/\fT(M)dr(M):I-ﬁ(S/RO)
i S

P(F—>S/R,)=R(F—S)-V(A/R,)+M(A,F—>S)-Q(S/R,)
Le résultat est indépendant de A € (S).

Donc le résultat est le comoment du torseur des forces appliquées et du torseur cinématique.
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Conséquences
e Si deux torseurs de forces appliquées a un solide sont égaux, les puissances qu’ils

développent sont égales.
e Si un torseur de forces appliquées a un solide est nul, la puissance qu’il développe est nulle
dans tout mouvement de ce repére. Donc P(F,, — S/R,) = 0dans tout repere (puissance des

forces intérieures a un solide).

3- Puissance du torseur des forces appliquées & un syst@me matériel (S)
Considérons deux repéres: Ry absolu et R, relatif.

P(F—>S/R,) =Y f(M,)- V(M /RO)+FT(M)-\7(M/RO)dt(M)
P(F—S/Rg)= 2 F(M)-[V(M; /R )+ ¥, (M)]+ [F. (M) [W(M/ R ) +V (M) lde(M)

P(F>S/Rg)=P(F>S/R,)+> f(M,)-V,(M,)+ [T, (M)V, (M)dr(M)
i S

1 2
M) V.M = F(M) - [0, /R,) + O(R, /R,) A OM |

@
[7.(M)- 7, (M)de = [F,(M)-[9(0, /R ) + (R, /R ,) A O, Mt ®)

X

()

@ +(2) {Zf(mi) +jﬁ(|\/|)dr]\7(ol/Ro) +[201Mi ~f(M)+[O,M /\ﬂ(M)dt]fE(Rr IR,)
M +(2) =R(F—>9)-V(0,/R,) +M(O,,F >S)-Q(R, /R,) =[F — S]-[V.(S)]
avec [7(S)] désignant le torseur cinématique des vitesses d’entrainement de (S).

Finalement: P(F—S/R,)=P(F—>S/R,)+[F —>S]-[V.(S)]
Avee [V, (9], = WO, /R,, AR, /R,)]

Exercice d application
Montrer que la puissance des forces intérieures a un systeme matériel est indépendante du
repere et que celle relative a un solide est nulle.
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4- Théorgme de I'énergie cinétique
L’utilisation de ce théoréme conduit a I’obtention d’une équation scalaire.

4-| Mouvement dans un repere galiléen
Soit M e (S) un point matériel de masse dm etf(M) la résultante des forces agissant sur M.
Ces forces appartiennent au torseur des forces extérieures et intérieures a (S).

Ona: j(M/R,)dm=f(M) = 5(M/R,)-V(M/R)dm =f(M)-V(M/R,)

d [dm /. 2
EH“(v(lvl/Rg))Z}R —pf(MIR,)]

9

En étendant la somme a tous les points de (S) on aura:
dE.(S/R)

" = P[F — S/Rg] - Puissance des torseurs des forces intérieures et extérieures.

Ry

Ici [F —>S] = [Fext >S] + [Fnt —S] (la contribution des forces intérieures doit étre prise en
considération dans le cas d’un systéme matériel).

- Cas d’un solide (S)

Pour un solide (S) on a: P(Fint > S/Rg) = 0.

dE.(S/R.)
Do |[———2~ =P(Fext—>S/Rg)
dt R

]

Soit R(F,,, — S) la résultante des forces extérieures agissant sur (S).
On peut faire la décomposition suivante:
I_?.(Fext - S) = I_Q(Fext 0 S) + I_Q(Fext nc S)

Ainsi : |7, —>S/R9J: [Textm—>S/RgJ + [T

ext extnc

—>S/RgJ

torseur des forces  torseur des forces
conservatives non conservatives

dE
P(Faxe > S/Ryg)=P(Fextco = S/ Ry )+ P(Fextns —>S/Rg)=—d—tp+P(Fextnc >SIR,)

dE(S/Ry)
dt

: dE,
Finalement: =P(Fext —>S/Rg)=——+P(Fexmc —>S/Rg)

R, dt
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%[EC(S/RQHEP]RQ :%[Em(S/Rg)]Rg = P(Fanc > S/Ry)

avec En(S/Ry) = Ec(S/Rg) + Ex(S) : énergie mecanique du solide.

Lorsque la puissance du torseur des forces extérieures non-conservatives est nulle, on aura:
Em(S/Ry) = constante (conservation de 1’énergie mécanique).

Dans ce cas, on dira que le torseur des forces extérieures agissant sur (S) est conservatif.

4-7 Mouvement dans un repere non galiléen:

- Systéme matériel (S)

Soit f(M) la résultante de toutes les forces agissant sur M.
En considérant Ry absolu et R, relatif on aura:

7(M/R)dm =F(M) =7(M/R, )dm +7, (M)dm +7 . (M)dm

d’ou : F(M/R,)dm = (M) -7, (M)dm -7, (M)dm
F(M/R,)-¥(M/R,)dm =F(M)-¥(M/R,) -7, (M)dm-¥(M/R,) =7, (M)-¥(M /R, )dm
> -0
=fie(|\/|)
d|dm 2 d = =
GG EmiR)Y | = SlEmarr,), =P R Lol o)

En étendant la sommation a tous les points du systéme on obtient:
%[EC(M/Rr)]Rr =P[F > S/R,]+P[F, = 5]
avec: [Tie(s)] = '[@e(S)]

- Cas dun solide (5)

—S/R,]+P[F, > 5]

ext

%[EC(M/RF)]Rr = P[F
=[F.. > S]-[v, 9]+ [F.(S) - S]- [V, (9)]
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Chapitre

Les liaisons piston-bielle et piston-chemise
sont des pivats glissants

>

Liaisons-Forces de Ligison
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Ubjectifs :

+ [omprendre la notion de liaisons ;

Charles Coulomb : (1736-1806)

La Ioi de Coulomb en mécanique, nommée en |'honneur de
Charles de Coulomb, exprime sous une forme trés simplifiée
lintensité des forces de frottements qui s'exercent entre deux
solides. Selon que ces solides glissent ou non l'un contre ['autre,
on parle de glissement (frottement dynamique) ou d'adhérence
(frottement statique). Dans les deux cas, les actions réciprogues
qui s'exercent entre ces solides comportent : une composante
normale N qui les presse l'un contre |'autre, une composante
tangentielle T qui s'oppose. ou tend & s'opposer, au glissement.

+ [ifférencier entre liaisons unilatérales et liaisons bilatérales:

+ [omprendre la notion de liaison holomone;

+ Achever I'¢tude dynamique en applicant les lois de Coulomb.
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LIAISONS - FORCES DE LIAISON

|. Introduction

Un mécanisme est l'association de plusieurs pieces liées entre elles par des contacts
physiques qui les rendent totalement ou partiellement solidaires, selon qu'ils autorisent ou non
des mouvements relatifs. La liaison mécanique est le modele utilisé pour décrire cette relation
dont la considération est primordiale dans I'étude des mécanismes. Elle emploie des
représentations mathématiques qui different suivant qu'on I'aborde sous l'aspect cinématique
(étude des mouvements ou guidages) ou sous l'aspect statique (étude de la transmission
d'efforts).

La notion de liaison mécanique se définit plus généralement entre groupes de piéces,
appelés classes d'équivalence contenant respectivement des piéces entierement solidaires.

II. Liaisons-Actions de contact
I- Définition
Lorsqu’on étudie le mouvement d’un solide en contact avec un autre solide, on doit

prendre en considération de nouvelles forces dites forces de contact.
Forces de
contact

FITTTTTTTTTTT T

2- Liaisons

Considérons un systeme matériel (S) constitué de p solides et de g points matériels. Si le
systetme est entierement libre (absence des forces de contact), la position d’un solide dans
I’espace, par rapport a un repére R, est définie par 6 paramétres ( xg, Y, Zc, V¥, 0, ¢ ), celle
d’un point matériel est définie par 3 parameétres (coordonnées du point).

La position de (S) par rapport a R est définie par: m = 6p + 3¢ parametres.
On pourra avoir un nombre d’équations identique au nombre m de parametres en appliquant:

- le P.F.D. a chaque point matériel M; € (S):
m.y,(M,) =f(Mi); aveci=1,2, ..., q(3q équations)

- le P.F.D. a chaque solide (S;) de (S):
ms 7(G;) = ﬁi (3équations pourchaque i, 1<i<p)
8(0,S;)=M(O,F —S,) (3équations pourchaquei,1<i<p)

En pratique, le systeme n’est pas totalement libre car il existe des relations de liaison (égalités
ou inégalités entre les parametres) a prendre en consideration.
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Pour un systeme soumis a des liaisons, celles-ci sont dites:
- unilatérales, quand elles se traduisent par des inégalités (N >0 ou “‘T‘H gf“NH).

- bilatérales quand elles se traduisent par des égalités ( v, =0).

3- Liaison holonome

Une liaison est dite fofonome si la relation de cette liaison fait apparaitre les parametres
de position (coordonnées et angles) sans faire apparaitre leurs dérivées par rapport au temps.
Si la relation de liaison contient des dérivées des parameétres par rapport au temps, la liaison
sera dite non holonome.

On s’intéressera par la suite uniquement aux forces de liaisons dues au contact entre deux
solides (S;) et (Sy).

4- Action de contact

On considére le cas de deux solides (S;) et (S;) assujettis a
rester en contact ponctuel au cours de leurs mouvements. On <

désignera par | et (r) respectivement le point de contact et le
plan tangent commun aux deux solides (S;) et (Sy). ©
Les actions de contact exercées par (S,) sur (S;) et celles exercées par (Sy) sur (S) constituent
deux torseurs: [Tsﬁslj et lTsﬁsZJ dont la somme est nulle.

[T ]: RSZ_)Slz:I’-—i_N
S,—-S; 9_‘;1(|, ﬁszﬁsl) :f‘s

25

D’apreés le principe de 1’action et de la réaction, on a:

R =-R
[Tsﬁs2 ] =

S-S, S,—S;

M(l’ IfZsﬁsz) = 1:5

S, _FSZ—)SI

(S2)

N : réaction normale; elle s’oppose & la pénétration d’un solide dans 1’autre.
T : Force de frottement ou force de résistance au glissement.

T, : Moment de résistance au pivotement.
T

: Moment de résistance au roulement.

lll. Lois de Coulomb
I- Approche historique

Ces lois, largement empiriques, ont été introduites par Coulomb en 1871. Elles
dépendent de 1’état des surfaces en contact. Trop souvent considéré comme un élément
perturbateur pour les calculs, on s’apercoit treés vite que le frottement est tout simplement
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indispensable : si les vis de fixation restent serrées, le clou en place, les échelles debout et les
voitures sur la route, c’est grace au frottement. C’est aussi sur ce phénomeéne que repose le
fonctionnement des freins et embrayages.

2- Réaction normale

a- Son sens: la réaction normale exercée par (S,) sur (S;) est dirigée vers I’intérieur de (Sy):
c’est une force répulsive.

b- Sa norme: elle a une valeur arbitraire qui dépend du mouvement ou de I’équilibre et des
actions qui s’exercent sur (Sy).

Comme N > 0 = la liaison de contact entre (S;) et (S,) est unilatérale.

3- Réaction tangentielle
3-I Contact sans glissement: v (S, /S,)=0.

L’expérience montre qu’il existe, dans ce cas, un scalaire fp tel que: “‘T’“ < fOHNH (on a I’égalité

a la limite du glissement).

. . Cy
fo . coefficient de frottement de non glissement. A ,

On pose fy = tg (o) = tg((po)>H @

Soit ¢ I’angle tel que tg(¢)=7—r

tg(@o) = to(¢) = o = ¢ = géométriquement, la réaction R(S, —S,) est située a I'intérieur
d'un cone appelé cone de frottement, d’axe normal en I a (7), de sommet I, et de demi-angle

Po-
3-2 Contact avec glissement: v, (S, /S,)=0.

1% loi: T et V4 (S, /S,) sont colinéaires (méme support) =T AV, (S, /S,)=0.
2°™ loi: T-V4(S,/S,) <0 (sens opposés).

3™ |oi: ”‘T’H = fHNH (f = coefficient de frottement)

4°™ |oi: T est pratiquement indépendant de Vg (S1/S,).

Lorsque la vitesse de glissement n’est pas trop grande, f reste pratiquement constant. On a f <
foet Af=fy - f<<f.
Dans la pratique, on prend f = fj.

Remarque
Sif=0=>T=0 = ﬁsﬁsl = N: on dira alors que la liaison de contact est parfaite (sans

frottement).
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4- \iitesse de rotation de pivotement-roulement

On décompose ce vecteur comme suit: T,

S,-S;

=T, +I, (composantes normale et
tangentielle).

Dans le chapitre relatif & la cinématique, on a vu que: Q(S,/S,)=Q, +Q,

Q. : vitesse de rotation de pivotement

Q, : vitesse de rotation de roulement.

On admet I’existence de deux scalaires A et p appelés respectivement coefficients de frottement
de roulement et de pivotement.

-Casol Q, #0
I, AQ, =0 (colinéaires)
[,-Q,<0  (sens opposés)
IF =N
-Casou Q, =0 = T, aune direction arbitraire dans le plan (r).
IF: <IN}

-Casol Q, =0

[, AQ, =0 (colinéaires)
[,-Q,<0 (sensopposés)
[Pl =N
-Casoll Q,=0= T, estnormal au plan (r). )
[Fol< N
Remarque

Ces relations sur T'(S, —S,) sont rarement utilisées car on néglige souvent les coefficients A
etu(A~p=0).

a- Puissance totale des actions de contact
Les solides (S;) et (S2) sont en mouvement par rapport a Ry et en contact pseudo-ponctuel
entre eux. On étudie la puissance des actions de contact de (S;) sur (Sy).
P(ﬁszam IRy) = |f2sﬁsl 'vg S, /S,) "'1:32»51 'é(sl IS,)
or R, s -V,(S./S,) = (T+N)-v,(S,/S,) =T -7, (S, /S,) <0
et Ty s S, /S,) =T, Q.+, -Q, <0
Finalement: P(F gy ,5)<0
Si tous les coefficients de frottement sont nuls, i.e. f=pu=A=0= P(F g_,g)=0.
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IV. Exemple d'application: mouvement d'une sphére sur un plan incliné
La sphere a un rayon r et une masse m. On désigne par f le
coefficient de frottement résultant du contact entre la sphére et
le plan incliné. Les résistances au roulement et au pivotement
sont négligées (A = u=0).

- Etude du mouvement
Le mouvement de la sphére étant plan, on aura besoin au plus N
de 3 parametres primitifs pour le décrire (Xg, Yo et ¢).

La liaison de contact en | impose yg =r (V1)

Le mouvement dépend donc uniquement des parametres Xg et .

La force de contact R=N+T =Nj, +Ti, (T grandeur algébrique < ou > 0).

Les inconnus du probleme sont Xg, @, T et N.
Le P.F.D. appliqué au solide en mouvement est [D(S/R,)]=[%,. ]

o Egalité des résultantes = my(G/R,)=mg+R
. {mxe =mgsina+T (1)
0=-mgcosa + N (2

e Egalité des moments:
d5(G,S/R,)

dt = M(G’ Fextas)

Ro

6(G,S/R,) =6(G,S/Rg) = I, 0k, = %mr%pRo (solide en rotation autour d’un axe fixe /Rg)

do(G,S/R -
G( 1 O) :Emrz(pko
dt o 5
(G, Fypy,s) =Gl AR+GG Amg =—rj, ATH, =rTK,
%,_/
=0
- L2, 2 .
Théoreme du moment cinétique: gmr G=rT=T =gmr<p €)

e Cas du roulement sans glissement
V,(S/plan)=0=9(1eS/R,) =G /R,) +(S/R,) AGI
= XGTO +¢Ro /\_r_jo = (xg + r('p)To
= Xg +rp=0 (4)
Finalement on a un systéme de 4 équations a 4 inconnus.

X

L’équation (4) = c'p:—T 5)

. . 2 .2
L’équation (3) = ngmr(pz—g mX g

Ny . 5 . 7 .
L’équation (1) = —Eszgsma+T:>ET=—mgsma
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= T:—%mgsina<0
N . \ . . . 2 . 5 .
L’équation (1) anouveau = mXg =mgsina+T = mgsma—; mgsmcx=7mgsma

= Xg =$gsinoc

L’équation (5) = (p:—g%sina
L’équation (2) = N=mgcosa

Dans le cas d’un roulement sans glissement on a l'inégalité suivante:

HTHSfHN” = %mgsinanmgcow = fZ%tga

e Cas du roulement avec glissement
Si f S%tgoc = il y aura glissement = [T] = f[N| (6)

Cette équation va remplacer 1’équation (4).
Or N=mgcosa
L’équation (6) = H'T’H = fmg cosa (7
= T=¢efmgcosa (avece =+1)
ec=+1 si V,(S/R,) est opposée a i, ( sphére tournant trop vite: ¢’est un cas trés rare)

ec=-1: Si V,(S/R,) estde méme sens que i, (cas trés fréquent)

L’équation (1) = mXg =mgsin o+ T =mgsin a + efmgcoa

= Xg =gsina +efgcoa

. . 5T b5¢
L’équation (3 = ¢g=——=——"Tgcos
au ®) ® 2mr 2r geosa
Aprés intégration, on obtient:
X = (gsino +efgcoat + Cte (Laconstante=0siat=0 ona xg =0)

. 5 .
(pzzifgcoswtavec ep(t=0)=0
r
Vg(S§/Ry)=Xg +r1p :gt(sinoc+£sf cosa)
=gt COSOL(tgoc+%sf)

La condition de roulement avec glissement impose tgo > %f = tga >%sf (Ve)

Vy(S/Ry)>0 = g=-1 (d’apres une des lois de Coulomb).

Les equations du mouvement deviennent alors:
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X =gsina — fgcoa N = mgcosa.

. 5

b=-7. fgcosa T=—fmgcoso
r

Remarque
Dans le cas de cet exemple, on a trouvé ¢ = -1 puisque les conditions initiales utilisées sont

celles du repos. Cependant, on peut avoir la situation ou &€ = +1 (situation plus rare) et ce,
dépendamment des conditions initiales.
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Chapitre

5

Mouvement d'un Solide Autour d'un
Point ou d'un Axe Fixes
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Leonhard Euler : (1707-1783)

L. Euler est la plus grande figure de mathématicien et
mecanicien du XVIIF™ siecle, ses études sont extremement
nombreuses (plus de 800 publications, dont la moitié vers la fin
de sa vie, quand il était devenu aveugle) et ses contributions et
découvertes de premiers ordre. En mécanique, L. Euler
découvre les fameuses lois du mouvement des corps rigides qui
portent son non.

Ubjectits :

+ Maitriser les angles d'Euler ;

+ [Différencier entre mouvements de rotation propre, mutation et précession ;

4 [omprendre et savoir appliquer les théoremes généraux dans le cas d'un mouvement de
rotaion autour d'un point fixe ou d'un axe fixe.
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MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN POINT OU D'LIN AXE FIXES

|- Approche historique

Euler a fait voir, le premier, que quand un corps est retenu par un point fixe tout
mouvement infiniment petit du corps n’est autre qu’'un mouvement de rotation autour d’une
certaine droite passant par le point fixe.

Lagrange a donné, dans la premiere édition de sa mécanique analytique en 1788, les
formules qui servent & décomposer ce mouvement de rotation en trois autres se faisant autour de
trois axes rectangulaires menés par le point fixe. Ces formules offraient une ressemblance
remarquable avec celles qui servent a décomposer le mouvement rectiligne d’un point en trois
autres mouvements rectilignes. Plus lard Lagrange a complété cette analogie en donnant dans la
seconde édition de sa Mécanique analytique en 1811 la construction géométrique des trois
rotations qui peuvent remplacer une rotation unique.

|I- Rotation d'un Solide autour d'un Paint Fixe (Angles d'Euler)

|- Angles d'EULER

Considérons un solide (S) en mouvement autour d’un point fixe O de sorte qu'il existe un
point de (S) coincidant en permanence avec O. L'étude du mouvement de (S) par rapport au

repére fixe Ro(O, iy, j,, K,) est caractérisée par 3 paramétres (angles d’Euler) qui permettent
d’exprimer Q(S/R,) de maniére intéressante.

Si on considere le repére R (O, i, j, k) comme étant lié au solide, le passage de (Ro) & (R) est
possible moyennant trois rotations successives:

Premiére rotation. on passe de Ry (O, iy, j,, ko) @ Ry (O, @,V, k,) par une rotation d’angle y
autour de k,.

Deuxiéme rotation. on passe de R, (O, u,Vv, RO) aR; (O, U, 0, R) par une rotation d’angle 0
autour de .

Troisiéme rotation. on passe de R, (O, U,®,k)a R (O, i,],k) par une rotation d’angle ¢
autour de k.

Les différentes rotations sont schématisées sur les figures suivantes:

\%
N
u

- g - . -
Q(R,/R,) =¥ ko Q(R,/R,)=6 IR,)=¢ u

R
[“’V'koj base directe (u,w,k) base directe (_; Ej base directe
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Les trois angles v, 0 et ¢ sont appelés angles d’Euler et chacun d’eux caractérise un mouvement
particulier. Les noms qui leur sont attribués ont été empruntés de 1’astronomie. Ainsi, y est un
angle qui caractérise la précession (mouvement conique trés lent effectué par 1’axe de rotation de
la terre), I'angle © caractérise la nutation (Iéger balancement, de caractére périodique que subit
I’axe de rotation de la terre) alors que 1'angle ¢ caractérise la rotation propre du solide.

En utilisant la loi de composition des vecteurs rotations, on obtient:
QR/R,)=Q(S/R,)+QR, /R,)+Q(R, /R,) =k, +0U +pk

6 cos¥ + ¢sin Osin ¥
Q(S/R,)=40sin ¥ —¢sinocos¥ dans (i,,],.K,)
¥ +pcoso
0 p=6cosp+W¥sinBsing
O(S/R,)={q dans (i,]j k) avec Jq=-sing+¥sin6cose
r r=¢+%¥coso

2- Moment cinétique en 0 du solide : 5(O,S/R )
On admet, pour raison de simplification, que le repére R lié au solide est un repére principal
d’inertie pour (S):
A 0 0
11(0,8)=| 0 B 0|dans (i,],k)
0 0 C

O est un point fixe dans Ry = &(0,S/R,) = 11(0,9)Q(S/R,) = Api + Bqj + Crk

3- Moment dynamique en 0: 5(0,S/R,)

d5(0,S/R,)

O étant un point fixe dans Ry = §(0,S/R,) = "

Ro

45(0,5/R,) +Q(S/R,)AS(0,S/R,)

R

Ap+(C-B)ar
8(0,S/R,)={Bg+(A—C)pr : Formules d’Euler dans @i, k)

Ci+(B—A)pq

8(0,S/R,) =

4- Energie cinétique:
L'énergie cinétique du solide, en rotation autour du point fixe O, par rapport a R est:

EC(S/RO)zéfzt(S/RO)-II(O,S)-Q(S/RO)zé(Ap2 +Bq2 +Cr?)
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lll- Exemple de la toupie symétrique sur sa pointe fixe 0

On suppose que (S) est une toupie de révolution autour de k reposant par sa pointe fixe sur un
sol horizontal.

Les repéres R(O,i,],k) (lié au solide) et R,(O,0,w,k) (non lié au solide) sont des repéres

principaux d’inertie.

Pour simplifier les écritures, on exprimera la matrice d’inertie en O dans le repére R, (hon lié au

solide). Ainsi: .
A 0 0

11(0,S)=| 0 A 0] dans (u,W,k)
0 0 C

Or Q(S/R,) =¥k, +0u+pk
Q(S/R,) =6l +¥sin 6\7v+(¢>+‘}"cose)f<: p,U+0,W+r,k
&(0,S/R,) = 1(0,9)Q(S/R,) = Ap,l + Ag,W + Cr,k

Remarque trés importante

La base (T,W,k) n’est pas liée au solide, mais on peut quand méme utiliser les équations d’Euler
sans grand changement car, a cause de la symétrie du solide par rapport & k,Getw sont

équivalents & i et j de point de vue des moments d’inertie.

8(0,S/R,) = 45(0,5/R,) - _ M(O, E,, —9S)
RO
Ap, +(C—-A),r, +Aq,p=M, (a)
8(0,S/R,)={Aq, +(A-Cp,r, —Ap,p = M, (b)
Cr, =M, (c)
P1 =0
Ici : g, =¥sino

r=¢@+¥coso

Remarque
Pour ne pas avoir a exprimer %, et M, on peut procéder difféeremment.

e On détermine le moment résultant par rapport a 1’axe Oz de vecteur unitaire K :
My = (ﬁAmg)-R+(&Aﬁ)-R=O: M =0

L’équation (¢) = Ci; =0 = Cry =cte =C;

C((i) +¥cos e)= C, (1% constante du mouvement) (1)
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La constante C; est déterminée par les conditions initiales.

Rappel
A et C ne dépendent pas du temps dans la base de R..

Remarque

Le moment résultant des forces extérieures par rapport a ’axe Oz,, de vecteur unitaire k,, est
nul.

En effet: R rencontre k, en O et mg est paralléle a k, .

Appliquons le théoréme du moment cinétique:

95OSIR) - _Gio,¢, »s)= BOSRI) ¥ 0,8, 55)k, =0
dt RO dt RO
d[&(O,S/RO)kO:" =0 = o5(0,S/R )R =C2
dt A (o] (o]
avec K, =cosOKk+sin 0w = |A¥sin? 6+Cl¢p+¥ cosb)cose =C, )

La constante C, est déterminée par les conditions initiales.

Les constantes C; et C, permettent d’exprimer ¥ et ¢ en fonction de 0 seulement.
C, —_C120059 (d)
Asin© 0
. Cl(Asin2 0 + Ccos? 9)— C,Ccosb
*= ACsin? 0
Il reste donc & trouver une équation différentielle contenant ¢, et/ou¥

Les équations (1) et (2) = ¥ =

(€)

Appliquons le théoréme de [énergie cinétique.
La réaction R ne travaille pas car elle est appliquée en O dont la vitesse est nulle.

La seule force restante est le poids qui est une force conservative = conservation de 1’énergie
mécanique du solide.

En effet;
dE,,
dt

=P[R/R,)=R-Y(O/R,) =0

Ro

On a:

GE, = -5W(mG /Ry)=-mG-d0G| = -d{mg-OG},

E, =-mg-OG + cte = mgk, - ak + cte = |E, = mgacos 6+ cte
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La constante est nulle siE,=0enz=0 (origine des potentiels)

EC(S/RO)=%ﬁt(S/Ro)-II(O,S)-Q(S/RO):%Q(S/Ro)-é(O,S/RO)

Donc: EC(S/RO):%A62+%A(‘Psin 6)2+%C(c'p+‘i’cose)2

Conservation de I’énergie mécanique:

%AG2 +%A(‘Psin of Jr%C((])Jr‘Pcose)2 +mga cos =C, (3)

Dans I’équation (3), on remplace ¥ par son expression de 1’équation (d) et ¢+ ¥ cos® par ?1

d’apres I’équation (1). On aura alors:

2 2
EA(§2+1(C2 C_liose) +l&+mgacosezc3
2 2 Asin® 0 2 C
1

EAé2 +f(0)=C,  (équation différentielle en 62 ne contenant que )

J— 2 2
(€, C_l(;ose) +£&+mgacose
Asin“ 0 2 C

avec f(0) = %

Allure du mouvement
C3=%A92+f(6) ,
f(0) > opour® >0 ou 6—>mn

f(6) passe donc nécessairement par un minimum
entre ces deux valeurs de 6.

Cs=Em| |

Or%Aé)2=c3—f(e)zo:>f(e)sc3=Em i
0

Pour le niveau d’énergie Er, = C3 (énergie totale de la | \
toupie dans sons mouvement par rapport a Ry), les O 0 0 o =
seules valeurs de 6 possibles sont comprises entre 6,

et 0,. Ainsi, la partie de la courbe physiquement valable est celle qui vérifie
f(6) <Emn= 0:<6<0,.

S |

Cas ou Ew >Fp
Plusieurs cas sont a considérer selon le signe de ¥ .
C, -C;cos6

5 = ¥ est de méme signe que C, —C, cos0
Asin“ 0

Or: Y=
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Les constantes C; et C, étant fixees par les conditions initiales, il en est de méme pour 6, et 6,
qui ne dépendent que de C4, C; et C3 [en résolvant C; = F(6)].

a- C,—-C,c0s0>0, 0 €[01,0:]
Dans ce cas, ¥ garde un signe constant = le mouvement se fait toujours dans le méme sens.

En représentant, par exemple, la trajectoire de G sur la sphere de rayon OG (sphere car O est
fixe), on obtient la trajectoire de la figure 1.

b- C, — C;cos 6 change de signe entre 0, et 6,
Il en résulte que ¥ change également de signe pour une valeur de 6 € [0,, 0, ] = ¥ tant6t croft,
tantot décroit, d’ou la représentation de la figure 2.

c- C, — C4c0s0 s’annule sans changer de signe

Si C, —C; cos6 s’annule pour une valeur 6, de 6 sans changer de
signe, la courbe obtenue est différente mais difficile a différentier
de celle représentée en (a) sauf si 6, = 61 ou 6, = 0,.

Par exemple, si 6, = 0; on aura a I’instant ou cette condition est
réalisée, un point G avec une vitesse nulle et sa trajectoire
présente des points de rebroussement comme indiqué sur la figure
3.

Figure 1: C, - C,cos 0 s'annule
sans changer de signe

Cas ot Em = Ep
Dans ce cas , 0 = 0p =cte = 6=0 et le mouvement est stationnaire en 6 = ¥ et ¢ sont des

constantes lors du mouvement. Ainsi, la toupie précessionne et tourne uniformément sur elle
méme.
Les cas singuliers (6 = 0 ou 6 = m) correspondent a une toupie “dormante” en position haute ou
basse.

VI. Solide mobile autour d'un axe fixe
1. Exemple
On considere un solide (S) mobile dans Ry autour d’un axe fixe (A). On a intérét a prendre

le repére Ry 1ié au solide dont I’origine O; € (A) et dont I’un de ses axes (axe k, par exemple),
est un vecteur directeur de (A).
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Il en résulte que Q(R,/R,)=Q(S/R,) et
I’expression de ce  vecteur  est
particuliérement simple :
QR /R,)=a(t)ky = ¢k,
(0, /R,)=0 (par choix)
5(0,,S/R,)=11(0,,8)2S/R,) (O fixe)
A -F -EY O -Eo
5(0,,S/R,)=|-F B -D| 0 |=|-Do
-E -D C o) Co

dansR;

5(0,,8/R,) = ol Ei, - Dj, +Ck, )

Remarque
Si la rotation du solide est uniforme (o = cte) = 5(0,,S/R,) est un vecteur constant dans R;.

2. Energie cinétique
Le point O, étant fixe dans Ry = E(S/ Ro)zéﬁ(S/ R,)-6(0,,S/ Ro)zécm2
Soit f la résultante des forces agissant sur (S) (y compris les forces de contact).

dE_(S/R,)

” =f-V(0,/R,)+Q(SIR,)-HM,, (¥ Orlié au solide)

RO
Cod=ok, -9, =oM, = Cod=M,
My: est le moment des forces extérieures par rapport a I’axe (A). Le calcul de M, permettra de
connaitre o donc w(t) si I’intégration est possible puis, @(t) par une nouvelle intégration.
o(t): angle repérant la rotation du solide autour de I'axe (A).

3. Mouvement du centre de gravité
La trajectoire de G est connue : c¢’est un cercle centré sur I’axe
de rotation.

Le théoréme du centre de masse = my(G/R,)=f
Soit f =f_ +f,

f_: résultante des forces extérieures de liaison ou de contact.

f, : résultante des forces autres que celles de liaison.

On peut toujours choisir O; et R; de telle sorte que G € Osx;.

Posons O,G =ai,
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HGIR,)=T(GIR,)+7(0, 1R )+ S28/R) 5 G L 6(SIR, A (B(SI R A DG 4 7. (0)
:O :O RO :0
A(SIR, )= ok, et % _ ok,
Ro

¥(G/R,)=anj), +an’k, A j, = av), —ani,

D’ou les forces de liaison:

f. =my(G/R,)-f, = ma(dﬁl —cozfl)—fa

Ainsi, méme pour une rotation uniforme (@ =0), le terme maw? peut atteindre des valeurs trés
élevées conduisant a des valeurs élevées de f_, donc des efforts considérables au niveau des

liaisons (pivots, paliers, etc. ...) pour les machines tournant a grande vitesse.

Reméde a ce probléme
C’est 1’équilibrage statique qui consiste a ramener G sur 1’axe de rotation ( a =0)
= mj(G/Ry)=0 = f=Ff +f, =0
Le torseur des forces extérieures, est alors équivalent a un couple puisque sa résultante générale
est nulle.

Equilibrage dynamique
Supposons une machine tournant a la vitesse o constante et déja équilibrée statiquement.
o = cte = 5(0,,S/R, )= (o(— Ei, - Dj, +CR1) est un vecteur constant dans R;.

d5(0,,S/Ry) _d5(01,S/Rs) | 55/ ) 5(0,.5/R,)
at | dt 0 Y

Ro Ry

=0

D’aprés le théoréme du moment cinétique: Q(S/R,)A5(0,,S/R,)= M, = 5(0,,S/R,)
=o’VD? +E®

Mo, LO(R, /R,) R
o et “Wlo
Mo, L 5(0;,S/R,) '

M,, tend a désaxer le solide ( le faire tourner autour d’un axe L a I’axe de rotation (A)).

2

Comme |4, | est proportionnel & »* = les efforts sont nuisibles & grande vitesse.

Reméde & ce probleme: rendre |9, |=0(V o) = E =D =0 = l'axe (A) est un axe principal
d'inertie.

Dans ce cas Q(S/R,)A3(0,,S/ RO)=8 ( vecteurs colinéaires )

Donc 5(0,,S/R,) est // & I’axe de rotation: c’est 1’équilibrage dynamique.
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Mécanique des Systemes de Solides Indéformables
M. BOURICH

Ce cours de mécanique des systemes de solides indéformables s'adresse aux étudiants en tout
domaine faisant intervenir la mécanique des systémes de solides indéformables. Mais il est tout
autant desting aux étudiants des classes préparatoires de la deuxizme année de |'ecole nationale des
sciences appliquées. |l peut étre consulté avec profit par les étudiants en DELG.

Ce manuel expose les principaux concepts de la mécanique des systemes de solides
indéformables avec une démarche pédagogique innovante incluant les événements clés marquant
histoire de la mécanique. L'ensemble du cours est construit en sept chapitres:

Calcul vectoriel-Torseurs,
Cinématigue du solide,
éométrie des masses,
Cinétique du solide,
Dynamique du solide,
Liaisons-Forces de liaison,

FEFFEFEE

Mouvement d'un solide autour d'un point ou d'un axe fixes.

M. BOURICH, Docteur &s Sciences, Enseignant chercheur a I'fcole Nationale des Sciences Appliquées-
Marrakech, Spécialité : Energétique, membre du laboratoire Mécanique des Fluides et Energétique de
|a Faculté des Sciences Semlalia-Marrakech.

On ne peut rien apprendre aux gens. On peut seulement les aider & découvrir qu'ils possedent déja
en eux tout ce qui est a apprendre.
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