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EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

D

Fractions rationnelles

EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

EXERCICE 1 mP O

Vrai ou faux ?

1
@ Si une fraction R est de degré n € Z, alors le degré de R (X) est —n.
. . ) L1
@ Si une fraction R est de degré n € Z, alors le degré de I est —n.

@ Une fraction de degré positif est un polynome.

P
@ Un pole de é est une racine de P.

@ Les fractions de degré strictement négatif sont les fractions de partie entiere nulle.

P
@ La partie entiere de la fraction 0 est de degré deg P — deg Q.

1
@ Yera2x 3 est un élément simple dans R(X).

1
Xir1 est un élément simple dans R(X).

X+1
O oy o

5 est un élément simple dans R(X).

(X2 +1)
X+1
ﬁ est un élément simple dans R(X).

@ X?(X?+2) 3/4 3/4 1/2

Xi-1 T X-1 X+1 X211

P n
@ Si P, @ € K[X] sont tels qu’il existe une décomposition — = 1+Z O , alors
Q =X —ak

deg P =deg@ < n.

[» Indication | [» Correction

EXERCICE 2 W00 Equation = degré

» Indication

Montrer qu’il n’existe pas de fraction rationnelle F telle que F? = X.

> _Correction
EXERCICE 3 m? [

Soit F' € K(X) de représentant irréductible P/Q.
Montrer que F' est paire si, et seulement si, les polynomes P et () sont tous deux pairs.
[> Indication |

[»> _Correction

EXERCICE 4 MO O

Soit F' € K(X). Montrer que deg F' < deg F — 1 = deg F = 0.
[»> Indication |

[» Correction

EXERCICE 5 BP0 Zéros et pdles de la dérivée

Soit F' € K(X).
@ Soit @ un zéro d’ordre o > 1 de F'. Montrer que a est zéro d’ordre o — 1 de F’.

@ Comparer les poles de F et de F”, ainsi que leur ordre de multiplicité.

[»> Indication | [»_Correction

EXERCICE 6 OOO Déja vu

1
X(X+1)°

Soit la fraction F =

@ Réaliser la décomposition en éléments simples de F', et en déduire une simplifica-

: . 1
tion pour n > 1 de ; m

- 1
Procéder de mé lcul . —
@ roceder de meme pour calculer ]; k‘(k‘ + 1)(k + 2)

[»> Indication | [»_Correction
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EXERCICE 7 RO

Effectuer la décomposition en éléments simples dans C[X] des fractions rationnelles
suivantes :

X2 42X +5 X2 +1 _t
@ @ (X —1)(X —2)(X = 3) @ X(X —1)

X2 -3X +2
2X 4
OF o ® wryri (X2 +1)
3X -1 3
® wre ® e Oy
[> Indication ] [>_Correction]
EXERCICE 8 mP
Soit n € N. Former la décomposition en éléments simples de
n!
X(X-1)...(X=n) "~
[> Indication ] [>_Correction
EXERCICE 9 mP O
n—1

Décomposer en éléments simples dans C(X) la fraction rationnelle

[»> Indication | [»_Correction

EXERCICE 10 m»mQO

aX?2+bX +e¢

2
X2-1)
degré -1 dans sa décomposition en éléments simples. [» Indication |

Déterminer les réels a, b et ¢ tels que la fraction n’admet pas de terme de

[»> Correction]

EXERCICE 11 B Dérivée n-iéme, en passant par C

X241

Soit  F CX).

@ En réalisant la décomposition en éléments simples de F, exprimer F(™).

P,

. . (n)y - *n
@ Mountrer qu’il existe P, € R,[X] tel que F'™ = (X? + 1)n+1 :

@ Déterminer les zéros de P,.

[» Indication | [» Correction

EXERCICE 12 mEB O Dérivée n-ieme, en passant par C

Exprimer la dérivée d’ordre n de

X(X2+1)

[» Indication | [» Correction

EXERCICE 13 MEO

Soient n € N tel que n > 2 et p € {0,1,...,n — 1}. On pose pour k € {0, 1,

o= exp (252,

coo,n— 1}

n—1 D
. . . w S | .
Mettre sous forme irréductible la fraction Z X k. > Indication » Correction
k=0 Wk
EXERCICE 14 EEO
Calculer la décomposition en éléments simples de X1 > Indication > Correction

EXERCICE 15 mPO

Soient n € N* et w = et’r.

@ Soit P € C[X] un polynéme vérifiant P(wX) = P(X).
Montrer qu’il existe un polynéme @ € C[X] tel que P(X) = Q (X™).

@ En déduire la réduction au méme dénominateur de la fraction rationnelle

n—1

X +wk
F: _—

[»> Indication | [»_Correction
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EXERCICE 16 HME O

Soit F' € C(X) telle que, pour tout n € N non péle de F, F(n) € Q.
Montrer que F € Q(X). [> Indication | [» Correction

EXERCICE 17 W @ [ |

Soient aq,...,a, € C, deux a deux distincts, et bq,...,b, € C, deux a deux distincts,

tels que

Résoudre le systeme

EXERCICES "COMME EN COLLE"

Vi, j € {1,2,...,n},ai+bj7é0

x T2 T

+ + .o+ =1
ar+by  ax+b an + by

T T T
1 + 2 4ot n -1
a1 +bs  as+ b ap + b2

X x ' X
1 + 2 4oy n -1
a1+bn 112+bn an+bn

[> Indication |

[»>_Correction

EXERCICE 18 HMEY

Soit P(z) = ap + a1z + a2z 4 - -+ + a,z™ un polynodme réel dont toutes les racines sont

réelles.

@ Montrer que Vz € R, (P2 — PP")(z)>0.

@ En déduire que Vk € {1,...,n— 1}, ap_1a5+1 < aj .

[»> Indication |

[»>_Correction

EXERCICE 19 HME O

1
Montrer qu'il n’existe pas de F' € C(X) telle que F' = < > Indication > Correction
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EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

INDICATION POUR L’EXERCICE 1

[ A retour & 'EXERCICE 1 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 2 Equation = degré

On passe aux degrés !

[ A retour & ’EXERCICE 2 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 3

Ecrire I’équation polynomiale qui découle de la parité de F', et en déduire des relations
de divisibilités, avec le Lemme de Gauss.

[ A retour & ’EXERCICE 3 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 4

On pose F' comme fraction de deux polynomes et on calcule le degré de sa dérivée.
On utilise au mieux toutes les propriétés du degré d’un polyndme.

[ A retour & ’EXERCICE 4 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 5 Zéros et poles de la dérivée

On dérive pour la premiere question, apres avoir écrit F' selon 'hypothese.
Méme idée pour la deuxieme question.

[ N retour a ’EXERCICE 5 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 6 Déja vu

On se rappelle des sommes télescopiques.

[ A retour & 'EXERCICE 6 j

EXERCICES TECHNIQUES

INDICATION POUR L’EXERCICE 7

( A retour a 'EXERCICE 7 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 8

On utilise la méthode d’évaluation.

[ A retour & 'EXERCICE 8 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 9

On n’a pas peur et on calcule les racines complexes (simples) du dénominateur.
La corollaire utile nous donne la décomposition.

[ A retour & 'EXERCICE 9 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 10

Ecrire le décomposition en éléments simples puis évaluer en les racines !

[ A\ retour & ’EXERCICE 10 )

INDICATION POUR L’EXERCICE 11 Dérivée n-ieme, en passant par C

Pour la derniére question pensez a réutiliser la question 1.

[ A retour a 'EXERCICE 11 )
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INDICATION POUR L’EXERCICE 12 Dérivée n-ieme, en passant par C

Méme méthode que l'exercice

[ A retour & EXERCICE 12 )

INDICATION POUR L’EXERCICE 13

On réutilise le corollaire utile dans le sens inverse !

[ A retour a 'EXERCICE 13 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 14

Pas le choix. On doit passer par C.

[ A\ retour & ’EXERCICE 14 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 15

Utiliser ’équation pour montrer qu’en fait, il n’y a pas beaucoup de termes dans P.
Vérifier que le numérateur vérifie les mémes conditions que la question @ .

( A retour a 'EXERCICE 15 )

EXERCICES "COMME EN COLLE"

INDICATION POUR L'EXERCICE 16

Montrer qu’il existe autant d’équation rationelles que 1’on veut qui annulent des CL du
numérateur et du dénominateur de F'.

[ A retour & ’EXERCICE 16 )

INDICATION POUR L’EXERCICE 17

n

Considérez la fraction rationnelle F(X)=1— Z . , et chercher un lien avec
1 a; + X

notre probleme.

[ A retour a 'EXERCICE 17 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 18

On pensera a dériver la fraction P//P. On montre ensuite par récurrence, que l'on
pourrait appliquer le résultat de @ a P,

[ A retour a 'EXERCICE 18 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 19

On pose F' comme quotient de polynémes premiers entre eux, et on fait marcher les
diviseurs et les racines !

[ A retour a 'EXERCICE 19 ]
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EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

Correction de I’EXERCICE 1

1
@ Faux, par exemple <

@ Vrai

@ Faux, par exemple X

X+1°
@ Faux, rien n’assure que ce représentant est irréductible.

@ Vrai.

@ Faux quand la quantité deg P — deg () est strictement négative.

@ Faux car le dénominateur admet une racine réelle donc n’est pas irréductible.

Faux car le dénominateur est de degré 4 donc n’est pas irréductible.

@ Vrai.

Faux le degré du numérateur doit étre strictement inférieur au degré du polynéme

irréductible utilisé au dénominateur (ici, X —2).
@ Faux, la partie entiére est oubliée.

s . s o2 xXkp _ p
@ Faux pour la derniére inégalité, car 50 = o

[ A retour & ’EXERCICE 1 j

Correction de I’'EXERCICE 2 Equation = degré

Si F est solution alors deg F? = 2deg F = 1 avec deg ' € Z. C’est impossible.

[ A retour & ’EXERCICE 2 j

Correction de I’EXERCICE 3

Si F' est paire alors F'(—X) = F(X) donc P(—X)Q(X) = P(X)Q(—X).

Donc Q(X) | P(X)Q(—X) et P AQ = 1, donc, d’aprés le lemme de Gauss, Q(X) |
Q(~X).

De méme Q(—X) | Q(X), ce qui donne Q(—X) = AQ(X), avec A € R

Mais le coefficient dominant de (Q(—X)) est le méme que Q(X), multiplié par (—1)"
avec n = deg Q.

Si n est pair alors Q(—X) = Q(X) puis P(—X) = P(X) et les deux polyndmes sont
pairs.

Si n est impair alors Q(—X) = —Q(X) puis P(—X) = —P(X). On trouve alors que X
divise ces deux polyndmes, car 0 est racine.

[ A retour & 'EXERCICE 3 j

Correction de I’EXERCICE 4

A A'B— AB’
SIF: E, alOI'SF/: T

Le cas A ou B constants est assez rapide. Sinon,

deg F' < degF — 1= deg(A'B— AB') < deg A'B = deg AB’ ,

ce qui donne 1’égalité des coefficients dominants de A’B et de AB’.
On en déduit, en calculant les coefficients dominants, par exemple, que deg A = deg B,
puis deg F' = 0.

[ A retour a ’EXERCICE 4 j

Correction de PEXERCICE 5 Zéros et poles de la dérivée

Prenons a e K et a > 1.
(X — ) [aAB (X —a)A'B— (X — a)AB’}

@ SiF = M,alorSF’ = 72

B

A (X — ) {(X —a)A'B — (X — a)AB' — aAB}
iF=-———— alors F/ = .

@Sl (X_a)aB,aors BI(X — )=

Un pole d’ordre o pour F' donne donc un pdle d’orde o + 1 pour F”.

[ A retour a 'EXERCICE 5 j

Correction de PEXERCICE 6 Déja vu

[ A retour & 'EXERCICE 6 j
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EXERCICES TECHNIQUES

Correction de I’EXERCICE 7

X242X 45 _ 8 13
@ X2-3X+2 — l— 5=+ X -2
@ X241 -1 _ 5 4.5
X—D(X—-2)(X-3)  X-1 X—2T"X-3
1 _ 1 1 1
@ X(x-1)2 X + xX-1)2  X-1
2X 1 1
@ Xt - X T X0
@ 1 _ _i/V3 + i/V3
X24X+1 — T X—j; T X—j52
(6) i = —rebr — 25 - e + 2
(X2+1)2 = (X-i)? X—i (X+i)2 X+i
@ 3X-1 1 45 4 __5
XZ(X+1)2 — T X2 T X T X+ T X+D)
L _aoye (027)/6  a—jye  (1-5°)/6
XIFXZH1 X —j X—j2 X+ X+j2 -
@ On peut penser & l'astuce F (j2X) = F(jX) = F(X). On obtient alors plus

rapidement

3. _ 3 23 B 2B G 2Pf3
(X3-1)? (X-1? (X-1) (X-j)? (X-j) (Xx-j2° (X-j3)°

[ A retour & 'EXERCICE 7 j

Correction de ’EXERCICE 8

La partie entiere est nulle et 0,1,...,n sont péles simples. On peut donc écrire

n

n! B ay
X(X—-1)...(X —n) _kZ:O(X—k)

avec

n!

S VR N oo L S L (e R 1Y

ap —

[ A retour a 'EXERCICE 8 j

Correction de I’EXERCICE 9

Les poles de cette fraction rationnelles sont simples et sont les racines n-iéme de 1'unité
wo, .- -,Wn_1. Sachant que la fraction rationnelle est de degré strictement négatif, sa
partie entiere est nulle et sa décomposition en éléments simples cherchée s’écrit

— n—1
X" 1 :Z Qe
Xn -1 k—OX_wk

La partie polaire
A

X —a

d’un pole simple a d’une fraction rationnelle P/Q s’obtient par la relation

En effet, si Q(X) = (X —a)R(X) on a Q'(a) = R(a). Ici

et donc

( A retour & 'EXERCICE 9 j

Correction de ’EXERCICE 10

2
a)Eij)i)j c_ X f g + X _7_ il puisque la fraction ne doit pas admettre
de terme de degré -1, dans sa décomposition.
Multiplier par (X — 1)? et évaluer en 1 nous donne o = +(a + b+ ¢). De méme, on
trouve v = $(a — b+ c).
Enfin en mettant au méme dénominateur,

On a

aX?+bX +e=a(X +1)* +9(X —1)2

1 1
= §(a+c)X2+bX+§(a+c).
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vrai si, et seulement si, a = c.

[ A retour a 'EXERCICE 12 )

[ A retour a 'EXERCICE 10 )

Correction de ’EXERCICE 13

Correction de ’EXERCICE 11 Dérivée n-iéme, en passant par C . On a .
"z_: i __r avec degP <n
LN —wp X7 1 &
@ La décomposition en éléments simples est i B . .
De plus, par décomposition en éléments simples
1 1 1
2'<X 'X+‘) _Plw)
e 1 X" =1 ()
donc .
n) (=1)"n! 1 1 Par suite on a ) -
F = 51 X (X F i P (wg) = nwy ™ wi = nwh,
Ces n relations permettent de reconnaitre P puisqu’on sait deg P < n On obtient
@) F™ = sl avee X )
P=nXP  sip>louP=nX"""sip=0
1 |
P, = % (X +1)" — (X —i)"*) € C,p[X]

[ A retour a 'EXERCICE 13 ]

Mais P, = P, donc P, € R,[X]. Correction de ’EXERCICE 14

@ Pour x € R On a
Py(z) =0 <= (z +i)"™ = (x — i)™ 2n—1  2ikx
1 1 Z € 2n
<=>3k€{1,...,n},x=cot< T > Xnm—1  2n kzoX—eQﬁ
n+1
2n—1 ik n—1 ikm _ikw
Cela fournit n racines réelles et il n’en peut y en avoir d’autres complexes. _ 1 er  _ 1 1 + Z er + e
2n =0 X_e”::r 2n X -1 X+1 b1 )(_eln7r )(_ef‘kT"r
[ A retour & ’EXERCICE 11 ) ) ) ) el e% (X e 1I:L7r) + e_]l::r (X _ e]l::r)
. \ o At 3 = — + — - :
Correction de EXERCICE 12 Dérivée n-iéme, en passant par C (X —1) 2n(X+1)  2n Pt (X B e,;::r> (X e ,z::r)
Par décomposition en éléments simples L
. . o Lo 1 1 N 1 w— 2Xcos
_ 1y _ / : C2n(X—1) 2n(X+1)  2n 4~ X2 _2XcoskET 41
X(X2+41) X X-—-i (X+19) =1 "
. 1 1 1 X cos k—” -1
et on sait — — + =
1 (n) (=Dl n(X—-1) 2n(X+4+1) n Pt X2 —2X cos k= T+ 1
X—a (X —a)ntt
donc [ A retour & ’EXERCICE 14 ]
1 ) 1 1/2 1/2
Y vz L1 = (=1)"n! - - Correction de ’EXERCICE 15
X (X2+41) X+l (X =it (X 4i)nt! -
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“+oo
@ Posons P = Z arX"® . avec (a;) suite de complexe nulle au-dela d’un certain

k=0
rang.

+oo +oo
La relation P(wX) = P(X) donne Z apwt X = Z apX® .
k=0 k=0
On obtient donc Vk € N, apw® = a3, , d’oti, aj, = 0 pour tout k # 0[n).

+oo
En posant by = ans et Q = Z by X% on obtient P(X)=Q (X") .
=0

@ Il existe P € C[X], tel que F =

P
Xn 1 avec deg P =n .
PlwX P(X
Comme F(wX) = F(X), on obtient ngw i = X"( )1, d'on  PwX) = P(X).
Par suite P est de la forme P =aX™ + b.
En étudiant la partie entiere de F' on obtient a = n. Enfin, la valeur de F en 0

donne b = n.

X" +1
Donc ‘ F=n * ’

Xn—1

( A\ retour & ’EXERCICE 15 )

EXERCICES "COMME EN COLLE"

Correction de I’EXERCICE 16

Soient P, Q) € C[X] tels que F' = P/Q. Le cas ou P = 0 étant immédiat, supposons-le
désormais exclu. Posons p = deg P et ¢ = deg Q et écrivons

p q
P= Zaka et Q = Zngz,ak,bg eC
k=0 £=0

Considérons p + g + 1 naturels n n’annulant pas Q. Pour chacun, la relation
P(n) —y,Q(n) =0avec F(n) =y, € Q
définit une équation
ap +nay + -+ nfap, —ypbg — - — ypniby =0

Le systéme formé par ses équations est compatible (dans C ) et a coefficients rationnels.
Par application de la méthode de Gauss (par exemple), on peut affirmer que ce systéme
possede une solution rationnelle. Il existe donc

B, €Q

o‘Oaalw'wameOaﬁlw"
tels que pour

D q
R=> a,X*cQX]et S=> B X" e Q[X]
k=0 £=0

on ait
R(n) —ynS(n) =0

pour chacun de p + ¢ 4+ 1 naturels n initialement considéré. On a alors pour ces n,

et donc le polynome
PS—-QR

admet au moins p + ¢ + 1 racines. Or
deg(PS —QR) <p+gq

donc

PS =QR
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puis
F= g € Q(X)
[ A retour & ’EXERCICE 16 )
Correction de I’EXERCICE 17
Le systéme est résolut si et seulement si  F (by) = FI’D (bp) =0.

En réduisant F’ au méme dénominateur, on obtient F = é avec P unitaire, deg P = n

etQ:H(X—&-ai)

i=1
Les équations F (by) =...= F (b,) =0 donnent P = H —a;)
n
H bk + al
La décomposition en éléments simples F' donne alors x; = - k=1
H ap — az
i
[ A retour a ’'EXERCICE 17 j
Correction de I’EXERCICE 18
/ n
. ) (x) 1
@ En notant x1,...,x, les racines réelles de P, on a = .
P(ac) T — Ty

P(x)P"(x) — P'(x

En dérivant, on obtient
’ P(x)?

n
E , ce qui permet
= (
de conclure.

@ Notons x1 < ... < x, les racines réelles de P de multiplicités oy, ...,
Puisque P ne posséde pas de racines complexes, on a

op € N,

oy + -+ ap =deg P

Par application du théoréme de Rolle, P’ posséde une racine dans chacun des
intervalles Jz1; x2[, ..., ]zp—1;2p [ et de plus z1,...,x, sont racines de P’ de mul-
tiplicités a1 — 1,..., 0 — 1 (en acceptant de dire qu'une racine de multiplicité 0
, 1 'est pas racine). Puisque

=degP —1=degP’

p—1+4 (a1 —1) 4+ (ap - 1)

10

le polyndome P’ ne posséde pas de racines complexes. Il en est de méme de
P" P®) ... En appliquant le résultat du a) & P*~1 en 2 = 0, on obtient

((R)lax)® = ((k = Dlag_) ((k + Dlagsr) > 0

puis I'inégalité voulue que le produit ax41ar—1 soit positif ou non.

[ A retour a 'EXERCICE 18 ]

Correction de I’EXERCICE 19

Par ’absurde, supposons qu’il existe F' € C(
représentant irréductible. F' =1/X donne

(P'Q-PQ)X =@

X divise Q? donc 0 est racine de Q? et donc a fortiori de ). Posons a € N* sa
multiplicité dans Q). P et @) étant premier entre eux, 0 n’est pas racine de P. 0 est
racine de multiplicité o — 1 de PQ’ et racine de multiplicité au moins « de P’ donc 0
est racine de multiplicité exactement o — 1 de P’Q — PQ’. D’autre part 0 est racine de
multiplicité 2a de Q% = (P'Q — PQ') X. Par égalité de multiplicité 2a = (o — 1) + 1
d’ott @ = 0. Absurde.

X) telle que F/ = 1/X. Notons P/Q son

[ A retour a 'EXERCICE 19 )
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