MPSI 2 - FABERT

TD : Rédaction / raisonnements

FACTORISATIONS / POLYNOMES

TD
Calculs

FACTORISATIONS / POLYNOMES

EXERCICE 1 OO

Factoriser les expressions suivantes (SANS développer, en repérant des termes communs
ou des identités remarquables):

@ 2 +2x+1

(2) 32% — 18z +27

(3) 1622 —9

(6) 42> + 122 +9
(7) Bz +2)% - (~z +1)?

49;2+4x+1—(6:1:+ @4<x_3)2_49

(10) (20-+1)(32—6)+ (4
8)(2x — 1)

(4) 182% — 12z +2 Dt
(9) ((z+3)(22+2)— (a2 +
(B) (z+5)2—16 22 +1) (12) 9(z — 12 - 12

[»>_Indication | [»_Correction|

EXERCICE 2 OO

Compléter les expressions suivantes de maniére a ce qu’elles soient vraies pour tout
nombre réel .

D) (@+..)?
@ (x4 ...)?
(B) (m )P =2 — 425

> _Indication |

(@) (ot o) — ) = 42% — 64
(5) (o—3/4)2 =2 — ..+ ...
(6) .= 3=(z+..)(x—..)

.+ 62+ ...

e+ 92 + ...

[»_Correction|

EXERCICE 3 OO

Ecrire sous forme canonique les trindmes suivants (c’est & dire de la forme: a(x—x¢)?+a,
ol a, g, o sont des réels indépendants de z).

@ —22% 4+ 4x -9,
(2) 42 + 42 — 5,

EXERCICE 4 © 00O

(3) 322 + 122 — 15, () 2+ +1.
(4) 3% — 5z +4,

[»_Correction|

Résoudre par la méthode de votre choix, les équations suivantes, apres avoir précisé le
domaine de validité si besoin:

@ I;4:$_2

(2) 42° — 1= (22 +2)?

(@) (@+1)(z —1) = 3z(z +1)
T 1
® z11-3

@ 2x _.’E-i—].
dr+1 2z-—1

@21’2+$+1:$27Z

[»>_Indication | > _Correction|
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PUISSANCES

PUISSANCES

EXERCICE 5 OO0

Soient a, b, ¢ des réels et n, m deux entiers naturels. Développer ou simplifier les expres-
sions suivantes, en faisant le maximum de calculs de téte :

(D) (a+0b)? (5) 2 +2n
(2) (a+b+c)? (©) 37127

® a+or (7) 3 x 4n 4 22
(1) a(b — ) + b(c —a) + ® e

cla—10)
> _Correction|

@) a2
an b
(11) 522"
(12) 272" x 3"

> Indication |

EXERCICE 6 BP0

Soient x et y deux réels positifs.
@ Montrer que vz +y < /x4 /Y.
@ En déduire que [y/x — /y| < +/|z —yl.

@ Montrer que /ry < % On l'appelle 'Inégalité arithmético-géométrique

[»>_Indication | > _Correction|

VALEUR ABSOLUE

EXERCICE 7 OO

Montrez que, pour tout z,y € R,

T+y—|v—y
2

> _Correction|

T+y+|z—y

et max(z,y) = 5

min(z,y) =

[»>_Indication |

EXERCICE 8 ©®00

» Indication » Correction|

‘|x—1|—2‘:2.

Résoudre sur R

EXERCICE 9 OO

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

(1) |z +3]=5 (3) lz+2[>7
(2) |z +3]<5 (@) |22 — 4] < |z +2|

> _Indication |

[»_Correction]

EXERCICE 10 @® 0O

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

r+ 12| = |z — 8
@ |z + 12 = |2 - §|
) |z +12 < |22 - 8|

[» _Correction|

B) lz+1|+]z -3/ <6

@ |:-2[<3.

|» Indication |

EXERCICE 11 B @O

Soient x et y des réels. Démontrer les inégalités suivantes :
@ [zl +1yl <o +yl+ |z —y]

@) 1+ fay =1 < (A +]z— 1A+ ]y — 1))

© |z + y| |z |yl
T+lz+yl — 1+z] 1+ ]y

> _Indication | [»_Correction|
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TD : Rédaction / raisonnements

SYSTEMES LINEAIRES

SYSTEMES LINEAIRES

EXERCICE 12 mOO

Résoudre les systemes linéaires

r—3y+2z24+t = -2
(Ss) 2r+4y+2+2t = 4
5:+3y = —2 3 Tr+9y+524+7t = 10
(1)) 2wy = 3 Az —18y+z—4t = —16.
To+2x3+ x4 =4
lez +2y+32+4t=2 (S1) : 1+ T2+ x3+ s =4
(S2):4 b5r+6y+T7z+8t=5 Ty + 219 + 223 + 14 =6
drx +4y+4z+ 4t =3 1+ 32+ x3+24 =06
[»>_Indication | [»_Correction|
EXERCICE 13 800
At+y+z+t =1
Résoudre, pour A € R, T+ Ay+z+t =\ » Indication » Correction
r+y+Arz+t =A+1
EXERCICE 14 800
+y+z=1
Résoudre, pour )\ € R, T+ Ay+z=2A » Indication » Correction
Y+ Iz=\

EXERCICE 15 ®®mO

Discuter, en fonction de la valeur des parameétres A et i, des solutions réelles du systeme
linéaire suivant.

r—y=1
Ar—py =0
pT+ Ay = p

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 16 8® O

XX+uy+z=1
T4+ Ay +z2=p
r+uy+rz=1

» Indication

Résoudre le systeme, pour \, u € R,

» Correctioy

N

EXERCICE 17 00O

Résoudre le systeme

ry + x2 + z3 + + z, =1
x1 + 2z + 2x3 —+ + 2z, = 1
xr1 + 222 + 3x3 + + 3z, = 1
r1 + 2z + 3wz + ... + nz, = 1

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 18 @ @O

Résoudre dans R le systéme non linéaire suivant

zyz =1
xy?2t =2
2329 =3

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 19 m®O

Trouver trois réels a, 3, tels que pour tout polyndéme de degré inférieur a 3 on ait :

4
/2 P(z)dx = aP(2) + fP(3) + vP(4)

> Indication | [» Correction|

EXERCICE 20 @@ ®

Soit un systeme S,, aux variables (z1;x2;- -+ ;x,) de la forme
T+ T2+ Ty, = ag
A1z + AoZg + -+ + Apy =
)\121‘1 + )\22332 + -4 )\%.Tn = ao
)\1n_2.’21 + )\Qn_2.’22 + -+ )\Z_Ql'n = Up_2
D e N R =

pour Ay, ..., A\p,0Q1,-..,0, € R.
Montrer que ce systeme admet une solution unique si et seulement si les coefficients
A; y figurant sont deux & deux distincts. [» Indication | [ Correction]
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LIMITES

LIMITES

EXERCICE 21 mO0O

Calculer les limites des fonctions suivantes, au point a, réel ou non. Faire l'effort a
chaque fois de relever quelle méthode ci-dessus a été utilisée pour lever la forme indéter-
minée.

@ f(x) = 32% — z,

2
-2
@g(m):;ﬁ, a=-c0eta=0

@ h(z) = x + cosx,

)
@ i(x):—10x+3—71, a =400, et a=1.
z—

a=-4o00eta=—o0
a=-4o00eta=—o0

@j(m):Lm(x), a=+ooeta=—o0
x

@ k(x) =vVa? -2z +3—

> _Indication |

a = —00

[»>_Correction|

EXERCICE 22 OO

Calculer les limites des fonctions suivantes, au point a, réel ou non. Faire Ueffort a
chaque fois de relever quelle méthode ci-dessus a été utilisée pour lever la forme indéter-

minée.
. [2? —1
@ Z(:C) = 1‘274_17 a = —OoQ0.

@ f(x):cos<2x+%), a=0.
. sin(z/3) .
® i) = e,

@g(m): 22—1, a=4occeta=09.
cos(x)
@ h(z) =cos(1), a=+oc. @ k(x

> _Indication |

) =Vbx? + 9z — 2,

a = —0OQ.

> _Correction|

EXERCICE 23 B0O0O

Calculer les limites des fonctions suivantes, au point a, réel ou non. Faire l'effort a
chaque fois de relever quelle méthode ci-dessus a été utilisée pour lever la forme indéter-
minée.

en2 3 et +o00.

OFC
(2) g(@)

@ h(z) =1+ en 0 et +oo.

= z(x — 100) en 100.

@ u(x) =1+ zcos(2) en 0 et —o0

@v(m):ifieno.

2 2z

[» Tndication] [» Correction]

EXERCICE 24 B® O Avec In et exp

Déterminer les limites suivantes.
@ limx —Inz
x—0
@ lim z—Inx

r——+00
1 1
@ lm o+ = + 2D
x—0 x X

@ 1i5[_1 In(1++/1+z2?)

(5) lim In(1+V/1+2?)
Tr—r—00

@ lim In(l14¢€%) —=z

Tr——+00

@ lim 3z2e?®

T—+00

lim (2 +1)e”

Tr—r—00

> _Indication | > _Correction|

4 — 22
@ w(z) = D) en —2, et

-1
@a(w):ﬁ T en 1 et +oo.
z —

en 3, et +o0.

1 1
@c(m) = xQ—i—sin(gU—i—Z) en 0 et

et -1
lim
x—0 x

(10) 1
. lim ——
z——0c0 3+ e®
In(z? +1
(1) 1im In(z® +1)
T—+00 r—3
® .
stoe 13
eﬁ
@ lim
z—+oo Inx

lim V2?2 —2z+3—=

Tr—r+00
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TRIGONOMETRIE
EXERCICE 25 OO0

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 26 OO

Soit € R. Exprimer les valeurs suivantes en fonctions de cosx et sinx.

@ sin(%—x) @ tan(x—i— %)
@sin(a:—l—%)—i—cos(m—i—%) @tan(ar—i—g)

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 27 800

Soit a € R.

@ Exprimer cos(2a) en fonction de cos(a). En déduire la valeur de cos (%).

@ Calculer tan (%)

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 28 800

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € R.

@Cosx:_} (5) cosz = cos2z |

(2) tan3z = -1, @sin(g)zm
@u(-2. D on () s
(4) tanz = ta:m : sin(2z) = — cos(z).

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 29 00O

Factoriser les expressions P suivantes, et résoudre I’équation P = 0.

@ Py =sint + sin(2t) @ P; =sint + Slr}ﬁ

@ Py =sint + cos(2t) @ Py =sint — stﬂ cost

[»>_Indication | [»_Correction|

EXERCICE 30 @®O

Calculer les intégrales suivantes :

@ /Og cos?(u)du
@ /6 | sin(z) sin(2z)dx

2
@ / sin(nx) sin(pz)dx, ol n et p sont des entiers naturels.
0

On fera attention au cas particulier n = p.

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 31 MO0

@ Résoudre I'équation d’inconnue réelle z,  cos(z) = cos (2z — %).

@ De méme avec cos (3z — T) = sin(2z).

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 32 PO

A quelle condition sur le réel = est-ce que tan(3z) — 3 tan(x) est défini?
Résoudre alors tan(3z) = 3tan(x). [» Indication | [» Correction|

EXERCICE 33 B @O

@ Résoudre I'inégalité sin(z)(2 cos(z) — 1) > 0. On peut commencer par un tableau
de signes sur [0, 27].

@ En déduire les solutions sur R de l'inégalité sin(z) > sin(2x).

[»>_Indication | > _Correction|
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TRIGONOMETRIE

EXERCICE 34 8®0O

Simplifier, pour b,t € R et a € R*,

b2
x(t) = acost — asin?(t) cos(t) — — cos>(t) .
a

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 35 8®0O

Résoudre les inéquations ou équations suivantes, puis donner toutes les solutions dans
Iintervalle [—m, 7] :

@ sinx > sin(2x).

@ cos (2 + z) < cos(2z).

@ 14+ 2cosf <0.

@ tan (337 + %) < tan (2;10 + g)

> Indication | [»_Correction|

EXERCICE 36 awmO CCP MP

Déterminer une primitive de z — cos? z. » Indication| [ Correction

EXERCICE 37 @ @ [ ]

Résoudre I’ équation suivante. On donnera toutes les solutions .S, puis on les tracera
sur le cercle trigonométrique, et on donnera les solutions Sy qui sont dans l'intervalle
[—7, 7] rangées dans lordre croissant et dessinées sur le cercle trigonométrique.

sinz + sin(3x) + sin(5z) = cosx + cos(3x) + cos(5x) (E)

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 38 @00

Soit € [, 0] tel que tanz = 1 — /2. Calculer cosz,sinx et tan 2x.
En déduire la valeur exacte de x. [> Indication |

[»>_Correction|

EXERCICE 39 B @®

Pour quelles valeurs de = € [0, 27] a-t-on P'égalité suivante ?

2sinz = —/1 + sin 2z + V1 — sin 2z

> Indication | |» Correction|

Exgrcice 40 m(A)m
Résoudre I’équation d’inconnue x réelle :
(V3+1)cos(z) 4+ (V3—1)sinz ++v3-1=0 (E)

[»_Correction|

> _Indication |

EXERCICE 41 ®®#® Calcul de cos (%)

s

Cet exercice présente deux méthodes de calcul de la valeur de cos (5 ) Les deux ques-
tions sont complétement indépendantes 'une de I'autre. Pour tout l’exercice, on pose
Q = COoS (%)

PREMIERE METHODE

@ Exprimer, pour un réel x quelconque, cos(4x) en fonction de cos(x).
@ En déduire que o est solution de I’équation 8z — 822 +x + 1 = 0.

@ En trouvant deux racines évidentes & cette équation (I'un des deux n’est pas un
nombre entier), factorisez-la.

@ Déterminer la valeur exacte de «.
DEUXIEME METHODE

@ Démontrer la formule cos(x) + cos(3z) = ;13514(?)

(quand cela a un sens).

@ En déduire la valeur de a + cos (%’r)

@ Calculer «a x cos (3?”) (on doit obtenir une valeur rationnelle simple).

En déduire une équation du second degré vérifiée par «, et sa valeur exacte (on
rappelle que deux nombres dont la somme vaut S et le produit P sont solutions
de I'équation z? — Sz + P =0).

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 42 @@ @8 Meéme chose avec cos (%)

Pour tous réels a et h, et pour tout entier n, on pose

n—1 n—1
Cn(a,h) =) cos(a+kh) et Sy(a,h) = sin(a+kh) .
k=0 k=0

On note par ailleurs pour la suite de I'exercice § = J=.
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SOMMES, PRODUITS ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

@ Calculer ces deux sommes dans le cas ou sing =0.

@ Dans le cas contraire, prouver que

i nh h i nho s h
_s1n7cos(a+(n71)§) _SIHTSIH(CL+(T‘L*1)§)
Cn(av h) - sin h et Sn(a7 h) - sin h
2 2

(le plus rapide est de passer par les nombres complexes, mais on peut aussi s’en
sortir par récurrence).

@ On pose 21 = co0s(36) + cos(50) + cos(70) + cos(116) et xo = cosf + cos(90) +
cos(130) 4 cos(150). Montrer que x1 > 0.

@ Calculer la somme z1 + zo (assez facile).

@ Calculer le produit zyz2 (beaucoup plus pénible, n’hésitez pas a faire des calculs
violents).

@ En déduire les valeurs exactes de z; et de xs.

@ On pose maintenant y; = cos(36) + cos(50); ya = cos(70) + cos(116); y3 = cos 6 +
cos(130) et y4 = cos(96) + cos(156). Calculer les produits y1y2 et ys3ya4.

En déduire les valeurs exactes de y1, y2, y3 et ya.

@ Calculer le produit cosf cos(136) et en déduire une méthode pour obtenir une
valeur exacte de cosf (pour les plus masochistes courageux, finir les calculs et
donner cette valeur).

> _Indication | > _Correction|

SOMMES, PRODUITS ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

EXERCICE 43 800

Calculer les sommes suivantes en faisant un changement d’indice.
D3 ®> (")
P k(k+1) Pt k
@3 (i-7r @ Y-k

Pt E n+l1-k P

|» Indication |

|» Correction]

EXERCICE 44 @® O Formules bindme

Soient n,p € N. Calculer les sommes suivantes.
Oy ("
n

k=0
@ (5
2k

k=0

[»>_Indication |

(Changement d’indice [ =n — k).

[»>_Correction|

EXERCICE 45 800 Factorisation de ¢?"*! 4 p2nt!

Soit n € N* et (a,b) € R?. Donnez une forme factorisée de a?"*1 + p?7+1,
> Indication |

EXERCICE 46 I@l

[» _Correction|

< 1
Soit N*. Simplifier 1 Sy = In(1+4+—-]) .
olit n € implifier la somme ’; n( + k>

Avec la méme méthode, simplifier les sommes

n

1

T,=S"kk et Up=S
k; ¢ k(k+ 1) (k + 2)

k=1

> _Indication | [»_Correction|
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SOMMES, PRODUITS ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

EXERCICE 47 @@ 0O

Calculer 51=Zk, 52:Zk2, et 5’3:2]5’.
k=1 k=1 k=1

Cela ne fait pas de mal de connaitre ces résultats par coeur.
> _Indication |

[»_Correction|

EXERCICE 48 800

Calculer, pour tout n € N, la somme » Indication

» Correction|

EXERCICE 49 00O

n
Calculer, pour tout n € N, les sommes S, = Z K (n—k) et T,=
k=1

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 50 @ @O

n 2k_3k
Z 4k+1 7

k=1

P
Soient n,p € N, tels que p < n. Calculer S, , = Z(_l)k (Z) .
k=0

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 51 B @O

Soient n € N. Calculer les sommes R, = Zk(:) et T, =
k=1

B Tndication] [ Correction =
EXERCICE 52 @00 Norme dans R”
Soit n € N*. On définit, pour tout = (z1,...,z,) € R™,
n
el =Dl e el =
Démontrer que pour tous z = (1,...,2,) E R", et y = (y1,...,Yn) € R™,

lz +ylln < llzlly + 1yl et 2 + ylloo < [[2floo + [|ylloo

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 53 @@ ® Divergence de la série harmonique

2”1
1 _n
Montrer que pour tout entier n, - > —.
©) que p ;1 L2 5

?

T =

N
@ Qu’en déduire sur la convergence de Sy = E
k=1

On admet qu’une suite croissante mon majorée tend vers +oo.

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 54 B @®

2n
2n
Calculer kz( >, our n € N.
@ > E ()

" 2n
2
@ Calculer Z k (2/{:)’ pour n € N.
k=0
@ Calculer i k> 2n pour n € N.
—= \2k+1 ’

n

(4) On pose pour (n,p) € N2, S,(n) = ka'

k=0
p
1
Calculer Z (p-i— ) Sj(n) = (n+1)P+t .
—\ J
j=
k-1
@ Pour tout n > 2, calculer Uy = R
P k3+1

> _Indication | |» Correction|

EXERCICE 55 B @O

Soit n € N*. Calculer

A, = Z max(i, ) et B, =

1<i,g<n

> _Indication | [»>_Correction|
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SOMMES, PRODUITS ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

EXERCICE 56 B @O

Calculer

S — i 1<i<i<n 1<i<j<n
n 1<£[<n Js
T”:Kg@”’ Vo= [ i X.= I[ -
i#] 1<j<isn 1<j<ign
[»>_Indication | [»_Correction|
EXERCICE 57 B8P0
Montrer que, pour tout n € N, 327+ 4 24n+2 egt divisible par 7 :
e en utilisant la factorisation de a™ — b™, e en utilisant la formule du bindéme.
[»>_Indication | [»>_Correction|
EXERCICE 58 8 @0
Montrer sans récurrence que
" 20 + 1)1 ol &
(1) H(2k+1)=% 2) H%:Hk’f
k=0 k=0 k=1

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 59 B @®

Le but du probleme est le calcul, pour tout n,p € N, des sommes
B " /n B - n\
Snp = ];) <k) P onp(u) = ];)kp <k>u .

@ Exprimer les nombres k(7). k(k — 1)(}),...,k(k —1)...(k —p+ 1)(}) en

fonction de (Zj), (Z:;), ...... ) (Z:]’;).

@ Calculer alors les sommes Sy, Sn,1 €t Sy 2.

On pourra remarquer que k? est combinaison linéaire de k et k(k — 1)).

EXERCICE 60 B @®

Trouver a, b, c telles que  Vk € N, k? = ak + bk(k — 1) + ck(k — 1)(k — 2).
En déduire Sy, 3.

@ Exprimer ¢, ,11(u) en fonction de ¢j, ,(u).

@ En déduire les expressions simplifiées de ¢, 1(4), @n 2(w), ©n,3(u).

@ Retrouver ainsi les valeurs des sommes Sy, 1, Sn,2, 50,3

[»>_Indication | > _Correction|

n

On désire calculer la somme E ( ) , de deux maniéres différentes.
k=3

n
@ En recherchant le coefficient de 27/ dans le polynome Z(Jc +1)°
i=0
(Il y a une interversion de ¥ d réaliser)
. 1
@ En réduisant "progressivement" les sommes (j + J +

1
a la formule (n+ ): (n) —i—( " >
p P p—1

> _Indication |

i+ k
+-~-+<‘7—’_— >gréce
J

[»_Correction|




MPSI 2 - FABERT TD : Rédaction / raisonnements FACTORISATIONS / POLYNOMES

( Indications ) PUISSANCES

INDICATION POUR L’EXERCICE 5

FACTORISATIONS / POLYNOMES [~ retour a vexerice 5

INDICATION POUR L’EXERCICE 6

Il faut supprimer les valeurs absolues ! On mets au carré, ou on multiplie par le con-

) jugué.
INDICATION POUR L’EXERCICE 1

[ A retour & 'EXERCICE 6 j

[ A retour & 'EXERCICE 1 J

INDICATION POUR L'EXERCICE 2

[ A\ retour & ’EXERCICE 2 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 3

[ A retour a ’EXERCICE 3 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 4

[ A retour a 'EXERCICE 4 j

10
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VALEUR ABSOLUE

INDICATION POUR L’EXERCICE 7

Il y a des fonctions définies par morceaux, donc on fait ... une disjonction de cas.

[ N retour & ’EXERCICE 7 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 8

Valeur absolue, donc disjonction de cas.

[ A retour & ’EXERCICE 8 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 9

Disjonction de cas !

[ A retour a ’EXERCICE 9 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 10

Disjonction de cas !

[ N retour & ’EXERCICE 10 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 11

Disjonction de cas !

( A retour a 'EXERCICE 11 ]

11

SYSTEMES LINEAIRES

INDICATION POUR L’EXERCICE 12

VALEUR ABSOLUE

Un pivot de Gauss !

[ A retour & 'EXERCICE 12 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 13

Attention, A n’est pas une variable ! Il doit apparaitre dans les solutions.

[ A retour a 'EXERCICE 13 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 14

Attention, A\ n’est pas une variable ! Il doit apparaitre dans les solutions.

[ A\ retour a ’EXERCICE 14 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 15

Attention, A et p ne sont pas une variable ! Il doit apparaitre dans les solutions.

[ A retour a ’EXERCICE 15 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 16

Attention, A\ et p ne sont pas une variable ! Il doit apparaitre dans les solutions.

( A retour a 'EXERCICE 16 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 17

Il faut réduire le systeéme ligne par ligne.

[ A retour a 'EXERCICE 17 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 18

Comment passe t on d’un produit & une somme ?

[ A retour & ’EXERCICE 18 j
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LIMITES

INDICATION POUR L’EXERCICE 19

Fixez P un polynéme, en donnant des noms a ses coeflicients, puis calculer I'intégrale.
11 ne reste plus qu’a identifier les coefficients et résoudre le sytéme correspondant !

( A retour a 'EXERCICE 19 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 20

Récurrence sur n € N.

[ A retour & 'EXERCICE 20 ]

12

INDICATION POUR L’EXERCICE 21

LIMITES

[ A retour & 'EXERCICE 21 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 22

[ A retour & ’EXERCICE 22 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 23

[ A retour a ’EXERCICE 23 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 24 Avec In et exp

[ A retour a 'EXERCICE 24 ]
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TRIGONOMETRIE

TRIGONOMETRIE

INDICATION POUR L’EXERCICE 25

[ N retour & 'EXERCICE 25 }

INDICATION POUR L'EXERCICE 26

[ A\ retour & ’EXERCICE 26 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 27

Reprenez les exemples similaires du cours.

[ A retour a ’EXERCICE 27 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 28

Utiliser le cercle trigonométrique ou les résultats du cours

[2r] ou a=-b[27])
[27] ou a=7m—0b[27])

cosa = cosb < (a =

sina =sinb <= (a =
et si a # Z[n] et b # T[], alors

tana = tanb < a = b[n].

[ A\ retour & ’EXERCICE 28 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 29

[ N retour & ’EXERCICE 29 ]
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INDICATION POUR L’EXERCICE 30

Linéarisez !

[ A retour a 'EXERCICE 30 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 31

Dans la deuxiéme, on pourra par exemple transformer le sinus en cosinus.

[ A retour & ’EXERCICE 31 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 32

C’est un calcul... Au boulot !

[ A retour a ’EXERCICE 32 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 33

Un produit est positif, si et seulement si, les deux facteurs sont positifs ou négatifs.
Puis résoudre les deux inéquations séparément dans chaque cas.

[ A retour a ’EXERCICE 33 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 34

( A retour a 'EXERCICE 34 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 35

[ A retour & 'EXERCICE 35 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 36 CCP MP

Linéarisez !

[ A retour & ’EXERCICE 36 ]
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SOMMES, PRODUITS ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

INDICATION POUR L’EXERCICE 37

Regroupez les termes 2 par 2. Il y a une maniere plus maline de le faire.

[ A retour & 'EXERCICE 37 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 38

On a pas peur, et on fait ce qui est demandé en utilisant des équations connues.

[ A\ retour & ’EXERCICE 38 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 39

On peut obtenir une nouvelle équation en multipliant par le conjugué. Ensuite, il suffit
de résoudre le systéme formé par ces deux équations.

[ A retour & ’EXERCICE 39 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 40

Essayons de faire apparaitre des formules d’additions bien senties.

[ A retour & EXERCICE 40 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 41 Calcul de cos (%)

[ A retour & ’EXERCICE 41 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 42 Méme chose avec cos ()

[ A retour & ’EXERCICE 42 ]

14

SOMMES, PRODUITS ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

INDICATION POUR L’EXERCICE 43

[ A retour a 'EXERCICE 43 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 44 Formules bin6me

[ A retour a 'EXERCICE 44 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 45 Factorisation de 271! 4 p2nt!

Forgons l'utilisation de la factorisation tres similaire du cours a™ — b".

[ A retour a 'EXERCICE 45 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 46

Faire apparaitre des somme téléscopique.

[ A retour & ’EXERCICE 46 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 47

Vous connaissez celle des k2. 11 suffit de la montrer par récurrence.
Pour k3, il faut retrouver la formule puis la montrer par récurrence.

[ A retour & ’EXERCICE 47 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 48

En regroupant judicieusement les termes, on peut se ramener a la somme d’une con-
stante.

[ A\ retour & ’EXERCICE 48 ]
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SOMMES, PRODUITS ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

INDICATION POUR L’EXERCICE 49

11 suffit de bien séparer les sommes pour se ramener a des sommes connues.

[ A\ retour & ’EXERCICE 49 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 50

Il y a plusieurs maniéres de faire. Une est de faire apparaitre une somme téléscopique.

[ A retour a 'EXERCICE 50 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 51

On peut poser la fonction z — >_7'_, (Z)xk On calcule de deux manieres différentes sa

dérivée 1 ou 2 fois, que I'on évalue en 1.

[ A retour & EXERCICE 51 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 52 Norme dans R"

Utiliser I'inégalité triangulaire pour la valeur absolue.

[ A retour & ’EXERCICE 52 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 53 Divergence de la série harmonique

La question 1 est la plus difficile. On peut le montrer par récurrence en regroupant les
termes qui s’ajoutent au rang supérieur et faire une minoration grossiere.

[ A retour a 'EXERCICE 53 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 54

[ A retour & ’EXERCICE 54 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 55

Pour la premiére somme, il faut séparer aux endroit ou l'on connait la formule du
maximum.
Pour la seconde, il faut calculer une somme, puis 'autre.

[ A\ retour & EXERCICE 55 ]
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INDICATION POUR L’EXERCICE 56

Il faut calculer S, en calculant un produit, puis 'autre.
Faites un dessin (comme en cours) pour comprendre quelles sont les facteurs qui inter-
viennent dans les autres sommes.

[ A retour a 'EXERCICE 56 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 57

L’imparité de la puissance permet de faire apparaitre un signe "-".
On force 'apparition du 7 et on utilise le binéme. Il faut ensuite sortir les termes de la
somme qui ne sont pas des multiples de 7.

[ A retour a 'EXERCICE 57 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 58

Méthode du "bourrin". On fait apparaitre les facteurs manquants.

( A retour a 'EXERCICE 58 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 59

[ A retour & 'EXERCICE 59 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 60

@ Le calcul de la somme est immédiat, mais il faut montrer que le coefficient que
l’on cherche est bien le coefficient devant z7 en intervertissant les sommes, aprés
avoir utiliser le bindme.

@ C’est juste un calcul a faire.

[ A retour & 'EXERCICE 60 ]
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FACTORISATIONS / POLYNOMES

( Corrigé )

FACTORISATIONS / POLYNOMES

Correction de I’EXERCICE 1

(D) 2® + 20+ 1= (z+1)2 (-2 —2) = —(22 4+ 1)(z + 2)

(2) 32% — 18z +27 = 3(2> — 6z + 9) =

) @ (z+3)(22+2)— (2?2 +22+1) = (z+

3(x - 3) 3)2(x+1)—(z4+1)2 = (z+1)(z+5)
1622 —9 = (42)% - 32 = (4o —3) (4 +

@3) (2x+1 (B3x—6)+ (4o —8)(2z—1) =

) ) 2z+1)3(zx—2)+4(x—2)(2z—-1) =

(4 182° — 120 +2 =23z — 1) (2—2)(6z+3+8z—4) = (v—2) (14—

(5) (z+5)? —16 = (z +1)(x +9) 1

(6) 422 + 122 +9 = (22 +3)°
@ (3z+2)2—(—2+1)? = (22+3)(4a+1)

(®) 4a? +dr+1— (60 + (e +1) = (12) 9w—1)*~12 = (3(z—1))*~(2v3)* =
(22 +1)2 =32z + 1)(z+1) = (22 + (3r —3+2V3)(3z — 3 - 23)

Az —3)* =49 = ((2(z - 3))* - T* =
2z + 1)(2z — 13)

[ A retour a ’EXERCICE 1 j

Correction de I’EXERCICE 2

16

(1) (22 +8)(2a — 8) = 42> — 64
@ (x —3/4)% = 22 —7gc+
@m2—3:<x+¢§><x—¢§>

(1) (z+3)2 =22 +62+9
@ (z+39)?=2+9z+ 8

(3) (x—5)? =22 — 10z + 25

[ A retour & 'EXERCICE 2 j

Correction de ’EXERCICE 3

(1) —202 +42—9=—2(a%—22) —9= 212 +2-9= 2@ —1)> -7
(2) 42?2 +dz —5=4(a® +2) —5=4(x+ 1)>—6

(3) 322 + 122 — 15 = 3(2 + 4z — 5) = 3(z +2)2 — 27

@ 322 — bz +4 =3z — 2)?

@ P4z +l=(x+3)*+3.

—3B 4 4=3x-2)2+2

[ A retour a 'EXERCICE 3 j

Correction de ’EXERCICE 4

r—4

Ohs

@ 402 — 1 = (2 + 2)2 aucun terme en facteur commun, mais on remarque qu’en

développant les termes d’ordre 2 s ’en vont: 4z% —1 = (22 +2)? & 422 — 1 =

4x2+8x+4¢>x:%5

=r—-2rx—4=3r—-62=2rx=1

@2x2+x+1:x2—x®x2+2x+1:0(:>(a:+1)2=0®m:—1

@ (z+1)(z—-1)

®
2?2 +1 ;
x2+1:§<—>2x:x2+1<:>0:(x71)2<:>x:1

=3z(z+1) e (z+1)(z—1-3z)=0zr=—-louzr=—1%

1
= — Pour tout réel x € R, 224+1>1>0 L’équation a un sens sur R :
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PUISSANCES

2 1
@ 433_7_ = ;;t T L’équation n’a de sens que pour x € A = R\{_Tl, %}

2 1
4xi1 - thl ©2@r-1)={lr+1)(z+1) 64?20 =422 + 5z +1 &

— _ =1

[ A retour & 'EXERCICE 4 j
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PUISSANCES

Correction de ’EXERCICE 5

(D) (a+b)* = a® + 3a2b + 3ab? + b°

@ (a+b+c)*=a®+b*+c + 2ab+ 2ac + 2bc

©) (1+b)”:§(z>bk

@ alb—c)+blc—a)+cla—b)=ab—ac+bc—ab+ca—cb=0
(5) 27 +27 =227 = 2!

(6) 37127 = (3-12)" = 36™.

=4 .22 = 22n+2

@3.4n+22n:3,22n+22n

(8) 2ntl —2n =2.2" — 27 = (2 - 1)2" = 2"
@ 4m'2n:22m_2n:22m+n

a"bo" = (ab5)n

(11) 52 27 = (52)" 2" = 25" -2 = (25 - 2)" = 50"

@ 272n .3n — 36n .37 = 37n

[ A retour a 'EXERCICE 5 j

Correction de I’EXERCICE 6

@ Comme /z +y et \/z + /y sont deux quantités positives, I'inégalité & démontrer
est équivalente a
r+y<z+y+2Vr /Y.

Comme 2+/z,/y > 0, I'égalité est démontrée.
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VALEUR ABSOLUE

@ Supposons x > y. Alors \/z = Jy+z -y < /y+ 2z —y, donc /x — /y <
VT =y, i [VE— gl < Ve —yl.
Supposons z < y. Alors /y = Jz+y—2 < V7 + /y— 1z, donc /§ — T <
VI=3, e [VE - il < Vg =yl

@ Prenons le carré des deux cotés de I'inégalité (les deux quantités sont positives) :
I’équation est équivalente a

< 2% 4 2xy + 2

Z’y\ 4 9
c’est a dire, a
2 2 2
M_w}o
4
Or,
249 2 N2
a? + Zy+y P 4y) >0

L’inégalité est donc démontrée.

[ A retour & ’EXERCICE 6 j

18

VALEUR ABSOLUE

Correction de ’EXERCICE 7

Casz>y. Alors|jz—y|l=z—y.
e Pour le minimum

r+y—lr—y r+y—(z—y) _

e Pour le maximum

Casz<y. Alos|z—y|l=y—=.

e Pour le minimum

o Pour le maximum

( A retour & 'EXERCICE 7 j

Correction de ’EXERCICE 8

2 _ g =S =e= Y)-
rhy—lroyl _rdy-yoo) 2
2 2 2 o
chy+le—yl cryt+(y—z) 2
_ = = =y = max(z,y).
2 2 2
r>3, x<-1 pus -1<z<1

La disjonction de cas est 1 < z < 3,
On obtient les solutions x = —3, 1, 5.

[ A retour & 'EXERCICE 8 j

Correction de I’EXERCICE 9

On note S 'ensemble des solutions dans chaque cas.

(1) §:={2,-8}
(2) §:=[-8,2]
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SYSTEMES LINEAIRES

(3) 8 :=] — 00, —9[U]5, +o0

2
(1) §:= 56

[ A\ retour & ’EXERCICE 9 )

Correction de I’EXERCICE 10

On note S I'ensemble des solutions dans chaque cas.

(1) 8:={-4,5}
@ S =] — o0, —4]
(3) S:=[-2,4]

(4) 8 :=] — o0, ~1]U E’m[

U [5, +o0]

[ A retour & ’EXERCICE 10 )

Correction de I’EXERCICE 11

Soient x,y € R.

@ Par inégalité triangulaire, 2|z| = |(z +y) + (x — y)| < |z + y| + |z — y| et 2ly| =
(z+y)— (z—y)| < |r+y|+|r—y|. En sommant puis en divisant par 2 :
[+ Jyl < [z +yl+ |z —yl.

@ Onécritzy—1=(z-1)(y—1)+(x—1)+ (y—1), dou
ly =1 < |z —1fly =1 + [z = 1|+ |y — 1.
En ajoutant 1: 1+|zy—1| < 1+|z—1|+|y—1|+|z—1||y—1| = (1+|z—1])(1+|y—1]).

1

gEnE

t
@ La fonction ¢ — 1 est croissante sur Ry (sa dérivée vaut > 0). Comme

|z +y| < |z| + |y|, il vient

x + x|+ x
|z +yl lz[+ 1yl _ || n

T+le+yl = T4z +yl 1+ |z[+ ]yl

|y 2] ly]
Lo +yl = T4 |z[ 1+ [yl

la derniére majoration provenant de 1+ |z| < 14 |z|+ |y| et 1+ |y| < 14 |z|+ |y|.

[ A retour a 'EXERCICE 11 ]
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SYSTEMES LINEAIRES
Correction de ’EXERCICE 12

r = 11

(S1): { y = —19
T —é 1] 2
(S2) L= 0 +z 1 +1 0
t 0 0 | 1
) 2 11z 8+ 3z 9
(83).{<5 0 t, 10 ,z,t) (z,t) eR

( A retour a 'EXERCICE 12 ]

Correction de ’EXERCICE 13

Si A =1, le systéme n’admet pas de solution. Sinon, les solutions sont

A A
z(1,1,1,-2 = A) + (Oa L= —>\_1>

avec T € R.

[ A retour a 'EXERCICE 13 J

Correction de I’EXERCICE 14

Si A =1, le systéme se réduit a ’équation x +y + z = 1; si A = —2, il est incompatible
a cause de la derniére équation; sinon, il y a un unique triplet solution.

{ A retour a 'EXERCICE 14 j

Correction de I’EXERCICE 15

[ A retour a 'EXERCICE 15 J

Correction de I’EXERCICE 16

e Si A= —2, la derniere équation devient A = p et la précédente —3z + 3z = 0. Les

solutions sont donc
1+z2
Z’_T’Z , avec z € R



MPSI 2 - FABERT

TD : Rédaction / raisonnements

SYSTEMES LINEAIRES

e SidA=1l,onal=petx+y+z=1.

e Sinon, le systeme a une unique solution.

( A retour a 'EXERCICE 16 ]

Correction de ’EXERCICE 17

L’unique solution est (1,0,0,...,0).

[ A retour & ’EXERCICE 17 )

Correction de ’EXERCICE 18

Comme tous les termes sont strictement positifs, passons au logarithme et on obtient
le systéme linéaire en X =Ilnz,Y =lnyet Z =1nz:

X+Y+Z = 0
X+2Y+4Z = In2
X+3Y+9Z7 = In3

Apres résolution par la méthode du pivot de Gauss, on obtient

1 1. 2 1
(X,Y,Z) = flng,flnﬁ,flné ,
2 642 272 4

et donc (2,y,2) = (%, %, @)

[ A retour a 'EXERCICE 18 )

Correction de I’EXERCICE 19

Notons P(z) = a3+ bx? + cx + d un polynome de degré < 3. 1. Tout d’abord calculons
Pintégrale :

/24 P(z)dx =

D’autre part

4 3 2 4
[ax—&-bz—i-cx—i-dx

56
=60a + —b+6c+2d
1 2 , a + 3 + 6¢c +

aP(2)+B8P(3)+~vP(4) = a(8a+4b+2c+d)+B(27a+9b+3c+d) +v(64a+16b+4c+d).
Donc

aP(2)+BP(3)+vP(4) = (8a+275+64v)a+(4a+96+167)b+(20435+47)c+(a++7)d

20

Pour avoir I’égalité f24 P(z)dx = aP(2) + SP(3) + vP(4) quelque soit les coefficients
a,b,c,d il faut et il suffit que

56
(8a+278+64y)a+ (4a+98+167)b+ (2a+38+4v)c+ (a+B+7)d = 60a+ €b+60—|—2d

ce qui équivaut a
atf+y=2

20+ 33 +4y=6

56
4a+96+167=§

8o+ 278 + 64y = 60
De fagon surprenante ce systéme a 3 inconnues et 4 équations a une solution unique :

4 1
5—57 ’V—g

[ A retour a 'EXERCICE 19 )

Correction de I’EXERCICE 20

Tout d’abord, si deux coefficients sont égaux, par exemple, sans nuire a la généralité,
A1 = Ag. Alors, si (z1,22,...,2,) est une solution du systéme. Pour tout élément
x €R,ona (x1 + ;29 — ;- -+ ;p) est une solution.
Il y a donc soit aucune solution, soit plus d’une et donc pas une unique solution.
Montrons alors que réciproquement, si les coefficients sont deux a deux distincts, il
y a une unique solution. Nous allons faire la preuve par récurrence.

Commengons par initialiser la propriété pour un systéme de rang 2. Le systéme a
alors la forme suivante

xr1+ To = ag
Mz1+ Ao = ag

Nous supposons donc A # Ag
La résolution se fait par la méthode de Gauss en multipliant la premiere équation par
—A1 et en 'ajoutant a la seconde. Cela conduit a :

{ xr] + X9 = agp
()\2 — )\1)$2 = a; — /\10,0

Les éléments diagonaux de ce systéme n’étant pas nuls, il admet une solution unique.
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SYSTEMES LINEAIRES

Posons maintenant n > 3. Inspirons nous de ce qui a été fait précédemment, mais
en remontant par le bas. En multipliant 'avant derniere ligne par —\; et en 'ajoutant
a la derniere, on obtient le systéme

Ty +xo+ -+ xy, =ao
)\1331 +)\2.T2 + -+ )\nxn = a1
M2y AXZwg 4+ A%xn = a2
M2 AN TP+ 4 A e, = On-2

A" PN = Az 4+ AT (A = AT = ana

On répete le procédé avec 'antépénultieéme ligne et 'avant derniere

1 FT2+ -+ oy = aop

)\1581 +)\2£E2 + -+ /\niﬁn = aj

)\12.’El +)\22$2 + 4 )\%l’n = a2
M3z N By + o+ A By, = On—2

A" (Ag = M)za + - F AT (N = M)z = ano

)\2“72(>\2 — )\1)1’2 + -+ >\272()\n — )\1)1’n = Qp_1
En répétant le procédé, on obtient le systeme
T +r2 -+t @y =ag
()\2—)\1)$2++(>\n—)\1)$n :al—ao)\l

>\2(>\2_)\1)55'2+"'+)\n()\n_)\1)xn =as — a1\

)\2”740\2 — M)z + - F )\2740\71 —A)Tp = Ap-3 — Gp_a\
A" 3Ny = A)xe + A3\ = ATy =g — Gn_3\1
)\Qn_2<)\2 — )\1).’1’32 + -+ /\2_2()\71 — /\1)In

= Gp—1 — Gn-2A1

En posant yo = (A2 — A1) @2+« ;yn = (A — A1) T2 ce systéme fait apparaitre un sys-
téme d’ordre n— 1 (les n — 1 derniéres lignes) aux variables (y2;- - - ; ) liées de manieére

unique aux variables (zo;- - ;2y,)
Y2+t Yn = a1 — apMh
A2y2 + -+ + Anln =az —aM

A"y + o+ ATy, = an3 — ap_a\
A" Bys - ATy, =ap_a — ap_3\
A" ys o AT 2y, = apo1 — Gpoo)

21

En admettant une hypothese de récurrence selon laquelle un systéme S,,_; de rang
n—1 pour n > 3 ayant des coefficients distincts deux a deux admet une unique solution,
nous en déduisons que notre systéme précédent a une solution unique en (1, za, . .., Ty),
ce qui fait qu'un systéme .S,, de rang n a une solution unique.

A retour a 'EXERCICE 20 ]
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LIMITES

LIMITES @ lim f(z) = -3.
Enz—3ilyaunpole: lim f(z)=-o0, lim f(x)=+o0.
z—3~ z—3t
Correction de I’EXERCICE 21 IETOO fle) =
lim 400 et lim x) = +00. i = =
@ lim _f(x) = lim f(a) (2) lim g(x) =100-0
—2 . .
@ lim g(z) = -0 et 111%9( x) = + = —2. @ lilglJr = +o0, lggl_ = -0
T——00 T— z z
lim h(z) =400
@ El}_l h(z) =400 et li)m h(z) = —oo, d’apres le théoréme des gendarmes. ree
x o0 x —0o0
@ limu(z) =1 et lim wu(z) = -0
. . o . I . . . . x—0 T——00
@ ll)l}_l i(z) = —oo. En a = 1 la limite n’existe pas, 111’{1 i(z) = 400, hlr{l+ i(z) =
@ hrin j(x) =1, d’aprés le théoréme des gendarmes. 4 g2
e @ w(z) = ————— : factorisation 4 — 22 = (2 — z)(x + 2), on simplifie pour
) (x4 2)(z+3)
© ,tim k(@) = +oo. L w2
x#£-2: w(x) = .
z+3
2—(-2
[ A retour a ’EXERCICE 21 ) Donc lim2w(f£) = % =4 et Erf w(z) = —1.
T—— — z 0
Correction de ’EXERCICE 22 1
@ Multiplier par le conjugué donne a(z) = mpour x#1. Donc 9161_>ml a(z) =

@ lim f(z) = cos! (F) = ?

1
=0 B et lirf a(z) = 0.
T—r1+00
@ ll>l_1~_1 g(x) = +oo et hr%g =92 -1 =180 =4V5.
x oo Tr—
Multiplier par le conjugué donne  b(x)
(3) lim _h(z) = cos(0) = 1. . 1 .
;I_I)I’:IS b(z) = 1 et wgrfoo b(x) =0.
@ lim i(z)=1.
T——00 ﬂ
lim ¢(z) = 400 et lim c¢(z) = —.
@ cos(m/2) = 0 tandis que sin(7/6) = 3 # 0, donc limite bilatérale n’existe pas. 70 oo 2
Limites unilatérales : mﬁl(i;r/lQ)i j(x) = 400, wal(if?/g)‘*'j(x) = —o0. [ A retour & I"EXERCICE 23 )

@ lim k(x) = +4o0.

r—r—00

[ A\ retour & ’EXERCICE 22 ]

Correction de ’EXERCICE 23

Correction de ’EXERCICE 24 Avec In et exp

1
V142

pour x # 3.

Donc

@ hm x —1In x) +00.
z—0t
@ lim (ac — lnx) = 4o00.

T—+00

22
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. < 1 lnm)
lim (x+ —+ = —00.
T

x2

(9 lim In(1+V1+2?) = +o.

r—+o0

(®) lim In(1+V1+2?) = foc.
@ lim (In(1+e€") —z) =0.

r—+o0

@ lim 3z2%e*® = +c0.

T—r+00

lim (22 +1)e™® = 400.

Tr—r—00
Coet—1
@ lim 3 = 0.
x—0 xX
hm M = +00
z——0c0 3+ e* o ’
In(z? +1
(1) 1 2D
T—+00 xr—3

2
.ot
lim — = +o0.
r——+00 (E?’

e\/E
@ lim = +o00.
z—+o0 Inx

—2x 4+ 3

—2+3/z

@ Multiplier par le conjugué donne

Donc lim (\/x2—2x+3—m):—1.

T—>+00

[ A retour a ’EXERCICE 24 )

Va2 —2x+3+x - V1=2/x+3/22+1

23

TRIGONOMETRIE

Correction de ’EXERCICE 25

15
T = _TW = sin(z) = =1, cos(z) =0, tan(z) indéfini,
37 3 1
T = i = Sin(:p) = £7 COS(]}) = -, tan(m) = \/g
3 2 2
1
T = % = sin(z) =1, cos(z) =0, tan(z) indéfini.

[ A retour a ’EXERCICE 25 ]

Correction de I’EXERCICE 26

@ sin (g — m) = cosz.

tan z+tan I sin @ +1 s ;
@ tan (.’L‘ + %) = 2 _ tanz+1l _ cosa _ sinz4cosz

l—-tanztan & = l—tanz 1— sz
cosx

sin( x + g) + cos (:c—i— %)

. ™ . ™ . .
= Sln]}COS§+COS.TSHl§ + COS.’ECOSZ—SIHJ?SIHZ

<1sinx—|— ﬁcosx) + <\/§cosac— Qsinx
2 2 2 2

= (1—\/§> sinx + <\/§+\/§> COS T

2 2 2 2

1

2

(1 = V2)sinz + (V3 + V/2) cos ).

T tanx—ktan% tanz + /3

3 1 —tanxtan 3 1—+/3tanz
i3

1_\/§smz

cos T

sinx + \/gcosac
cosx — \/gsinx

[ A retour a ’EXERCICE 26 ]

Correction de ’EXERCICE 27

coszx—sinx”
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Fait en cours.

[ A retour a 'EXERCICE 27 )

Correction de ’EXERCICE 28

@m:%’r—i—ka ou

x:%—i—ka,aveckEZ.
@x:—%—f—%ﬂ,aveckez.

15 — 2km  ou x:—%—%ﬂ,aveckeZ.
@ngJr%”,aveckGZ.
@x:%T”—f—ka,aveckeZ.
@ x = 2km, avec k € Z.
@cos(%”):()oucosx:()@

m:g—i—kﬂ ou

[ A retour a 'EXERCICE 28 )

z:%{qL—Sk” ou

5 x = 5+ km, avec k € Z.

r=—%+2kr ou x:—%’r—i—ka,aveckeZ.

Correction de I’EXERCICE 29

@P1:Sint+sin(2t):sint+2sintcostzt sint(1 + 2 cost) J

int—0
P1:0<:>{sm

<t =km,

1+2cost=0 (:>cost:—%<:>t:%”+2kwout:4{—1—2]671

Donc 'ensemble des solutions est | #«Z U (%’r + 27TZ) U (4?“ + 27TZ) } .

@szsint—l—(l—Qsinzt):—2sin2t+sint—|—1:| (1 —sint)(2sint + 1) ]

P2—0<:>{Sint:1 = t=5+2km

sint:—% <:>t:%”+2kﬂ'out=”7”+2k7r

Donc 'ensemble des solutions est (g + 27rZ) U (%’ + 27TZ) U (HT“ + 27TZ) ’ .

24

@Pg:sint—i—%zsint—i—sintcost:‘ sint(1 + cost) J

Pg:O(:}{Sint:O < t=knr

l1+cost=0 <= cost=—-1<«<=t=m+2km

Donc 'ensemble des solutions est

7Z U (pi + 27 7Z) ] .

@ Py = sint — %cost = sint — sintcos?t = sint(l —coszt) = sint - sin?t =

|
P,=0<«<=sint=0<=t=Fknr.
Donc 'ensemble des solutions est .

( A retour a 'EXERCICE 29 j

Correction de ’EXERCICE 30

z 1 [® 1 1 1
@/ coszudu:f/ (1+cos2u)du == |u+ =sin2u| =—-
0 2 Jo 2 2 2

T 1 (%
@ / sin z sin(2z)dx = 3 / (cosx — cos 3x)dx
% i

6

™

b ] -5 ((2-39)- (1)

V21 2v2-1

6 12 12
1

2 2
@ /0 sin(nz) sin(pz)dz = 5/0 (cos((n — p)xz) — cos((n + p)x))dx .

Sin # p,alors n+p#0 et sin(k - 2m) = 0 pour tout entier k, donc
2
/ sin(nz) sin(pz)dr =0 (n #p)
0
Sin=p>1alors

sin?(nx) =

1 _ 2 27 1 2
1= cos(2na) = / sin?(nx)dr = f/ lde ==
2 0 2 Jo

Si n = p =0 lintégrande est 0 et 'intégrale vaut 0.

Conclusion :
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@ Pour tout = € [0,27 [,2cos(z) —1> 0 cos(z) > 3 < x € [0,5] U [3F, 27 .

=

27 3 = > 1 3
/ sin(nz) sin(pz)dzr = i ST nep=
0 0 sin#poun=p=0. - 0]z p 5?77 o
sin(x) + 0 -
2cos(z) — 1 +10 - 0 | +
[ A retour & VEXERCICE 30 ] sin(z)(2cos(z)—1) |+ [ 0 |-| 0|+ | O | -
Correction de PEXERCICE 31 Donc I’ensemble des solutions est
5
[ U [Qkﬂ', il + 2k7T:| U U T+ 2km, o + 2km
A retour & PEXERCICE 31 ) vz 3 Pt 3

Correction de ’EXERCICE 32

@ Pour tout z € R,

_ m m
tan(3z) — tan(z) existe < Pk € Z,3z = 5 km ou x = 5t km sin(z) > sin(2x) < sin(z) > 2sin(z) cos(x) < sin(z)(2cos(x) — 1) <0

T T ™
S kelx= 5 + kg our= 9 + km L’ensemble des solutions est donc au vu du tableau ci-dessus

@xER\G%+k§$GZ}U{g+kmkEZD:“D U[g+ﬂmw+2m}utjﬁ;+%m@k+nw

Pour tout z € D, kEZ kez
sin(3z)  3sin(x)
cos(3r)  cos(x) [ A retour a PEXERCICE 33 ]
& sin(3x) cos(z) = 3sin(x) cos(3x)

< (sin(2z) cos(x) + cos(2x) sin(x)) cos(x)

tan(3z) = 3tan(z) <

Correction de I’EXERCICE 34

2

= 3sin(z)(cos(2z) cos(x) — sin(2z) sin(x)) On a a(t) = acost — asin®(t) cos(t) — o cos®(t)
& 8sin® =0 b?

.sm () cos(x) = cost (a — asin®(t) — — cos? (t))
< sin(z) = 0 ou cos(z) =0 a

™ b2
<:>E|k€Z,x:Ic§ zcost(a—a+a0082(t)—aCOSQ(t))
&S dInmeZ,x=mm b2
= <a - ) cos®(t) .
la derniére équivalence étant justifiée par le fait que les § + k7 sont exclus de D. Ainsi a

I’ensemble des solutions est . [ A retour & PEXERCICE 34 ]

<o o Correction de I’EXERCICE 35
A\ retour & ’EXERCICE 32

Correction de I’EXERCICE 33

25
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@ L’équation est définie sur R et 'on a

sinx > sin(2x) <= sin @ > 2sin 0 cos §
<= (1 —2cosf)sinf >0

< (1—2cosf>0 et sinf>0) ou (1—2cosf<0 et

1 1
<:><cos9<2 et sin0>0> ou <cost9>2 et sind

En visualisant ces conditions sur le cercle trigonométrique, on trouve ’ensemble
solution de 'inéquation (I) vaut S; U Sz avec
51:U}z+2k7r,7r+2k7r{ et
3
keZ

Sy = U }fg + 2km, 2k
keZ

@ IL y a plusieurs maniéres de faire. On peut résoudre directement 1’équation, et
on obtient grace au cercle ’ensemble des solutions

T us 117 23T
T ok, T 2k}u 2T ok, 227 4 ok |
U[lg—i— 7r6+7r [18+ 7r18—|- 77}
kEZ
A , . 2w 4
@ Méme méthode. L’ensemble des solutions est U {3 + 2k, 5 + ka} .

kEZ

@ Méme méthode. L’ensemble des solutions est U }—g + km, % + kw} .
keZ

[ A retour & ’EXERCICE 35 )

Correction de I’EXERCICE 36 CCP MP

Utilisons les formules de linéarisation.

2
1 2 1
costx = (—i—c;sx) = (1 + 2cos 2z + cos? 2210)

1+ cosdx _3+1 9 +1 4
5 = 2005:10 8cosx

1
:4<1—|—20052x—|— 3

Une primitive est donc

3 1 sin2x 1 sindx 3 1 1
4 . .
=-r+ - + = +C =—-x+ -sin2x + — sindx +
/cos xdx 83: 3 5 3 1 C 81‘ 451 T 3251 r + C,

ou C est une constante. Vérification rapide en dérivant donne bien cos? .

26

sin 6

[ A retour a 'EXERCICE 36 j

Correction de I’EXERCICE 37

[ A retour a 'EXERCICE 37 ]

0)Correction de I’EXERCICE 38

( A retour a 'EXERCICE 38 ]

Correction de ’EXERCICE 39

Remarquons d’abord que lorsque 2sinz = 0 on a aussi sin(2z) = 0 et alors I'égalité est
satisfaite.
Supposons donc sinz # 0. L’équation est alors équivaut a

(1 —sin2x) — (1 + sin 2x)
V1 —sin2z + /1 +sin 2z

2sinx =

puis a
—2cosx

- VI—=sin2z ++/1+sin2z
V1 —sin2x — /1 +sin2x = —2cosx
V1 —sin2x — /1 +sin2z = 2sinx
systeme équivalent par somme & { /71 _T_ :ﬁ ;i i S_H;ﬁl; C_O(Sx&)?s x
A=B
VA= B { o
En fait, les deux équations A = B? sont satisfaites pour fout z € R. Le systéme est
alors équivalent a

1

d’ou les équations {

Or I’équation est équivalente a

{sinx —CcosT =

0
—sinx —cosx >0 .

Les résolutions de ces équations donnent I’ensemble des solutions 1

(0,27} U [?’I 5”]

[ A retour a 'EXERCICE 39 )

Correction de I’EXERCICE 40
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[ A retour & EXERCICE 40 )

Correction de I’EXERCICE 41 Calcul de cos (g)

[ A retour a 'EXERCICE 41 )

Correction de ’EXERCICE 42 Méme chose avec cos (%)

[ A retour & ’EXERCICE 42 )

27

SOMMES, PRODUITS ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

Correction de ’EXERCICE 43

@SoitnEN*.
z": 1 _z”:(k-ﬂ)—k
k:lk(k+1) = E(k+1)
(i)
= ko k+1
- 1 n
N n+1 n+1

" /1 1 "1 1
;(E_n—i—l—k)_;E_k:ln—l—l—k
_2”31 "1
k:lk k:lk
=0

En faisant le changement d’indice k <— n 4+ 1 — k, dans la deuxieme somme.

@ On remarque, en faisant un changement d’indice aue c’est la moitié de la formule
du binéme (1 + 1)27+1,

@ Effectuons le changement d’indices £ = n — k + 1. Lorsque k varie de 1 a n, alors
¢ varie aussi de 1 & n. On a donc
i(n—kl—k) —ie— nin+1)
= 2 = 5

k=1 1

[ A retour a 'EXERCICE 43 ]

Correction de ’EXERCICE 44 Formules binéme
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@ On essaie pour les premiere valeurs et on conjecture

k=0

On fixe n € N. Cette formule se prouve alors par récurrence sur p € N. Elle est
banale pour p = 0. Si elle est vraie au rang p, on a

(15

k=0
d’apres la relation de Pascal.

p+1

>

k=0

D’ apres la formule du binéme de Newton, S; = Z

>~ (%)

k=0
2n
2
D’ apres la formule du bindme de Newton, Sy Z ( ]? (-1 =@1-1* =0,
k=0
car n # 0.
Or )
n— n
2n 2n
=5
> (ara) + 2 (o) =
k=0 k=0
et )
— 2n " /2n
=57.
> (orre) + 2 (o) =
k k=0
"L /2
On résout le systeme engendré et on obtient 77 := Z <22) =51/2= 22n—1

k=0

@ Via un changement de variable et la symétrie des coefficients binomiaux,

2n

2n—21> =nli =W

Ainsi Vi = nTy /2 =n 22772,

( A retour a 'EXERCICE 44 )

Correction de I’EXERCICE 45 Factorisation de ¢2"*+! 4 p2nt1

n+k n+p+1 n+p+1 n+p+1 n—+p+
+ = + =
n n n+1 n n+ 1

28

On a a?ntl 4 p2ntl = g2n+l _(—p)27+1 Ainsi, en appliquant la formule de factorisation

de a™ —b™, on a
2n
a2ntt + p2ntl — (a (76)) Zak( b)2n k
k=0
2n
— (a—i—b)Z(— )k kb2n k
k=0
2) [ A retour & ’'EXERCICE 45 ]
Correction de I’EXERCICE 46
Pour k € [1,n], onaln (14 1) =In(%2) =In(k+ 1) — Ink. On est donc devant une

somme télescopique :

Zlnk—i—l —Ink)=In(n+1)—-Inl=In(n+1).
k=1

De méme T,=(n+1)!-1 et
1 Z 1 _1/1 1
kk+1)k+2 k:k:+1 S k+10)(k+2) 2\2 (+1Dn+2)
1 1 _(n+1)(n+2)—2

T 1 2+ D(n+2)
B n(n+ 3)
S A4n+1)(n+2)

An+ 1)(n+2)

( A retour & ’EXERCICE 46 )

Correction de I’EXERCICE 47

Il suffit de faire les récurrences. Pas de difficulté particuliere. Faisons le pour Ss.
L (+DY _ 2\ _,
2 S\2)

> vraie pour un certain entier n fixé.

Pourn=1, S =1>=1 et

Donc la formule est vraie au rang n = 1.

+1)
(e la, f 1 k3 = n(ni
n suppose la formule 321 ( 5
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Calculons alors.
n+1

=3
(n(n;l)) + (n+1)°

n?4+4n+4
= 12—
(n+1)%(n+2)°
4

C’est bien la formule attendue au rang n + 1, donc la propriété est héréditaire. Par

Sn+1 = Sp —|—Tl+1)

principe de récurrence,

[ A retour a 'EXERCICE 47 ) .

Correction de ’EXERCICE 48

En découpant entre pairs et impairs on a

2n n
S0k =d"(- 2p2p+z
k=0 p=0
n—1
—ZQp > (@i+1)
=0
— n—1
:22})72%721
p=0 i=0 i=0
n—1 n—1
=2n+ E:Ap — 22?@ -n
p=0 i=0

=n.

2’L+1 21_'_1)

[ A retour & 'EXERCICE 48 )

Correction de I’EXERCICE 49

29

Il suffit de bien séparer les sommes pour se ramener & des sommes connues:

Sp=> K-k =Y nk>—k=n) k- K
k=1 k=1 k=1 k=1
_onn+1)(@2n+1) n?(n + 1)?
- 6 4
1
_ ("+ 0D o0 41) — 30+ 1))
B (n+1)(n )
B 12
De méme,
S EAt AN NN AN R S AR £ AN
=Y Iy -1 (3) -
k=1 k=1 k=1
k k "
() () e e
44\2 44« \4 42 1-1 44 1-3
1 1 3 3"
—Z.(1-=)_-2. (1=
(ow) - 0-%)
13t
=gt g

[ A retour a 'EXERCICE 49 )

Correction de I’EXERCICE 50

Pour S, ,, en regardant quelques exemples, on conjecture que S, , = (—1)? ("p
peut le démontrer par récurrence, mais on va proposer une méthode plus rapide

71). On

: soient
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n dans N et p € [0,n] :

—ap—1+ ag

ol ap = (fl)k("kl) donc, par télescopage, S, p =ap —a—_1 = (—1)? (";1).

( A retour a 'EXERCICE 50 )

Correction de I’EXERCICE 51

(k i) c’est a dire,

- $1()

@ On utilise k( )

Il
(=

3
Ry
EIN
[
— =

k=1
n n— 1
-3 (17,
k=1
On effectue le changement de variables ¢ = k — 1. Quand k£ = 1,4 = 0, et quand

k=n,{=n—1. Donc

n—1
Ry (M) =
£=0

par la formule de la somme des coefficients binomiaux (cf. cours). De méme, on

écrit que
n

-2 -2 (o) (o)

30

On effectue le changement de variables £ = k — 1. Quand k£ = 1,¢ = 0, et quand
k=mn,{=n—1. Donc

Tn:nzn:(€+1)<nzl>
o "
:";g(nf) +n;(n;1>
nnz_:é<n£1> +n:2:% <n

) (on a éliminé les termes nuls)

n—1

= -1 2nt
nZn <€1>—|—n
(=1

=n(n—1)2""2 4 n2n"!

@ Autre méthode : posons f : z — Yo (7)zF. Alors f/:x— >p_ (P) k™1
Alors R, = f/(1). Or, f : 2z~ (z+ 1), donc f' : x = n(z + 1)""!, donc
R, = f'(1) = n2"~!. Ensuite pour Tj,, il faut remarquer que pour tout x

= zn: k(k —1)ah% = zn: KPak? — zn: ka2
k=0 k=0

k=0
donc (1) ="} _ok* = > 1ok, ie. n(n—1)2""2=T, — 5, dou T, !

( A retour a 'EXERCICE 51 )

Correction de I’EXERCICE 52 Norme dans R"

Pour || - ||1. Soient © = (z1,...,%n) et ¥y = (Y1, -, Yn)-
En appliquant l'inégalité triangulaire & chaque composante x; + y;, pour tout
t=1,...,n,ona |z;+y| < |z + |yl -
En sommant ces n inégalités on obtient

n n

n
lz +yll =Dl +yil <D (il + il fZISEiIJrZIin:||33||1+||yH1~

i=1 i=1 i=1 i=1

Pour || - ||1. De méme, pour tout i = 1,...,n, comme |z;| < ||z]| et |yi] < ||Ylloos

i+ gl < ol + |yil < floe + [1Ylloo,
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Comme |z; + y;| est majoré par ||z|lec + ||ylloc pour tout i

max |z; + y;| est majoré par ||z]|eo + ||¥]lco- Donc
1<i<n

[+ ylloo = max fzi +yi| < [zl +[[ylloc -
<i<n

[ A retour & ’EXERCICE 52 ]

Correction de PEXERCICE 53 Divergence de la série harmonique -

Voir DS1.

[ A\ retour & ’EXERCICE 53 )

Correction de I’EXERCICE 54

1,...,n, alors

@ Déja faite en cours.

@ Supposons n > 2. Adaptons la méthode précédente. Pour tout réel x, posons

(14+2)%" + (1 —2)%
2

P(z) = ; @Z) 2

k
Pour tout réel x, on a
P'(z) = i2k 21 (21
= 2k

(1 + z)anl _ (1 _ I)anl
2

=2n

et .
P"(z) = ;; 2k(2k — 1) (:) o 2h—2

(I+2)* 2+ (1 —a)?
2

,ékQ (Z) _P(1) —ZP”(l)

=n(2n 4 1)22n~1

=2n(2n — 1)

de sorte que

Pour n = 0, la somme est nulle. Pour n =1, elle vaut 1 .

31

@ S’obtient en faisant la différence de la premiere et la deuxieme.

k=0

<
I
o

@Soitkzl On a

-1 (k=1) (K +k+1)

<p+1
J

p+ l)kj _ kptl

)kj par interversion de ’ordre de sommation

J

kPt = (n+ 1P via la formule du binéme

k—1

Vg

Brl (krD (R —kt D) krl o

en posant vy, = k% + k + 1 puisquialors vy = (k—1)2 +k—1+1=k?> -k + 1.

On a

Un

apres télescopage.

n

k—1 i Vk
SN
k:2k+1 fmg Uk—1
~2(n—1)v, 2(n2+n—|—1)
 (n+D v 3n(n+1)

( A retour a 'EXERCICE 54

Correction de I’EXERCICE

)

5

Pour la premiére somme, on écrit la somme double et on la sépare en trois:
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Z Z max(i, )

A, =
i=1 j=1
n i—1 n % n n
:ZZmax(i,j)+ZZmax(i,j)+Z Z max (%, j)
i=1 j=1 i=1 j=i i=1 j=i+1
n i—1
DI VI o
i=1 j=1 =1 1<i<jsn
n i—1 n j—1
DI WIS W
=2 j=1 =1 j=2i=1
n i—1
—22224—22
1=2 j=1 =1
n n
=2 PP =ity i
1=2 =1
=2 i —i+ Y i
P P
_222 n—|-1)6(2n+1) :n(n+1)3(2n+1)

Pour la deuxiéme somme, on met a ’'intérieur la somme sur i :

1

1 j=2" i=1 j=2

5=y

Jj=21

Q\N.

( A retour a 'EXERCICE 55 )
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Correction de I’EXERCICE 56

On calcule S,,, en I’écrivant comme un produit double :

Sy =

T o 1<ig<n _ Sn  Sn o ono
n = ) = T _W_(n') .
1<i,j<n H Y Hi2 '
i#j 1<i,5<n

i—j i=1

H ij, on a U, =
1<i,5<n

i=j
W, x D,, (on sépare le produit pour 1 < i < j < n en le produit pour 1 < i< j<n
fois le produit pour 1 < i = j < n ). Ensuite, comme les variables sont muettes et que

I’expression ij est symétrique en ¢ et en 7,

H ab = H ba =

1<a<bsn 1<a<bsn

Ensuite, on remarque plusieurs choses : si I'on appelle D,, =

U, =

H ij =V,

INVASA

et, de méme, W,, = X,,. Enfin, T}, = W,, x X,, = W2, donc W,
(nh)"=1, donc U,, = (n!)"~1 x (n!)?

= \/Tn =

= (nh)"*1 et, de méme, V,, = (n!)"*1.
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SOMMES, PRODUITS ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

[ A\ retour & ’EXERCICE 56 )

Correction de I’EXERCICE 57

e« Ona
2
32n+1+24n+2 — 32n+1_|_42n+1 — 32n+1_(_4)2n+1 — (3 _ )) ank(_4)2n_
k=0
2n
dott 3 4 24t = 75 Ny 3R (—g) R
k=0
2n
C’est un multiple de 7, car Z 3F(—4)>""F ¢ N.
k=0
e Avec le bindme de Newton, on a
32n+1 + 24n+2 —_ 32n+1 + 42n+1 —_ 3211—0—1 _|_ (7 _ 3)2n+1

2n+1

2n+1
—0 < 1> 7k(73)2n+17k

2n +
— 327l+1 7k 3 2n+1—k
+Z( ; ) -3)
- 2n+1
2n+1
2n+1\ 54 Int1—k
=7 7hl(—3)Intl=k
Z( e

De méme, Z < >7k ! )27”17’C € N, donc 32"+ 4+ 247%2 est un multiple de

7.

[ A retour a 'EXERCICE 57 ]

Correction de ’EXERCICE 58
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o
k=0
2n-+1

H k
k=0
on H k
k=0

_ (2n+1)!
- 2np)

-1

e

=1 k=0

)

Oy~ 1

k=0 I=k+1

=

Il
s

[ A retour a 'EXERCICE 58

Correction de I’EXERCICE 59

[ A retour a 'EXERCICE 59 )

Correction de I’EXERCICE 60

@ Considérons le polynéme

n

d (i4a) =

=0

(1+a)"tt—1
(1+z)—-1

(1+2)" —1

Ici le coefficient devant 27 est (

En le calculant en intervertissant les sommes, on a
n i

1

n

D> (+a) =

=0

S (5(0)

n
Ici le coefficient devant 7 est Z

> ()

Par unicité des coefficients, on obtient le résultat voulu.



MPSI 2 - FABERT TD : Rédaction / raisonnements SOMMES, PRODUITS ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

1
@ On rappelle que, pour tout m,p € N, <m * > ( > + < m >
p—=

p
Posons pour k£ > 0,

B 0)-E6)-0+05) ()

1
Utilisons la formule de Pascal sous la forme <‘] it ) (‘7 _—:__ i) <] + Z)
J J
En sommant cette identité pour ¢ =0,1,...,n —j on obtlent

RN (S B (384

Le membre de droite est télescopique ; tous les termes intermédiaires s’annulent

et il reste ) '
’ j+1 J+1

Mais(,j >—0,d’oi1 Snj<T.L+1> .
j+1 T\ +1

( A retour a 'EXERCICE 60 )
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