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1 Los principios fundamentales del recuento.
1.1 Principio de la particion.

SiA=AUA U..UA ,con ANA =D sii= j,tenemos
[Al=[AlV[A]w... A

iDivide y venceras! La técnica fundamental del recuento es dividir el conjunto en
partes disjuntas y contar cada parte por separado.

1.1.1°
¢ Cuantos enteros de tres digitos pares tienen la propiedad de que sus digitos, leidos de
izquierda a derecha, estan en orden estrictamente creciente?

(A) 21 (B) 34 (C) 51 (D) 72 (E) 150

AMC12B 2006 #9

1.1.2°
Determina el nimero de pares ordenados (a,b) tales que a+b=1000 y ni a ni b
tienen el digito "0".

AIME 11 2006 #7

1.2 Principio del producto.

Al elegir n objetos de manera que en la primera eleccion se escoge un elemento de un
subconjunto de m, objetos, en la segunda se selecciona otro elemento de un
subconjunto de m, objetos, y asi sucesivamente hasta la n-ésima eleccion, en la que se
dispone de m_ objetos, la eleccion se puede realizar de m, -m, -...-m_formas diferentes.

Ejemplo.
Supongamos que un menu ofrecido por un restaurante consta de un primer plato a elegir
de entre 4 posibilidades, un segundo plato a elegir entre 3 posibilidades y postre a elegir
entre 5 posibilidades. Entonces el nimero de menus posibles ofrecidos por el
restaurante es
4-3-5=60

1.2.1MP
Determina el ndmero de subconjuntos de cuatro elementos de {1,2,3,4,...,20} con la
siguiente propiedad: Contiene dos nimeros distintos que suman 16 y dos numeros
distintos que suman 24. Por ejemplo: {351319} y {6,10,20,18} son aceptables.

AIME 12018 #9



1.3 Principio de la aplicacion biyectiva.

Otra técnica de conteo elemental consiste en definir una aplicacion biyectiva entre el
conjunto A cuyo cardinal queremos determinar y un conjunto B de cardinal conocido.

Ejemplo.
Demostrar que el nimero de partes P(X) (es decir, de subconjuntos de X incluyendo el

conjunto vacio &) de un conjunto dado X de n elementos es 2"

En efecto, numeramos los elementos de X = {x,,X,,..., X, } Y establecemos una funcion
f:P(X)—>{01
A (a,a,,..,a,)

1six, €A
donde &, :{ )
Osix ¢A
Por ejemplo, f(J)=(0,0,...,0) y f(X)=(11...,2)

Esta funcion es una biyeccion y por tanto [P(X)| :‘{0,1}” =2"




1.4 Principio de pasar al complementario.
A veces resulta mas facil calcular el cardinal del conjunto complementario —A, es
decir, aquellos elementos que no cumplen la condicion impuesta.

Ejemplo.
¢ Cuéntos nimeros naturales 1<n<99999 tienen alguno de sus digitos igual a "1"?

Aqui vemos que es mas facil contar el conjunto complementario, es decir, aquellos
nameros que no contienen el digito "1", es decir, que se pueden formar con los otros

nueve digitos. En total son 9°, y por tanto la cantidad pedida es 99999 —9° = 40950 .



1.5 Principio del casillero.

La idea que subyace en este principio es muy sencilla: Si tenemos tres automoviles y
solo dos garajes, necesariamente en uno de los garajes habra mas de un automavil. El
enunciado general es el siguiente:

Si debemos distribuir n+1 objetos en n celdas o casillas, entonces al menos una de
ellas contiene méas de un objeto.

Este principio se conoce también como "Principio del palomar"” o "de Dirichlet"
(Dirichlet, P.G. Lejeune 1805-1859).

15.1°
¢ Cuéntas personas hay que reunir para asegurar que hay al menos dos que tengan
nombres con la misma inicial?

1.5.2F
¢ Cuéntas personas hay que reunir para asegurar que hay al menos seis que tengan
nombres con la misma inicial?

1.5.3F
Demostrar que en un grupo de siete personas hay como minimo 4 con el mismo sexo.

154F
Sea A un conjunto de veinte enteros tomados de la progresion aritmética
1,4,8,12,...,100 .
Demostrar que existen en A dos enteros diferentes cuya suma es 104.

PUTNAM 1978

155°F
Demuestra que, en todo conjunto de siete nimeros positivos distintos no superiores a
126, se encuentran dos elementos a,b tales que a<b<?2a.

156"
Demostrar que en todo subconjunto de 55 elementos de {1, 2,3,...,100} siempre
podemos encontrar dos elementos que cuya diferencia sea 10.

15.7°

En un trablero de ajedrez se colocan 33 torres. Prueba que se pueden elegir al menos 5
de ellas que no se coman entre si.

OMEFL Castilla y Le6n 2023 #3



1.5.8M

Si ponemos en cualquier orden los nimeros del 1 al 10 en ronda, probar que hay por lo
menos tres nimeros que quedan seguidos que suman 17 0 mas.

Para aclarar el enunciado ponemos un ejemplo: en la siguiente distribucion, hay varias
ternas de numeros que satisfacen la condicién: el 10,el 1yel 8;el 7,el 6 y el 4, el 6, el
4yel9;yel9,el3yelb.

5
L 38

~



1.6 El principio de induccion.

1.6.1°
Sea n un entero positivo. Sea T el conjunto de puntos (X, y) del plano tales que x ey

son enteros no negativos con x+ Yy <n. Cada punto de T se colorea de azul o rojo. Si un
punto (X, Y) es rojo, entonces también son rojos todos los puntos (x',y') de T tales que
X'<X yx<xy y'<y. Sedice que un conjunto de n puntos azules es de tipo X si las

coordenadas x de sus puntos son todas distintas. Se dice que un conjunto de n puntos
azules es de tipo Y si las coordenadas y de sus puntos son todas distintas. Demostrar
que el nimero de conjuntos de tipo X es igual al nUmero de conjuntos de tipo Y.

IMO 2002 #1



1.7 Problemas.

1.71MF
¢ Cuantas sumas diferentes de puntos puedes obtener tirando tres dados
simultaneamente?

(A)14 (B)15 (C)16 (D)17 (E)18

Canguro N5 2019 #4, Cangur B1 2019 #4
1.7.2MF
Un parqgue tiene cinco puertas. Ménica quiere entrar por una puerta y salir por otra
distinta. ¢ De cuantas maneras puede entrar y salir del parque?

(A)25 (B)20 (C)16 (D)15 (E)10

Canguro N5 2019 #6, Cangur B1 2019 #6

1.7.3MF
Los pesos de tres canguros son numeros enteros distintos. En total pesan 97 kg. ¢ Cuanto
puede pesar como maximo el que menos pesa?

(A)1kg (B)30kg (C)3lkg (D)32kg (E)33kg

Canguro N5 2019 #7, Cangur B1 2019 #7

1.7.4MF
Un rectangulo de dimensiones 3 x 2 puede ser cubierto exactamente por dos de las
piezas

|
E=

en forma de L, de dos maneras diferentes, como se muestra a continuacion:

T 1] L™
I = L1

¢De cuantas maneras diferentes puede cubrirse la figura de abajo con las piezas en
forma de L?

(A1 (B)2 (C)3 (D)4 (E)48

Canguro N5 2019 #14



1.7.5MF
Se escriben los numeros 1, 2, 3y 4 en celdas diferentes de una tabla 2 x 2. Luego se
calcula la suma de los nimeros de cada fila y de cada columna. Dos de estas sumas son
4y 5. ;Cudles son las otras dos sumas?

(A)6y6 (B)3y5 (C)4y5 (D)4y6 (E)5y6

b Canguro N6 2019 #2, Cangur B2 2019 #2
1.7.6

El cuadrado de la figura se rellena con los nimeros 1, 2, 3, 4 y 5 de tal manera que cada
filay cada columna contienen cada uno de ellos exactamente una vez. Ademas, la suma
de los nimeros en cada una de las tres regiones con bordes en negrita es igual. ; Qué
nlmero esta en la esquina superior derecha?

2

(A1 B)2 (C)3 (D)4 (B)S
Canguro N6 2019 #30, Cangur B2 2019 #30

1.7.7°
Tenemos diez personas sentadas alrededor de un circulo. Cada persona conoce
exactamente otras tres del resto: Las dos personas que se sientan a sus lados y la persona
que esta en la posicién diametralmente opuesta. ;De cuantas formas podemos agrupar
estas 10 personas en 5 parejas, de forma que en cada pareja se conozcan entre ambos?

(A)11 (B)12 (C)13 (D)14 (E)15
AMC 12B 2020 #15

1.7.8°
Un equipo de futbol dispone de 22 jugadores. Un conjunto fijo de 11 jugadores empieza
el partido, mientras que los 11 restantes quedan como substitutos. Durante el partido, el
entrenador pude hacer hasta un méximo de 3 substituciones, en las que uno de 11
jugadores en el partido puede ser reemplazado por uno de los substitutos. Ningun
jugador que haya sido reemplazado puede volver a jugar, y un substituto que haya
entrado a jugar se puede reemplazar. No se pueden hacer dos sustituciones al mismo
tiempo. Determina el nimero total de posibles substituciones que puede hacer el
entrenador, sabiendo que los jugadores involucrados y el orden de las substituciones
importa.

AIME 12019 #4



1.7.9°
Marcamos con 1, 2, 3, ... unos nentfares en fila en un estanque. Una rana genera una
secuencia de saltos empezando en el nenufar 1. Desde el nendfar k, la rana puede saltar
al nendfar k +1 o al nendfar k +2 al azar, con probabilidad 1/2 y con independencia
de los otros saltos. Determina la probabilidad de que la rana pase por el nendfar 7.

AIME 112019 #2

1.7.10°
Determina el nimero de formas diferentes de pintar los enteros 2,3,...,9 de rojo, verde y

azul, de forma que cada nimero tenga un color diferente de todos y cada uno de sus
divisores propios.

(A) 144 (B)216 (C)256 (D)384 (E)432
AMC 12A 2019 #13

1.7.11 M
Una caja contiene 20 bolas rojas, 20 bolas verdes, 19 bolas amarillas, 13 bolas azules,
11 bolas blancas y 9 bolas negras. ¢Cudl es el minimo de bolas que debemos coger de la
caja, sin reemplazamiento, para garantizar que sacaremos como minimo 15 bolas del
mismo color?

(A)75 (B)76 (C)79 (D)84 (E)91
AMC 10A 2019 #4, AMC 12A 2019 #3

1.7.12 ™
Al explorar una cueva, Carl encuentra unas rocas de 5 quilos de valor 14$ la unidad,
unas rocas de 4 quilos de valor 11$ la unidad, y unas rocas de 1 quilo de valor 2$ la
unidad. Hay al menos 20 piedras de cada peso. El puede cargar con 18 quilos como
méaximo. ¢Cual es el valor maximo, en dolares, del total de rocas que puede extraer de la
cueva?

(A)48 (B)49 (C)50 (D)51 (E)52
AMC 12A 2018 #2

1.7.13F
Determina el nimero de subconjuntos de {2,3,4,5,6,7,8,9} que contienen al menos
un nimero primo.

(A) 128 (B)192 (C)224 (D)240 (E)256

AMC 12B 2018 #5



1.7.14F
Un cddigo de scanner consiste en una cuadricula de 7x7 cuadrados, algunos pintados
de negro y el resto de blanco. Debe haber al menos un cuadrado pintado de cada color
en esta cuadricula de 49 cuadrados. Diremos que un codigo es simétrico queda
inalterable cuando toda la cuadricula se rota un multiplo de 90° alrededor de su centro y
en el sentido de las agujas del reloj, o cuando se somete a una reflexion respecto de las
rectas que unen las esquinas opuestas, o se somete a una reflexion respecto de las rectas
que unen los puntos medios de los lados opuestos. Determina el numero de posibles
cddigos simétricos.

(A)510 (B)1022 (C)8190 (D)8192 (E) 65534

AMC 12A 2018 #15

1.7.15MF
Determina el nimero de posibilidades que tiene un estudiante para programarse 3 cursos
de matematicas (algebra, geometria y teoria de nimeros) en un horario de seis periodos
si no se pueden tomar dos cursos de matematicas en periodos consecutivos. (Los cursos
que tome el estudiante durante los otros 3 periodos no son relevantes).
(Usando las iniciales, dos ejemplos de horarios aceptables serian AXGXTX, o
AXXTXG, donde X es cualquier otro curso que no sea A, T 0 G)

(A)3 (B)6 (C)12 (D)18 (E)24

1.7.16°
Determina el nimero de enteros positivos de 3 cifras que son divisibles entre 3 pero que
no contienen el digito 3.

(A)9 (B)8 (C)9 (D)10 (E)11

AMC 12B 2018 #15

1.747F
Sea S el numero de pares ordenados de enteros (a,b), con 1<a<100 y b>0 tales que

el polinomio x*+ax+b se puede factorizar como un producto de dos factores lineales
no necesariamente diferentes con coeficientes enteros. Determina el residuo cuando S se
divide entre 1000.

AIME 12018 #1

1.7.18F
Sea un prisma hexagonal recto de altura 2, cuyas bases son hexagonos regulares de lado
1. Cualquier grupo de tres vertices del total de 12 determinan un triangulo. Determina el
numero de esos triangulos que son isosceles (incluyendo triangulos equiléteros).

AIME | 2018 #7



1.7.19 ™
Digamos que los numeros telefonicos son todos los enteros de 7 digitos, excepto
aquellos que empiezan por 0 o por 1. ;Qué fraccion de dichos nimeros telefonicos
empiezan por 9 y acaban en 0?

1 1 1 1 1
A g Bg © a1 D g © 00

AJHSME 1985 #22

1.7.20 ™
Ayer hubo 4 recien nacidos en el hospital de la ciudad. Suponiendo que hay las mismas
probabilidades de ser nifio o nifia, ¢ Cual de las siguientes opciones tiene méas
probabilidad?

(A) Los cuatro han sido nifios.

(B) Los cuatro han sido nifias.

(C) 2 han sido nifias y 2 han sido nifios.

(D) 3 han sido de un género y 1 del otro género.

(E) Todas las opciones anteriores son igualmente probables.

AMC 8 2014 #18

1.7.21 ™
Maria tiene diez trozos de papel, algunos de ellos son cuadrados y el resto triangulos.
Corta tres cuadrados en diagonal, de esquina a esquina. Luego cuenta el nimero total de
veértices de los 13 trozos de papel obtenidos, y observa que hay 42 vértices. ¢ Cuéntos
triangulos tenia antes de hacer los cortes?

(A)8 (B)7 (C)6 (D)5 (B)4

Canguro N5 2020 #8, Cangur B1 2020 #7

1.7.22MF
Elena desea visitar a su abuela durante 18 dias consecutivos. Su abuela lee sus libros de
cuentos los martes, sabados y domingos. Si Elena quiere pasar el mayor nimero de dias
leyendo cuentos con su abuela, ¢en qué dia de la semana deberia comenzar su visita?

(A) lunes (B) martes (C) viernes (D) sabado (E) domingo

Canguro N5 2020 #11, Cangur B1 2020 #9

1.7.23F
Sea A un subconjunto de 90 elementos de {1,2,3,...,100 } y sea S la suma de los
elementos de A. Determina el numero de posibles valores de S.

AIME 1 2006 #2



1.7.24 M
En un concurso de matematicas hay 57 estudiantes llevando camiseta azul, y otros 75
estudiantes llevando camiseta amarilla. Estos 132 estudiantes se reparten en 66 parejas.
En exactamente 23 de estas parejas ambos estudiantes llevan camisetas azules. ¢ Cuantas
parejas hay en las que ambos concursantes lleven camisetas amarillas?

(A)23 (B)32 (C)37 (D)4l (E)64
AMC 10B 2021 #4, AMC 12B 2021 #2

1.7.25 MF

Determina el nUmero de enteros positivos menores de 1000 que se pueden expresar
como la diferencia de dos potencias de 2 enteras.

AIME 12021 #3

1.7.26F
Determina el nmero de formas posibles de organizar 66 monedas idénticas en tres pilas
no vacias, de forma que en la primera pila haya menos monedas que en las segunda, y
en la segunda haya menos monedas que en la tercera.

AIME 12021 #4

1.7.27™F
Pilar se mueve del hexagono X al hexagono Y. Solo puede moverse de un hexagono a
otro si tienen un borde en comun. ¢ Cuantas rutas diferentes hay desde X hasta Y que
pasan por cada uno de los siete hexadgonos blancos exactamente una vez?

(A)2 B)3 (C)4 (D)5 (E)6
Cangur B1 2022 #12, Kangaroo Junior 2022 #14

1.7.28F
Veronica tiene cinco anillos en los dedos, como se muestra en la imagen. Ella se quita
los anillos uno a la vez. ;De cuantas maneras diferentes puede hacer esto?

(A)16 (B)20 (C)24 (D)30 (E)45

Cangur B1 2022 #20, Cangur E4 2022 #30, Kangaroo Junior 2022 #22



1.7.29F
Amelia sube 8 escalones, subiendo 1 o 2 escalones a la vez. Hay un agujero en el sexto
escalon, por lo que no puede usar este escalon. ¢ De cuantas formas diferentes puede
Amelia alcanzar el escalon més alto?

(A)6 (B)7 (C)8 (D)10 (E)9
Cangur B1 2021 #12, Kangaroo Junior 2021 #12

1.7.30°
En una competicion por equipos, hay cinco equipos esperando para comenzar. Cada
equipo consta de solo nifios o solo nifias. EI nimero de miembros del equipo es 9, 15,
17,19y 21. Después de que todos los miembros del primer equipo hayan comenzado, el
numero de nifias que aun no han comenzado es tres veces el nUmero de nifios que adn
no han comenzado. ¢ Cuantos miembros hay en el equipo que ya ha comenzado?

(A)21 (B)19 (C)17 (D)9 (E)15
Cangur B1 2021 #14, Kangaroo Junior 2021 #16

1.7.31F
En la cuadricula 4x4, algunas celdas deben pintarse de negro. Los nimeros al lado y
debajo de la tabla muestran cuantas celdas en esa fila o columna deben ser negras.

[l S e T W]

2021
¢De cuantas formas se puede pintar esta cuadricula?
(A)5 B)3 (C)1 (D)2 (E)Mésde5
Cangur B1 2021 #27, Kangaroo Junior 2021 #27

1.7.32F
Un rectangulo esta dividido en 5 regiones tal y como se muestra en la imagen.

Cada region se puede pintar de un color (rojo, naranja, amarillo, azul o verde), de forma
que dos regiones que se tocan tengan colores diferentes, y cada color puede usarse mas
de una vez. Determina el nimero de coloraciones posibles.

(A) 120 (B)270 (C)360 (D)540 (E)720

AMC 12A 2022 #7



1.7.33F
Los vértices de un poligono de 20 lados se numeran del 1 al 20 de forma que los
nameros de vértices adyacentes difieran en 1 o en 2. Pintamos de color rojo los lados
del poligono cuyos extremos difieren solo en 1. ;Cuantos lados rojos hay?

(A)10 (B)5 (C)2 (D)1 (E)Hay diversas posibilidades
Cangur B2 2022 #25, Kangaroo Student 2022 #21

1.7.34MF
Los cuadrados en la superficie de un cubo de 2 x 2 x 2 tienen una de tres formas en
ellos. Las formas son un circulo, un cuadrado o un signo X. Dos cuadrados cualesquiera
que comparten un lado comdn tienen formas diferentes en ellos. La imagen muestra una
de esas posibilidades.

¢ Cual de las siguientes combinaciones de formas también es posible en dicho cubo?
(A) 6 circulos, 8 cuadrados y el resto X’s

(B) 7 circulos, 8 cuadrados el resto X’s

(C) 5 circulos, 8 cuadrados y el resto X’s

(D) 7 circulos, 7 cuadrados el resto X’s

(E) ninguno de los anteriores

Cangur 2022 B1 #24

1.7.35MF
Determina el nimero de matrices 4x4 cuyas entradas son ceros y unos tales que la suma
de las entradas de las filas son 1, 2, 3y 4 en cualquier orden, y la suma de las entradas
de las columnas también son 1, 2, 3y 4 en cualquier orden.
Por ejemplo, la matriz

Ok O K
e
L B S N
o r O o

Satisface esta condicion.

(A) 144 (B)240 (C)336 (D)576 (E)624

AMC 12B 2022 #17



1.7.36 MF
Cinco hombres y nueve mujeres se colocan alrededor de un circulo de forma
equiespaciada en orden aleatorio. Determina la probabilidad de que cada hombre se
encuentre en una posicion diametralmente opuesta a una mujer.

AIME 12023 #1

1.7.37 P Problema solucionado paso a paso en video @.

Sea N el numero de formas de colocar los enteros del 1 al 12 en las 12 celdas de una
tabla 2x6 de forma que siempre que dos celdas sean colaterales contengan nimeros
cuya diferencia no sea divisible entre 3. En la imagen se muestra una configuracion
aceptable. Determina el numero de divisores positivos de N.

1135|7911
4 8 [10 | 12

=)}

AIME 2023 11 #10

Solucion: https://youtu.be/fZrbbg3p7ql £

1.7.38 M
Determina el namero de subconjuntos de {12,3,...10} gue contienen exactamente un par
de enteros consecutivos. Los subconjuntos {1,2,5} y {1,3,6,7,10} son ejemplos de estos
subconjuntos.

AIME 12023 #11

1.7.39 M
La Emma tiene cuatro colores y quiere pintar una bandera de tres franjas, con la Unica
condicion que dos franjas adyacentes no pueden ser del mismo color. ¢ De cuéntas
maneras lo puede hacer?

(A)27 (B)24 (C)48 (D)36 (E)65

Cangur B2 2023 #4, Canguro N6 2023 #4


https://youtu.be/fZrbbq3p7gI

1.7.40F
Tenemos que colocar los nimeros enteros del 1 al 9 en las 9 casillas del dibujo, de
forma que tres nimeros consecutivos siempre sumen un multiplo de 3. Los nimeros 7'y
9 ya estan colocados.

7 9

¢ De cuéntas formas se pueden colocar los nimeros restantes en las casillas que estan
vacias?

(A)35 (B)24 (C)18 (D)15 (E)12
Nota: Para una generalizacion de este problema: #1.7.42.

Cangur B2 2023 #10, Canguro N6 2023 #9

1.7.41MF
Veintitrés animales se sientan en una fila de butacas de un cine, sin dejar ningun asiento
vacio entre ellos. Cada animal es un castor o un canguro. Cada uno de ellos tiene al
mMenos un vecino que es canguro. Determina el maximo numero de castores que puede
haber en la fila.

(A)12 (B)11 (C)10 (D)8 (E)7
Cangur B2 2023 #16, Canguro N6 2023 #16

1.7.42M
Pia quiere escribir los nimeros enteros del 1 al 9 en una tabla de 9 casillas, tal y como
se muestra en la imagen. Lo quiere hacer de forma que tres casillas adjacentes siempre
sumen un multiplo de 3. ;De cudntas maneras lo puede hacer?

(A)6* (B)6® (C)2° (D)6! (E)6°
Nota: Este problema es una generalizacion de #1.7.40.

Cangur B1 2023 #30, Canguro N5 2023 #29



1.7.43F
Determina el nimero de maneras diferentes de poder leer la palabra BANANA en la
siguiente tabla, si nos movemos de una celda a cualquier otra con la que comparte un
lado.
Nota. En cada lectura de la palabra podemos utilizar la misma celda méas de una vez.

B|A|N
A|IN|A
N|A|N

(A)84 (B)56 (C)28 (D)14 (E) Cap de les anteriors
Cangur B1 2023 #28, Canguro N5 2023 #30

1.7.44F
Determina el nimero de formas de agrupar los enteros del 1 al 14 en 7 parejas de forma
que, en cada pareja, el nUmero mayor sea, como minimo, dos veces el menor.

(A)108 (B)120 (C)126 (D)132 (E) 144
AMC 12A 2022 #10, AMC 10A 2022 #14

1.7.45 M
Una pantalla digital muestra los digitos como aparecen en la figura. Para representar el
namero 23, la pantalla usa un total de 10 barras: cinco para el digito 2 y otras cinco para
el digito 3. ;Cuantos numeros naturales de dos digitos, incluido el nimero 23, se pueden
mostrar usando exactamente 10 barras?

(A)13 (B)14 (C)15 (D)16 (E)17
Canguro N4 2023 #27, Kénguru Kadett 2023 #14
1.7.46 MF
Una hormiga se mueve desde el punto A al punto B. Para hacerlo, no puede moverse

dos veces en el mismo segmento. ¢ De cuantas maneras puede llegar desde A a B?

#rTA

B
(A)6 (B)8 (C)4 (D)10 (E)9

Canguro N4 2023 #9



2 Recuento basado en formulas.

2.1 Las formulas basicas.

NuUmero de partes de un conjunto A.
Sea A un conjunto con n elementos. EI nimero de subconjuntos de A
(incluyendo @ vy el propio A) es
2n

Variaciones de n elementos tomados de k en k.
Las formas diferentes de ordenar n objetos en grupos de longitud Kk, por lo tanto
importa el orden y no hay repeticion.
V= n!
" (n—k)!

Permutaciones de n elementos.
Es un caso particular del anterior cuando k =n.

P, =nl

n

Combinaciones de n elementos tomados de k en k.
Son variaciones sin repeticion en las que no importa el orden de los elementos.

Cr‘::[n]:L
k) kl(n—-k)!

Variaciones con repeticion de n elementos tomados de k en k.
Son variaciones en las que se pueden repetir elementos.

VR =n*

Combinaciones con repeticion de n elementos tomados de k en k.
Son combinaciones en las que se pueden repetir elementos.

e o~k n+k-1
CRn = Cn+k—l =
k

2.1 MF
Pat compra cuatro rosquillas a escoger entre un amplio surtido de tres tipos: Glazé,
Chocolate y Vainilla. ;Cuéntas selecciones diferentes puede hacer?

AMC 10 2001 #19



2.1.2F
Determina el niUmero de enteros positivos de 4 digitos (esto es, enteros entre 1000 y
9999 incluidos), divisibles entre 5 y cuyos digitos son todos pares.

(A) 80 (B) 100 (C) 125 (D) 200 (E) 500

Nota: En este problema consideramos el 0 como par.

AMCI12A 2020 #4

2.1.3M
Se toman aleatoriamente dos unidades cuadradas sin reemplazamiento de una cuadricula
de nxn unidades cuadradas. Determina el menor entero positivo n tal que la
probabilidad de que las dos unidades cuadradas tomadas se toquen en vertical o en
horizontal sea menor que 1/2015 .

AIME 11 2015 #5

2.1.4M
Melinda dispone de tres cajas vacias y doce libros de texto, tres de los cuales son de
matematicas. En una caja pondra tres libros, en otra pondra cuatro libros y en la tercera
pondré cinco libros, siempre de forma aleatoria. ;Cudl es la probabilidad de que los tres
libros de matematicas vayan a la misma caja?

AIME 12013 #6
2.15°
Sea (a,,a,,a,,..,,) una permutacion de (1,2,3,...12) tal que
& >8>8>8 >8 >8 Y 8 <8 <83 <8y <a,<a,;<dp,
Un ejemplo seria (6,5,4,3,2,],7,8,9,10,1112). Determina el nimero de tales
permutaciones.
AIME 11 2006 #4

216"
En un hotel se prepara el desayuno para sus tres huéspedes. Cada desayuno debe constar
de tres bocadillos: Uno de queso, uno de atin y uno de jamén dulce. Se preparan los
nueve bocadillos y se envasan, de forma que quedan indistinguibles entre ellos.
Accidentalmente, los nueve bocadillos se desordenan. Se ponen los nueve bocadillos en
tres bolsas, tres bocadillos en cada bolsa, al azar. ¢ Cual es la probabilidad de que cada
uno de los tres huéspedes reciba un bocadillo de cada tipo?

AIME 11 2005 #2



2.1.7MF
Cuatro chicos y tres chicas van al cine y ocupan lugares consecutivos en una misma fila.
¢De cuéntas formas se pueden sentar de forma que no queden dos chicas juntas?



2.2 Permutaciones con repeticion.
La formula de las permutaciones con repeticiones.

Permutaciones de n elementos en los que un elemento se repite p; veces, otro p, veces,
otro pz veces... cumpliendo p, + p, + p; +...+ P, <N

Ejemplo: Queremos saber cuantos numeros de cinco cifras se pueden formar con los
digitos 2, 7y 9, en los que el 7 aparece dos veces y el 9 dos veces también. Por ejemplo:
"27799", "72799", "92977", etc... Eneste caso n=5, p, =1, p,=2, p;, =2,y por
tanto:

12,2 _ ol

) =30
12121

221 M
Una rana esta posicionada en el origen del plano coordenado. Desde el punto (X, y)

puede saltar a los puntos (x+1,Yy), (X+2,y), (X,y+1), (x,y+2). Determina el
numero de secuencias de salto diferentes en los que la rana, saliendo de (0,0) , acaba en
(4,4).

AIME 11 2018 #8

2.22MF
Cuando lanzamos siete dados normales de 6 caras, la probabilidad de que la suma de los

, . - n
numeros de las caras superiores sea 10 se puede escribir como r donde n es un entero

positivo. Determina n .

(A)42 (B)49 (C)56 (D)63 (E)84

AMC 10A 2018 #11

2.23MF
Lanzamos cuatro dados ordinarios de seis caras. Determina la probabilidad de que la
suma de los nimeros en las caras superiores sea 5.

UNCO Math Contest 11 2012 #2

2.2.4M
Una urna contiene 2 bolas blancas, 3 bolas rojas y 4 bolas negras. Extraemos sucesivas
bolas al azar, sin devolver a la urna las extraidas, hasta que la urna queda vacia. ;Cual
es la probabilidad de que cuando se extraiga la Gltima bola blanca todavia haya bolas
rojas y negras en la urna?



2.25F
Una hormiga empieza en el punto (1,1). Puede viajar por toda la cuadricula de enteros,
pero solo moviéndose positivamente en las direcciones x e y. Determina el nimero de
caminos para alcanzar el punto (5,5) sin pasar por el punto (3,3).

SMT 2022 Discrete Test #1



2.3 Permutaciones y variaciones circulares.

Permutaciones circulares.
La permutacion circular es un caso de permutacion en el cual los elementos se ordenan
alrededor de un circulo. Luego dos permutaciones circulares se consideraran iguales si
una se puede obtener a partir de la otra mediante una rotacion conveniente:

of oMo ©

Dados n elementos, hay n rotaciones posibles, luego del total de permutaciones
circulares es:
P nl
PC,=—=—=(n-1!
n n

Ejemplo.
¢De cuéntas formas pueden sentarse seis personas en torno a una mesa circular?
¢ Y si dos de ellas, digamos A y B, no pueden sentarse en posiciones contiguas?

Solucion:

a) PC, =51=120

b) A los 120 casos anteriores le hemos de restar todos los casos en los que A 'y B estén
en posiciones contiguas. Fijamos "A,B", tenemos los otros cuatro que pueden estar
como quieran, y por tanto hay 4!. Pero también puede ser "B,A", y los otros cuatro
como quieran, es decir, hay 120 —2-41=72..

Variaciones circulares.
Podemos ampliar el caso anterior. Supongamos que hay n personas que se quieren
sentar alrededor de una mesa de r sillas, n>r

En este caso, las permutaciones anteriores se multiplican por todos los posibles grupos
de r personas que podamos realizar, con lo que la formula es:
n
VC, =C/ -PC, =[ j(n -1!
r
Ejemplo.

¢Cuéntas configuraciones diferentes se pueden formar con 20 personas y una mesa con
espacio para 15 comensales?

Solucion:

20
VCo = (15) 141=1351612226 764800



Observacion. Collares.
En ciertas circunstancias se pueden dar otras equivalencias, por ejemplo, al hacer
collares que se pueden girar, es decir, ponerse por los dos lados, con lo que tenemos la
mitad de combinaciones posibles, pues es la misma combinacion es en el sentido de las
agujas del reloj que en el contrario:

Ejemplo.
¢Cuéntos collares diferentes se pueden formar con 8 piezas de diferentes colores?

- 7
(8-1)! :%: 2520

Solucion:

2.31°
¢ Cuéntas maneras hay de colocar n maridos y sus correspondientes n esposas
alrededor de una mesa, de forma que cada marido esté al lado de su correspondiente
esposa?

2.32F
¢De cuantas formas se pueden sentar 5 chicos y 5 chicas alrededor de una mesa, de
forma que no se sienten dos chicos juntos?

2.33MF
En un grupo de 6 amigos, hay una pareja de novios. ¢De cuantas maneras pueden
sentarse alrededor de una fogata, si los novios deben sentarse siempre juntos?

Observacion. Asientos numerados.
Si los asientos alrededor de la mesa estan numerados, las configuraciones no seran
iguales bajo una rotacion, y el nimero de casos aumenta considerablemente. Esto
sucede, por ejemplo, en el siguiente problema.

2.34MP
Cuatro embajadores y sus respectivos cuatro consejeros se sientan en una mesa redonda
de 12 asientos, numerados del 1 al 12. Cada embajador debe sentarse en un asiento
numerado como par. Cada consejero debe sentarse en un asiento contiguo a su
embajador. ¢ De cuantas formas posibles se pueden sentar?

AIME 11 2019 #5



2.4 Problemas.

24.1F
Una heladeria ofrece por la mafiana helados de 16 sabores y Ana elige un helado de 2

sabores. Por la tarde se agotaron los de varios sabores y Belén eligié un helado de 3
sabores de los que quedaron. Tanto Ana como Belén pudieron elegir entre la misma
cantidad de combinaciones posibles de sabores. ¢ Cuéntos sabores se agotaron?

(A)2 B)3 (C)4 (D)5 (B)6

Canguro N6 2020 #25, Cangur B2 2020 #25

24.2F
Etiquetamos las caras de un dado como 1, 2, 3, 4, 5, 5 y lo lanzamos cinco veces. ¢Cudl

es la probabilidad de obtener 1, 2, 3, 4, 5 en cualquier orden?

2.43F
Del conjunto {1, 2,3, ..., 10} escogemos al azar tres numeros diferentes. Determina

la probabilidad de que uno de ellos sea la media de los otros dos.

(A)1/6 (B)1/3 (C)1/2 (D)1/4 (E)1/10

Cangur B2 2019 #29, Canguro N6 2019 #28



3 El principio de inclusion-exclusion (PIE).

Este principio viene a formalizar lo que es de sentido comdn: Cuando contamos los
elementos de la union de unos conjuntos, no debemos sumar dos veces su interseccion.

Si denotaremos por [S| el nimero de elementos del conjunto S, solo sucede
/AU B|=|A|+|B| cuando ANB=0.

Para el caso mas sencillo de dos conjuntos Ay B:
|IAUB|=|A|+|B|-|ANB]|

Para el caso de tres conjuntos A, By C:
IAUBUC|=|A|+|B|+|C|-|]ANB|-|[ANC|-BNC|+|AnBNC]|

)
(A

Para el caso general de S,,S,....,S, conjuntos finitos:

Us|=3s |- Sfs.ns+ DIS,nS, A8+t ((1™5, NS, M. S,
i=1 i1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

Problema ejemplo.
¢ Cuantos nimeros enteros positivos menores que 120 son multiplos de 2 o de 3?

Solucion:
Para calcular los maltiplos de un nimero dividimos el total entre dicho nimero y nos
guedamos con su parte entera, sin decimales. Esto lo denotamos por |_n/mJ

Enteros menores que 120 mltiplos de 2: |A|=|119/2 | =59

B = Enteros menores que 120 multiplos de 3: |B|=[120/3 |=39

A B =Enteros menores que 120 maltiples de 2 y de 3.
Aprovechando que 2 y 3 son coprimos, seran todos los multiples de 2-3=6:
|AnB|=[119/6]=19

Luego |AU B|=|A[+|B|-|AnB|=59+39-19 =79



3.1.1
¢ Cuantos enteros positivos que no excedan de 2001 son multiples de 3 o de 4 pero no de
5?

(A) 768 (B) 801 (C) 934 (D) 1067  (E) 1167

AMC 12 2001 #12

3.12
Llamemos "pseudo-primo™ a todo nimero compuesto pero no divisible entre 2, 3 0 5.
Los tres pseudo-primos mas pequefios son 49, 77 y 91. Hay 168 primos menores que
1000. ¢ Cuantos pseudo-primos hay menores que 1000?

(A) 100 (B) 102 (C) 104 (D) 106 (E) 108

AMC 12A 2005 #18

3.13F
Determina el namero de subconjuntos de {],2,3,4,5,6,7,8} gue no son subconjuntos de

{1,2,3,4,5} ni de {4,5,6,7,8}.
AIME 11 2017 #1

3.14F
El Sr. Sanders recibe periédicamente la visita de sus tres nietos. EI primero le visita
cada tres dias, el segundo le visita cada cuatro dias y el tercero le visita cada cinco dias.
Los tres le visitaron el 31 de diciembre del 2016. Determina el nimero de dias del afio
siguiente en los que no recibira visita de ninguno de sus tres nietos.

(A)78 (B)80 (C)144 (D) 146 (E) 152
Nota: El 2017 no fue un afo bisiesto.
AMC 8 2017 #24

3.1.5M
El Sr. Sanders recibe periddicamente la visita de sus tres nietos. EI primero le visita
cada tres dias, el segundo le visita cada cuatro dias y el tercero le visita cada cinco dias.
Los tres le visitaron el 31 de diciembre del 2016. Determina el nimero de dias del afio
siguiente en los que no recibira visita de ninguno de sus tres nietos.

(A)78 (B)80 (C)144 (D) 146 (E) 152

Nota: El 2017 no fue un afo bisiesto.

AMC 8 2017 #24



3.16"
Diremos que un entero es “primigenio” cuando es compuesto pero no es divisible entre
2,3 0 5. Los tres nimeros “primigenios” mas pequefios son 49, 77 y 91. Existen 168
numeros primos menores que 1000. Determina el nimero de enteros “primigenios”
menores que 1000.

(A) 100 (B)102 (C)104 (D) 106 (E) 108
AMC 12A 2005 #18

3.1.7M
Determina el nimero de enteros positivos no superiores a 2001 que son multiples de 3 o
de 4 pero no de 5.

(A) 768 (B)801 (C)934 (D)1067 (E) 1167

AMC 10 2001 #25 , AMC 12 2001 #12



4 L_os numeros combinatorios.

4.1 Definicidn y propiedades basicas.

4.1.1 Definicion. NUmero combinatorio.

Dados n >k >0, definimos el nUmero combinatorio "n sobre k" como

n) n!
k) Kki(n—k)!

Donde n!'=n(n-1)(n-2)...2-1, y se define 0!=1

4.1.2 Propiedades basicas de los nUmeros combinatorios.

-

2 o )l )2

g) Todos los numeros combinatorios son enteros.

Demostracion.

a)(nj: no_ ol :11[nj: nto_onb_n_,
0) O(n-0)! 1-n! n) nl(n-n)! nto! nl

b)

n-1 N n-1)  (n-1)! N (n—-1)! B
k k-1) kl(n—-1-k)! (k-D(n-1-k+1)!

(-kM-9! k-9 _(-kO-! k-1t _

-1 -1
b) nj:[n j+(n ] n>k>1 "Férmula de Pascal"

n n-1 n-2 k k-1
C) = + 4.t + para n>k >1
k k-1 k-1 k-1) (k-1

T—KK(N—1-K)! Kk(k-DI(n—K)! Ki(n—k)!  K(—K)!

_ (=K -Yhk(n-! _ (n-)(n—k+k)_ n(n-1)! _

k(n—k)! Kin—k)!  KI(n—k)! KkI(n—k)!

d)

|

n
k

|



K n K nt n! n (n=1)! B
k)] ki(n-k)! (k-D!(n-k)! (k-D!(n-1-k+1)!

_ (n-1)! _ (n—l}
=n =N
k-)!'(n-1-(k-1)" k-1

4.1.3M
a) Demuestra que, para todo n>2, se cumple:

RS

b) Aplica esta igualdad para demostrar la férmula de la suma de los cuadrados de los
primeros n ndmeros naturales:

L2 n(n+1)(2n+1)
2 6

4.14F
Para cada nimero real a y para cada entero positivo k , definimos
a)_a@@-1(@-2).(a-(k-1)
k k(k-1)(k-2)...2-1

, -1/2 1/2
¢ Cual es el valor de + ?
100 100

(A) -199 (B) -197 (C) -1 (D) 197 (E) 199
ASHME 1988 #14
415°
Determina el valor de Zn:k[m .

k=1



4.2 El Teorema del binomio.

4.2.1 El Teorema del binomio.
Este teorema establece que cualquier potencia de un binomio x+ y puede ser expandida
en una suma de potencias x'y’ de la siguiente manera:

n_nnkn—k_nOn n1n—1 nnO
(x+y) _kz_;‘[ij y _(ij y +(ny +...+(an y

Demostracién. Se demuestra por induccion sobre n.

Si n=0,1 el resultado se puede comprobar facilmente. Supongamos que el resultado es
cierto para n>1. Entonces:

k=0

k=0 k=0 =0 k=0
=nz+l(k ]JX yn+1k+z( JX yn k+1 _anrl (n+1J n+l-k

Teorema multinomial.
El teorema del binomio se puede ampliar para potencias de mas de dos elementos:

(X + X+t x) = D

ra nel....e'

XX

Observacion.
Desde el punto de vista de la combinatoria, el coeficiente multinomial
n!
el.e!
Cuenta el numero de diferentes maneras de dividir un conjunto de n elementos en
subconjuntos disjuntos de tamafios e, ,e, ...,

4.2.2M
Expandimos y simplificamos la expresion

(X + y + 2)2006+ (X— y _ Z)2006
¢ Cuantos términos contiene la expresion simplificada?

(A)6018  (B)671.676 (C)1007514 (D) 1008016 (E) 2015028

AMC12A 2006 #24



4.3 Mas propiedades de los nimeros combinatorios.

4.3.1 Otras propiedades de los niUmeros combinatorios.

2 Z”: njz _(Zn)
o\ K n
r/m) n m-+n .

b) Z = Identidad de VVanderemonde
k=0 k r_k r

C) Zn: K = n+l Identidad "Hockey-Stick"
~\r| \r+1 Y

m (i m+1 n
d = -
) ; kj (k+1j (k+1]
Demostracion.
a) Una forma de demostrar esta igualdad es mediante el Teorema del binomio (4.2.1):

o -enpiet < 2 (1) (2 (0
o= 3 (VT

Y todo se reduce a observar, en las dos igualdades anteriores, el coeficiente del monomio x".
Otra forma de demostrar esta igualdad seria mediante la identidad de VVandermonde.

4.3.2M

Disponemos de 2n bombillas colocadas en dos filas (A 'y B) y numeradas de 1 anen
cada fila. Algunas (o ninguna) de las bombillas estan encendidas y el resto apagadas;
decimos que eso es un “estado”. Dos estados son distintos si hay una bombilla que esta
encendida en uno de ellos y apagada en el otro. Diremos que un estado es “bueno” si
hay la misma cantidad de bombillas encendidas en la fila A que en la B.
Demuestra que el nimero total de estados buenos, EB, dividido por el nimero total de
estados, ET, es

EB 3.5-7..(2n-1)

ET 2" n!

OME 2021 #5

4.3.3MP
Determina el residuo cuando

se divide entre 1000.
AIME 11 2022 #10



5 Técnicas avanzadas de recuento.

5.1 NUmeros salteados.

Problema modelo.
Se considera el conjunto {1, 2, 20}. ¢De cuantas formas se puede elegir cinco
elementos entre los que no haya dos consecutivos?

Solucion.
Si hacemos una eleccion de cinco elementos {x,,x,,X,,,,X; | cumpliendo la

condicion anterior, que podemos suponer ordenados de menor a mayor,
1<X <X, <X3 <X, <X; <20

se cumple
X > X, +1, X, >X% +1, ;> X, +1, X, >x +1

Y por tanto, el conjunto {x,,x, —1,%, —2,%, —3,% — 4}

estara formado por cinco nimeros diferentes, entre 1y 16.

Y reciprocamente, si consideramos cualquier conjunto de cinco numeros diferentes
1<y <Y, <Y3 <Y, <Y; <16

El conjunto {y,,y, +1,Y,+2,Y, +3,Ys +4}

Estara formado por cinco nimeros diferentes no consecutivos entre 1y 20.

Asi pues, tenemos una biyeccion entre los conjuntos que cumplen la condicién del
enunciado y el nimero de conjuntos de 5 elementos diferentes que se pueden formar
con n=20-4=16

Este razonamiento se puede generalizar para encontrar el nimero de subconjuntos de k
elementos no consecutivos de {1,2,3,...,n }

n—-k+1
k
5.1.1M

¢Cuéntos subconjuntos S no vacios de {1,2,3,...,15} tienen las siguientes dos
propiedades?

(1) No hay dos enteros consecutivos perteneciendo a S al mismo tiempo.

(2) Si S contiene k elementos, entonces ningun numero menor que k pertenece a S.

(A) 277 (B) 311 (C) 376 (D) 377 (E) 405

AMC12A 2006 #25



5.1.2M
Diremos que un conjunto de enteros es espaciado cuando no contenga mas de uno de
cada tres enteros consecutivos. ¢ Cuéntos subconjuntos de {1, 2,3,...,12 } incluyendo

el conjunto vacio, son espaciados?

(A) 121 (B) 123 (C) 125 (D) 127 (E) 129

AMCI12A 2007 #25

5.2 Subgrupos condicionados.

5.2.1°
Disponemos de 15 letras: 5 "A", 5 "B" y 5 "C". ; De cuantas formas se pueden ordenar
de forma que no haya ninguna "A" en el primer grupo de 5, ninguna "B" en el segundo
grupo de 5 y ninguna "C" en el tercer grupo de 5?

2,5 ’ 5 55 15 15! 15
(A) kZ;[kj (B) 3°-2 € 2 (D) &) (E) 3

AMC12A 2003 #20
5.3 Bolas y cajas (Tablas de doble entrada).

53.1MF
Jenn toma aleatoriamente un namero J entre 1,2,3,...,19,20. Después Bela toma
aleatoriamente un namero B entre 1,2,3,...,19,20, distinto de J. ;Cuél es la probabilidad
de que B—J sea como minimo 2?

AIME | 2019 #2
5.4 Toma de tres numeros ordenados.

Proposicion.
Las diferentes combinaciones en que tres nimeros aleatorios 0 < a,b,c <n estén

n+3
ordenados, es decir, a<b<c son [ 3 ]

5.4.1M

Sea S el conjunto de todos los enteros positivos divisores de 20° . Se toman tres
numeros de este conjunto, aleatoriamente y con reemplazamiento, y se etiquetan como
a,,8,,8, en el orden en que van apareciendo. Determina la probabilidad P de que a,

dividaa a, y de que a, dividaa a,.

AIME | 2020 #9



5.5 Los Teoremas "'Barras y estrellas' (*'Stars and bars'").

Con este nombre se suelen denominar unos teoremas que pueden ser de mucha ayuda
para resolver ciertos problemas de combinatoria. Fueron popularizadas por William
Feller en su obra "An Introduction to Probability Theory and Its Applications" (1950).

Teoremas ""Barras y estrellas™.
Dados dos numeros enteros positivos n,k ,

a) El nimero de k-tuplas de enteros positivos cuya suma es igual a n es

)

b) ElI nimero de k-tuplas de enteros no negativos cuya suma es igual a n es
n+k-1) (n+k-1
k=1 /| n
5.5.1

Determina el nimero de polinomios P(x) de grado menor o igual que 3, cuyos
coeficientes son todos elementos del conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 } y que cumplen
P(-1) =-9.

(A) 110 (B)143 (C)165 (D)220 (E) 286

AMC 12B 2018 #22



5.6 Recuento mediante recursividad.

5.6.1°

5.6.2°

Los dos problemas siguientes se pueden resolver mediante recursividad. Se ofrecen dos
versiones de resolucién para cada uno de los dos problemas.

La primera version es mediante recursividad pura, mecanica, lo que los americanos
Ilaman "bashing". Llegaremos seguro al resultado buscado, pero a costa de realizar una
gran cantidad de calculos mecanicos.

La segunda version es mucho mas elegante: Se trata de encontrar la formula recursiva
que nos permitird alcanzar el resultado buscado ahorrandonos una gran cantidad de
tediosos calculos, pero a costa de tener que encontrarla, cosa que puede exigir una gran
cantidad de tiempo. En las soluciones oficiales siempre se nos presenta esta segunda
version, mucho més elegante, pero la pregunta es obligada: En el contexto de una
competicion matematica, con el tiempo limitado, ¢ Merece la pena arriesgar el tiempo en
encontrar la formula recursiva?

Disponemos de una rueda consistente en dos circunferencias y cinco radios, con una
etiqueta en cada punto de contacto entre los radios, tal y como aparece en la figura. Un
gusano avanza por la rueda, empezando en el punto A. Este gusano avanza en cada paso
desde un punto etiquetado a uno adyacente. Por la circunferencia interna este gusano
solo puede avanzar en el sentido contrario al de las agujas del reloj, mientras que por la
circunferencia exterior este gusano solo puede avanzar en el sentido de las agujas del
reloj. Por ejemplo, el gusano puede realizar el camino AJABCHCHIJA, que tiene 10
pasos. Sea n el nimero de caminos de 15 pasos que empiezan y acaban en A.
Determina el residuo cuando n se divide entre 1000.

AIME 12018 #10

Sea un heptagono SBP,R,ER,P, . Una rana empieza saltando desde el vértice S. Desde

cualquiera de los vértices del heptdgono excepto E, la rana puede saltar a cualquiera de
sus dos Vvértices adyacentes. La rana se para cuando alcanza el vértice E. Determina el
numero de secuencias diferentes de no mas de 12 saltos que acaban en E.

AIME 12018 #14



6 Problemas de estrategia.

6.1 Problemas de estrategia éptima.

6.1.1°
Anna y Bernat juegan sobre un tablero de ajedrez de dimensiones 2020 x 2020 .
Diremos que una coleccion de piezas sobre el tablero esta “arrinconada” (en la esquina
inferior izquierda) si no hay ninguna casilla vacia tal que la casilla inmediatamente
encima o inmediatamente a la derecha contenga una pieza, tal y como se muestra en la
figura.

Inicialmente hay 2020 piezas colocadas en una posicion arrinconada. En turnos alternos,
comenzando por Anna, cada jugador retira dos piezas en casillas adyacentes, con la
condicion de que la configuracion que quede siga siendo arrinconada. Pierde el jugador
que no puede hacer ningiin movimiento. Determinar cual de los dos jugadores ganara,
en funcion de la posicién inicial de las 2020 piezas, suponiendo que ambos juegan de
forma optima.

OMEC 2021 #5

6.1.2"
En un castillo encantado hay n habitaciones idénticas, numeradas de 1 a n, cada una de
las cuales tiene k puertas alineadas. En la habitacién j, 1< j <n -1 hay una Unica puerta
que te lleva a la habitacion j+1 y en la habitacion n hay una Unica puerta que te saca del
castillo. Todas las demés puestas te llevan de vuelta a la habitacién 1. Cuando pasas una
puerta y llegas a una habitacion, no puedes saber en qué habitacion estas entrando ni
qué puertas has usado con anterioridad. Empiezas en la habitacién 1 y conoces los
valores de n y k. Determina para qué valores de n y k existe una estrategia que te
garantiza que podras salir del castillo, explica en qué consiste la estrategia y demuestra
que funciona.

OMEM 2021 #9

6.1.37
Cinco monedas estan sobre una mesa con las "caras" hacia arriba. Después, en cada
paso se voltean tres monedas. ¢Cual es el menor nimero de pasos necesarios para que
todas las monedas tengan sus "cruces" hacia arriba?

(A)2 (B)3 (C)4 (D)5 (E)noes posible

Canguro N6 2020 #12, Cangur B2 2020 #12



6.1.4F°
Alrededor de un circulo hay 2021 espacios. Se colocan 2020 ceros y 1 uno. La Unica
operacion que se permite es escoger un nimero y cambiar sus dos vecinos (de 0 a 1 o de
1 a0). ¢Es posible cambiar todos los nimeros a 1? ;Y si hubiéramos empezado con
2021 ceros?

Olimpiada Matematica Rioplatense 1997

6.15"
La estrella de seis puntas de la figura es regular: todos los angulos interiores de los
triangulos pequefios son iguales. A cada uno de los trece puntos sefialados se le asigna
un color: verde o rojo. Demuestra que siempre habra tres puntos del mismo color que
son Vvértices de un triangulo equilatero.

7
12 5/\‘ 8

11 P 3 9
10

OME 2022 #1

6.1.6 M*
Cinco autos participaron en una carrera, comenzando en el orden que se muestra.

Cada vez que un automovil adelantaba a otro, se otorgaba un punto. Los coches llegaron
a la meta en el siguiente orden:

't & 11 = .__: 'f ® 22 ~ E o 3 - ”"‘; 'E, a 18 ..__} 'E, o 7 “"‘.i
¢Cual es la menor cantidad de puntos en total que se podria haber otorgado?

(A)10 (B)9 (C)7 (D)6 (E)8
Cangur B1 2021 #17, Kangaroo Junior 2021 #17

6.1.7"
Un namero finito de intervalos cerrados de longitud 1 cubren el intervalo [0,50].

Demuestra que podemos determinar un subcojnto de al menos 25 intervalos disjuntos
dos a dos.

Canadian Mathematical Olympiad 1997 #2



6.1.8"7

6.1.9°

2021 bolas estan dispuestas en una fila y estdn numeradas del 1 al 2021. Cada bola esta
coloreada en uno de los cuatro colores: verde, rojo, amarillo o azul. Entre cinco bolas
consecutivas, hay exactamente una roja, una amarilla y una azul. Después de cualquier
bola roja, la siguiente bola es amarilla. Las bolas numeradas 2, 20 y 202 son verdes. ¢De
qué color es la bola numerada 20217

(A) Verde (B) Rojo (C) Amarillo (D) Azul (E) Es imposible de determinar.

Cangur B1 2021 #30, Kangaroo Junior 2021 #30

Cristina tiene ocho monedas cuyos pesos en gramos son diferentes enteros positivos.
Cuando Cristina pone dos monedas en un lado de la balanza y dos en el otro lado de la
balanza, el lado que contiene la mas pesada de las cuatro monedas es siempre el lado
maés pesado. ¢Cudl es el menor peso posible de la moneda méas pesada?

(A)8 (B)12 (C)34 (D)128 (E)256

Cangur B1 2021 #29, Kangaroo Junior 2021 #30

6.1.10°

Los primeros 1000 enteros positivos se escriben en una fila con algun orden y todas las
sumas de tres nimeros adyacentes se calculan. ¢Cual es la mayor cantidad de sumas
impares que se pueden obtener?

(A) 997 (B)996 (C)995 (D)994 (E) 993

Cangur B2 2021 #14 Kangaroo Student 2021 #14

6.1.11 M

Anay Berta tienen una tableta de chocolate de dimensiones nxm (donde n'y m son
enteros positivos), y juegan al juego que se explica a continuacion:

a) Las jugadoras se alternan por turnos, y en cada turno la jugadora a la que toca jugar
hace estas acciones: decide como cortar la tableta en dos partes (de dimensiones (n-
k)xm y kxm, con k<n, o bien de dimensiones nx(m-k) y nxk, con k<m, (donde k es
siempre un entero positivo), y una vez hecho el corte decide cual de las dos partes se
come y cual de las dos partes sigue en el juego y se la pasa a la otra jugadora.

Pierde la jugadora que recibe una tableta de dimensiones 1x1.

Si comienza Ana, determina para qué valores de m y n tiene una estrategia ganadora.
b) Consideremos ahora una version alternativa de este juego en la que, en cada turno, la
jugadora que tiene la tableta decide como romperla, pero es la otra jugadora la que
escoge qué parte sigue en el juego.

Si comienza Ana, determina ahora para qué valores de m y n tiene una estrategia
ganadora.

Nota: Se ofrece una solucién completa para la primera parte, de una dificultad moderada. Para la segunda parte, de una dificultad
mucho mayor, nos remitimos a las soluciones oficiales.

OME Fase local Catalunya 2023 #3



6.2 Puzles combinatorios.

6.2.1M

6.2.2°

Tres nifios jugaron un juego de ”Palabras” en el que cada uno escribié 10 palabras. Cada
nifio obtuvo tres puntos si ninguno de los otros nifios tenia la misma palabra. Cada nifio
obtuvo un punto si solo uno de los otros nifios tenia la misma palabra. No se otorgaron
puntos por las palabras que tenian los tres nifios iguales. Cuando sumaron sus puntajes,
encontraron que cada uno tenia un puntaje diferente. Sam tuvo 19 puntos, que fue el
puntaje méas pequefio, y James tuvo el puntaje mas alto. ; Cuéntos puntos obtuvo James?

(A)20 (B)21 (C)23 (D)24 (E)25
Cangur B1 2021 #24, Kangaroo Junior 2021 #24

Problema solucionado paso a paso en videoi.

Alicia, Blanca y Carla participaron en una competicion de lucha libre. En cada combate,
dos luchaban y la tercera descansaba. Después de cada combate, en el siguiente, la
ganadora se enfrentaba con la que habia descansado. En total, Alicia hizo 10 combates,
Blanca 15 y Carla 17. ;Quién perdi6 el segundo?

(A) Alicia (B) Blanca (C) Carla (D) Blanca o Carla (E) no se puede saber

Canguro N5 2020 #28, Cangur B1 2020 #28

Solucion: https://youtu.be/TEkiB2dbm8g £

6.2.3M

Se crea una espiral de nmeros consecutivos comenzando por el 1, tal y como se
muestra en la figura. Si el patron formado por la espiral continuara, ¢En qué posicion
encontrariamos los nimeros 625, 626 y 6277

10 —-11—12—13

9 2= 3 14

DY —y B i

4 15

(T
— 00—
——

— 65 16
) l
21 20 — 19 — 18 — 17

o
V]
=1

A) B) Q) D) E)
625 625 — 626 (25 — 626 — 627 626 — 627 627
| | 1 T

626 627 625 626

627 625

Cangur B2 2023 #23, Canguro N6 2023 #23



https://youtu.be/TEkjB2dbm8g

6.2.4"°
En una competicion de escalada, 13 escaladores compiten en tres categorias. La
puntuacion final de cada competidor es el producto de sus posiciones en cada una de las
tres categorias. Por ejemplo, si uno queda cuatro, tercero y sexto en las tres categorias,
su puntuacion final es 4-3-6 = 72. Cuanto mayor es la puntuacién, més baja es la
posicion final. ¢Cual es la posicion final mas baja que puede obtener Anna si ha
quedado primera en dos de las tres categorias?

(A)2a (B)3a (C)4a (D)5a (E)6a
Cangur B2 2023 #22, Canguro N6 2023 #22

6.25"
Colocamos siete nimeros enteros positivos diferentes de una sola cifra en los circulos
del diagrama adjunto. El producto de los tres nimeros situados en linea recta es el
mismo para los tres casos. Determina el nimero que hay en el circulo con el signo de
interrogacion.

(A)8 (B)6 (C)4 (D)3 (E)2
Cangur B1 2023 #25, Canguro N5 2023 #25

6.2.6 °
Ponemos los nimeros del 1 al 11 en cada uno de los hexagonos del siguiente diagrama,
sin repetir ninguno, con la condicion de que los tres nimeros que hay en los hexagonos
que tocan cada punto negro suman siempre lo mismo. ;Qué nimero hemos puesto en el
hexagono marcado con un interrogante?

(A)9 (B)3 (O)7 (D)4 (B)S

Cangur B1 2023 #28, Canguro N6 2023 #28



6.2.7 M

Cada casilla de una cuadricula 5x5 puede estar llena o vacia, y tiene ocho casillas
vecinas, donde por vecinas entendemos que comparten un lado o una esquina. La tabla
se puede transformar mediante las siguientes reglas:

- Una casilla llena con dos o tres casillas vecinas llenas permanece llena.

- Una casilla vacia con exactamente tres casillas vecinas llenas se convierte en una
casilla llena.

- Cualquier otra posibilidad hace que una casilla permanezca vacia o se convierta en
vacia.

Un ejemplo de transformacion se muestra en la siguiente figura:

Initial Transformed

Supongamos que la tabla 5x5 tiene un borde de casillas vacias rodeando una tabla
interna 3x3. Determina el nimero de configuraciones iniciales que se transformaran en
una cuadricula consistiendo en una Unica casilla llena en el centro, después de una Unica
transformacion (Las rotaciones y reflexiones de una misma configuracion se consideran
diferentes).

] — (T

Initial Transformed
(A)14 (B)18 (C)22 (D)26 (E)30
AMC 12B 2022 #18, AMC 10B 2022 #19

https://youtu.be/mwOktcvg94k



https://youtu.be/mwOktcvq94k

7 Problemas olimpicos y pre-olimpicos.

7.11°
Sea S el conjunto de todos los puntos de coordenadas (X, Y, z), donde x.y,z se toman

del conjunto {0,1,2}. ;Cuéntos triangulos equilateros podemos encontrar cuyos vertices
estén en S?

AMC 12A 2005 #25

7.12M
Lanzamos un dado cuatro veces. ¢Cual es la probabilidad de que el producto de los
cuatro lanzamientos sea un cuadrado perfecto?

AIME 112019 #4

7.13°
Disponemos de seis cartas numeradas del 1 al 6 alineadas. Determina el nimero de
permutaciones de estas seis cartas tales que si se elimina una de ellas, las otras cinco
restantes quedan ordenadas, en orden descendente o ascendente.

AIME 12020 #5

7.14F
Mientras ven un espectaculo, Ayako, Billy, Carlos, Dahlia, Ehuang y Frank se sientan
en este orden en una fila de seis bancos. Durante el intermedio, salen a tomar algo, y al
volver se sienten en esos mismos asientos de manera que, si dos de ellos estaban
sentados juntos antes, ahora no lo estan. ¢ De cuantas formas posibles se han podido
sentar al volver del intermedio?

AIME 11 2020 #9

7.15°
Un club consistente en 11 hombres y 12 mujeres necesita escoger un comité entre sus
miembros, de forma que el nimero de mujeres del comité sea uno mas que el nimero de
hombres de dicho comité. Este comité puede tener entre 1 y 23 miembros. Sea N el
namero de comités que se pueden formar. Determina la suma de todos los nimeros
primos que dividen N.

AIME | 2020 #7

716"
Considere todos los nimeros naturales de siete cifras que se pueden escribir utilizando
dos cifras "5", cuatro cifras "6" y una cifra "7". Determine cuantos de estos nimeros son
impares y mayores que seis millones.

PAU PORTUGAL 2019 635 #4



7.1.7°
Denotamos por D(n) el numero de formas es escribir un entero positivo n como
producto
n="f-f,..f

donde k>1, los f, son enteros estrictamente mayores que 1y el orden de los factores si

importa (es decir, dos representaciones que difieren solo en el orden se consideran
diferentes). Por ejemplo, el nimero 6 se puede escribir como 6, 2-3 y 3-2, y por tanto
D(6)=3.

Determina D(96).

(A) 112 (B)128 (C)144 (D)172 (E) 184
AMC 12B 2020 #24

7.1.8°
La siguiente figura es un mapa en el que se muestran 12 ciudades y 17 carreteras que
conectan ciertos pares de ciudades. Paula desea recorrer exactamente 13 de estas
carreteras, empezando en la ciudad A y finalizando en la ciudad L, sin recorrer ninguna
porcién de carretera mas de una vez (Paula puede visitar una ciudad mas de una vez).

A

¢ Cuantas rutas diferentes puede tomar Paula?
(Ao (B)1 (C)2 (D)3 (E)4
AMC 12B 2019 #10

7.1.9M
Determina el nimero de secuencias de “0” y “1” de longitud 19, que empiezan y
terminan con “0”, no contienen dos “0” consecutivos, y no contienen tres “1”
consecutivos.

(A)55 (B)60 (C)65 (D)70 (E)75

AMC 12B 2019 #23



7.1.10F
Colocamos aleatoriamente los numeros 1, 2, ..., 9 en una cuadricula de 3 filas y 3
columnas. En cada casilla ponemos un nimero, y cada uno de los nUmeros se usa una
Unica vez. Determina la probabilidad de que la suma de los numeros en cada filay en
cada columna sean nimeros impares.

A o (B)% €= ©= (E)%

AMC 12A 2019 #16

7.1.11°
Determina el nmero de funciones f(x) de {1,2,3,4,5} en {1,2,3,4,5} que satisfacen

f(f(x))=f(f(f(x)) paratodo x de {1,2,3,4,5}.
AIME 112018 #10

7.1.12°
Determina el nimero de permutaciones de 1, 2, 3, 4, 5, 6 tales que para cada k con
1<k <5, al menos uno de los primeros k términos de la permutacion es mayor que K .

AIME 11 2018 #11

7.1.13MP
Determina el nUmero de funciones f de {0,1,2,3,4,5,6} en los enteros tales que
f(0)=0, f(6)=12 y

Ix=y|<[f () - f(y)<3x-Yy]|
paratodo x, y en {0,1,2,3,4,56}.
AIME 11 2018 #15

7.1.14°
Determinar todas las parejas de enteros positivos ( m, n) para los cuales es posible
colocar algunas piedras en las casillas de un tablero de m filas y n columnas, no més de
una piedra por casilla, de manera que todas las columnas tengan la misma cantidad de
piedras, y no existan dos filas con la misma cantidad de piedras.

OME Fase Local Aragén 2021 #4

7.1.15F
Sea P un poligono regular de n lados, n > 6. Determinar el nimero de tridngulos que
tienen vértices en los vertices del poligono y lados sobre las diagonales (no lados) de P.

OMEC 2021 #1



7.1.16 "
Determina el nimero de pares ordenados (a,b ) de enteros tales que la sucesion

3,4,5,a,b,30,40,50

es estrictamente creciente y no hay ningin subgrupo de cuatro (no necesariamente
consecutivos) terminos que formen una progresion aritmética.

AIME 12022 #6

7.1.17MP
Elena dispone de doce fichas de colores, dos por cada de los siguientes colores: Rojo
(R), azul (B), amarillo (), verde (G), naranja (O) y parpura (P). Diremos que una
ordenacion de fichas sera par si hay un nimero par de posiciones entre cualquier par de
fichas del mismo color. Por ejemplo, la ordenacibon RBBY GG Y RO P P O es par.
Ellina ordena sus fichas de forma aleatoria. La probabilidad de que obtenga un orden
par es m/n, con my n enteros positivos coprimos. Determina m+n.

AIME | 2022 #9

7.1.18 ° Problema solucionado paso a paso en video.

El codigo de barras mostrado se compone de franjas blancas y negras alternadas, siendo
negras las de los extremos. Cada una de las franjas, blanca o negra, tiene anchura 1 6 2

y el ancho total del cédigo es 12.

¢ Cuantos codigos de barras diferentes, en esas condiciones, leidos de izquierda a
derecha, es posible construir?

(A)12 (B)24 (C)66 (D)132 (E)116
Canguro N6 2010 #24, Kangaroo Student 2010 #24, Cangur N4 2010 #27

Solucion: https://youtu.be/A7sTeff8lzk &3

7.1.19F
Un tablero de 2022x2022 casillas se tiene que recubrir completamente por piezas que
son triangulos rectangulos isésceles con catetos de longitud igual a cada casilla del
tablero (que son todas cuadradas). Hay triangulos blancos y triangulos negros. Un
recubrimiento es bueno si dos triangulos que tocan por un lado tienen colores diferentes.
¢ Cuantos recubrimientos buenos diferentes se pueden hacer en este tablero?

OMEFL Catalunya 2023 #4


https://youtu.be/A7sTeff8lzk

7.1.20°
Determina el nimero de colecciones de 16 subconjuntos diferentes de {1,2,3,4,5} con la
propiedad de que para cualquier par de subconjuntos X, Y de esta coleccion,
XY =d.

AIME 11 2023 #11



Soluciones.

111
Sea n=a;a,a, setiene que cumplir:

a {02,468}, a¢{012,..,3-1}, a €{1,2,..,a, -1}

Luego el total es

a=0=>Y

a=2=acdl=>0
a=4=a,ec{0123}=1+2=3
a=6=a,e{012345/=1+2+3+4=10
a=8=a,c{01234567}=1+2+3+4+5+6=21

En total: 3+10+21 =34 casos

112
El nimero b queda determinado por el nimero a:
a—>b=1000 —-a
1—999
2—998
999 —»1

De todos estas 999 parejas debemos eliminar aquellas que contengan el digito "0", en a o en
b . Estudiaremos los casos por centenas:

Del 101 al 200 hay: Diez nimeros a que acaban en "0": {110,120,130,...,200}, y nueve
nameros mas que tienen el cero en la cifra de las decenas: {101,102,103,...,109}
Y esto se repite con los bloques 1**, 2** 3** 8**

A estos debemos afiadir los nimeros a e {191192,193,199} pues determinan nimeros b con
cero en las decenas: 1000 —191 =809, 1000 —192 =808, ..., 1000 —199 =801

En total 100+9+9=28.
Esto sucede exactamente igual para cada bloque 1**,2** 3**  8**

Pero en el bloque 9** ya no contamos el 1000, ni tampoco los a e {991992,993,999} pues estos

generan numeros b con ceros a la izquierda, que no se tienen en cuenta:
1000 —991 =9, 1000 —992 =8....

Luego hay 10+8=18

Y en el bloque del 1 al 100 no contamos los nimeros del 1 al 9, luego son
{10,20,30....,90,100}, y los que generan un b con cero: {9192,93,..99}
En total hay 10+9=109.



Por lo tanto, el nUmero buscado es 999 —8.28 —18 —19 =738

1.2.1
Vamos a ordenarlos por subconjuntos que contengan una pareja que sume 16, y vamos a afadir
dos nimeros mas para que también haya dos que sumen 24.

{1,15,a,b} {1,15,20,4}, {1,15,9,*}x 21

{2,14,a,b} {2,14,20,4}, {2,14,10,*}= 21

{3,13,a,b} {3,13,20,4}, {3,13,11,*}x 21

{4,12,a,b} {4,12,20 *}x21

{5,11,a,b} {5,11,20,4}, {5,11,19,%}x 21,{5,11,13,*}x 21
{6,10,a,b} {6,10,20,4}, {6,10,18,*}x 21 {6,10,14,*}x 21
{7,9,a,b} {7,9,20,4}, {7,9,17,*}= 21,{7,9,15,*}= 21

Todos ellos suman 10-21+6=216 .

Pero vemos que hay alguna repeticion, hay seis elementos que los hemos contado dos veces:
Los grupos {3,13,11,*}x 21 y {5,11,13,*}x 21 comparten el elemento {5,11,13,3}.
Los grupos {2,14,10,*}x 21 y {6,10,14,*}x 21 comparten {6,10,14,2}
Los grupos {5,11,19,*}x 21 y {5,11,13,*}x 21 comparten {5,11,19,13}
Los grupos {6,10,18,*}x 21 y {6,10,14,*}x 21 comparten {6,10,14,18}
Los grupos {7,9,17 ,*}x 21 y {7,9,15,*}x 21 comparten {7,9,15,17}
Los grupos {1,15,9,*}x21 y {7,9,15,*}x 21 comparten {7,9,15,1}

Por lo tanto hay 216 —6 =210 subconjuntos.

14.1

Aqui el conjunto de casillas son las 27 letras del abecedario. Por lo tanto, si tenemos 28
personas Yy las colocamos en las casillas, seguro que habra al menos dos ocupando una misma
casilla, es decir, tendrdn nombres con la misma inicial. Si solo hubiera 27 podria darse el caso
de que todas tuvieran nombres con iniciales diferentes.

15.2

Si tenemos 27 -5=135 personas, podria darse el caso de que hubiera 5 personas en cada una de
las 27 letras (“casillas”). Luego llamando a una mas, es decir, con 136 personas, garantizamos
gue al menos en una de las casillas hay un minimo 6 personas, es decir, que hay al menos 6
personas con la misma inicial.

153

En este caso tenemos 2 “casillas”: “varon” y “mujer”, y si colocamos 6 personas, podria darse
el caso de tener tres y tres. Pero si afiadimos la séptima, seguro que al menos en una de las dos
hay 4 personas.

154
Los elementos de A son de la forma x, =4k,, con 1<k <25,y



X +X; =104 < 4k; +4k; =104 < k; +k; =104 /4 =26, luego nuestro problema se reduce a un

conjunto A de 20 elementos entre 1 y 25 en el que debemos encontrar al menos una pareja cuya
suma sea 26.
Consideremos los siguientes 13 conjuntos, que seran nuestras “casillas”:

{1,25}, {2,24}, {3,23}, {4,24}, ..., {1115}, {12,214}, {13}

Cada elemento de A ird a parar a una de estas casillas, y puesto que hay 20 nimeros y solo 13
casillas, aplicando el “Principio del casillero”, obligatoriamente dos elementos de A irdn a
parar a la misma casilla. Dicho de otra manera, existiran dos nimeros de A cuya suma sea 26.

155
Consideremos los conjuntos siguientes:
{1,2},{3,6},{7,14},{15,30}, {31,62},{63,126}

Los siete nimeros del enunciado deberén ir a alguno de estos seis conjuntos, y por el Principio
del Casillero, al menos existiran dos elementos a <b en el mismo conjunto. Los conjuntos
estan ya disefiados de forma que la distancia maxima sea

n<a<b<2n<2a—a<b<?2a.

156
Observamos que en un conjunto de 10 elementos, por ejemplo en
{1,11, 21,31,41,51,61,71,81, 91}
Solo puede haber un maximo de cinco elementos separados. Si afiadimos un sexto, estara
tocando, por la derecha o por la izquierda, a otro.

Consideremos los siguientes 10 conjuntos:
{111,21..,91} , {2,12,22,...,92} , ..., {9,19,29,...,99 } , {10,20,30,...,100}

Al repartir los 55 elementos en estos 10 conjuntos, al menos habra uno con 6 elementos 0 mas,
y no podran estar separados entre ellos, luego existiran dos elementos juntos, es decir, cuya
diferencia sera 10.

1.5.7

La clave para resolver este problema mediante el “principio del palomar” es encontrar 8 zonas
digamos “aceptables” (es decir, en la que las torres no se coman entre si) en las que se pueden
colocar 5 torres.

Puesto que 33 =8-4+1, garantizaremos que, al menos en una de estas 8 zonas hay al menos 5
piezas.

En el documento “El Principio de Dirichlet (0 una excusa para pensar matematica)” de Juan
Sabia, se presenta la siguiente propuesta:

Una primera zona es la diagonal principal. En ella todas las torres que coloquemos no se
comeran entre ellas:



Una segunda zona es la diagonal inmediatemente a la derecha de la anterior y la casilla de la
esquina inferior izquierda:

Y de esta forma vamos encontrando las ocho zonas que queremos, que aparecen en la siguiente
imagen numeradas del 1 al 8:
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Este problema fue planteado por primera vez por S. G. Slobodnik y A. Soifer en 1973.
Fuente de esta solucion: “El Principio de Dirichlet (o una excusa para pensar matematica)” Juan Sabia

15.8
Con las mismas condiciones, probar que siempre hay 3 niUmeros que quedan seguidos cuya
suma es por lo menos 18, y que con 19, el resultado es falso.

Etiquetamos las posiciones con letras:

..b

e

Podemos organizar estas posiciones como si fueran diez cajas triples:
ABC, BCD, CDE, DEF, EFG, FGH, GHI, HIJ, UK, JAB

En las que vamos a poner 3-(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10) =165 elementos (cada
elemento aparece por triplicado).



Puesto que 165 =16-10 +5, aplicando “el principio del Palomar” garantizamos que, en al
menos una de estas “cajas triples” hay al menos 16+1=17 elementos, tal y como queriamos
demostrar.

Vamos a ver ahora que podemos afinar mas el resultado anterior y demostrar que podemos
encontrar tres posiciones consecutivas cuya suma sea al menos 18.

Si descartamos el 1, nos quedan los nimeros del 2 al 10 cuya suma es 54. Si los agrupamos en
tres cajas consecutivas, y puesto que hay nueve cajas triples:

ABC, BCD, CDE, DEF, EFG, FGH, GHI, HIJ, UK

Tendremos 54-3=162 elementos, y puesto que 162 =9-18, en al menos una de estas cajas
triples habra 18 elementos.

Un contraejemplo con 19 elementos puede ser el siguiente:
6

2 % 10
- .

9 T e
4 & 1l
\'.._ : -'..

5 — a

3

Fuente de esta solucion: “El Principio de Dirichlet (o una excusa para pensar matematica)” Juan Sabia

1.6.1

Simplificaremos nuestro problema trabajando con una tabla de casillas de filas (coordenada x)
y columnas (coordenada y), que marcaremos con “R” (rojo) o “A” (azul).

Dado un valor de n fijo, Ilamaremos &, al nimero de casillas “A” en la columna i, y
llamaremos b, al nimero de casillas “A” en la fila i.

Lo ilustraremos con el siguiente ejemplo, en donde n=5:

0l1]2 34

a=2a=2a=La=1a,=1, b,=1b=1b,=2b,=2,b, =1
Observamos que son los mismos nimeros permutados: (2,2,1,1,1) y (1,1,2,2,1). Esto siempre
sucede cuando llenamos la tabla en la manera que indica el enunciado, y es la clave para
resolver este problema.

Vamos a demostrar este hecho por induccion “fuerte” sobre n.



Para n=1 es trivial. Solo hay una casilla, y estd “R” y por tanto a, =b, =0 o bien esta “A”, y
por tanto a, =b, =1.
Para n =2 hay cuatro casos posibles:

a0=31=b0=b1=0

a,=1a,=0,b,=0,b =1

a,=1a,=1b,=1b =1

a=2a=1b=2b =1
Vamos a suponer que se cumple la propiedad para todo k <n.

Vamos a distinguir dos casos:
a) Toda la diagonal x+y=n-1 se ha llenado con “A”. Entonces observamos la tabla

generada con las n—1 filas y n—1 columnas, en la que podemos aplicar el principio de
induccion para garantizar que hay una permutacion entre (ao, a, &y an_l) y

(bO’ bl’ bzv--’ bn—l)




Pero ahora hemos incrementado todos estos valores en 1 y hemos afiadido un a, =b, =1, con
lo cual esté claro que mantenemos una permutacion entre (a,, a,, a,,..., a,) y (b, b, b,...., b,)

b) Supongamos que hemos puesto al menos un “R” en la diagonal, digamos en la posicion

(i, j). Entonces podemos dividir el esquema en dos partes: S,, con las filas superiores y las
columnas anteriores a esta “R”, y S,, con las filas inferiores y las columnas posteriores a esta
GCR77:

En ambas tablas podemos aplicar la hip6tesis de induccidn, y por lo tanto tendremos, por un
lado, una permutacion entre (ay, &, &,,..., &) Y (bm, D 2s e bn) y por otro lado, una

permutacion entre (aM, Qj,21 e an) y (bo, b, .. bj_l). A estas columnas le tenemos que afiadir
ahorauna a =0y b; =0, que completan una permutacion entre (a,, &, a,,...,a,)y
(b,, by, b,...., b,), tal y como queriamos ver.

Con este resultado la resolucion del problema es trivial:
El nimero de tomar n puntos “A” con las coordenadas x diferentes sera igual al producto

a,-d,-a,-...-a,, y el nimero de formas de tomar n puntos “A” con las coordenadas y
diferentes sera igual al producto b, -b, -b, -...-b,, y puesto que estos nimeros son los mismos
cambiados de orden, esta claro que a,-a,-a,-...-a, =b,-b -b,-...-b, .

Fuente de esta solucion: Problem-Solving Methods in Combinatorics (Pablo Sober6n, 2013)

17.1

1-1-1-3
—>18-3+1=16 (C)
6—6-6—18

1.7.2
5.4=20 (B)

1.7.3

33+34+35=102 y me paso

32+33+34 =99 y me paso

31+32+33=96 y es aceptable, por ejemplo 31+32+34 =97 (C)

1.7.4



1.7.5
Por tanteo, probando combinaciones llegamos a una combinacion compatible:

-
=

Las otras dos sumas son 5y 6. (E)

1.7.6
La suma total es 5(1+2+3+4+5) =75, y puesto que, por hipdtesis, cada una de las tres

regiones tiene igual suma, cada una de las tres sumara 25.

Comencemos por la inferior izquierda.

Tenemos que llegar a 25 — 2 = 23, luego necesitaremos forzosamente tres “5”, pues de los
contrario 5+5+4+4+4 =22 no llegariamos a 23. Estos tres “5” forzosamente Se tienen que
colocar seguidos en la diagonal.

Luego nos faltan dos nimeros que sumen 8. Ninguno de los dos puede ser “5”, asi que ambos
tienen que ser “4”.

Con esto ya hemos completado la region inferior izquierda.

Los dos “5” restantes deben ir en las dos primeras filas y las dos Gltimas columnas, luego deben
estar en diagonal:

o PR

5
45

Para completar la regién superior derecha necesitamos, ademas, 25 -5-5=15, con cuatro
nimeros, ninguno 5, con solo dos “4” no llegamos: 4+4+3+3=14, luego necesitaremos los
tres “4”, y el cuarto debe ser un “3”. La Uinica forma de colocarlos es la siguiente:

453

45

14

=

5
45

[+J

Y el numero de la esquina superior derecha sera un “3” (C)

1.7.7

Haciendo un esquema vemos las diferentes posibilidades, y vemos que las parejas se pueden

organizar por las posiciones impares: 1, 3, 5, 7, 9 pues estas posiciones no compartiran nunca

parejas entre ellas.
1—{2,10,6},3—>{2,4,7},5-{4,6,10},7—>{6,8,2},9—->{8,10,4}



Podemos ir escribiendo una a una todas las posibilidades.

Si 1— 2, hay 4 posibilidades:

“o
) |

c\
&

1
o~

Si 1— 6, hay 5 posibilidades:

gl —3 10 *

v
()

Si 1—10, es un caso simétrico al primero, luego habra 4 posibilidades también.
En total 4+4+5=13 posibilidades. (C)

1.7.8
Ordenaremos los casos en funcién del nimero de substituciones hechas:

Primer caso: O substituciones.
1 caso.

Segundo caso: 1 substitucion.
Hay 11 jugadores potencialmente substituibles y 11 jugadores substitutos, luego en
total:
11-11=121 casos.

Tercer caso: 2 substituciones.
En la segunda substitucion tenemos 10 posibles substitutos, luego el total es
11-11=121 casos para la primera substitucion, y
11-10 =110 para la segunda, 11-11-11-10 =13310 casos.



Cuarto caso: 3 substituciones.
Siguiendo la pauta anterior, cada vez tenemos un substituto menos, luego hay:

(11-11)11-10)11-9)=1317690 casos
Luego el total es 1+121 +13310 +1317690 =1331122 casos.

1.7.9
Generamos el arbol de posibilidades, hasta con 6 saltos:

Vemos que en total hay 2° caminos diferentes, de los cuales son favorables los siguientes:
1 camino en el salto 6.
5 caminos en el salto 5, en total 5-2.
6 caminos en el salto 4, en total 6-2°.
1 caminos en el salto 3, en total 1-2°
El total de caminos favorables es 1+5-2+6-22 +1.2° =43
43

La probabilidad es, por tanto, P =§6 =—
2° 64

1.7.10
En primer lugar, vemos que los nimeros 5 y 7 se pueden pintar de cualquier color, pues ni son

divisibles ni son divisores de ningln otro.

Por lo que parece, el 2 es el elemento con mas restricciones. Fijamos un color para el 2, por
ejemplo, 2=R.

4=G=8=8B

2=R=
{4:B:>8:G



3=G
3=R
3=R
3=B

6=B:>{
Por otro lado, 2=R=
6:63{

Y con esto quedan determinados todos los numeros, excepto el 9, que no puede ser del mismo
color que el 3.

Entotal 3-2-2-2-2=48
Y con las combinaciones de los nimeros 5y 7, en total 48-3-3=432 (E)

1.7.11

Poniéndonos en el peor de los casos, podriamos sacar 13 bolas azules, 11 bolas blancas y 9
bolas negras, 33 bolas en total, y no habriamos sacado 15 del mismo color. Ademas, podriamos
sacar 14 bolas rojas, 14 bolas verdes y 14 bolas amarillas (en total 75) y seguiriamos sin haber
sacado 15 bolas del mismo color. Pero entonces, con una mas, seguro que hay 15 rojas, verdes
o amarillas. La solucién es 76 (B).

1.7.12
Lo mejor que puede hacer es tomar 2 piedras de 5 quilos y 2 piedras de 4 quilos, con un total de
18 quilos y un valor de 2-14+2-11=50$% (C)

Otras opciones, como por ejemplo: 3 piedras de 5 quilos y 3 piedras de 1 quilo generan un
valor de 3-14+3-2=48$, que es menor.

1.7.13
Este conjunto contiene 4 nimeros primos y 4 nmeros compuestos. Para evitar repeticiones,
organizaremos los subconjuntos validos por el nimero de primos que contiene:

Primera version.

4 4
Con un namero primo: (J .2*. Con dos nimeros primos: (2)24

4 4
Con tres nimeros primos: (3} .2* . Con cuatro nimeros primos: (4) .2

Total:

R e W NE NN

- 24{24 —@} =2(2'~1)=16-15=240 (D)

n n n
En donde hemos aplicado la identidad [OJ + (J +..+ (nj =2".

Segunda version.



Mucho maés rapidamente, pasando al complementario: Hay en total 2° subconjuntos, y que no
contengan ninguno de los 4 primos son 2*, y por tanto los que si contienen alguno de los 4
primos son 2° —2* =256 —-16 =240 (D).

1.7.14

Observando el efecto de las transformaciones que deben dejar el cddigo invariante deducimos
que el codigo queda determinado por 9 casillas, que pueden ser, por ejemplo, las que aparecen
en el siguiente esquema:

Luego, en total, y teniendo en cuenta que no puede ser totalmente blanca o totalmente negra,
habra 2'° —2=1024 —2=1022 posibilidades distintas.

1.7.15
Los cursos de matematicas se pueden organizar a lo largo de los 6 periodos de cuatro formas
diferentes:

1-3-5,1-3-6,1-4-6,2-4-6

Para cada una de estas posibilidades, hay 3-2=6 formas diferentes de ordenar los tres cursos
de matematicas, haciendo un total de 6-4 =24 horarios diferentes (E).

1.7.16

Queremos determinar la cantidad de enteros ab ¢ de forma que
ae{,2,4,56,7.89}
be{0124,5,6,7,89}
ce{l57.9}

satisfaciendo a+b+c=0(mod 3).

Ordenamos los casos en funcion del tercer digito c:
A) a+b+1=0(mod 3) < a+b=2(mod 3)
B) a+b+5=0(mod 3) < a+b=1(mod 3)
C) a+b+7=0(mod 3) < a+b=2(mod 3)
D) a+b+9=0(mod 3) < a+b=0(mod 3)

Vemos que los grupos B, C y D, juntos, recorren todas las combinaciones posibles de parejas
(a,b) con un total de 8-9=72 casos.



Luego solo tenemos que afadir los elementos del grupo A, que se pueden contar uno por uno:
11,15,17,20,26,29,41,44,47,50,56,59,62,65,68,71,74,77,80,86,89,92,95,98

En total hay 8-3=24 casos de combinaciones posibles (a,b).
Finalmente, tenemos un total de 72 +24 =96 combinaciones posibles (a,b,c) (A)

1.7.17
X* +ax+b = (e, x+ B N, x+ B,) = v, X+ (e, B, + o0, B )X + B,
Luego

l=00,=>a,a,=1

a=of,+a,p

Ogb:ﬂlﬂzjﬂl!ﬂzzo

Luego el problema se reduce a encontrar todas las parejas (a,b) de la forma
1<a=p,+ <100, B, 53, =20

Haciendo una tabla de doble entrada /£, 3,, eliminado las parejas cuya suma excede 100 por la
derecha y eliminando las repeticiones que van produciendo por la izquierda:

El total es:
50 50 50 51
101+99+97 +...+1=>"101 -2k =101-51-2) k =101-51-2——=
k=0 k=0
=51(101 -50)=51% = 2601

Pero debemos restar 1 de la combinacion g, = £, =0 que tampoco es aceptable.
Asi pues, S =2600, y la respuesta correcta es 600.

1.7.18
En el interior de las bases vemos que, fijado un vértice A, podemos formar los triangulos
isosceles AABF (6 tridngulos) y AACE (dos triangulos) del siguiente esquema:



con un total de 8-2=16 triangulos.

De una base a la otra, vemos que, fijado un vértice A, podemos formar los triangulos isdsceles
AABC y AADE del siguiente esquema:

con un total de 6-2-2=24 tridngulos.

Pero, puesto que la longitud entre vértices opuestos del hexagono es 2, y coincide con la altura,
también los tridngulos AABC del siguiente esquema:

con un total de 6-2=12 triangulos.
En total podemos formar 16 + 24 +12 =52 tridngulos isosceles.

1.7.19

Para el primer digito tenemos 8 posibilidades: {2,3,4,5,6,7,8,9}, para el segundo y siguientes

tenemos 10 posibilidades: {O,L2,3,4,5,6,7,8,9}, luego en total hay
T=8-10-10-10-10-10-10 =8-10°

Los casos en que empiezan por 9 y acaban en 0 se reducen: El primer digito solo puede ser 9y
el ultimo solo puede ser 0, por lo tanto:

F=1-10-10-10-10-10-1=10°

5
Y la fraccion pedida es E: 10 GZL:_ (B)
T 8100 8-10 80

1.7.20
Tenemos 16 casos posibles, desde VVVV hasta FFFF.



Veamos las opciones favorables para cada caso:
(A) se cumple para 1 caso, luego la probabilidad es 1/16.
(B) se cumple para 1 caso. luego la probabilidad es 1/16.

I
(C) Se cumple para VVHH y sus permutaciones: P/ = % =6 casos, luego la probabilidad

es 6/16 =3/8.

I
(D) Se cumple para VVVH, HHHV, y sus permutaciones: P> = i' =4 —>4.2=8 casos,

3

luego la probabilidad es 8/16 =1/2.
Asi pues, la més probable es la opcion (D).

1.7.21
Sea n el numero de triangulos. La ecuacion que se nos plantea es

3n+4(10-n-3)+6-3=42<=3n+28-4n+18=42=28+18—-42=n<=n=4
(E)

1.7.22
En sébado, para pasar asi 9 dias leyendo cuentos. (D)

1.7.23
Vemos que el valor minimo se toma para

A ={1,2,3,..,90 }>S, _0_g1.45 - 4005
Y el valor maximo se obtiene para el subconjunto

A, ={11,12,13,..,100 }—§S,, 1010 14945 4905

Es facil ver que se pueden obtener todos los valores entre 4095 y 4995, por induccion.
Los primeros valores son triviales:

A={1,2,3,..,89,91}—S =4096

A={1,2,3,..,89,92 } S =4097, y asi sucesivamente.
Supongamos que tenemos un subconjunto A ={a, ,a,,a,, a, } con suman, si n <4097
entonces no sera la cadena maximal A, = {11, 12,13,...,100 } y por lo tanto podremos
encontrar algiin “hueco”, es decir: a, € A, y a,+1¢ A,, con lo que generar un subconjunto

AH-l:{ai'aZ yeeey Sy g G +1’ak+1""’a90}
de suma n+1.
Luego la soluciénes 111-45—-91-45+1=(111-91)-45+1=901

1.7.24

Hay 23-2 =46 alumnos en las parejas azul-azul. Luego hay 57 —46 =11 alumnos con
camiseta azul que se emparejan con alguien forzosamente con camiseta amarilla.
Luego, de las 66 — 23 =43 parejas restantes, habra 11 parejas azul-amarillo, y por tanto
43 —11=32 parejas amarillo-amarillo (B).

1.7.25
Queremos determinar el numero de valores diferentes que se pueden escribir como

0<2*-2" <1000



Luego esté claro que 1024 >a>b>0.
Vamos completando una tabla de filas y columnas, observando que van saliendo valores todos
diferentes, por lo tanto no tenemos que calcularlos. Solo tenemos que prestar atencion a la

ultima fila, con a =10 = 2% =1024 , en la que debemos descartar los cinco primeros valores.

2 4 g 18 32 B4 126 | 286 | 512 | 1024

B ra| =

2
g 7 5 4
16 15 14 12 g
32 H 30 2 24 16
64 63 B2 J<ia] 56 45 32
128 127 | 126 | 124 | 120 | 112 95 B4
286 255 | 284 | 2EZ | 248 | 240 [ 224 | 192 | 128
512 511 510 | 508 | 504 | 496 | 480 [ 448 | 384 | 256
1024 952 | 980 | 896 | FBE [ 512

En total hay 1+2+3+4+5+6+7+8+9+5=50 valores diferentes.

1.7.26

Si en la primera pila hay 1 moneda, en la segunda pueden haber entre 2 y 32 monedas:
(1,2,63),(1,3,62),...,(1,32,33)

Hay 31 combinaciones posibles.

Si en la primera pila hay 2 monedas, en la segunda pueden haber entre 3 y 31 monedas:
(2,3,61),(2,4,60),...,(2,31,33)
Hay 29 combinaciones posibles.

Si en la primera pila hay 3 monedas, en la segunda pueden haber entre 4 y 31 monedas:
(3,4,59),(3,5,58),...,(3,31,32)
Hay 28 combinaciones posibles.

Si en la primera pila hay 4 monedas, en la segunda pueden haber entre 4 y 30 monedas:
(4,5,57),(4,6,56),....,(4,30,32)
Hay 26 combinaciones posibles.

Si en la primera pila hay 5 monedas, en la segunda pueden haber entre 4 y 30 monedas:
(5,6,55),(5,7,54),...,(5,30,31)
Hay 25 combinaciones posibles.

Asi sucesivamente, hasta llegar a poner 21 monedas en la primera pila:
(21,22,23)
Hay 1 combinacion posible.

Entotal hay: 31 +29+28+26+25+24+ .. +4+2+1=
=(31+28+25+ .. +1)+(29+26+23+..+2)=176+155=331

1.7.27
Numeramos las casillas blancas tal y como se muestra en la siguiente imagen:



Es facil determinar todas las posibilidades:
153—54—6—>7—55-52->Y
153—56—4—>7-55-52-Y
153—56—57—54—5-52->5Y
1-53—56—57—55—54—-2-Y
154—53—-56—>7—55-52->Y

Hay 5 posibilidades (D).

1.7.28
Numerando los anillos de la siguiente manera, podemos determinar todo el arbol de

posibilidades:

Y vemos que hay 20 ramas en total (B).

1.7.29

Esta claro que tiene que llegar al 5 para hacer un salto de 2 hasta el 7, luego un salto de 1 hasta
el 8. Por lo tanto, seran todas las formas posibles de llegar hasta el 5:

11111

2111



1211

1121

1112

221

212

122

Ocho formas diferentes (C).

1.7.30
Eliminando el 21, observamos que 19 +17 +9 =45 =3-15, luego hemos dado una combinacion
aceptable eliminado el 21 (A).

1.7.31

Digamos que “pintada de negro” es 1, y “pintada de blanco” es 0.

Marcamos como “0” las casillas que, seguro, no seran 0, y el resto las denotamos con las letras
A al, tal y como se muestra en la imagen:

Al0|B|C|2
0/0]0]0]0
DIO|E|F|2
GIO|H| 1|1
2 021

Supongamos que I=1. Entonces F=C=H=G=0, y por tanto A=B=D=E=1.
110 0]2

00
012
111
1

=1y H=0 o bien G=0 y H=1.
1:

O Nol=|o
—|lojlolo
Nloalalola

Supongamos que 1=0. Entonces o0 bien

Supongamos que G=1y H=0. Entonces E=B=
0|1]C|2
010]0]|0]0
0|1]|F|2
17101001
2021

Luego o bien F=1 y C=0 0 bien F=0 y C=L1.
Supongamos que F=1y C=0. Entonces A=1y D=0:



11011102
0]0j0]0]|0
ojo|111]2
1101001
2021
Supongamos que F=0 y C=1. Entonces A=0y D=1
ojo|11|1]2
0]0{0]|0]0
1101102
11010(0]1
202 1
Supongamos que G=0 y H=1. Entonces A=D=1:
110 2
010]0]|0]}0
110 2
0jo0j1410]1
202 1
Supongamos que B=1. Entonces C=E=0, F=1
110]1]0]|2
0]0]0]0]0
110]10]1]|2
0]0|1]10]|1
2 021
Supongamos que B=0. Entonces C=E=1y F=0:
110|011 ]2
0]0|0|0]0
1/0]1]0]2
0joj140]1
2021

Hay cinco casos en total (A)

1.7.32
Numeramos las regiones del 1 al 5 tal y como se muestra en la siguiente imagen:



Esté claro que las regiones “1”, “2”y “4” deben tener colores diferentes, luego hay
5-4-3=60 combinaciones diferentes.
Para cada una de estas combinaciones, la region “5” debe ser diferente de la “2” y la “4”, luego
hay 3 colores disponibles.
De la misma forma, la region “3” debe ser diferente de la “1” y la “4”, luego hay 3 colores
disponibles. Asi pues, el total de formas de colorear es
60-3-3=540 (D)
1.7.33
Una vez colocamos el 1, necesariamente el 2 y el 3 van a cada lado. Y vemos que solo hay una
forma de colocar el 4 y el 5, el 5 y el 6, asi sucesivamente, los pares por un lado y los impares
por otro, hasta completar el poligono con el 19 y el 20.
La Unica combinacion aceptable, dando la vuelta al poligono, es:

1,4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20, 19, 17, 15, 13, 11,9, 7,5, 3
En total son 2 lados rojos: Entre el 1 y el 2 y entre el 19 y el 20, y la respuesta correcta es C.

1.7.34

Vemos que en cada esquina del cubo concurren tres cuadrados, y estos tres cuadrados tienen
que ser diferentes, por lo tanto debe haber un circulo, un cuadrado y un signo X. Hay 8
esquinas en el cubo, por lo tanto, forzosamente habra un total de 8 circulos, 8 cuadrados y 8
signos X. La respuesta correcta es (E).

1.7.35
En primer lugar vemos que estas matrices estan caracterizadas por tener una fila y una columna
Ilenas de unos. Hay 4x4 posibilidades.

L J

o o o

[« WElN [l

De las tres filas y tres columnas que quedan, una de las filas y una de las columnas estara llena
de ceros. Hay 3x3 posibilidades.

Y por ultimo, de las cuatro entradas que quedan, en tres habran ceros y en una de ellas un uno.
Hay 4 posibilidades para colocar este uno.



En total hay 4x4x3x3x4=576 combinaciones diferentes (D).

1.7.36

Los casos posibles son todas las formas de colocar los cinco hombres en las 14 posiciones

posibles: 14-13-12-11-10.

Para calcular los casos favorables seguiremos el siguiente razonamiento: Para colocar el primer

hombre tenemos todas las 14 posiciones libres. Pero para colocar al segundo solo 12, pues no lo

podemos colocar ni en la posicion del primero ni en su posicion diametralmente opuesta. De la

misma forma, para colocar al tercero ya solo 10, para el cuarto 8 y para el quinto 6. Asi pues,
14.12-10-8-6 _ 8-6 48

T 1413121110 13-11 143

1.7.37

En primer lugar vemos que, a efectos practicos, podemos reducir el problema a enteros modulo
3, con lo cual tenemos tres valores: 0, 1y 2, que tenemos que colocar en una tabla 2x6 de
forma que haya 4 “0”,4 “1” y 4 “2” | y dos celdas colaterales no pueden tener el mismo valor.
Si vamos llenando la tabla de izquierda a derecha, vemos que, de cada columna dada, tenemos
tres formas diferentes de llenar la columna que esta a su derecha. En particular, si empezamos
con 1y 0, podemos construir el arbol entero de posibilidades:



Llegando finalmente a las 30 combinaciones posibles:

Pero hay seis formas diferentes de empezar la primera columna: “017, “10”, “12”, “21”, 720" y
”02”, y en cada casilla hay cuatro posibles numeros iguales modulo 3, Luego, en total tenemos

N =(4!)°-6-30=2".3.5", y por tanto, el nimero de decimales es 12-6-2 =144 .

1.7.38

Vamos a hacer el recuento de estos subconjuntos por orden.

a) Subconjuntos que contienen exclusivamente {1,2}

El 3 queda descartado, por lo que debemos afiadir a {1,2} todos los subconjuntos posibles de
{4,5,6,7,8,9,10} que no tengan ninguna pareja de enteros consecutivos:

Con 0 elementos: el conjunto vacio -> 1 subconjunto

Con 1 elemento: {4} {5} {6} {7} {8} {9} {10} -> 7 subconjuntos



Con 2 elementos: {4,6},{4,7},{4,8}{4,9}, {4,10}, {5,7},
{5,8},{5,9},{5,10},{6,8},{6,9}.{6,10},{7,9}.{7,10},{8,10} —> 10 subconjuntos
Con 3 elementos: {4,6,8},{4,6,9},{4,6,10},{4,7,9},{4,7,10},{4,8,10},
{5,7,9},{5,7,10},{5,8,10},{6,8,10} -> 10 subconjuntos
Con 4 elementos: {4,6,8,10} —> 1 subconjunto.
Total: 34 subconjuntos.

b) Subconjuntos que contienen exclusivamente {2,3}
El 1y el 4 quedan descartados, luego debemos afiadir todos los subconjuntos de {5,6,7,8,9,10}
que no tienen elementos consecutivos:

Con 0 elementos: El conjunto vacio —>1 subconjunto
Con 1 elemento: {5},{6},{7}.{8}.{9}.{10} —> 6 subconjuntos.
Con 2 elementos: {5,7},{5,8},{5,9}.{5,10},{6,8},{6,9},{6,10},
{7,9},{7,10}{8,10} —> 10 subconjuntos.

Con 3 elementos: {5,7,9},{5,7,10},{5,8,10},{6,8,10} —> 4 subconjuntos
Total: 21 subconjuntos.

¢) Subconjuntos que contienen exclusivamente {3,4}
El 2 y el 5 quedan descartados, luego debemos afiadir todos los subconjuntos de {1,6,7,8,9,10}
gue no tienen elementos consecutivos:

Con 0 elementos: El conjunto vacio —> 1 subconjunto.
Con 1 elemento: {1},{6},{7}.{8}.{9},{10} -> 6 subconjuntos.
Con 2 elementos: {1,6},{1,7},{1,8},{1,9},{1,10},{6,8},{6,9},{6,10},
{7,9},{7,10}{8,10} -> 11 subconjuntos

Con 3 elementos: {1,6,8},{1,6,9},{1,6,10},{1,7,9}{1,7,10},{1,8,10},{6,8,10}
-> 7 subconjuntos

Con 4 elementos: {1,6,8,10} —> 1 subconjunto.

Total: 26 subconjuntos.

d) Subconjuntos que contienen exclusivamente {4,5}
Descartamos el 2 y el 6, luego debemos afadir todos los subconjuntos de {1,2,7,8,9,10} sin
elementos consecutivos.

Con 0 elementos: El conjunto vacio —> 1 subconjunto.
Con 1 elemento: {1},{2},{7}.{8}.{9},{10} -> 6 subconjuntos.
Con 2 elementos: {1,7},{1,8},{1,9},{1,10},{2,7},{2,8},{2,9},
{2,10}{7,9}{7,10},{8,10} -> 11 subconjuntos

Con 3 elementos: {1,7,9},{1,7,10},{1,8,10},{2,7,9},{2,8,10},{2,7,10} - 6 subconjuntos
Total: 24 subconjuntos.

e) Subconjuntos que contienen exclusivamente {5,6}
Descartamos el 4 y el 7, por lo que debemos afiadir todos los subconjuntos de {1,2,3,8,9,10}
sin elementos consecutivos.

Con 0 elementos: El conjunto vacio —> 1 subconjunto.

Con 1 elemento: {1},{2},{3},{8},{9},{10} -> 6 subconjuntos.

Con 2 elementos: {1,3},{1,8},{1,9}.{1,10},{2,8}.{2,9}.{2,10},{3,8},
{3,9},{3,10},{8,10} - 11 subconjuntos

Con 3 elementos: {1,3,8},{1,3,9},{1,3,10},{1,8,10},{2,8,10},{3,8,10} > 6 subconjuntos
Con 4 elementos: {1,3,8,10} - 1 subconjunto.

Total: 25 subconjuntos.



El resto de casos coincide con alguno de los anteriores por simetria. Luego el total de
subconjuntos es:
34+21+26+24+25+24+26+21+34=235

1.7.39
Haciendo el arbol de posibilidades se ve facilmente que el total de combinaciones es

4.3.3=36 (D).

1.7.40

Denotamos las casillas de izquierda a derecha con las letras A a .

En la casilla C solo puedenirel 2,5 0 8.

En la casilla A solo pueden ir 3 0 6.

En la casilla E solo puedenirel 1 0 4.

Estas combinaciones son independientes entre ellas, pues los numeros involucrados son todos
diferentes.

En total hay 3x2x2=12 combinaciones. Una vez hemos colocado una de estas combinaciones,
Vemos que:

En la casilla F solo pueden ir el 3 y el 6. Pero uno de ellos lo hemos colocado ya en la casilla A.
solo hay una opcion aceptable.

En la casilla G pueden ir el 2, 5 0 8, pero uno de ellos ya esta colocado en la casilla C, luego
tenemos 2 opciones posibles.

En la casilla H pueden ir 1 o 4, pero uno de ellos ya esta colocado en la casilla E, luego
tenemos solo una opcion aceptable.

En la casilla | pueden ir 3 0 6, pero uno de ellos ya esta colocado en la casilla F, luego solo hay
una opcion aceptable.

En total tenemos 12x2=24 opciones posibles (B).

1.7.41
Denotaremos por C a un canguro y por T a un castor. No puede haber tres TTT seguidas. Ni
puede haber TT en el inicio o al final de la fila.
Si la fila empieza por T, la combinacién maxima sera
TCTTCTTCTT CTTCT TCTTC TTC con 15 castores.
Si la fila empiza por C, la combinacién maxima sera
CTTCT TCTTC TTCTT CTTCT TCT con 15 castores.
Asi pues, el maximo nimero de castores es 15.

1.7.42
Vemos que este problema lo podemos simplificar pasando los nueve nimeros a médulo 3:
1,2,0,1,2,0,1,2,0

Vemos que, para las tres primeras casillas, las Unicas combinaciones aceptables son las seis
permutaciones de 0, 1, 2:
“0 1 2” s “O 2 1”, “1 0 2”, “1 2 OH’ “2 0 1”, 662 1 0”

Puesto que, por ejemplo, la combinacion “1 1 17 obligaria después a seguir con “1” en la
cuarta posicion: 1111,y solo tenemos tres “1”.

Una vez hemos fijado una combinacion para las primeras tres posiciones, vemos que para la
cuarta y sucesivas ya solo tenemos una opcion posible. Por ejemplo, para la combinacion “ 1 0
2” sigue “1”.



Asi pues, tenemos las siguientes combinaciones posibles:
012 012 012, 021 021 021, 102 102 102, 120 120 120, 201 201 201 , 210 210 210

Vemos que para las tres primeras posiciones tenemos tres opciones para cada casilla. Para las
tres siguientes solo dos, y las tres Gltimas posiciones quedan totalmente determinadas por las
seis primeras. En total hay 6x3x3x3x2x2x2=6x6x6x6=6" combinaciones posibles (A).

1.7.43

Empezando por la letra “B” de la esquina superior izquierda, podemos seguir hacia la derecha o
hacia abajo, pero por simetria de la tabla podemos contar solo una de estas dos opciones y
después multiplicar por 2. Haciendo un arbol meticuloso, y teniendo en cuenta que muchas
veces también podemos volver hacia atras, llegamos al resultado 84 (A).

1.7.44
Estudiando un poco los casos que aparecen vemos que el 7 solo se puede emparejar con el 14,y
que todas las posibilidades se pueden organizar de la siguiente forma:

(La)(2a,)Ea)(42,)(62)63)7a)

en donde

a, =8910111213
a, =89,10111213
a, =8,91011,12,13
a, =8910111213
a, =101112.13

a, =1213

a, =14

Una vez escogido a, (2 opciones), nos quedan 3 opciones para a,, y 4 opciones para a, .
Luego ya solo 3 para a,, 2 opciones para a, Yy una sola opcion disponible para a, . En total son
1.2-3-4-3-2-1=144 opciones (E).

1.7.45
Calculamos el nimero de barras que contiene cada digito:
6‘0” — 6’ 6‘17’ — 2’ 462” — 5’ (‘3” — 5’ “47’ — 4, “577 — 5’ “6’7 — 6, ‘£7’7 — 3’ “83, — 7’ “9’) — 6

Y ahora contamos todas las combinaciones que pueden dar lugar a un total de 10 barras,
teniendo en cuenta que el “0” no puede aparecer en primera posicion:

2+8 — ninguna

3+7—78”

4+ 6 — “40%, “46”, “49”

545 —€227,7237, 7257, 4327, 733”7, 357, “527, 537, 557,

6+ 4 — “64”, 94,

7+3—“87”,
En total 16 posibilidades.



1.7.46

Denotamos por C, D, E y F los otros vértices de la figura:
A

C D

E B F
basta hacer un simple arbol de posibilidadades para ver que los caminos aceptables son:
ACB, ACEB, ACDB, ACDFB, ADB, ADFB, ADCEB, ADCB, 8 en total.

2.1.1
Estamos hablando de un caso de combinaciones con repeticion de 3 elementos tomados de 4 en
4.

6 6!
CRE—C?,, —Cio (4] - s

2.1.2
Sean D,, D,, D,, D, los cuatro digitos del nimero.

D, D, D, D,

Los numeros divisibles entre 5 acaban en 0 0 5, el cinco lo descartamos pues no es par, luego
D, =0 (fijo).

D, no puede ser 0, luego puede ser {2,4,6,8}

Para el resto de digitos D, , D, pueden ser {0,2,4,6,8} , sin mas condicion, luego, el nimero de

posibilidades es:
4.5.50 =100 (B)

2.1.3
Podemos numerar las unidades en filas: De 1a n, de n+1 a 2n,... hasta la casilla n’.

Estamos trabajando con todas las parejas posibles de n* elementos tomados de dos en dos, sin
repeticion:

ci:[ﬁj_ (M) n?(n?-1)

"o l2 ) Ami-2 2

Para contar las parejas colindantes, verticalmente u horizontalmente, razonamos de la siguiente
forma:

Partimos de la esquina superior izquierda, y para cada casilla, hay dos parejas: la que contiene
la posicion de su derecha y la que contiene la posicion inferior. Esto lo podemos hacer para las
primeras n—1 filasy n—1 columnas.

Q, =2(n-1(n-1)

A esto hay que afiadir las parejas verticales que se obtienen en la Gltima columna:



Q,=n-1

Y las parejas horizontales que se obtienen en la ultima fila:
Q,=n-1

Entotal: Q, +Q, +Q,=2(n-1)(n-1)+n—-1+n-1=2n*-2n=2n(n-1)

La probabilidad es
2n(n-1) 4

“n*(n?-1)/2 n(n+2)

Y por lo tanto buscamos el n tal que

4 1 < 4-2015 <n(n+1) < 4-2015 < n(n+1) < 8060 < n(n +1)
n(n+1) 2015

Determinamos el valor de n por tanteo:
90-91=8190

88 -89 = 7832
89-90 =8010

La solucion es n=90

2.1.4
Denotaremos por A la caja de los 3 libros, por B la caja de los 4 libros y por C la caja de los 5
libros.

Las posibilidades totales son las siguientes:
Para la caja A tenemos 12 libros agruparemos en grupos de 3, siempre sin importar el orden:

12
3
Una vez que hemos colocado estos tres libros, para la caja B tenemos 9 libros que agruparemos

en grupos de 4:
9
4

Para la tercera caja nos quedan 5 libros en un grupo de 5, es decir, una Unica posibilidad.
El total es, pues,

T_(12N9J 120 90 120 12-11-10-9-8-7-6 11-10-9-8-7

e = =11.5.9.8.7
3)\4) 39145 3415 3-2.4-3:2 2

Las posibilidades favorables son las siguientes:
a) Que los tres libros de matematicas estén en la caja A:
Luego tengo los 9 libros restantes para llenar la caja B, y cinco libros para llenar la caja C

4



b) Que los tres libros de matemaéticas estén en la caja B:
Me queda un libro de 9 para completar la caja B, y luego 8 libros para completar la caja A y los
restantes van a la caja C:
9.
3

c) Que los tres libros de matematicas estén en la caja C:
Me quedan dos libros de 9 para completar la caja C, y luego, con los 7 restantes, tengo que

hacer grupos de 3 para la caja A:
9) (7
2)\3
Luego el total de casos favorables es
9 8 9) (7 ] 8! a 7 ] ] ]
F=| [+9_|+| .|| ~|= +9 + = + + =
4 3) \2)(3) 451 351 2713141 4151 3151 213141

I
_ 91 +1+1 =9.4.7.2.5w =9.4.7.2.5£ —-9.7.2.5.3
5-4 5-4

“34a\5.4 5 2

Y la probabilidad es
F_9.7.2.5.3 3

T 11-5.9.8.7 11-4

3
44
2.15

Lo primero que vemos es que forzosamente a, =1, pues los 11 ndmeros restantes son mayores
que a4, Y esto solo puede ocurrir si ag =1.

Tomando cualquier grupo de 5 nimeros entre 2 y 12, los podemos ordenar, e irdn a la izquierda
de a; =1. Los restantes 6 iran, ordenados, a la derecha de a,, obteniendo una permutacion que

cumple la condicion del enunciado.

Reciprocamente, dada una permutacion del enunciado, podemos sacar los elementos
{a,a,,a,,a,,a,}, que son obviamente un subconjunto de {2,3,4,...12}

Asi pues, hemos establecido una biyeccion entre el conjunto de permutaciones pedidas en el
enunciado y los subconjuntos de 5 elementos de {2,3,4,...,12}, luego su numero es

; _(11j 1! 11-10-9-8-7

R gl P =11-3-2.7 = 462
5) 56 5.4:3.2

Fuente de la solucién: Solucién oficial en www.artofproblensolving.com

2.1.6
Numeramos los nueve bocadillos {A, A, A,,B,,B,,B,,C,,C,,C.,}, y las tres bolsas { X,Y,Z}.

9
En primer lugar, ponemos tres bocadillos en la bolsa X, de 9 disponibles: C; = (3)
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6
Después, ponemos tres bocadillos en la bolsa Y, de los 6 disponibles: C; = (3]

Para la tercera bolsa solo quedan 3 bocadillos, luego 1 sola posibilidad.

9) (6 9 6l o
Entotal: T=| || |l=——=——"—-=3.8-7-5.2
3) 3 3633 AN

Los casos favorables son los siguientes:
Para la primera caja:

{A,B,,C}H{A, B, C,}{A,B,.Cs},
1A, B,,C.H{A, B, C,1AA, B,,Cs,
1A, B;,CH{A, By, C 1A, By, Co}e.

Hasta un total de 3° = 27 posibilidades.
Para la segunda caja, ya solo ya dos A's, dos B's y dos C's luego hay 2° =8
Entotal, F =3°.2°

3 3 2
Y, finalmente, la probabilidad es P = F__3s2 _ 3 9
T 38.7.5.2 2.7.5 70

2.1.7
Las diferentes posiciones en las que se pueden colocar las chicas son las siguientes:
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X X

En total hay 10, y para cada una de ellas, hay 3! formas de colocar las chicas y 4! formas de
colocar los chicos, luego el total es 10 - 3-41=1440 formas diferentes.

2.2.1
Llamaremos Hi, Hy, V1Y V; a los saltos respectivos (x+1Yy), (X+2,y), (X,y+1), (X,y+2).

Esta claro que la rana ha de realizar cuatro pasos hacia la derecha y cuatro pasos hacia arriba.
Estos pasos se pueden realizar en cualquier orden.

Con ocho saltos, la unica secuencia posible es
H; Hi Hi H; V1 V1 V3 V1 y todas sus permutaciones posibles.



P = 8 _8765 5757
a4 4.3.2
Con siete saltos:
H, Hi Hi V1 V3 V1 V1 y todas sus permutaciones posibles.
H; Hi Hy H; V2 V1 V1 y todas sus permutaciones posibles.
pze_ 1! _7-65

= —=———=7-3-5=105—>105-2=210
2141 2

Con seis saltos:
H, H, V1 V1 V1 V; y todas sus permutaciones posibles.
H; Hi Hy H; V, V, y todas sus permutaciones posibles.
I .
P> =i=§=15—>15-2:30
214 2
H, Hi Hi V, V3 V; y todas sus permutaciones posibles.

| .5.4.
P>? = 6 _6:54-3_4.5.5.3-180
2121 2

Con cinco saltos:
H, H, V, V1 V1 y todas sus permutaciones posibles.
V> V, Hy Hy H; y todas sus permutaciones posibles.
| 4.
P>? :i:w=30—>30-2=60
2121 2

Con cuatro saltos:
H, H, V, V, y todas sus permutaciones posibles.
| .
Fflzz_ﬂ;::ﬂ_§::6
221 2

En total: 70+ 210 +30+180 + 60 +6 =556 secuencias posibles.

2.2.2
Vemos que las variaciones que pueden dar suma 10 son basicamente las tres siguientes:

1111114
1111123
1111222

Junto con todas las permutaciones posibles, es decir, los casos favorables son:
| | I .6-
F =P +PH 4 pPt3 =1+1+i=7+7-6+7—65=7+7-6+7-5=7(1+6+5)=
6! 5 413 3-2
=7-12=84
y la respuesta correcta es (E)

2.2.3
Casos posibles: T =6,



El dnico caso favorable es 1112 y todas sus posibles permutaciones, por lo tanto:

I
Casos favorables: F = P}* = % =4, y por tanto:

T

2.2.4
Resolveremos este problema mediante Ley de Laplace, y para simplificar este problema
aplicaremos recuento mediante permutaciones con repeticion.

|
En total hay T = P>** = % _1260 casos.
213141

Ahora vamos viendo casos que no sean favorables:
a) Cuando la novena es blanca: Nos quedan ocho posiciones y 1B, 3R, 4N:

|
a=P* = % =280 casos.

b) Cuando la octava es blanca y la novena es Roja:

En las 7 posiciones iniciales hay 1B, 2R, 4N: b=P>* = % =105
¢) Cuando la octava es blanca y la novena es Negra:

En las 7 posiciones iniciales hay 1B, 3R, 3N: ¢ =P*® = % =140
d) Cuando la séptima es blanca y después hay dos rojas:

En las 6 posiciones iniciales hay 1B,1R, 4N: d =P, = % =30
e) Cuando la séptima es blanca y después hay dos negras:

En las 6 posiciones iniciales hay 1B,3R, 2N: e = P>* = % =60

f) Cuando la sexta es blanca y después hay tres rojas:

|
En las 5 posiciones iniciales hay 1B,0R, 4N: f =R’ = % =5

g) Cuando la sexta es blanca y después hay tres negras:

|
En las 5 posiciones iniciales hay 1B,3R, IN: g =P’ = % =20
h) Cuando la quinta es blanca y después hay cuatro negras:

I
En las 4 posiciones iniciales hay 1B,3R, ON: h=P; = % =4

En total hay
a+b+c+d+e+f+g+h=280+105+140+30+60+5+20+4 =644

Luego el total de casos favorables es F =1260 —644 =616

Y la probabilidad es P :i :ﬁ :2
T 1260 45



Fuente de esta solucién: Francisco Javier Garcia Capitan.
2.2.5
Cada paso de la hormiga puede ser — o 1. El total A de caminos que llevan al punto (5,5) son
todas las permutaciones posibles de - — — — 1 1 1 1, es decir:
A=PH = 8! _ 8-7-6-5 _ 70
4141 4.3.2

Los caminos que llegan a (5,5) y pasan por (3,3) son aquellos que empiezan por cualquier
permutacion posible de — — 1 1, y después cualquier permutacion posible de —» — 11

14 .3 4.
B=P?.P?* = a4 :43.43:6-6:36
2212221 2 2

Asi pues, los caminos que llegan a (5,5) sin pasar por (3,3) son A-B=70-36=34

2.3.1

Podemos imaginarnos que el marido m, y la esposa e, forman un solo elemento, digamos la
pareja p,, Yy por lo tanto las diferentes formas de colocar n parejas alrededor de una mesa son
PC, =(n-1)!.

Ahora bien, cada pareja puede estar colocada de dos formas diferentes: EI marido a la derecha
0 a la izquierda de su esposa, luego el total es

2"(n—1)!

2.3.2
Con los 5 chicos y las 5 chicas se pueden formar 5! parejas diferentes.
Estas cinco parejas se pueden ordenar alrededor de una mesa de PC, = 4! formas diferentes,

luego el total es 54!

Otra forma de verlo es situar a los chicos primero alrededor de la mesa:

Y hay 4! diferentes de hacerlo, y luego colocar las chicas en los puestos intermedios, que hay
51 formas diferentes de hacerlo.

2.3.3
Podemos considerar esta pareja como si fueran una misma persona, con lo cual tenemos 5

"personas” alrededor de una fogata. Hay PC, = 4!=24 formas diferentes de colocarlos.

Ademas, para cada una de estas formas, la pareja puede estar colocada de dos maneras
diferentes, con el chico a la derecha o con el chico a la izquierda, por lo tanto, en total, hay
24 -2 =48 formas diferentes.

2.3.4



Lo primero que debemos observar en este problema es que los asientos estan numerados, por lo
que no hay equivalencia por rotaciones.

Denotaremos por E,E,, E;, E, los embajadores y por C,,C,,C;,C, sus respectivos cuatro
consejeros.

Aunque trabajamos con una mesa redonda, ponemos las posiciones en fila para mayor
comodidad. Marcamos en gris los asientos pares, los de los embajadores.

En primer lugar, colocamos a los embajadores. Hay que dejar dos sitios marcados como par
libres. Luego colocaremos los consejeros alrededor de estos.

Primer caso: Los dos sitios libres estan juntos, y los cuatro embajadores juntos entre ellos.
Los huecos pueden ser (2,4), (4,6), (6,8), (8,10), (10,12) o (12,2), y en cada caso hay 4! formas
de colocar los embajadores, luego 6 - 4!

Para colocar los consejeros:

1 |12 |3 |4 |5 |6 (7 |8 |9 |10)11]12
El E2 E3 E4
C1 C2 C3 C4
C1 C2 C3 C4
C1 C2 C3 C4
C1 C2 C3 C4
C1 C2 C3 C4

Hay 5 configuraciones diferentes de consejeros. El total es 6-415=720 combinaciones.

Segundo caso. Los asientos estan separados por un embajador.

Pueden ser (2,6), (4,8), (6,10), (8,12), (10,2), (12,4) y para cada uno de ellos, hay 4! formas de
colocar los embajadores. En total: 6- 4!

Si los dos asientos libres estan separados por algun consejero, digamos el "4" y el "8", las
posibilidades de colocar los consejeros son las siguientes:

1 |2 |3 (4|5 (6 |7 [8]9 |10 11 |12
El E2 E3 E4
C1 C2 C3 C4
C1 C2 C3 C4
Cl C2 C3 C4
C4 Cl C2 C3
C4 Cl C2 C3
C4 Cl C2 C3
C4 Cl C2 C3
Cl C2 C3 C4

Hay 8 formas posibles de situar a los consejeros.

Por tanto, el nimero total de posibilidades es 8-6-4!=1152 configuraciones distintas.



Tercer caso.

Si hay dos embajadores entre los dos huecos, los huecos pueden ser: (2,8), (4,10), (6, 12), y de
nuevo hay 4! formas diferentes de poner los embajadores. En total: 3-4!

Ahora, para colocar los consejeros, digamos que los huecos son el 4" y el "10™:

1 |12 |3 (4|5 (6 |7 [8 |9 |10 11 |12
El E2 E3 E4
C1 C2 C3 C4
C1 C2 C3 C4
C1 C2 C3 C4
C4 C1 C2 C3
C4 C1 C2 C3
C4 C1 C2 C3
C1l C2 C3 C4
C1 C2 C3 C4
C1l C2 C3 C4

Hay 9 posibilidades distintas. En total 3- 419 =648

El nimero total de posibilidades es: 720 +1152 + 648 = 2520

Fuente de esta solucién: artofproblemsolving.com

24.1
Sea n el numero de helados que quedan por la tarde. La ecuacion que se nos plantea es:
| ] — —
Lol M g5 NO=DO=2) i yno2)=20.375
14121 (n—3)!3!

Y vemos que el valor de n<16 que se adapta a esta ecuacion es n=10, en efecto:
10-9-8=2.5-3°.2°=2*.3*.5
Luego la soluciones 16 —-10=6. (E)

2.4.2

Etiquetamos las caras como 1,2,3,4,51,5, y vemos que los casos posibles son T = 6°, mientras
que los casos favorables son (1,2,3,4,5;) y (1,2,3,4,5,), en cualquier orden, es decir F =2-5I,
por lo tanto:

F 2.9 5
P = — = 5 = —
T 6 162
2.4.3
! 9.
El total de casos son C} = 100 _10-9:8_ 15
37 3-2

Contemos ahora los casos favorables.
Tomamos una de estas ternas. La ordenamos: a <b < c, la media siempre esta entre los
extremos, luego si se cumple el enunciado, sera b:
a+c
b:T<:>2b:a+c<:>c=a—2b

Podemos ir enumerando todos los casos que cumplen esta condicion:
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123,135,147,159,1611,1713,234,246,258
2610,345,357,369,456,468,4710,567,579
678 ,6820,789,8910

Hay 20 casos favorables, luego, aplicando la Ley de LaPlace,

p:ﬂzl (A)
120 6

3.1.1
Denotamos por M, los multiplos de n menores o iguales a 2001.

M, =|2001/3] =667

M, =|2001/4 |=500

M, =|2001/5 |= 400

M, "M, =M,, =| 2001/5 |=166

M, "M, =M, =|2001/20 | =100

M, "M, = M, =|2001/15 | =133

M, "M, "M, = M,, =|2001/60 |=33

Luego el resultado es
M,,, = 667 +500 -166 =1001

— 1001 — 200 =801 (B)
133 +100 - 33 = 200

3.1.2
Numeros divisibles entre 2: |999/2 |=499 .

NGmeros divisibles entre 3: [999/3]=333.
Numeros divisibles entre 5: |999 /5 |=199 .
Numeros divisibles entre 2'y 3: |999/6 |=166 .
Nameros divisibles entre 3y 5: [999/15 |=66.
Nameros divisibles entre 2 y 5: [999/10 |=99.
NGmeros divisibles entre 2, 3y 5: [999/10 |=33.

Por el Principio de Inclusion-exclusion:

NUmeros divisibles entre 2, 30 5: 199 +499 + 333 -166 —99 —66 + 33 =733
NUmeros no divisibles entre 2, 3 0 5: 999 — 733 = 266

NuUmeros compuestos no divisibles entre 2, 30 5: 266 —165 =101

Y puesto que el 1 no se considera ni primo ni compuesto, 101 -1=100 (A)

3.1.3
El nimero de subconjuntos de {1,2,3,4,5,6,7,8} es 2°



El nimero de subconjuntos de {1,2,3,4,5} es 2°.
El nimero de subconjuntos de {4,5,6,7,8} es 2°.

Pero su interseccion no esta vacia. Son todos los 2° subconjuntos de {4,5} que si no vamos con
cuidado los contaremos dos veces, luego el nimero de subconjuntos buscado es
2 2% %42 =P 2.5 42 =2 20 107 = 2%(2% —1)+ 22 —64-3+4 =192 + 4 =196

3.1.4

Resolvemos este problema como aplicacion directa del Principio de Inclusion-Exclusion (PIE).
Sea A el conjunto de dias maltiples de 3, B el conjunto de dias multiples de 4 y C el conjunto
de dias mdltiples de 5.

|A=365/3]=121
B|=|365/4]=91
IC|=1365/5]|=73
El conjunto A B sera el conjunto de maltiples de 3-4=12:
|AnB|=|365/12 |=30
Y de la misma manera:
|[ANC|=365/15 |= 24
IBNC|=|365/15]=18
El conjunto AnBNC seré el conjunto de multiples de 60:
IANBNC|=]365/20]=6

Luego
|AUBUC|=|A/+|B|+|C|-|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC|=
=121+91+73-30-24-18+6 =219

Y por tanto los dias sin visita son 365 -189 =146 (D)

3.15

Resolvemos este problema como aplicacion directa del Principio de Inclusién-Exclusion (PIE).
Sea A el conjunto de dias maltiples de 3, B el conjunto de dias multiples de 4 y C el conjunto
de dias mdltiples de 5.

|A=365/3]=121
B|=|365/4]=91
IC|=1365/5]|=73
El conjunto A B sera el conjunto de maltiples de 3-4=12:
|AnB|=|365/12 |=30
Y de la misma manera:
|[ANC|=365/15 |= 24
BN C|=|365/15]=18
El conjunto AnBNC seré el conjunto de multiples de 60:
IANBNC|=]365/20]=6



Luego
|AUBUC|=|A/+|B|+|C|-|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC|=
=121+91+73-30-24-18+6 =219

Y por tanto los dias sin visita son 365 -189 =146 (D)

3.1.6
Aplicaremos el Principio de Inclusion-Exclusion.
Sea A el conjunto de enteros positivos menores de 1000 divisibles entre 2.

|Al =999 +2 | =499
Sea B el conjunto de enteros positivos menores de 1000 divisibles entre 3.
B| =999 +3]=333
Sea C el conjunto de enteros positivos menores de 1000 divisibles entre 5.
IC|=1999 +5]=199
Luego
|[ANB|=|999 +6]=166 , |ANC|=[999 +10 |=99, [B N C|=[999 +15 | =66,
|[AnBNC|=[999 +30]=33

Y por tanto
|IAUBUC|=|A+|B|+[C|-(ANB|+|BAC|+|ANC|)+|AnBAC|=
= 499 +333 +199 — (166 + 66 + 99)+ 33 = 733

Hay 733 nameros divisibles entre 2, 3 0 5. En este conjunto estan incluidos el propio 2, el 3y el
5.

Luego hay 999 — 733 =266 numeros no divisibles entre alguno de los tres.

En este conjunto no estan incluidos el 2, el 3y el 5.

A estos les tenemos que quitar los primos (excepto el 2, el 3y el 5 que ya no estan), y también
quitar el 1, que no se considera primo pero tampoco compuesto. En total:

266 — (168 —3+1) =100 (A)

3.1.7
Sean mg, m4 y ms los conjuntos de enteros positivos no superiores a 2001 maltiplesde 3,4y 5
respectivamente.

Queremos calcular ‘m3 um, "m,
Aplicaremos el Principio de Inclusién-Exclusion.

Im;| =[ 2001 + 3] = 667

m,| = 2001 + 4 | =500

Im, M my| =] 2001 +15 | =133

m, " mg| = 2001 + 20 | =100

Im, A m,| = 2001 +12 |=166

Im, Am, A mg|=| 2001 + 60 | =33

‘ms wum, mﬁs‘ =|my|+|m,| =|m; A m,|—|m; Amg|—|m, Amg|+|m; Am, Am| =



=667 +500 —166 —133 —100 +33 =801 (B)

4.1.3
a) Basta desarrollar la suma:
n+1 N ny _ (n+1)! N n! _(n+1)n+n(n—l)_(n+1)n+n(n—1)_
2 2) 2i(n+1-2)! 2(n-2)! 2 2 2
n+n+n’-n
=—————=n
2

b) Aplicamos el primer apartado y la Propiedad c de los nimeros combinatorios:

Be-3( P E)-) 200505

_ (n+2) N (n+1)! _(n+2)(n+1)n+(n+1)n(n—1)_
S 3(n+2-3)! 3(n+1-3)! 6 6 N
:n(n+1)(n+2+n—1)_n(n+1)(2n+1)

6 B 6
4.1.4

)
:(—?1}(—1—22.1)(—1—22.2}(—1_22-99):21100(_1)(_1_2.1)(_1_2_2)___(_1_2_99):
~ (-3 5)- 7). (-199)

o) (3 a2 -G L2557

— (- 2- 1)1 2-2).(1-2:99) = 5 (- 1) 3f-5).(-197)

Y por tanto:

[—1/2}[1/1 100" 2100( D=3)-8)-7)-(-199) (L gy a)_s)-7).(-109)
100 )| 100 1 C1(-3(-5).(-197) ~ (-1)(-3)-5){(-197)

100! 2100
=-199

SAETNERER U R

: _— n
Sumamos dos veces los mismos términos, y recordando que [ k] =( J



B A RN
+n[;j+(n_1)(nj Jz@@o@
SURHRHER NGNS

n

. L n2 _
Asi pues, la suma sera igual a =n2"*

4.2.2
Aplicamos el Teorema del Binomio:

200
(X + y + Z)ZOOG — 26(2006 ]Xk(y + Z)ZOO&k

o\ K
2006,
(X _y- 2)2006 _ (X —(y+ Z))zooe _ Z(ZOkOG

k=0

J(_l)k Xk (y + Z)ZOO(‘rk

Y vemos que se cancelaran todos los términos k =1,3,5,7...,2005 . Luego

2006 N _ 2006_1003 2006 2k 2006-2k
(x+y+2f*%+(x-y-2) _Z[ ok jx (y+2)

k=0

De nuevo aplicamos el Teorema del Binomio:
2006-2k
2006-2k 2006 — 2k j-2006-2k—j
=2 .Yz

(y+2) J

j=0

Esta expresion consta de 2006 — 2k +1 elementos, el nimero de elementos de la expresion del
enunciado es:

1003 1003 1003 1003 1003 1003

D°2006 — 2k +1=""2007 — 2k = » 2007 — > 2k =2007 » 1-2) 'k =

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

= 2007 -1004 — 2% = 2007 -1004 —1003 -1004 =1004 =1008016 (D)

Observacion: En las soluciones oficiales se presenta una solucién alternativa utilizando el
Teorema Multinominal.

4.3.2
La resolucion de este problema se basa en la identidad 4.3.1:

()

(2n)!
2" n!

Y en la siguiente identidad:

3.5.7..2n-1) =



Esta Gltima se demuestra facilmente:

=TTk =TT@O[ Tk -n=2"n] T k- :Fn[<2k—1>=%

7 , - - - 2
Esta claro que el nimero total de combinaciones posibles ET es 2"
Determinemos la cantidad de estados “buenos”. Para cada 0 <k <n, sea C, el nimero de

combinaciones de k bombillas encendidas en una fila de n bombillas. Se puede interpretar
como el numero de permutaciones de n elementos con k elementos iguales de un tipo y (n-k)

elementos iguales de otro tipo:
C —pknk _ nt__(n
oo ki(n—k)! |k

Por cada combinacién de n bombillas con k encendidas en A, el niUmero total de combinaciones

2
. . . n .
con las mismas bombillasen Bsera C, -C, =C/ = k} , luego el nimero total de estados

buenos sera

S (M) (2n)  nyp (en)
EB_kZ:;‘Ck _g‘[kJ _( " n(2n-n)!  nP
Luego

EB_ (2n)! _ (2n)1/(2"nt) _3:5-7..(2n-1)

ET 22"nP 2" ! 2" n!

tal y como queriamos ver.

43.3
Primera version.

n(n-1)

. : n . -
En primer lugar, teniendo en cuenta que (ZJ = , deducimos facilmente que

)
_lk k_ _lk(k—]_) k(k—l)_ _l ) N
o) |- () ()0)- 22 ) B

Luego

3 4 40 1 40
G| ]2 w2
2 2 8i=

2

=%§:k(k—1)[(k—2)(k—3)+4(k—2)]:

_ %ﬁ[k(k ~1(k - 2)(k —3) + 4k (k ~1)(k - 2)]=



~ 5D KDk -2k -9+ 5 Akl -k -2)-

S 2SS L))

Ahora aplicamos la formula
i i) (m+1 (n
k) (k+1) (k+1
En nuestro caso:
i k _(40+1 ~ 3 41 B 3
“\a) (4+41) (4+1) | 5) |5
i k _(40+1 3 41 3
~\3) | 3+1) (3+1) \4) |4
Y por tanto:

-

3[41 40-39-38-37 41 40 39 38}

51
:3~41-40~39-38.(37+5):3-41~40-39~38-42:
5 5
3.41.40-39-38-42

- 5.4.3.2
~38.39.41-42 =
= (40 — 2)(40 —1)(40 +1)(40 + 2) = (40 — 22 {40? —12) =
— (402 —4)40? —1)= 40" —5.40° + 4=4 (mod 1000)

=3-41-13-38-42

Segunda version.
Como en la version anterior,

k
(2} == ek -k k=1 -2)= Lk ~(k? -k -2)=
; 8 8

1 oy (kDU (kD (kL
_8(k+1)k(k Dk 2)_8(k—3)!_34!(k—3)!_3( 4}

: I . n (k n+1
Ahora aplicamos la identidad "Hockey-Stick™: z e
+



o) o o] (B -84 13)-38212-

2 2 2
= 42.41-39-38 = (40 — 22)40% —12)= 4 (mod 1000)

Fuente de estas soluciones: www.artofproblemsolving.com

51.1
El problema equivale a encontrar el nimero de subconjuntos de k elementos de

B, ={k,k +1,...,15} sin contener nimeros consecutivos, es decir:

15—1+1 15
Con un elemento: n=15, k =1, 1 = =15

14-2+1

Con dos elementos: n=14, k =2, ( } ( ZJ 78
13-3+1 11

Con tres elementos: n=13, k=3, [ ) (3} 165

12-4+1
Con cuatro elementos: n=12, k=4, [ ) [ ] 126

) 11-5+1
Con cinco elementos: n=11, k=5, ( c J [5} 21

Vemos que ya no se pueden formar subconjuntos de seis elementos en
{6,7,8,9,10,1112,13,14,15}, ni subconjuntos mayores.
Por lo tanto la solucion es 15+ 78 +165 +126 + 21 =405 (E)

5.1.2
Dado un subconjunto espaciado {4, a, ,...,a, }de {1,2,3,...,12 } , que supondremos

ordenado: a, <a, <...<a,, vemos que

a,>a +2 a,>a +2
a;>a,+2 a3>a1+6

a >a, +8
a,>a, ;+2

La funcién {a, ,a,,a,,a, j>{a,,a,-2,a,—4,a,-6}
Transforma todo subconjunto espaciado de cuatro elementos en un subconjunto de cuatro
elementos de {1,2,3,4,5,6}

6 6!
Luego Cg = [4) = ﬁ =

La funcién {a, ,a,,a, }>{a ,a,-2,a,—4}
Transforma todo subconjunto espaciado de tres elementos en un subconjunto de tres elementos
de {1,2,3,4,5,6,7,8}


http://www.artofproblemsolving.com/

; (8) 8
Luego C; = 3 :ﬁ:%

La funcién {a,,a, }>{a ,a,-2}
Transforma todo subconjunto espaciado de dos elementos en un subconjunto de dos elementos
de {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

10 !
Luego C =( 2]:%:45

Finalmente, hay 12 subconjuntos espaciados de 1 solo elemento, y contando el conjunto vacio
Ilegamos a un total de 15+56 +45+12 +1=129 subconjuntos (E)

Nota: En las soluciones oficiales ("The Contest Problem Book 1X", pag 187) tenemos un
interesante desarrollo recursivo de la formula del cardinal de los conjuntos espaciados.

52.1
Observamos la distribucion de los tres grupos:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3

0B 5C 0C 5A oB
1B 4C 1C 4A 4B 1A
2B 3C 2C 3A 3B 2A
3B 2C 3C 2A 2B 3A
4B 1C 4C 1A 1B 4A
5B 0C 5C S5A

Vemos que todo depende del nimero k de letras "B" que haya en el primer grupo.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
kBy (5-k) C kCy (5-k) A 5-k)Byk A

5
En cada fila, puedo, en primer lugar, escoger k cartas "B" de un total de 5: (k}

5 5
Luego, puedo escoger 5-k cartas "C" de un total de 5: (5 k] = (k]

Y en el segundo grupo, las cartas "C" son las k que quedan, luego unicas, y puedo escoger un

5 5
grupo de 5-k cartas "A" de un total de 5: [5 k] = [k]

5\ ( 5 5 5)
Por lo tanto, en cada fila, hay un total de . . =
k){5-k)\5-k k



5 (5)°
Asi pues, el total de posibilidades es Z[kj
k=0

5.3.1
Hacemos una tabla de casos. En columnas, la bola de Jenn, en filas, la bola de Bela:

El nimero total de casos es 20 -19 (pues descartamos la diagonal), y los casos favorables son

18 +17 +16 +15+...+2+1=¥

Luego la probabilidad es P = 18-19/2 _18/2_ 9

20-19 20 20

54.1

20° = (2%5f = 2'%°

Los divisores de 20° son todos los nimeros de la forma 2°5° con 0<b<18 y 0<c<9
Luego

a =2"5% con 0<h <18 , 0<c <9, 0<i<3

b, <b,

La divisibilidad se convierte en un problema de orden: a | a; <:>{ -
c, <C,
J

Luego nuestro problema se reduce a determinar la probabilidad de que seis numeros
0<b,,b,,b,<18 y 0<c,,c,,c,<9 cumplan b, <b, <b,y ¢, <c, <c;,.

El total de casos es T =19°-10°.

Contemos ahora el total de casos favorables. Aplicaremos la Proposicion 5.5:

21
El nimero de casos de tomar 0<b, <b, <b, <18 es ( 3 J =1330

12
El nimero de casos de tomar 0<c, <c, <c; <9 es ( 3 ] =220

Y por tanto, los casos favorables son: F =1330 -220, y la probabilidad es:
p_ F 1330-220 77

T 19%.10° 1805




55.1
Primera version.

Sea P(x) =ax®+bx*+cx+d
-9=P(-) =a(-1)*+b(-1)*+c(-1)+d =-a+b-c+d =b+d - (a+c) <
a+c—(b+d)=9
a)a+c=9,b+d=0
a+c=9=a=9c=0;a=8,c=1; a=7,c=2;...; a=0,c=9— 10 casos
b+d=0=Db=0,d=0— 1 caso.
Total: 10-1=10 casos.

b) a+c=10,b+d =1
a+c=10=a=9,c=1;a=8,c=2; a=7,c=3;...; a=1,c=9— 9 casos
b+d=1=b=1d=0;b=0,d=1— 2 casos.
Total: 9-2=18 casos.

c)a+c=11,b+d =2
a+c=11=a=9,c=2;a=8,c=3; a=7,c=4;..; a=2,c=9— 8 casos
b+d=2=b=2,d=0;b=1,d=1;b=0,d =2— 3 casos.
Total: 8-3=24 casos.

d a+c=12,b+d =3
a+c=12=a=9,c=3;a=8c=4; a=7,c=5;...; a=3,c=9— 7 casos
b+d=3=b=3d=0;b=2,d=1;b=1,d=2;b=0,d =3— 4 casos.
Total: 7-4 =28 casos.

Y asi hasta:
a+c=0,b+d =9 queesigual que el caso a), con 1-10 =10 casos.

Asi pues, el nimero de casos es:
10-1+9-2+8-3+7-4+6-5+5-6+4-7+3-8+2-9+1.10 =

=2(10-1+9-2+8-3+7-4+6-5)=2-110 =220 (D)

Segunda versién.

Llegandoa —a—c+b+d =-9, haciendo el cambio de variable —a=a'-9 y —c=c¢'-9,
tenemos la ecuacion

a+c+b+d =9 con 0<a',b,c',d <9

Y podemos aplicar "Barras y estrellas” (CO/5.7b), para obtener un total de

9+4-1) (12 120 12-11-10
9
5.6.1

9 ) 91(12-9)! 6
Primera version: Mediante recursion pura.
Vamos a resolver este problema de forma recursiva, rellenando, paso a paso, una tabla en la
que las columnas son los puntos finales, y las filas son el niUmero de pasos. En cada casilla
pondremos el nimero de caminos que hay para llegar al punto final (columna) mediante
caminos de n pasos (fila), siempre saliendo del punto A.

=4.11-5=220




Por ejemplo, en la primera fila hay un 1 en B y en J, porque con caminos de 1 paso, y saliendo
de A, solo podemos llegar a B y a J, y de una sola manera.

En la segunda fila, hay un 1 en la columna A indicando que hay un camino posible de longitud
2 desde A, que es "AJA", un camino posible para llegar a C, que es "ABC", un camino posible
para llegar a F, que es "AJF", y un camino posible para llegar a I, que es "ABI".

Vemos claramente la pauta:

A1 = En—l + ‘]n—ll Bn = A1—l+ In—1’ Cn = Bn—l + Hn—l’ Dn =Cn—l +Gn—l’ En = Dn—l + Fn—l

Fn =En—l+‘]n—1' C-:'n = Dn—l+Fn—l’ Hn =Cn—l_i_Gn—l’ I = Bn—1+Hn—l’ ‘]n =A1—1+In—l

n

n |A|IB|[C|D|E|F|G|H]|I|]J
1 |0)/1]0]|0|0]0J0O |0 |01
2 /10100 ]1]0|0]1]O0
3 02|01 ]1]0J1]|1]0]2
14
15

Esté claro que este problema, asi planteado, requiere un trabajo mas propio de una hoja de
calculo que de un humano:

Al B | ¢ |l o | E | F | 5 | H | 0 | ok

1
2 A B C o] E F G H I J TOTAL
3| 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 2
4 2 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 4
5 3 0 2 0 1 1 0 1 1 0 2 8
B 4 3 0 3 1 1 3 1 1 3 0 16
7| 5 1 6 1 4 4 1 4 4 1 6 32
8 3 10 2 10 5 5 10 5 5 10 2 64
ER 7 7 20 7 15 15 7 15 15 7 20 128
0 8 3 14 3 2 2 3 2 22 3 14 256
1| El 36 70 36 57 57 36 57 57 36 70 512
2] o 127 72 17 93 o3| 127 93 o3| 127 72 1024
13] 11 165 254 185  220) 220 1Bs 220, 220/ 165 254 2048
14 12 474 330 474 385 385 474 3|S 385 474 330 4096
15| 13 715 948 715 859 888 715 859 859 715 948 8192
1B | 14| 1807 1430 1807 1574 1574 1807 1574 1574 1807 1430 16384
7| 15 314 3004 3381 3381 3004 3331 3331 3004 3614 32768

18

En todo caso Ilegamos a A =3004 y por tanto la respuesta correcta es 3004 mod 1000 = 4.
Segunda version: Determinando una férmula recursiva.
Observamos un dato interesante: En cada paso, el gusano tiene siempre dos caminos posibles
para continuar, luego el nimero total de caminos es 2" :

S,=A +B +C . +D,+E, +G, +H_ +1 =2"

Con este dato podemos optimizar el proceso para llegar a A .. En efecto:

A1 = En—1 + ‘]n—l = Dn—2 + Fn—Z + Ah—z + In—2 =
= Cn—3 + Gn—3 + En—3 + ‘]n—3 + A1,2 + ans + ans =



=S,3— (Ah—l - AW—S) =
=2"C A +A

Calculando directamente los primeros valores:
A =0,A=0,A =1 A=0 A=3

Y utilizando la formula recursiva anterior se llega a A, =3004 .

Fuentes:
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2018 AIME | Problems/Problem 10
https://youtu.be/JD51G1wUKES

5.6.2
Primera version: Mediante recursion pura.

Como en el problema anterior, sea P el nimero de secuencias de n saltos que empiezanen Sy
acaban en el vértice P, ysean E" y S" el nimero de secuencias de n saltos que empiezan en
S y acaban en el vértice E y en el vértice S, respectivamente.

Esté claro que:
Sn — Finfl + P5n—1’ Pln — Sn—l + Pzn_l, P2n — Plr‘lfl + Psnfl’ P3r‘| — Pzn_l, En — P3n—1 + P4n—1,

P4n — P5n711 Psn — PAn—l + Sn—l,

Y se nos pide calcular E* + E* +...+ E*.

n S n Pln Pzn Pan E n P4n P5r|
1 1 [0 [0 [0 [0 |1
2 [2 [0 |1 [0 [0 |1 |0
3
(2] [ [ [ [ [ [ |

Igual que con el problema anterior, el problema, asi planteado, es tarea propia de una hoja de
calculo:


https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2018_AIME_I_Problems/Problem_10
https://youtu.be/JD51G1wUKEs

A | Bl c | D | E|F |6 | H]

1
2 5 P1 P2 P3 E P4 P&
3 | 1 0 1 0 0 0 0 1
4 2 2 0 1 0 0 1 0
5| 3 0 3 0 1 1 0 3
B | 4 5] 0 4 0 1 3 0
7 5 0 10 0 4 3 0 9
= B 19 0 14 0 4 9 0
9 7 0 33 0 14 9 0 28
0y 8 B1 0 47 ] 14 28 0
1 9 0 108 0 47 28 0 B9
2 10 197 0 155 0 47 e 0
3 11 0 352 0 155 89 0 286
14| 12 538 0 507 0 155 286 0

15

Y larespuesta al problemaes: 0+0+1+1+3+4+9+14 + 28 +47 +89 +155 =351

Segunda version: Determinando una férmula recursiva.

Para determinar la férmula recursiva de E" vamos a utilizar la siguiente propiedad:
En—l _ En—3 — PSH—Z + P4n—2 _ (P3n—4 + P4n—4)= Pzn—3 + P5n—3 _ Psn—4 + P4I’1—4 —

n-4 n-4 n-4 n-4 n-4 n-4 n-4 n-4
=R +PRT+ P T+ ST =P+ P T =R +S

Y ahora vamos a buscar la férmula recursiva:
E"=P"'+P "=
=P ?+R'?=
=P +R P +P P +8" =

— En—2 + Pln—S + Sn—3 — En _ En—Z — Sn—S + Pln—3

Por otro lado:
Sn—3 + Pn—3 _
"3 =

=P+ PR+ S P =
=S" 4P AR P =
=E"-E"+R R =
=E"™-E"°+ P+ R =

— En—l _ En—3 + Er‘I—Z

En donde hemos aplicado la propiedad demostrada anteriormente. Asi pues:
En_Ean:Enfl_Enf3_'_Ean:>
En — En—l _ En—S + 2EI’1—2

Ahora calculamos directamente los primeros términos de la sucesion:
E°=0, E'=0, E?=0, E’=1, E*=1

Y mediante la formula recursiva vamos determinando los siguientes términos:
E°=3,E®=4,E"=9, E® =14, E°=28, E® =47, E'*' =89, E** =155

Y, finalmente: 0+0+1+1+3+4+9+14+28+47+89+155=351.



Fuentes:
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2018 AIME | Problems/Problem 14
https://youtu.be/11utulhU590

6.1.1
Ver las soluciones oficiales (OMEC péag. 426)

6.1.2
Existe una estrategia para cualquier valor de n y de k. Numeramos las puertas en orden, de
izquierda a derecha como 1,2, ...,k . Luego escapar del castillo equivale a encontrar la

combinacion correcta
(Dp Py pn) con 1< p, <k

Es decir, debemos probar todas las variaciones posibles de los k nimeros tomados en cadenas
de longitud n, pero garantizando que empezamos en la habitacion 1, puesto que al probar una
combinacion, podemos salir del castillo pero también podemos acabar en cualquiera de sus
habitaciones.

Por tanto, nuestro problema se reduce a encontrar una combinacion que garantize que nos
situamos en la habitacion 1, saliendo de una habitacion cualquiera, una especie de “reset”.

La clave esta en ver que si 1<q, <k es la puerta que lleva de la habitacion 1 a la habitacion 2,
entonces, tomando cualquier p = q,, la cadena de longitud n

(P p..... P)

Nos deja seguro en la habitacion 1 independientemente de donde estemos (o bien nos saca del
castillo).

En efecto, aplicando la cadena anterior, independientemente de donde estemos, o bien salimos
del castillo, o bien nos situamos en la habitacion 1, de donde ya no saldremos, pues p =g, .

Asi pues, supongamos que queremos probar la combinacién (pl s Py sy pn).

Tomamos un p = p, y aplicamos previamente la combinacion (p, p, ..., p).

Si p #q,, entonces la combinacion (p, P,y p) nos dejara seguro en la habitacion 1 y ahora
probamos la combinacion (pl, Py seees pn), que nos puede o no sacar del castillo.

Si p=aq,, puesto que entonces p, = q,, da igual porque la combinacion a probar no seria la

correcta.
Fuente de esta solucion: Soluciones oficiales.

6.1.3
Tres movimientos: CCCCC >+++CC>+CC+C >+++++ (B)

6.1.4

Si es posible cambiar todos los nimeros a 1. Para ello observamos que un grupo de cuatro ceros
los podemos pasar a cuatro unos de la forma siguiente:

Partimos de 0000.

Seleccionamos el segundo, con lo que se convierte en 1010

Ahora seleccionamos el tercero, con lo que se convierte en 1111.


https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2018_AIME_I_Problems/Problem_14
https://youtu.be/11utulhU590
http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOMEC.pdf

Vemos que 2021 =505 -4 +1, luego agrupando todos los 2020 ceros en grupos de cuatro ceros,
podemos aplicar en cada grupo el método anterior para convertir, uno por uno, cada grupo de
cuatro ceros en cuatro unos, conviertiendo asi todos los nimeros en unos.

Si hubiéramos empezado con 2021 ceros no seria posible, pues basta ver que esta operacion
nunca cambia la paridad de la cantidad de unos que hay en el circulo.

En efecto, de 000 pasa a 101, de 001 pasa a 100, de 010 a 111, de 011 a 110, de 100 a 001, de
101 a 000, de 110 a 011, y de 111 a 010, es decir, si antes la cantidad de unos era par, después
seguird siendo par, y si era impar igualmente seguira siendo impar.

6.1.5

Para resolver este problema hay que tener en cuenta que, ademas de los triangulos visibles
pequefios, por ejemplo 6-7-1, y los no tan pequefios, como 5-7-2, también forman triangulos
equilateros vértices como por ejemplo 5-1-307 -0 - 8.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que pintamos el vértice 0 de verde.

Vamos a resolver este problema viendo que no hay forma de pintar los vértices 5y 2.

a) Supongamos gue ambos son verdes.
1A,3A,4A,6A,8V,9V,11V,12V,7A,ynosqueda7-6-1 A AA.

b) Supongamos que ambos son azules.
7V,10V,8A,9A 11 A 12A,6 V,1 A, ynos queda 1-2-8 AAA

c) Supongamos que 2 es verde y 5 es azul.
1A, 3A, ynos queda 1-3-5 AAA.

d) Por simetria, con el caso 2 azul y 5 verde llegariamos también a una combinacién prohibida.

6.1.6
Una sucesion de cambios minimalista seria la siguiente:

3171111182210
3117 |18|22]+1
3 |11]18| 7 |22])+2
3111|1822 | 7 |+3
3 [11]22|18| 7 |+4
111 3 12218 | 7 |45
11122 3 |18| 7 | 6

Y la respuesta correcta es 6 (D).

6.1.7
Sea este conjunto | ={1,,1,,...,1, },con I, =[a, ,b, ].



Para que | sea un recubrimiento de [0,50], existira al menos un intervalo I, =[ a, , b, ] parael
cual a, e[k, k +1) paratodo 0<k <50

Basta con tomar los intervalos asociados a k =0, 2, 4,8,10, ..., 48 para obtener un conjunto de
25 intervalos disjuntos.

6.1.8

Vamos a llamar a los colores V verde, R rojo, A amarillo y B azul.

Veamos como empieza la secuencia. Esta claro que la posicion 2 va V, y en las cinco primeras
tiene que haber una R y una A, una detrés de otra.

VVemos también que las cinco primeras posiciones determinan completamente la secuencia.
Luego, si la 20 tiene que ser V, la 5 lo tiene que ser también.

Puesto que, ademas, debemos poner un par RA seguidas en este orden, el Gnico hueco que
queda es 3R, 4A, y por tanto 1 B:

112 ]3[4[5|6|7 (8|9 ]10
BIVIRIA|IVIB|V|R|A|V

Y vemos que esta secuencia satisface todas las condiciones del enunciado.
La bola 20 sera V y la bola 202=40-5+2 sera también V.
La bola 2021=404-5+1 ser4 azul (D)

6.1.9

Vamos a construir la sucesion minimal que satisface la condicion del enunciado, es decir,
aquella que contiene las monedas de menor peso posible.

Vemos que la condicion del enunciado afecta a cualquier grupo de cuatro monedas. Por lo
tanto, empezaremos por un grupo de cuatro.Las supondremos siempre ordenadas de menor a
mayor peso.

La combinacién 1 — 2 — 3 — 4 no es aceptable porque 4 + 1 = 2 + 3, luego la moneda mas
pesada debera ser como minimo de 5 gramos.

La combinacién 2 — 3 — 4 — 5 no es aceptable porque 5+2 =3 + 4

La combinacion 1 — 2 — 4 — 5 tampoco es aceptable porque 1 +5=2 + 4.

La Gnica combinacién aceptablees 1 -2 -3-5.

Ahora vamos a afiadir una guinta moneda ms.

Se debe cumplir m; +1>3+5=8=m, >7. Vemos que la combinacion1-2-3-5-8es

aceptable.
En general vemos que para afiadir una nueva moneda, es suficiente que se cumpla
m +l>m_,+m_ ,<m >m_,+m_ -1
Y que tomando m, =m,_, +m,_,, se cumple la condicion del enunciado. Asi pues, vemos que

las monedas van siguiendo la sucesion de Fibonacci:
1-2-3-5-8-13-21-34..

Y el valor octavo de la sucesion minimal es 34 (C).
6.1.10

Lo primero que observamos es que en este problema no importa el valor de los numeros, solo si
son pares P o impares I.



Para que tres nUmeros consecutivos generen una suma impar se debe dar una de estas cuatro
combinaciones: PPI, PIP, IPP, III.

Jugando con las diferentes combinaciones vemos que la forma 6ptima para colocar los 500 “P”
y los 500 “I” para obtener la mayor cantidad de sumas impares de tres nombres consecutivos es

IPPIPPIPPIPPI. ..IPPLLLILLLILTITITT .. ]

En cualquier ordenacion que sea compatible con esta vemos que todas las 998 sumas de tres
nlmeros consecutivos dara impar, exceptuando solo una, la que aparece en la parte central
como “ P I T Luego seran 997 de las 998 posibles (A).

6.1.11

a) Estéa claro que quien tiene una tableta 1x1 pierde.

Cualquiera que tenga una tableta 1xn , n>1, siempre gana, pues basta romperla “por la punta”,
es decir, obtener un trozo 1x1 y darselo a su contrincante.

Cualquiera que tenga una tableta 2x2 pierde. En efecto, la rompa como la rompa, siempre
tendré que dar a su contrincante un trozo 1x2, y por tanto el contrincante tendra una tableta
ganadora, como hemos explicado antes.

Cualquiera que tenga una tableta 2xn, n>2, siempre gana. En efecto, la puede romper en un
trozo 2x2 y darselo a su contrincante, que ya hemos visto que es un trozo perdedor.

Cualquiera que tenga una tableta 3x3 pierde, pues la rompa como la rompa tiempre tendréa que
dar a su contrincante una tableta no cuadrada, de dimensiones menores, que, como hemos visto,
siempre serd una tableta ganadora.

Cualquiera que tenga una tableta 3xn, n>3, siempre gana. En efecto, la puede romper en un
trozo 3x3 y darselo a su contrincante, que ya hemos visto que es un trozo perdedor.

De esta forma vemos que tener un trozo nxn, es decir, cuadrado, es siempre un trozo perdedor.
Mientras que tener un trozo nxm, con m#n es siempre un trozo ganador. Esto se podria
demostrar de forma rigurosa por induccion.

Asi pues, Ana siempre perdera si m=n, y siempre ganara si m#n.

b) Ver soluciones oficiales (Compendium OMEC, pégina 441)

6.2.1

Supongamos que los jugadores son Sam = 1, Segundo jugador = 2, y James = 3.

Sea A, Bj, Ci el nuimero de palabras de tres, uno y cero puntos, respectivamente, del jugador i.
Por otro lado, esta claro que C, =C, =C,,yque A =B, =C, =10

Esta claro que 3-A +1-B, +0-C, =19, y las unicas posibilidades son
a) A=6,B=1,C =3 b) A=5,B,=4,C =1

Veamos la primera opcion:

a) A=6,B=1,C =3.


http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumOMEC.pdf

Luego C, =C, =3, yademas, B, =1 implicaque B,>10 B, >1.

Si el jugador 2 tiene mayor puntucion que el jugador 1, la Unica posibilidad que tenemos es:
A =7B,=0,C,=3->21

Porque la opcion A, =6, B, =1,C, =3 —19 queda descartada por ser igual al jugador 1.

Luego para la tercera tendremos que solo nos queda
A, =6,B,=1,C, =3—->19 que queda descartada porque no cumple las condiciones, ya

que es igual que la puntuacion del jugador 1 y ademas no es la méxima.

b) A=5,B=4,C =1
Luego C, =C, =1, y ademas, B, =4 implicaque B, >4 0 B, >4.
Supongamos que B, >4. Las opciones son
A, =5B,=4,C, =119 descartada.
A, =4,B, =5C, =117 descartada.
El resto de opciones queda descartadas.
Supongamos que B, >4
Luego las opciones que quedan para el jugador 2 son
A =6,B,=3,C,=1— 21y por tanto
A, =5B,=4,C, =119 descartada
A, =7,B,=2,C,=1— 23 no aceptable en B
A, =8,B,=1,C, =125 aceptable.

Como el enunciado supone que la solucion es Unica, no hay necesidad de seguir. La respuesta
correcta es 25 (E).

6.2.2

En primer lugar, vemos que el nimero de partidas jugadas es 10+15+17=42. Puesto que en
cada ronda juegan dos personas, el nimero de partidas sera 42/2=21.

La clave para resolver este problema esta en observar que Alicia ha jugado un nimero
significativamente pequefio de partidas, diez en total. La Unica forma de jugar tan pocas
partidas es perdiendo siempre. Aun asi, si hubiera empezado jugando en la ronda 1, y perdiendo
todas las partidas jugadas, hubiera jugado en 11 rondas:

12 [3[4]5]6[7[8[9]10[11[12]13[14[15[16[17[18[19]20]21
P/ID/[P/D/P|D|[P|D/P/D|P [D|P [D|P [D|P |[D|P |[D|[P

La unica forma de jugar en solo 10 rondas es descansando (D) la ronda 1 y perdiendo (P)
siempre:

112|345 (6|7]8]9(10]11|12]|13|14]15|16|17|18|19|20|21
b/p/DPDPD|P D|/P |D|P |D|P |D|P |D|P |D|P |D

Luego podemos afirmar que Alicia jugd y perdio la ronda 2 (A).

Fuente de la solucion: Kénguru AUS

6.2.3
Vemos que podemos organizar la espiral por cuadrados, de dentro a fuera:


http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumKanguru.pdf

22=4, 42=16, 62=36, 82=64, 102=100, 122=144, 142=196, 162=256, 182=324, 202=400, 222=484,
242=576, 26°=676

Por lo tanto, vemos que estos nimeros estaran en el cuadrado de lado 26, que acaba en 676 en
la esquina inferior derecha.

La esquina superior derecha serd 676-25=651.

La esquina superior izquierda serd 651-25=626, que es el nimero central de los tres que
buscamos, luego la respuesta correcta es (D).

6.2.4
Anna ha obtenido, en el peor de los casos, 1-1-13 =13 puntos, y con puntuaciones mas bajas
que esta (es decir, con posiciones mas altas) a-b-c <12, se pueden obtener como mucho dos
escaladores:

2-3-1=6

3.-2-2=12
Teniendo en cuenta que en cada una de las competiciones no se puede repetir posicion.
Asi pues, en el peor de los casos quedara en tercera posicion (B).

6.2.5
Probando con diferentes combinaciones de nimeros llegamos al siguiente resultado aceptable:

O Oz0,
D—=9—®
2

y por tanto la solucién es 2 (E).

6.2.6

y la respuesta correcta es 9 (A)

6.2.7

a) Si la casilla central esta llena, debemos poner dos o tres casillas méas alrededor para que
“sobreviva”, pero no tan cercanas entre ellas como para que “aguanten” vivas una generacion.
Observando un poco llegamos a la conclusion de que solo hay dos configuraciones
satisfactorias:




b) Si la casilla central esta vacia, debemos poner tres casillas alrededor para que aparezca la
central, pero no tan juntas entre ellas como para que interaccionen y no desaparezcan.
Observando las distintas opciones llegamos a la conclusion de que solo hay cuatro opciones
validas:

Cada una de ellas en realidad son cuatro configuraciones diferentes, pues las podemos ir
“rotando”.

En total hay 4+4+4+4+4+2 = 22 configuraciones aceptables (C).
7.1.1

Hay ocho diferentes tridngulos equilateros que podemos determinar con los vértices de un
cubo:

En el conjunto S hay 8 cubos de lado 1 y un cubo de lado 2, luego el total de triangulos sera
8-8+8-1=8(8+1)="72 triangulos equilateros.

Pero, ademas, en un cubo 2x2x 2tambien podemos trabajar con "puntos medios" y
determinar el siguiente triangulo equilatero con sus ocho variaciones posibles:

En total hay 72+8=280 tridngulos equilateros distintos.

7.12
El nimero total de casos es 6°.
Sea C, el nimero de casos de obtener un cuadrado lanzando un dado dos veces, si ya tenemos

un n previo.

C11)=8:(11),(22).,3,3),4,4).(55).(6,6),(1,4),(41)



C(21) =6 :(2,1),(1,2),(3,6),(6,3),(2,4),(4,2)
C(31)=6:(1,3),(3,1),(3,4),(4,3),(2,6),(6,2)
C(41)=8:(14),(41),(1,1),(22),3,3),4,4),5,5),(6,6)
C(1)=4:(51),(15),54)4)5)

C(6,1) =6 :(1,6), (6,1),(2,3),(3,2),(4,6),(6,4)

C(2,2)=8 :(1,1), (2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(1,4),(4,1)
C(32)=6 :(2,3),(3,2) (1,6),(6,1),(4,6),(6,4)
C(4,2)=6:(21),(1,2),(4,1),(1,4),(3,6),(6,3)
C(52)=2 :(52),(25)

C(6,2) =6 :(3,1), (1,3) (3,4),(4,3),(6,2),(2,6)

C(3,3) =8 : (1,1), (2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(1,4),(4,1)
C(4,3) =6 : (3,1), (1,3),(6,2),(2,6),(3,4),(4,3)

CG3) =2 :(53), (3,5)

C(6,3) =6 : (2,1), (1,2),(2,:4),(4,2),(6,3),(3,6)

C(4,4) =8 : (1,1), (2,2),(3,3,),(4,4),(5,5),(6,6),(4,1),(1,4)
C(54) =4 : (5,1), (15),(5,4),(4,5)

C(6,4) =6 : (6,1), (1,6), (2,3),(3,2),(4,6),(6,4)

C(55) =8 : (1,1), (2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(4,1)(1,4)
C(65)=2 : (5,6), (6,5)

C(6,6) =8 : (1,1), (2.2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(1,4),(4,1)

Ahora escribimos todas las posibilidades en funcién de los dos dados primeros:

11 8 2,1 6 3,1 6
1,2 6 2,2 8 3,2 6
1,3 6 2,3 6 3,3 8
14 8 2,4 6 34 6
1,5 4 2,5 2 3,5 2
1,6 6 Total: 38 2,6 6 Total: 34 3,6 6 Total: 34
41 8 51 4 6,1 6
42 6 52 2 6,2 6
43 6 53 2 6,3 6
4.4 8 5,4 4 6,4 6
45 4 55 8 6,5 2
46 6 Total: 38 5,6 2 Total: 22 6,6 8 Total: 34

TOTAL: 38+34+34+38+22+34=200

205
6" 162

Observacion: En las soluciones oficiales se presentan varias alternativas, siempre teniendo en
cuenta esta 0 aquella propiedad. Como suele pasar, hay que valorar entre utilizar la fuerza bruta
del computo o aprovechar alguna propiedad para eliminar casos.



7.1.3

Para este problema lo més practico es enumerarlas una a una, en funcién de la carta que
eliminamos. Por cada permutacion ascendente valida habra una descendente, por lo que
contaremos solo las ascendentes y el resultado lo multiplicaremos por dos.
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= — | — ] — |2
Sl ol el o TR
|| )| P | I
RS QN g ) R
LU n o ) AR n o a0
Ll el el Il Il ) )
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i Sy A Y R
LR LN el Bac ) el e
e e e e e 5
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(L) ey el el ey e

— | = == =
[l iy e S R TN |
L] P | I | =
Lo WY N REVE N o
| Eaf LR LR LR LR
R el e ey Ragl e
—t =t = = e [
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En las cuales vemos algunas repeticiones, que se han marcado en gris. En total hay
6+4-5=26

Y como el orden puede ser también descendente, 26 -2 =52

714

Este problema se puede resolver por "bashing"”, "machaqueo”, es decir: generando todo el arbol
de posibilidades. Por simetria nos reduciremos a detallar todas las posibilidades que comienzan
por "A", "B" 0 "C", y multiplicaremos por 2:

En total hay 45-2 =90 posibilidades diferentes.

7.15
Consideremos un subconjunto cualquiera de 11 miembros del club.
Sea 0<i <11 el nimero de hombres de dicho grupo.



Luego el numero de mujeres sera 11—i.
Y por tanto el nimero de mujeres fuera del grupo es 12— (11—i)=i+1.

Luego si tomamos los hombres de dicho grupo y las mujeres que no estan en dicho grupo,
obtenemos un comité que se adapta al enunciado.

Reciprocamente, si tenemos un comité de i+1 mujeresy i hombres, con las 12— (i +1) =111

mujeres que no estan en el comité y los i hombres que si estan podemos formar un grupo de 11
personas.

Asi pues, existe una biyeccion entre el nimero de comités posible y los subconjuntos de 11

personas:
23

N =
=)

23 I .92.91.20.19.18.17 .16 -15 .14 -
N:( J 23 _23-22-21-20-19-18-17-16-15-14-13 ;10 15 10 5

1) 1121 11.10.9-8-7-6-5-4-3-2

Y por tanto la suma pedida es 23+19+17 +13+7+2 =381

Fuente de la solucién: Solucién oficial MAA en AoPS

7.1.6

A/B|C|D|E|F|G
6 |00 0

El digito A solo puede ser un "6" o un 7",
El digito G solo puede ser un "5" o un "7"

A="6", G="b", y para el resto tenemos 1 "5", 3"6" y 1 "7": El nimero de posibilidades seré el
de formas de colocar los 3 "6" en las cinco posiciones:
|
C: i = Q =10
I2r 2

Y luego colocar el "5" y el "7", dos posiciones. Luego el total es 2C2 =20

A="6", G="7", y para el resto tenemos 2 "5", 3 "6":
El nimero de posibilidades quedara determinado por las posiciones de los "6":
I
(;53 i = @ =10
321 2

A="T7", G="5", y para el resto tenemos 1 "5", 4 "6™:
El nimero de posibilidades quedara determinado por las formas de colocar los cuatro "6™:
|
ci=> _5
41

Luego, en total, hay 20+10+5=35 numeros diferentes.



7.1.7
Resolveremos este problema “por fuerza bruta”.

Vemos que 96 =2°-3, por lo que el nimero de posibilidades quedara determinado por las
diferentes formas de agrupar los “2”.

En un Unico grupo:
1 posibilidad.

En dos grupos:
En todo momento, escribimos los exponentes de las potencias de 2,y multiplicamos por
las posiciones del “3”
05 x1
14 x2
23 x2
32 x2
41 x2
50 x1 10 posibilidades.

En tres grupos:
005 %0
014 x1
023 x1
032 x1
041 x1
050 %0
104 x1
113 x3
122 %3
131 x3
140 x1
203 x1
212 %3
221 %3
230 x1
302 x1
311 %3
320 x1
401 x1
410 x1
500 %0

30 posibilidades en total.

En cuatro grupos:
00xx x0
0104 %0
0113 x1
0122 x1
0131 x1



0140 0
0212 x1
0221 x1
0230 x0
0311x1
0320 %0
04xx x0
1013 x1
1022 x1
1031 x1
1040 x0
1103 x1
1112 x4
1121 x4
1130 x1
1202 x1
1211 x4
1220 x1
1301 x1
1310 x1
1400 x0
2003 %0
2012 x1
2021 x1
2030 x0
2102 x1
2111 x4
2120 x1
2201 x1
2210 x1
2300 x0
3002 x0
3011 x1
3020 %0
3101 x1
3110 x1
3200 x0
4xxXx0
5XXxX x0

En cinco grupos:
00xxx x0
010xx x0
01112 x1
01121 x1
01130 x0
01202 %0
01211x1
01220 %0

40 posibilidades en total.



013xxx0
014xx x0
020xx x0
02111x1
03xxxx0
04xxxx0
100xx x0
10112 x1
10121 x1
10211 x1
103xx x0
11012 x1
11021 x1
11102 x1
11111 x5
11120 x1
11201 x1
11210 x1
12011 x1
12110 x1
12101 x1
20111 x1
21011 x1
21101 x1
21110 x1
IXXXX %0
4XXXXx0
5XX XX x0
25 posibilidades en total.

En seis grupos:
Hay 6 posibilidades: 96 =3-2-2-2-2-2 y sus otras 5 posiciones del “3”.

Total: 6+25+40+30+10+1=112 (A)

7.1.8
Hay cuatro posibilidades, en funcién del sentido en el que "tomamos la curva" de las dos
esquinas:

1 1 10

A ] At 1 " it L




A A

4 13 L 4 13
Probando se observa que cualquier otra opcidn no es aceptable. (E)

7.19
Puesto que empiezan y acaban en “0” y no pueden tener dos “0” consecutivos, el segundo
numero y el que hace 18 seran “1”. Luego reducimos las secuencias a longitud 15, que pueden
empezar y acabar con “0” o con “1”.
Dividimos las 15 posiciones en 5 secuencias de longitud 3. Las secuencias pueden ser:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111

Pero por condiciones del enunciado se reducen a:
A=010”, B="011", C="101", D="110"

Ahora podemos construir el arbol de posibilidades:

La primera pieza puede ser cualquiera de las cuatro, pero después de A solo puede ir C o0 D,
después de B solo puede ir A o B, después de C solo puede ir A, B o C, y después de D solo
puede ir C o D.

Ademas, la primera pieza no puede ser D y la quinta pieza no puede ser B.

Hay un total de 65 (C).

7.1.10



Para que la suma de tres nimeros dados sea impar es necesario que sean los tres impares o solo
uno de ellos. Puesto que disponemos de cinco nimeros impares (1, 3, 5, 7y 9) las Unicas
posibilidades son las siguientes nueve:

1|1 I|P|P||I|P|P
[P P|I|T|I I/P|P
LI P PI[I|P|P| | T|T]I

En cada una de ellas podemos colocar 5 nimeros impares y 4 nimeros pares, luego los casos
favorables son

F =9.5.4

Los casos totales son T =9!, luego la probabilidad es
.Bl.41 .3.
P=E=95'4':4 3 2:i (B)
T al 8-7-6 14

7.1.11

La condicién del enunciado equivale a decir que todo elemento de {12,3,4,5} tiene un ciclo de
longitud igual o menor que 3:

Longitud 1:
f()()z)(:>{f(f(x)): f(x)=x
FCECE()) = F(F(x)=f(x)=x

4-’\';

1/
Longitud 2:

B _ fF(E)=1(y)=y
f(X)_y;“’f(y)_y:{f(f(f(x»)z )= F() =y
1 —> p

Longitud 3:

) ) B f(f(x)="~f(y)=2
f(X)—y¢X,f(Y)—Zix’y’f(z)_zj{f(f(f(x)))z f(f(y)=1(2)=z

‘)

1 —%2 — 33/



Sin embargo, podemos observar que la condicion del enunciado no se cumpliria para longitudes
superiores a 3.

Sea a el namero de elementos con ciclo de longitud 1, sea b el nimero de elementos con ciclo
de longitud 2 y seac el numero de elementos con ciclos de longitud 3.

Esta claro que a+b+c=5, yquesi a<4 entonces b >0, puesto que si existe un elemento
con ciclo igual a3, f3(x)=x, entonces f*(f(x))= f3(x)=x yportanto f(x) serdun
elemento cuyo ciclo tendra longitud 2.

Esté claro también que a > 0.
Ordenaremos los casos empezando por a, y luego por b :

1.a=5,b=0,c=0

1 caso.
$) 2 ¢
P i I SR 5 &)
2.a=4,b=0,c=1
No se puede dar.
3.a=4,b=1,c=0
5.4 =20 casos.
\ )
g—add g 2 57

4. a=3,b=0,c=2
No se puede dar.

5.a=3,b=1,c=1

5 |
2D =10 grupos de 3 elementos de ciclo 1,
3) 32 2

10-2-3=60 casos.
P 5

{1 —— 2 — 3
6.a=3,b=2,c=0
5 5 20 . i
3 = 27 = > =10 grupos de 3, y los otros dos pueden ir a cualquiera de los 3
elementos de ciclo 1, por tanto 10-3-3=90 casos.

4 &L 3‘> 76 50
. Ve A AR

7.a=2,b=0,c=3



No se puede dar.

8.a=2,b=1,c=2

5 I
[2) = % = % =10 grupos de 2 elementos que tendran asociados ciclos de longitud 1,
10-3-2=60 casos.

{\
1 Zepd ——wi) - G
N e
9.a=2,b=2,c=1
10-3-2-2-2 =240 casos.
‘) )
L —p2 22—y’ 5)
W RO
10. a=2,b=3,c=0
10-2-2-2=80 casos.
) R
1 2 et B 54
\,, 7L "f,i/‘,___—/
11. a=1,b=0,c=4
No se puede dar.
12. a=1,b=1,c=3
Tenemos 5 candidatos para el elemento de ciclo 1.
Después, 4 candidatos para el elemento de ciclo 2.
Los tres que quedan han de ir todos al candidato de ciclo 2.
En total, 5-4 =20 casos.
1 2 3— 27— 5

13. a=1,b=2,c=2
Tenemos 5 candidatos para el elemento de ciclo 1.
De los 4 restantes, seleccionamos 2 para tener ciclo de longitud 2.

4 I .
5. -2-2:5i-2-2:54—3-2-2:120casos.
2 2121 2
— _
g7 -« B P
\ i

14. a=1,b=3,c=1

4 4
5. .3=5.—.3=5.4-3=60 casos.
3 3



§ooy @ % . D)
- N el
15.a=1,b=4,¢c=0
Hay 5 casos.
4 2 3 Y ——» 56
L____f_f_____/'
l L————’——’—’_’:—,—Jf

En total, tendremos 1+ 20 +60 +90 + 60 + 240 +80 + 20 +120 + 60 + 5= 756 casos.

Observaciones. En la solucién "oficial” de AoSP, encontramos la formula general para
determinar el nimero de elementos en cada caso:

D)

También se indica que este problema aparecié en la prueba "Standford Math Tournament,
Advanced Topics Test" del 2011, y en "Mock AIME 2" 2010 (problema 7)

Fuente de la solucion: https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2018 AIME 11 Problems/Problem 10

7.1.12
El nimero total de permutaciones es P, =6l=720 , vamos a contar el nimero de permutaciones

que no cumplen la condicion del enunciado, es decir, que para cada k con 1<k <5, todos los
primeros k términos de la permutacion son menores o iguales que K .

Caso 1: k=1
Son todas las permutaciones que empiezan con 1: 1***** es decir: P, =51=120.

Caso 2: k=2.

Son todas las permutaciones que empiezan por todas las permutaciones posibles de 12, es decir:
12**** y 21**** | as primeras ya estan contadas en el caso 1, luego son todas las que
empiezan por 21: P, =41=24.

Caso 3: k=3

Son todas las permutaciones que empiezan por todas las permutaciones posibles de 123, es
decir:

123*** Ya contadasen elcasol  132*** Ya contadas en el caso 1

213*** Yacontadasenel caso 2~ 231***

312*** 321***

Luego hay 3P, =3-31=18

Caso4: k=4

Son todas las permutaciones que empiezan por todas las permutaciones posibles de 1234, es
decir:

1234** Yacontadasenelcasol 1243** Ya contadas en el caso 1


https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2018_AIME_II_Problems/Problem_10

1324** Ya contadas en el caso 1
1423** Ya contadas en el caso 1
2134** Ya contadas en el caso 2
2314** Ya contadas en el caso 3
2413**
3124** Ya contadas en el caso 3
3214** Ya contadas en el caso 3
3412**
4123**
4213**
4312**

Luego hay 13P, =13-2!=26

Caso 5: k=5

Son todas las permutaciones que empiezan por todas las permutaciones posibles de 12345, es

decir:
1***** Ya contadas en el caso 1

21**** Ya contadas en el caso 2
23415* Ya contadas en el caso 4
23514*
24135* Ya contadas en el caso 4
24315* Ya contadas en el caso 4
24513*
25134*
25314*

31245* Ya contadas en el caso 3
31425* Ya contadas en el caso 4
31524*
32145* Ya contadas en el caso 3
32415* Ya contadas en el caso 4
32514*
34125* Ya contadas en el caso 4
34215* Ya contadas en el caso 4
34512*
35124*
35214*
35412*

41235* Ya contadas en el caso 4
41325*
41523*
42135* Ya contadas en el caso 4
42315* Ya contadas en el caso 4
42513*

1342** Ya contadas en el caso 1
1432** Ya contadas en el caso 1
2143** Ya contadas en el caso 2
2341**
2431**
3142**
3241**
3421**
4132**
4231**
4321**

231*** Ya contadas en el caso 3
23451*

23541*

24153*

24351*

24531*

25143*

25341*

11 Casos que empiezan por 2

31254* Ya contadas en el caso 3
31452*
31542*
32154* Ya contadas en el caso 3
32451*
32541*
34152*
34251*
34521*
35142*
35241*
35421*

16 Casos que empiezan por 3

41253*
41352*
41532*
42153*
42351*
42531*



43125* Ya contadas en el caso 4
43215* Ya contadas en el caso 4
43512*
45123*
45213*
45312*

5*****

43152*
43251*
43521*
45132*
45231*
45321*

20 Casos que empiezan por 4

P, =24 Casos que empiezan por 5

En total hay 11+16 + 20 + 24 =71 casos.

Asi pues, que no cumplan la condicién del enunciado hay

120 +24 +18 + 26 + 71 =259

Y finalmente, casos que si cumplan la condicion hay 720 — 259 = 461.

Observacion: En https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2018 AIME 11 Problems/Problem 11

Se pueden encontrar otras soluciones alternativas, sin pasar al complementario (tal vez) més elegantes que esta.


https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2018_AIME_II_Problems/Problem_11

7.1.13

Nota preliminar: La resolucion que expongo no es nada elegante. A posteriori, mas bien parece una tentativa
exitosa de no naufragar en un mar de casos y condiciones. Pero las soluciones digamos oficiales de
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2018 AIME Il _Problems/Problem 15

tampoco las he encontrado nada esclarecedoras.

f00-tO) _,

x-y|

fF(x)—f(y)
X=y

x=y|<[f () - f(y)<3x-y|e<1< o1< <3

Por lo tanto podemos interpretar este problema en términos de pendiente de la funcion: La
variacion vertical respecto de la variacion horizontal.

Mg

AX

1<

Para Ax =1, esta claro que 1<|Ay| <3 y por lo tanto, de un valor x al siguiente x+1, los
incrementos verticales admitidos son seis: +3,+2,+1,-1,-2—-3.

Asi pues, de momento, f(1)e{3,2,1,-1,-2,-3}, (5)>9, f(4)>6, f(3)>3, f(2)>0.

Para Ax =2, tenemos

Ay

1<% <3< 2<|Ay|<6

Completando una tabla "Primer paso vs Segundo paso” y sombreando los valores que no
cumplen esta condicién nos queda:

Ay | +3 | +2 | +1
+3

6

+2 5
+1 4
2

Luego los unicos casos aceptables para f(2) son: f(2)=2,3,4,5,6
Para Ax =3, tenemos
Ay

1< =<3 3<|Ay|<9

Completando una tabla "Primeros dos pasos vs Tercer paso” y sombreando los valores que no
cumplen esta condicion nos queda:

Ay +3 | +2 | +1
+6

+5
+4

w|slo] &
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Asi pues, puesto que necesito f (6) =12,y puesto que f(2) <6, los Unicos valores aceptables
para f(3) son: f(3)=9,8,7,6,54,3

Eliminando algunos otros casos, los valores que puede tomar la funcién son los siguientes:

-
LI N T ]

Que son lo suficientemente reducidos como para poder separar por casos:
A) f(3)=3.

Hacia delante: 1 camino:

Hacia atras: 3 caminos:

Total: 3 caminos.

B) f(3)=4
Hacia delante: 3 caminos:

Hacia atras: 5 caminos:

Total: 15 caminos.

C) f(3)=5
Hacia delante: 6 caminos:



Hacia atras: 9 caminos:

Total: 54 caminos.

D) f(3)=6
Hacia delante: 7 caminos.

- ~ y= S < T
)26 (Y — 11

Hacia atras: 7 caminos.

Total: 49 caminos.

E) f(3)=7
Hacia delante: 9 caminos.

Hacia atras: 6 caminos.



£ (2) n
’ = = 24 )=
. *,' ' ] l
(1
Total: 54 caminos.
F) f(3)=8
Hacia delante: 5 caminos.
- lo :‘/’] i
v \"/‘»y
P <y = i1
— #1 e ‘/
S 2t ,,;’“
Hacia atras: 3 caminos.
s = Y
5 (D=
Total: 15 caminos.
G) f(3)=9
Hacia delante: 3 caminos.
T l'.“‘,‘lé‘ir ;ll
'P‘_—‘-‘
/ E = 'W:.;
7 9 L2
f A v”
*r ) ‘F_-.j’
Hacia atras: 1 camino.

Total: 3 caminos.

Ademas, debemos descontar las combinaciones que hacen incompatible el
grupo{ f(2), f(3), f(4) } que son:

f(2)=6,f(3)=3 f(4)=6, f(2)=6, f(3)=5,f(4)=6,
f(2)=6,f(3)=4, f(4) =6, f(2)=6,f(3)=3 f(4) =6,
f(2)=6,f(3)=7,f(4)=6, f(2)=6,f(3)=8, f(4)=6,
f(2)=6,f(3)=9, f(4)=6, f(2)=6,f(3)=8 f(4)=7.

Con lo que llegamos finalmente a: 3+15+54+49+54+15+3-8=185 funciones.



7.1.14

Estudiando un poco la situacion vemos que para un nimero elevado de columnas siempre es
posible encontrar solucion al problema.

Si el nimero de filas m es impar, rellenamos la fila del medio con piedras, y quitamos y
ponemos algunas en las primeras columnas siguiendo el siguiente esquema:

m=3

XXX
X|X|X
X|X|X
X|X|X
X|X|X
X|X|X
X|X|X

XXX

X|X[X|X
X|X[X|X
XX [X|X
XX [X|X
XX [X|X

XX [X]|X

X|X|[X]| X

X|X|[X]|>x

Esté claro que con este procedimiento podemos siempre obtener tableros en los que todas las

columnas tengan el mismo ndmero de piedras y en las filas tengamos
1<2<3..<n=-3<n-2<n-1<n

piedras, es decir, un nimero diferente en todas y cada una de las filas.

Si m es par el procedimiento seria el mismo pero dejando la dltima fila vacia. Por ejemplo:

X|X[X
X|X|X
X|X|X
X|X|X
XXX
XXX
XXX

XX [X

X|X|X[X
X|X|X[X
XXX [X
XXX [X
XXX [X

X|X|X[X

X|X|X([X

XX [ X[ X

El caso m=2 se soluciona facilmente llenando una fila de piedras y dejando la otra vacia.

Este procedimiento falla cuando



n<m m impar
n<m-1 mpar

Por ejemplo, con m=7 y n =6 nos encontramos con el tablero siguiente:

X[X|X|X
X[ X[ XX
X[ X[X|X
X[ X[X| X

X|X[X]|X

X|X[X|X

En el que la primera fila y la quinta tienen el mismo numero de piedras.

En las soluciones oficiales encontramos el siguiente argumento para el caso limite n=m-1vy
m impar:

Hay m filas, se pueden colocar un maximo de m—1 piedras en cada fila, todas las filas con
diferente cantidad, luego forzosamente hay que poner 0,1, 2,...,m—1 piedras (no

necesariamente en este orden) pero entonces el total de piedras sera

O+1+2+...+m—1:w
que debera ser de la forma
m =k- (m _]_)
para cierto k que es el nimero de piedras en cada columna. Luego
m
-k
2

lo cual es imposible porque m es impar.

7.1.15

La mejor estrategia es calcular todos los triangulos posibles y restar aquellos que tengan uno o
dos lados sobre los lados del poligono.

La cantidad de tridngulos posibles es el nUmero de formas de tomar tres vértices, sin importar
el orden:

ny_ nl nn-(n-2)
3) 3AM-3)! 6

La cantidad de triangulos que tienen un tnico lado sobre uno de los lados del poligono es
n(n—4)

La cantidad de triangulos que tienen dos lados sobre dos lados consecutivos del poligono es
n

Luego la candidad pedida es
n(n—lé(n—Z) _n(n—4)—n= n(n—l)(n—2)g6n(n—4)—6n _ n(n—46)(n—5)

7.1.16
Esta claro que 6<a<28 yque a<b<29. A partir de esto, debemos ir eliminando las

configuraciones que generen cuatro elementos en progresién aritmética:



3,4,5,a—a=6
3,4,5,b—>b=6
3,5,a,b—>a=7,b=9
3,a,b,30>a=12,b=21
4,a,b,40 >a=16,b=28
a,b,30,40—-a=10,b=20
a,b,40,50 »>a=20,b=30
b,30,40,50 >b=20
a,30,40,50 »>a=20
b
72 8 9 1041112131415 16 1248111 2021 22232925 26 22 27 29]
a6 x X x X[XXX XXX XX|XXXAX[x XX X[XXX
7”/ X
b4
f}_ 77

25 /7// %/

En total son 1+2+3+4+...+22 =23;222=253 —>253-25=228.

7.1.17
Resolveremos este problema mediante la férmula de Laplace.
El numero total de ordenaciones serd 12! pero teniendo en cuenta que hay repeticiones: cada

I
una de las parejas tiene fichas indistinguibles entre ellas, luego tenemos 12% ordenaciones

diferentes.

Veamos ahora los casos favorables. Observando como se puede colocar un determinado par en
las casillas



(3, 6) es aceptable

(4, 10) no es aceptable

Observamos que las posiciones (x, y) de una determinada pareja del mismo color sera aceptable
si y solo si una de las dos posiciones es par y la otra impar.

Luego tendremos, por un lado, unas fichas R, B, Y, G, O, P que se pueden colocar en las
posiciones 2, 4, 6, 8, 10 y 12, y por otro lado sus respectivas parejas que se pueden colocar en
las posiciones 1, 3,5,7,9y 11.

En total son 616! casos favorables.

6!-6! 6!-6.2° 6.5-4-3-2.2° 16
121/2° 12! 12-11-10-9-8-7 231

Asi pues, P =

Y la respuesta correcta es 16 + 231 = 247 .

7.1.18

Cada codigo esta determinado por una secuencia de “1” y “2”: Un uno corresponde a una franja
de anchura 1, y un dos corresponde a una franja de anchura 2.

Como empieza en negro y acaba en negro, el nimero total de franjas debe ser impar.

Por ejemplo, la secuencia correspondiente a la imagen del enunciado:

Sea a el nimero de franjas “2” y sea b el nimero de franjas “1”. Puesto que los codigos son de
longitud 12, se debe cumplir 2a+b =12, y puesto que empieza y acaba en negro, a+b debe
ser impar.

Pero vemos que b =12 —2a =2(6—a) es par, luego para que a-+b sea impar se debe cumplir
gue a sea impar.

De 2a+b =12 se deduce que a< 6,y por lo tanto ya hemos reducido el nimero de casos a
una cantidad gestionable:

seria (1,1,2,2,1,1,1,1,2)

a) a=b=h=12-2-5=2
Son todas las permutaciones de siete elementos, cinco de una forma y dos de otra:
p752 - l - E =2
521 2
b)a=3=b=12-2-3=6
Son todas las permutaciones posibles de 9 elementos, seis de una formay tres de otra:



° Tea 32
c)a=1=b=12-2-1=10
Son todas las permutaciones posibles de 11 elementos, diez iguales entre ellos.
11
PY="211
o100

P6'3 9! 9'8'7

Asi pues, el total de codigos serd 21+84 +11=116 (E)

Fuente de esta solucién: Compendium Kangaroo UK (pag. 124)

7.1.19
Primera version.
En la casilla superior izquierda tenemos las cuatro opciones posibles:

Pero vemos que, una vez seleccionada una forma, en la casilla de la derecha solo tenemos dos
posibilidades. Lo mismo pasa en la casilla inferior.

Ademas, en cada bloque 2x2, las dos piezas colocadas en las posiciones diagonales determinan
totalmente las otras dos piezas.

Asi pues, tenemos las siguientes posibilidades:

41202 ]..
2 [1]1]..
2 11 [1]..

En total hay 4-22°%". 22%21 = 24%** combinaciones diferentes.

Segunda version.
Siguiendo los argumentos de la primera versién, vemos que las posiciones de la diagonal de la
cuadricula 2022x2022 son libres, pero determinan totalmente el resto de casillas. Luego

2022 . . .
tenemos un total de 42°% = (22) = 2%0% combinaciones diferentes.

7.1.20

Esta claro que el conjunto vacio & no puede formar parte una de estas colecciones.
Dividimos los subconjuntos de {1,2,3,4,5} en cinco clases, en funcion de su nimero de
elementos:

A (subconjuntos con 1 elemento) :

{1}.{2},{3},{4},{5} cinco subconjuntos.

B (subconjuntos con 2 elementos) :
{1,2}{1,3}{1,4}{1,5}{2,3},{2,4},{2,5}{3,4},{3,5},{4,5} diez subconjuntos.


http://www.toomates.net/biblioteca/CompendiumKangarooUK.pdf

C (subconjuntos con 3 elementos) :
{1,2,3}{1,2,4},{1,2,5}{1,3,4}{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4}{2,3,5}.{2,4,5}.{3,4,5}
diez subconjuntos.

D (subconjuntos con 4 elementos):
{1,2,3,4}{1,2,3,5}{1,2,4,5},{2,3,4,5},{1,3,4,5} cinco subconjuntos

E (subconjuntos con 5 elementos):

{1,2,3,4,5} un subconjunto.

En total hay 5+10+10+5+1=31 subconjuntos no vacios.

a) En primer lugar, supongamos que una coleccidn contiene un elemento del grupo A.
Entonces esté claro que no puede contener ningin otro elemento del grupo A 'y que todos los
otros subconjuntos de esta coleccion también contienen a ese elemento.

Pero observamos que si, por ejemplo, contiene {1}, hay exactamente 15 subconjuntos mas que
contengan el elemento 1, es decir, hay una tnica coleccion de 16 subconjuntos. Luego hay
exactamente 5 colecciones cumpliendo esta condicion.

En lo siguiente, vamos a suponer que esta coleccién no contiene ningun elemento del grupo A.

b) Supongamos que no contiene ningun elemento del grupo B.

Supongamos que contine un elemento del grupo C, por ejemplo {1,2,3}. El resto de 15
subconjuntos que quedan satisfacen la condicién del enunciado, que son compatibles entre
ellos, y por tanto existe una tnica coleccion.

¢) Supongamos que contiene exactamente un elemento del grupo B, por ejemplo {1,2}

Del grupo C hay 9 subconjuntos que satisfagan la condicion del enunciado, del grupo D hay 5
subconjuntos, y del grupo E hay 1, luego en total hay exactamente 16 subconjuntos adecuados,
es decir, una unica coleccién. Asi pues, hay en total 10 colecciones.

d) Supongamos que contiene exactamente dos elementos del grupo B, por ejemplo {1,2} y
{2,3}.

Hay 8 subconjuntos del grupo C que son compatibles:
{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5}{1,3,4}{1,3,5}.{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5}

y los 5 subconjuntos del grupo D y el subconjunto del grupo E satisfacen la condicién del
enunciado. Y entre ellos son compatibles, en el sentido de que cualquier par tiene interseccion
no vacia. En total 14 subconjuntos méas para hacer una coleccion de 16.

Todo esto, por cada pareja del grupo B que sea compatible entre ellos, en total 30 parejas,
haciendo un total final de 30 colecciones.

e) Supongamos que contiene exactamente tres subconjuntos del grupo B.
Aqui debemos diferenciar dos subcasos.
el) Tres subconjuntos con un elemento comun, por ejemplo {1,2},{2,3},{2,4}.

Del grupo C hay 7 subconjuntos satisfaciendo la condicion del enunciado:
{1,2,3}{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{2,3,4}{2,3,5},{2,4,5}

Del grupo D todos los 5 subconjuntos son compatibles
El subconjunto del grupo E es siempre compatible con cualquiera, en total 3+7+5+1=16
subconjuntos, formando una Unica coleccidn aceptable. 5x4=20 colecciones en total.

e2) Tres subconjuntos sin un elemento comun, por ejemplo {1,2},{2,3},{1,3}.



Del grupo C hay 7 subgrupos compatibles:
{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5}{1,3,4}{1,3,5}.{2,3,4},{2,3,5}
Del grupo D todos los 5 subconjuntos son compatibles .
El subconjunto del grupo E es siempre compatible con cualquiera, en total 3+7+5+1=16
subconjuntos, formando una coleccion aceptable.
Las posibles combianciones de tres subconjuntos del grupo B sin elementos en comdn son
ci = 5l :5-4:101

AGB-3)! 2
determinando un total de 10 colecciones aceptables.

f) Supongamos que contiene exactamente cuatro elementos del grupo B. Por ejemplo:
{1.2}.{1,3},{1.4}{1.5}

Del grupo C tendremos 6 subconjuntos aceptables:

{1,2,3}{1,2,4},{1,2,5} {1,3,4},{1,3,5}.{1,4,5}

Del grupo D tendremos los cinco subconjuntos aceptables:

Y el elemento del grupo E es siempre compatible con cualquiera. Luego en total

6+5+1=12 subconjuntos, que junto a los cuatro del grupo B forman una tnica coleccion de 16
subconjuntos.

Todo esto por cada grupo de cuatro elementos del grupo B que podamos tomar, cinco en total.

g) Supongamos que contiene exactamente cinco elementos del grupo B. Este caso es imposible.

En total tenemos 5+1+10+30+20+10+5=81 colecciones aceptables.



