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Introduccion

En el presente volumen se presentan los enunciados de los ejercicios de los primeros
temas del curso de Légica matemadtica y fundamentos (2018—19).E|
En cada tema los ejercicios se han dividido en tres grupos:

» Ejercicios resueltos: son ejercicios comentados en las clases cuyas soluciones se
encuentran en las transparencias. E|

= Fjercicios propuestos.

» Ejercicios de examenes: son ejercicios de exdmenes de cursos anteriores y sus so-
luciones se encuentran en Soluciones de eximenes de Logica informética.

Thttps://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/lmf-18
“https://www.cs.us.es/” jalonso/cursos/lmf-18/temas.php
Shttps://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/li-14/temas/examenes-1i.pdf

5


https://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/lmf-18
https://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/lmf-18/temas.php
https://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/li-14/temas/examenes-li.pdf
https://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/lmf-18
https://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/lmf-18/temas.php
https://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/li-14/temas/examenes-li.pdf

indice general




Temal

Sintaxis y semantica de la 16gica
proposicional

1.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio 1.1 Determinar cudles de las siguientes expresiones son férmulas proposicio-
nales:

1L p
2. (p)

3. (pV—q)

4. pV —q

~(pVp)
(p—=aq)V(g—p))
(pVAg)

N o W

Ejercicio 1.2 Definir por recursion sobre férmulas las siguientes funciones

1. np(F) que calcula el namero de paréntesis de la férmula F. Por ejemplo,

np((p = (mg vV p))) =4

2. Subf(F) que calcula el conjunto de las subférmulas de la férmula F. Por ejemplo,
Subf(p = =gV p) ={p = —qVp.p,=qVp,~q4}

Ejercicio 1.3 Demostrar por induccién que todas las férmulas proposicionales tienen
un nimero par de paréntesis.
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Ejercicio 1.4 Para la siguiente férmula
p——qVvp

escribir la férmula con paréntesis, construir el drbol de anélisis y determinar todas sus
subférmulas.

Ejercicio 1.5 Calcular el valor de la férmula (p V q) A (—g V r) en las siguientes inter-
pretaciones

1. Htalque [1(p) = Li(r) =1,11(q) =0
2. htalque (r) =1,L(p) = L(g) =0

Ejercicio 1.6 Demostrar que para toda férmula F se tiene que para todo par de intepre-
taciones I, I, si I1(p) = I(p) para todos las variables proposicionales de F, entonces
L (F) = L(F).

Ejercicio 1.7 Determinar cudles de las siguientes interpretaciones es modelo de la for-
mula (pVg) A (=g Vr)

1. htalque [1(p) = Li(r) =1,11(q) =0
2. htalque (r) =1,L(p) = L(g) =0
Ejercicio 1.8 Determinar si las siguientes férmulas son satisfacible o insatisfacible.
L(p=aq)A(qg—r)
2. pA\-p
Ejercicio 1.9 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:
1. F es tautologia syss —F es insatisfacible.
2. Si F es tautologia, entonces F es satisfacible.

3. Si F es satisfacible, entonces —F es insatisfacible.

Ejercicio 1.10 En cada caso, determinar todos los modelos de la férmula proposicional
correspondiente:

L(p—=>q)V(g—p)
2. (p—=>q)AN=(p—q)
3. p—qg



1.1. Ejercicios resueltos 9

4.
5.
6.

7.

pV-p
pA-p
(p—=q)V(g—p)
(p<q)Vig<p)

Clasificar las férmulas anteriores en tautologias, contingentes y contradicciones. ; Cué-
les son satisfacibles? ;Cudles son insatisfacibles?

Ejercicio 1.11 Demostrar que las férmulas que aparecen en la transparencia 19 del tema
1 son tautologias:

1. F—=F ley de identidad

2. FV~=F ley del tercio excluso

3. —(FA-F) principio de no contradiccion

4. (-F—F)—F ley de Clavius

5. -F = (F = G) ley de Duns Scoto

6. ((F—G)—F)—F leydePeirce

7. (F-G)ANF—G modus ponens

8. (F— G)A—-G — —F modus tollens
Ejercicio 1.12 Demostrar las equivalencias l6gicas que aparecen en la transparencia 20
del tema 1:

1. Idempotencia: FV F=F

FANF=F
. Conmutatividad: FVG=GVF
FAG=GAF
. Asociatividad: FV(GVH)=(FVG)VH
FA(GAH)=(FAG)AH
Absorciéon: FA(FVG) =F
FV(FANG)=F
. Distributividad: FA(GVH)=(FAG)V (FAH

FV(GAH)
Doble negacién: =—F = F.

Leyes de De Morgan: —(FAG) = ~FV -G
FvV G) =-FA-G

—/

—
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Ejercicio 1.13 Demostrar que F = G syss |= F <> G.

Ejercicio 1.14 Determinar cudles de las siguientes interpretaciones es modelo del con-
junto de férmulas S = {(pVq) A(—qVr),q — r}.

1. I tal que Il(P) =1, Il(q) =0, 11(1’) =1.
2. 12 tal que Iz(p) = O, 12(6]) = 1, 12(1’) =0.

Ejercicio 1.15 Calcular los modelos de los siguientes conjuntos de férmulas y decidir
cudles son consistente.

LSi={(pvaA(=qVr),p—r}
2. S={(pVvg) N(~qVr),p—r-r}
Ejercicio 1.16 Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas:
Li{p—=aqq—-rtEp—r
2. {p} FpAq
Ejercicio 1.17 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:
1. Para todo conjunto de férmula S, S = S.

2. Para todo conjunto de férmula S; y toda férmula F, si S; = Fy S; C Sy, entonces
Sy = F.

3. Para todo conjunto de férmula S; y todo par de férmulas F, G, si S = Fy {F} = G,
entonces S |= G.

Ejercicio 1.18 Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:
1. {FK,....E.} EG
2.EFAN---NF, =G
3. =(Fy A--- AN E; — G) es insatisfacible
4. {F,..., F,,—G} es inconsistente
Ejercicio 1.19 Determinar si los siguientes argumentos son légicamente correctos:

1. Si el tren llega a las 7 y no hay taxis en la estacion, entonces Juan llegard tarde a
la reunién. Juan no ha llegado tarde a la reunién. El tren lleg6 a las 7. Por tanto,
habian taxis en la estacion.
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2. Sihay corriente y la ldmpara no estd fundida, entonces estd encendida. La ldmpara
no estd encendida. Hay corriente. Por tanto, la ldmpara esta fundida.

Ejercicio 1.20 Determinar la correccién del siguiente argumento.
Se sabe que
1. Los animales con pelo o que dan leche son mamiferos.
2. Los mamiferos que tienen pezufias o que rumian son ungulados.
3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.
4. Los ungulados con rayas negras son cebras.
Se observa un animal que tiene pelos, pezufas y rayas negras. Por consi-

guiente, se concluye que el animal es una cebra.

Ejercicio 1.21 En unaisla hay dos tribus, la de los veraces (que siempre dicen la verdad)
y la de los mentirosos (que siempre mienten). Un viajero se encuentra con tres islefios
A, By Cy cada uno le dice una frase

1. A dice “By C son veraces syss C es veraz”

2. B dice “Si A vy C son veraces, entonces B y C son veraces y A es mentiroso”
y

3. Cdice “B es mentiroso syss A o B es veraz”

Determinar a qué tribu pertenecen A, By C.

1.2. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.22 Definir por recursién sobre férmulas las siguientes funciones

1. npi(F) que calcula el niumero de paréntesis izquierdos de la férmula F. Por ejem-
plo,
npi((p — (mqVp))) =2

2. npd(F) que calcula el nimero de paréntesis derechos de la férmula F. Por ejemplo,
npd((p — (=g V' p))) = 2.

Ejercicio 1.23 Demostrar por induccién que todas las férmulas proposicionales tienen
el mismo namero de paréntesis izquierdos que de derechos.

Ejercicio 1.24 Para cada una de las siguientes férmulas,

1. .gANgNp—=7
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2. p—=qg—-rVsVp

escribir la férmula con paréntesis, construir el drbol de andlisis y determinar todas sus
subférmulas.

Ejercicio 1.25 Definir por recursiéon sobre férmulas las siguientes funciones

1. n_variables(F) que calcula el nimero variables proposicionales que ocurren en la
féormula F. Por ejemplo, n_variables(p — pV q) = 3.

2. profundidad(F) que calcula la profundidad del drbol de andlisis de la férmula F.
Por ejemplo,
profundidad(p — p VvV q) = 2.

Demostrar por induccién, que para toda férmula F, n_variables(F) < 2profundidad(F)

Ejercicio 1.26 En cada caso, determinar todos los modelos de la férmula proposicional
correspondiente:

Lp—=(qg—=rhg)
2.g—(pN—p)—r

3. (pea)AN(p——q)Ap
4 (pAr)V(mpAg) — —q

Clasificar las férmulas anteriores en tautologias, contingentes y contradicciones. ;Cué-
les son satisfacibles? ;Cuéles son insatisfacibles?

Ejercicio 1.27 Para cada uno de los siguientes pares de férmulas, decidir si son o no
equivalentes:

1. A-B—-CyAAB—C
22A—- (BAN-C)yA—B—C
3. (A< B)yA+ —B

Ejercicio 1.28 ;Existe un conjunto S de tres férmulas tal que de todos los subconjuntos
de S s6lo uno es consistente?

Ejercicio 1.29 Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas:

LA{pVvatEp—q
2. {p—=>g-r——qtEp—r
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3. {pA-ptETr< Vg
L ip—=aq—=pArtEp—=(p —q) =7
Ejercicio 1.30 Determinar si los siguientes argumentos son légicamente correctos:

1. SiJuan es andaluz, entonces Juan es europeo. Juan es europeo. Por tanto, Juan es
andaluz.

2. Cuando tanto la temperatura como la presién atmosférica permanecen contantes,
no llueve. La temperatura permanece constante. En consecuencia, en caso de que
llueva, la presiéon atmosférica no permanece constante.

3. Siempre que un ntimero x es divisible por 10, acaba en 0. El ntimero x no acaba en
0. Luego, x no es divisible por 10.

4. En cierto experimento, cuando hemos empleado un fdrmaco A, el paciente ha me-
jorado considerablemente en el caso, y s6lo en el caso, en que no se haya empleado
también un fadrmaco B. Ademads, o se ha empleado el fdrmaco A o se ha emplea-
do el farmaco B. En consecuencia, podemos afirmar que si no hemos empleado el
tdrmaco B, el paciente ha mejorado considerablemente.

Ejercicio 1.31 Un rey somete a un prisionero a la siguiente prueba: lo enfrenta a dos
puertas, de las que el prisionero debe elegir una, y entrar en la habitacién correspon-
diente. Se informa al prisionero que en cada una de las habitaciones puede haber un
tigre o una dama. Como es natural, el prisionero debe elegir la puerta que le lleva a
la dama (entre otras cosas, para no ser devorado por el tigre). Para ayudarle, en cada
puerta hay un letrero:

» puerta 1: en esta habitacion hay una dama y en la otra un tigre.

= puerta 2: en una de estas habitaciones hay una dama y en una de estas habitaciones
hay un tigre.

Sabiendo que uno de los carteles dice la verdad y el otro no, determinar la puerta que
debe de elegir el prisionero.

1.3. Ejercios de examenes

Ejercicio 1.32 [Examen 5-Mayo-2005] ;Es cierto que si F — G y F son satisfacibles,
entonces G es satisfacible? Si es cierto, dar una explicacién. Si no es cierto, dar un con-
traejemplo.



14 Tema 1. Sintaxis y semantica de la légica proposicional

Ejercicio 1.33 [Examen 30-Junio-2005] Demostrar o refutar las siguientes proposicio-
nes:

1. Si F es una férmula satisfacible, entonces todas las subférmulas de F son satisfaci-
bles.

2. Existen féormulas validas tales que todas sus subférmulas son validas.

Ejercicio 1.34 [Examen 5-Abril-2006] Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:

1. Si 51y Sy son dos conjuntos consistentes de férmulas, entonces S; U Sy es consis-
tente.

2. Si S1y 57 son dos conjuntos inconsistentes de férmulas, entonces S N S, es incon-
sistente.

Ejercicio 1.35 [Examen 26—Junio—2006] Demostrar o refutar las siguiente proposicion:
Si {F — G, F} es consistente, entonces { G} es consistente.

Ejercicio 1.36 [Examen 7-Abril-2006] Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:
1. Existe un conjunto de férmulas S y una férmula F talque S = Fy S |= —F.
2. Existe un conjunto de férmulas S y una férmula F tal que S = Fy S [= —F.

Ejercicio 1.37 [Examen 23-Septiembre-05] Demostrar o refutar las siguiente proposi-
ci6én: Para todo conjunto de férmula S y para toda férmula F se verifica que si S = F
entonces S = —F.



Tema 2

Deduccién natural proposicional

2.1.

Ejercicios resueltos

Ejercicio 2.1 Probar mediante deduccién natural:

1.
2.
3.
4.

10.
11.
12.
13.
14.

15.

pAgrEgnT
p,m(gAr)FE——pATY
“pAg,pANqg—=rVopkErV-op
pp—=qp—(q—or)br
p—(qg—r1),p kg
op—=q,qkp
p—=qb—-q——-p

= pEp— g

Fp—p
F(qg—=1) = ((mq—=-p)—=(p—71)
pVakEqVvp
g—rEpVg—=pVr
Fp—(@—p)

~pVakp =g

p—q,p— gt p

15
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16. pANggAp
17. p+q,pVgEpAg
18. p =gk -pVyg

Ejercicio 2.2 Demostrar la adecuacion de las reglas de deduccién natural:
1. ni: {F,G}E=FAG

2. Aee FAGEFE
3. Nee FAGEG
4. ——e: {-—F}EF
5. ——-i: {F} | —-—F
6. —e {F,F—-G}EG
7. — i SiF = G, entonces = F — G.
8. le: LEF
9. —e: {F,-F}E_L
10. —-i:  SiF = L, entonces = —F.

Ejercicio 2.3 Demostrar las reglas derivadas.

1. Modus tollens:
F—-G -G

-F

MT

2. Introduccién de la doble negacion:
F

—_— _|_|i

3. Reduccién al absurdo:
—F

L
—— RAA
F

4. Ley del tercio excluido:
LEM

Fv —F

Ejercicio 2.4 Demostrar las equivalencias l6gicas que aparecen en la transparencia 20
del tema 1:
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1.

. Distributividad: FA(GVH)=(FAG)V

Idempotencia: FVF=F
FANF=F

Conmutatividad: FVG=GVF
FAG=GAF

. Asociatividad: FV(GVH)=(FVG)VH

FA(GAH)=(FAG)AH

Absorcion: FA(FVG)=F
FV(FAG)=F

FV(GAH)
Doble negaciéon: =—F = F.

Leyes de De Morgan: —(FAG) = —-FV =G
—-(FVG)=-FA-G

2.2. Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.5 Probar mediante deduccién natural:

1.
2.

1

10.
11.
12.

N o A kW

pp—qt-q

p—q,q9—rpkr
p—=(@—=r)p—=qptr
p—q,q9g—rktp—r
p—@—=rkqg—(p—r)
p—=(q—=r)E(p—=q) = (p—r)
pEa—p

Fp—=(q—p)
p—=qb(g—r)—=(p—r)
p—=(q—=(r—=s)br—=(3—=(p—s))
Fip—=@—=r)—=>(p—=9q9) = (p—r)
(p—=9q)—=rEp—=(qg—7)
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13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.

patpAng

pAqEp

pAqEq
pA(GAT)E(pAg) AT
(pAg)ArEpA(gAT)
PAGEP—q
(p—=a)AN(p—=r)Ep—(gAT)
p—=(qgAr)E(p—=q)A(p—r)
p—=(q—=r)E(png) —r
(pAg)—=rEp—(qg—7)
pEpVvg

q-pVy

pVaEqvp
q—rE(pvg) = (pVr)
pVpEp

pEpVyp
pV(qVr)E(pVa)Vr
(pvg)vrEpV(gVr)
pA@@Vr)E(pAg)V(pAT)
(pAg)V(pArEpA(gVr)
pVgAr)E(pVa)A(pVr)
(pVa)A(pVr)EpV(gAr)
(p—=r)A(g—=r)E(pvg) —r
(pvg)—=r(p—=r)A(g—7)

pkE-=p
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38. .pp—=qg
39.p—=qkF—-q— —p
40. pVgq,—qtp

41. pVag,—~ptgq

42. pvak =(=pA—q)
43. pAgt =(=pV q)
4. ~(pVag)E—pA—q
45. "pA—q bk =(pVy)
46. —pV gk =(pAq)
47. = =(p A —-p)

48. pA—-phk g

49. =—phkp

50. FpV-p

5. E((p—=aq)—=p)—p
52. g = —pFp—=q
53. =(mpAq)pVy
54. ~(—pV ) FpAg
55. =(pAg) - —pV—q
56. E(p—=q)V(g—p)

Ejercicio 2.6 Demostrar, por deduccién natural, la correccién del siguiente argumento:
Se sabe que

1. Los animales con pelo o que dan leche son mamiferos.
2. Los mamiferos que tienen pezufias o que rumian son ungulados.
3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.

4. Los ungulados con rayas negras son cebras.



20 Tema 2. Deduccién natural proposicional

Se observa un animal que tiene pelos, pezufias y rayas negras. Por tanto, el animal es una cebra.

Ejercicio 2.7 Demostrar por deduccién natural cada una de las argumentaciones vali-
das del ejercicio[1.30]

Ejercicio 2.8 Un rey somete a un prisionero a la siguiente prueba: lo enfrenta a dos
puertas, de las que el prisionero debe elegir una, y entrar en la habitacion correspon-
diente. Se informa al prisionero que en cada una de las habitaciones puede haber un
tigre o una dama. Como es natural, el prisionero debe elegir la puerta que le lleva a
la dama (entre otras cosas, para no ser devorado por el tigre). Para ayudarle, en cada
puerta hay un letrero:

» puerta 1: en esta habitacion hay una dama y en la otra un tigre.

= puerta 2: en una de estas habitaciones hay una dama y en una de estas habitaciones
hay un tigre.

Sabiendo que uno de los carteles dice la verdad y el otro no, demostrar por deduccion
natural que la dama estd en la segunda puerta.

2.3. Ejercicios de exdimenes

Ejercicio 2.9 Probar mediante deduccién natural:
1. [Examen de Junio de 2004]
(EVF)—-GF(E— G)AN(F—G)
2. [Examen de Septiembre de 2004]
F(E—(FAG)) - (E—F)V(E—G)
3. [Examen de Abril de 2005]
a) {p = 11— gt =-(pArg)
by pVgq, qVrkEpVr
) F(p—aq) = ((=p—=4q) —q)
d) (pV(q—=p))Agtp
) ~(pA-q)lp—q

Hp—=aNp—=r)Ep—I(qAT)
g) (p1 = p2) A (gl — g2) = (p1 A gl — p2 A q2)

h) ~(-pV-q)FpAq
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DE((p—=qg)V(p—r)—=>(p—=qVr)
D ((=pV—q) = (mpAT)) E—qV(pVr)
4. [Examen de Junio de 2005]
pA-(qg—=1)E(pAg)A-r
5. [Examen de Septiembre de 2005]
F((p—=(qA-r)) = p)—p
6. [Examen de Diciembre de 2005]
F(p—=—q)AN(p— 1) = (p—>—(gVr))
7. [Examen de Abril de 2006]
a) (pVgN(p—r)FpVr.
b) F(=p—=4q) = ((p—49) —q).

c) ~(qAp)Fp—q.

d) ~pV (r—=q)F g — =(pAr).

e) ~(pAq)Fp— g

f) (pV—q) = pArt gV (-pVr).

g) (p—=>q)N((mrvg) —=s)F —(pA-s).
h) E(=(sVp—9) = (pPA-qgA-s).

8. [Examen de Junio de 2006]
F((pAg) = (rvs)) = ((p = 1) V(g —s))
9. [Examen de Septiembre de 2006]
(p=r)vg—=s)F(pAg) = (rVs)
10. [Examen de Diciembre de 2006]

= (g = =p)V(qg—p)
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Tema 3

Sintaxis y semantica de la l6gica de
primer orden

3.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio 3.1 Formalizar el siguiente argumento: “Si una ciudad es vecina de otra, entonces
la segunda es vecina de la primera. Sevilla es vecina de Cddiz. Por tanto, Cddiz es vecina de
Sevilla”.

Ejercicio 3.2 Para representar el mundo de los bloque se parte de los siguientes predi-
cados primitivos:

» sobre(x, y) se verifica si el bloque x estd colocado sobre el bloque y
= sobre_mesa(x) se verifica si el bloque x est4 sobre la mesa

Definir las siguientes relaciones:
» bajo(x,y) se verifica si el bloque x estd debajo del bloque y.

= encima(x,y) se verifica si el bloque x estd encima del bloque y, pudiendo haber
otros bloques entre ellos.

= libre(x) se verifica si el bloque x no tiene bloques encima

» pila(x,y,z) se verifica si el bloque x esta sobre el y, el y sobre el z y el z sobre la
mesa.

Representar la siguiente propiedad: el bloque central de cualquier pila no esta libre.

Ejercicio 3.3 Otra representaciéon del mundo de los bloques se basa en los conceptos
primitivos:

23
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» es_bloque(x) se verifica si x es un bloque.

= superior(x) es el bloque que esta sobre el bloque x.
Definir los siguientes conceptos:

» sobre_mesa(x) se verifica si el bloque x esta sobre la mesa.

= libre(x) se verifica si el bloque x no tiene bloques encima.

= tope(x) es el bloque libre que estd encima de x.

Ejercicio 3.4 Formalizar las siguientes expresiones, usando la conceptualizaciéon

planeta(x) | x es un planeta

Tierra la Tierra
Luna la Luna
satélite(x) X es un satélite

satélite(x, y) | x es un satélite de y
gira(x, y) x gira alrededor de y
Sol el Sol

1. La Tierra es un planeta.

2. La Luna no es un planeta.

3. La Luna es un satélite.

4. La Tierra gira alrededor del Sol.

5. Todo planeta es un satélite.

6. Todo planeta gira alrededor del Sol.

7. Algun planeta gira alrededor de la Luna.

8. Hay por lo menos un satélite.

9. Ningun planeta es un satélite.
10. Ningun objeto celeste gira alrededor de si mismo.
11. Alrededor de los satélites no giran objetos.
12. Hay exactamente un satélite.

13. La Luna es un satélite de la Tierra.
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14. Todo planeta tiene un satélite.

15. La Tierra no tiene satélites.

16. Algtn planeta no tiene satélites.

17. Sélo los planetas tienen satélites.

18. Todo satélite es satélite de algtun planeta.

19. La Luna no gira alrededor de dos planetas diferentes.

20. Hay exactamente dos planetas.

Ejercicio 3.5 Decidir si las siguientes expresiones son términos en el lenguaje de la arit-
mética:

1. +(-(x,1),s(y)).
2. +(-(x,<),5())-

Ejercicio 3.6 Decidir si las siguientes expresiones son términos en el lenguaje del mun-
do de los bloques:

1. superior(superior(c)).
2. libre(superior(c)).

Ejercicio 3.7 Decidir si las siguientes expresiones son férmulas atémicas en el lenguaje
de la aritmética:

1. < (-(x,1),s(y)).
2. +(x,y) = (x,y).

Ejercicio 3.8 Decidir si las siguientes expresiones son férmulas atémicas en el lenguaje
del mundo de los bloques:

1. libre(superior(c)).
2. tope(c) = superior(b).

Ejercicio 3.9 Decidir si las siguientes expresiones son férmulas en el lenguaje de la arit-
meética:

1. Vx3dy < (x,y)
2. Vx3dy + (x,y).



26 Tema 3. Sintaxis y semantica de la lbégica de primer orden

Ejercicio 3.10 Decidir si la siguiente expresion es una férmula en el lenguaje del mundo
de los bloques:

1. Vx(tope(x) = x < libre(x)).
Ejercicio 3.11 Dibujar el arbol de anélisis de la formula Vx(R(x,c) — P(f(y)))-

Ejercicio 3.12 Calcular las subférmulas de Vx(R(x,c) — P(f(y))).

Ejercicio 3.13 Calcular los conjuntos de variables de las siguientes férmulas:
L. Vx(R(x,¢) = P(f(1))-
2. Vx(R(a,c) = P(F(y))).

Ejercicio 3.14 Determinar las ocurrencias libres y ligadas de las variables de las siguien-
tes férmulas:

1. Vx(P(x) = R(x,v)) — (JyP(y) — R(z,x)).
2. 3xR(x,y) V VyP(y)

3. Vx(P(x) — 3yR(x,y)).

4. P(x) = R(x,y)

Ejercicio 3.15 Calcular el conjunto de variables libres y el conjunto de variables ligadas
de cada una de las siguientes férmulas:

1. Vx(P(x) — R(x,y)) — (FyP(y) — R(x,2)).
2. Vx(P(x) — JyR(x,y)).
3. Vz(P(x) — R(x,y)).
Ejercicio 3.16 Determinar si las siguientes férmulas son abiertas o cerradas:
1. Vx(P(x) — JyR(x,y)).
2. 3xR(x,y) V YyP(y).
Ejercicio 3.17 Se considera el lenguaje L cuyos simbolos propios son:
= constante: 0;
» simbolo de funcién monaria: s;

» simbolo de funcién binaria: + y
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= simbolo de relacién binaria: <
y las siguientes estructuras de L

» 77 = (Uy, L) con

o Uy =N

o [,(0) =0

o [1(s) ={(n,n+1):n e N} (sucesor)
e [1(+)={(a,b,a+b):a,bec N} (suma)

L(L)={(n,m):n,meN,n<m}
» 7, = (Uy, I) con
e Uy ={0,1}" (cadenas de 0 y 1)
I>(0) = € (cadena vacia)
IL(s) ={(w,wl) :w e {0,1}*} (siguiente)

L(+) = {(w1, w2, wrws) : wy,wy € {0,1}*} (concatenacién)

L(<) = {(wy,w7) : w1, wp € {0,1}*, wy es prefijo de wy } (prefijo)
» 73 = (U3, I3) con

U = {abierto, cerrado}
I3(0) = cerrado
I3(s) = {(abierto, cerrado), (cerrado, abierto) }

e | I(s)(e)
abierto | cerrado
cerrado | abierto

I3(+) = { (abierto,abierto, abierto), (abierto, cerrado, abierto),
(cerrado, abierto, abierto), (cerrado, cerrado, cerrado) }
I3(+) | abierto | cerrado
abierto | abierto | abierto
cerrado | abierto | cerrado

I3(<) = { (abierto, abierto), (cerrado, abierto), (cerrado, cerrado)}
I3(<) | abierto | cerrado

abierto 1 0

cerrado 1 1

Calcular el valor del término s(x +s(0)) en
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1. Z; con la asignaciéon A(x) = 3.
2. 7, con la asignacién A(x) = 10.
3. 73 con la asignacion A(x) = abierto.

Ejercicio 3.18 Calcular el valor de la formula Vx3yP(x,y) en la estructura Z = (U, I)
talque U = {1,2} e I(P) = {(1,1),(2,2)}.

Ejercicio 3.19 Calcular el valor de la férmula Vxg(g(x)) = x enla estructuraZ = (U, I)
talque U = {1,2} e I(g) = {(1,2),(2,1)}.

Ejercicio 3.20 Calcular el valor de las siguientes férmulas.
1. Vx3yR(y,x) enZ = (U, I) con

a) U=Zel(R) =<
b) U=Nel(R) =<
u,

2. 3xVyR(x,y)enZ =

—~

I) con

a) U=Nel(R)=
b) U=Nel(R) =

3. VyR(x,y)enZ = (U, I) con

a) U=N,I(R)
b) U =N, I(R)

<y A una asignacion en 7 tal que A(x) =
<

y 0
y A una asignacién en 7 tal que A(x) = 5.

Ejercicio 3.21 Sea Z = (IN, I) una estructura tal que I(f) = +eI(g) = .

1. Determinar si (Z, A), donde A es una asignacion en Z tal que A(x) = A(y) = 2,
es una realizacién de f(x,y) = g(x, y).

2. Determinarsi (Z, A), donde A es una asignacién en 7 tal que A(x) =1, A(y) = 2,
es una realizacién de f(x,y) = g(x,y).

3. Determinar si Z es un modelo de f(x,y) = g(x,y).

4. Determinar si Z es un modelo de f(x,y) = f(y, x).

Ejercicio 3.22 Determinar si las siguientes férmulas son validas, satisfacibles o insatis-
facibles:

1. 3xP(x) vV Vx—P(x).



3.1. Ejercicios resueltos 29

2. 3xP(x) A Ix—P(x).
3. VxP(x) A Ix—P(x).
Ejercicio 3.23 Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:
1. F es valida syss —F es insatisfacible.
2. Si F es valida, entonces F es satisfacible.
3. Si F es satisfacible, entonces —F es insatisfacible.

4. Sea F una férmula de Ly x1, ..., x, las variables libres de F. Entonces, F es valida
syss Vxp ... Vx,F es valida.

5. Sea F una férmula de L y xj, ..., x, las variables libres de F. Entonces, F es satis-
facible syss Jx7 ... (3x,)F es satisfacible.

Ejercicio 3.24 Sea S = {VyR(x,y), Yyf(x,y) = y}. Determinar si (Z, A) es una realiza-
cibnde S

1. ZT=(N,I),RI =<, fl =+, A(x)
2. T=(N,I),Rl =<, fl =+, A(x)

0
0.

Ejercicio 3.25 Sea S = {R(e,y), f(e,y) = y}. Determinarsi (Z, A) es un modelo de S
1. RI=<,fl=+el =0
2. T=(N,I)conR =<, fl = +,el =0.
Ejercicio 3.26 Determinar si los siguientes conjuntos son consistentes:
LS5 ={WR(x,y), YVyf(x,y) =y}
2. 5= {P(x) = Q(x), YyP(y), ~Q(x)}.
Ejercicio 3.27 Decidir si se verifican las siguientes relaciones de consecuencia légica:
1. VxP(x) = P(y).
2. P(y) = VxP(x).
3. {Vx(P(x) = Q(x)), P(e)} = Q(c).
4. {vx(P(x) = Q(x)), Q(e)} = P(c).
5. {vx(P(x) = Q(x)), =Q(c)} = =P (c).
6. {P(c), =P(d)} = c # d.
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3.2. Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.28 Determinar las variables libres y ligadas de las siguientes férmulas:
1. 3x 3z [P(x,y) — P(x,z) AIx (P(y,z) A Q(x,y))]
2. Vx3z[P(x,y) = R(x,z) = 3y (P(y,z) VR(x,y))]

Ejercicio 3.29 Sea F la formula P(x) — P(a), donde a es un simbolo de constante. ;Es
F satisfacible? ; Tiene modelos? ;Es F una férmula valida?

Ejercicio 3.30 Sea L un lenguaje de primer orden con dos simbolos de predicado, P (de
aridad 1), Q (de aridad 2) y un simbolo de funcién, f, de aridad 1. Sea Z = (U, ) la
estructura dada por:

» U={ab,cd};
» [(P) = {a,b},
= 1[(Q) = {(a,b), (b,b), (c,)},
= I(f) = {(a,D), (b,b),(c,a),(d,c)}.
Decidir cuéles de las siguientes férmulas de L son vélidas en Z:
1. P(x) — JyQ(y, x).
2. VxQ(f(x),x).
3. Q(f (%), x) = Q(x,x).
4. Q(x,y) — P(x).
Ejercicio 3.31 ;Cuales de los siguientes conjuntos de férmulas son consistentes?
1. {Q(x), Vx[Q(x) —= R(x)], Vx=R(x)}
2. {VxP(x,y), Vx—P(x,x)}
3. {VaVy[P(x,y) — P(y,x)], Vx=P(x,x), JyP(x,y)}
Ejercicio 3.32 Decidir si son correctas o no las siguientes relaciones de consecuencia:
1. {Vx[P(x) VQ(x)]} E VxP(x) V VxQ(x)
2. {Vx[P(x) = Q(x)]} E VxP(x) — VxQ(x)
3. {VaxP(x) = VxQ(x)} E Vx[P(x) — Q(x)]
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4. {P(x) vV Q(f(x))} = P(x) v Q(x)

Ejercicio 3.33 En el lenguaje con igualdad L = {a, f}, siendo f un simbolo de funcién
de aridad 1 y 4 una constante, se consideran las siguientes férmulas:

F = Vx[f(x) # a],
B = VxVy[f(x) = f(y) = x=yl,
F5:=Vx[x #a — 3y[f(y) = x]].

Probar que ninguna de estas férmulas es consecuencia légica de las dos restantes.

Ejercicio 3.34 Formalizar las siguientes argumentaciones; es decir, para cada argumen-
tacion, determinar la simbolizacién y formalizarla en l6gica de primer orden. Escribir
las formalizaciones en APLI2 y demostrar en APLI2 las argumentaciones vélidas.

1. Existe una persona en la Feria tal que si dicha persona paga, entonces todas las
personas pagan.

2. Sécrates es un hombre. Los hombres son mortales. Luego, Sécrates es mortal.

3. Hay estudiantes inteligentes y hay estudiantes trabajadores. Por tanto, hay estu-
diantes inteligentes y trabajadores.

4. Todos los participantes son vencedores. Hay como maximo un vencedor. Hay co-
mo méaximo un participante. Por lo tanto, hay exactamente un participante.

5. Todo aquel que entre en el pais y no sea un VIP serd cacheado por un aduanero.
Hay un contrabandista que entra en el pais y que solo podrd ser cacheado por
contrabandistas. Ningtn contrabandista es un VIP. Por tanto, algtin aduanero es
contrabandista.

6. Juan teme a Maria. Pedro es temido por Juan. Luego, alguien teme a Maria y a
Pedro.

7. Los hermanos tienen el mismo padre. Juan es hermano de Luis. Jorge es padre de
Luis. Por tanto, Jorge es padre de Juan.

8. La existencia de algtn canal de TV ptublica, supone un acicate para cualquier canal
de TV privada; el que un canal de TV tenga un acicate, supone una gran satisfac-
cién para cualquiera de sus directivos; en Madrid hay varios canales ptiblicos de
TV; TV5 es un canal de TV privada; por tanto, todos los directivos de TV5 estan
satisfechos.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Quien intente entrar en un pais y no tenga pasaporte, encontrard algtn aduanero

que le impida el paso. A algunas personas motorizadas que intentan entrar en
un pafs le impiden el paso tinicamente personas motorizadas. Ninguna persona
motorizada tiene pasaporte. Por tanto, ciertos aduaneros estan motorizados.

Los aficionados al fatbol aplauden a cualquier futbolista extranjero. Juanito no
aplaude a futbolistas extranjeros. Por tanto, si hay algtn futbolista extranjero na-
cionalizado espafiol, Juanito no es aficionado al fatbol.

Ningtin aristécrata debe ser condenado a galeras a menos que sus crimenes sean
vergonzosos y lleve una vida licenciosa. En la ciudad hay aristécratas que han
cometido crimenes vergonzosos aunque su forma de vida no sea licenciosa. Por
tanto, hay algun arist6crata que no esta condenado a galeras.

Todo individuo que esté conforme con el contenido de cualquier acuerdo inter-
nacional lo apoya o se inhibe en absoluto de asuntos politicos. Cualquiera que
se inhiba de los asuntos politicos, no participard en el préoximo referéndum. To-
do espafiol, estd conforme con el acuerdo internacional de Maastricht, al que sin
embargo no apoya. Por tanto, cualquier individuo o no es espafiol, o en otro ca-
so, estd conforme con el contenido del acuerdo internacional de Maastricht y no
participara en el préximo referéndum.

Toda persona pobre tiene un padre rico. Por tanto, existe una persona rica que
tiene un abuelo rico.

Todo lo existente tiene una causa. Luego hay una causa de todo lo existente.

Todo deprimido que estima a un submarinista es listo. Cualquiera que se estime
a si mismo es listo. Ningtn deprimido se estima a si mismo. Por tanto, ningtin
deprimido estima a un submarinista.

Todos los robots obedecen a los amigos del programador jefe. Alvaro es amigo del
programador jefe, pero Benito no le obedece. Por tanto, Benito no es un robot.

En una pecera nadan una serie de peces. Se observa que:

a) Hay algin pez x que para cualquier pez v, si el pez x no se come al pez y
entonces existe un pez z tal que z es un tiburén o bien z protege al pez y.
b) No hay ningtin pez que se coma a todos los demas.

c) Ningun pez protege a ningtn otro.

Por tanto, existe algtin tiburén en la pecera.
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18. Supongamos conocidos los siguientes hechos acerca del nimero de aprobados de
dos asignaturas Ay B:

a) Si todos los alumnos aprueban la asignatura A, entonces todos aprueban la
asignatura B.

b) Si algtin delegado de la clase aprueba A y B, entonces todos los alumnos
aprueban A.

c) Sinadie aprueba B, entonces ningtin delegado aprueba A.
d) Si Manuel no aprueba B, entonces nadie aprueba B.

Por tanto, si Manuel es un delegado y aprueba la asignatura A, entonces todos los
alumnos aprueban las asignaturas A y B.

19. En cierto pais oriental se ha celebrado la fase final del campeonato mundial de ft-
bol. Cierto diario deportivo ha publicado las siguientes estadisticas de tan magno
acontecimiento:

= A todos los porteros que no vistieron camiseta negra les marcé un gol algin
delantero europeo.

= Algtn portero jugd con botas blancas y s6lo le marcaron goles jugadores con
botas blancas.

= Ningtn portero se marcé un gol a si mismo.

= Ningtn jugador con botas blancas vistié camiseta negra.
Por tanto, algin delantero europeo jugé con botas blancas.
20. Las relaciones de parentesco verifican la siguientes propiedades generales:

= Si x es hermano de y, entonces y es hermano de x.
= Todo el mundo es hijo de alguien.
= Nadie es hijo del hermano de su padre.

» Cualquier padre de una persona es también padre de todos los hermanos de
esa persona.

= Nadie es hijo ni hermano de si mismo.

Tenemos los siguientes miembros de la familia Peldez: Don Antonio, Don Luis,
Antofiito y Manolito y sabemos que Don Antonio y Don Luis son hermanos, An-
tofiito y Manolito son hermanos, y Antofiito es hijo de Don Antonio. Por tanto,
Don Luis no es el padre de Manolito.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Si uno de los miembros del club afeita a algtn otro (incluido a si mismo), entonces
todos los miembros del club lo han afeitado a él (aunque no necesariamente al mis-
mo tiempo). Guido, Lorenzo, Petruccio y Cesare pertenecen al club de barberos.
Guido ha afeitado a Cesare. Por tanto, Petruccio ha afeitado a Lorenzo.

Carlos afeita a todos los habitantes de Las Chinas que no se afeitan a si mismo
y s6lo a ellos. Carlos es un habitante de las Chinas. Por consiguiente, Carlos no
afeita a nadie.

Quien desprecia a todos los fanéticos desprecia también a todos los politicos. Al-
guien no desprecia a un determinado politico. Por consiguiente, hay un fandtico
al que no todo el mundo desprecia.

Sélo hay un sofista que ensefia gratuitamente, y éste es Socrates. Sécrates argu-
menta mejor que ningdn otro sofista. Platén argumenta mejor que algtn sofista
que ensefia gratuitamente. Si una persona argumenta mejor que otra segunda, en-
tonces la segunda no argumenta mejor que la primera. Por consiguiente, Platon
no es un sofista.

Todos los fil6sofos se han preguntado qué es la filosofia. Los que se preguntan qué
es la filosofia se vuelven locos. Nietzsche es fil6sofo. El maestro de Nietzsche no
acab¢ loco. Por tanto, Nietzsche y su maestro son diferentes personas.

El hombre puro ama todo lo que es puro. Por tanto, el hombre puro se ama a si
mismo.

Ningtn socio del club estd en deuda con el tesorero del club. Si un socio del club
no paga su cuota estd en deuda con el tesorero del club. Por tanto, si el tesorero
del club es socio del club, entonces paga su cuota.

Los caballos son animales. Por tanto, las colas de caballo son colas de animales.

Los padres son mayores que los hijos. Juan es el padre de Luis. Por tanto, Juan es
mayor que Luis.

El esposo de la hermana de Toni es Roberto. La hermana de Toni es Maria. Por
tanto, el esposo de Maria es Roberto.

Juan y Jaime tienen el mismo padre. La madre de Maria es Ménica. Ménica ama a
Pedro. Pedro es el padre de Jaime. Por tanto, la madre de Maria ama al padre de
Juan.

Si dos personas son hermanos, entonces tienen la misma madre y el mismo padre.
Juan es hermano de Luis. Por tanto, la madre del padre de Juan es la madre del
padre de Luis.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Todos los miembros del claustro son asturianos. El secretario forma parte del
claustro. El sefior Martinez es el secretario. Por tanto, el sefior Martinez es astu-
riano.

Eduardo pudo haber visto al asesino. Antonio fue el primer testigo de la defensa.
O Eduardo estaba en clase o Antonio dio falso testimonio. Nadie en clase pudo
haber visto al asesino. Luego, el primer testigo de la defensa dio falso testimonio.

La luna hoy es redonda. La luna de hace dos semanas tenia forma de cuarto cre-
ciente. Luna no hay mas que una, es decir, siempre es la misma. Luego existe algo
que es a la vez redondo y con forma de cuarto creciente.

Juana soélo tiene un marido. Juana estd casada con Tomds. Tomds es delgado y
Guillermo no. Luego, Juana no estd casada con Guillermo.

Sultan no es Chitén. Sultdn no obtendrd un pldtano a menos que pueda resolver
cualquier problema. Si el chimpancé Chitén trabaja méas que Sultdn resolvera pro-
blemas que Sultan no puede resolver. Todos los chimpancés distintos de Sultan
trabajan mas que Sultan. Por consiguiente, Sultdn no obtendra un platano.

Rosa ama a Curro. Paco no simpatiza con Ana. Quien no simpatiza con Ana ama a
Rosa. Si una persona ama a otra, la segunda ama a la primera. Hay como méximo
una persona que ama a Rosa. Por tanto, Paco es Curro.

Soy hijo tnico. El padre de Gutiérrez es el hijo de mi padre. Luego, yo soy el padre
de Gutiérrez.

La sal y el aztcar son blancos. La sal no es aztcar. Por tanto, nada es blanco.

Quien mucho abarca poco aprieta. S6lo sera lider quien aprieta poco. Juan abarca
mucho porque ha estudiado cuatro carreras. El mayor de los hermanos es un lider.
Luego, Juan no es el mayor de los hermanos.

Nadie sino Enrique y el cajero tenia una llave. Alguien que tenia una llave cogi6
la maleta. Por tanto, Enrique o el cajero tomaron la maleta.

El gestor que contraté a Juan s6lo contrata licenciados con sobresaliente. Por tanto,
Juan era un licenciado con sobresaliente.

Socrates era el maestro de Platon. Socrates tuvo, a lo sumo, un discipulo. Arist6-
teles fue discipulo de alguien cuyo maestro fue Sécrates. Por consiguiente, Platon
fue el maestro de Aristoteles.

Nadie tiene mds de un discipulo. Un autodidacta es aquel que ha sido maestro
de si mismo. Platén fue discipulo de un autodidacta. Por tanto, Platén fue un
autodidacta.
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47.

48.

49.

50.

Todos tiene exactamente un padre. Luego, todos tienen exactamente un abuelo
paterno.

Todos tiene exactamente dos progenitores. Por tanto, todos tienen exactamente
cuatro abuelos.

Si dos personas x e y son amigas, entonces x es amiga de la pareja de y. La pareja
de Juan es amiga de Eva. Si x es amiga de y, entonces y es amiga de x. La pareja
de la pareja de x es x. Por tanto, Juan es amigo de Eva.

Alguien que vive en la casa del crimen ha asesinado a la tia Agata. Agata, el ma-
yordomo y Carlos viven en la casa del crimen y son las tinicas personas que viven
en la casa del crimen. Un asesino siempre odia a sus victimas, y nunca es més rico
que su victima. Carlos no odia a nadie de los que odia la tia Agata. Agata odia a
todos excepto al mayordomo. El mayordomo odia a los que no son mds rico que
la tia Agata. El mayordomo odia a todos los que odia la tia Agata. Nadie odia a
todos. Por tanto, Agata se ha suicidado.

(Schubert’s Steamroller) Los lobos, zorros, péjaros, orugas y caracoles son animales
y existen algunos ejemplares de estos animales. También hay algunas semillas y
las semillas son plantas. A todo animal le gusta o bien comer todo tipo de plantas o
bien le gusta comerse a todos los animales més pequefios que él mismo que gustan
de comer algunas plantas. Las orugas y los caracoles son mucho més pequefios
que los péjaros, que son mucho mas pequefios que los zorros que a su vez son
mucho més pequefios que los lobos. A los lobos no les gusta comer ni zorros ni
semillas, mientras que a los péjaros les gusta comer orugas pero no caracoles. Las
orugas y los caracoles gustan de comer algunas plantas. Luego, existe un animal
al que le gusta comerse un animal al que le gusta comer semillas.

3.3. Ejercicios de examenes

Ejercicio 3.35 [Examen de Junio de 2002] Se considera el lenguaje de primer orden L =
{P, f} ylas féormulas de L: F; : Vx3yP(x, f(y)), F» : 3y¥xP(x, f(y)) y F3 : JyVxP(x,y).

1.

2.

Hallar una L estructura, Z, tal que Z |= F; pero Z [~ F.

Hallar una L estructura, Z’, tal que Z' |= F; pero Z' [~ F».

Ejercicio 3.36 [Examen de Diciembre de 2003] Se considera el lenguaje de primer orden
L ={a,f,P,Q,R}y el conjunto de férmulas de L
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Q(f(a))}

Construir razonadamente un modelo Z de S cuyo universo sea U = {1,2,3,4,5}.

Ejercicio 3.37 [Examen de Junio de 2004] Sea L un lenguaje de primer orden con un
simbolo de predicado, Q (de aridad 2) y un simbolo de funcién, f (de aridad 1). Se
considera la estructura Z dada por: Universo: {a,b}, Q' = {(a,b), (b,a)}, fi(a) = ay
fI(b) = a. Decidir cudles de las siguientes férmulas se satisfacen en la estructura:

1. Vx[Q(f(x),x) — Q(x, x)]
2. 3x[Q(f(x),x) = Q(x,x)]

Ejercicio 3.38 [Examen de Septiembre de 2004] Sea L un lenguaje de primer orden con
un simbolo de predicado P de aridad 2.

1. Probar que las formulas Vx3yP(x,y) y 3xVyP(x,y) no son equivalentes, dando
una estructura que sea modelo de la primera pero no de la segunda.

2. EnlaestructuraZ = (U, I) cuyo universoes U = {a,b,c} y P! = {(a,a), (a,b), (a,c)},
(cudles de las siguientes férmulas se satisfacen y cuéles no?

a) Yx3yP(x,y) — IxVyP(x,y)
b) IxVyP(x,y) — Yx3IyP(x,y)
c) ~[Vx3yP(x,y) A IxVyP(x,y)]

Ejercicio 3.39 [Examen de Septiembre de 2006] Demostrar o refutar las siguientes pro-
posiciones:

1. Para toda férmula F, toda subférmula G de F y toda variable libre x de G, se tiene
que x es una variable libre de F.

2. Para toda férmula F y toda férmula G, se tiene 3x[F A G| = 3xF A 3xG.

3. Para ninguna férmula F y ninguna férmula G, se tiene 3x[F A G] = 3xF A 3xG.
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Tema 4

Deduccidn natural de primer orden

4.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio 4.1 Sea ¢ la sustitucion [x/ f(y,a),y/z]. Calcular
1. aco.
2. wo.
3. hia,x,w)o.
4. f(x,y)o.
5. h(a, f(x,y),w)o.
Ejercicio 4.2 Sea ¢ la sustitucion [x/ f(y),y/b]. Calcular
L (vx (Q(x) = R(x,y)))o.
2. (Q(x) = Vx R(x,y))o.
3. (Vx (Q(x) = Yy R(x,y)))e

Ejercicio 4.3 Decidir si la sustitucién ¢ es libre para la férmula F en cada uno de los
siguientes casos:

1. ces|y/x]y Fes3dx (x <y).

2. oes[y/g(y)]y FesVx (P(x) = Q(x, f(y)))-
3. cesly/g(x)]y FesVx (P(x) = Q(x, f(v))).

Ejercicio 4.4 Demostrar mediante deduccién natural

39
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9.
10.

4.2.

P(c),
Vx[P(x) = —Q(x)]
= =Q(c)

Vx[P(x) = —Q(x)],
VxP(x)
F Vx—Q(x)

VxP(x)
F JxP(x)

Vx[P(x) — Q(x)],
dxP(x)
F 3xQ(x)

Vx[Q(x) = R(x)],
Fx[P(x) A Q(x)]
= 3x[P(x) AR(x)]

JxP(x),
Vavy[P(x) = Q(y)]
= vyQ(y)

- —VxP(x) <> 3x-P(x)

- Va[P(x) A Q(x)] > YaP(x) A VxQ(x)
- 3xP(x) V 3xQ(x) «» Ix[P(x) V Q(x)]
- 3x3yP(x, y) < JyIxP(x,y)

Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.5 Demostrar mediante deduccién natural

1.

Vx[P(x) = Q(x)]
FVxP(x) — VxQ(x)

E|x—|P(x)
- =VxP(x)

VxP(x)
= VyP(y)
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4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Vx[P(x) = Q(x)]

FVx—=Q(x) — Vx—P(x)

Vx[P(x) — —Q(x)]
F =3x[P(x) A Q(x)]

VaVyP(x,y)
F YuVoP(u,v)

dx3yP(x,vy)
F JudoP(u,v)

IxVyP(x,vy)
F Vy3xP(x,y)

Fx[P(a) = Q(x)]
F P(a) — 3xQ(x)

P(a) — 3xQ(x),
F Jx[P(a) — Q(x)]

FxP(x) — Q(a)
= Vx[P(x) = Q(a)]

Vx[P(x) = Q(a)],
= 3x[P(x) = Q(a)]

VxP(x) V YxQ(x)
= Vx[P(x) V Q(x)]

Fx[P(x) A Q(x)]
F JxP(x) A 3xQ(x)

Vavy[P(y) — Q(x)]
F3yP(y) — YxQ(x)

—Vx—P(x),
F JxP(x)

Vx—P(x)
F —=3xP(x)

IxP(x)
F =Vx—=P(x)
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19. P(a) = VxQ(x)
= Vx[P(a) = Q(x)]

20. VxVyVz[R(x,y) AR(y,z) — R(x,z)],
Vx=R(x, x)
= Vxvy[R(x,y) = —R(y, x)]

21. Vx[P(x) vV Q(x)],
3x-Q(x),
Vx[R(x) — —=P(x)]
H ElxﬁR(x)

22. Vx[P(x) = (Q(x) VR(x))],

=3x[P(x) A R(x)]
= Vx[P(x) = Q(x)]

23. Ixy[R(x,y) V R(y, x)]
F Jx3yR(x,y)

Ejercicio 4.6 Demostrar mediante deduccién natural

1. t1 =ty
th = t3
Ft =t3

2. =1t
Fty =1

3. P(a)
FVx((x =a) — P(x))

4. Ix3dy(R(x,y) VR(y,x))
—3xR(x, x)
F3Ixdy—~(x =y)

5. VxP(a,x,x),

Vxvyvz(P(x,y,z) = P(f(x),y, f(2))
= P(f(a),a, f(a)

6. VxP(a,x,x),
VxVyvz(P(x,y,z) = P(f(x),y, f(z))
= 3zP(f(a),z f(f(a)))
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7.

VyQ(a,y),
VaVy(Q(x,y) — Q(s(x),s(y))
- 32(Q(a,z) A Q(z,s(s(a))))

Ejercicio 4.7 Demostrar por deduccién natural cada una de las argumentaciones vali-
das del ejercicio[3.34]

4.3. Ejercicios de examenes

Ejercicio 4.8 Demostrar mediante deduccién natural

1.

10.

VxP(x) V YxQ(x)
= Vx[P(x) V Q(x)]

[P
Fx[P(x) A Q(x)]
F JxP(x) A 3xQ(x)

[R(x)

[P(x)

dx[P(x) A =R(x)]
)
)
(

Vx
dx
l_

x|

VxR(x, x),
VaVyvz[-R(x,y) A =R(y,z) — —R(x,z)]
= Vxvy[R(x,y) V R(y, x)]

323y [R(x,y) V R(y, x)]
F 3x3yR(x,y)

Vx[P(x) = FyQ(y)],
= Vx3y[P(x) = Qy)]

Vx[P(x) — —C(x)],
3x[C(x) A B(x)]
- 3x[B(x) A =P(x)]

Vx3y[P(x) = Q(y)]
= Vx[P(x) = JyQ(y)]

—Vx[P(x) = Q(a)]
F 3xP(x) A =Q(a)
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

VxP(x),

Vx[P(x) — Q(x) V R(x)],
3-Q(x)

F JxR(x)

VaVy[R(x,y) — R(y, x)],

Vavy[R(x,y) vV R(y, x)]
F VaxVyVz[-R(x,y) A =R(y,z) — —R(x,z)]

—VxP(x)
H ElxﬁP(x)

Vavy[(3zR(y,z)) — R(x,y)],
dx3IyR(x,vy)
F VaVyR(x,y)

Jx[P(x) A =Q(x)] — Vy[P(y) — R(y)],
Jx[P(x) A S(x)],

Vx[P(x) — =R(x)]

= 3x[S(x) A Q(x)]

F =3xVy[P(y, x) <> =P(y,y)]

Vx[3yR(x,y) — Jy[VzR(y, z) AR(x,y)]],
Ix3IyR(x,y)
F 3xVyR(x,y)

Vx[P(x) = Vy[Q(y) — R(x,y)]],
Ax[P(x) A Jy—=R(x,y)]

F =VxQ(x)

Fx[P(x) = VyQ(y)]
= 3xvy[P(x) = Qy)]

JyIz[Vx—R(x,y) V Vx—R(x,z)]
F =VyVz3x[R(x,y) A R(x,z)]

3x[P(x) = Vy[P(y) — QW)]],
—3xQ(x)
F =VxP(x)

—3x[P(x) A =Vy[Q(y) — R(x,y)]],
Ix[P(x) A Jy—R(x,y)]

F J3x—Q(x)
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

Ejercicio 4.9 [Examen de Junio 2005] Se sabe que:
» Si todo el que estudia aprueba, entonces todo el que estudia recibe un regalo.
» Hay quien estudia y no recibe ningtin regalo.

= No es verdad que todo el que estudia aprueba.

VaVy[3z[R(z,y) A —R(x,z)] = R(x,vy)],

—3xR(x, x)
- Va¥y[-R(y, x) = —R(x,y)]

P(a) — —Vx—R(x),
F =Vx[-R(x) A P(a)]

VxVyVz[P(x,y) A P(y,z) — R(x,z)],
Vx3yP(x,y)
F Vx3yR(x,y)

Vx[P(x) = (FyQ(x,y) — FyQ(y, x))],
vx[3yQ(y, x) = Qlx, x)],
—-3xQ(x, x)

= Vx[P(x) = Vy=Q(x,y)]

Q(x) — =R(x)],
P(x) = Q(x) V S(x)],
P[( A R(x)]

Vx|
Vx[P(x)
Jx[P(x)
= 3x[P(x) A S(x)]
) =
)

dx

x) = (R(x) = S(x))],
V oR(x)]
) =

5(x)]

Vx[P(
Ix[P(x
F 3x[R(x

Formalizar los conocimientos anteriores y probar que el conjunto de férmulas obteni-
das es consistente, proporcionando una estructura que sea modelo de cada una de las
férmulas.
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