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1 Introducao

Estas notas destinam-se a auxiliar o estudo dos alunos que estao assistindo o
meu curso, um curso introdutorio de mecanica quantica no quarto semestre
do Curso de Ciencias Moleculares da Universidade de Sao Paulo. Estao
evoluindo para um livro, mas ainda nao o sao.

Em particular, nao ha qualquer pretensao de originalidade. Trata-se aqui
de conhecimento estabelecido e amplamente exposto por muitos autores. Em
particular, apoiamo-nos extensamente na referéncia principal, Landau, Lif-
shitz, [3] partes do qual sdo aqui reproduzidas, mudando-se apenas a lingua.

Os alunos que assistem este curso tiveram um semestre de fisico-quimica
onde utilizaram métodos de mecanica quantica no estudo da espectroscopia
atomica e molecular, o que os coloca em uma situacao insélita: fizeram os
exercicios antes de ter a teoria! Por isso este curso tem a preocupacao de apre-
sentar uma formulacao conceitualmente acurada daquelas partes da mecanica
quantica que sao mais usadas em fisico-quimica. Isto explica porque, por ex-
emplo, nao tratamos de fendomenos de espalhamento e porque, por outro lado,
tratamos de simetrias, momento angular e métodos perturbativos em maior
detalhe do que se costuma fazer em cursos dados em um quarto semestre.
Compare-se-0, por exemplo, com os excelentes tratamentos de Wichmann[11]
e Nussenzveig[12], que diferem notavelmente deste texto porque escolheram
estratégias diferentes: Wichmann realiza um soberbo tour pela fenomenologia
da fisica moderna, e nao faz praticamente calculos quanticos; Nussenzveig,
que ocupa menos de 1/3 do semestre com mecanica quantica, seleciona um
nicleo muito mais restrito da matéria, essencialmente sistemas de dois niveis,



e produz um extrato de alta qualidade dos principios da teoria. Ambos quase
nao usam matematica que nao seja de dominio piblico. Ambos sao forte-
mente recomendados como leitura paralela.

O volume 3 das famosas Feynman Lectures[13] é um outro caso. O
espléndido livro de Feynman ¢é, ao contréario do que se diz, um texto avancado,
requerendo ou um talento excepcional, para aproveita-lo como primeiro texto,
ou um consideravel grau de maturidade em fisica, para acompanhar os voos
do mestre. Os alunos podem comecar a lé-lo, diria eu, apés uns dois meses
deste curso. Ideal para uma leitura posterior ao curso.

Mais proximo a este texto, mas muito mais extenso, com cerca de 650
paginas, estd o livro de French e Taylor [14], cobrindo terreno semelhante.
Se fosse mais curto eu nao precisaria produzir estas notas.

Finalmente, a influéncia do livro onde eu estudei, Landau, Lifshitz[3],
é dominante e deliberada. Em minha opiniao trata-se do melhor texto ex-
istente. Contudo, foi escrito para estudantes supostamente em nivel mais
avancado do que aqueles aos quais me dirijo. Talvez eu pudesse resumir o ob-
jetivo deste curso assim: procura-se preparar os alunos para a leitura e uso do
magnifico “Landau”. Principalmente nos primeiros capitulos, segui fielmente
o grande texto russo, com as adaptacoes que se fizeram necessarias. Uma al-
ternativa a altura do “Landau” existe agora, em portugués: o magnifico livro
do professor Toledo Piza[17].

2 Pré-requisitos e requisitos paralelos

Solicita-se ao leitor que estude, antes de prosseguir na leitura destas notas, o
capitulo 1 do Volume III das Feynman Lectures on Physics, que contém uma
excelente descricao da experiéncia da difracao por duas fendas, conhecida
como experiéncia de Young, realizada com elétrons, em lugar da luz (que
Young usou). Quando eu conseguir realizar isto tdo bem quanto Feynman,
este pré-requisito sera substituido por um capitulo introdutério adicional. A
previsao de tempo para que isto aconteca é de, mais ou menos, da ordem da
idade do universo.

Dos requisitos paralelos, o mais importante é o estudo. A mecanica
quantica é uma experiéncia nova e estranha, mais estranha do que a teo-
ria da relatividade, e requer habitos de pensamento novos, que precisam
ser adquiridos aos poucos, ao longo do curso, para nao dizer ao longo da
vida!. Estudar s6 perto da prova nao basta, ¢ quase inttil. Jean Dieudonné,
grande matematico francés da escola Bourbaki, menciona, em seu grande

L“The newer concepts of physics can be mastered only by long familiarity with their
properties and uses” (Dirac).



tratado Treatise on Analysis[16], a necessidade de adquirir-se a intui¢dao do
abstrato. Também aqui precisamos dela. De fato, Dirac, em sua grande
obra-prima[l], que muitos consideram o maior livro de fisica desde os Prin-
cipia de Newton[15], diz: Mathematics is the tool specially suited for dealing
with abstract concepts of any kind and there is no limit to its power in this
field. For this reason a book on the new physics, if not purely descriptive of
experimental work, must be essentially mathematical.

Outro requisito paralelo € a leitura de um livro de qualidade, além destas
notas. Sugiro desde logo a leitura do prefacio e dos pardgrafos 1, 2, 3 e 4 do
livro de Dirac[1], que pode ser feita logo no comego do curso.

3 O principio da incerteza

A “experiéncia de Young’ para elétrons, em particular a formacao de uma
figura de interferéncia mesmo quando o feixe de elétrons é tao rarefeito que
nao ha davida de que os elétrons chegam um a um na tela, mostra que a
fisica dos elétrons é incompativel com o conceito de trajetoria.

Nao existe, na mecanica quantica, o conceito de trajetoria

Isto é o contetido do principio da incerteza, um dos fundamentos da mecanica
quantica, descoberto por Werner Heisenberg em 1927.

A maneira de se obter informagoes sobre um sistema quantico (que chamare-
mos, para simplificar, de elétron) é realizar interagoes entre ele e objetos
classicos, denominados aparelhos. Por hipdtese esses aparelhos podem ser
descritos pela mecanica classica com a precisao que quisermos. Quando um
elétron interage com um aparelho, o estado deste ultimo é modificado. A
natureza e magnitude dessa modificacao dependem do estado do elétron, e
servem, por isso, para caracteriza-lo quantitativamente. A interagdo entre
o elétron e o aparelho é denominada medida. Um aparelho nao precisa ser
macroscopico. O movimento de um elétron numa camara de Wilson é ob-
servado por meio da trajetéria nebulosa que ele deixa; a espessura dessa
trajetéria é grande, comparada com as dimensoes atomicas. Quando a tra-
jetoria de um elétron é determinada com essa baixa precisao, ele é um objeto
inteiramente classico.

A mecanica quantica, ao menos em seu estagio atual, ocupa um lugar
pouco usual entre as teorias fisicas: ela contém a mecanica classica como um
caso limite, e, ao mesmo tempo, necessita desse caso limite para estabelecer
a sua linguagem.




O problema tipico da mecanica quantica consiste em predizer o resultado
de uma medida a partir dos resultados de um certo ntimero de medidas ante-
riores. Além disso, veremos mais tarde que, em comparagao com a mecanica
classica, a mecanica quantica restringe os valores das quantidades fisicas me-
didas (por exemplo, a energia ). Os métodos da mecéanica quantica permitem
a determinacao desses valores admissiveis.

O processo de medida na mecanica quantica tem uma propriedade muito
importante: a medida sempre afeta o elétron medido, e é impossivel, por
questoes de principio, tornar o efeito da medida sobre o elétron arbitraria-
mente pequeno (como pode ser suposto na fisica cldssica). Quanto mais exata
a medida, mais intenso é o efeito sobre o elétron, e é somente em medidas de
pouca precisao que o efeito da medida sobre o elétron pode ser considerado
pequeno.

E um dos postulados fundamentais da mecanica quantica que as coor-
denadas, ou seja, a posicao de um elétron pode sempre ser determinada
com precisao arbitraria 2. Suponhamos que, a intervalos definidos At, sejam
feitas medidas sucessivas das coordenadas de um elétron. Os resultados nao
estardao, em geral, sobre uma curva lisa. Ao contrario, quanto menor o valor
de At, mais descontinuos e desordenados serao os resultados, de acordo com
o fato de que nao existe uma trajetoria para o elétron. Uma trajetoria ra-
zoavelmente lisa s6 é obtida se as coordenadas do elétron forem medidas com
pouca precisao, como no caso de uma camara de Wilson. Para informagcoes
sobre o que é uma camara de Wilson, veja

http://rd1l.web.cern.ch/RD11/rkb/PH14pp/node29.html#28

Se, mantendo-se imutada a precisao das medidas de posi¢ao, diminuirmos
os intervalos At entre as medidas, entao medidas adjacentes darao valores
vizinhos as coordenadas. Contudo, os resultados de uma série de medidas
sucessivas, embora estejam em uma regiao reduzida do espaco, estarao dis-
tribuidas, nessa regiao, de uma forma totalmente irregular, e nunca em cima
de uma curva lisa. Em particular, quando At tende a zero, os resultados
das medidas adjacentes de nenhuma maneira tende a a estar sobre uma reta.
Ora, a velocidade tem a direcao da reta que, na fisica classica, é obtida nesse
limite. Esta circunstancia mostra que, na mecanica quantica, nao existe a ve-
locidade da particula no sentido classico do termo, isto é, o limite de (A7/At)
quando At — 0.

Enquanto, na mecanica classica, a particula tem posicao e velocidade
bem definidas em cada instante, na mecanica quantica a situacao é bem

2Isto ndo estd em contradicdo com as relacoes de incerteza. Elas dizem que ndo é
possivel determinar simultaneamente posicao € momento .




diferente. Se, como resultado de uma medida, determinam-se as coordenadas
de um elétron, entao sua velocidade é totalmente indefinida. Se, ao contrario,
determina-se a velocidade de um elétron, entao ele nao pode ter uma posicao
definida no espago. Assim, na mecanica quantica, a posicoes e a velocidade
de um elétron sao quantidades que nao podem ter, simultaneamente, valores
definidos.

4 O conceito de estado

Na mecanica classica conhece-se o estado de um sistema quando sao con-
hecidas todas as posicoes e todas as velocidades dos pontos do sistema, em
um determinado instante. A partir desses dados é possivel predizer todo o
futuro, e reconstruir todo o passado do sistema. Ou seja, conhece-se o es-
tado de um sistema quando se pode prever o futuro do sistema com a maior
precisao possivel (no caso da mecénica cldssica essa precisao é total).

Na mecanica quantica tal descricao é impossivel, uma vez que as co-
ordenadas e as velocidades nao podem existir simultaneamente. Assim, a
descrigao de um estado na mecanica quantica é feita em termos de menos
quantidades do que na mecanica cldssica. Segue-se disso uma conseqiiéncia
muito importante. Enquanto a descricao classica permite prever o movi-
mento futuro com total precisao, a descricao menos detalhada da mecanica
quantica nao permite essa precisao. Isto significa que, mesmo que se conheca
o estado de um elétron, seu comportamento em instantes sucessivos é, em
principio, incerto. A mecanica quantica nao pode fazer previsoes exatas.
Para um dado estado inicial do elétron, uma medida subseqiiente pode dar
varios resultados. O problema tipico da mecanica quantica é determinar a
probabilidade de se obter cada um dos resultados possiveis, ao realizar uma
medida (ocasionalmente a probabilidade de se obter um determinado valor
pode ser 1, e a de todos os outros zero!).

Os processos de medida na mecanica quantica podem ser divididos em
duas classes. Em uma, que contém a maioria das medidas, estao aquelas
que, para qualquer estado do sistema, conduzem apenas a resultados mais ou
menos provaveis. A outra classe contém medidas tais que, dado um qualquer
dos resultados possiveis dessa medida, existe um estado do sistema no qual a
medida da, com certeza, aquele valor. Essas medidas sao ditas previsiveis, e
desempenham um papel importante na formulacao da mecanica quantica. As
propriedades fisicas do sistema que sao determinadas por medidas desse tipo
sao chamadas quantidades fisicas ou observaveis do sistema.(Ver Landau,
Lifshitz)

Veremos no que segue que, dado um conjunto de quantidades fisicas, nem




sempre ¢é possivel medi-las simultaneamente, isto é, nem sempre é possivel
que todas tenham valores definidos ao mesmo tempo. Vimos que este é o
caso para a posicao e a velocidade de um ponto material, por exemplo.

Um papel fundamental é desempenhado por conjuntos de quantidades
fisicas com a seguinte propriedade: elas podem ser medidas simultaneamente
mas, se elas tém todas valores definidos, nenhuma outra quantidade fisica
independente pode ter um valor definido nesse estado.

Tais conjuntos de quantidades fisicas sao denominados conjuntos completos
de observaveis compativeis. Um conjunto completo fornece uma descrigao
maxima do sistema, e, portanto, caracteriza um estado do sistema.

5 O principio de superposicao

Seja ¢ o conjunto das coordenadas de um sistema quantico 2, e dg o produto
das diferenciais dessas coordenadas 4. Por exemplo, se ¢ = {z,y, 2}, dqg =
dxdydz.

O estado de um sistema é descrito por uma fun¢ao complexa 1¥(q) das
coordenadas. O quadrado do médulo dessa fungao determina a distribuicao
de probabilidades dos valores das coordenadas:

[W(z,y, 2)|*dedydz

¢é a probabilidade de que uma medida realizada sobre o sistema encontre os
valores das coordenadas entre z e x +dz, y e y +dy, z e z+dz. A funcao ¢
é denominada func¢ao de onda do sistema.

O conhecimento da fungao de onda permite, em principio, calcular a
probabilidade dos vérios resultados de qualquer medida (nao necessariamente
das coordenadas). Essas probabilidades sao expressoes bilineares em ¢ e ¢*
(* representando a operagao de tomar o complexo conjugado), do tipo

[ davtayo(@via)

ou

[ davtar 50

por exemplo.
O estado de um sistema varia, em geral, com o tempo. Em conseqiiéncia,
a fungdo de onda é uma funcdo também do tempo, ©(q,t). Se a funcao

3Abuso de linguagem. Todos os sistemas sdo quanticos. A expressdao correta seria
“sistema incorretamente descrito pela fisica classica”.
40u melhor, o elemento de volume em termos dessas coordenadas.
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de onda é conhecida em um instante inicial, segue, do conceito da descri¢ao
completa, que ela esta, em principio, determinada em cada instante sucessivo.
A dependéncia precisa da funcao de onda com o tempo é determinada por
uma equagao denominada equacao de Schrodinger .

A probabilidade de que as coordenadas de um sistema tenham qualquer
valor, é 1. Devemos, entao, ter

[ léla)Pdg = 1.

pois a integral acima é exatamente esta probabilidade.
Seja 1(q) a fungao de onda de um sistema. Considere a funcao

V' (q) = (q)e™

onde v é um numero real. Como as probabilidades dos varios resultados sao
expressoes da forma

| dav (@a(ayla)

[ e @slayita) = [ da (@ola)(@)

vemos que ¥'(q) é uma descrigdo da fungdo de onda do sistema tao boa
quanto t(q). Diz-se , por isso, que a fun¢ao de onda de um sistema esta
definida a menos de uma fase, ou seja, que, se 1(q) é fungao de onda de um
sistema, ¢’(¢) também é.°

Seja S um sistema fisico que pode existir tanto num estado de funcao
de onda 11(q) como no estado de funcao de onda 15(q). A medida de uma
quantidade fisica f d&, por hipdtese, o resultado f;, com probabilidade 1, se
o sistema estiver em 11, e o resultado fo, também com probabilidade 1, se o
sistema estiver em 1),. Postula-se entao que:

(1)Toda funcao da forma c19; + ca1)9, onde ¢; e ¢ s@o nimeros complexos,
¢é também um estado do sistema.
(2)Neste estado, uma medida de f dard ou o resultado f; ou o resultado fs.

Na realidade, ha quantidades fisicas também da forma

/ dgv* (@)6(0)€(q)

onde £(gq) é outra fungdo de onda. Como essas quantidades também devem permanecer
inalteradas, é necessario acrescentar que a trasformacao

V' (q) = e"(q)

deve ser tal que o mesmo « é usado para todas as fungoes de onda.

11



Este postulado é denominado principio de superposicao. Segue dele que
a equacao de Schrodinger deve ser linear em 1.

Considere um sistema composto de duas partes, e suponha que o estado
do sistema seja dado de uma maneira tal que cada uma de suas partes possui
uma descricao completa.® Entdo as probabilidades das coordenadas ¢, da
parte 1, sao independentes das probabilidades das coordenadas ¢, da parte
2. Seja 112(q1,q2) a fungdo de onda do sistema todo, e ¥1(q1) e ¥2(q) as
funcoes de onda das partes 1 e 2, respectivamente. Entao,

V12(q1, ¢2) = V1(q1)2(q2)

pois, entao,
[¥12(q1,42)1* = [1(q0)*[2(ga)

o que significa que as probabilidades sao independentes.
Se, além disso, essas partes nao interagirem, vale ainda a relacgao

V12(q1, @2, 1) = P1(q1, 1) Ya(q2, t)

6 Operadores

Seja f uma quantidade fisica que caracteriza o estado de um sistema quantico.
Os valores que uma dada quantidade fisica pode assumir sao chamados de
autovalores . O conjunto dos autovalores é o espectro. Na mecanica cléssica
as quantidades fisicas sao continuas.” Na mecanica quantica, nao necessaria-
mente. Pode haver espectros discretos ou espectros continuos. Vamos supor,
para simplificar, que o espectro de f seja discreto. Os autovalores de f serao
denotados por f,, (n = 0,1,2..). A funcdo de onda do sistema, no estado
em que f tem o valor f,, serd denotada por ,,. Essas func¢oes sao chamadas
autofuncoes de f. Para cada uma delas,

/dQ‘wnF =1

Um dos principios béasicos da mecanica quantica ¢é este:

(I) O conjunto das autofungoes de uma quantidade fisica f é completo. Isto
é, dada uma funcao de onda qualquer v do sistema, podemos expandi-la em
autofuncgoes de f assim:

Y= Zan¢n

5Tsto quer dizer que a funcao de onda de cada uma das partes tem um “futuro” total-
mente previsivel, ou seja, que as duas partes do sistema sao independentes.
" Natura non facit saltus, Isaac Newton.
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onde os a, sao ntimeros complexos.

(IT)Fazendo-se uma medida de f em 1, a probabilidade de se obter o valor
fn é dada por |a,|?.
Em conseqiiéncia, devemos ter

Z |an|2 =1

pois 3=, |a,|* é a probabilidade de, medindo-se f, obter-se qualquer um dos
valores possiveis.
Temos, entao, o resultado

Y anay, = / dqyy*
Por outro lado, temos
U= any
logo,

[daver = [0 avidg
= Yai [ vivdg
= Y aa,

de onde se conclui que
an = [vidg

Finalmente, usando ¢ = 3", @Y, temos
Ap = /dqub;kz Z A = Zam/¢;wmdq

de onde se conclui que
/ dq@bZ@Dm - 5nm

Diz-se entao que as autofuncgoes sao ortogonais.

6.1 Valor médio

Vamos introduzir agora o conceito de valor médio f da quantidade fisica f em
um dado estado. Sejam f,, os valores possiveis de f, ou seja, seus autovalores
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. Sejam |a,|* as probabilidades de cada um dos autovalores , no estado em
questao. Define-se entao o valor médio como

7 = an‘an|2

Usa-se também a notacao (f), para a mesma quantidade. Queremos encon-
trar uma expressao para f em termos da funcao de onda do estado consider-
ado. Seja 1 esta fungao. Para fazer isso vamos associar a quantidade fisica
f um operador linear f que atua sobre as fungoes de onda. Seja f¢ a funcao
obtida quando f atua sobre 1. Queremos, de f , que

7= [ dav(f)

para qualquer estado ¢ (lembre-se que estipulamos que as quantidades fisicas
deveriam ser expressoes bilineares na fun¢ao de onda). Entao,

T =3 fatnas, = [ dav* Y anfuth,

onde usamos a,, = [ dqi*1),, obtido anteriormente. Vemos, primeiramente,
que

Ora,
Y= an
de maneira que f é linear, e que :
Ftbn = futbn
Sumarizando:
fon = fatbn (1)
fo= [ davfu @)
an = [ daviy (3)
/ dqbitm = Oum (4)

Os valores assumidos por uma quantidade fisica sao reais. Portanto, os val-
ores médios f de uma quantidade fisica sdo também reais, como se vé de
f = X, falan?. Note-se (exercicio facil), que, se o estado for uma auto-
funcdo de f, o valor médio f coincide com o autovalor de f nesse estado.

14



Do fato de f ser real segue uma propriedade importante dos operadores
associados a quantidades fisicas:

7= [dgfo=T = ([ fv) 9
Ora,
([aaw (7)) = [ (6" (F)da) = [w(Foyda= [vfvda (o)

onde f* ¢ definido assim: se f@b = ¢, entao f* é o operador tal que f*w* =
¢*.% Entao,

[t fvda= [wf g
Vamos definir o operador transposto f do operador f . Sejam 1) e ¢ fungoes
arbitérias. Entdo {f ¢ tal que

[t hoda= [ ofvdg
Por exemplo, para ¢ = ¢i,
Jufrwtda= [ (i )vdg
Da condiciio de realidade de f, Eq.(6), temos

[vtfvda= [wfwrda= [ (f)dg (7)

Comparando os dois extremos vemos que

f=0Cfy

Operadores com esta propriedade sao ditos hermiteanos. Logo, os operadores
associados a quantidades fisicas sao operadores lineares hermiteanos.

Podemos, formalmente, considerar quantidades fisicas complexas, isto é,
cujos autovalores sao complexos. Por exemplo, dadas as coordenadas z e
y,podemos considerar a quantidade = + iy. Seja f uma quantidade desse
tipo, e seja f* a quantidade cujos autovalores sao os complexo-conjugados dos
autovalores de f. A quantidade f corresponde o operador f . Denotemos por

8Por exemplo, seja f = —is a . Entao, dado 1/) qualquer temos fl/) = —zgw O operador

f* deve ser tal, entao, que f*ip* = (— zgi’) =2 a . Logo, f* = iaam
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f To operador correspondente a quantidade f*. Este operador ¢ denominado
o adjunto de f.
O valor médio da quantidade f* é dado por

F= [ frodg

onde apenas adaptamos a definicao de média de um operador.

Ora,

T = [ v fdg
logo,
7= ([ fodd) = [vfvrda= [0 ¢ odg
Mas .
F = filunl = (z fn|an|2) -7
Ou seja,

[t Freda = [ o fyedg
Comparando, temos R )
fr=00
Em palavras, o adjunto é o transposto do conjugado.
A condicao de hermiticidade de um operador, escrita anteriormente como

tf) = f
pode agora ser escrita: o
f=r"
e os operadores hermiteanos sao aqueles que coincidem com os adjuntos. Dai
serem chamados também de auto-adjuntos.
Vamos agora mostrar que a ortogonalidade das autofungdes de um op-
erador hermiteano pode ser demonstrada diretamente. Sejam f, e f,, dois

autovalores diferentes do operador hermiteano f. Sejam 1, e 1, as auto-
funcoes correspondentes. Entao,

fwn = fn¢n (8)

Multiplicando a primeira por v, temos
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[ davinfin = fu [ dawi, (10

~

Tomando o complexo conjugado de (9) e multiplicando por v, temos v, f*17,
Jmntbr,. Integrando,

[ danf i, = fu [ davnts, (11)

[ davifun = [davnften, = (fa = f) [davavs, ()
Mas

dgn f vy, = | dawn,("f) e = [ dqus, f T, = [ daus, fibn
/ / / /

pois f é hermiteano. Logo, o primeiro termo de (12) é zero. Conseqiiente-
mente,

(o= ) [ Untbiuda =0

e, como f, # fn, segue que

[t =0 (n#m)

6.2 Adicao e subtragao de operadores

Sejam f e g duas quantidades fisicas que podem ter valores definidos simul-
taneamente. Sejam f e g seus operadores. Os autovalores da soma f + g sao
a soma dos autovalores de f e de g. Considere o operador f + g, e sejam 1,
as autofungoes comuns a f e g. Entao,

e, portanto, .

Este resultado pode ser generalizado para func¢oes de onda quaisquer, assim:
(f+ a9y = fo+gv
Neste caso, tem-se
THg=[v'(f+aywda= [0 foda+ [v'guda=T +37
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A multiplicacao de operadores é definida assim:
(f9)v = f(gv)
Suponhamos que 1, seja autofuncao comum a f e §. Entao,

Faon = F(G0n) = F(gatn) = gnfton = Gufatbn

3ftn = 9(fon) = §(futhn) = ful@¥n) = Fagntn
Logo, para as autofuncoes simultaneas, temos
(fg—9f)bn =0
Isto nao é suficiente para se concluir que o operador
fa—-gf=o0.

Contudo, como o conjunto das autofuncoes v,, € completo, temos, dada uma
funcao de onda arbitraria, que

Y= Zanwn

(fo—af)=>"an(fg—gf)n=0

Logo, o operador f g—g f é zero como operador, pois leva qualquer fungao
ao valor zero. Note-se que isto foi demonstrado para dois operadores que
possuem um conjunto completo de autofuncées comuns. No caso geral, esse
comutador,

~ ~

If.al=fa—af

é diferente de zero.

7 A energia e a equacao de Schrodinger

A funcgao de onda determina completamente o estado fisico do sistema. Isto
significa que, dada a funcao de onda 1 de um sistema no instante ¢, nao
somente todas as propriedades do sistema naquele instante estao descritas,
mas também as propriedades em qualquer instante subseqiiente (tudo isso,
naturalmente, em termos do conceito de descricao completa admitido pela
mecanica quantica). Matematicamente isto quer dizer que a derivada primeira

18



no tempo, 2% no instante ¢ é determinada pelo valor de ) no mesmo instante.

" oL
Como a teoria € linear, essa relagao é também linear. Vamos escreve-la assim:
e
= H 13
no% = fry (13)

onde H é um operador linear a ser determinado. A maneira mais direta de
descobrir a natureza de H é impor que, no limite classico, as leis de Newton
sejam obtidas. Usando argumentos de mecanica avancada mostra-se que H
deve ser o hamiltoniano do sistema, ou seja, a energia escrita em termos dos
momento s p; e das coordenadas ¢; do sistema, fazendo-se ainda a substituicao
;= —zﬁi (14)
9q;

A equagao (13) é denominada equagao de Schrodinger | e desempenha,
na mecanica quantica, papel semelhante ao da segunda lei de Newton na

mecanica classica.

Exemplos:
(2) A particula livre unidimensional:

B = P
2m
0
s o— i ?
b oz
0 0
A2 o _ -~ Y -l
N max ( m@x)
A h o?
g o= -2
2m Ox?
. h? 9%y
Hy 2m 922
Equagao de Schrodinger completa:
o h? 9%y
h— = ———— . 15
ot 2m Ox? (15)
(2) A particula livre tri-dimensional:
E = L(p2+pQ—i-p2)
2m xr Yy z
0
o= il
b or
. 0
Dy = —zﬁa—y
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o= —ipd
b o2
N 9 9 0P
= ‘%(axﬁa—yﬁazz)
2
Ay = —19%
2m
Equagao de Schrodinger completa:
L O h? =,
h— = —— 1
ot 2mV v (16)

(3) Particula sobre a a¢ao de um potencial:
Seja V (z, Y, z) a energia potencial da particula. Na mecanica quantica o operador energia
potencial, V(7) é definido por:

V(P)(F) = V(7)) (7)

ou seja, a agao do operador V(F) sobre a fungao (7) consiste simplesmente em multi-
plicd-la pelo nimero V(7). Exemplo:
Oscilador harmonico unidimensional:

Vpp) = Vi) = gha®d()
- N
HY = —=V2+ sha®y

7.1 Exercicios

1. Sejam 11(x) e 19(x, respectivamente, autofuncoes de H, com autovalores
Ey e Ey. (x) = Yi(x,t = 0). Seja ¥(x,t = 0) = a1 () + asha(x).
Determinar W(zx,t) para t > 0.
Solugao:
Temos o

U, t) = e 7 My(x,t = 0) (17)

Portanto,
U(z,t) = e I (@11 (z) + aghe(x))) = 016_%&%(1&15 = 0)4‘@26_%]52%2(17715 =0)

(18
(a) Mostre que, nas condigoes acima,

exp —%ﬁtwl () = exp _%Eltwl (x)

(b) Demonstre a Eq.(17).
(c) As fungoes exp i(k1x — wit), expi(kox — wot) e exp —i(k1z + wit) sdo solugoes
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estacionarias da equacao de Schrodinger de uma particula livre. Escreva essa
equacao de Schrodinger e mostre que isso é verdade. A soma das trés é
uma solucao da mesma equacao, logo é a funcao de onda de um estado de
particula livre. Se o sistema se encontra neste estado, quais os valores da
energia que podem ser obtidos numa medida da energia do sistema, e qual
é a probabilidade relativa deles. Por que eu estou falando de probabilidades
relativas, em vez de em probabilidades simplesmente?

2.A func¢ao de onda de uma particula livre de massa m, em movimento ao
longo do eixo x, é, em t = 0, dada por

ol = () o (19

™

(a) Verifique se ela estd normalizada.

(b)Usando
/OO dze=0" emihe — \/ge_% (20)

expanda ¢(x) (da Eq.19) em autofungoes simultaneas do momento e da en-
ergia , expikx. Se a expansao for escrita

2 1/4 o) .
(—O‘> et = 7 dhak)et
s —00

mostre que

—€ 4o

20()1/4 T K2
«

us
e que, portanto,

1 2\ Y4 00 2 ik
U(x,t) = o <?a) \/2/_00 dke™ 1z e~ (21)

(c) Agora, num esforco de reportagem, calcule a integral em Eq.(21). (Use a
Eq.(20) trivialmente modificada). Vocé deve achar

205 1/4 m am 2
)= — _ T mt2iaht 29
Yl t) < s > \/ m + 2zaht6 (22)

(d)Verifique que a funcao de onda ¢(x,t) da Eq.(22)satisfaz a equagao de
Schrodinger para a particula livre.
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7.2 A derivada no tempo de um operador

Diremos que um operador f é a derivada no tempo do operador f se, sendo

(f) o valor médio de f num estado arbitrario, e (f) o valor médio de f nesse
mesmo estado, tivermos

d - ~
Z(h = (23)

Explicitando, devemos ter

i /dqqpm /dw ¢+/dq fw+/d¢f (24)

Usando a equagao de Schrodinger , obtemos

aw* _ iA* *
T
o =i

o = T

Usando esses resultados em (24), temos

fr= o 2Lisl [aq(iro) ot [aw (fr0) @)

O termo que contém a derivada parcial do operador sé existe quando a expressao do
operador contém parametros que dependam do tempo. Por exemplo, se tivéssemos uma
particula livre de massa variavel, seu hamiltoniano seria

(26)

e a derivada em questao seria dada por

A 2
o __n d_mﬁz
ot~ Im2@) di

Na grande maioria dos casos este termo ¢é inexistente.
Voltando a Eq.(25), e usando o fato de que H é hermiteano, temos

[da(frv) o= [dgufife = [ dgv i fu (27)

e, conseqiientemente,

&|Q‘

/w( + Hf——fH) (28)
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Como, por definicao,

d
“ify = [ dgvfu

temos que

~ af

f=%+5 (Hf fH) (29)
Como dissemos, o caso mais importante é aquele em que = 0 (diz-se entao

que o operador nao tem dependéncia explicita no tempo. ) Neste caso,

A,

f=(f-fH) (30)

Vemos entao que, se [13[, f] =0, } =0,e
(f) = constante . (31)

Na mecanica quantica, a constancia de uma quantidade fisica no tempo quer
dizer isto: que o valor médio dessa quantidade independe do tempo. Con-
sidere o operador H. Temos, evidentemente, que [Iff , H | =0, logo, se H nao
depende explicitamente do tempo,

1= —_[H,H =0 (32)

e %(H ) = 0. A quantidade fisica associada ao hamiltoniano é a energia .

Logo, a energia se conserva, na mecanica quantica.

Como f |4?|dg = 1, sendo a integral estendida a todo o espaco, temos que

o™ 0
0= g [auivt =5 [awv= [ (Grv+v ) (3)

Eliminando as derivadas no tempo pelo uso da equacao de Schrédinger , temos:
{ Tk )k * T *
o= (fawirr = [awite) = ¢ ([awciye- [aw i)
7 N
- * + _
= e ()

Segue entao que H= ﬁ*, ou seja, que H 6 hermiteano.

7.3 O comutador de p e ¢

A~ o . 8
Como p, = —ihy_, temos

o palie) = 2 20 (it (i) (34)



que leva a
2, Pa]tp(2) = ihe)(x) (35)
Logo, temos a igualdade entre operadores:
[#, b = ih1 (36)
onde 1 é o operador unidade, definido por

1 =4 (37)

qualquer que seja .
Obviamente isto vale também para as outras componentes. Numa forma
geral. temos: A
[Di, 4] = —ihd;;1 (38)

Sao as chamadas relagoes de Heisenberg.

8 Estados estacionarios

Na equagao de Schrodinger

mawg:’ H_ Hip(7, 1) (39)

procuremos solucoes da forma

(1) = w(P)T(t) (40)

que sao um produto de uma funcao sé de 7 por uma fungao so de t. Explici-
tando a forma do hamiltoniano,

. B2

H= —%62 + V(7) (41)
reescrevemos a Eq.(30) assim:
ih%u(F)T(t) _ —%Wu(m(t) +V(EUFTE) (42)
que pode ser reescrita:
i) IO 7025y + v a7 (43)
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Dividindo por u(7)7T(t), temos

ihe— = ———Vu + V(7) (44)

O primeiro membro nao depende de 7, ou seja, s6 pode depender de t. Ele
¢é igual ao segundo membro, que nao pode depender de t. Logo, o primeiro
membro nao depende nem de 7 nem de ¢: nao dpende entao de nada: ¢é
constante. O segundo membro, por forca da equacao, é igual ao primeiro, e
entao também constante. Designemos esta constante por E. Teremos entao

ou T _
== —%Edt (46)
que ¢é integrada facilmente, dando
T(t) = Ke w7 (47)
Logo, _
U7, t) = Ku(F)e #"* (48)
Note-se que
o N . a N . a _ it —
HY(F 1) = ihs (1) = i (Ku(@e #) = Ey(i,t)

o que mostra duas coisas importantes:

1. Os (7, t) da forma u(7)e” 7"t sio autofuncdes do hamiltoniano.

2.F é o autovalor do hamiltoniano, e, portanto, a energia do sistema, quando
neste estado.

Estados da forma _
(7 ) = u(r) BT (49)

sao chamados estados estacionarios. O nome é devido ao fato de que a den-
sidade de probabilidade de posicao, |psi(7,t)|?, é independente do tempo,
pois

(7 O] = (u@e 7)) (u(Fe ) = |u(@)? (50)

Lo i
pois [e”# P2 = 1.

Os estados estaciondarios sao extremamente importantes na descrigao quantica
da natureza, nao so por representarem os estados que tém energia definida,
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mas também porque o conjnto dos autoestados do hamiltoniano, que sao os
estados estacionarios, é completo. Isto significa que qualquer estado pode ser
representado como uma combinacao linear de estados estacionarios.

A determinagao dos estados estacionarios de um determinado hamiltoni-
ano ¢ feita normalmente resolvendo-se a equagao, dita equagao de Schrodinger

independente do tempo, X
Fu(?) = Bu(?) (51)

Resolver esta equagao significa nao sé determinar u(7), mas o par(E , u(r)).
O nimero E é o autovalor de H associado & autofuncao u(7). Problemas desse
tipo sao chamados, em matematica, problems de autovalores .

9 Poco quadrado unidimensional infinito

Este é o problema mais simples envolvendo um sistema localizado. Uma
particula move-se livremente ao longo do eixo x, exceto pelo fato de que,
nas posicoes r = 0 e x = a, existem paredes impenetraveis: exige-se, isto
é, que a probabilidade de a particula estar fora do intervalo 0 < z < a seja
estritamente 0. Formalmente isto se realiza exigindo que a funcao de onda
da particula seja nula nas paredes, que podem ser consideradas infinitamente
espessas. Portanto, ¢(x) = 0 para z > a e para z < 0.

Procuremos os estados estacionarios. Na regiao interna as paredes, temos

n d?
_ - =F 52
(@) = Bu() (52
onde F é um ntmero positivo ou nulo. (O “fundo do pogo” é o ponto de

energia zero, por definicao). A Eq.(52) pode ser reescrita como

o) = 2 e (53
e, introduzindo
k* = %E (54)
temos d2¢(g:) 2
) — k() (55)

Esta é uma equacao diferencial bem conhecida. Sua solucao geral é:

(x) = Asinkx + Bcoskzx. (56)

26



Temos, adicionalmente, as condigoes de contorno

Y(0) = (a) =0 (57)

Para satisfazer ¢(0) = 0, basta tomar B = 0, pois o seno se anula automati-
camente em x = 0. Entao, antes de usar a segunda condicao de contorno,
temos

(r) = Asinkx (58)

A segunda condicao de contorno exige que
Asinka =0 (59)

e sabemos que o seno se anula em qualquer arco da forma nm, com n inteiro
qualquer. Logo, devemos ter

ka = nm (60)
ou seja, k tem seus valores restritos aos da forma
nm
k, = — 61
- (61)

onde acrescentamos um indice a k para maior clareza. Em suma, as solugoes
da equacao de Schrodinger (52) que satisfazem as condigoes de contorno (57)
sao

dn(z) = Asin (”—%) (62)

a
comn=0,1,2...°

Note-se que é a condicao de a fungao de onda se anular em z = a que
restringe os valores de k, e portanto os valores da energia , ja que

n o k2 R? on’n?

= (63)
2m 2m  a?

Diferentemente do que acontece na fisica classica, a energia nao varia contin-
uamente: do valor F, passa-se, a seguir, ao valor E, 1, e

271_2 271_2

h h
Boyi—E,=—=|n+1?-n’|=—=2n+1 64
" - = S (o)
Temos, isto é, um espectro discreto para a energia . Espectros discretos para
a energia estao sempre ligados ao fato de o sistema ser localizado, isto é, ter

9Na realidade inteiros negativos sdo também admitidos, mas, como sin(=2Zz) =
g ’ ) a
—sin(%’x), as fungoes de onda correspondentes a m negativos sao as mesmas que as
de n positivos, pois ¥ (x) e —¢(x) representam o mesmo estado.
b
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localizagao restrita a uma parte finita do espago. Sistemas que podem estar
em toda a parte, como particulas livres, tém espectro continuo.

E 1til normalizar as funcoes de onda: os postulados interpretativos ficam
mais simples, quando isto é feito. Para tanto, vamos exigir que

| delen(@) =1 (65)
ou a nmT
|K|2/ drsin? 0 =1 (66)
0 a
Usando a relagao
. onmx 1 2nmx
sin —:§<1—cos . >
a
obtemos
K|? ja 2 K|? a 2 K|?
u/ d:v(l—cos mrx) = K] {a—/ dx cos mm}: K] a=1
2 Jo a 2 0 a 2
(67)

Logo, |K|* = % e podemos escolher K = \/g , ja que a fase da funcao de onda

é arbitraria. Assim,
2 nmT
W () = (/= sin —— 68
Ynla) = /= sin T (65)

leitor nao tera dificuldades em mostrar o resultado mais geral:

| i @) (@) = b (69)

que exibe a ortogonalidade das fungoes de onda correspondentes a energia s
diferentes.
A funcgao de onda completa para esses estados estacionarios é entao

2 i
bl 1) = [ sin = e (70)

a

__ h%n2gn2
com FE, = Jma?
Estados nao estacionarios, na realidade estados quaisquer, podem ser

obtidos por combinagoes lineares desses ¥, (z, t).
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10 Exemplos simples

10.1 Poco quadrado unidimensional

Uma particula de massa m se move sob a acao de um campo de forcas que
confere a particula uma energia potencial V(x) tal que

| =W para |z|<a
V(z) = { 0 vpara |z|>a (71)
como descrito na figura.
Vi(x) 4
|
|
|
|
| —a a
[ ——— - — — — — — — — — — — — >
| x
|
E <0 ]
|
| I I 111
V="V,
|

Vamos considerar primeiro o caso £ < 0, onde F é a energia total da
particula. No caso classico, a particula nao pode atingir as regioes I e III.
De fato, sua energia total é £ = mv?/2+ V(z), ou seja, mv?/2 = E — V (z).
Nas regioes I e III temos V(x) = 0, o que daria mv?/2 = E. Mas E < 0, o
que daria uma energia cinética negativa, impossivel.'?

Na regiao II nao ha problema, pois teriamos

mu?

e é possivel ter energia cinética positiva mesmo com F < 0.

100 leitor poderia se surpreender com a idéia de que uma particula possa ter energia
negativa, mas esta é uma situagdo bastante comum. Considere a “particula” Terra, em
seu movimento em redor da “particula” Sol. A energia total da Terra é negativa! De fato,
precisamos realizar trabalho para levéd-la ao “infinito” (livrd-la da acdo do Sol) e deixé-la,
14, em repouso, ou seja, com energia total zero. Logo, fornecemos energia a Terra para
leva-la a um estado de energia zero. Sua energia inicial era, portanto, menor do que zero!
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A equagao de Schrodinger para os estados estacionarios é

n? d?
g V(@) o) = Eolo (73
Para x < —a ou x > a, temos V(z) =0, e
n d2¢
Tomdrr E¢(x) (74)
d*¢ 2mFE 2m| E)|
e e = T (75)
Pondo
[2m|E|
K= -2 (76)
temos 20
— 2
T2 =K ¢ (77)
cuja solucao geral é
p=Ce "™+ Ae. (78)

Para x > 0 o termo em e"* ¢é inadequado, pois daria uma probabilidade de
localizacao da particula tendendo a infinito para x — oo. Logo, temos de
tomar C" = 0. Assim,

¢(x)=Ce "™ para x>0. (79)
Por um raciocinio andlogo,
¢(r) =A™ para x<O0. (80)

Nas solucoes acima C' e A sao constantes arbitrarias, a determinar posteri-
ormente.

Na regiao interna, V(z) = —Vj, e a equagao é
h? ¢
LY (B4 81
w0 = (B4 W)o() (81)
ou 2 2
m
prch ?(Vb — [E])¢(z) (82)
Pondo
2m
a1z 83

temos a solucao geral

¢(x) = Bsinqr + B cos qx (84)
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10.2 Conectando as solucgoes

A energia potencial V(x) descrita acima é uma fun¢ao descontinua, e por-
tanto nao-diferenciavel, nos pontos r = —a e r = a. A equacao diferencial
deve ser, entao, tratada como 3 equagoes, uma para cada regiao onde V' (x)
é continua e diferenciavel. Por isso a resolvemos separadamente para as
regioes I, II e III. O potencial descontinuo é uma idealizacao de um potncial
semelhante, mas de “bordas arredondadas”, alguma coisa assim:

Vi(x)

A razao pratica para tratar o potencial idealizado, e nao o “real”, é que assim
é muito mais fécil resolver a equacao diferencial.

Landau[3] trata, no exercicio 5 do §23, um problema do tipo acima, em que o poten-

cial é
Vo

Viz) = cosh®ax

E possivel determinar os niveis de energia e as funcoes de onda dos estados estaciondrios,
mas o uso de fungoes hipergeométricas torna desaconselhdvel seu tratamento em um curso
introdutorio.

O preco que se paga pelo uso de um potencial descontinuo é: como “ligar”
entre si as solucoes das trés regioes? A matemédtica nos da a chave: como a
equagao diferencial é de segunda ordem, sua solucao é determinada dando-
se, em um ponto, o valor da funcao e de sua derivada primeira. Entao, para
conectar as regioes, procedemos assim: em um ponto comum as regioes I e
IT (este ponto é x = —a) exigimos que ¢; = ¢y; e dor/dx = d¢rr/dx, onde
¢r é a solucao na regiao I, e ¢y é a solugao na regiao II. Para conectar as
regioes II e III, agimos da mesma forma:

d¢H(CL) o d¢1H(CL)
de  dx

Cbn(a) = ¢1H(a) €
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Em z = a,

C e " = Bsinga + B’ cosqa (85)
—kC e " = ¢qB cosqa — qB'sin qa (86)
Em x = —a,
Ae ™™ = —Bsinga+ B'cosqa (87)
kAe " = gBcosqa+ ¢B sinqa (88)

E uma questao de técnica determinar as constantes. Dividindo (85) por (87)

temos: )
C Bsinga + B’ cos qa Btanga + B’

i = 89
A —Bsinga+ B'cosqa  —Btanga + B’ (89)
Pondo tan ga = t, temos
C tB+ B’
R el 90
A —tB+ B (90)
Dividindo (86) por (88) temos
_g_chosqa—qB’sinqa (o1)
A ¢Bcosqa + qB'sin qa
o C BB
R _ 92
A tB'"+B (92)
Combinando (90) e (92), temos
C tB+B tB'-B (93)
A  —tB+B tB'+B
De onde se tira sem dificuldade que
(t* 4+ 1)BB' =0 (94)

Isto nos informa que temos ou B = 0 ou B’ = 0. Para B = 0 as fungoes
sao, na regiao —a < x < a, cosenos, ou seja, sao funcoes pares de x. Para
B’ = 0, sao senos, ou seja, funcoes impares de x. Vamos tratar os dois casos
separadamente.

(i) B' = 0 (fungdes fmpares).

¢(r) = Bsingr para |z] <a (95)
¢(xr) = —C €™ para < —a (96)
o(r) = Ce ™ para = >a (97)
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Note que A = C, pois ¢(a) = —¢(—a), ja que a funcao é impar.
Para = = a temos as relagoes:

Bsinga = Ce "™ (98)
qBcosqa = —kCe "™ (99)
E desnecessdrio fazer uso das relagoes em © = —a, porque, sendo a funcao

impar, elas repetem as relagoes em x = a. Dividindo a de cima pela de baixo,
obtém-se: ¢
tanga = —— (100)
K

E esta equ¢ao que ird determinar para que valores da energia existem es-
tados estacionarios nesse pogo. Equagoes deste tipo (que nao sdo equagoes
algébricas!!, e s6 em raros casos podem ser resolvidas analiticamente. Este
nao é, infelizmente, um desses raros casos. Recorre-se entao a solugoes
numéricas. Neste particular caso, porém, é possivel usar um método gréfico
que ilustra muito bem as caracteristicas gerais da solucao.

Em primeiro lugar, vamos escrever (100) de outra forma. Introduzo as
variaveis £ = qa e n = ka, que sao tais que

E+n* = gad® + k*a* = a®*(¢° + k) (101)
ou 5
&4 = h—ZLVOaZ (102)
Nessas variaveis, a equagao (100) fica
tan& = & (103)
n
Mas 5
m
n = a2?VO - &, (104)
logo,
2m -3
_% _ ¢ [?V()Cﬁ _ 52} (105)
e a equagao (103) se escreve
2m 2 2 ~3
fané = —¢ [?vo @ —¢ } (106)

"Uma equacdo algébrica tem a forma de um polindmio igualado a zero.
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Cada solucao desta equacao da um valor de &, e, portanto, um valor de ¢, ou
seja, de |E|. Esta é, por isso, a equagao para os autovalores da energia .

A idéia é a seguinte: traco os graficos da funcao tan ¢ e da fungao que estéd
no segundo membro de (106). Onde as curvas se cortem estarao os valores
de & que sao as solugoes de (106).

Para tragar a curva da funcao que esta no segundo membro, vamos estudar
um pouco suas propriedades. Vamos analisar a funcao

2m -3 -1
7€) = ~¢|Zrveat - €| "= —¢ (- ¢) (107)
Sua derivada pode ser escrita, apds alguma algebra,
A2
flQ)=-——= (108)
(A2 — 52)%
e é sempre negativa, tornando-se —oo para £ = A, isto é
2
=1/ 7z% a (109)

O grafico abaixo contém as curvas y = tan{ e y = f(£) As solugoes da
equacao

=

fané = —¢ [i&—?%f _ gﬂ ) (110)

sdo as interseoes dessas duas curvas. Como & = qa e ¢ = /2% (Vo — | E|),

os valores de £ que satisfazem a equagao acima permitem calcular os valores
de FE correspondentes. Esses serao os valores possiveis para a energia do
sistema.
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Na figura, as curvas continuas sao a funcao y = tan¢ e a curva pontilhada é a fungao

y = f(&). Os pontos 1 e 2 correspondem as solugdes da equagao.

Vemos assim que o nimero de autovalores da energia para os estados impares

é finito, podendo ser nulo (se A < 7).

(ii) B = 0 (solugoes pares).
Neste caso as equagoes ficam:

C e "
—kC e "
A 6_Ha

kA e "

B’ cosqa (111)
—qB'sinqa (112)
B’ cosqa (113)
qB'sin ga (114)

Comparando (111) com (113) vemos que A = C'. Dividindo (114) por (113)

temos, entao,

- tan qa (115)
q

e, introduzindo de novo as variaveis £ = aq e 1 = ka,

Ui

tan¢ = (116)

§



com

Vo — & (117)

de maneira que a equagao que determina os autovalores da energia é

tané = %,/2?2%_3, (118)

2
16 = gy - = /e —e (119)
Temos que £ < A (£ >0) e

lim /() = o (120

C R S N
dr g o A? — €2 <0 paratodo &  (121)

Seja

A figura mostra algumas solu¢oes da equacao para os autovalores da energia . Sao as
intersecoes entre a curva pontilhada e o grafico da tangente. Note-se que, por pequeno
que seja A, sempre havera ao menos uma solugao.

Podemos concluir entao que o poco quadrado possui sempre solugoes de
energia negativa. Os autovalores da energia de tais estados sao discretos e

em numero finito. O menor valor, correspondente ao estado fundamental,
ocorre para um estado cuja funcao de onda é par.
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10.3 A equacgao da continuidade

O interpretacao probabilistica da mecanica quantica é introduzida pelo pos-
tulado de Born'?, que diz que |y (z,y,2)|?dxdydz é a probabilidade de a
particula, cuja funcao de onda é i(z,y, z), estar, em um determinado in-
stante, num elemento de volume dx dy dz em torno do ponto de coordenadas
T, Y,z

Queremos examinar o que ocorre com |1(x, vy, z)|> quando o movimento
da particula é levado em conta.

A equagao de Schrodinger diz que

o -

_ T X2
ihor = =5 V3 + Vi) (122)

Tomando-se o complexo conjugado, termo a termo, temos

* 2
a(;/; = h—vzw + Vyr. (123)

Multiplicando (122) a direita por * e (123) & esquerda por ¢ e subtraindo,
obtemos

5 0v

—ih

o Oy|? e =
Wy im0 - (@ ) (124)

O segundo membro pode ser posto numa forma mais transparente, notando
que

V. (¢"Vy) = Vi .V + 4"V (125)
ou
WV = V. (¢Ve) - Vi Vi (126)
Tomando o complexo conjugado desta relacao:
YV = V. (¥Vy) - V. Vo* (127)
Subtraindo (127) de (126),
(V) — V") = V. (¢*Vy — V) (128)
Levando (128) ao segundo membro de (124), chega-se a
Ol W e =
5 =5V (vV — V) (129)

12Max Born, grande fisico tedrico aleméo, professor em Géttingen, de quem Werner
Heisenberg era assistente, quando criou a mecanica quantica
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Introduzindo as notagoes

p = ¥ (130)
jo= 5= (Ve ey (131)
temos, entao,
0p = -
i = 132
BT +V.y=0 (132)

que tem a forma da equacao da continuidade, conhecida seja da mecanica
dos fluidos, onde explicita a conservacao da massa do fluido, seja do eletro-
magnetismo, onde faz o mesmo para a conservacao da carga. Poderiamos
entao dizer que ela expressa, aqui, a conservacao de probabilidade.

Assim como, no eletromagnetismo, a equacao da continuidade fornece
detalhes sobre como se d4 a conservacao da carga '*, na mecanica quantica
ela faz o mesmo com a probabilidade.

Aqui convém adotar uma linguagem que, embora eqiiivalente, é mais
familiar do que a que usamos até agora. Suponhamos que, em vez de uma
particula, considerassemos um conjunto de réplicas da particula, idénticas,
ou seja, com a mesma funcao de onda, e independentes, isto é, que nao
interagem. Sejam N essas réplicas. Se normalizarmos a fungao de onda de
modo que

[EMu@E =N, (133)

estendendo-se a integral a todo o espaco, e considerarmos um volume V
delimitado por uma superficie S fechada, a integral

Ny = | ditu()? (134)

dara, nao a probabilidade de uma particula estar em V', mas o nimero Ny
de particulas, das NN existentes, que estao dentro de V. Seja 77 o campo das
normais externas a superficie S. Temos

AN _ 9P e —/ V.j & = —/j'.ﬁ ds (135)
dt v Ot 1% 5

13Por exemplo, ela diz que o seguinte fendmeno viola a conservacao da carga: uma carga

desaparece aqui e aparece, imediatamente depois, na nebulosa de Orion. Isto porque a

equacao da continuidade exige que o desaparecimento de uma carga de dentro de um

volume seja acompanhado pela passagem da carga através da superficie que delimita esse

volume. Como isto é valido para qualquer volume, a implicagdo é que, para uma carga ir

de um ponto ao outro, ela deve passar, continuamente, por posi¢coes intermedidrias. Dai o
nome “equacao da continuidade”.
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onde, na ultima passagem, fizemos uso do teorema do divergente. Supon-

hamos que Ny decresca com o tempo. Entao % <0,e

/Sj.ﬁ ds > 0. (136)

A Eq.(136) mede, portanto, o numero de particulas que, na unidade de
tempo, saem do volume V, atravessando a superficie S (este saem, para
ser mais preciso, ¢ o nimero de particulas que saem menos o de particulas
que entram, por unidade de tempo). Depreende-se disso que, se dS é um
trecho infinitesimal de uma superficie, e se 77 for uma normal a ela, entao

j.idS

é o nimero (resultante) de particulas que atravessam dS por unidade de
tempo no sentido indicado pela normal. Se o nimero for negativo, o fluxo
majoritario sera no sentido de —1.

10.4 A barreira de potencial

Uma particula de massa m se move num campo de forcas, com uma energia
potencial da forma

MNote que (136) contém apenas os valores de j na superficie S.
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ou,
Vo para |z|<a

Viz) = 0 para |z|]>a

sendo sua energia total £ localizada entre 0 e V. Vamos procurar seus esta-
dos estacionarios. Para especificar mais o problema, digamos que a particula
incide sobre a barreira vindo da esquerda.

Se estivéssemos tratando de estados localizados (pacotes de onda), a car-
acterizacao deste particular problema (incidéncia da esquerda para a direita)
seria trivial. Mas, para estados estacionarios, isto é, tais que a probabil-
idade de posicao nao depende do tempo, isto é mais sutil. Recorramos a
uma imagem cldssica. Para conseguir um fenomeno andlogo (isto é, sem
dependéncia temporal) na mecanica cldssica, precisamos recorrer a muitas
particulas, incidindo sobre a barreira da esquerda para a direita. Imaginemos
um fluxo continuo dessas particulas. Depois de um certo tempo, teremos uma
figura que nao se altera mais, constituida por um certo niimero de particulas
incidindo sobre a barreira, superpostas a um fluxo de particulas refletidas
por ela. Embora cada particula esteja se movendo, o conjunto todo parece
parado, no regime estacionario. O fato de as particulas virem da esquerda
pode ser descoberto, neste regime estacionario, pelo fato de que ha particulas
refletidas a esquerda da barreira.

Passemos ao caso quantico. No regime estacionario esperamos ter, como
no caso classico, ondas incidentes e ondas refletidas, a esquerda da barreira.
Mas, e esta ¢é a principal diferenca introduzida pela mecanica quantica neste
problema, pode haver ondas saindo da barreira, no lado direito. O que
caracteriza, entao, o problema estacionario como advindo de uma particula
incidente da esquerda para a direita é que, do lado direito da barreira, existem
apenas particulas afastando-se da barreira.

Para |z| > a temos as regioes I e 111, onde a particula ndo estd sujeita a
nenhuma forca. Nestes casos,

h? d*
- T _F 1

2m dx? v (137)
ou 20

F i —k*) (138)
onde usamos o

k= % (139)
A solugao geral de (138) é

Y(x) = AT 4 Alemike (140)
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e ¢ um estado estacionario, portanto, com dependéncia temporal dada por
uma exponencial:

Vi, t) = (A et 4 A7) et (141)

onde -
oL (142)

2m

A corrente de probabilidade
F= (¥ — V)
)= 2m

d4, para a as parcelas que constituem a funcao (140):
(i)Para ¢(x) = expikz (k > 0),

B (8 e

2m dx dx m v (143)

ou seja, ¥ representa uma particula com velocidade positiva, movendo-se

da esquerda para a direita.

(ii) Para ¢(z) = exp —ikz, temos v < 0, e a particula se move da dire-
ita para a esquerda.

Para fixar o nosso problema, diremos entao que, na regiao I teremos
Para © < —a ¢(z) = AE*® 4 Ale™ihe (144)

que inclui a particula incidente (expikx) e a refletida (exp —ikz).

Na regiao III tenderiamos a supor que a funcao de onda fosse zero,
baseando-se na mecanica classica, pois uma particula classica nao pode atrav-
essar a barreira: na zona II ela teria uma energia cinética negativa! Porém,
se fizessemos esta hipdtese, nao encontrariamos solucao. Pomos, entao,

Para = >a (z) = C ** (145)

que descreve uma particula que, vindo da esquerda, ultrapassou a barreira.
Finalmente, dentro da barreira (regiao II), a equagdo de Schrodinger é

h? d*y
—5 o+ Vou = EY (146)
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ou

2, aan
com
K? = i—? (Vo — E) . (148)
A solugao geral desta equagao de Schrodinger é
() =Be ™ 4+ B €™ comk>0. (149)

Vamos denominar “funcao de onda incidente” ao termo
Aeth (150)

“funcao de onda refletida” ao termo A’ =% e “funcdo de onda transmitida”
ao termo C' e,
A densidade de corrente incidente é

. hk
Jr= E\AF : (151)

Definimos e
jr=—|A"? (152)

m

como a densidade de corrente refletida, e

. hk
jr = —|CJ? (153)

m

como a densidade de corrente transmitida. Entao, devemos ter (para que
nao desaparegam particulas),

Jr=Jjr+Jr - (154)
Definido os coeficientes de reflexao e transmissao por
R =2 (155)
JI
T = (156)
JI
podemos entao escrever a relagao entre as correntes como
R+T=1 (157)

Note que a densidade de corrente dentro da barreira é zero (calcule!).
Logo, usando

ap - -

a5 TV (158)
vemos que, dentro da barreira, % = 0, ou seja, p ¢é constante. Logo, nao hé
variagao no numero de particulas, dentro da barreira.
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10.4.1 Condicoes de contorno

A continuidade das fungoes de onda e suas derivadas em x = —a e x = a dé
as seguintes condigoes:
(i) Para z = —a:
A e—ika 4 Al eika — B eho 4 B/ e Ha (159)
ikA e ™ — kA e* = kB e+ kB e (160)

(ii) Para x = a:

Ce* = Be ™4 B e (161)
ikC % = —kBe ™" + kB e (162)

Dividindo (161) por (162):

1 B 6-&(1 _'_ B/ eli(l
— 1
1tk —kB e f + kB ere (163)
de onde se tira
(ik + k)e "B + (ik — k)e"™ B’ =0 (164)
Como a func¢ao de onda dentro da barreira é
Y(r) = Be ™ + B ™ (165)
temos, escrevendo B’ em termos de B,
K+ ik
— B —KT —2Ka KT 1
P(x) {e +7/~€—ik‘e e } (166)

onde se vé que o termo dominante é a exponencial decrescente exp —kx.
Voltando & equagao (161), obtém-se facilmente que

c 26 (ik—r)

E = m€ @ (167)
’ C? 452
K
‘E - 7/{2 —l_ k‘2 (168)
Vamos introduzir as quantidades
A C B B’
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As equagoes (159),(160),(161), (162) entao ficam:

D G AN (170)
ike® — ik X e** = —kZ e 4 w7 e (171)
Y ekt = Zem 7 et (172)
ikY e* = —kZ e 4 k7 e (173)
Como Z'/Z = B'/B,temos
K+ ik
7' = ey 174
K — ike (174)
Introduzindo os simbolos auxiliares
K+ ik
W — ke —3ka 175
et + ——° (175)
‘ k
K Kk+1
W/ _ | _pka —3Kka 176
ik:(e TN ) (176)
podemos, apds alguma algebra, obter
165> E2ka
T=Y]= 177
Yl K2+ k2 |W + W'|? (177)
W _ W/|2
R=1X?= 7| 178
X = (173)
¢ T 1652 k2
R -2
L Ka 179
R /<;2 + k2e ‘erm _ €—3na|2 <H2 + k2) ( )
de onde se vé que o comportamento assintético de 1—7; é dado por
T 4
Z o~ g dra 180
e (150)

que revela, ao mesmo tempo, a inevitabilidade do tunelamento (a auséncia
de tunelamento seria 7'/ R = 0) e se trata de um efeito pequeno, para valores
apreciaveis de a.

Posteriormente, quando estudarmos a aproximacao quase-cléssica, sere-
mos capazes de obter expressoes mais simples para o tunelamento.
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11 Algumas técnicas matematicas

11.1 A funcao delta de Dirac

Considere a funcao d.(p), definida assim:

de(p) = 0 para p>e
de(p) = 0 para p< —e
1
de(p) = 5 bara —e<p<e
Temos, claramente,
00 e 1
| adwip= [ 5-dp=1 (181)
—00 —e 4€

Seja f(p) uma funcao continua. Entao,
o / / / pe i / 1 pe / /
[ s sy = [T I = L [ onay (s2)
—0c0 p—e € 2¢ P

No limite para ¢ — 0, esta ultima integral da

2¢f(p)
de forma que a Eq.(182) pode ser escrita

/_ O:O f@)oe(p —p')dp’ = f(p) (183)

A fungao delta de Dirac, d(p) é definida, simbolicamente, como o limite, para
e — 0, da fungdo d.(p). Suas propriedades, que podem ser motivadas por
esse limite, podem ser sintetizadas assim:

/OO d(z)dr = 1
d(x) = 0 para x#0
| def@ie—a) = f(@

Nessas relacoes a integral nao precisa realmente ir de —oo a co. Basta que
seja em um intervalo que contenha o ponto em que o argumento da fungao
delta se anula.

Estritamente, tal fungdo nao existe. Trata-se de um simbolo que abrevia muito os
calculos. Atendo-se as regras exibidas, nenhum dano é causado, a nao ser a légica, a
vitima usual. A teoria que justifica essas operagoes e restitui a implacabilidade da lgica
foi desenvolvida pelo grande matematico francés Laurent Schwartz, e se chama “teoria das
distribuigoes”. Para um tratamento adequado da “funcao delta” recomendamos as notas
que se encontram no site do professor Joao Carlos Alves Barata,no endereco:
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http://denebola.if .usp.br/"~ jbarata/Notas_de_aula/arquivos/nc-capl2.pdf

Outras relagoes importantes envolvendo a “fungao delta” sao as seguintes:

5z) = % [ et (184)
S(—2) = o(x) (185)
5(f() = ﬁa(x—xo) sendo f(zo) = 0 (186)
dax) = \a|6() (187)

o(r) = d(z)o(y)d(2) (188)

onde, nesta dltima, se tem 7 = 27 + yJ + k.

11.2 Integral de Fourier

A integral de Fourier é instrumento fundamental na mecanica quantica.
Trata-se de uma extensao das séries de Fourier que permite obter expansoes
de funcoes que nao sao peridédicas. Este nao é o lugar para se adquirir fluéncia
no uso, e uma boa compreensao dos métodos da andlise de Fourier. O leitor
devera dedicar algum estudo a este topico, presente em todos os livros de
fisica-matematica. De minha parte recomendo o livro de Arnold Sommerfeld,
Partial Differential Equations of Physics. Um belissimo livro de matematica
sobre este mesmo tema, é Korner, Fourier Analysis, um dos livros mais boni-
tos que ja li.

_ Alintegral, ou transformada, de Fourier de uma funcao f(z), ¢ uma fungao
f(k) a ela ligada pelas relagoes

fl@) = [ akfwet (189)
) = o [T pwet (190)

Pode-se verificar a consisténcia dessas relagoes com o uso da funcao §(z):

@ = [ dk(21 [ dyster) et
flo) = / / ke @)

- /- oof(y)5(fv ~y) = f(@)
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A transformada de Fourier de uma funcao constante, f(z) = K, é:

flk) = 1 /OO drKe ™ = Ki /OO dre™ % = K§(z)
27'(' —00 271' —00

ou seja, a transformada de Fourier de uma constante é um multiplo de
delta(z). Um outro resultado importante é a transformada de Fourier de
uma gaussiana: seja f(x) = exp ~**". Sua transformada de Fourier é

ou seja, a transformada de Fourier de uma gaussiana é outra gaussiana.

12 O espectro continuo

A equacio de Schrodinger de um sistema fisico de hamiltoniano H é

oy
ZE—Hw

Suponhamos que 1) seja um estado estacionario, ou seja, que

Inserindo-se esta expressao na equagao de Schrodinger , obtém-se uma equacao

para ¢ (7), que é A
Hy(r) = Ey(r) (191)

conhecida como equacao de Schrodinger independente do tempo. Resolve-la
é determinar o par (¢(7), E), onde E é um ntmero.

Para exemplificar, vamos tratar um caso muto simples: uma particula
livre, de massa m, que se move ao longo do eixo z. Neste caso

~D 2 2
g _ _n
2m 2m Ox?
ea Eq.(191) é
h? d*y)
— = F . 192
2m dx? v (192)
Introduzindo
12 2mE
h2
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podemos reescrever a equacao acima assim:

d*y
=Ky (193)
cuja solucao geral é ' '
Y(z) = Ae™ + Be ™k (194)
com A e B arbitrarios. Existe solucao para todo k, e, como
21.2
o IR
2m

existe solucao para todo E > 0. Diz-se entao que o espectro é continuo.
Seja O um operador associado a uma quantidade fisica de espectro continuo.
Escreveremos a equacao de autovalores assim:

Oty = Opiy (195)

onde o indice f agora varia continuamente. Como veremos mais tarde, as
autofuncgoes associadas a um espectro continuo nao sao normalizaveis, isto é,
nao é possivel impor para elas a condicao

[ lrldg =1

Exemplo: a funcao de onda de um estado estacionario de uma particula livre,
cuja parte espacial vimos na Eq.(194), é

U(z,t) = Aetkr=e — Aeihre Bt (196)
onde usamos w = % Entao
[¥(z,t)]* = |A]
e, por isso,

/°° da|ib(z, t)|? = |A|2/°° dr = 00 |

A seguir vamos descobrir uma maneira de normalizar adequadamente as
autofuncoes ligadas a um espectro continuo.

Seja ¢ uma funcao de onda normalizdvel. A expansao dela em autofuncoes
da quantidade fisica O, cujo espectro é continuo, ¢é

(0 I/dfaﬂﬁf (197)
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Queremos que |ay|*df seja a probabilidade de que, efetuada uma medida de
O, o valor obtido esteja entre f e f + df. Logo, [|as|?df = 1. Da mesma
forma, [ dq|y(q)|*> = 1. Segue que

[azasdr = [vrwdg (198)

e, como
v = [ dfaju; . (199)

também que

[ azasdt = [ ([ drazo;) wda = [dra; [dauje (200

Comparando o primeiro termo com o ultimo, temos

ag = /dqw;w (Fourier) (201)

que permite calcular os coeficientes da expansao v = [dfasiy.
Rescrevendo a expansao acima como ¢ = [ df’ a’fw 7 e usando-a na Eq.(656),
temos

ar = [ dav; [ dfapoy = [ df'ap [ daviuy (202)

Mas
ar = [ df'apd(f = 1) (203)

Comparando as duas ultimas, obtém-se
[ davii = o(f = f) (204)

que é a relagao de ortogonalidade para autofuncoes do espectro continuo.
Conseqiientemente, as relacoes basicas para o espectro continuo sao:

Y = / dfasis (205)
[vrwda = [ dflaP (206)
a = [davje (207)
[vivpda = 67 - 1) (208)
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13 O oscilador harmonico

Uma particula de massa m executa movimento unidimensional sob a agao
de uma forca elastica —kx. Isto é um oscilador harmonico. Sua energia
potencial é V(z) = %mw2x2, e. portanto, a equacao de Schrodinger para
estados estacionario é

~5- 0% + —mw?z?p = By (209)

Note-se que w = \/g .

A Eq.(209) pode ser escrita na forma

1 [(hi) " <mwx>2] b= By (210)

om |\ i du
Daqui se vé que

j [(?%)2 + (mw:c)2] (211)

Considere os operadores

1 h d
=—|—-——=1 212
as o (z T zmwx) (212)
Um céalculo simples mostra que
1 ((hd) ;) 1
= ([ - 21
™ ((z d:):) + (mwx) ) + 2hw (213)
de maneira que, usando (211),
1
(a_a+ - 57’1@0) Y = E (214)
Um outro céalculo simples resulta em
la_,ay] = hw (215)
A Eq.(214) da
1
(a_a+ —aya_ +aga_ — 57’1@0) v o= By
1
([a_, a+] -+ aLa_ — 571(4)) lp = E¢
1
<a+a_ 4 5%) v = Eo (216)
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Lema 1: Seja v um estado estacionario do oscilador harmoénico de energia
E. Entao a1 é um estado estacionario de energia E + hw.
Dem.:

(a+a_ + %hw) (ay)) = ara_a i + %hw(agﬁ)

1 1
=ay (a_a+w + §hww> =ay [(a_ay —aya_+aya )+ gﬁuﬂb

asaJo+ (aga + lhw) 0] = vl + By = (B + b))

2
Ou, R
H(asv) = (B + hw)(as1) (217)
Analogamente se mostra que
H(a_) = (E — hw)(a_1) (218)

Lema 2: A energia do oscilador harmonico é > 0.

Dem.: Esta demonstracao depende de um Lema, demonstrado mais adi-
ante,’ junto & Eq.(290). Como H pode ser escrito como a soma de dois
operadores hermiteanos ao quadrado,

- () (5

segue que (ﬁ ) > 0. Como os autovalores de um operador sao casos par-
ticulares de seus valores médios (quando os estados sdo as autofuncgoes), a
desigualdade acima proibe a existéncia de autovalores negativos do hamilto-
niano.

Em decorréncia disso, deve haver um estado 1 tal que

a_iy =0 (219)

De fato, se nao fosse assim, dada qualquer autofuncao do hamiltoniano do
oscilador harmonico, a aplicacao a ela do operador a_ geraria uma outra aut-
ofuncao , de energia menor, o processo podendo se repetir indefinidamente,
até se chegar a energia s negativas, o que ¢é proibido.

Explicitamente esta ultima equagao é

\/%—m (?% — z'mw:)swo> =0 (220)

150 leitor ha de perdoar esta pequena violacdo da causalidade...
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diy __me

dv _?MJO
o _ I da
Yo h
Yo(x) = Kexp (—% [L’) (221)

Esta é a funcao de onda do estado estaciondrio do oscilador harmonico. A
energia desse estado é obtida assim:

Hipo(x) = <a+a_ + %hw) o(z) = %hw%(z) (222)
Logo, temos
Ey = %“} (223)

O estado de energia imediatamente mais alta, chamado de primeiro estado
excitado, tem a funcao de onda

U (x) = aypho(x) = \/%—m (?% + imwa:) exp <—7;1—;x2> (224)

ou

U (z) = Kz'\/?wx exp (—%zz) (225)

e possui energia

1
By = (14 5)hw (226)
Mais geralmente,
mw
Un(z) = Ap(as)" exp (‘ﬁlﬂ) (227)
1
E,=(n+ §)hw (228)
e, com algum esforco, pode-se mostrar que
mw\ 1 1
A, = < > (229)
mh n!(hw)™

Vamos fazer o esforgo mencionado acima. Seja ¥p(x) a autofun¢do normalizada do
estado fundamental do oscilador harménico. Entao,

Po(z) = (%)% exp (—%xz) (230)

52



e seja
n(x) = Ky (a1)" do(2) (231)
Temos, obviamente,

Yn1(x) = Kn1 (a4)" " o(@) (232)

de onde se deduz que

Ky

Un(@) = Kna ((@4)"o(@) = Z=—as¢n1(2) (233)
Considere a integral de normalizacao de 1, (x):
K, |? K, |?
[azvi@n@) = |2 | [ dstasinn @) = || [ doviamasvas
Kn,1 anl
(234)
onde usamos o fato de que o adjunto de a; é a_. Pela equagao (214), temos
1 hw
a—aythp—1 = hwin —1+ 5)1/17171 + 71/17171 = hwip, 1 (235)
Logo, podemos escrever
K2
/wfl(ar)wn(:r)da: = ‘ L ﬁwn/dﬂ/)fl_li/)nfl (236)
n—1
Iterando este procedimento, teremos
Ky |? Ko | )
/ Un (@) (2)da = o| (hw)*n(n —1) / daiy _yn-s  (237)
anl Kn72
ou
K, |
/1/)Z(x)1/)n(:zr)dar = ‘K ; (hw)?n(n — 1)\/1d17¢:;_21/}n72 (238)
Prosseguindo, chegaremos a
/1/’2(1?)%(33)6156 = |K,|” (hw)”(”!)/d%&/fo(ﬂ?) =1 (239)
ou seja,
Ky=—— (240)
(hw)m™n!
Portanto,
n mw 1 1 mw o
Un(2) = Kn(at)"Yo(z) = (ﬁ) VoD exp (—%x ) (241)

Um oscilador harmonico que nao oscila é decepcionante. Se calcularmos o
valor médio da posigao, (Z), nos estados estacionarios do oscilador harménico,
que vimos até agora, encontraremos (e o leitor deve obter isso por conta
proprial)

() =0 (242)
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ou seja, nenhuma oscilacao! Estados estacionarios nao sao apropriados para
comparar o sistema quantico com o analogo classico. Para obter alguma coisa
semelhante a um péndulo, devemos estudar pacotes de onda. Os particulares
pacotes de onda que vamos estudar agora se chamam estados coerentes. Con-
sideremos as autofungoes do operador a_, introduzido acima. Como a_ nao
comuta com H , as autofuncgoes de a_ nao serao, em geral, autofungoes de H ,
ou seja, nao serao estados estacionarios. Sejam entao ¢, funcoes tais que

A_o = APy, (243)

Como o operador a_ nao é hermiteano, os autovalores « serao ntimeros com-
plexos quaisquer.
Lembremos que os estados estacionarios podem ser escritos em termos do
estado fundamental assim:
1

() = W(%)"%(@ (244)

Vai ser importante nos calculos que faremos a seguir a seguinte quantidade:

1 § o gy
(Vn, 0a) = W ((ag)"o, da) = 7n!(hw)" (0, (a-)"Pa)
= 7n!(ﬁw)"(¢0’ Do) (245)

Vamos agora expandir ¢, (x) em estados estaciondrios. Para simplificar a
notacao, vamos introduzir a abreviagao

w3

K, = (hw)~
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Cba(z) = Z(%,%)%

K,
- ﬁ (Yo, $a )
K,o"
K,a" K,
= C'Z \/ﬁ a+)
2
- CZ Kl O‘“* (246)
K? " 1
6ulr) =C Y %@b —oy () W e
A constante C' ¢é determinada normalizando-se ¢,(z), como segue:
1 1 m
= e =0 (S5 () e S () )
1 fa"\" 1 fa\™ " "
= 0221135 <7.M> ;ﬁ (ﬂ) ((a+)"o, (at)™to)
- Y L n!(fiw)"
w (nh)? (hw)?r
_ 2 a1
B ; n! (hw)"
= (CZ%exp <|§—|2>
Logo,
2
C =exp <—%>
Voltando a expansao,
B |Oé|2 a’
Ga(T) = exp <_2hw> zn: n!(hw)”¢n (248)

Para obter a dependéncia temporal de ¢, (x) precisamos demonstrar um re-
sultado geral:
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Teorema: Seja H o hamiltoniano de um sistema fisico, e sejam v, (z) suas autofuncoes.
Sabemos que

i
Un (2, t) = Uy (x) exp (—ﬁEnt>
onde os E,, sdo os autovalores de H , Ou seja, satisfazem as equagoes

Seja ¢(z) um estado qualquer desse sistema, e
(z) = Z antn ()
n
sua expansao nas autofuncoes de H no instante ¢t = 0. Entao,

x,t) = zn: antn(2) exp <—%Ent) (249)

onde os a, sao os mesmos da expansao em t = 0.
A demonstracao consiste em mostrar que ¢(x,t) satisfaz a equagao de Schrodinger

G
5 = Ho(x,t)

ih

com a condicao inicial ¢(z,t = 0) = ¢(z).
De fato,

ihop(x, t)0t = ih Z an1/1n(x)% exp <—%Ent)

- Zan nwn eXp (__E t) H;ann@) exp (—%Ent>

= He(z,1)

A verificacao da condicao inicial é trivial.

Aplicando este teorema a Eq.(248), temos

¢a(z,t) = exp (— |207é'z|:> \/71% exp ( E t) (250)

ou

dolz,t) = exp <—|26;_L|:> ; a Wy, €xp (—ihw(n + 1/2)15)

n!(hw)" h
da(z,t) = exp <_|2675L|w> ; (O:‘;;;))nqﬁn exp (—%t) (251)



Comparando com a Eq.(248), vé-se que:

iwt

Ga(7,1) = Pape” 2 (252)

com '
a(t) = ae™ ™! (253)

Podemos agora calcular () no estado ¢, (x,t).
<i‘> = ((ba(l', t)v Li'(ba(.flf, t)) - ((boc(t)u ij@g(t)) (254)

Da definicao de a, e a_ obtém-se facilmente que

T = Tom uJ(aJr —a_)
logo,
() = (Ga), #dam)) = % » { (90, 0+ 00()) = (Ga) a-6uw)}  (255)
Mas

a-Qagy = (t)Pa)
e, como ay ¢ o adjunto de a_,
a’+¢a(t) = O‘*(t)QSoz(t)

Logo,
1

)= s

Pondo a = |a] exp id, temos

{a"(t) — a(t)} (256)

Oé(t) — |a‘e—i(wt—5)

A\ o i(wt—03) —i(wt—0)\ _ 2 .
(#) = NN (e e )—\ozh/mesm(wt 5) (257)

e surgiu finalmente a oscilagao procurada! O valor médio da posicao, nesse
estado, oscila exatamente como no caso classico.



13.1 Exercicios

Para uso nos exercicios subseqiientes, apresentamos aqui uma tabela de
funcoes de onda de estados estacionarios do oscilador harmonico.

n B nle) = () " ()

0 Lhw (1) e—v?/2a? 2

1 2hw E g/z (z) Egc)/za

2 Sho (g [ ]e‘mz/za

3 5 (i) [12 (2) -8 (zﬂ e /20"
9 1) N 2o
21 (384aﬁ) {12—48( ) + 16 (5) }e

onde a = %

1.(a) Mostre que o parametro a que aparece na tabela é igual ao desloca-
mento maximo de um oscilador classico de energia %hw.

(b) Verifique que a expressao (1+bx2)e_m2/ 20% atisfaz a equacao de Schrodinger
para o movimento harmonico simples com energia F = ghw. Qual o valor

para b?

2. Considere o meio-oscilador harmonico, isto é, uma particula cuja energia
potencial é

V(x):§kx2, x>0

(a) Compareas fungoes de onda dos estados estacionérios deste sistema com
as do oscilador harmonico normal com os mesmos valores de m e k.

(b) Quais sao as energia s permitidas para o meio-oscilador?

(¢) Invente um sistema que seria o analogo macroscépico deste sistema quantico.

3. Regioes classicamente proibidas para o oscilador harmonico simples.

Usando a funcao de onda normalizada para o estado fundamental do oscilador
harmonico, calcule a probabilidade de que uma observacao da posicao detete
a particula numa regiao classicamente proibida. A integral que vocé obterd
nao pode ser resolvida analiticamente. Olhe o resultado numérico numa
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tabela da error function, ou nos programas Maple ou Mathematica.

4. A tabela exibe as fung¢oes H,(x), denominadas polindémios de Hermite.

2 , ~ . < A . . .
(a)Mostre que e~" 2% § uma fun¢do geratriz dos polinomios de Hermite, isto
é, que
5 9 o tTL
—t 13
ot 2T _ z:o —!Hn(x)
n=

ao menos até n = 4. Determine Hs(z).
(b) Tomando a derivada desta expressao, demonstre as relagoes de recorréncia

—H,(z) = 2nH, (z)
H,1(z) = 2xH,(x) —2nH, 1(x)

5. Valendo-se da expressao das fungoes de onda do oscilador harmonico,
mostre que devemos esperar que

/OO dre™ Hy(2)H(2) = /72" 06 m

14 Operadores unitarios e simetrias

As quantidades observaveis (resultados de medidas) aparecem, na mecanica
quantica, sob a forma de produtos escalares de estados,

(¥.6) = [ dav(a)o(a)

Um caso particular importante ¢ um “elemento de matriz” de um operador
O: X
[ da (@09(0)

Como toda teoria, a mecanica quantica admite transformacoes “de linguagem?”:
por exemplo, quando eu descrevo o mesmo fenomeno usando dois sistemas
de eixos ortogonais, obtenho descri¢oes distintas do mesmo fenomeno. Es-
sas descricoes devem ser equivalentes, ja que representam a mesma coisa de
pontos-de-vista distintos. E como se eu descrevesse o mesmo fendmeno em
inglés e em alemao: as descrigoes sao diferentes, mas tém o mesmo contetdo.

Como as quantidades fisicas sao representadas pelos produtos escalares
de estados, é importante o estudo dos operadores que conservam os produtos
escalares, ou seja, dos operadores U que sao tais que

(U, U¢) = (v, ) (258)
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ou, mais explicitamente,

[ davtayota) = [ da@e(@) Uol) (259)
Um operador linear é unitario, por definicao, se
UUt=0t0 =1 (260)

Seja U um operador unitario e considere as transformacoes de fungoes de
onda:

V(g = Uilq)
d'(q) = Udlq)

Entao,
[ dawd' = [ da(00) 0o = [dqu'0*06 = [ dguro

o que mostra que uma transformacao implementada por um operador unitario
conserva os produtos escalares. Mais detalhadamente, considere o produto
escalar

(.00) = [ dav*(a)06(a)

Sejam

Podemos escrever

N / A A A A~

(08(9)) = UO(q) = UOUTTU(q) = (UOU') ¢'(q)
Logo,
(¢.(00)) = [ da (TuA)" 0OU* (U6(a)) = [ dav*O6 = (v, 00)
Podemos interpretar este resultado assim: considere as transformacoes

vy = Uy
6oy = 0%

O—-0 = UOoU*
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Entao, temos:

/ gy (q)0'¢/ / dgv* (q)0d(q)

onde O' = UOU™ ¢ a transformagao de O pela acao do operador linear U.
Diz-se que um operador O é invariante por uma transformacao unitaria U se

~

Uout =0

ou, equivalentemente, se

-

OU =U0 (261)

14.1 Exemplos de operadores unitarios

O leitor verificard sem dificuldade que o operador 1, definido por
Iy =

é unitario. Para dar exemplos mais ricos, precisaremos definir a exponencial
de um operador.
Define-se € assim:

OOO + .. (262)

onde, naturalmente, se pode escrever 02 em vez de OO, etc. A idéia é
usar a expansao da funcao exponencial numérica como modelo da expansao
do operador. Usando-se esta definicao, pode-se demonstrar a importante
relagao de Baker-Hausdorff-Campbell:
. o 1 o .
eABe™ = B+ [A, B] + + 5714 (A A, BIJ + (263)

Uma aplicacao imediata é esta: para B= 1, temos
A _ 1

pois [4, 1] = 0. Logo, e™4 ¢ 0 operador inverso de e?

i0

Considere um operador da forma ¢©, com O = OJr ou seja, hermiteano.

Temos entao,
AN+ A iy
(620) —ec 0" _ e i0

() ) =
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ou seja, €' é unitario se O for hermiteano.

Exemplo: os seguintes operadores sao unitarios:

Ule) = er s
UAt) = e wla

Chama-se operadores unitarios infinitesimais operadores da forma
U=1+1ie0

com O = OT. Note-se que um operador desse tipo é o truncamento da série

que define o operador unitério e*“ que mantém apenas os dois primeiros

termos. Ou seja, um operador unitario infinitesimal satisfaz a condicao
)

de unitaridade desde que se desprezem termos que contenham poténcias

quadratlcas de € ou maiores. Explicitamente, temos, se U = 1 + €0,

U+t =1-— ZEO e

UU* = (1+i€0)(1 —ic0) =1 +ie0 —ieO + (...) = 1

Seja B um operador invariante por uma transformagao implementada pelo
operador unitario infinitesimal 1+ #e0. Entao

2€ A
b= (1+h0> (1—%0) B+%0B—

Logo, devemos ter [0, B] = 0. Sumarizando:

Seja B invariante pela transformacao unitdria U = e %0, Entao, [B , O] =
0.

Define-se simetria de um sistema com hamiltoniano H uma transformagao
unitéria que deixa o hamiltoniano invariante. Seja U = e#© uma simetria.
Entao, por definicao, [f], O] — (. Ora, isto significa que o operador O = 0, ou,
em outras palavras,que a quantidade fisica associada ao operador hermiteano
O 6 conservada. Desta forma associamos simetrias a leis de conservacao : a
cada simetria corresponde uma quantidade conservada. Este resultado, na
fisica classica, é conhecido como o teorema de Noether.

14.2 Exercicios

1.(a)Construa o adjunto do operador % — aexp (ir) onde a é um nimero
real.

(b) Mostre que [7, f(7)] = 2V f (7).
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2. Os trés operadores 121, B e C sao dados por
Ap(z) = 2*P(x)

By(z) = x%
Cip(z) = /_:;u¢(u)du

(i)Calcule [A, B] e [B, ().
(ii)Resolva o problema de autovalores

Cy(x) = Ap(x)
exigindo que ¥ (z) seja normalizavel. Que restri¢ao isto impoe sobre A?
3. Determine o operador unitario que efetua, sobre a funcao de onda de
um sistema, uma translacao espacial 1(r) — (7 + €), onde € é um “vetor
infinitesimal”. Usando o fato de que uma sucessao de translagoes independe
da ordem em que sao realizadas, demonstre que os operadores de momento

Dz, Dy € P comutam. Aproveite para mostrar que esses operadores sao her-
miteanos, sem calcular qualquer integral.

15 Rotacoes e o momento angular

Uma particula de massa m estd em um estado de fungao de onda (7).
Vamos executar uma rotacao infinitesimal dw sobre o sistema.'® Em sua
nova posicao, a funcao de onda sera

B+ 0F) = B(F) + (60 x 7).V (F)
desprezando-se os termos a partir dos quadréticos em |0&|. Como
(63 x 7).V = 6&.(F x V)
podemos escrever

Y(F+0F) = P(F) + 05.(7 x V).h(F)
= (1408.(7x V) ¥(7)

— (1 + %5&.(? X (—z’h)ﬁ)) Y(7) (264)

16Eqiiivalentemente, uma rotacdo —dw sobre o sistema de eixos em relacido ao qual o
sistema, é referido.
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ol o = (1+ %m.({?x G (265)

Denotando o operador;7 X f? por E, temos
W7+ ) = <1 + %&v.i) ) (266)

O operador L é denominado momento angular, e é escrito, mais detalhada-
mente, como

L=Lyi+Ly,j+L.k
Da Eq.(264) se tira a expressao

L= —ihix ¥ (267)
ou, para as componentes,

- . 0 0
L, = —ih <y$ - Za_y> (268)
> . 0 0
L, = —ih <28_x - x$> (269)
> . 0 0
L. = —ih <xa—y - y%> (270)

Como L é hermiteano (por que?),

U(63) = 1+ %mf

é unitario, e é a parte infinitesimal de

A

[ — pibs.L

que, atuando sobre a funcao de onda de um sistema, produz a funcao de
onda do mesmo, rodado de 6.

Exemplo:

(1) Rotagao em torno do eixo z: usando coordenadas esféricas, uma rota¢ao em torno do
eixo z muda o valor da coordenada ¢. A rotacdo que leva ¢ em ¢ + A¢ é caracterizada
por 0& = 6wzl;, com dw, = A¢. Logo,

—

U@6@) =1+ %&uzk.i =1+ 7 A¢L,
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Seja (o) a funcao de onda do sistema (explicitamos apenas o argumento que sera alterado.
A funcao de onda normalmente dependera de r, 6§ e ¢, quando o sistema é descrito em
termos de coordenadas esféricas). A rotacao considerada leva ¥ (¢) — ¥ (¢ + A¢p). Mas

b6+ A) = v(@) + A%%m@ - <1 4 Aasa%) b(6)

para transformacoes infinitesimais, e usando a formula dos acréscimos finitos do Célculo.
Outra maneira de escrever isto é

w(o+80) = (1+ z20L. ) v(0)

Comparando as duas expressoes, tira-se facilmente que
0

Lo =i (271)

A expressao explicita dos operadores f)x, f)y e L, em coordenadas esféricas
pode também ser obtida diretamente da Eq.(270) utilizando as férmulas de

transformacao
RN S
Vit t+y?
0 = arctan | ——

z
¢ = arctan (E)
x

Trata-se de um calculo simples mas trabalhoso. Vamos seguir um caminho
indireto mas mais iluminante. Primeiro, é conveniente medir o momento

angular em unidades de £, isto ¢, introduzir o operador [ tal que

L=nl
onde , de novo, X
U= 10+ 1,] + 1.k
As expressoes para as componentes de [ sdo, como segue de (270),
~ 0 0
l, = —i|ly——2— 272
! (yﬁz 28y> (272)
> (0 0
l, = —i (Za_x - x$> (273)
~ 0 0
l, = —i|lx——y— 274
; (x 2y m;) (271)



Por um calculo direto, ou pelo uso da regra de Dirac!” obtém-se:

~ ~

[Zaa lb] - 'L.Eabclc (275)

Como as componentes [ nao comutam entre si, nao hé autofungdes comuns
dessas componentes. Introduzindo o momento angular total

~
—

I=02+12+12

observamos que

72 72 72
[l >l1’] = [lxv ll‘] + [lyv ll‘] + [lm ll’]
Como o
12,1,] =0 (276)
2,1,]) = —il,l, —il.l, (277)
2,0 = id.d, + il . (278)
segue que

A direcao x nao tendo nenhum privilégio, segue que:

2 . 2 .
[lvly]:[lle]:Oa

A

Sendo assim, podemos construir autofungoes comuns a [ e uma das compo-

nentes de [. Por causa da expressao simples de [, em coordenadas esféricas,

escolhemos o par [ ,[,.

17A regra de Dirac diz: sejam A(p;, ¢;) e B(ps, ¢;) duas quantidades fisicas da mecanica
classica, e seja {A, B} o produto de Poisson (parénteses de Poisson) delas. Entdo, se A e B
sao os operadores hermitianos que representam essas quantidades na mecénica quantica,

temos a igualdade simbdlica: o

Ou seja, para obter o valor do comutador, calcula-se o produto de Poisson das quantidades
cldssicas correspondentes, multiplicando-se o resultado por —ih. Exemplo:
{LaaLb} = _eabch- L0g07 [Laa Lb] = Z.heabc-[/c'
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16 Autofuncoes do momento angular
Por razoes técnicas é conveniente introduzir os operadores nao-hermiteanos

Iy = I, +il, (279)
I = I,—il, (280)

Seus principais comutadores sao:

0,0 =0 (281)
= 14) =14 (282)
.0 = —I_ (283)
todas faceis de obter. Note-se ainda que
I 22 N a
lllo=1 -1+, (284)
A 22 A
Il =1 —1—1, (285)

16.1 As autofuncoes da componente z do momento an-
gular

As autofuncoes de [, sdo funcoes 1(¢) tais que

L (9) = L. (9) (286)

onde [, é um numero. Omitimos aqui, por simplicidade, as outras variaveis,
r e 6, de que a funcao ¢ em geral depende porque sao irrelevantes para este
problema. Como

-
temos, para a Eq.(286),
L%y (287)
op ~
cuja solucao é
V(g) = Ke'* .

Devemos ainda ter

(¢ + 2nm) = ¥(¢)
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0 que exige que

ezlz2n7r -1

ou seja, que [, seja um ntmero inteiro. Vamos denota-lo por m. Entao,
L™ = me™? (288)

que ¢ satisfeita para qualquer m inteiro, —oo < m < oo. Normalizando,
temos

¢m(¢> =

\/12_7r exp (imo) (289)

16.2 Autofuncoes simultaneas do momento angular to-
tal e da componente z

Seja ¥(¢) a autofuncao de I, de autovalor m. Calculemos

Zz (Z—I—wm) = (

Logo, se Zzwm = ma,,, entao

Lt = Kb

Analogamente se mostra que
l—,lvbm =K /'l/)m—l

Assim, usando os operadores [ e [_, pode-se varrer todo o espectro do op-
erador [,.
Considere o operador

~2
[ -4l

Lema:Se O ¢ hermiteano,
(0% >0 (290)

para qualquer estado.
Demonstracao:

[ dav*@0%*0(a) = [ da (0v(0))" (0v(@)) = [ dalOv() = 0
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Em particular, segue que (12 + ZZ) > 0, logo,

2 72

(I —0?>0 (291)
A construcao das autofuncoes de [ ¢ facilitada pelo fato de que a expressao

de [ é um operador diferencial familiar a fisica cldssica. De fato, um céalculo
direto leva a

5 . a . 0
l+ = exp (£io) <:t% +icot 98—¢> (292)
e, como
2 .. N N
I =1 +12—1,
obtém-se 5 L o L 5
L=- <sin2 0 0¢? + sinﬁ%(sme%)> (293)

Acontece que o laplaceano em coordenadas esféricas é

o L0 (a0) (1 F 1 0
v — 2o " ar + sin290¢2+sin989(8m906’) (294)

ou seja,

~

62:i3<28> ! (295)

/r’ JES— —_——
r2 or or r?
Os fisicos do século XIX resolveram o problema de determinar as autofungoes

22
de [ :'8 essas fungoes sao os harmonicos esféricos, Y, (0, ¢), que satisfazem
as equacoes de autovalores

PYi0.6) = 101+ 1)Yim(0,6) (206)

Os harmonicos esféricos sao muito bem conhecidos. Para um estudo de-
les no contexto classico as minhas referéncias preferidas sao Courant [6] e
Sommerfeld [9]. Nessas notas, usando técnicas que introduziremos a seguir,
construiremos explicitamente os Y;,,. Para o momento é suficiente informar
que

Yim(0,6) = K P',,(0) exp (img)

BNaturalmente eles nao sabiam mecanica quantica, mas estudavam vibraces de corpos
eldsticos.Um dos problemas dessa area, por exemplo, é a determinagao das frequéncias que
um tambor, de determinada forma, pode emitir. Trata-se de um problema de autovalores
. as freqiiéncias emitidas sao as autofreqiiéncias.
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ou seja, € o produto de uma fungao de # por uma autofungao de .
Uma observagao importante: as autofungoes de [, sdo as fungoes exp (imo)
~2

para qualquer inteiro m. Quando construirmos as autofunc¢oes comuns a [
e ., veremos que m sofrerd mais restricoes. De fato, como temos

~2
(I —13>0

segue que

f aavinta) (7= ) Yinta) = (1041 = ) [ da¥ia¥inta) = (104 1

(298)
Portanto, dado [, m nao pode ser qualquer inteiro. O maior valor permitido
é tal que
I(1+1) >m?

Veé-se imediatamente que m = [ é permitido, mas m = [+1 é proibido. Logo,
o méaximo valor permitido de m para as autofungoes Y,,(¢) é m = I. Um
argumento an’alogo mostra que o menor é m = —[. Resumindo,

1 <m<]

Neste intervalo, ,
LY (6, 0) = U1+ 1)Yin(0,9) (299)
I:Yin(8,6) = mYi,a(6, ) (300)

Assim, para cada [ ha 2] + 1 valores distintos de m.

16.2.1 Construcao dos harmonicos esféricos

Chamaremos de operadores vetoriais operadores do tipo

T=T,+T,+T.k
e que satisfazem as seguintes relagoes de comutacao com as componentes do

momento angular: o R
[la, Tb] = t€apcle (301)

onde a costumeira convenc¢ao indica uma soma sobre os valores do indice c,
e, sendo T e T dois operadores desse tipo,

[, TWTP) =0 (302)
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Exemplos: 7, p e L sio, todos, operadores vetoriais.
Das relagoes acima segue, em particular, que, para qualquer operador
vetorial T, R
[li, Ty13] = 0 (303)

Seja T" um operador vetorial. Sera 1til introduzir um “operador escada”,
da seguinte forma:

T, =T, +il, (304)
Facilmente se verifica que o R
Ty =T: (305)
bem como o R
., Ty] = —T, (306)
1y, Ty) = —iT. (307)

22
Vamos agora calcular o comutador [l ,7’;]. Lembrando que
22 N
I =P+2+1
e usando as relagoes acima, temos, apés um pouco de paciéncia,
22 JU A .
1, Ty) = 2[Td. — Tud,] + 2T, (308)

Sejam Y}, as autofuncoes de [ e, em particular, seja Y); aquela com méaximo
valor de m, para um dado [. Vamos mostrar que

T.Yy = KYifunm (309)
onde K é uma constante.
De fato,
2
LYy =1(+1)Yy (310)
. 22 “
Ty (L Yu) =11+ 1T Yy (311)

22
Ora, o operador Tl pode ser escrito assim:

. 22 L 22 22 22 . 22
Tl =Ty — 1T +1Te=[Tu,0 | +1 Ty (312)
Logo,a Eq.(311) pode ser escrita

. 2
(T4, 0 Wu + 1 (T4 Yy) = 11+ 1)Yy (313)
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Usando a Eq.(308),

A A N 52 .
2104 Yy — 2T .Yy — 2T Yy + L (T Yy) =11+ 1)(T4 Yy) (314)
Como [+lﬁl = 0, obtemos sem dificuldade que

2 .
l

(T Ya) = (0 + 1) + 20 +2) (T4 Vi) (315)

ou, finalmente,

2 . .

U (i) = L+ 1)+ 2)(T4 Vi (316)
. 22

que significa que T,.Y}; é autofuncao de I de autovalor (I 4+ 1)(I + 2). Logo,

Ty Yy = KYii1,41 (317)

Este resultado mostra que, se determinarmos Yy, seremos capazes de construir Y;; para
qualquer [, sem ter de resolver equagoes diferenciais.
Para determinar Yy,(6, ¢) note-se que

[.Yo0(0,6) =0 (318)
e
[ Yoo = 0
[,Yeo = 0
Dai segue facilmente que
Yoo = 0 (319)
[yyoo = 0 (320)

Dessas duas e da Eq.(318), segue que
(1 n %ehij) Yoo = Yeo (321)

para j = 1,2,3. Isto quer dizer que Yy é invariante por rotacgoes infinitesi-
mais em torno dos eixos x, y, z, ou seja, ¢ invariante por qualquer rotacao
infinitesimal. Logo, é esfericamente simétrica, nao podendo depender de 6
ou ¢. Mas essas sao as suas Unicas variaveis. Portanto, Yy é constante. A
menos de normalizacao , podemos entao tomar

Yoo =1

Considere o operador vetorial 7, e vamos construir o operador 7', associado
a ele, que seria o operador

=P
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Como os operadores = e ¢ sao multiplicativos, vamos cometer um ligeiro
abuso de notagao, omitindo a “casinha” (acento circunflexo, versao chinesa).
Assim, escreveremos, sem a menor cerimonia,

deixando claro que se trata de operadores. Ja que estamos com a mao na
massa, vamos estudar, em lugar de 7, o operador ~. O operador 7', associado

aele é »
s Tty

T, - (322)
Temos, entao,
T 41 T+ T+
Y Yoo = - 1= - Y~ Kviu(0,¢) (323)
ou seja,
Y11(0, ¢) = cte. X rrw_ cte. x (sinf cos ¢ + isin @ sin @) (324)
r
ou ainda,
Y11(0, ¢) = cte. x sinfexp (ig) (325)
De uma maneira geral, teremos:
x +iy\!
Va0, 0) = i (1) (326)
Para obter Y}, basta fazer uso do operador I
~N=m (T Ay
Vinl0.0) = K (1) " (F22) (327)

A determinacao de K é feita pela normalizacao dos Y;,,,

21 T
/ d / $in 0d|Yin (6, ¢) = 1 (328)
0 0

Toma-se usualmente K real, o que fornece a seguinte tabela de harmonicos
esféricos:

Yip = <i)200s9 (329)
A

e assim por diante.
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16.3 Exercicios

1. Prove que [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B

2. Prove que, se [H,[;] = 0 entao [H,exp %thi] =0, com [; i=1,2,3 sendo
as componentes do operador de momento angular. De fato, o resultado vale
para qualquer operador que comute com o hamiltoniano H, e, portanto, para
o préprio H. Enuncie e comente este iltimo caso. Mais precisamente, mostre
que é sempre verdade que [f] , €Xp —%f] t] = 0.

3. Mostre que o operador 1 + %Aﬁhﬂ- “roda” o sistema de um angulo in-
finitesimal A em torno do eixo 7. A generalizacao para angulos 6 arbitrarios
é exp %HMAZ Seja U(f) = exp %th; Vimos no exercicio anterior que, se
[H,l;] = 0, entdo [H,U(A)] = 0. Seja v tal que HY = FEi.e considere
' = U(#)yY. Mostre que Hy' = Ev’, com o mesmo E anterior. Chegue a
uma conclusao anéaloga usando o ultimo resultado do exercicio 2.

4. Mostre que se a energia potencial de um sistema é V' (r), independente de
0 e ¢, entao [H,l;] =0, parai=1,2,3.

5. Mostramos no curso que

il m—1) = (m—1|lm) = %\/(l+m)(l—m+1)

(mllylm —1) = —(m—1|i,|m) = —%W Fm)(l—m+1)
que, trocado em miudos, quer dizer que
21 T . . 1
/0 d¢/0 40 5in 0,5, L Yim1(6,6) = 53/l +m) (L =m +1)

(a) Escreva os demais elementos de matriz dessa forma.
(b)Considere o harmonico esférico Yy, (6, ¢ = 7/2). Temos

exp (%Aehzmﬁmw, 7/2) = Yin (6 + A6, 7/2)

Por outro lado, ea:p(%AHﬁlx) = 1+ 100l, e, usando os elementos de matriz
acima,

(14 iA0L) Vi (0, 7/2) — Y}m(H,W/Q)—i—i%\/(lerJr1)(l—m)Y},m+1(9,7r/2)

+ Z’%W ) =+ )Y (6,7/2)

Logo,

Yim(0 + A0, 7/2) = Yin(0,7/2) + i%\/(l +m+ 1) — m) Vi (6, 7/2)

+ z’% SOt m)(—m+ )Yy (0.7/2)
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Verifique cuidadosamente o argumento acima (o professor ja esta meio velho...)
e depois teste-o no caso particular 1=1. Neste caso os harmonicos esféricos
sao:

3 1/2
Yio = (—) cos 0
4m

3

1/2 '
YL;H = :F<8_7T> sin@eim

17 Potenciais com simetria central

Chamam-se assim os potenciais que, expressos em coordenadas esféricas, sao
funcoes apenas da variavel radial r. O caso mais importante, naturalmente,
é o do atomo de Hidrogénio. Vamos tratar primeiramente o caso geral.

2
P 0.0) + VN 0,0) = Bolr6,6)  (330)

é a equacao de Schrodinger para estados estacionarios de uma particula de
massa m cuja energia potencial depende apenas da distancia a origem. Uti-
lizando coordenadas esféricas, temos

L, 18 (,0) I
2_ - 7 P
V= r2or (T 87’) r? (331)
one 2 1 10, 0
b=- (sin298q52 T Sngoe (Smeae)> (332)

¢ o operador de momento angular total (veja Eq.(294) e anteriores).
Vamos procurar solugoes da Eq.(331) que sejam da forma

P(r,0,0) = R(r)Yim(0,¢)

Comol}/}m—ll+1 1m, tem-se
{%Y - ( ‘55) Rg)l(u 1)Yin (6, gb)} +
V(r)R(r)Yim(0,¢) = ER(r)Yim (0, ¢) (333)

Cancelando Y},,,

K o1d <2d_R>+h2l(l+1)

" 2m r2dr " dr

R(r)+ V(r)R(r) = ER(r) (334)

2mr?
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Introduzimos agora a funcao
u(r) =rR(r)

satisfazendo u(0) = 0. Reescrevendo a Eq.(334) em termos de u(r), obtém-se

K2 d%u RA(l+ 1)
2m dr?

72 + V(r)] u(r) = Eu(r) (335)

Esta é a chamada equagdo radial de Schrodinger, e contém toda a dinamica.
Lembrando a condi¢do u(0) = 0, decorréncia de que u(r) = rR(r) com
R(r) regular na origem (os casos interessantes fisicamente nao sao aqueles
em que a particula tem probabilidade zero de estar em qualquer lugar que
nao a origem!), podemos interpretar a equacao acima como uma equagao de
Schrodinger de um movimento unidimensional sujeito aos seguintes “poten-
ciais”:(a) Uma parede impenetravel em r = 0, que impede a passagem da
particula para valores negativos de r. (b) Um potencial do tipo }2 repulsivo,
chamado de potencial centrifugo. (¢) O verdadeiro potencial, V().

O potencial centrifugo vem do fato de que a eliminacao das variaveis 6 e ¢, é
formalmente eqiiivalente a colocar-se em um sistema de referéncia que “gira”
com o sistema fisico, ou seja, em um sistema nao-inercial. Surgem, entao, as
chamadas forcas de inércia, das quais a forca centrifuga é a mais popular.'?

18 O atomo de Hidrogénio

O ntcleo do atomo de hidrogeénio é cerca de 2000 vezes mais pesado do que
um elétron. Por isso se pode ignorar o movimento do nicleo e descrever
o atomo simplesmente como um elétron movendo-se com energia potencial
Vir) = _2752. A Eq.(335) é entao escrita

W du [h W+ _ Zﬂ u(r) = Bu(r) (336)

2m dr? 2mr? r

Note-se que esta equacao descreve mais do que o atomo de hidrogeénio: a
interacao de um elétron com um campo coulombiano possui também casos
em que o elétron nao permanece nas proximidades do nucleo, mas afasta-se
indefinidamente dele: trata-se do espalhamento de um elétron por um campo
coulombiano. Aqui vamos estudar apenas os estados ligados do elétron: aque-
les em que ele esta preso ao nicleo, formando um atomo. O que caracteriza

190 leitor dedicado gostard de investigar por que ndo aparece também um potencial
correspondente as forcas de Coriolis.
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esses estados, na Eq.(336), é que eles possuem energia negativa. Portanto,
estudaremos as solugoes do problema de autovalores dado pela Eq.(336), com
E <0, e, portanto, F = —|E|.

E conveniente introduzir varidveis adimensionais. Substituiremos r por

B \/8m|E| (337)

p=- T

e a energia , ou, antes, o seu inverso, por

m  Ze?

Deixamos ao leitor a tarefa de verificar que, efetivamente, p e A sao quanti-
dades adimensionais. Verifica-se facilmente que

d*u  8m|E|d*u

dr? —  h?  dp?

e que a Eq.(336) pode ser reescrita como

v U1+ 1) zZe? ['m 1
_d—p2 + p2 u — h 2|E|u— —Zu (339)

d*u 11+ 1) N A1 0

dp? p? p 4
Resolver este problema de autovalores consiste em determinar os pares (u, \)
submetidos a condicao de que

ou, finalmente,

(340)

lim u(r) =0
que corresponde ao fato de que o atomo tem dimensoes finitas.

Para resolver este problema utilizaremos uma técnica devida a Sommer-
feld. Em primeiro lugar, estudaremos que tipos de comportamento assintotico,
para p grande, as solugoes de Eq.(340) podem ter. Note-se que a equagao

d*u 1

— ——-u=0 341

1 (341)
coincide com a Eq.(340) para grandes valores de p. Podemos, portanto, afir-

mar que as solugoes de Eq.(341) devem coincidir com o limite, para grandes
p, das solugoes da Eq.(340).
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18.1 Determinando o comportamento assintético

Considere a equagao
d*u 1
_ u= 42
0 ke 0 (342)

e vamos multiplicar cada um de seus termos por Z—Z, obtendo

dudu 1 du

dpdp® ~ 4'dp

O leitor verificara facilmente que esta equacao é a mesma que

d (du\® 1d |,
— (=) = = 4
dp <dp> ddp" (343)
ou ,
d du u?
d_p{<d_p> _Z} =0 (344)
Portanto,

2 2
du)™ _u’
dp 4

onde K é uma constante. Mas tanto u quanto as suas derivadas tendem
a zero no infinito. Logo, a constante K deve ser nula, pois, calculada no
infinito é nula, e tem o mesmo valor em todos os pontos. Conseqiientemente,

(d“>2 _w (345)

dp 4
‘ d
U U
— =+ 346
PR (346)
As solucoes dessas equagoes sao
u(p) = exp ig (347)

das quais a que satisfaz os requisitos fisicos de se anular no infinito é

u(p) = exp —g (348)

Este é, entao, o comportamento assintético que as solugoes da Eq.(340) de-
vem ter.
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18.2 As solugoes da equagao radial

Vamos entao procurar solugoes da Eq.(340) da forma
p
u(p) = Flp)exp—3 (349)

F(p) sendo um polinémio em p. A razao de ser um polinomio é que o com-

portamento assintético de (349) deve ainda ser dado pelo termo exponencial,

o que é garantido se F'(p) for um polinémio. Uma andlise mais fina mostraria

que, se se admitisse que F(p) fosse uma série infinita, sua soma seria essen-

cialmente uma exponencial em p, alterando o comportamento assintético.?’
Seja F'(p) uma expressao da forma

D= Ak (350)

onde a poténcia mais baixa é a primeira para assegurar que
F0)=0 .

Derivando termo a termo, temos

F o

5 kA
’F

v Z k= 1)Aw'

Inserindo estas expressoes na Eq.(350), temos

I(1+1
Z { — DAY — kAT 4 B — (l; )] Akpk} =0 (351)

O coeficiente da poténcia k de p é dado por
(k+2)(E+1)Ago— (E+1D)Ap1 + A1 — (I +1)Ag2 =0 (352)

para que a equagao diferencial seja satisfeita termo a termo. Diminuindo o
valorde k de uma unidade, temos uma relacao mais conveniente:

Apr [(+ Dk — 11+ 1)) = (k= N A (353)

20Ver, por exemplo, Dicke, Wittke, Introduction to Quantum Mechanics, pagina 161.

79



ou, equivalentemente,

Appr kE— A
— > 92 4
A G Dk—igx) Para k= (354)

Para os indices mais baixos temos as equacoes
Al(l+1)=0 (355)

2—1(+1)] Ay 4+ (A—1)4, =0 (356)

A equacgao (354) é muito importante. Dela vemos que, para que a série se
interrompa em algum ponto, tornando-se um polinomio, devemos ter que
A = k. Ora, os k sao inteiros, logo, a condi¢ao para que a série se interrompa
é que exista um inteiro n tal que

A=n (357)
Como
\ m  Ze?
= —_— — =N
2|E| h
temos 2 .
e*m
Fl=—— — 358
Bl = o (358)
ou, eqiiivalentemente,
Z%e¢*m 1
bE,=——— —, 359
2h%  n2 (359)

que é a formula de Bohr! Voltando ao cédlculo das autofuncoes, além da
condi¢ao A = n, devemos ter que \ # [, de outra forma, na equagao (354), o
denominador se anularia ao mesmo tempo que o numerador, nao garantindo
o anulamento do coeficiente A, ;. Portanto devemos ter [ # n.

Vamos construir as primeiras solu¢oes. Tomemos A =n =1 A este valor
corresponde a energia
Z%e*m

2h*

que é a energia do estado fundamental do 4tomo de hidrogénio (o de energia
mais baixa). Para este valor de A podemos ter [ = 0, mas nao [ = 1. Entao,
das equagoes

E=-—

Adl+1) = 0
2-1(1+1)] Ay = (A — 1)4,
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temos Que A; é indeterminado, e Ay = 0, assim como os coeficientes de

indice mais alto. Temos entao, para a solugao,

F(p) = Aip

R(p) = Ay exp —g

Em termos de r, usando

JSTE]
=
e introduzindo 2
e

denominado raio de Bohr, obtemos, apds calculos simples,

_2Zr
N nag

ag =

Para o estado fundamental, temos, entao,

A
Ry(r) = Ajexp Sl

Qo

que é também a funcao completa, pois Yy, é constante.

(360)

(361)

(362)

Para A\ = n = 2 temos as possibilidades [ = 0 e [ = 1. Para o primeiro
caso, temos, novamente, A; indeterminado. Para Ay, usamos a equagao

(353), que da

1-2
A=
ou seja,
1
Ag — —§A1
A solugao entao é
2
p
F(p) = A <P—§>

R(p) = A (1 - g) exp "

Expressando em termos de r, obtemos
AL ) AL

P00 = Ay (1 ~ 2
Qo
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onde usamos a notacao tradicional para os autoestados do atomo de hidrogeénio:
Urm(r, 0, @). O leitor, neste ponto, deveria ser capaz de mostrar que

zr zr
Yoom = As— exp <_ ‘) Yo 0(97 ¢) (366)
Qo 2@0

No segundo caso, [ = 1,vemos, da Eq.(355), que
Al - 0

enquanto Ay é indeterminado. Az = 0, assim como os indices mais altos.
Logo,

F(p) = Asp?
A expressao em termos de r vem a ser
1 Zr zr
R =K— — e 367
n(r) = K= “esp(—3.0) (367)

Como vimos, a funcao radial fica definida quando se dao os valores de n e
[. Por isso ela é denotada por R, (r). Para o caso de [ = 1 a dependéncia
angular nao é trivial, pois temos

7vbnlm(rr? ‘97 (b) = KRnl(T>Y2m(97 ¢) (368)

que, nesse caso da

7vb21m(7nv 97 ¢) =K— a_ exp <_7>1/1m(97 ¢) (369)

com m podendo tomar os valores 1, 0, e -1.

Note que a energia fica totalmente determinada por n. Entao, exceto pelo
estado fundamental, a cada nivel de energia correspondem mais de um estado
do sistema. O espectro é dito degenerado (no bom sentido!). Considere, por
exemplo, o nivel de energia com n = 2. Podemos ter [ = 0, que da um tnico
estado, ou [ = 1, que admite 3 valores de m. No total, entao, ha 4 estados
neste nivel de energia . Diz-se que o grau de degenerescéncia ¢ 4. E facil
provar que o grau de degenerescéncia do nivel n é n?. O numero quantico n

é denominado numero quantico principal.
A seguir apresentamos uma lista das partes radiais de algumas fungoes
de onda do atomo de hidrogénio.
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RlO (7’)

R20 (T‘)

R21 (7’)

R30 (T‘)

R31 (T‘)

R32 (7’)

N N Y N N

SN

[\™)
Fln B

[N}

=]
=)

B

£l
N——— ~~— N—— —— 7~
[N leo
[\
1
[
|
wl o
2N

w
S
=)

(¥
]
S
—

|

|
N
O|ﬁ
~_
o]
¥
/?
DO |
35

[V

[M

3 [}

[V

B2 (L2 o

2 ()
e B T
27v/5 \ ap P\73 ag

(370)

(371)

(372)

(373)

(374)

(375)

18.3 Algumas propriedades do atomo de hidrogénio

Até agora escrevemos as fungoes de onda assim:

,lvbnlm (Ta 97 ¢) - KRnl(r)Yim(9> ¢)

Como determinar a constante K7 Uma vez que os harmonicos esféricos sao
normalizados por conta prépria, pois

devemos ter

2T T
/ d¢/ sin @ d6|Yim (6, 0)|? = 1
0 0

o) ™ 27 o)
|t [Tsingds [ dolun(r,0,0) = K [ rdr| Ru(r) =1
0 0 0 0

Exemplo: para o estado 1y,

Usando

obtemos

o0 27
|K|2/ drr? exp——r =1
0 Qg

0o 27 3
/ drr? exp _22r_ %o
0 Qg

473

3
Z\2 zr
Rolr) = () 2e0 =7
0 0
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confirmando o valor da tabela.

De posse da expressao detalhada da funcao de onda, podemos fazer per-
guntas interessantes. Qual é a probabilidade de o elétron estar, no estado
fundamental do atomo de hidrogénio, entre r e r + dr? Ela é dada por

Py = (2 4 exp (<220 tar (377)

Qo Qo

Para que valor de r a probabilidade é maxima (para idénticos dr)? No ponto
de maximo, teremos

dP(r) = 2r exp (—2—ZT> — 7“2% exp (—2—ZT> =0

dr ao ag ag
ou
1-— g =0 .
Qo
Logo, para o dtomo de hidrogénio (Z = 1), temos que a probabilidade

méxima é para r = ag, o raio de Bohr!*!

Vamos calcular agora a velocidade média do elétron no estado fundamen-
tal.

D 2T T e D
By = [T do ["sin6an [ rdrine(r,0,0) = p(r,0.0)  (378)

m

Usando p, = —iha% e Yoo(0,¢) = \/%—W, obtemos

ﬁ””—8mz4oo 2 <2Zr) 2 LA
(—) <a0>/0 drr®exp /0 dgbcosqﬁ/o dfsin“ 60 (379)

m 4mm ag

onde usamos x = rsin 6 cos . Como

2

dpcosp =0

temos que o valor médio da componente x da velocidade do elétron no estado
fundamental é 0. Como o estado é esfericamente simétrico, o mesmo resultado
deve valer para as outras componentes. Logo,

2l Exercicio: no modélo pré-quantico de Bohr, das érbitas de momento angular L = nh,
determine o raio da menor orbita estacionédria. Vocé devera encontrar ag, o raio de Bohr.
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Isto posto, podemos dizer que e elétron esta em repouso, no estado fundamen-
tal? Certamente nao! Em qualquer modélo cldssico com 6rbita circular (qual-
quer érbita fechada, de fato) o elétron estd em movimento e sua velocidade
média é zero. Para obter mais informacoes sobre o que o elétron faz no estado
fundamental do atomo de hidrogénio, vamos calcular sua energia cinética
média. Ela é dada por:

p2

(5—=) = —;—m/dq?ﬂloo(Q)ﬁzwloo(Q) = (380)

2m

R? oo 2m T 10 0 l
__—m/o derRlo(r)/O dgb/o sin 0dfYyo (0, @) _28_< E) — | Rip(r)

h? oo d dR
= ——/ d’l"Rlo(’f’)— (7’2 d’r’w)
2
= f 4 < > / dr exp <—Q> (27’ exp <—Q> — £r2 exp <—ﬁ)>
o2m ag ap aop Qg agp
2 27 Z [ 27
= f —4 < > { / drr exp ( T) - — drr? exp <——T)}
2m ap Qap JO Qo

Usando as integrais
o0 27r as
o (22) -
/0 rreexp ” 173

o0 2Zr a?
f e (=50) = 17
obtemos o resultado, para Z = 1,

2 2
D h
Z N = 382
2m> 2mag (382)

{

Logo, o elétron nao esta parado. E nem poderia: se tivesse momento
perfeitamente definido (no caso, nulo), sua posicao teria de ser totalmente
indefinida, pelo principio da incerteza. Como a incerteza na posicao é da
ordem de aq e, da Eq.(382), vemos que a incerteza no momento é da ordem
de %, vemos que o produto das incerteza é da ordem de h. Ou seja, o
elétron tem o minimo movimento exigido pelo principio de incerteza. Estéa
tao parado quanto é possivel!
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18.4 Exercicios

1. Os estados estacionarios do atomo de Hidrogénio sao denotados por
Unim (1,0, ¢). A seguinte superposicao:

w(ﬁ ‘97 (b) = alwmlﬂm (’f‘, ‘97 (b) + a2¢n2127m2 (Tv 97 ¢)

com ny # ng, l1 # ly, my # me, é um estado do Hidrogénio, que nao é um

estado estaciondrio, e nao é autofuncao nem de [ nem de [,. Dentro deste
estilo, construa

~

(a) Um estado do Hidrogénio que seja autofungao simultanea de Hel , mas
nao de [,. o
(b) Um estado do Hidrogénio que seja autofuncao simultanea de H e [,, mas

nao del .

2. Uma particula livre executa movimento unidimensional ao longo do eixo
x, e sua fungao de onda em t =0 é

U(z,0) = Ae % ¢t

onde [ é uma constante real. Determine W(z,t).

3.(a) Um sistema fisico é descrito por um hamiltoniano

=240
2m
onde O é hermiteano. Mostre que ]A? é hermiteano, e que se um operador é
hermiteano, seu quadrado também é. Finalmente, mostre que os autovalores
da energia do sistema sao positivos ou nulos.
(b) E possivel um operador ser ao mesmo tempo unitario e hermiteano?

Exemplo! o o
(¢) Demonstre que (AB)"™ = BTA™.

A

(d) Demonstre que, se A e B sao hermiteanos, %[A, B] também é.

(e) Sejam % e % nulos. Mostre que %[O, B] = 0, onde 0, 0 operador “zero”,
é tal que, qualquer que seja a fungao de onda ¥(7),

0y =0

Sugestao: identidade de Jacobi.
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4.(a) Determine (r) e (r?) para o elétron no estado fundamental do 4tomo de
hidrogénio. Expresse suas respostas em termos do raio de Bohr ag. Deter-
mine também ag, que é o raio da “érbita de Bohr” do estado de mais baixa
energia , no modelo de Bohr.

(b)Determine () e (x?) no estado fundamental sem calcular mais integrais,
usando o resultado anterior e as simetrias do estado fundamental.

(c) Determine (z?) no estado (n,l,m) = (2,1,1). Note que este estado ndo
é simétrico em x, v, 2.

5. Qual é a probabilidade P de que um elétron no estado fundamental do
atomo de hidrogeénio seja encontrado dentro do nicleo?

(a)Primeiro calcule a resposta ezata. Denote o raio do ntcleo por b.

(b) Expanda o seu resultado como uma série de poténcias no nimero pequeno
€= 2—3, e mostre que o termo de ordem mais baixa é ctibico: P =~ (4/3)(b/ag)?.
Este termo deveria ja ser uma boa aproximagao, pois b < ag.

(c) Alternativamente, poderiamos pensar que a fun¢ao de onda do elétron é
essencialmente constante sobre o pequeno volume do ntucleo, de modo que
P ~ (4/3)7b%|1(0)]. Verifique que o resultado é efetivamente bom.

(d) Use b =~ 1073cm e ag ~ 0.5 x 10~%cm para uma estimativa numérica
de P. Grosso modo, isto representa a fracao do tempo em que o elétron se
encontra dentro do ntcleo.

6. Estime, a partir do principio de incerteza, quanto tempo um lapis pode
ficar em equilibrio vertical sobre a sua ponta.

7. Uma bola perfeitamente elastica, localizada entre duas paredes parale-
las, move-se perpendicularmente a elas, sendo refletida de uma para outra.
Perfeitamente elastica quer dizer que a energia cinética nao se altera.. Us-
ando a mecanica classica, calcule a variacao da energia da bola se as paredes
passam a se aproximar, lenta e uniformemente, uma da outra. Mostre que
esta variacao de energia é exatamente o que se obtém na mecanica quantica
se o numero quantico principal n da bola permanece constante.

19 A notacgao de Dirac

Neste nosso tratamento elementar de mecanica quantica, consideraremos o
simbolismo introduzido por Dirac, que tem um significado matematico nao-
trivial, como uma notacao. Para fazer total justica ao método, o leitor faria
bem em consultar a obra original de Dirac [1] . Para uma apresentagao mais
adaptada a linguagem matemadtica contemporanea, veja [2].
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Um vetor do espago dos estados é descrito por um simbolo | ), que se
pronuncia ket . Um elemento do dual desse espago é denotado por ( |, e
denominado bra. O produto escalar dos estados |a) e |b) é denotado por
(bla), e se trata de um bra(c)ket , justificando os nomes.

Seja O um operador. Denotaremos por |o) seus autoestados, de modo
que A

Olo) = olo)
onde os nimeros o sao os autovalores .
Os autoestados do operador de posicao
T =i+ 9]+ 2k
sao denotados por |Z). O simbolo (Z]o) descreve o estado |o) na representa¢do
das coordenadas:

(Z]o) = (7

Alguns exemplos:

O hamiltoniano H tem seus autoestados, |n), e autovalores , E,, ligados pela relagao

Hn) = Ey,|n)
A condigao de ortonormalidade desses autoestados é escrita

(n'In) = dnn

2L : N

Os autoestados comuns a | e [, sdo denotados por |lm), e as seguintes equagdes sao
satisfeitas:
Im) = U(I+1)lm)

Im)y = mllm)

Seja uma base do espago dos estados formada pelos kets |n), |n'), |n”),
etc. e seja O um operador. Entao, os elementos de matriz de O nessa base
serao os numeros complexos

~

(n'|On)

Note-se que:

(alt) = ((bla))’
@Oy = (0%

Muito importante na notacao de Dirac é uma classe de operadores que se
escrevem assim:
|a)(b]
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e sdo definidos pela sua agao sobre um kets arbitrario | ):

|a)0l(] ) = (bl )]a)

Sejam |n) autoestados de um operador hermiteano. Entao, a relagio de
completude se escreve
> In)(n| =1

Quando o espectro é continuo, por exemplo, no caso do operador de posigao,
a soma € substituida por uma integral:

/df (T = 1

O principal uso dessas representacoes do operador 1 é o seguinte: seja (n|n’)
um produto escalar. Entao,

(nl') = (ulifn') = (nl ([ difa it ) ')
e, como (T|n) = 1, (%),

(nln') = [ (7w (7)

mostrando que efetivamente se trata do produto escalar anteriormente intro-
duzido. Considere os operadores Ae Beoseu produto, AB. Seja |n) uma
base. Os elementos de matriz do operador produto nessa base sao

(n|ABJn') = n|A<Z|n" >B|n)
= > (nlAln")(n"|Bn’)

n//

que exibe a expressao correta para o produto classico de matrizes.
Seja |n) um estado qualquer. Sua fungao de onda na representagao das
coordenadas €, como vimos,

Un(T) = (Z|n)

Sejam |p) os autoestados do momento , e

[ a5 17t =1

sua relagao de completude. Entéao, a fungao de onda de |n) na representagao
do momento é
(fin) = [ dF (@17 (@)
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que pode ser escrita
UulP) = [ 47 (§17) (@)

Daqui, por comparacao com um resultado anterior pode-se inferir que

(pl7) = W exp (%ﬁf) (383)

Uma deducao direta deste resultado é a seguinte:

(plplz) = plplz)

d
ih——({plz)

Igualando os dois segundos membros, temos

—in L (plzy = plple)

dx
o diply) i
plT )
= —pdzx
(plz)  h

de onde segue que v
(plz) = AePe

Para determinar A, note-se que
7
Glolely') = AP ex (10~ ) )

e, integrando em x,

[ dstola)toly'y = 14P [ dzexs (50~ 9)e)

Mas
[ dztolo)ialy’) = tls') = 5~ )
Logo,
N A2os P P2 ;
o(p—p) = |A]2mo(5 — 5) = [A2mhd(p — p')
Logo,
Ao 1
2mh
(7
(pla) = —m—et?*
P vV 2rmh

que é a versao unidimensional da Eq.(383).



20 O Spin

Para introduzir o spin vamos apresentar um tratamento mais geral do mo-
mento angular. No tratamento anterior, tinhamos obtido que os autovalores
m de [, deviam ser ntimeros inteiros, sob o argumento de que as autofuncoes

de [, .
= imé

deviam ser periodicas, de periodo 27, na variavel ¢. Este argumento nao é
rigoroso, pois a func¢ao de onda é determinada a menos de uma fase. Re-
tomaremos o problema agora. Descobriremos que hé novas possibilidades
para os valores de m e [.

Para comodidade do leitor, repetiremos aqui alguns dos resultados que
obtivemos anteriormente para o momento angular.

Il =1 —P+1, (384)
2
I =121, (385)

Da relagao | —[? = [ + lf/ concluimos que existe um valor maximo para
N 22
o autovalor de [,. Seja [ este valor maximo, e v; a autofuncao comum a [ e
[, correspondente. Temos

Iy =0
Logo,

A A

Il =0

2 R
<l _lz_lz>wl:0

~

2
Uiy =11+ 1)y

Usando (385),

ou

Conclui-se que o autovalor de | para a autofuncao ¢, é [({l + 1), onde [ é o
maximo valor possivel para m. Pasaremos a denotar por v, as autofungoes

~

comuns a [ e [,. Vamos determinar agora o menor valor possivel para m.

Em primeiro lugar, do fato de que [l ,Z_] = 0, segue que

¢ (Itm) = I <f¢lm> =11+ 1) (I_t)
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~

ou seja, o autovalor de [ é o mesmo para todos os 1;,,, com [ fixo.
Seja B o minimo valor de m. Entao

It = 0
Il = 0

22 N
I =+ )= =0

(l+ 1) = (B*>—B)is
(l+1)-B*+B = 0
(I+B)(l—B+1) =

Esta tdltima tem duas solugoes, B = [ + 1, que é impossivel, pois 0 maximo
valor de m é [, e B = —I[, que ¢é o valor correto. Entao, m esta no intervalo
—1 < m <[, e seus valores sucessivos diferem de uma unidade: h&, portanto,
2l + 1 valores de m, para [ dado. Em conseqiiéncia, 2] + 1 deve ser um
nimero inteiro, e temos duas possibilidades:(a)l é inteiro, que é o caso que
ja haviamos estudado. Costuma-se chamar esses momento s angulares de
momento angular orbital. (b) | é um ifmpar dividido por dois (semi-inteiro,
na giria dos fisicos). Este tipo de momento angular é denominado spin.
Temos, entao, spins [ = 1/2, [ = 3/2, etc.

Na verdade essa nomenclatura nao é a usada na pratica, embora seja a preferivel, do ponto
de vista da matematica. Chama-se spin de um sistema o momento angular desse sistema
quando em repouso. Um elétron em repouso tem momento angular tal que [ = 1/2, um
pion em repouso tem momento angular tal que [ = 0, e ha mesons, ditos vetoriais, com
momento angular em repouso tal que [ = 1. E costume, por abuso de linguagem, dizer

que essas particulas tém spin 1/2, spin 0, spin 1, etc.

20.1 Elementos de matriz

O caso mais importante do spin é aquele em que [ = 1/2. Neste caso, m
sé pode ter os valores +1/2 ¢ —1/2, e é conveniente tratar os operadores
de momento angular utilizando suas representagoes matriciais. Para tanto,
vamos determinar os elementos de matriz dos operadores lx, l e l Temos,
usando a notacao de Dirac,

22
(m|l |lm) = 1(1 +1) (386)
e, como

2 )
I =10 +P2—1,
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-2 IR R
(Im|l |lm) = (Im|l1_|Im) + (Im|2)im) — (Im]L,|Im)

Como todos esses elementos de matriz contém o mesmo valor de [, podemos
omitir este indice, ou seja, podemos abreviar a notacao para:

(m|l.|m) = (Im|l,|im)

etc.

Obviamente (m|l,|m) = m, (m|2|m) = m? e (m|l |m) = I(L+1). Logo,
(m|l _|m) =1(1+1) —m*+m (387)

. (mll l_|m) = (I+m)(l —m+1) (388)

A completude dos autoestados de L, permite escrever
> m)(m'| =1
m/

que, inserida em (388), da

S (mle fm! Y m! |1 |m) = (I +m)(l —m + 1) (389)

m/

e sabemos que (m|l,|m’) s6 é diferente de zero se m’ for igual a m — 1. Logo,
(389) se escreve

(m|l lm — 1) (m —1]i_|m) = (I +m)(l —m +1) (390)
Além disso, [T =1, e
(m = 1fifm) = ((mliFjm = 1) = ((mlixm 1)) .
0 que permite escrever, de (390),
(m|lm =1 = (I +m)(l—m+1). (391)

Dai tiramos que

(mllslm —1) = e/l +m)(l —m +1) . (392)

A escolha de « estd ligada a definigao precisa dos harmonicos esféricos Y}, (6, ).
Para a escolha feita anteriormente, Eq.(329), deve-se escolher ae = 0. Logo,

(mllym —1) = /(L +m)(l —m + 1) (393)
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e, como (m — 1|I_|m) = ((m|l|m — 1))*, temos

(m —1i_|m) =/ + m)(Il —m +1).. (394)

Estes sao os tnicos elementos de matriz nao-nulos, de [, e [_. A partir deles,
podemos construir os elementos de matriz de [, e [,, pois

. 1, .
l, = 5(z++z_) (395)
. 1 ,. .
I, = 2_¢(l+_l‘) (396)
De fato,
. 1 1,
(mllplm —1) = S(mlly|m — 1) + 5 {m|l_[m —1)

- %<m\i+\m —1) = %W +m)(l—m+1)  (397)

(mlLlm — 1) = (mli,|m — 1) = %W Tm)i-m+il)  (308)

Assim, os elementos de matriz de [, que nao sao nulos sao

(mllalm — 1) = (m — 1|l,Jm) = %W +m)(l—m+1)  (399)

Por um célculo andlogo obtém-se os elementos de matriz nao-nulos de [,

(mli,fm — 1) = —(m — 1]i,m) = —%V(z Cm)i—m+1)  (400)

Usando as expressoes obtidas para os elementos de matriz, vamos construir
as matrizes que representam os operadores [, [, e [,. Para este tltimo, temos
que os elementos de matriz nao-nulos sao:

(/2L = o (401)

(—-1/2l.| —1/2) = - (402)

1
2

Os valores possiveis de m sendo +1/2 e -1/2, as matrizes terdao a forma

genérica:
ai i ai _1
< 272 27 2 ) (403)



onde a; ; = (i|a|j). Para [, portanto,
1
19 1 < 1 0 ) 1
2 _ _
1 == = —0, (404)
0 —3 ) 2100 -1 2
onde introduzimos a matriz

o, = ( oY ) (405)

que é uma das matrizes de Pauli, que serao muito utilizadas no que segue.
Verifica-se facilmente que

- ( (/200,1/2)  (1/201,) - 1/2) ) _ ( 0 - ) )
(=1/2[L,|1/2) (=1/2|L,| = 1/2) 3 0
10 —i
1
= §O'y (408)
onde introduzimos a matriz de Pauli o,
0 —
o, = < i 0 ) (409)
Por um célculo analogo chega-se a
~ 10 1 1
Temos, portanto, )
para i = 1,2,3, sendo (1,2,3) = (z,y, z), como de costume. As matrizes de
Pauli sao
0 1
0 —
o, = < i 0 ) (413)

1 0
o, = <O _1> (414)
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Representagoes matriciais de operadores sao sempre em rela¢ao a uma base.
Qual é a base usada nas representagoes matriciais acima? Para descobri-la,
basta notar que a matriz que representa [, é diagonal. Logo, a base é a dos
autoestados de [,. Explicitamente, temos

() -4)
) -2

Desta relacao vemos que os autoestados de [, sao representados pelas ma-

/N
O~ Owl=
|

R

. 1 0 .
trizes coluna o)el ) aue formam uma base das matrizes coluna
a o . .
p | comae b arbitrarios. Resta especificar o produto escalar de dois
estados quaisquer, em termos de suas representacoes matriciais. Verifica-se

facilmente que o produto escalar de ( Z ) por ( ccl ) ¢é dado por

C

(a*,0%) ( d ) =a'c+b'd (417)

1
De fato, em termos deste produto escalar, os elementos da base, ( 0 ) e

0 - : -
< 1 sSao Ol"tOIlOl"HlalS7 O que prova a questao.

20.2 As matrizes de Pauli

0 = (
o, = ( _é> (419)
o, = ((1) _?) (420)

tém propriedades especiais que facilitam o calculo das propriedades dos es-
tados de spin 1/2.
P1: Tr(o,) = Tr(oy) =Tr(o,) = 0. (Imediata).

As matrizes

(1) ) (418)
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P2: 0, , 0, , 0, sdo hermiteanas. (Imediata)
L2 2 2 7
P3: 0y =0, =0; =1, onde

- 10
1=
01
P4:0,0, = 5abf+ 1€qpc0c, Cuja demonstragao é um exercicio simples. Esta
propriedade sintetiza a P3 e as seguintes relacoes:

0,0y = 10, (421)
0.0, = 10y (422)
0,0, = 10y (423)
0,0y = —0,0, (424)

e assim por diante.
E conveniente introduzir a notacao

0= (04,04,0,)

que descreve as o; como componentes de um “vetor” denotado por ¢. Usando
esta convencao se escreve, por exemplo, se a@ for um vetor ordinario,

7.0 = 0,0, + ay,0y +a+ 2o,

ou seja, ¢.a é uma matriz 2x2. Podemos entao enunciar a

P5:(7.@)(3.b) = @.b+ i7.(@ x b), onde o termo entre parénteses ¢ o produto
vetorial ordinario. Demonstracao:

Ulalambm = alme'lUm = albm (6lm + ielmnan)

= G@.b+ i0nenimaiby = @.b+i3.(a@ x b)
Teorema: Seja A uma matriz 2x2 complexa qualquer. Entao existem ntimeros
Ao, Az, Ay € A, tais que

A= Nl + \oy + Ny, + N0 (425)
Estes nimeros sdo tnicos. Ou seja, 1, oy, o, e 0, sao uma base do espaco
vetorial das matrizes 2x2 complexas.

A demonstragao consiste em exibir esses nimeros. Suponhamos o problema

resolvido, isto é:
A =0T+ Agog + Ayoy + Aoz (426)

Tomando o trago termo a termo, temos:

Tr(A) = XoTr(1) + Ao Tr(0g) + AyTr(oy) + XTr(oz) (427)

97



onde usamos Tr(AA) = ATr(A), para qualquer nimero A e qualquer matriz A, temos, levando em conta a P1,
Tr(A) = AoTr(T) = 2)g (428)

ou 1
Ao = S Tr(4) (429)

Para calcular A, procedemos assim: multiplicamos (426) termo a termo, & esquerda, por o, obtendo:
UIA:>\001+A;ET+>\1JO';EU1J + Ayop0 (430)

Ora, os produtos o0 com i # j, sdo matrizes de trago nulo. Logo, tomando, termo a termo, o trago de (430), temos

Tr(ozA) = A Tr(1) = 22, (431)
Ou,
1
Az = ETT(O'ZA) (432)
e, procedendo analogamente,
1
A = ETT'U.L’A) (433)

Demonstra-se facilmente, usando este mtodo, que 1 e as trés matrizes de Pauli sao linearmente independentes. Além
disso, o espacgo vetorial das matrizes 2x2 complexas tem dimensao 4. Logo, o conjunto considerado é uma base, e portanto

os coeficientes calculados acima sao unicos.

20.3 Interacao Eletromagnética: Formalismo Hamilto-
niano

O problema que estudaremos aqui é o seguinte: uma particula de massa m
e carga ¢ esta sob acao de um campo eletromagnético descrito por E e B.
Determinar o Hamiltoniano da particula.

Nao fosse pelo campo eletromagnético, o Hamiltoniano seria o de uma
particula livre,

]72
C2m
A forca que age sobre uma particula de carga ¢, devida aos campos elétrico
e magnético, é (forca de Lorentz):

F=q(E+ - xB)

ol

Em termos dos potenciais, temos,

B o= _ge_124

o
I
<
S
b

Logo, .
- - 1.0A -
F—g{—V(ﬁ—E[E— x rot Al}
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Como é bem sabido,??
ai_od
dt Ot
Como 7 X rot A =V (7.4) — (.V)A, temos

+(T.V)A.

—

Fo= of-Yo (%0 @9)d - 9(@A) + (@.9)A)
R )
ou seja, N
F =g ~¥(o— 0.4 - -

(434)

(435)

(436)

descreve o movimento de uma particula sob a agao da forca F'. Aqui, como

de costume, T" representa a energia cinética. De fato,

oL 9 0 ,q. »
or q@x—i_ax(cU’A)

oL _ oL JT  q
%:0% N 8UI+EA:C
doL d oT gdAw

%8% N E(avm) * c dt

Logo, a equacao de Lagrange, % — %% =0, d&
op 0 ,q_ » d oT qdA,
ol iy A= & k)
q8x+8x(cv ) dt(ﬁvx)_l_c dt

22No caso improvavel de isto ndo ser bem sabido por um aluno do CCM, af vai:

ar_ oA ol
dt ot  dxdt

ou seja,

etc.
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de modo que

Mas

ov, Ovy 2
de maneira que
d oT -,
(5 = (md),
Logo,
: - 1, - 1dA
U= q{— — —0.A)— ——
i = g~ (9 - ~0.4) - ==

(437)

Conclusao: L =T —q¢+%ﬁ./f. Passemos agora a construcao do hamiltoniano.

oL dT q o . -

D= B 0 cog Y
o -
v.A) = A;
e, entao, 5
T  q
— 1A,
Di 04 + =4

Precisamos agora de uma propriedade importante das fun¢ées homogéneas,

o teorema de Euler (ver Apéndice):
oT
z— =2T
; "o

Vamos uséa-lo para calcular o Hamiltoniano H:

., 0T -

= 2T+ GA-T+qp— 154
c
ou seja,
H:T+q¢>
OTa,PiZg—;ﬂL%A mv+qA pois T = ™. Logo,
mﬁ:ﬁ—g/f
c

(438)

(439)



e, finalmente,

— q 1
= 5 (0= ZA) +q¢ (440)
Em palavras, no Hamiltoniano livre

1
H=—p"
2mp
substituo p' por p'— %ff, e adiciono g¢. Esta é a chamada substituicao minima,
ou acoplamento minimo. Se o hamiltoniano for mais geral, do tipo

1
H=—p"+V(P

onde V(7) é a energia potencial, a mesma regra vale. Adicione-se ¢® e
substitua-se p por p' — %ff Se houver varias particulas, de momento s p;,
faca-se a mesma substituicao para cada p;, adicionando-se termos de energia
potencial ¢;¢ para cada particula. Essas generalizagoes sao faceis de demon-
strar, seguindo exatamente o padrao do caso de uma particula livre.
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20.3.1 Apéndice: O teorema de Euler

Uma fungao f(z1,zs,...,x,) é dita homogénea de grau k se
FOTy, Axa, o Axy) = N f(aq, 2, ..., 1) (441)

Por exemplo, f(z,y) = zy é homogénea de grau 2;f(x,y, z) = 2%y + 32%x +
bxryz é homogeénea de grau 3.

O teorema de Euler diz que, se f é uma funcao homogeénea de grau k,
entao

of
i— =k 442
Sy = b (442)
A demonstracao é muito simples. Derive a Eq. 441 em relacdo a A, e depois
tome \ = 1.

20.4 Acoplamento do spin com o campo magnético

Seja
_2

= f—m +V(F) (443)

o hamiltoniano de uma particula de spin 1/2 e carga e. Note-se que
(6.9)(0.p) = p.p+i6.(p x p) = p.p (444)

de maneira que o hamiltoniano acima pode também ser escrito

fr = GDED) Ly (445)
2m
O acoplamento minimo, estudado no paragrafo anterior, consiste na substi-
tuigao de p'por p'— %ff, onde A éo potencial vetor do campo eletromagnético
que age sobre a perticula. Ora, se se realiza essa substituicao em (443) ou
em (445), obtém-se resultados diferentes. Verifica-se que os resultados corre-
tos sao obtidos usando-se o hamiltoniano em (445). Fica claro neste ponto,
entao, que o acoplamento do spin com o campo eletromagnético que vamos
introduzir tem um carater empirico. E s6 quando se utiliza a equacao de
Dirac para descrever o spin do elétron que se obtém, diretamente da teoria
e sem a necessidade de fazer escolhas, um acoplamento definido (que corre-
sponde aquele que, aqui, foi escolhido por razdes empiricas).
Devemos, entao, descrever as interagoes eletromagnéticas da particula
usando o hamiltoniano

H,, = % { [5. <ﬁ— E/Y)] [5. <ﬁ— Ezf)]} FV() + ed (446)
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Como estamos interessados no campo maTnético, vamos ignorar o tultimo

termo. Consideremos o termo {5. (ﬁ — %/T) . [6. (ﬁ — EE)} Temos

C

= (@PNED - (@0EA) - (74 +

- ?(5.@)(5.@) -

= P (FA X A) - S (A +ia(Axp) +

- i—sz.ff (447)
Mas,

(@A) + (AP)] ¢ = —ihV.(Ap) — ihA Ny

= —ih(V. AWy — ihANY — ihANY  (448)

—

Escolhendo o gauge em que V.A = 0, temos
(FA) + (Ap)| v = —2ihAVY (449)

| (7.4) + (A7) = 247 (450)

Temos ainda

&. ;ﬁxfTJrfoﬁ}zp -

Reunindo tudo, temos

[&. (ﬁ— gﬁ)} [&. (ﬁ— 2@)} — R zz,afﬁ— NB+ R (452)

O hamiltoniano f]em é obtido dividindo isso por 2m:

_2
H,, =——-—Ap—-—0B 4
2m  mc P 2mca ( 53)



Para o caso de um campo uniforme, temos

A= %(é X ) (454)

como o leitor verificara facilmente. Resulta entao que

D)
; D e = he _ =
H.,,=-——-—B. —-—0J.B 4
2m  2mc (7> p) 2mca (455)
Finalmente, usando L=rFx pes= h%, temos
)
~ D e - - e =
H,, =——-—LB—-—3B 456
2m  2mc mc (456)

, . , 2 7 oy
H4 ainda, é claro, o termo i—2A2, que omitimos porque, no tratamento per-
turbativo, representa uma correcao de ordem superior as que usualmente se
calcula.

21 As desigualdades de Heisenberg

Nesta secao vamos apresentar um tratamento formal do principio da in-
certeza, e deduzir as famosas desigualdades de Heisenberg. A mais famosa
delas é:

Em todo espaco dotado de um produto escalar, vale a desigualdade de
Cauchy-Schwartz, que diz que

(@, )" < [¥[|gf* (458)

ou, mais explicitamente,

( / dqw*(Q)¢(Q)>2 < / dqy™(q)¥(q) / dq'¢* (¢ b(q) (459)

Seja O um operador hermiteano, e ¢ um estado do sistema. Considere o
operador

O — (0)1

onde

(0) = (1.0v) = [ dgv*(g)Ov(q)
Chama-se desvio padrao de O no estado 1) 0 numero

(A0)* ={(0 —(0))*) (460)
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Entre os fisicos, AO é denominada incerteza de O no estado 1. Sejam Ae

B operadores hermiteanos, e
va = (A—(A)
vp = (B—(B

dois estados.
E imediato verificar que

(AA)? = (1ha,ha)
(AB)* = (¢, ¢s)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos
[Dall*lV5l* = |(a, ¥5) [

Por outro lado, para qualquer complexo z, temos

47 = (3 + (RE) 2 (3 = (02— =)
Logo, ,
Wa ) 2 (10 ¥m) — W, 0)])
Ora,

(a,v8) = ((A—= (A)e, (B — (B)y)
= (, ABy) — (B) (¢, Ap) — A(v, By) + (A)(B)
Segue imediatamente que
(Va,¥B) — (¥B,Ya) = (w, A, BW)
e, da Eq.(465), que

1

wallosl = (404, B))

ou, em notacao mais familiar,
1 A 2
(MAP(ABP = (5:(1A,B]))
)
que sao as relagoes de incerteza de Heisenberg.
Exemplo: seja A = p,, e B = 1. Entao,

(ApoRa = (i-iny)
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4
e, finalmente,
h

Ap,Ax > )
Exercicio: determine Ap, e Ax para o estado fundamental do dtomo de hidrogénio.
Mostre que:

_ _h

(a) Ap, = Vaag

(b)Az = v/2ay.
(c) ApsAz = 2h
(d)

de incerteza.

Conclua que o movimento do elétron é ~ o minimo possivel compativel com as relacoes

21.1 A relacao de incerteza energia x tempo

A relacao de incerteza energia -tempo é de natureza fundamentalmente difer-
ente daquela da relagao de incerteza posigao-momento . Enquanto esta
ultima é conseqiiéncia do fato de que os operadores p, e & nao comutam,
isto nao acontece no caso da energia -tempo: nem mesmo existe um oper-
ador “tempo” na mecanica quantica. O tempo que aparece na equacao de
Schroedinger é o tempo marcado por qualquer relégio, e pode ser determi-
nado, em qualquer caso, com precisao arbitraria. O fato bédsico na obtencao
da desigualdade

AEAt > h (469)

é o seguinte: devido a relagao de Planck, E = hv, onde v é uma frequiéncia,
temos, na mecanica quantica, que uma medida da energia é sempre
uma medida de freqiiéncia(Bohr).

A relacao de incerteza 469 deve ser interpretada assim: uma medida
perfeita da energia de um sistema (AFE = 0) leva um tempo infinito (At >
&). A expressao 469 ensina quanto deve durar, no minimo, o processo de
medida (a duracao é At) para que a precisao obtida seja AFE.

Para obter 469, consideremos o processo de determinar a freqiiéncia de
uma onda. Matematicamente se sabe que a transformada de Fourier de uma
onda nos dé a informagao sobre quais freqiiéncias participaram da construcao
da onda, por meio de superposicao de ondas monocromaticas (isto é, de
freqiiéncias bem definidas).

Uma onda plana monocromaética tem sua dependéncia temporal dada por
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et se sua freqiiéncia for wy.??> Sua transformada de Fourier ¢
flo)= [ ettty = [ ety (470)

logo,
flw) =210 (w — wy) , (471)

mostrando, como era de se esperar, que f(w) é zero exceto para w = wy.

23Estritamente, wy é a “freqiiéncia circular”. A verdadeira freqiiéncia, que é o inverso
wo

do perfodo, é v = 22.
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Na prética, porém, a medida da freqiiéncia da onda e™? ¢ feita observando-

se essa onda durante um intervalo de tempo finito, por exemplo, do instante
_TN até o instante %. Mas entao a onda que realmente observamos é

indistinguivel da seguinte onda wu:

At
, At At
— —iwot t = =
[ 2 ? 2 ]
A
— 0t 7’5 (472)
A transformada de Fourier da onda (472) é:
3
fw) = [, et (473)
=
ou seja,
1 i(w—wp ) At —i(w—wp) At
W) = oy €T F — e (474)
o 2 At
/ o . . =
Fw) = =2 sinl(w — ) 5
e, ainda,
i — At
o) = Al “’Oif] (475)

(w—wo)5
Esta funcao tem um grafico que apresenta um pico pronunciado para w = wy,
onde tem o valor 1, e corta o eixo w, ou seja, atinge o valor zero, pela primeira

vez num ponto P tal que, nele, (w — wo)% = 7, ou seja,

2T

-5 (476)

W — Wy
Este valor de w — wy pode ser definido como a metade da “largura” de f’'(w).

Logo, esta largura é
Aw =T (477)
YT AL
onde At é a duracao do processo de medida de w. Aw representa a incerteza
na freqiiéncia, ou seja, informa que as freqiiéncias presentes na onda u estao

entre wy — % e wy + %. Temos, entao,

AwAt = 4r (478)
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e, multiplicando por h,
AEAt = 47h . (479)

E claro que podemos, neste mesmo intervalo de tempo, ser mais descuidados
e cometer erros AFE maiores. Logo, o resultado geral é

AEAt > 4rh (480)

22 Teoria das perturbacoes

Quando calculamos a érbita da Terra em torno do Sol, omitimos, de nos-
sas equacoes, todos os outros planetas. No entanto, a atracao de Jupiter,
por exemplo, causa pequenas alteragoes na orbita terrestre. Para fazer uma
estimativa dessas pequenas correcoes, elaborou-se um método, na mecanica
celeste, que permitia a utilizagao, como ponto de partida, da érbita terrestre
nao perturbada, isto é, calculada omitindo-se Jupiter, calculando-se direta-
mente as modificagoes que deviam ser introduzidas na érbita nao-perturbada.
O aperfeicoamento dessa técnica levou até mesmo a descoberta de novos plan-
etas (Netuno, por exemplo, “traido” pela perturbacao que causava na érbita
de Urano).

A mecanica quantica tomou emprestada a mecanica celeste essa idéia, e
surgiu assim a teoria das perturbacgoes, que visa, a partir da solucao conhecida
de certos problemas, obter uma solucao aproximada de problemas que, em
algum sentido, sao préoximos ao problema resolvido. A teoria quantica das
perturbagoes, porém, é muito mais simples do que aquela classica.

22.1 Perturbacao de estados estacionarios

Seja Hy um hamiltoniano cujo problema de autovalores ja resolvemos. Con-
hecemos, entdo, as funcdes 1)(?) e os niimeros E) tais que

Hyp® = EOp® (481)

Seja agora H = Hy + V um novo hamiltoniano, muito préximo de Hy, no
seguinte sentldo todos os elementos de matriz Vnm, em relacao a base for-
mada pelas ¥, sdo pequenos em relagao aos E© Diz-se entdo que Voé
uma perturbacao, que H é o hamiltoniano perturbado, e que Hy é 0 hamil-

toniano nao-perturbado. E intuitivo que, nessas condigoes, os autovalores

de H sejam proximos dos de Hy, o mesmo acontecendo para as autofuncgoes.
Procuraremos simplificar a determinacao das quantidades associadas a H
utilizando o fato de que elas sao correcoes as quantidades associadas a H.
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O problema de autovalores de H se escreve

Como o conjunto dos ¥?) é completo, existe a expansio

e a Fq.(482) pode ser escrita
(Ho+ V)Y otV = B, Y epntp® (484)
ou R A
> cam o) + 3 V) = 3 cumEnthl) (485)

Vamos usar agora a ortonormalidade dos (%), Multiplicando (483) & es-
querda por w,io)* e integrando, temos:

> Cum / gy Ho'D + 3" com / g Vol = B, cum / dqipy”"

(486)
Mas . .
[ daw?” Hop® = B8
e
[ dav? 08 = b
Logo,
Z CnmékmE]gO) + Z CrnmViem = En Z CrmOkm (487)
ou
anEIgO) + Z CrmViem = EnCni, (488)

que é uma equacgao ezxata!l Vamos agora introduzir as aproximagoes.

Uma condicao bésica para o que segue é que cada nivel perturbado esteja
muito préximo de um tnico nivel nao-perturbado, de sorte que v, seja muito
préximo de (9| ete. Ou seja,

U =90 + .. (489)

onde os pontos denotam termos muito menores. Na expansao
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teremos entao
Crm = Onm + D+ ...

com 0511,21 < 1. Ao mesmo tempo, escreveremos
E,=E9Q+ED 4+ ...

com % <1.
Er
Usando (491) e (492) na Eq.(488), temos

(0 + ) 7+ 32 (980 + i) Vi = (B + BV ) (0 + 1)

Tomemos n # k. A Eq.(493), da:

NE + Vi = EO L)

n

ou

(1) Vien
Cop = ————— NFk
k Elgo) B Er(lo)

Tomando n = k na Eq.(493), obtemos

E® + dED + Vy, = EO + EO

n

+EY

ou
E(l) == Vnn

n

(491)

(492)

(493)

(494)

(495)

(496)

(497)

O primeiro resultado importante € este: a primeira correcao ao autovalor nao
perturbado E© . é o valor médio do potencial perturbado, Vj,,,, na funcio de

n
onda nao perturbada correspondente aquele valor de n.

A construcao da funcao de onda perturbada ainda nao é possivel, pois
temos apenas os csk) para n # k. Falta determinar c(}). Veremos agora que

ct) pode ser tomado igual a zero. De fato, temos
Un = om0 =3 (O + 1) 0

ou, usando os resultados ja obtidos,

Yo = 0+ Dol
y

_ 0 mn 0 1 0

= 0= —m v + ey

m#n Lm —
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ou
"
1 0 mn 0
Uy = (1 + waz) RS ﬁ?/%(n) (500)

m#n Lm

Impondo que v, seja normalizada a menos de termos de segunda ordem,

temos
/dqw:(q)l/)n(CI) =
* * V;m * Vimn
f {(” R D }{(1+ WD S M)}
m#n m#n
- [ fan (o) oot
= 1 () rel)) =1
Logo,
D e — (501)
ou
Con(1) =i (502)
onde o é um numero real. Assim, o primeiro termo de (500) é
Y = (1 +i)p® + ... (503)
que, nesta ordem, ¢ indistinguivel de
U = ep® . (504)

Ou seja, o termo c(}) s6 contribui para uma mudanca de fase de 1)), que, de
qualquer forma, ¢ definido a menos de uma fase. Logo, podemos legitima-
mente por c}) = 0. Os resultados entdo sio, até primeira ordem?*

b = WO~ Zviw“’ (505)

240 leitor arguto estara perguntando: mas eu posso mudar a fase s6 do 1/)7(10)? A mudancga
de fase permitida nao é uma mudanca de fase simultanea para todos os estados? Nao,
leitor arguto. Um mesmo estado é descrito pela classe de todos os vetores de médulo 1
que diferem apenas por uma fase constant. No entanto, por curiosidade, vamos mostrar
que, neste caso, a mudanca de fase pode ser vista como uma mudanga geral de fase.

Examinemos a Eq.(505) em maior detalhe. O resultado obtido, para B = i, é

b = (1 +ia)y{? — Z E(ViE(O%/J(O

m#n

Mas, até primeira ordem, isto é o mesmo que

Vin 0)
70) Y

wn = (1 + ia) 1/)7(10) - Z E(O)

m#n
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E, = EO4v, (506)

22.2 Exemplo trivial: Oscilador Harmonico com per-
turbacao linear

Seja Hy = p? /(2m) o hamiltoniano nao-perturbado, e

. P> )
H=—+41/2(k+ Ak)x
L+ 1/20k+ AK)
o hamiltoniano perturbado. Neste caso o problema de autovalores de H , 0
hamiltoniano perturbado, pode ser resolvido exatamente, pois é essencial-
mente igual a Hy, com um diferente valor de k. De fato, seus autovalores
sao

By = hiw+ Aw)(n +1/2) (507)
com
A
ot Aw— (| FEAK (508)
m

E feita, adicionalmente, a hipdtese de que

LS
k

2 Ak\? Ak

onde usamos o resultado de Newton (sim, Sir Isaac!):

de maneira que

(1+2)*~1+ar, (510)
para |z| < 1.
Logo, podemos escrever
Ak 1
E,=ho|l+4+ — = 11
n w<+2k><n—l—2) (511)

pois os termos

v
. mn (0)
zaiwm
Z Eﬁr?) _ E,(ZO)

m#n

sao de segunda ordem!
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e, portanto,

Ak
_ g ok
E, = E! <1+ %) (512)

e, finalmente, lembrando que E®) = h(n + 1/2),

B0 _ po Ak

—. 513
®=EY 2 (513)
Para o estado fundamental,
hw Ak
(1)
= —— 14
0 5 ok (514)

Vaos agora obter este mesmo resultado usando o formalismo perturbativo 2°.
Na notacao perturbativa, temos, para o estado fundamental de Hy,

1
mw 1 mwz2
o(x) = <ﬁ>4e_ 5 (515)
¢ 1
V= §Ak: 7 (516)
Temos
1 /mw\z [ mwa? AAK
V — _ <_> d 2,— h = — 517
00 o\ 71 . xr T 4ﬁmk ( )
Logo,
h hA
B = g Ak (518)

que coincide com (514).
22.3 Correcoes de segunda ordem
Voltemos a Eq.(488):

e escrevamos a expansao de 1, nas funcoes de onda nao-perturbadas até
segunda ordem:

U= 2 (G + el + D) ) (520)

258im, leitor arguto. E redundante! Mas, didaticamente, é 1til, porque é simples, e é
um caso em ue se pode verificar o resultado.
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Analogamente, para as correcoes a energia , teremos:
E,=E9Q+EY + E® (521)
Usando (520) e (521) em (519), temos
(0t + il + i) B +Z( m 0+ €2) Vi =
= (BQ + ED + ED) (du + i + ) (522)

Igualando os termos de ordem zero:

5, B = 6,,EO) (523)
[gualando os de ordem um:
DEO Ly = WEO L gOs (524)
E os de ordem 2:
B + Z D Vi = B EQ 1+ D) ED + 6, EP (525)

As relagoes de ordem zero e um ja foram exploradas. Vamos as de ordem 2.

Para n = k, temos, lembrando que c{!) = 0,
S DV = E® (526)
m#n
o ViV,
2) mn ¥V nm
E}L) S %: 77(79) U (527)

e, lembrando que V,,,, = V*

mn’

Er(LZ) _ Z |an|2

mgn B — B o2

23 Perturbacoes de um nivel degenerado

Recomendamos ao leitor, neste ponto, a leitura do Apéndice Matematico
1, que se encontra no fim destas notas.

Vimos que o nivel F, do zitomo de hidrogénio tem uma degenerescéncia
de ordem n?. Isto ¢, existem n? estados diferentes do d4tomo de hidrogénio
com energia FE, (se contarmos o spin, serao 2n?). Quando se aplica um
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campo externo ao atomo, pode acontecer de esses estados interagirem de
maneira diferente com o campo, e entao a degenerescéncia é quebrada: em
lugar de um nivel passaremos a ter varios, possivelmente até 2n?, se o campo
externo for suficientemente complicado. Diz-se, entao, que a degenerescéncia
foi removida.
Nao podemos aplicar cegamente os resultados obtidos até aqui pelo seguinte

motivo: a correcao de primeira ordem a funcao de onda nao-perturbada que
obtivemos,

Vv
0 mn 0
P =P — ; m?ﬂfn) (529)

n
n # m, ou seja, na féormula acima, apareceriam denominadores nulos.

contém, no caso de niveis degenerados, situagoes em que E,(S) = EO para

23.1 Reobtendo as férmulas gerais

Para obter as correcoes correspondentes para niveis degenerados, precisamos
de uma adaptacao do método anterior a esta nova situacao. Para evitar um
excesso de indices, vamos reobter as férmulas bésicas sob forma ligeiramente
diferente.

Seja H o hamiltoniano perturbado, e vamos escrevé-lo em uma série de
poténcias de um parametro pequeno, A, desta forma[10]:

H=H 4 g + N*A® 4 . (530)

Note-se que, no nosso tratamento anterior, o termo AWM era denotado por \7, e os demais, a2 s a®) , etc, eram omitidos.
Aqui sdo incluidos mais por razdes estéticas do que por real utilidade. E claro que o 7 daqui é o I:IO do tratamento

anterior.

Seja ¢ a funcao de onda perturbada, que queremos calcular. Serd escrita
também como uma série de poténcias em A:

¢ = + AoV + N2 4 (531)
e também para a energia se escrevera
E=E9 £ \EW £ N2E® (532)
A equacao de Schrodinger para as quantidades perturbadas é
(H — E)¢=0 (533)

que, pelo uso das expansoes acima, se escreve

{Zn: Xt (B - E<">)} {Z Am¢<m>} —0 (534)

m
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ou, por extenso,

{(AO = BO) 4 3 (0 = B0 42 (£ - 5®) 1}

{69 + AW + X262 1.} =0 (535)
Igualando a zero os coeficientes da varias poténcias de A, temos

(HO = E©) ¢ =0 (536)

(HO = E©) ¢ 4 (D — ED) 6® =0 (537)

(lﬁ](O) _ g ) ) 4 (H ) oM 1 ( 7(2) _ E(Z)) ¢ = ((538)

e assim por diante.
Da primeira, tiramos, evidentemente, que

HO 30 = 5040

que é a equagao de autovalores do hamiltoniano nao-perturbado, por hipétese
ja completamente resolvida. Na segunda, Eq.(537), multiplicamos a esquerda
por ¢(V*(q) e integramos, obtendo

/ dg¢ " (q) (HO — E©) 60 (q) + / dg¢”" (q) (HD — EV) ) (q) = 0
Mas, pela hermiticidade de H©®, temos

(540)
Logo, de (539),
/dq¢(0)*(q) (ﬁ](l) _ E(l)) ¢(0)(q) 0

ou

A

BV — <H(1)> :

de acordo com o resultado obtido anteriormente.

23.2 Quando o nivel é degenerado. ..

Suponhamos que o nivel £ seja g-vezes degenerado. Isto é, existem ¢
funcoes (bgo) , (j=1,...,9) tais que

£ ¢§0) _ g ¢§0) (541)
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Neste caso, qualquer combinacao linear desses (bgo) serd também uma funcao
de onda de energia E®). De fato,

g N g
) Z ¢; ¢(0 Z ¢ Ja ¢§_0 Z ¢;E ¢(0 EO Z ¢ ¢(0)
j=1 j=1

7j=1

A idéia do método é esta: procurar as combinagoes lineares das funcoes ¢§0)
que sejam tais que o efeito da perturbacao em primeira ordem seja pequeno.
A luz da Eq.(529), isto significa que, para compensar os denominadores que
se anulam, quando E = E©) com n # m, devemos escolher as combinacdes
lineares das ¢§_0) que fazem o numerador correspondente também se anular?®
Suponhamos o problema resolvido, e seja

9
60 =3 ¢;0 (542)
j=1

a combinacgao linear procurada.
Note-se que supomos as ¢;0) normalizadas. Entao a ¢(0) da Eq.(542) serd normalizada se Zj \Cj\2 = 1.

Considere a equacao

[ﬁ(o) _ E(O)] oM 1 [g(l) _ E(l)} @ =0 (543)
ou g
[0 — EO] g0 4 [AV — EO] S ¢, =0 (544)
j'=1

Multiplicando a esquerda por ¢§0)* e integrando, obtém-se:

/ dgo ™" (q) [HHO — E©] 6V(q) + / dg™" (q) [HO }Zc] 60—
(545)

O primeiro termo do primeiro membro é zero, usando-se a hermiticidade de
H© como na Eq.(540). Entao segue que

> [ das? A6 — B > [a @@ =0 (540
e, introduzindo o simbolo

JJ'_/d(b H(l(b(

260u seja, as combinacdes lineares escolhidas devem diagonalizar a matriz de elementos
Vim, na notacao da Eq.(529).
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podemos escrever (546) como

Zc] —EWe; =0 para j=1,...,g (547)
ou ainda,
9 A
> (Hg(]l) - E(l)5jj') cy =0 para j=1,...,9 (548)
j'=1

Este é um sistema de g equagbes homogéneas a g incégnitas (os coeficientes
¢j), cuja solucdo trivial é ¢; = 0 para todo j. E claro que esta solucao nao
tem nenhum interesse fisico. Para que existam outras solugoes, é necessario
que
1) _ p) _
|H dil=0 (549)

onde, se A;; é uma matriz, |A,-j| ¢ o determinante da matriz.

A equagao (549) é denominada, por razoes histéricas, equacao secular.
Vamos a um exemplo. Para g = 2, a matriz em questao é

Jais, J 2 £SOy 5(¢))
21 22
A equacao secular entao da:
ay —e» [y | (1 1) 71
det S11 S12 H( ) E(l) H( ) E(l) H( )H( ) _
(™ T ) = (A B0) (A - £9) -l
(551)
ou
EM? — (A + °HY) EY + (HuHy - HE HY) = 0. (552)
H& duas solugoes,
1 ~
n _ (1) (1)
Y = 2 (Y + ) +
1 A A 2 A
+ 5 (A + %)) —a(aag — mh i) (553)

1 .
B - 2 (A + i) +

1 ~ (1 2 (1)) 2 2 (1) £ (1 ~ (1) 7 (1
- 5\/(}[1(1) + H2(2)) —4 (Hl(l)H2(2) - H1(2)H§1)) (554)
Logo, o nivel de energia E©) se desdobra em dois, de energia s £ + E() ¢
EO 4 pQy,
De uma maneira geral, se a degenerescéncia for de ordem g, teremos uma
equacao algébrica de ordem ¢, com ¢ solucoes para E(M. Se forem todas

diferentes, o nivel se desdobrard em ¢ novos niveis, e a degenerescéncia serd
completamente removida.
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23.3 O efeito Zeeman anomalo

Como aplicacao vamos calcular a agao de uma campo magnético fraco sobre
o estado fundamental do atomo de hidrogénio. Sabe-se que quando se liga
um campo magnético externo, o nivel n = 1, que corresponde ao estado
fundamental, desdobra-se em um par de niveis. A interpretacao fisica é a
seguinte: devido ao spin, o elétron comporta-se como um pequeno ima. A
energia de interacao de um dipolo magnético de momento de dipolo ji com
um campo magnético Bé
E=—jiB

e depende, portanto, da orientacao relativa dos dois. Como o spin quantico
sO pode ter duas orientacoes, correspondentes as componentes z iguais a h%
ou —h%, hé dois valores possiveis para a energia FE, que, grosso modo, é
adicionada a energia do estado fundamental. Surgem assim os dois niveis.
Este fenomeno chama-se efeito Zeeman anomalo.

Esta interpretacao superficial é confirmada por uma andlise mais cuida-
dosa, baseada no céalculo perturbativo.

Vimos na equagao (456) que o termo de interacdo do elétron no estado
fundamental do dtomo de hidrogeénio (I = 0), é

V:f@n:—fﬁgé (555)

mc

onde § é o operador de spin, cuja representacao matricial na base formada

pelos estados
1
v = (o) (556)

“ = <$> (557)

é, por exemplo, para a componente x, s, = %ax, com

o—x:<(1’ é) (558)

Levando-se em conta o spin, o estado fundamental é degenerado, e, por isso,
é preciso utilizar o formalismo desenvolvido especialmente para este caso.
Como s6 o spin interessa neste caso, vamos denotar por H{" = V;; o elemento
de matriz genérico entre autoestados da projecao z do spin. Para dar um
exemplo nao excessivamente trivial, tomaremos o eixo x ao longo da direcao
do campo magnético, suposto uniforme e constante no tempo.
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O termo de interacao é entao dado pela matriz

eh
V=——0,B 559
QmCU (559)
cujos elementos sao
eh eh 01 1
Vin = —2—mX+U:cX+ = —Q—W(LO) < 1 0 ) < 0 ) =0 (560)

eh 0 1 0
Vop = —%(OJ)(l 0><1>:0 (561)

Ve = =00 (§ o) (1) = (562)

2mce  2me
Usando agora as equagoes (553) e (554), obtemos

1 eh
EY — .4V Vo = —— 563
2V ome (563)

h

v = - 564
2mce (564)

Logo, a diferenga de energia entre os dois niveis, uma vez removida a de-
generescéncia, é

I
AE=ED g0 =“p (565)

me
em muito bom acordo com a experiéncia, para campos magnéticos fracos.

23.4 Exercicios

1. No fim desta lista hd uma tabela de valores de quantidades como a carga
e massa do elétron, velocidade da luz, h, etc. Consulte-a para resolver as
questoes que seguem.

(a)Calcule, em ev (eletronvolts) o potencial de ionizagao do dtomo de hidrogénio,
que é a energia necessaria para extrair um elétron do estado fundamental.
(b)Calcule, em ev, a diferenca de energia entre o estado fundamental e o
primeiro estado excitado do dtomo de hidrogénio.

(c) Calcule a razao entre ;—ZB e as quantidades calculadas acima, sendo B
o campo magnético da Terra. Isto dara uma idéia do tamanho do efeito
Zeeman anomalo (ver Notas) em relacao a duas energia s tipicas do dtomo
de hidrogeénio.

2. Considere o poco quadrado infinito que estudamos em detalhe: duas
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paredes inpenetraveis, paralelas, a uma distancia ¢ uma da outra. Calcule o
efeito sobre o estado fundamental de uma mola de constante elastica muito
pequena que prende a particula a parede em x = 0: correcao a energia e a
funcao de onda, até primeira ordem.

3. Mesmo problema, mas, agora, o movimento da particula no poco é afetado
por uma forca constante muito fraca, da esquerda para a direita.

4. Qual é a dificuldade em introduzir a “resisténcia do ar”, isto é, uma
forga proporcional a velocidade, dessa forma?

5. Efeito Stark no atomo de hidrogénio: uma perturbacao dada por um
potencial eletrostatico
V=eFz,

onde F' é o médulo de campo elétrico, age sobre o atomo. Calcule os novos
niveis de energia com n = 2. Resposta:

me* 1
C2n% 4
me* 1
C2n% 4
me* 1

23.4.1 Unidades e fatores de conversao

lerg = 6.2 x 10! eV

h=1,05x 10" erg.s

c =3 x 10"%m/s

me=9,1x 107 %8g

Magneton de Bohr (:2-)=9, 3 x 10~2'erg/gauss

2mce
Campo magnético da Terra =~ 0, 3gauss.

6.0 proton nao é um ponto. Uma representacao aceitavel para ele é como uma
esfera de raio R muito menor do que o raio do atomo. Quando calculamos
os estados estacionarios do atomo de hidrogénio, supusemos o préton como
um ponto. Seja a o raio do atomo. Para R < r < a, a energia potencial
do elétron é a mesma, seja o proton um ponto ou uma esfera de raio R.
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Mas no intervalo 0 < r < R, a energia potencial do elétron é diferente.
Calcule o efeito da extensao do proton sobre os niveis de energia do dtomo de
hidrogénio considerando como perturbacao a diferenga de energia potencial
devida a extensao do proton. Mais precisamente:

(a)Mostre que o potencial perturbador é

V(T):{(;;’EQ(R2—§), :ig’}

(b)Calcule a correcao a energia do estado fundamental. De quantos por cento
é alterada?

7. Considere um oscilador linear unidimensional de massa m e carga e. Sua
energia potencial é escrita como

v(z) = lmu)2552

2

e a energia irradiada é desprezivel. Um campo elétrico fraco, constante no
espaco e no tempo, é aplicado na direcao x. Mostre que,
(a) Em primeira ordem de perturbacao, os niveis de energia nao sao alter-
ados.
(b) Calcule a corre¢ao em segunda ordem para o estado fundamental.
(c) Resolva o problema exatamente, e mostre que a solugao exata coincide
com (b).
(d) Analise o problema cléssico eqiiivalente e compare as solugoes exatas para
o problema nao-perturbado e perturbado.

8.A linha espectral de A = 18504 do mercirio resulta da transicio de um
estado excitado para o estado fundamental 'S;. Um campo magnético de
0,27 divide essa linha em trés componentes com uma separacao de 0, 00324
entre linhas vizinhas. O que se pode dizer do estado excitado?

9. (Dedicado a Douglas Cancherini) Corregoes relativistas aos niveis
atomicos.
A energia de uma particula relativista livre é dada pela conhecida expressao

E? = p*c® + m*c (566)

A parte desta energia que permanece quando p = 0 é dita “energia de re-
pouso”, e é dada pela famosissima expressao

E = mc? (567)
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A diferenga entre as energia s dadas por (566) e (567) é a energia cinética da
particula. A eq.(566) pode ser escrita

E = \/p*c® + m2c (568)

e, na maioria dos casos, o termo que descreve a energia em repouso ¢ muito
maior do que o outro. Entao podemos proceder assim:

1
P2 2 \?
E = Jm%‘* <1 + m204> = mc? (1 + m202> (569)

que pode ser calculada aproximadamente usando a férmula do bindémio de
Newton:

-1 —1)...(a—p+1
(1+I)a:1+a:c+%x2+...a(a ) p'(a P ):c?’+... (570)

Usando (570) em (569), temos

2 4

p I p

E=md+— -
mc—|—2m 8 m3c?

(571)

Subtraindo a energia de repouso de (571), temos uma expressao para a ener-
gia cinética que ja inclui algumas corregoes relativistas, pois a energia cinética
nao-relativista é dada por %.
Calculamos os niveis de energia do atomo de hidrogénio resolvendo a

equacao de Schrodinger para estados estacionarios com o hamiltoniano

R p2 Z62

H = o . (572)
Para avaliar a importancia das corregoes relativistas, podemos utilizar a teo-
ria das perturbacoes, considerando como perturbagao V= —%mpg;.
(a) Obtenha a Eq.(571).
(b) Calcule a correcao a energia do estado fundamental de um atomo hidro-
gendide de Z qualquer, e exiba a dependéncia em Z. Para que valor de Z se
teria uma correcao de 1%7

23.4.2 Exercicio resolvido

1. Considere o poco quadrado infinito usual, com paredes impenetraveis em
x =0 e x = a. Calcule o efeito sobre a energia de um estado estaciondrio
qualquer de uma mola de constante eldstica muito pequena (a energia poten-
cial perturbadora deve ser muito menor do que a separacao entre os niveis)
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que prende a particula a parede em x = 0, em primeira ordem de perturbacao.

Solucao: os niveis de energia nao-perturbados sao:

h2
E, = —F?
2m "
com o
k, = —
a

sendo a funcao de onda correspondente

A perturbacao é dada por

e a separacao de niveis é

hn 02— (n—1)?] = W ton 1]

En = En-1 = © 2ma?

2ma?
A condicao de validade da teoria da perturbacdao, mencionada acima, é

(mostre!)
R*m?(2n — 1
w® < —(2 T )
m2a
Note-se que a condicao depende do nivel. Uma perturbacao pequena para os
niveis baixos pode nao o ser para niveis altos.

A correcao a energia é

2 o nm 1 mw? o _onT
E = —/ sin? —x —mw?s? = / dx sin®? —x
0 a 2 a Jo a

Para n inteiro a integral

3
a . o, NTT a
/ dxa? sin® = T3 {27@37?3 — 3n7r}
0 a 12n3m

Obtém-se assim, para a correcgao,

B0 _ mw?a? F 1 ]
2 3 2n2n?
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23.4.3 Exercicio resolvido (Enrico Fermi, 1954)

Efeito Stark no atomo de hidrogénio: uma perturbacao dada por um
potencial eletrostdtico

V =eFz

onde F', constante, € o modulo do campo elétrico, age sobre o dtomo. Calcule
08 novos niveis de energia com n = 2.

Solugao: o nivel n = 2 é degenerado, de ordem 4. As funcoes de onda
correspondentes sa0:1911, Wa10, Yo1_1, Yo0o- Vamos denotar os elementos de
matriz de V' por

(211|V[210) = /0 “ 2y / sin 00 | At (10, 0)eF 2o (1, 0, )

e assim por diante.
A equacao secular é:

11|V|11) — E  (11|V]10) A1v|1—1) (11|v|00)
gt | (LOIV]LL) (10|V[10) — B (10|V[1 —1) (10[v|00) 0
Cl a-1yvpy a-1viiey Q-1vii-1-E (1—1[V]00) -
(00[V[11) (00[V|10) (00[V|1 — 1) (00[V|00) —

onde omitimos o fndice 2, que é sempre o mesmo. Um elemento de matriz tipico é

el / d*po1 (r, 0, ¢) 20210 (r, 0, @)

Muitas dessas integrais sao nulas por causa do seguinte fato:
se f(!lf,y,Z) = _f(_Iv —Y, _Z)a entao

/_adx/dy dyf(x,y,z)=0

A troca de 7 por —7, ou seja, de (z,y, z) por (—x, —y, —z) chama-se inversao
espacial. Em coordenadas esféricas esta transformacao é:

r o —
0 — 7—10
¢ — o+

Em relacao a inversao espacial, os harmonicos esféricos tém a seguinte trans-
formagao (veja a prova abaixo):

Yi(0,¢) = (=1)"Yin(m — 0,0+ 7)

126



Em conseqiiéncia, as seguintes integrais sao nulas:

[ daviuztnim = [ dazltuml* =0

POIS [tym|* é par e z é fmpar, ou seja, o integrando é fmpar, sendo o intervalo
de integracaop simétrico, pois é o espaco todo. Logo, na equacao secular, os
elementos de matriz diagonais sao todos nulos.

Na realidade, o mesmo fenomeno acontece com os elementos de matriz de
z entre estados de mesmo [, por exemplo:

(210|V|211) = 0

A matriz se simplifica para

—E 0 0 (11]V]00)
0 ~E 0 (ojvijoo) |
det-1 g 0 —E (1 —1vijooy | =

(00[V[11) (00|V[10) (0O|V]1—1) —E
Esta equacao da
E*— E? {\Vn,oo|2 + Voo, 10]* + | Voo 1 —1|2} =0

que tem como solucoes £ =0, E=0¢e

E= jI\/|V11,00|2 + Voo, 10/* + [Voo,1 -1/

Finalmente, notando que [V, [,] = 0, é facil provar (veja a prova abaixo) que
os elementos de matriz de V' entre estados de valores distintos de m sao nulos.
Em conseqiiéncia,

E = £|Vio,10|
Usando as fungoes de onda
1 r v
- ——  (2-Z)e =
b = T (00
1 .
Por0 = = e % cost

V32ma3 a

mostre que os demais valores de E sao:

E = +£3efa

A conclusao é que o nivel n = 2 divide-se em trés niveis: um, com a mesma
energia anterior, que é ainda degenerado (de ordem 2), outro com energia
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igual a energia de Bohr adicionada de 3eF'a, e um terceiro, com a energia de
Bohr subtraida de 3eFa.

Prova 1:

Para maior clareza, vamos denotar os harmonicos esféricos assim:

—

Yim (0, 6) zmm(;),

onde - é o vetor unitario na direcao determinada pelos angulos ¢ e ¢. Entao, o que
queremos provar é que

7 d
Yim (=) = (=1) Vi (——
im(5) = (=1)Yim(=1)
Para o caso em que [ = m, temos

. l
Yu(0,6) = K (“”’)

r

e, como (—z +i(—y))! = (=1)!(z + iy), segue que

— —

7 T
V(=) = (=1)'¥y(—-
()= (=1)Yu(=)
Para completar a prova, lembre-se de que
Yim = K (12)7™Yy,

Mas
=1, —ily
e todas as componentes l; sao invariantes pela inversao temporal (por exemplo, [, =

—1 (ym — Za_y) néao se altera se os sinais de y e z s@o invertidos). Logo,

Prova 2: [l,,z] = 0, logo, [V,l.] = 0. Considere o elemento de matriz (I, m|[V,[]I",m'},
que ¢é obviamente zero, ja que o comutador é zero. Entao,
0 = (I,m|[V,L.]|lI',m") =
= Z <la m|V|ZNa m”><l”7 m”|lz|l/a m/> - Z <la m|lz|l”7 m”><l”7 m”|V|l’, m/>

" " " 1"
"'m U'"'m

= m/{I,m|V|l',m") —m{,m|V|lI')m') =0

Logo,
(m —m) (,m|V|l',m') =0

Daqui se vé que, se m # m/, (I, m|V|l',m’) = 0, como se queria demonstrar.
Sem usar a notagao de Dirac, a prova seria assim:

0 = / AR
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= / dqY: V1 Yign — / dqY: L.V Vi

m/dq}/li‘7m,V§/lm — /dq LYy ) VYo,

m/dq}/ﬁm,Vﬁm —m’/qulT’m/VYlm

(m — m/)/quj‘M/VYlm

23.4.4 Prova simulada

1. Efeito Stark do estado fundamental do A&tomo de hidrogénio

O elétron do atomo de hidrogénio acha-se sob a agao de um campo elétrico
externo que lhe confere uma energia potencial eF'z.

(a) Mostre que o efeito Stark para o nivel n = 1 é, em primeira ordem de
perturbagao, nulo.

(b) Calcule a contribui¢do de segunda ordem, levando o calculo até onde
puder.

N
(c) A partir de Yy;(0,¢) = K (@) , calcule Y51 (0, ¢), determinando também
a constante de normalizacao.

2.0 atomo dos pobres

Um elétron estd preso dentro de uma esfera oca de paredes impenetraveis,
de raio a. Nao ha outras forgas agindo sobre ele.

(a) Existem estados estaciondrios esfericamente simétricos? (b) Determine
os autovalores da energia desses estados.

(¢) Determine a func¢ao de onda do estado esfericamente simétrico de menor
energia .

(d) Existem estados estacionarios desse elétron que nao sejam esfericamente
simétricos?

3. Oscilador preso a uma parede
Uma particula de massa m possui a energia potencial

lpx? >0
V(x):{éo <0

(a) Escreva o hamiltoniano para este sistema. e determine as autofungoes
() e autovalores E,,. (b) Calcule o valor esperado (x) para o estado fun-
damental deste sistema e compare com o valor da mesma quantidade para o
oscilador verdadeiro. Comente a diferenca. (c¢) Mesma coisa para (p).
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4. Um sistema fisico tem, num certo instante, uma funcao de onda cuja
tnica dependéncia em ¢ (quando expressa em coordenadas esféricas) é dada

por um fator
4
D (¢) = 4/ e cos” ¢

(a) Quais os possiveis valores para uma medida de 1,?
(b)Qual o valor médio (l,)?

23.4.5 Solugoes de alguns problemas

Atomo dos pobres

O laplaceano em coordenadas esféricas pode ser escrito:

~

2
Vi) = 10 (r2a—¢> L (573)

or 72
onde [ é o operador de momento angular total.
A equagao de Schrodinger para estados estacionarios do sistema descrito

é, entdio,
1o (00 I
m{a ( E) e }W (574)
Procuremos solugdes da forma
0(r.0,9) = R(r)Yin(6,) (575)

Inserindo esta expressao em (574), temos, visto que

2
LY = U1+ )Y

_hld <r2%> LD by~ BRGY (576)

2m r? dr 2m  r?

Introduzindo a fungao u(r) tal u(0) =0 e

a equacao (576) d4, para u(r), a equagao

Pulr) WD oy = 220 gy (577)

dr? 72




Para maior clareza, vamos apender o indice [ as solugoes desta equacao.
Entéao, reescrevemos:
Puy(r) (I +1) 2

m
e — ul(r):—?Elul(r) (578)

Os itens (a) e (b) podem ser respondidos imediatamente. Como as solugoes
sao da forma “lTwiﬁm(Q, ¢), as eventuais solugoes de simetria esférica tém de
corresponder a [ = 0, ja que o Unico harmonico esférico com esta simetria é
o Ypo. A equagao relevante é, entao, (577) com [ = 0, ou seja,

dzs;jgr) = —J2uo(r) (579)
onde pusemos
k3 = 2h—mE0 (580)
A eq.(580) tem a solugao geral
uo(r) = Acos kor + Bsin kor (581)

mas, como u(0) = 0, devemos tomar A = 0. Logo,
up(r) = Bsin kor (582)

Além disso, o a&tomo dos pobres tem raio a, e entao a condi¢ao adicional
up(a) = 0 deve ser imposta. Com isto, obtemos

Bsin kga =0 (583)

cuja solucao mais geral é
knoa = nm (584)

onde n é um inteiro. Resolvemos, de novo para maior clareza, apender um
novo indice, n, as solucoes. Temos, entao, muitas solugoes esfericamente
simétricas, caracterizadas por

Uno(r) = Bsinkyor
B sin k,or
7pnO(T) = , 0 YE]()(H, (25) (585)

sendo as energia s dadas por

(536)



Evidentemente a solucao esfericamente simétrica de menor energia ¢ dada
por 11 o(r).

As demais questoes sobre o atomo dos pobres podem ser resolvidas sem
dificuldade pelo leitor. As solugoes sem simetria esférica satisfazem a equagao

a1+ 1
dr2l — ( = )ul(r) = —Kkuy(r) (587)
Reescrevendo em termos da fungao Ry(r) = “lTW, temos

PR 2dR U1+ 1)

dr?2 7 dr 72 = —kR (588)

As funcoes de Bessel esféricas sao solugoes da equacao diferencial

d?;;(;) N %d];ir) e ; 1)jl (r) = —ju(r) (589)

de onde se deduz sem dificuldade que
Ri(r) = 5i(kr) (590)
Logo, as solucoes sem simetria esférica tém a forma

¢nlm(r> 97 ¢) = A]z(kT)Ylm(9> ¢) (591)

A condicao de contorno é
Ji(ka) =0, (592)

que é satisfeita por certos valores de k, denotados por k,, para os quais (592)
é satisfeita. Matematicamente, trata-se entao de fazer com que a quantidade
ka coincida com os zeros da funcao de Bessel esférica j;, que sao encontrados
em tabelas. Sejam z; < zo < ... < z,... numeros tais que

jl(zi) =0

Entao teremos o
ky =2 (593)

a
sendo a energia deste estado estacionario dada por

_

By = kau (594)
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23.4.6 Mais exercicios resolvidos

Calcular as correcoes relativistas aos niveis de energia como corregoes
perturbativas. (Exercicio 9, Secao 20.4 das notas de aula).

Solugao: o hamiltoniano nao-perturbado é

2 Ze?
=2

2m T

enquanto que o perturbado é, como vimos em aula,

1 pt

H H0+V HQ 8@

A correcao a energia em primeira ordem é, entao,

8m32

1
E(l /dq@bm l1, ml( 9 ¢) ( p ) ¢n17llym1 (Tv 97 ¢)
Mas o
p4w — p2p2¢ — h4v2v2w

e V2 é um operador hermiteano (por que?). Entao,

ht . =9
E(l) - _W /dqwn1,l1,m1 (T7 ‘97 (b)vzvzwnl’ll’ml (T’ 97 (b)
h4 N * -
= —m /dq v277Dn1 l1,m1 (T 9 ¢)) V2'¢n1,ll,m1 (T’ 9’ Cb)

_ /dq|V Dy 11 (750, ) |2

8m3 2

A equagao de Schrodinger é

h? Ze?
—2—V2¢n1 l1,m1 (’l" 0 ¢) r ¢n1711,ml (Ta 97 ¢) = Enlwnl,ll,ml (Ta 97 ¢)

logo,

2mZ e 2m

62¢n17l1,m1 (T’, 97 Cb) = h wm ly,m1 (T 0 ¢) h2 En1¢n1,l1,m1 (Ta 97 ¢)

Logo, .
|V2wm,l17rm (7“ 0 ¢)|2 =

2mZe*  2m . 2mZe 2m
= (W + ?En1> ¢n1,l1,m1(r 0 ¢) <7 + h2 ) wm l1,mq (T ‘9 (b)
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Am? 7% et 8m?Ze*E,
- T|¢n1,117m1(r 0 ¢)| Tl|¢n1,ll7m1(r 0 ¢)| +—E2 ‘wm,ll,ml(rvev ¢)‘2

Para a correcao da energia temos, entao,

72 1 ZeE,, [ 1 Ey
EW — _ /dqﬁlwz i /dQ;WP - m/dqu

2mc?

ou,

VAT Ze? 1 E,
() — B () — o
2mce? 'r? mc? " 2mc?
Para uma anélise qualitativa, podemos por:

EV — _

Z%t 1 Ze? 1 E,

_ S
2mea: m Mag 2me?

1

BV —

Verifique cuidadosamente esses cdlculos (foram feitos as pressas). Em
particular, verifique a validade de

(r) = ao
G = =
& - =

Determine explicitamente a dependéncia total em Z (ha uma escondida
em ag?).

Justifique o folklore que diz: corregoes relativistas sao importantes para
ntcleos pesados, em suas Orbitas internas.

Como nao ha drbitas, que historia é essa de “Orbitas internas”?

24 Perturbacoes dependentes do tempo

Até agora estudamos o efeito de pequenas perturbagoes sobre um sistema
fisico, sob a hipotese de que essas perturbacoes fossem independentes do
tempo, como um campo magnético constante, etc. Muito importante para
o estudo das propriedades de atomo é investigar o que acontece com ele
quando, por exemplo, uma onda eletromagnética o atinge. A luz do Sol, por
exemplo, é um campo eletromagnético que varia muito rapidamente mas que,
em condigoes normais, ¢ muito menos intenso do que os campos elétricos e
magnéticos do préprio atomo. Entao a luz é uma perturbacao, mas uma
perturbacao dependente do tempo. Seja

H = Hy+V(t) (595)
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o hamiltoniano perturbado, escrito como a soma de um hamiltoniano H, nao-
perturbado, sobre o qual sabemos tudo, e de uma perturbagao V(t), onde
a perturbacao, agora, depende do tempo. Esta é uma dependéncia explicita
no tempo. Vamos explicar por meio de um exemplo: suponha dois elétrons,
interagindo sob a acao de seus campos elétricos. A repulsao eletrostatica
fara com que, a medida que o tempo passa, eles estejam cada vez mais longe
um do outro. Portanto, do ponto-de-vista de cada um dos elétrons, o campo
do outro varia com o tempo. Nao se trata desta dependéncia no tempo,
conseqiiéncia do movimento, o que estamos estudando aqui. Trata-se de uma
dependéncia no tempo adicional a esta, e que aconteceria, por exemplo, se a
carga de um dos elétrons fosse aumentando com o tempo. Se os dois elétrons
estivessem no interior de um capacitor cujo campo elétrico fosse alteravel
por meio de um reostato, terfamos um campo com dependéncia explicita no
tempo. Uma onda de luz que incide sobre um elétron, ja citada acima, é
outro exemplo de perturbacao com dependéncia explicita no tempo. Neste
caso, nao hé conservacao da energia 2” e o hamiltoniano perturbado nao tera,
em geral, estados estacionarios. Supoe-se, porém, que o hamiltoniano H, os
tenha, e o objetivo é calcular as funcoes de onda do sistema perturbado como
corregoes aos estados estacionarios do sistema nao-perturbado.
Sejam _
(7 ) = g (F)e R (596)

as fungoes de onda dos estados estacionarios do sistema nao-perturbado.
Entao uma solugao arbitraria da equagao de Schrodinger para o sistema nao-
perturbado pode ser escrita na forma

=3 ap (597)
k

2TDe fato, a férmula .
i
n

precisa, quando ha dependéncia explicita no tempo no operador O, ser modificada, dando

0="1170],

o0 i

H,0]
Aplicando-se esta ultima equagao ao hamiltoniano H , tem-se

. 9H oV
H = ——= —
ot ot

que é diferente de zero. Na mecanica quantica, lembre-se, a conservacao da energia é

sumarizada pela relacao H = 0, que, neste caso, nao é verdadeira.
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Vamos agora procurar uma solucao da equacgao perturbada

ov . A
ih—r = (Ho+ V)¢ (598)
na forma de uma soma
b= ap(t)ey (599)
2

onde os a; agora, diferentemente daqueles da Eq.(597), sao fungoes do tempo.
Para ser mais esoecifico, seja 1, a fungao de onda do sistema perturbado que
é uma correcdo da fungio de onda nio perturbada . A equacio (599) é
agora escrita assim:

Yo = () (600)
k
Levando a Eq.(600) a Eq.(598), e lembrando que as w,(co) satisfazem a equacao
Wk oy (0)
= H, 1
ih ot Owk ’ (60 )
obtemos 9
LEDMOL = (Ho+ V(1)) Z gen (t (602)
k
ou d
QAkn
S i =3 gt 2 (603)
2 k

Multiplicando ambos os lados da equacdo a esquerda por 1(?* e integrando,
temos

d mn
a Z mG CL]m (604)
onde ) '
- / YO VYO dg = Ve om (605)
EQ _E©
CoM Wy = —“——*—, sdo os elementos de matriz da perturbagao, incluindo as

exponenciais que contem a dependencia temporal. Deve-se notar ainda que,
como V depende explicitamente do tempo, as quantidades V,,,; sao também
funcdes do tempo. O fato de que 1, é proxima de ¥(?) é expresso por

U (1) = O + a2 (1) (606)
Inserindo (606) em (604), temos

da,(}LZL

i
N

=3 6uVok = Vi (1) (607)
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Note-se que '
mG(t) = mG6w7”kt (608)

A equagao (607) pode entao, por causa de (608), ser escrita:

da'l) :
h mn __ an WwWmnt
th—, e (609)
Integrando, obtém-se:
a%%(t) = —% /dtvmneiUJmnt (610)

O caso mais importante é de uma perturbacao com dependéncia periddica
no tempo, . o -
V = Fe ™"+ Ge™! (611)

a qual devemos, evidentemente, impor a condigao de hermiticidade. Como

V= Ffeit 4 Glemt (612)
e A A
V=V, (613)
segue que . .
F=a1 (614)

Para os elementos de matriz, temos a relagao:

(@n = (F)un (615)
ou seja, ' '
Viun = Fone ™" + Fy, e (616)
Usando isto em (610), temos
A () = 0 / dt (ane_i“t + Fr ew) glwmnt (617)
h nm

ou

(1) = _%an / dteiemn—e)t _ %F;fm / dtemn+t(618)

e, integrando,
i 1 . 1 1 .
() = ——F, —— wmn—w)t _ Zpx 7 ilbmn—w)t (G109
a () h i(wmn—w)e h nmi(wmn—l—W)e ( )
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ou ainda,
anei(wmn —w)t F;Lkmei(wmn-i‘w)t

(Wi — w) AWy + w)

Esta expressao assinala que alguma coisa importante acontece quando

A (t) = — (620)

EY —FEO = +hy | (621)

embora, estritamente, a teoria de perturbacoes nao se aplique neste caso, ja
que os efeitos sao grandes. Em todo o caso, é claro que a acao de um campo
perturbador de freqiiéncia dada por (621) é muito mais intensa do que para
quaisquer outras freqiiéncias. Este fenomeno é denominado ressondancia.

25 Perturbacao periédica proxima a ressonancia

Considere a perturbagao periddica

A

V = Fe ™ 4 Get

de freqiiéncia w tal que B — B = h(w 4 ¢) onde € é pequeno. A equacio
bésica é (604),

day,
W= = SOV () ay (622)
dt .
com | |
mG(t) = kael(ka—w)t + F]:mez(wmk—i_w)t (623)

Esta expressao contém expoentes de tamanhos diversos, um dos quais, €, é
particularmente pequeno, aparecendo nas combinacoes wy,, — W € Wym + W.
Como a solugao de (604) envolve uma integracao do segundo membro no
tempo, usaremos o fato de que, quando um integrando possui varios termos
oscilantes, a contribuicdo dominante é a daquele termo que oscila menos. A
base matematica rigorosa para isto é o lema de Riemann-Lebesgue®®. Pode-
mos, entao, aproximar as equagoes (604) por

da,, , ,
Zh% = mnel(wmn—w)t - aneletan (624)

ih% = F* e~dq,, (625)

280 leitor achard uma descricdo breve em
http://mathworld.wolfram.com/Riemann-Lebesque Lemma.html
e uma longa em qualquer livro que trate de integral de Lebesgue.
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Introduzindo a quantidade auxiliar

b, = a,e
temos, para (624),
My = Fynby . (626)
Substituindo, em (625), a,, em termos de b,, ficamos com
ind (bue™™) = Frnpe (627)
dt mn
ou '
ih (by — ieby) = Fjpam (628)
Derivando mais uma vez,
ih (b — i€by ) = Fjy,am (629)
que, usada em (626), da
. . 1
b, — ieb, + ?\anﬁbn =0 (630)

Trata-se agora de resolver esta equagao diferencial linear a coeficientes con-
stantes. Para isto existe um algoritmo bem conhecido: como todas as
solugoes de equagoes deste tipo podem ser escritas como exponenciais, procura-
se a solugao como uma exponencial genérica, escrita como

b, = e

com a a determinar. Temos b, = ae™ e b, = a’e®. Inserindo estas expressoes
em (630) e cancelando a exponencial comum, obtemos

1
a® —iea + ?|an|2 =0 (631)

que é um equacao do segundo grau. As solucoes sao

1€ + \/—62 — % | Fon|?

h2
a= 632
: (632)
Para simplificar esta expressao introduzimos algumas abreviagoes:
o an
T

Q0 ,/62 2
= Z+|77|

139



Usando esta notagao as solugoes (632) podem ser escritas

€
a, = Z—+ZQ

2
ay = % — ’LQ
e, portanto,
bsll) — 6i(§+9)t (633)
B2 = eils) (634)
Como a, = b,e” " obtemos
a® = (-5 (636)
Finalmente, introduzindo
a1 = —g -+ Q
g = % +Q
chegamos a
all) = Aeint (637)
a? = BeTieat (638)
Ahoy
o) = —F—*O‘lew (639)
Bhay
(2) — 2 _jaot 640
o) = Tt (640)
onde, para obter as duas ultimas, usamos a eq.(625).
Note-se que um par (a(), a!)) representa uma funcao de onda
aUR + gy (641)

A solucao mais geral é dada por uma combinacao linear dessas solugoes, para
i =1ei=2. Como cada uma ja foi escrita com uma constante multiplicativa
arbitraria, temos

Y= (o + @) g0 + (o) +o2) 40 (642)
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ou

. . Ahay Bh -
w — (Aelalt + Be—zagt) ¢£LO) + <_ F*al ezalt + F*a2 e—zagt) ¢£r(3) (643)

Como condicdo inicial, queremos que, para t = 0, 1) = (9. Tomando ¢ = 0
na eq.(643), vemos que devemos ter

A+B = 0 (644)
h
o (—Aal + BO(Q) =1 (645)
Conseqlientemente,
F*
B=—-A—=_"mn 646
h(ag + o) (646)
Note-se ainda que a; + as = 2€2. A expressao para 1 é, entao:
_ 1 it —iant (0) F;m it —iant (0)
zp_ﬁ(aleurage 2)%—%(61—6 ) 4 (647)
O coeficiente de 1Y) na equacio anterior, depois de alguma algebra, é escrito:
e it {cos Qt — % sin Qt} (648)
e o de ) d4
—% ~i5! 5in O (649)
de modo que
P = e i3t Kcos Ot — % sin Qt) O — z% sin Qt h?) (650)

O sistema inicia (em ¢ = 0) no estado ¥?). A probabilidade de ele estar, no
instante ¢, no estado ¥(?), é dada pelo quadrado do médulo do coeficiente de
PP, que é
w sin? Qt = m(1 — cos 202t) (651)
w? 20)2
Na ressonancia, isto é, para € = 0, temos = \/f +|n?> = |n|, logo, a
probabilidade da transicao ¢ dada por

1
5(1 — cos 2|n|t) (652)

que varia periodicamente entre 0 e 1. Isto significa que, na ressonancia, o
sistema realiza transicdes periédicas entre 19 e ("), Note que a freqgiiéncia
dessas transicoes nao depende de nenhuma das freqiiéncias presentes: ela é
determinada por |n|, ou seja, pela intensidade da perturbacao.
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26 Forcas de van der Waals

26.1 Introducgao

O fisico holandés Johannes Diderik van der Waals, vencedor do prémio Nobel
de Fisica de 1910 “por seu trabalho sobre a equacao de estado de gases e
liqiiidos” propos, para gases reais, a equagao de estado

(p + %) (V —b)=RT |, (653)

aplicavel a 1 mol. Aqui a e b sdao as chamadas constantes de van der Waals.
Naturalmente, para a = b = 0, recupera-se a equagao de estado para gases
ideais. Note-se que a equagao de van der Waals (653) mantém a sua validade
até mesmo nos estados em que a fase gasosa e a fase liqiiida estao em equilibrio
(Ver, para isto, Landau, Lifshitz, Statistical Physics, Part 1, pg.232).

Van der Waals interpretou a constante b como o volume ocupado pelos
atomos: em gases rarefeitos este volume pode ser desprezado. A constante
a estava associada, segundo ele, a uma forca atrativa entre dois atomos. O
proprio van der Waals sugeriu, mais tarde, um potencial de interagao da
forma

V(r)= 4 exp —Br
r

onde A e B sao constantes.
Mais tarde ainda Keesom obteve o potencial

pivs

Vir) = - 3kTrS

para duas moléculas polares (i.é, com dipolos permanentes), com dipolos de
modulos py e po.

Contudo, gases de moléculas nao polares também apresentam valores nao-
nulos para a constante a, de modo que uma forca mais geral do que a de
Keesom seria necesséria.

26.2 O trabalho de Debye

Em 1920, P. Debye publicou um importante trabalho no Physikalisches Zeitschrift,
Vol.21, 178(1920), intitulado As forcas coesivas de van der Waals, que re-
produzimos, em parte, a seguir.

Como se sabe, o grande sucesso da equagao de estado de van der Waals
baseia-se essencialmente na hipétese de uma forga atrativa entre as moléculas.
Essas forcas causam, em adi¢ao a pressao externa, uma pressao interna que é
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proporcional ao quadrado da densidade. De acordo com van der Waals, estas
forcas de atragao existem entre moléculas de qualquer tipo, e constituem
uma propriedade geral da matéria. Parece, por isso, de particular interesse
considerar a origem dessa atragao universal.

Sabe-se hoje com certeza absoluta que a molécula é um sistema de cargas
elétricas, e somos levados a procurar uma origem elétrica para as forgas de van
der Waals. Sera certamente desnecessario considerar detalhes da estrutura
molecular. Uma propriedade da matéria tao geral quanto a atracao de van
der Waals nao pode requerer, para a sua explicacao, mais do que aspectos
estruturais, comuns a todas as moléculas. Mostraremos no que se segue que,
de fato, é suficiente saber que as moléculas sao sistemas elétricos em que
as cargas nao estao rigidamente presas as suas posi¢oes em repouso. Uma
relacao entre a constante de atracao de van der Waals, de um lado, e o indice
de refracao e o alargamento das linhas espectrais, do outro lado, pode ser
deduzida na base dessa hipdtese.

26.2.1 A equacao de van der Waals

Comecamos por apresentar algumas relagoes que serao usadas subseqiiente-
mente. . .

26.3 Causa da Coesao

Se imaginarmos as moléculas como sistemas elétricos rigidos, entao havera,
naturalmente, uma forca agindo entre tais sistemas, que mudara de sinal
e de magnitude com a orientacao mutua das moléculas. Como todas as
orientagoes ocorrem em um gas, a média sobre tais orientagoes precisa ser
tomada, afim de computar o termo de atragao que aparece na equacao de
estado.

Em termos gerais, na realizacao dese processo de média, a probabilidade
de uma orientagao arbitraria teria de ser determinada em base ao principio
de Boltzmann-Maxwell. Quanto mais alta a temperatura, porém, menos im-
portante é a dependéncia na energia mitua. No limite de altas temperaturas,
todas as orientacoes serao igualmente provaveis. Obviamente, a hipdtese de
van der Waals requer que a caracteristica coesao introduzida na equagao
persista no caso limite.

Pode ser mostrado facilmente que dois sistemas elétricos rigidos, em
média, nao exercem forca um sobre o outro. O potencial que é gerado em
um ponto distante por uma molécula pode ser considerado como originando-
se de uma série de esferas concéntricas cobertas por uma camada de cargas
elétricas de densidade superficial constante. Se as moléculas assumem todas
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as possiveis orientagoes no espaco, cada carga ocupa, na média, todos os
pontos da esfera com igual freqiiencia. Como é sabido qye uma esfera com
densidade superficial de carga constante afeta pontos de seu esterior como se
a carga total estivesse concentrada no centro, e como a molécula possui carga
total zero, a média do potencial no ponto considerado sera zero. Assim, nao
existe forca efetiva na média, entre duas moléculas rigidas.

A situacao é imediata e essencialmente mudada se se consideram moléculas
que nao sao completamente rigidas. O fato de que cada gas tem um indice
de refracao diferente de 1 é prova da mobilidade das cargas separadas da
molécula. Levando isto em consideracao, serd claro que uma dada molécula
adquire um momento elétrico de dipolo no campo E de outra molécula, e o
valor desse momento é proporcional a E. Assim, surge uma energia mutua
entre as duas moléculas que é proporcional ao produto do momento de dipolo
pelo campo E, ou seja, é quadratica em E. Conseqiientemente, a forca média
nao pode se anular. Além disso, pode ser visto prontamente que essa forca
é sempre de atracao. Assim, podemos concluir que descobrimos a forca que
estd na origem da atracao universal de van der Waals®

A situacao pode ser ilustrada pelo exemplo seguinte. Dois dipolos estao
situados em oposi¢cao um ao outro.

:
i

A — ——-
E E
- + - +

I1

. —- A — —
A — ——
E E

(a)Na posigao I. Aqui o efeito principal é repulsivo. Como conseqiiéncia da
acao, o campo E sobre as cargas elasticamente acopladas, as tltimas sao
deslocadas de tal forma que os momentos elétricos de dipolo sao reduzidos.

29Frrado! Veremos mais abaixo que esta forca existe, mas que a atracio de van der
Waals ocorre também para moléculas rigidas.
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Assim, a forga repulsiva decresce; em outras palavras, uma forga atrativa
aparece como um efeito secundario.

(b)Na posicao II. Aqui o efeito principal é atrativo. O campo agora desloca
as cargas de modo que os momentos crescem. O efeito principal é agora au-
mentado, ou, dito de outra forma, de novo uma forga atrativa foi adicionada
como efeito secundario.

O efeito principal se anula quando se faz a média sobre todas as ori-
entagoes. Como o efeito secundario é sempre positivo, ele nunca se anulard
na média.

Atéa aqui as palavras de Debye. Como ja mencionamos, este efeito que
ele descreve efetivamente existe, mas nao ¢é suficiente: os gases nobres tém
atomos essencialmente indeformaveis, e, no entanto, se condensam, sob a
acao da atracao de van der Waals. Falta ainda alguma coisa.

26.3.1 A teoria de London

Em 1930, Fritz London(Zeitschrift fiir Physik,63,245(1930)) utilizou a teoria
quantica das perturbacoes para obter o potencial de interacao

3hwoa’
476

entre dois atomos (ou moléculas) idénticos, com freqiiéncia de transicao wy
entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado, e com polarizabil-
idade a. O resultado de London, que foi considerado um grande marco na
aplicacao da mecanica quantica, mostrou que hd uma forga geral de atragao
entre duas moléculas mesmo que nenhuma possua um momento de dipolo
permanente. ¢ suficiente que um momento de dipolo possa ser induzido em
cada molécula, isto é, que cada molécula seja polarizavel (o # 0). Além
disso, a forca de van der Waals é independente da temperatura, propriedade
compartilhada pela interacao de London, mas nao pela de Keesom.

A seguir mostraremos que a for¢a de van der Waals, na forma obtida por
London, pode ser atribuida a energia do ponto zero.

V(r)=-

26.3.2 Referéncias

A leitura da conferéncia que apresentou ao receber o prémio Nobel é forte-
mente recomendada. As URL’s sao

http://nobelprize.org/nobel _prizes/physics/laureates/1910/waals-lecture.html
http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1910/waals-bio.html
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Mais curiosidades sobre as forcas de van der Waals:

http://news.nationalgeographic.com/news/2002/08/0828_020828_gecko.html
http://www.bbc.co.uk/dna/h2g2/A6378230

http://dbhs.wvusd.k12.ca.us/webdocs/Chem-History/Debye-1920/Debye-1920.html

De grande interésse e atualidade é o artigo de S. K. Lamoureux, “Casimir
forces: Still surprising after 60 years”, Physics Today,Fevereiro de 2007,
pg.40, que considera a forca de van der Waals no contexto mais amplo das
forgas de Casimir. Em particular, menciona-se neste artigo o fato de que a
aderéncia que permite as lagartixas subir uma parede de vidro é devida a
forga de van der Waals.

26.4 Relacao com a energia do ponto zero

Quando um gas se condensa, ocorre uma notavel contracao de volume, que
revela a existéncia de forgas de coesao entre as moléculas, ou atomos. Essas
forgas sao as for¢as de van der Waals. As forgas de coesao de van der Waals
depemdem da deformacao mutua dos atomos, de duas maneiras diferentes.
Primeiro, a a¢ao do campo (devido ao momento de dipolo ou quadrupolo
permanente da molécula, sobre o dipolo induzido sobre a outra molécula por
este mesmo campo) leva, em média, a uma atragao: um resultado conhecido
mesmo antes da mecanica quantica, demonstrado por consideragoes classicas
por Debye e Keesom (1921).

Dai, no entanto, se concluiria que atomos ou moléculas de estados funda-
mentais esfericamente simétricos (e, portanto, sem dipolos ou quadrupolos
permanentes), como os gases inertes, ndo deveriam apresentar coesao, con-
trariamente a experiéncia.

Uma solugao para este problema foi apresentada por Fritz London (1930),
que mostrou que a deformabilidade tem um segundo efeito, caracteristico
da mecanica quantica. De acordo com esta teoria, existe um ”movimento
do ponto zero”, isto é, mesmo no estado de minima energia o atomo ou
molécula apresentam movimento de cargas, de modo que pode existir um
dipolo oscilante, com a frequiéncia do elétron. Aproximados os atomos um
do outro, os "movimentos do ponto zero”dos dipolos agem sempre de modo
que o resultado seja uma atracao.

Para descrever a interacao entre dois dtomos de hidrogénio de forma bem
simples, consideremos cada um deles como um nticleo positivo de carga e e
um elétron, de carga —e que, por acdo de um campo eletromagntico, esté
oscilando harmonicamente em torno do ntucleo fixo. No primeiro semestre
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mostramos que, num modelo muito simples do atomo, se o elétron é deslo-
cado de uma distancia r em relacao ao nicleo, aparece sobre ele uma forca

restitutiva da forma

62

F = —gr
onde a é o raio do nucleo. No caso de um modelo mais realistico, a forca
ainda tera essa expressao, mas a nao sera exatamente o raio do ntcleo.

Supondo os dois atomos idénticos, cada um deles tera, entao, por causa
da deformacao, uma energia potencial elastica, ou seja, teremos energias
potenciais %x% para um atomo (z; é o deslocamento do elétron em relagao
ao atomo) e %x% para o outro.

Os ntcleos dos dtomos estao a distancia R um do outro. Supondo, apenas
para fixar as idéias, que o atomo a esquerda tenha o elétron deslocado para a
esquerda, e que o da direita tenha o seu deslocamento para a direita, teremos
uma energia potencial elétrica dada por

e e e e

U=—+ — —
R R"—S(Il—i‘ilfg R+LL’1 R—i—LEQ
Estaremos supondo que os atomos estejam distantes, ou, mais precisamente,

que

(654)

R> x;parat =1,2
Podemos entao, na Eq.(654), expandir cada termo que contenha z; e xs
em série de poténcias de z;/ R, o que se faz sem dificuldade usando a férmula
do binomio. Por exemplo,
2 2 -1 2 2
e e <1+x1+x2> e (1_x1+x2+(x1+x2)>

R+l’1+1’2 N R

R

B R R R2

Fazendo o mesmo para ¢?/(R + x1) e €/(R + x3) e levando esses resultados
em Eq.(654), obtemos, apds uma série de cancelamentos,
2¢?
Ulxy,xq) = ﬁxllé
que € a energia de interagao entre os dois dipdlos.
A energia total do sistema é entao dada por
2 .2 2 2
Pitpy € g o9\, 20771
TR R s
Suponhamos por um momento que o termo de interacao, ou seja, o ultimo
termo da Eq.(655), seja omitido. Entao cada dipdlo iria vibrar com a freqiiéncia

H= (655)

62
Wy = —
a’m

147



Na presenca do termo de interagao, convém proceder assim: procuro uma
mudanca de variaveis tal que o sistema seja reconduzido, nas novas variaveis,
a dois osciladores independentes. Isto se consegue introduzindo as variaveis

L (01 + 1)
r, = —(x T
\/51 2
= L)
ps_ﬂpl D2
1
z, = —(r1—=x
\/5(1 2)
1
Pa = —=(p1—Dp2)

3

Com isto, o hamiltoniano do sistema se escreve

H=i(p?ﬂﬁ)+€—2(x§+x§)+e—2(x§—x§)

2m 2a3 R3
ou, de forma mais clara,
1 2 e 1 2 e?
H = 2 ST % AR — - — )2 656
om?s + <2a3 + R3> st om?e + <2a3 R3> Ta (656)

Na Eq.(656) vé-se que ha dois osciladores independentes, um de coordenadas
T, e o outro de coordenadas x,. O primeiro tem a constante elastica dada

por (% + ;—z), e o segundo a tem igual a (% — E—i) Escrevendo
ez /1 2
ez /1 2
e = \— == 658
“ m <a3 R3> (658)
vemos facilmente que as energias do sistema podem ser escritas
1 1 1 1
Enon, = §hws (ns + 5) + §hwa (na + 5) (659)

O estado fundamental desse sistema, que é a energia mais baixa que este
sistema de dipdlos pode ter, é obtido pondo ny = n, = 0 (é a energia do ponto
zero do sistema). Mesmo que nao haja nenhum campo externo atuando sobre
o sistema, ele tera esta energia, pelo menos. Ela é

1
EO(] = 57—1 (ws + wa) (660)
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Usando as Eqs.(657) para explicitar os valores de wy e w,, temos

a6

O primeiro termo é uma constante, irrelevante. O segundo termo é da forma

CL6

U(R) = —hw02—R6 (662)
e é sempre negativo. Ele gera a forca
F,w =—-VU(R)
ou seja,
Fow = —hwy %CL:R
ou .
Fow = —h %%R (663)

que é uma forga atrativa (R é o vetor unitario na direcao radial). Esta é a
forca de van der Waals. Apesar de ser responsavel por um fato corriqueiro,
macroscopico, como a contracao volumétrica por ocasiao da condensagao, ela
é de carater quantico, o que se manifesta claramente tanto pelo fato de ser
proporcional a h, quanto pelo fato de ser uma conseqiiéncia direta da energia
do ponto zero dos osciladores harmonicos. Usando o valor de

72

me?
pode-se reescrever a eq.(662) na forma

e2a®

U(R) = 25 (664)

que sera util para comparar com os resultados perturbativos obtidos abaixo.

26.5 Tratamento perturbativo das forcas de van der
Waals

Para obter uma expressao para as forcas de van der Waals via teoria das
perturbagoes, precisaremos do seguinte resultado, demonstrado no Apéndice:
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a correcao de segunda ordem a energia nao perturbada, que denotaremos por
Ws, é dada por
' 2
[(m|V|n)]
W=D 55" (665)
n#m m — n
onde |m) é o estado nao perturbado e os E; sdo as energias dos niveis nao
perturbados.
Suponhamos que os ntcleos de dois atomos de hidrogénio, um localizado
na origem, o outro no ponto com vetor de posicao R, estejam no eixo z. O
elétron do primeiro atomo esta em rq, e o do outro em R + r».

—_
Iav]
hO

O hamiltoniano para este sistema sera escrito

H = Hy+V (666)
. R - e e2
H. - 2 2y - =
0 o (Vi+V3) i (667)
2 2 2 2
v o= & ¢ ¢ ¢ (668)

— + _ _
R |R—|—I‘2-I‘1| |R—I‘1| |R—|—I‘2|

Os dtomos nao perturbados estao em seus estados fundamentais, de sorte
que o autoestado de Hy é dado por

U (1'1, 1"2) = U100 (1'1)U100(1"2) (669)
onde

3
u100(7, 0, 9) = (i)Q 2 exp <—L)Yoo(9, )
ap ap

Para que o potencial V possa ser tratado perturbativamente, suporemos
0 caso em que R >> ag, onde ag ¢ o raio de Bohr, o que acarreta que 3 e 22
sao ambos muito menores do que 1.

Neste caso, expandindo V em poténcias de 1/R (com o uso da férmula
do binémio de Newton) teremos, ap6s varios cancelamentos, e desprezando
termos da ordem de (r/R)* e menores,

62

V= ﬁ(%ﬁz + y1y2 — 221 22) (670)
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Note inicialmente que (m|V|m) = 0, pois a funcio de onda u(ry, rs) ¢ uma
funcao par de rq e de o, enquanto que V (como mostra a Eq.(670)) é impar
em r; e em ro. Assim, o termo que iremos calcular, a correcao de segunda
ordem a energia, é o termo dominante na abordagem perturbativa. Como
ele dependers de V2, teremos uma interacio do tipo 1/RS.

Olhando, na eq.(665), a expressao para W, que denotaremos por W (R),
temos 2

w, = 3o LnlVim?. (671)
nzm Eo— Ey
onde vemos que W (R) é negativa, pois o numerador é positivo e o denomi-
nador é negativo, ja que Ey < E,, para todo n # 0. Logo, trata-se de uma
interaciao atrativa e proporcional a 1/R®, para grande R. Estas conclusoes
permanecem validas para qualquer par de atomos cujos estados fundamentais
sejam nao-degenerados e esfericamente simétricos.

é possivel (A. Unsold, 43,563(1927)) obter um limite superior para a
quantidade positiva —W (R), substituindo, em (671), todos os E,, (com n #
0) pela energia do estado excitado mais baixo para o qual <0|V|n*> ¢ diferente
de zero. Vamos denota-la por E,«. De fato, neste caso teremos

S OIVn) 2 = Y201V ]n) nlV710) — ((01710))° = (017210} — ({0[V7]0))’

n#0
A (672)
e, levando em conta que (0|V|0) = 0,

w(m) < LOV20)

= m (673)

O estado n* é aquele em que ambos os &tomos estao em estados com nimero
quantico principal n = 2, de modo que

2

By= 2"
2&0
e
2
E * = —2—
8&0
ou ainda 52
€
0 4@0 ( )

Do resultado obtido acima chega-se a

~ 64

V2= 6 (xle + y1y2 + 4zfz§ + 2@ 29Y1Ys — 4T 102129 — 4y1y2z122) (675)
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Todos os termos do tipo (0|z122y192|0) s@o nulos, pois sd@o fungoes impares
de cada coordenada. Por exemplo,

(Ofz1912212(|0) = (0[x1y:1(0)(0]2212[0) (676)

o0 00 o0 2 /a3 + i + 22
<0‘.§(31y1|0> = K/ dl‘l/ dyl/ le.flflyl exp — ! ayl !
— 00 —00 —00 0

00 00 oo 2\/xi +yi + 2%
= K/ dzl/ dylyl/ dxix1exp —

Qo

e a integral em x; da zero, pois o intervalo de integragao é simétrico e o
integrando é fmpar. J4 os termos quadraticos, como z?x3, dao

(0[a73|0) =)0|27]0)(0]3]0) (677)
e
2r 9
(0]22]0) = /d 721100 (T) / drrtexp —— = a? (678)
3@0 ag
onde usamos 5
Ui00(T) = 3/2 exp (— )YE]O(Hv ¢)
)
Entao
(0fafz3]0) = ag (679)

obtendo-se 0 mesmo valor para (0|y?y5]0) e (0]27232]0) Em conseqiiéncia,

4

(01V?(0) = 6035 (680)
¢ 8 2.5
W(E) > — ;;‘0 (681)

Usando o método variacional é possivel determinar um limite superior para
W(R) (Schiff, Quantum Mechanics, 3rd. edition, pg.262). Obtém-se

6 2.5
W(R) < — ;go (682)
e, portanto,
8 2.5 6 2.5
— ot SW(R) < -2t (683)

Célculos variacionais mais detalhados mostram que o coeficiente numérico
em W(R) ¢ muito aproximadamente 6, 50.
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26.6 Apéndice
Teoria das perturbacoes

Suponhamos que saibamos tudo sobre o sistema cujo hamiltoniano H,, o
hamiltoniano nao perturbado. Nosso interesse ¢é utilizar este conhecimento
para obter solugoes aproximadas para o sistema cujo hamiltoniano é

H=Hy+V (684)

onde V, dito a perturbacao, é pequeno. Podemos, para tornar mais simples
as deducoes, escrever a perturbagao como AV, com A pequeno. No final dos
calculos tomaremos A = 1.

As autofuncoes da energia de lflo, denotadas por wuy(r), satisfarao

Houp = Eyuy (685)

o que identifica os Fj como sendo os niveis de energia nao perturbados.
As funcoes de onda e niveis de energia perturbados serao escritos

Hip = W) (686)
e, expandidos em séries de poténcias de A, dao

o= o+ Mpy + Nahy + N (687)
W = Wy+ AW+ X2Wy + NWs + .. (688)

e, colocados na Eq.(684), levam a

(I{I() + )\V) ('1/10 + )\'1/11 + ) (Wo + )\Wl + ) (wo + )\'1/11 + ) (689)
Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de A\, obtemos

690
691
692
693

(ﬁfo - Wo) o = 0

(ﬁfo - Wo) Y1 = ( V)b

(Ffo - Wo) vy = (W= V)b + Wt

(ﬁfo - Wo) by = (Wi — Vo + Wathy + Wathy  etc

§

(690)
(691)
(692)
(693)

A primeira equacao nos diz que 1y é uma das autofuncoes nao perturbadas,
e Wy é o seu autovalor. Tomemos vy = u,,, e Wy = E,,. Suponhamos que
Uy, Nao seja degenerado.
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Nas segunda das equagoes acima, podemos substituir

1 — ) =Py + K1)

sem violar a equagao. Escolhamos K; de modo tal que

WL wO) =0

e passemos a chamar ¢ de ;. Na terceira equagdo podemos substituir

Yo — by = by + Koty
escolher Ky de forma que
(wé> wO) =0

e passar a chamar 1, de 19, e assim por diante. Desta forma, teremos fungoes
s (s # 0) que satisfazem as equagbes acima e sao, todas, ortogonais a .

Nas equagoes (690) e seguintes, tomemos o produto escalar, termo a
termo, por ¢y. Tomemos como exemplo a terceira delas. Teremos

(@Do, (Hoy — WO)%) = (wo, (W1 — V)wl) + (o, Withy) (694)

que tem como resultado

0=~ (vo, Vihr) + W3 (695)
ou R
Wa = (o, Vi) (696)
e, de maneira geral, )
W = (0, Vi) (697)
Por outro lado, ¥, pode ser expandida nas autofuncoes nao perturbadas,
¢ =Y alu, (698)

Levando (698) a segunda das equagoes (690), temos
>l (Ho = En) = (W1 = V) uy, (699)
Mas a!) =0, como conseqiiéncia de

(¢07 ws) =0
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De (699) segue entao, sem dificuldade, tomando o produto escalar com wuy,
que R

1 (k|V]m)

a,’ = 7=

Em - Ek

Levando este resultado a (696),e lembrando que 1y = t,y,,

m|V| 3 &

k;ém

(700)

k\V\m

Ll (701)

ou . .
(m|V|k) (k[V]m)
E, — By,

W=

k#m

(702)

ou ainda,
Wo = Z M (703)
2 k#m Em - Ek

que é o resultado que foi usado no texto.

27 Sistemas compostos

Qual é a probabilidade de, lancando-se um dado, obter-se o nimero 37 Todo
o mundo sabe que é 1/6. Qual é a probabilidade de, langando-se 0 mesmo
dado duas vezes, obter-se duas vezes o numero 37 Como sao eventos inde-
pendentes, a probabilidade é o produto, 1/36, portanto. Considere agora o
seguinte problema: lanca-se o dado uma primeira vez, obtendo-se n;. Qual é
a probabilidade de que, num segundo arremesso, a leitura, nq, seja maior do
que n1? Ou seja, qual é a probabilidade de, arremessando-se um dado duas
vezes, obter-se o par (ni,ns), com ny > ny? Agora nao se trata de eventos
independentes, e a probabilidade nao é um simples produto. Num sistema
formado por duas particulas, dizemos que elas sao independentes se a prob-
abilidade de uma estar em uma certo elemento de volume for independente
da posicao da outra. Neste caso, cada particula possui a sua propria fungao
de onda. Sejam (7)) e 1o(75) essas fungdes de onda. Entao a funcao de
onda do sistema é, simplesmente,

(71, 75) = 1 (71)a(72) (704)

De fato, desta forma a probabilidade de a particula 1 estar entre 7 e 7 4+ d°7;
e da particula 2 estar entre 7 e 7 + d°7 é dada por

(7, ) AT d* Ty = (7)) [P o (7)) PdPrd® (705)

155



e a probabilidade do evento composto (particula 1 aqui e particula 2 ali) é
o produto das probabilidades dos eventos individuais, o que caracteriza, na
linguagem das probabilidades, a independéncia dos eventos.

Se as particulas interagem, essas probabilidades nao sao mais indepen-
dentes, e a fungao de onda do sistema composto nao é mais o produto das
funcoes de onda dos sistemas elementares.

Sejam

Un(r1), n=1,2... (706)

funcoes que formam uma base do espaco F; de estados da particula 1, e

funcoes que formam uma base do espaco E5 de estados da particula 2. Con-
sideremos o conjunto dos produtos

wn(Fl)¢m (F2) (708)

para todos os valores possiveis de n e m. O conjunto de todas as combinacoes
lineares, com coeficientes complexos, desses produtos, ¢ um espaco vetorial®.
Os elementos desse espago vetorial sao, entao, expressoes da forma

W (7, 7h) = APy (1) d1(72) + Biba (1) d3(7) (709)

por exemplo. Mais geralmente,
Tla T2 Z Z Anm¢n m( ) (710)

onde os A,,, sao numeros complexos.
O produto escalar neste espaco é definido assim: para elementos da base,

(Vn(71) Gm (72), Yo (1) G (72)) = (0 (71), Y (71)) (@ (P2), G (T2)) - (711)

A extensao a um elemento geral é feita usando a bilinearidade do produto
escalar, isto é,

(a+b,c) = (a,c)+ (b,c) (712)
(a,b+c) = (a,b) + (a,c) (713)

Desta maneira,

(W(7,75), O (77, 75)) Z > Al B (U (71), Unr (71)) (9 (72), s (72))
" (714)

39Dito produto tensorial dos espacos E; e Fs, e denotado, quando se quer assustar os
estudantes, por F; ® Fs.
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onde

(Unl7) (7)) = [ T (1) o (72) (715)

e assim por diante.

Os mesmos resultados se aplicam no caso de se ter, em lugar de duas
ou mais particulas, dois ou mais conjuntos de variaveis independentes. Por
exemplo, uma particula livre no espaco tridimensional, descrita por coorde-
nadas cartesianas. As coordenadas z, y e z sao independentes, e a funcao de
onda da particula é escrita, num estado de momento definido,

V(x,y, 2) = ellharthoythez) — pikowgibyy gikaz (716)

Outro caso semelhante é o do spin. Na mecanica quantica nao-relativistica (e
na auséncia de campos magnéticos) as coordenadas espaciais e as varidveis
de spin sao independentes: a probabilidade de um elétron estar em uma
determinada posigao e ter, por exemplo, componente z do spin igual a +1/2,
é o produto das duas probabilidades. A fun¢ao de onda de um elétron é entao
o produto

U(F)Xo (717)

onde x, ¢ uma das duas matrizes coluna

(o) (V)

e Y(7) é a fungao de onda espacial.

Se o hamiltoniano de um sistema for constituido de um termo que depende
das coordenadas espaciais e outro que depende das varidveis de spin, por
exemplo

N I ch
= - 2 —_—
H 5 V2 + chazB (718)

com B constante, o elemento de matriz de H entre dois estados do tipo que
aparece na eq.(717), é

e Bane) = | [ 7o) (— 402 el
b+ o8 p [ @i ooy
=[x ] [ [@mi@ (—h—Qﬁz) wﬁ)} +
+ [boax [—B [ i %ﬁ] (719)
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A extensao deste formalismo para um nimero arbitrario de particulas é ébvio,
e fica ao encargo do leitor.

Como um exemplo final, vamos examinar de novo o atomo de hidrogénio,
mas sob um aspecto mais realista: a interacao de uma particula de massa
meo e carga —+e, o préton, com um elétron de massa m; e carga -e. O nosso
tratamento anterior deste mesmo problema considerava a massa do proton
(que é cerca de 2000 vezes maior que a do elétron) como infinita, desprezando,
assim, a reagao do elétron sobre o proton. Uma descricao mais acurada do
problema, entao, considera um sistema de duas particulas ligadas por um
potencial coulombiano. Sejam 7 e 75 as posicoes do elétron e do préton,
respectivamente. O potencial coulombiano serd da forma V(|r; — 73]), e a
equacao de Schrodinger sera

oo -
_Q—WV% - _Q—mQV% Y(r1, 72) + V(|7 — ) (i, 72) = Ed(r, 75)
(720)
Introduzimos as novas variaveis
B o— Mt mar (722)
my + Mo
sendo as transformagoes inversas dadas por
- me_, 5
mo= MQ +R (723)
- m . B
o= —er +R (724)

com M = mq + ms.

Reconhecemos B como a posicao do centro-de-massa, na mecanica classica.
A outra variavel, 7, é, obviamente, a posicao do elétro em rela¢do ao préton.
Na mecanica classica sabemos que essas variaveis sao independentes: en-
quanto o movimento relativo pode complicar-se a vontade, o centro-de-massa
segue serenamente seu movimento retilineo e uniforme. Isto nos sugere, na
mecanica quantica, procurar solugbes da equagao de Schrodinger (720) que
sejam produtos de uma funcao de 7 por uma funcao de R. Mas, primeiro,
vamos escrever (720) em termos dessas novas variaveis. Apds um calculo nao
muito complicado, descrito abaixo em letras mais miudas, obtemos, para

2
VU ) — oV R+ V)G R) = B By (129

h2
2
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Aqui aparece a nova variavel p, a massa reduzida, definida por

1 1 1

2 B my  my
Procuremos agora solucoes da forma
(7, R) = (F)X(R) . (726)

Inserindo o segundo membro de (726) em (725) obtemos

2

) (~ 92007 = o07) (g V(D) + XAV (17)0(0) = B

(727)
que pode ser reescrita assim:
R o1 S R
L N2+ V() —FE = ———— V2\(R 728
557 ¥ 20+ V() e LG

O segundo membro nao depende de 7, e é igual ao primeiro membro, que
nao depende de R. Logo, o segundo membro nao depende nem de 7 nem
de ﬁ, ou seja, € constante. O primeiro membro, por consegiiinte, é também
constante. Logo,

com K constante. Isto é a mesma coisa que

Vi) = ~ S Kx(R) = ~#x(R) (730)

onde pusemos k% = 2FL—1‘24K . Isto é permitido, com k real, porque (730) pode
ser escrita

LN = k(B (731)

com P hermiteano. Logo, K ¢é positivo.
Voltando a eq.(730), sua solugao é

X(B) = AeFE (732)
com \IZ\Q = h2 M K. Conclui-se que o centro-de-massa move-se como uma

particula livre em estado de momento bem definido. Existe, portanto, um
sistema de referéncia inercial em que o centro-de-massa estd em repouso.
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Para ¢(7) temos agora a equagao

ol oo, o
550 Vo) + V() — E = K (733)
—j—ﬁw(ﬂ V() = (B — K)(7) (734)

Desta equacao vemos que, aparte o movimento do centro-de-massa, o prob-
lema foi reduzido a um problema de uma particula, de massa pu, que se move
sob a a¢ao de um campo que lhe dd uma energia potencial V(|. A partir de
agora basta reproduzir, mutatis mutandis®', a solucao anterior para o dtomo
de hidrogeénio.

Vamos agora ao cdlculo prometido acima. Tudo estd em escrever 6%1 em termos de

7 e R, a mesma tarefa devendo ser realizada também para V%z. Trabalhando com as
componentes ao longo do eixo x ja podemos adivinhar a expressao geral. Temos

0 0 n my 0

Oory Odxr M 0X
onde, como ¢é ébvio, x é a componente de 7, e X a componente de R. Usamos, nesta
primeira passagem, a relagao

o dr 9 09X 0

92, 011 0x | 011 OX

9 _ (0, mON(0 m 9
ox?  \0z MoX)\oxr M oX
o gm0 omi &
or?  Ox? M 0z0X = M? 0x?

Logo,

ou

~ 7 2 Ve
com uma expressao analoga para %, que é dada por
2

0? 0? my 02 m3 0?

0x2 022 "M 0xdX ' M?2 da?

Portanto,

(A UL A W U WL
0x? M oX?2

que, somada as contribuicoes andlogas das outras componentes, dé o resultado utilizado

my 0x?  ma 03 mi Mo

acima.

31Um latinzinho faz sempre bem! Quer dizer, mudando o que deve ser mudado.
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27.1 Exercicios

1. Calcule o raio médio ((r)) do “atomo de hidrogénio muodnico”, em que
o elétron foi substituido por um g_, uma particula que tem as mesma pro-
priedades eletromagnéticas que o elétron, a nao ser a massa, que ¢ 480 vezes
a massa do elétron.

2. Calcule o espectro, raio médio, e tudo que lhe ocorrer, do positronio, um
“atomo” formado por um positron e um elétron. O pdsitron tem a mesma
massa que o elétron, e a carga igual a do proton. Despreze o fenomeno de
aniquilagao particula-anti-particula.

28 Particulas idénticas

Na mecanica quantica se diz que duas particulas sao idénticas se a operacao
de trocar uma pela outra nao tem qualquer efeito fisico no sistema ao qual
pertencem: nao ha maneira de realizar uma medida fisica que detete se tal
mudanca foi realizada. Para explorar as conseqiiéncias disso de maneira for-
mal, introduzimos o operador Pjs de troca de particulas. Seja (i, §1; 79, 82)
uma fungao de onda do sistema onde incluimos as variaveis de spin, s;. O
operador de troca atua assim:

P12¢(771,§1;7727§2) = w(F2,§2;F17§1) (735)

Se as particulas sao verdadeiramente idénticas, o hamiltoniano H deve ser
simétrico em relacao as variaveis de posicao e spin das particulas idénticas,
de maneira que nao haja qualquer mudanca na energia do sistema quando a
troca ocorre.

Neste caso,

P12lﬁf1/1(F1,§1;F2,§2) = P12ﬁ1/1(F27§2;F1,§1) = fIPlzw(ﬁ,%;Fm%) (736)

ou seja,

~

(P2, H =0 (737)

para todo hamiltoniano simétrico pela troca de particulas identicas.
Seja ¥ (1,2) uma autofungao do operador Pjs:

Py(1,2) = ay(l1,2) (738)
Temos
Poy(l,2) = ¢(2,1) (739)
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logo,

¥(1,2) = a®P(1,2) (741)
de onde se tira que o = +1. Logo, as autofuncoes do operador Py sao tais
que
ou

Piyip(1,2) = (1, 2) (743)

isto é, sao as fungoes pares e impares pela troca de um par de particulas
idénticas. Como [P, f[] = 0, o operador %Plg =0, e o valor médio de Py
é constante, o que se estende para os autovalores . Portanto, o autovalor de
Pis é uma constante do movimento.

Particulas para as quais a eq.(742) sao ditas bosons , e satisfazem a
estaistica de Bose-Einstein; particulas para as quais a eq.(743) é satisfeita
sao ditas férmions, e satisfazem a estatistica de Fermi-Dirac. Empiricamente
se verifica que os bosons sao particulas de spin inteiro, enquanto que os
férmions sdo particulas de spin 1/2; 3/2, etc. Os elétrons sao férmions, os
fotons sao bosons .

28.1 O principio de Pauli

O tipo de estatistica satisfeita por uma particula tem conseqiiéncias bem
definidas sobre seu movimento. Examinemos a funcao de onda de dois
férmions idénticos, e imaginemos que eles ocupassem ambos a mesma posigao,
tendo o mesmo valor para a componente z do spin. Ou seja, 7] = T3 e §; = So.
Entao, se a funcao de onda do sistema for

Y(71, $1; 72, 52) = —1p(72, 571, 51) (744)
Nas condicoes acima, terfamos
V(1,815 71, 81) = —(r, §1371, §1) (745)

ou

w(Flagl;F17§1> :0 (746)

mostrando que a probabilidade de dois férmions ocuparem o mesmo estado (o
estado, aqui, é completamente definido pela posicao e pela componente z do
spin) é zero. Isto é denominado principio de exclusdo, ou principio de Pauli.
Um exemplo importante é o seguinte: considere dois elétrons movendo-se em
um campo de forgas, como, por exemplo, no atomo de Hélio. Desprezando a
interacao entre os elétrons, e denotando por u; e uy dois estados estacionarios

162



de 1 elétron nesse campo, a funcao de onda de um estado estacionario ad-
missivel seria

1 Lo Lo Lo Lo
Y=— [ul(rla 81)u2(7‘2, 52) - U1<7”27 32)U2(T1, 81)] (747)

V2

A funcao de onda (747) satisfaz a propriedade

P12¢ = —w (748)

e se anula identicamente se u; = us. Em contraposicao, o “estado” de fungao

de onda )
Y =—— [ (71, §1)ua(s, §2) + uy (72, S2)us(7, 51)] (749)

V2
que tem a propriedade
Py’ =/ (750)

nao existe na natureza, assim como nenhum outro que nao esteja antis-
simetrizado. A expressao costumeira desta lei é que duas particulas idénticas
de spin semi-inteiro nao podem estar em um estado em que se movem na
mesma “orbita” e com os spins paralelos. Dois elétrons podem estar na
mesma “érbita”, desde que seus spins sejam anti-paralelos®?.

No atomo de Hélio, se ignorarmos a interacao entre os elétrons, tudo se
passa como se cada elétron estivesse sob a acao de uma campo coulombiano,
e as fungoes de onda individuais de cada elétron seriam as de um elétron
do dtomo de Hidrogénio (com a diferenga que Z = 2). Entao, nessa aprox-
imacao, no estado fundamental, poderia haver dois elétrons no estado g,
um com “spin para cima”, o outro com “spin para baixo”. O elemento de
Z = 3 é o Litio. Na mesma aproximacao (de desprezar a interacao entre os
elétrons), nao seria possivel adicionar mais um elétron no estado n = 1. Este
teria de ser acomodado em um estado com n = 2. E claro que desprezar a
interacao entre os elétrons é tanto mais grave quanto mais numerosos eles
sao, de modo que vamos parar por aqui.

28.1.1 Adicao de momento s angulares

O problema é este: dadas duas particulas em estados de momento angular
bem definido, qual o valor, ou valores, do momento angular do sistema com-
posto pelas duas? Como a solucao é consideravelmente técnica, vamos nos
limitar aqui a dar os resultados.

32Linguagem de mesa de bar. Corretamente, isto se diria assim: dois elétrons podem
estar em estados ¥, para os mesmos valores de n, [ e m, desde que suas componentes z
do spin tenham sinais opostos. Mas nao se fala assim num bar. ..
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Seja 1y, m, 0 estado de uma das particulas, e 1, ,,, 0 estado da outra.

Isto quer dizer que, se I, e ;. (1 = 1,2) forem os operadores de momento
angular total e componente z do momento angular, teremos

~2
ll ¢l1,m1 = ll(ll + 1)¢11,m1 (751)
llz¢l1,m1 = ml,lvblhml (752)
22
l2 'lvblz,mz = l2(l2 + 1)¢12,m2 (753)
l22¢12,m2 = m2¢127M2 (754)

Considerando agora o sistema composto, teremos que o momento angular
total pode ter todos os valores entre [+ e |l; — l5|, variando de um em um.
Para a componente z do momento angular total, a regra é mais simples: a
componente z do momento angular total é a soma algébrica das componentes
my € Mmoy.

Exemplo: dois elétrons em estados de momento angular orbital 0, portanto tendo como
momento angular apenas o spin, sao considerados como um sistema: em que estado (I, m)

se encontram? A resposta é: ha duas possibilidades. O momento angular total pode ter

%, % + % —1,..., até atingir |% - %|, ou seja, os valores possiveis

sdo 1 e 0. Assim, o estado de momento angular do sistema composto serd, em geral, uma

qualquer dos valores % +

superposicao de um estado de momento angular total 1 com um estado de momento angu-
lar total 0. . Para saber mais, temos de olhar para as componentes z dos spins individuais.
Se os dois elétrons tiverem spins paralelos, entao my + ms serd 1 ou —1. Esses valores sao
incompativeis com momento angular total 0, de maneira que, neste caso, pode-se afirmar
que os elétrons formam um sistema composto de momento angular total [ = 1. Se as
componentes z tiverem sinais opostos, porém, o momento angular total pode ser tanto
[ =1 quanto [ = 0. Um estudo mais detalhado permite determinar as probabilidades,
neste caso, de se achar, numa medida de momento angular total, cada um desses valores
possiveis.
Para um tratamento completo desta questao, veja [3].

29 O caso quase-classico

Iniciamos o nosso curso com o estudo do atomo de Bohr, centrado na regra
de quantizacao, para érbitas circulares,

L =nh (755)
com n inteiro, que d&, para a energia ,
met 1

E,=———,
2h?% n2

(756)
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a famosa férmula de Bohr.

Na verdade, (756) é o caso particular, para érbitas circulares, das re-
gras de Bohr-Sommerfeld, que podem ser enunciadas assim: seja um sistema
periédico descrito por coordenadas generalizadas ¢;, © = 1,...,n. Entao

%Pid% = n;h (757)

onde h é a constante de Planck, e os n; sao inteiros. No caso do atomo de
hidrogeénio, o movimento, em érbita circular, pode ser inteiramente descrito
pela coordenada angular 0, do par (r, ) de coordenadas polares no plano da
6rbita. Como a lagrangeana do sistema é

7Ze?

L= %(ﬁ %) - = (758)
temos que 5
)3 )
Do = i mr?0 = L (759)

onde L é o momento angular. Além disso, py é constante, pois a variavel 6
nao aparece na lagrangeana. Entao,

27
jé podf = / Ld = 2xL = nh (760)
0

ou seja,
L—nit (761)
27
que € a regra de Bohr usual.

Estamos agora muito distantes dessa versao simples de uma mecanica
quantica. Orbitas nio existem, de modo que a regra de Bohr nem pode
ser enunciada, com o vocabuldrio da mecéanica quantica. No entanto,(756)
permanece valida, embora obtida de maneira totalmente diferente.

Nesta secao queremos investigar se existem condicoes em que a regra
de Bohr seja aproximadamente valida. Sistemas que satisfazem a essas
condicoes serao chamados quase-cldssicos®®. No estilo que temos adotado
sistematicamente, estudaremos este problema no contexto dos estados esta-
ciondrios e, para simplificar, para sistemas unidimensionais.

Uma particula de massa m possui uma energia potencial U(z). A equagao
de Schrodinger para estados estacionarios é:

2 12
_dw +U(z)y = EY (762)

2m dx?

330 método tratado nesta secdo é também conhecido como Aprozimacdo WKB (Wentzel,
Krames, Brillouin).
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que, naturalmente, pode ser escrita como

n d*y B
o T (E—U) =0 (763)

Procuraremos solugoes escritas na forma
) = e’ (764)
onde ¢ é uma funcao complexa, e tal que
lo| > . (765)
Note-se que, sendo o complexa, temos
W = er(ortio) — o= igror (766)

ou seja, (764) é uma expressao geral para a fungao de onda. E a condicao
(765) que nos dirige ao caso que nos interessa, ja que é uma realizagao do
limite formal i — 0, supostamente a situagdo em que a mecanica quantica
tende & mecanica classica (as relagoes de incerteza inexistem, nesse limite).

Inserindo na eq.(763) a expressao (764), obtemos a seguinte equagao para
o (completamente equivalente a equagao de Schrodinger):

1 2 . o
<d0> Il gy (767)

2m \dz) — 2mda?

Vamos agora utilizar a condi¢ao (765). Suponhamos que exista a ex-
pansao

h n\’
0':0'0—1_;0'1"1_(;) o2+ ... (768)

com oy, 01, 0y finitos (ou seja,de médulos muito maiores do que ). Entao
(765) estara garantida desde que |og| > h.

Exemplo: ¢(z) = e%pw, a funcao de onda de um estado estacionario de particula livre, é
tal que

w:e%pi :e%o- (769)
de onde segue que
o =px (770)
A condigao (765) é
pr  hkx
—=—>1 771
5 P (771)
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é garantida se kx > 1. Ela falha, portanto, para k = 0.

Utilizando (768) em (767), obtemos

2
h n\? h 2 h
ag+—ag+<;> oy + ... —Z——<Uo+;al+...>:E—U

1
2m 1 2m da?

(772)
onde a derivagao em relacao a x é denotada por um /. Igualando os coefi-
cientes da poténcia 0 de h, temos

1

5= (o))" =B~ Ulx) (773)
que da
o0 = + / J2m(E — U)da (774)
A relagao
p2
E=—"—+4U
2m

permite escrever

p(x) = \/2m(E — U(z))

de maneira que (774) pode ser escrita

oo = :I:/p(x)dx (775)

Voltando a (772), igualemos os coeficientes da poténcia 1 de h:

20001 + o) =0 (776)
Como, de (775),
0o = p(x) ,
temos Y ,
/ o UO — _g
o8 20 o (777)
ou . )
01 = —=logp = log— 778

Temos, portanto, até esta aproximacao,
/ (2)d + " log — (779)
o= [ plx)dxr + —log —
LRV
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ou _
2
e:l: B f pdx

() = 7

Mais precisamente, a solucao geral é dada por uma combinacao linear das
solugoes exibidas acima, ou seja,

(780)

% pdx —% pdx
Y(a) = G, ! + Cy= ! (781)
VP VP

As condigoes de validade da aproximacao quase-classica sao obtidas insistindo-
se em que, na equagao (767), o segundo termo do primeiro membro seja muito
menor que o primeiro isto é:

2m dx
|L(d_0)|2<<1 (782)
2m \ dx

Isto é equivalente a

1
h|ﬁ <1 (783)
ou ainda,
d h
— | — 1 784
i (7)< 7

Aqui encontramos mais uma vez uma situacao importante em que a aprox-
imacgao quase-classica nao é vélida: quando o momento se anula, a eq.(784)
nao é satisfeita.

Suponhamos que a nossa particula possua uma energia potencial U(x), e
que sua energia total seja E. Como temos

p(x) =/2m (E — U(x))

vemos que, nos pontos em que £ = U(z), p(x) é igual a zero, e a aproximacao
quase-classica falha.
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Na figura acima vemos os pontos a e b, em que F = U(x), e a aproximagao
quase-classica falha. Classicamente sao os pontos em que a particula para e
volta, os “pontos de retorno”’. Nas vizinhangas desses pontos nao podemos
utilizar a expressao (781). H& uma série de métodos para contornar esta
dificuldade. O mais elementar é o seguinte: seja xy um ponto de retorno, ou
seja, B — U(xzg) = 0. A equacdo de Schrodinger é

W dPy(x)
2m  dx?

+ (U(z) — E)¢(x) =0 (785)
Expandindo a func¢ao F(x) = U(z) — E em torno do ponto xg, temos
F(x) = Fxo) + (z = x0) " (x0) (786)
com F(zg) = 0. Como F(zy) = 0, temos
U(z) — E = (z — zo)U" () (787)
Logo, nas vizinhancas do ponto de retorno, a equagao de Schrodinger é

W ()

C2m dx?

+ U'(zo)(z — m) () = 0 (788)
que é a equagao de Schrodinger para uma particula sobre a agao de uma forga

constante. Mas esta equacao pode ser resolvida exatamente (veja Apéndice),
de maneira que podemos proceder assim: a uma certa (pequena) distancia do
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ponto de retorno, usamos a funcao de onda quase-classica. Mais para perto
do ponto de retorno, usamos a soluc¢ao exata (788). Tudo o que precisamos
fazer é achar, dentre as solugoes de (788),aquela que se acopla continuamente
com a solucao semi-classica.

Este método utiliza fungdes transcendentes (a fungao de Airy, por exem-
plo), e um pouco de andlise complexa, o que estd acima do nivel deste curso.
Assim, sendo, limitar-nos-emos a enviar o leitor ao apéndice, para os detalhes
do célculo, e a dar a regra de transicao, l4 obtida.

Nas regioes classicamente inacessiveis, temos E — U(z) < 0, logo,

p(x) = /2m(E — U(z)) = i/2m(| E — U(x)]) . (789)

Uma repeticao simples dos céalculos leva a

o+ [ Ip(@)ldz et [ Ip(@)|dz
(@) = O Oy (790)
p| ]
Temos,portanto,
6%fpd:c 6—%fpd:c
Y(x) = C) +Cy—rn— E>U(x) (791)

VP VP

. o [ Ip(@)de ok [ Ip(@)ldz
V() = O)— —— 4 Cp—
p| vard

29.1 Regra de transicao

E<U(zx)  (792)

Vamos nos limitar a enunciar a regra de transicao, ilustrando-a com exemplos.
Seja x = a um ponto de retorno, ou seja, tal que £ = U(a). Entao,

C —L| [ pdal C {1 @
e Flla — ——CoSs{ — pdx
2\/lp| vp LR /

E<U(xr) — E>U(x)

_ %} (793)
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29.2 Exemplo

U(z)

A figura acima mostra um poco de potencial e os pontos, b e a, de retorno
de uma particula de massa m e energia F.

Considere o ponto de retorno a. A sua direita a funcao de onda deve
decrescer exponencialmente, ja que se trata de uma regiao classicamente
proibida, com E < U(x). Dentre as solugdes de (794), a que nos serve é
escrita

C

2y/lp

logo, a esquerda de a, teremos

¢(x):%cos{%/ampdx—g} (794)

Passemos ao ponto de retorno b. A sua esquerda temos uma regiao clas-
sicamente proibida. Devemos, entao, ter uma fungao de onda que, a medida
que nos aprofundamos nessa regiao (isto é, a medida que = se torna mais e
mais negativo), decresce exponencialmente. Dentre as catalogadas em (794)
a que tem essas propriedades é

C v — O rfripla (795)
21/Ip 24/Ip|

1 x
e h fa |p|dx ,
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logo, a funcao de onda a direita de b sera

¢(x):%cos{%/:pdx—%} (796)

Conseqilientemente temos, na regiao b < = < a, as expressoes (794) e (796)
para a funcao de onda. Essas duas expressoes devem entao coincidir:

C 1 = ™ c’ 1 = T
%cos{ﬁ/bpdx—z}—%cos{ﬁ/apdx—z} (797)

Tomando = = a, obtemos

1 e s , s
Ccos{ﬁﬁ pdz—z}:C’cosZ (798)
que leva a
1 a
ﬁ/b pdr = (n+1/2)x (799)
c = (-’

A regra de Bohr-Sommerfeld contém uma integral num circuito fechado.
Neste caso, isto seria

j{pdxzz/bapdx:(n+1/2)27rh:(n+1/2)h (800)

Obtemos uma relacao que coincide com a regra de Bohr para grandes valores
de n, quando se pode desprezar o termo 1/2.

29.3 Exemplo: oscilador harmoénico

Neste caso a energia potencial é

p(z) = \/2m (E — %muﬂﬁ) (801)

Os pontos de retorno acontecem quando a energia coincide com a energia
potencial, isto é

1
E = —mw?z®
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0 que acontece para r = :I:%\/%. A integral que aparece em (799) é

1 2E
wVim E
/p drx = / V2mE — m22aidy = = (802)
AVE w
e temos, entao,
E
% = (n+1/2)7h (803)
ou
E=n+1/2)hw, (804)

em completa coincidéncia com o resultado exato!

30 O poco duplo.

A energia potencial U(x) consiste de dois pogos de potencial simétricos, sep-
arados por uma barreira. Na figura abaixo os pogos sao as regioes I e II, e
a barreira tem altura Uy. Se a barreira fosse impenetravel, haveria niveis de
energia relativos ao movimento da particula em um ou outro dos dois pocos,
ou seja, duas familias de niveis iguais, uma em cada poco. O fato de que
o tunelamento através da barreira existe na mecanica quantica faz com que
cada um dos niveis relativos ao movimento em um dos pogos se separe em
dois niveis préximos, correspondendo agora a estados da particula em que
ela esta nos dois pocos.

U(x)

17

|
|
|
a xz

A determinacao deste desdobramento de niveis é simples no caso em que
se pode usar a aproximacao quase classica. E o que faremos agora. Uma
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solucdo aproximada da equagao de Schrodinger para a energia potencial U(x),
desprezando a probabilidade de passagem pela barreira, pode ser construida
com a fungao quase-cléssica ¥y(x), que descreve o movimento com uma certa
energia Fy em um dos pocos (digamos, o pogo I), e que é exponencialmente
decrescente em ambos os lados do pogo I. A normalizagao aproximada desta
funcao é

/ T e =1 (805)
0
Portanto, para v, temos satisfeita a equacao de Schrodinger

d? 2m

T 2 (B~ U(a) ol = 0 (506)

no seguinte sentido: para xr < 0 a equagao é aproximadamente satisfeita
porque, tanto 1y(z) quanto sua derivada segunda, nesta regiao, sao aprox-

imadamente nulas. Estaremos usando, sem mencionar mais, os seguintes fatos: no

caso de um sistema unidimensional confinado, isto é, impedido de alcancar o infinito, a
funcao de onda pode ser tomada como real, e os niveis de energia nao sao degenerados.
O produto ¥g(z)o(—z), para x > 0, é desprezivel. O potencial como um

todo é simétrico. A equacao de Schrodinger

d*>)  2m

p=) + e (E—=U(z))¢(x) =0 (807)
permanece valida quando se troca x por —z. Logo, se 1(z) é uma fungao
de onda, 1 (—z) também o é, para o mesmo valor de £. Como nao ha
degenerescéncia, temos

Y(—x) = " “9(x) para a real (808)
Logo, . '
U(@) = eY(—x) = "Y(2) (809)
e portanto e*® = 1, de onde segue que o = nw. Temos, em conseqiiéncia,
U(—x) = P(x) (810)
ou
(—z) = —(x) (811)



As autofuncoes da energia deste sistema sdo, portanto, funcoes pares ou
impares de z. Isto é uma conseqiiéncia de que U(—z) = U(x). As fungdes
de onda corretas, na aproximagao quase-cléssica, sao obtidas construindo, a
partir de 1y, as fungoes 11, simétrica, e 1y, anti-simétrica:
1
(z) = 7 [Yo(x) + tho(—2)] (812)
1

V2

Note que a fungao ¥y(x) nao é autofuncao do hamiltoniano com a energia
potencial U(x), simétrica: é a fungao de onda que teriamos de a barreira
fosse impenetravel. Tanto que ¥y(—x) é desprezivel, enquanto que 1y(x) nao
o é. De novo, como os niveis nao sao degenerados, devemos ter energia s
diferentes para 1, e 1. Sejam

() = [Yo(2) = to(—2)] (813)

d2’¢1 2m

G2 Tz (Br=U@@) () =0 (814)
a equacao de Schrodinger para 1, e

d2lp2 2m

aquela para 5. Multiplicando (806) por 17 e (814) por 1y e subtraindo,
temos

Pibg — oy + i—? (Eo — E1) oty = 0 (816)
ou d 5
m
I (v1y — Yot)) = = (Er — Ep) Yoth (817)

Integrando de 0 a oo:

/0 dl"% (V1ty — oyy) = h—ﬂ; (Ey — Eo)/o dxpoih (818)

, foo . 2m 1 oo
(nth = Yot)s = Sz (B = Bo) 5 [ o (o) + o(—2))819)
2m

Q

1 0
?(El - Eo)ﬁ/o s

onde usamos o fato de 1y(x)Yo(—x) ser muito pequeno. Lembrando que as
funcoes que aparecem no primeiro membro se anulam no infinito, temos

1h0(0)¢1(0) — 11(0)2(0) (Ex — Eo) (820)

_om
= o
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Seja f(z) uma funcao par. Entao,

f(=z) = f(z) (821)

. < d
Consideremos agora a funcao %. Trocando z por —x,

i) df(-a)

dx dx (822)
Logo,
df(-x) _ df(x)
de ~  dx (823)
ou seja, se f é par, f’ é impar.
Voltando a (820),
1
$1(0) = 7V2[40(0) + ¢(0)] = V240 (0) (824)
enquanto
=0, (825)
levando a )
h
By~ Bo = ——4n(0)44(0) (526)
Repetindo agora o calculo com 5 € 1y, obtemos, ao longo dos mesmos passos,
R ,
Ez — Ey = —40(0)¢5(0) (827)
Subtraindo, obtemos
2n*
E2 - E1 - Wlp(ﬂﬂo(()) (828)

Um cdlculo mais refinado leva ao resultado
By — By = Ce n [ alpl (829)

onde C' é uma constante, e —a e a sao indicados na figura. A eq.(829) torna
explicito o papel do tunelamento na separacao dos niveis de energia .
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31 Sistemas de dois niveis

Embora os sistemas da natureza tenham, em geral, um grande nimero de
niveis, ha situacoes em que apenas dois deles sao relevantes. Um exemplo
importante é este: uma onda eletromagnética, monocromatica, de freqiiéncia
w+e€ (com €/w < 1) incide sobre um atomo (de infinitos niveis de energia ),
que tem, entre eles, dois de energia s tais que F; — FEy = hw. A freqiéncia
da onda é muito proxima da diferenga de niveis dividida por h. Mostramos
anteriormente que, neste caso, apenas os niveis E; e Fy participam do pro-
cesso, sendo, os outros, “espectadores”, que podem, para este fim especifico,
ser ignorados.

Nesta secao vamos estudar sistemas idealizados que tém somente dois
niveis de energia . Supondo que esses niveis nao sejam degenerados, conclui-se
que todo conjunto completo e linearmente independente de vetores de estado
deste sistema possui apenas dois elementos: o conjunto de todos os estados
forma, com as operacoes usuais de adicao e multiplicacao por um ntmero
complexo, um espaco vetorial complexo de dimensao 2, e o hamiltoniano,
bem como todos os operadores lineares, podem ser representados por matrizes
complexas 2 x 2.

A equagao de Schrodinger é escrita

LOx
ihsr = Hy (830)

e, supondo-se que o hamiltoniano nao dependa explicitamente do tempo,
pode-se-a integrar formalmente, obtendo

X(t) = e 71ty (0) . (831)

Por causa da simplicidade do sistema, é possivel escrever explicitamente o
operador exp (—3 Ht). Os autoestados da energia , |Ey) e |E») satisfazem as
equacoes
H|E) = Ei|Ey) (832)
H|Ey) = Eb|Ey) (833)

e todo estado y pode ser expandido em termos deles?*:

x(t) = [x(1)) = (|E0) (Ex| + | E2)(Ea) [x (1)) (834)

34Como é usual entre os fisicos, estaremos, indiferentemente, denotando o estado por x
ou |x). Em geral usa-se esta ultima forma quando se vai fazer uso de algum dos truques
da genial notacao de Dirac
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= (E1|x (1)) E1) + (E2|x(t))|E2) = Ci(t)|Er) + Ca(t)| Ea) (835)

Uma funcao f(H) do hamiltoniano ¢ definida assim:
FH)X(@)) = Cr(t) f(H)|Er) + Ca(t) f(H)[Ez) = Ci(t) f(E1)|Er) + Ca(t) f (E2)| E2) (836)

Usando-se esta operagao mostra-se facilmente que

B —H El—H

H)=f(F)—— Ey)———+ 837
S = J(B) o + (B (337)
que, usada para o operador de evolucao temporal, da:
e wft = B E (Ege_ﬁElt — Ele_ﬁEQt) (838)
I:I —LEat —ipt
+ B — B (e R e )

De posse deste resultado, podemos formular a pergunta: suponhamos que o
sistema se encontre, em t = 0, em um estado |x(0)). Qual é a probabilidade
de que, decorridos t segundos, ele permanecer no mesmo estado?

Se, em t = 0, o estado é x(0), teremos, no instante t,

X(t) = e i x(0) (839)
e, usando a expressao acima,

Eot e*%Elt R

Hx(0) (840)

0 i i —%
X(t) L (EzefﬁElt _ E1875E2t) + e h

T B - E By = By
Seja
x(0) = Cy|Ey) + Cs| Es) (841)
entao,
Ch|Ey) + Cs|E i _i
wn = SEERE) (o peing s
e—%EQt _ e—%Elt
_ = (C1E|E)) + Gy By | B))
2 — I

A probabilidade de o sistema, em ¢, estar no mesmo estado, é obtida assim:
existe uma base do espaco dos estados formada por |x(0)) e outros estados,
ortogonais a ele. Expandimos |x(¢)) nesta base:

X)) = a(®)[x(0)) + . .. (843)
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A probabilidade pedida é |a(t)|?. Ora,

X(O)[x(#)) = a(®){(x(0)[x(0)) = a(?) - (844)

Logo, a probabilidade é [{x(0)|x(¢))|?. Vamos calcular {x(0)|x(t)), a ampli-
tude de probabilidade. Usando (839), temos

WOIX(1) = F—p (Bae ¥ = Byemi™) (845)
2 — 11
e—%Ezt _ e—%Elt .
+ 55 XOHXO)

Como
(X(0)|H|x(0)) = (C{{(E1| + C3(Es|) H (C1|Ey) + Cs|Ea)) = |C1[PEr+|Cy|* By

Entao,

1 i Z.
X(O)x @) = Eye~#Bit _ pemnbat
Ey — F4
+ (|Cl|2E1 + |Cz|2E2) 5 E (846)

Suponhamos que |C]? = 1 e |Cy|> = 0. Entao, apés uma algebra simples,

(x(0)|x(t)) = e 7Pt (847)

logo,
[(xO)Ix(®)]> =1 (848)

isto é, um sistema que estd num estado estaciondrio permanece nele (dai se
chamar estaciondario!).

E facil mostrar que os estados estacionarios sao os Unicos que possuem
esta propriedade. De fato, se

X(t) = e F 1 (0) (849)
x(0) = Ci|Ey) + Cs|Ey) (850)
IX(t)) = Cre P Ey) + Che #72Y E,) (851)
(X(O)x(1)) = |Cyf2e #5 4 |Cy|2e 7 22! (852)
(X)X = |01|4+|02|4+2|01|2|02|2cos%<E1—E2>t (853)
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Para que |[{x(0)|x(¢))|* = 1 para todo t, temos de ter ou C; = 0 ou Cy = 0.
Em qualquer dos casos o outro coeficiente é de médulo 1, pois |C[* + |Cy|? =
1. Logo, x(0) = | E1) ou x(0) = |Ey).

Tomemos agora uma base arbitraria do espaco dos estados, formada por
|p1) e |pa). O estado |x(t)) é expandido, nesta base, como

IX() = (Ip0) (1] + |d2)(@2]) [X(£)) = (D1]x(£))|d1) + (D2l x(t))|2)  (854)
Introduzindo a notacao

Xi(t) = (dilx(t))

temos
IX(1) = x1(t)|P1) + xa2(t)|d2) (855)
A equagao de Schrodinger é
XY gy = v 0] N 856
5~ HIxt) =X ¢1) + Xa2(t) H|d2) (856)
e, tomando os produtos escalares com |¢;),
0
ih&@ﬂX(t)) = x1(O){(d1|H|b1) + x2(t) (1] H|b2) (857)
0
ih&@z‘X(t)) = x1(0){(@2| H|b1) + x2(t) (2| H |d2) (858)
Denotando (¢;|H|¢;) por H;;, temos
Zh% = H11X1 + H12X2 (859)
Zh% = H21X1 + H22X2 (860)

Para estados estacionarios, His = Hy; = 0. Logo, os elementos de matriz
Hy, e His promovem as transi¢oes entre estados.
De fato, seja |¢1) um dos estados da base.

(1)) = e FMgy) (861)

‘ ) —%Egt o —%Elt .
100 (ke i) 4 € B g HIo62)

By — By
Qual é a probabilidade de que, em algum ¢, o sistema se encontre em |pq)?
A amplitude é dada por

i Eot

Y

— €

e (eul 1) (363)

(2|1 (1)) =

Nao ha transicao se Hyy = 0.

As equagoes (863) sao as Eqs.(8.43) do Volume III das “Feynman Lec-
tures on Physics”, que as utiliza para um grande ntimero de aplicagoes inter-
essantes. Vamos fazer o mesmo.

180



32 A molécula da amonia

A molécula de amonia, N Hs, é formada por trés atomos de hidrogénio e um
de nitrogénio, dispostos nos vértices de uma piramide, como mostra a figura.
Esta molécula pode ser excitada de muitos modos: pode ser posta a girar,
por exemplo, em torno de um eixo passando pelo nitrogéenio e perpendicular
a base oposta, que é um eixo de simetria, ou pode-se também excitar seus
muitos modos normais de vibracao. Aqui vamos considerar uma transicao
que é particularmente interessante porque nao pode existir classicamente. Na
fisica classica, as duas configuragoes exibidas acima s6 podem se transformar
uma na outra por rotacao da molécula. Na mecanica quantica, porém, o
nitrogénio pode tunelar para o outro lado, uma transicao que nao pode existir
classicamente. Como problema analogo, considere o poco duplo mostrado na
figura abaixo. Para energia s como Ejy, classicamente, o problema se reduz a
um unico pogo. Ou seja, para energia inferiores a V,, classicamente, temos
dois pocos independentes. Se o potencial for simétrico, teremos os mesmos
niveis de energia de um de do outro lado da barreira.

Na mecanica quantica, porém, existe o tunelamento entre os dois pogos.
Em conseqiiéncia disso, os niveis de energia individuais dos pocos deixarao
de existir, e aparecerao niveis do poc¢o duplo.

33 A Mecanica Quantica Relativista

33.1 Introducao

Estas notas reproduzem parte das transparéncias apresentadas no curso de
verao de 2003 do Instituto de Fisica da USP. A parte relativa a equacao
de Dirac e a anti-matéria é reproduzida in toto. Resolvemos substituir a
parte que tratava de neutrinos e do problema solar por indicacoes a liter-
atura existente, principalmente na internet, que é de facil acesso e excelente
qualidade.

Para o estudo do problema dos neutrinos solares, recomendamos o en-
dereco:

http://www.hep.anl.gov/ndk/hypertext/nuindustry.html

Muitas outras informacgoes sobre o tema, e sobre fisica em geral, podem ser
encontradas no meu site:

http://hfleming.com
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O estudo da equacao de Dirac na linha aqui apresentada encontra-se em
Sakurai, “Advanced Quantum Mechanics”, Addison-Wesley Press
e em
T. D. Lee, “Particle Physics and Introduction to Field Theory”.
Um tratamento elementar, mas de qualidade, sobre a fisica dos neutrinos
encontra-se em
C. Sutton, “ Spaceship Neutrino”

33.2 A equacgao de Schrodinger livre

19 — —ihV
0
E — h—
ot
”o L (—ihV).(—ihV) = —22V2
2m 2m : 2m
— 2
Py W gay 0V
2m\I/—E\II — 2mV U = ih 5

33.3 A equacgao de Klein-Gordon

E* = pP+mict
E*W = (PP +mPc)v
O*v -
—h2w = =RV +mPcU

2.2
<D2_”%—f>\p — 0

A equacao de Klein-Gordon é de segunda ordem no tempo, o que cria
dificuldades com o postulado basico da Mecanica Quantica que diz que o
estado de um sistema esta completamente determinado (inclusive em sua
evolugao) se se conhece a fungao de onda em um instante qualquer. Além
disso, a conservacao da probabilidade, expressa pela equagao da continuidade

8p B
= 4
o + divg =0 (864)

é satisfeita para

1 [ oW o
p = z(‘l’at —‘I’a)
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jo= c(VVv - vy

ap

at+divj = 0

Problemas

1. p pode ter qualquer sinal.
2.A equagao de Klein-Gordon nao é de primeira ordem no tempo.

33.4 A equacgao de Dirac

Procura-se: equagao relativista de primeira ordem no tempo. Uma expressao

geral é:
a 8_\If+a 8_\If+a0_\lf+z'm_cﬂ\ll_18_\lf
Y 0w Y oy “ 0z h e ot

onde ay, oy, a, e 3 sao matrizes quadradas 4x4, e ¥ ¢ uma matriz coluna
de 4 elementos.

(865)

Exemplo:
A B C D oW1 /0x
| E F G H Wy /0
V=17 7 K I OVs3/0x (866)
M N O P OV y/0x

Em termos dos elementos de matriz a equagao é:

ov, ov, oV, imec 1oy,
> ((%)po% + (ay)poa—y + (Oéz)pog + ?(5)/)0‘1’0) =

o

Todos os elementos das a’s e de 3 devem ainda ser determinados. Para
isso vamos impor a condicao que, para cada componente ¥, valha a equagao
de Klein-Gordon, ou seja,

> 1 0? m2c?
<V2 - —2—> U, =—29,
c Ot? h
A motivacao é a seguinte. Considere as equagoes de Maxwell (escritas no
sistema CGS, como todo fisico que se preza faz!) na auséncia de cargas e
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correntes:

divB = 0
divE = 0
. 108
tE = ——2—
o c Ot
. 10E
tB = -~
o c Ot

E um sistema de equacoes lineares, de primeiro grau, que mistura as varias
componentes de F e B. Tomando o rotacional da tltima e usando a pentltima,

obtemos ~
- 1 0°B
rot rotB = ————
2 Ot?
ou

que é a mesma coisa que

2
0°B,=0
para todo p. Obtém-se, de modo analogo, que
2
O°E,=0

para todo p.

Ora, a teoria de Maxwell é relativisticamente invariante, e essas duas
ultimas relagoes mostram uma propriedade que essas equacoes devem sat-
isfazer. Mas elas nao sao senao as equacoes de Klein-Gordon para m = 0.
Logo, justifica-se a exigéncia de que, para cada componente de ¥, a equagao
de Klein-Gordon seja satisfeita. Resumindo, se ¥ é uma solugao da equagao

de Dirac, exigiremos que
2 2
, mic

para todo p.

33.4.1 Interpretacao probabilistica

Preliminarmente precisamos de uma interpretacao probabilistica. Gostariamos
de ter

p=2.9%
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por ser esta uma quantidade positiva e que generaliza o p = |¥|? da teoria
de Schrodinger. Como
/ Prp=1

(se a integral é sobre todo o espago), teremos

ou* o,
3 3 o *
dt/pdx—O— /d ( \PJ“I’Uat)

Da equacao de Dirac se tira

1ov, p OV, .mc
St =X (S g i )

k=1

Inserindo esta na pentltima,

3 *
_ —cZZ/d%(Z w,O% | e M\mf)
o A k=1
3 .
XY [t (z a% m ﬁmﬂ*%)
o A k=1
de onde segue que
/6;)\ = ﬁ)\a
O‘:ﬁ = aAU ’

ou seja, 3 e as a’s sao hermiteanas.
Mais precisamente, temos que, com

p = > Uiy,
i = c(Ta)

onde @ é o “vetor” de componentes (a, ay, @), vale

o —i—dwj =0

33.4.2 Determinacao das matrizes de Dirac
Reescrevendo a equacao de Dirac como

Z-@\If imc 1 0¥
o T Yo =0 (867)

«v

c Ot
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(onde o primeiro termo representa uma soma sobre i) e multiplicado a es-
querda pelo operador
o 0 n mc 44 10
Oz, h cOot

temos, apds alguns cancelamentos,

i 0P _I_imc jﬁﬁ\lf +imcﬁ 2-8\11_'_
' ——— 4+ —adf— + — P
m2c* 1 9*v
— V————=0
R p 2 Ot?
Para que isto se reduza a
m2c?
o)
devemos ter:
g =1
a'B+pBat = 0
OéiOéj—FOéjOéi = 252]

Uma solucao para essas equacoes pode ser construida da seguinte maneira:

sejam
10
(o 7)
(01
17\ 10
(0 =i
2= o
(1 0
=0 -1
As matrizes de Dirac sao matrizes 4x4 definidas, em termos das anteriores,
assim:
0 o
k _
()

(5%
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ou, mais explicitamente,

0001
Ja_|0o0 1o
0100
1000

e assim por diante.

33.4.3 Formulagao covariante da equacao de Dirac

Queremos colocar a equacao de Dirac numa forma em que o tempo e as co-
ordenadas aparecam simetricamente. Notacao:

ry = X
Ty =

r3 = Z
Ty = ict

Assim, o invariante relativistico 22 +vy? + 2% — c?t? é escrito 2 + 22 + 22 + 22
) 1 2 3 15
ou x,7,, que ¢ a mesma coisa que

4
Z Lply
pn=1

A euqgao de Dirac é:

0V imc 10V
i By il
“om TR T =0
onde o/g—:g’i é uma abreviacao para
5., 0U

Za 825‘2

i=1

Multiplicando a equacao de Dirac a esquerda por (—if3) e introduzindo a
notagao

7= p
’}/k — —Zﬁak
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para k= 1,2, 3, temos

O mc ov
i Y/ —
V@xijL h +ﬁa(z’ct) 0
ou 5
WOV me
i 0z, * h 0
com

YA+ =20
33.4.4 Corrente de Probabilidade
Seja ¥ uma solucao da equacao de Dirac. Definindo
U(z) = Wi(a)y
Entao obtém-se, da equacao de Dirac,

o me—
o7 ey
8xu7“ h 0

O quadrivetor densidade de corrente de probabilidade, j, = i¥~,V é tal que

%_1<8p

8:@ —E a‘f‘d’l@]) =0

que é a forma 4-dimensional da equacao da continuidade.

33.4.5 Solugoes especiais: particula em repouso
Para uma particula em repouso,
V¥ =0

onde p; é o operador “componente k& do momento ”. Equivalentemente,

_ih=— —
1 D 0

para k = 1,2, 3. Logo, para a particula em repouso,



Explicitamente, temos

10 0 O Uy (t) Uy (t
00 —-1 0 icot | Ys(t) | R Wyt
00 0 -1 W, (t) Wy (t
Autoestados da energia tém a forma
U(t) = W(0)e n
Logo, para essas funcgoes,
10 0 O a a
11701 0 O b | 0 _ip mec | b
J— —e e
we| 00 =1 0 c | ot h| c
00 0 -1 d d
Cancelando as exponenciais reduz-se a
a a
E b _mc | b
he| —c | h c
—d d
Logo,
E = md
c = d=0
ou seja, as solugoes sao
a
_ b —Lmc3t
U(t) = 0 |¢
0
Todas estas podem ser escritas como combinagoes lineares de
1
Uy (t) = 8 emRmet
0
e
0
T g
0
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33.4.6 Solucgoes de energia negativa

Surpreendentemente, porém, a equagao

a a
El b | _mc| b
he| —c | h c
—d d
admite a classe de solugoes
E = md
a = 0
b = 0

como se verifica facilmente. Logo, temos ainda como solugoes as combinagoes
lineares

Note que se trata de solucoes correspondentes a particulas livres e em re-
pouso. Além das solucoes esperadas, com energia £ = mc?, encontramos
outras, totalmente inesperadas, com energia de repouso dada por £ = —mc?!

33.4.7 Interagao com o campo eletromagnético

Usando, na equacao de Dirac

o acoplamento minimo,

e
Dy = Pu — EAM

(veja <http://fma.if.usp.br/"fleming/eletromag/index.html>).
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Como

L 0
pﬂ = —'lha—x“

Ay = (As Ay, Az i)

obtém-se:

0 e mc
—— —A U+ —U =0
<8xu he ”) T+ h

33.5 A anti-matéria

A proposta de Dirac para resolver o problema dos estados de energia negativa
é: todos os estados de energia negativa estao preenchidos, e esta situacao é
o que chamamos vacuo. Isto faz sentido porque os elétrons sao férmions,
e, como se sabe, “sé cabe um férmion em cada estado”. Vivemos no meio
dos estados de energia negativa mas nao os vemos. No entanto, quando um
desses elétrons de energia negativa recebe energia suficiente para pular para
um estado de energia positiva (esta energia é, no minimo, 2mc?), deixa, no
“mar de estados de energia negativa” um buraco, e este é observado (como
uma particula de energia positiva e carga positiva, isto é, oposta a do elétron).
Logo, quando um elétron de energia negativa pula para um estado de energia
positiva, aparecem duas coisas: o proprio elétron, agora “visivel”, e o buraco:
chama-se isso de producao de um par elétron-pésitron. O buraco deixado pelo
elétron é um pésitron, o primeiro exemplo de anti-matéria.

33.5.1 As solugoes de onda plana

Estas solugoes, que sao estados de momento e energia definidos e arbitrarios,
podem ser obtidas das de repouso por transformacoes de Lorentz. Vamos
nos limitar a apresentar uma tabela delas. E um exercicio simples verificar
que as expressoes a seguir efetivamente satisfazem as equacoes de Dirac.
Energia positiva:

2 o
U= Tg; w2 (f) et PE-E)

1

E + mc? 0

W (7 = |2 Tm )
v () 2mc? B
(p1+ip2)c
E+mc?
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0

E + mc? 1
@ (ﬁ) = W (Ig—ingc
e
E+mc?
FEnergia negativa:
me2
|E|Vu(3 ,4) ( ﬁ)er (p.Z+|E|t)
erme?
el+mc
E 2 | —(pitipa)c
u®(p) = 1/% \E\-limc2
me
0
—(p1—ip2)c
[|E| 4+ mc? P
mc __p3c
u(4) (ﬁ’) — W \EH(—)mc2
1

33.5.2 A funcao de onda do buraco
Dada a equacao

(% - ;1_60‘4“> U+ %‘lf =0 (368)
queremos mostrar que, para cada ¥ que a resolve, existe uma ¢ que é solucao
de:
(ai“ +--4 >7M\110+%\110:0
com a propriedade
= S.u*

onde S, é anti-unitario Vamos determinar S.. Tomando o complexo-
conjugado da equa@éo de Dirac, temos

0 0 e mc
<8xk * e he k) Wt < Jdrs he 4) Tt h 0

Aplicando S, a esquerda, termo a termo, tomando o complexo conjugado e
aplicando, a esquerda, (S7)~!, obtemos

35

0 1 0 1 mc
9 ) (5 s 4 (=2 A (5 s 4 Ty =
<a$k he k) (Sc) fykSc + < 81’4 + 4) (Sc) 74Sc + i 0

358,81 = 815, =1, mas S.(\¥) = \*S. ¥

192



Para que esta equagao reproduza Eq.(868), devemos ter

(S iS: = m
(578t =
A solucao é
Sc =72
com S, = S* = (S)~!. Logo,

\I/C = ’}/2\11*

Exemplo:
U — ,/m_czulw)e%;(ﬁ-f—m)
EV
2 L
Pe — ,}/2\11* - %u4(—]§>€ﬁ(_p'm+|E|t)

e

(T) =W

Assim, dada uma solucao ¥ de energia negativa EF, ¥° é uma solucao de
energia (—F), positiva, de momento —p, carga —e e spin no sentido oposto.
Trata-se do buraco, que é um positron.

34 Apéndice Matematico 1

34.1 Operadores e suas representacoes matriciais

Seja O um operador linear num espaco vetorial E sobre os ntmeros com-
plexos. Seja {€;}, com i = 1,... n, uma base desse espago, que, portanto,
tem dimensao n. Aplicando-se O a um elemento da base, por exemplo, €,
tem-se um novo vetor do espaco, que pode ser expandido na base dada. Esta
expansao € escrita

n
Oei = Z Ojiej (869)
=1
onde os Oj; sao nimeros complexos, denominados elementos de matriz de O

na base {é€;}.
Seja ¥ um vetor qualquer de E, tal que

7= vé . (870)
i=1
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Temos

07 =0 veé =3 08 (871)

e, usando (869),

A equagao (872) mostra que, de posse dos elementos de matriz de O, é
possivel determinar a acao deste operador sobre qualquer vetor. Ou seja,
escolhida uma base, o operador pode ser substituido pelo conjunto de seus
elementos de matriz. Convenciona-se escrever o conjunto desses elementos
de matriz da seguinte forma:

On O ... O,

(873)
Onl On2 Orm

Uma segunda maneira de ler a eq.(872) é : as componentes do vetor O7 em

relacao a base dada sao os ntimeros complexos

(Oﬁ)j = éojivi (874)

Se representarmos os vetores por matrizes coluna cujos elementos sao as suas
componentes,

U1
g | (875)
Un,

podemos representar a acao de um operador sobre um vetor assim:

O Oz ... Oy Al
AL Oy Oy ... O
OF < 21 22 2n V2 (876)
Onl Ong Onn Un,
onde, para calcular o segundo membro, usam-se as regras de produtos de
matrizes usuais.
O leitor, como exercicio, poderd mostrar que a representagao matricial
do operador O 02, produto dos operadores O, e 02, ¢ dada pelo produto,
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no sentido de matrizes, das matrizes que representam O; e Os, nesta or-
dem. Recordemos que o produto das matrizes A, de elementos A;; e B, de
elementos B;;, ¢ a matriz de elementos
n
(AB);j = > AuDByy (877)
k=1

regra que pode ser obtida facilmente da equacao (869).
Seja { f;} uma segunda base. Podemos escrever

— —

OF =3 (0y), F, (878)

<
Il
A

enquanto que, em rela¢ao a primeira (para 0 mesmo O)
O¢; = Z (Oe)ji € (879)

onde indicamos com Oy e O, as matrizes que representam O nas bases { ﬁ}
e {€;} respectivamente. As matrizes O e O, representam o mesmo operador
em bases distintas. Matrizes com esta propriedades sao ditas equivalentes.
O que caracteriza matrizes equivalentes?

34.1.1 Transformacoes entre bases

Um elemento qualquer da base (f) pode ser expandido na base (e):

fi = Fmifm (880)
e analogamente, B
€= Grslr (881)

Logo, segue que

gs = Zgrsﬁ = Zgrs Z fmrgm (882)
ou

gs = Z (Z fmrgrs> gm (883)

m

de onde segue, imediatamente, que

Z fmrgrs = 5ms (884)
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Invertendo os papeis das bases (e) e (f), obtém-se, da mesma maneira,
Zgrmfmi = 57’2’ (885)

Seja F' a matriz cujos elementos sao f;, € G aquela cujos elementos sao gy,.
Entao as equacgoes (884) e (885) sao escritas, respectivamente,

FG =1 (886)

GF =1 (887)

Quando, entre duas matrizes, existe este par de relagoes, uma é o inverso da
outra. Ou seja,

G=F" (888)

ou, equivalentemente,

F=G" (889)

A condigao necessaria e suficiente para que uma matriz tenha inverso é que
seu determinante seja diferente de zero.

34.1.2 Matrizes equivalentes

Sejam Oy e O, duas representacoes matriciais do operador O, ou seja, duas
matrizes equivalentes. Temos

Ofi =3 (0, f; =3 (00) ;> fuse (890)
J J rl

Por outro lado,

A

O - Omezgm - mezégm - mezZ(Oe)lmgl (891)
m m m l
Igualando (890) e (891), temos

Zfz] (05);; = > (0, frmi (892)

m

ou, na linguagem das matrizes,
FO;=0.F (893)
ou, na forma mais comum,

O, =FO;F™! (894)
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Em palavras, duas matrizes A e B sao equivalentes se existir uma matriz
nao-singular (isto é, que tem inversa) F' tal que

A=FBF! (895)

Uma relagao desse tipo entre matrizes A e B é dita também uma trans-
formacao de eqiiivaléncia, ou de semelhanca. A riqueza de sinénimos revela
a idade do problemal!

Exercicios:

1. Mostre que, se o operador O possui inverso e se a representacao matricial dele em uma
determinada base é a matriz A, entao a representagao matricial de O~! nesta mesma base
é a matriz A1

2. Mostre que duas matrizes equivalentes tém o mesmo traco e o mesmo determinante.

Por isso essas duas quantidades sao ditas invariantes de uma matriz.

34.1.3 Autovalores de uma matriz

Sejam O um operador linear e ¥ # 0 um vetor tais que
OF = \o (896)

onde A é um nimero complexo. Diz-se que v é um autovetor de O, e que A
é um autovalor de O. A equagao acima pode ser escrita assim:

(O-Al)7=0 (897)

A

Suponhamos que o operador O — M tenha inverso, denotado por U =
~ AN —1 ~
(O — >\1) . Entao, aplicando-se U a esquerda de (897), temos

U(0-M)i=0=0 (898)

o que é absurdo, pois U, como autovetor, deve ser nao-nulo. Conclui-se que
o operador (O — >\i) é singular, ou seja, nao tem inverso. Em conseqiiéncia,
suas representacoes matriciais também nao terao inverso.

A versao matricial da eq.(897) é

J

onde O;; é o elemento ij da matriz O, que representa o operador O em
alguma base, e d;; é o elemento 7j da matriz que representa o operador 1.
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Em conseqiiéncia da conclusao acima, o primeiro membro da eq.(899) deve
ser uma matriz singular (sem inverso). Logo, devemos ter

que é uma maneira simplificada de dizer que o determinante da matriz cujo
elemento genérico é O;; — AJ;; é zero.

Esta equacao, A sendo a incognita, é uma equacao algébrica de ordem
igual a dimensao n do espaco, ou, o que é o mesmo, igual a ordem da ma-
triz. Em prinipio tem n solucoes, mas nao necessariamente distintas. Estas
solugoes sao os autovalores do operador, e sao também chamadas de auto-
valores da matriz que representa o operador. A equagao (900) é conhecida
como equacao secular.
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34.2 Diagonalizagcao de uma matriz

Neste capitulo, diferentemente do que ocorreu nos anteriores, omitiremos o0s sinais de
somatoria, usando a convengdo de que indices repetidos indicam a soma sobre todos os
valores desses indices.

Seja A uma matriz, de elementos A;;, que sao nimeros complexos. Seja
A1 um autovalor da matriz A. Isto quer dizer que existe ¥ tal que3

AT = N7 (901)
ou

Apvr + Aoy + ..+ Apu, = Ay
A12’U1 -+ A22U2 + ...+ AQnUn = )\11)2

Alnvl + Agnvg + ...+ A,mvn = )\11)” (902)
Mais geralmente, seja U, 0 autovetor correspondente ao autovalor A,
Aty = AU (903)

Escrevendo a relagao acima em componentes, temos

(Agk)i = A (17)@ (904)
ou
Aij (Tk); = M () (905)
Considere a matriz cujos elementos sao
pire = (Uk); (906)
Entao
A (U); = Aijpis = Aepin (907)
ou, definindo a matriz diagonal A, de elementos
(Ap)y = (PN (909)

36Por abuso de linguagem estamos representando pelo mesmo simbolo, ¥, tanto o vetor
quanto a matriz coluna que o representa numa base.
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ou, como uma equacao matricial,
Ap = pA (910)

Se a matriz p for inversivel, isto é, se existir p~!, obtemos, aplicando p~! &
esquerda,
ptAp = A (911)

A matriz A foi transformada, por uma “transformacao de semelhanca”, numa
matriz diagonal. Seja Ao operador linear que, em relagao a uma determinada
base, possui a representagdo matricial A. A equagao (911) mostra que, no
caso de p possuir inversa, existe uma outra base na qual Aé representado
pela matriz diagonal A.

Que matriz é p? Sejam
Vk1
A (912)
Vkn

os autovetores de A, para k = 1...n. Seja a matriz construida justapondo-se
essas matrizes colunas designada por v. Entao

V11 V21 ... Upit
V12 V22 ... Up2

v = n (913)
Vin V2 ... Unpn

A matriz p é a transposta de v, ou seja,

V11 V12 ... Uip
V21 V22 ... Vg

p= " (914)
Unt Upn2 ... Unpn

Condicao necessdria e suficiente para que exista p~' é que o determinante

de p seja diferente de zero. Ora, uma condicao suficiente para que o deter-
minante de uma matriz seja nao-nulo é que suas linhas sejam linearmente
independentes. Como as linhas de p sao os autovetores vy, conclui-se que
uma condicao suficiente para que exista p~! é que os autovetores de A sejam
linearmente independentes. Um corolario é que, se A é hermiteana, ela é
diagonalizavel, pois o conjunto dos autovetores de uma matriz hermiteana
forma uma base, o que significa que os autovetores sao linearmente indepen-
dentes.
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34.2.1 Exemplo

Diagonalizar a matriz complexa®”

A:(?é). (915)

A equagao secular (900) é, neste caso,

det{<(1] é)—A(é ?)}:det<_)1\ _i):o (916)

M —1=0 (917)

ou
cujas solugoes sao

A=l (918)

Entao a matriz, quando estiver na forma diagonal, sera

< oY ) . (919)

Contudo, vamos construir explicitamente a transformacao de semelhanca que
leva A a forma diagonal. Para isso precisamos determinar os autovetores de
A. Seus autovalores ja foram determinados: sao Ay = +1 e Ay = —1. Temos
Seja v; o autovetor associado ao autovalor );. Entao,

AT, = N (920)
Ay, = oty (921)

Denotando o vetor v; pela matriz coluna

()
( (1) (1) ) ( EB; ) N ( EZB; ) (922)

Realizando o produto de matrizes do primeiro termo, temos

temos, para (920):

37Sim, leitor! Trata-se de uma matriz complexa, embora nao pareca. Lembre-se de que
1 é um numero complexo, pois pode ser escrito como 1 + 70!
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(o) =( o) o

Como a igualdade de matrizes implica na igualdade, um a um, dos termos
de mesmos indices, temos

(v1)2 = (vih (924)
(V)1 = (v1)2 (925)

A solucao mais geral dessas equacgoes é a matriz coluna

7 = ( Z ) (926)

onde a é qualquer nimero diferente de zero. Esta ambigiiidade era esperada,
pois, pela linearidade dos operadores em questao, se v é um autovetor cor-
respondendo a um determinado autovalor, qualquer multiplo nao-nulo seu
também o é. Uma maneira de levantar a ambigiiidade ¢é exigir que o vetor
seja normalizado. Isto se faz assim: o produto escalar de ¢ consigo mesmo é

(a*,a) ( Z ) =a'a+a‘a=2a?=1 (927)

(a fase, como sempre, é escolhida arbitrariamente).

a:;%<}> (928)

. 1 1
Uy = —2 < 1 ) (929)

@@:%@n<_i>:o (930)

que mostra que os autovetores sao ortogonais, e, portanro, linearmente inde-
pendentes. A matriz p procurada é, entao,

(3 1)

Como detp = —1, ela possui inversa, que é

p=p (932)

Logo, devemos ter a =
Portanto,

Sl-

Um célculo anélogo leva a

Note-se que



Resta mostrar que
14 (1 0

De fato,

S0 ()5 ) -

34.2.2 Exercicios

1.Ache a equagao secular (também chamada de equagao caracteristica) e os autovalores
da matriz

1 11
A= 1 2 2
1 2 3

p=(i3)

¢ transformada em uma matriz diagonal

2. Mostre que a matriz

C=TyB(Ty)™ "
onde Ty é
cosf sin@
Ty = ( —sinf cos@ )
¢ 2h
tan 20 =
a—2>b

(transformagao de Jacobi).

3. Determine os autovalores e autovetores da matriz

2 =2 2
M=|1 1 1
1 3 -1

Resposta: Ay =1, 0 = -2, A3 =3.

4. No caso | = 1, escreva a representacao matricial [, do operador I, na base em que
[, ¢ diagonal. (Sao os elementos de matriz que calculamos em aula). Determine a trans-
formacao de semelhanga que diagonaliza [, e exiba a matriz diagonalizada. Mostre que
esta transformacao de semelhanga “desdiagonaliza” (perdao, Luis de Camdes!) a matriz
l,.
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35 Apéndice matematico 2

Entre as muitas exceléncias do grande livro Quantum Mechanics, de L. D.
Landau e E. M. Lifshitz[3], estd o apéndice denominado Mathematical Appen-
dices, onde, de uma forma unificada, sao tratadas varias das funcoes especiais
necessarias ao longo do texto. Essa unificacao é tornada possivel pelo uso
do método de Laplace, uma genial técnica de resolugao de certas equacoes
diferenciais ordinarias inventada pelo grande matematico francés enquanto
redigia seu Théorie analytique des probabilités.

O método faz uso intenso da integracao no plano complexo, o que abre
caminho para a utilizacao do método do ponto sela, para o estudo do compor-
tamento assintotico das solugoes. E esta combinagao de técnicas que faz com
que os métodos apresentados no apéndice citado se destaquem pela elegancia
e concisao, para nao mencionar a poténcia.

O tratamento dado por Landau é talvez excessivamente breve, o que
torna o material do apéndice acessivel para poucos. Este artigo pretende,
estendendo-se mais longamente sobre o tema, torna-lo acessivel a um ntmero
maior de estudantes.

Minha principal fonte foi o grande tratado de Edouard Goursat[4], Cours
d’Analyse Mathématique. Uma exposicao mais detalhada e ambiciosa, es-
crita com a graga de sempre, encontra-se em Hille[5], abundante em notas
histéricas e aplicacoes elegantes. Para o método do ponto sela minha re-
feréncia preferida é Courant, Hilbert[6]. Para saber mais sobre Laplace e seu
tratado de probabilidades veja o notavel Dictionary of Scientific Biography|7|
ou, mais especificamente, a biografia de Laplace por Gillispie[8], um dos ed-
itores do dicionario citado.

35.1 A equacao de Laplace

Laplace, apds ter inventado a transformacao que leva o seu nome®®, generalizou-

a de varias formas. A que nos interessa aqui, uma generalizacao para o plano

complexo, serve para resolver certas equacoes diferenciais ordinarias muito

comuns nas aplicacoes. Sao equacoes da forma
dy

d
(ao + box)y + (a1 + b1x)—= + ... + (a, + bpx)

"y
— =0 935
dx dx™ (935)

que vamos também, de forma abreviada, denotar por

F(y)=0

38 A famosa transformada de Laplace!
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Vamos procurar solucoes da forma
y = / Ze*dz (936)
c

onde Z é uma funcao de z a determinar, e o contorno C', independente de z,
também deve ser determinado. Como veremos, a determinacao do contorno
é parte essencial na construgao da solucao, e aqui esta talvez a principal
inovacao dessa “transformada de Laplace” complexa. Note-se que

dky k

29 7 zx

e /C 2"e*dz
Como

Fly) =Y (ax+ b/ﬂ)ﬂ
k=0 €
temos,
F(y) = / Z Z(ak + bkx)zkezxdz
¢ k=0
ou .
F(y) = / Z <Z ar?” + bm%) e dz

¢ \k=0

ou
F(y) = /C Z(Qu + P)e*dz (937)
com .
Q = Z bkzk
k=0
e n
P= Z apz”
k=0

Podemos entao escrever F'(y) como uma soma de duas integrais:
Fly) = / PZe*dz + / ZQre*d> (938)
c c
A segunda dessas integrais pode ser escrita assim:
/ZQSL’ 2 /ZQdez d / 4 (70e)d / =4 z0vd
edz = —e*xdz = | — z— [ e— z
c c dz cdz c dz
(939)
Podemos agora escolher o contorno C' de tal sorte que a primeira integral

do segundo membro se anule. De fato, trata-se da integral de uma derivada;
logo, o valor da integral ’e a diferenga dos valores do integrando nos dois
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extremos. Escolhemos o contorno, entao, ou como um contorno fechado, ou
como um contorno aberto em cujos dois extremos a funcao

V(z) = ZQe** (940)

tenha o mesmo valor (No caso do contorno fechado isto acontece automati-
camente). Com essa escolha de contorno,

/ ZQredz = —/ emi (ZQ) dz
c c dz
Obtemos assim para a fun¢ao F'(y) a expressao:
d xrz
Fly) = /C dz <PZ - %(ZQ)> e (941)

Queremos determinar Z de tal forma que F'(y) = 0. Para tanto, o integrando
da Eq.(941) deve se anular. Assim,

d P d
pPZ=— (7 —70Q =—(Z 42
7 (2Q) ou 52Q = 7(2Q) (942)
o que nos leva a equacao diferencial
1 d P
— —(Z0O)=— 4
57975 (943)
Equivalentemente,
P
dlog(ZQ) = —=dz
Q
elog(ZQ) = [ gdz, ou ainda,
7Q = ) G
e, finalmente,
1 Pa
7 = —ed™ 944
0 (944)
A solucao procurada é entao
1
y(x) = /céef ademr (945)
ou, para maior clareza,
L =k g
= | —ela a®%e2(q 946
y(o) = [ el w e (946)

onde a é, por exemplo, um dos zeros de P(t).
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35.2 O Oscilador Harmonico

Considere a equagao

@ - Qx@ +2ny =0 (947)
dz? dx v=

que aparece na solucao do problema de determinar os estados estacionarios
do oscilador harmonico. Aqui n é um numero qualquer, nao necessariamente

um inteiro, apesar da notagao. Colocando-a na forma

dy d*y
b byx)— box)—= =0
(ap + box)y + (a1 + b1x) I + (ag + 2x>dx2
vemos que
bo =0 apg = 2n
bl = -2 a; = 0
b2 =0 a9 = 1
Temos, entao,
P(z) = 2n+ 22
Qlz) = —2z
e 1 ,
Z(z) = —e_%f#dz
—2z
€, como
2 2 2
/dzz e Z—+2nlogz,
z 2
_22
o Bl _ o d(E o _ €T
z’ﬂ
Logo,
les  le s
e 4
Z(Z) - _2 on - _5 Zn—i—l (948)
e
2
6_% rz
y(x) = _/c SniC dz (949)

Como estamos calculando uma funcao de onda, constantes multiplicativas
nao tém importancia. Por isso, simplificamos para

dz . =
y(@) = [ e (950)
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Passemos agora a determinacao do caminho de integracao. Como vimos, ele
deve ser tal que a fungao ZQe** tenha o mesmo valor nos dois extremos.
Essa fungao é, neste caso,

2
zZ
e T

Zr
Por argumentos fisicos os casos de interesse sao restritos a n > —% (Veja
nota®?). Para esses valores os contornos C; e Cy das figuras abaixo sdo
adequados.

A
4

A
L

N
L/

Seja z = X +4Y. O termo dominante no integrando é e~ = ¢~ (X*=Y?)gi2XY

Para Y pequeno em médulo, e X° garante que a funcdo V se anula nas
extremidades de ambos os contornos.

Se n for um racional nao inteiro, a origem z = 0 serda um ponto de
ramificagao, e havera cortes ao longo do eixo real. Se o corte for tomado
ao longo do semi-eixo real negativo, o primeiro contorno nao é permitido (a
curva atravessa o corte). O segundo é aceitdavel. A integracao é complicada,
e nao garante que y(z) seja um polindmio, como é requerido. Quando n for
inteiro, a situacao ¢ muito mais simples. Facamos, neste caso, a mudanca de
variavel

z=2(r—u)

onde introduzimos a nova variavel complexa u. Uma substituicao simples

mostra que
2
xT
e du 2

—— | ———e¢
2 Jor (x —u)nti

onde o novo contorno C” é descrito na figura abaixo.

y(r) = (952)

39sto quer dizer que as energia s consideradas sdo positivas, como é o caso para um
oscilador harmoénico de energia potencial %k::z:2
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Que o contorno deve ser este, segue dos seguintes fatos:a transformacao
¢ linear; uma transformacao linear transforma retas em retas e circulos em
circulos®®; a particular transformacao acima inverte o sentido de percurso
no contorno e leva pequenos valores da parte imaginaria de z em pequenos
valores da parte imagindria de u; o ponto z = 0 corresponde ao ponto u = x
no novo contorno.

Para n inteiro e  # u o integrando nao tem singularidades. Por isso, o
contorno pode ser deformado para

©

A integral é, entao,

y(z) = 7{6_“2<d7u (953)

Ora,

n! ]{ e~ du dn
(U _ x)n-‘ri - dxn

onde usamos a formula de Cauchy. Portanto,

2mi

z2 2w d" —z2 _
Mas, uma maneira de definir os polinomios de Hermite é:
" 2
Hn = (=1)" 22 Yz
() = (—1)e* e
Logo,
yn(x) = KH,(x) (955)

onde K é uma constante arbitraria, a ser determinada posteriormente pela
normalizacao da funcao de onda.

40Bem, transforma circulos em elipses, mas, no caso, a transformacio é isotrépica, e
transforma circulos em circulos. . .
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35.3 O Campo Uniforme

Nada supera em importancia, na génese da mecanica Newtoniana, o prob-
lema da queda livre, seja da maca, seja da Lua, em seu movimento em redor
da Terra. No entanto raramente se vé, num curso de mecanica quantica, esses
problemas tratados, nem mesmo no caso simplificado de um campo gravita-
cional constante. Nesta seccao vamos resolver o problema do movimento de
um ponto material sob a acao de um campo uniforme: a queda da maca, se
a altura da queda nao for muito grande. O método de Laplace para resolver
a equacao diferencial obtida serd essencial.

Uma particula de massa m (a “magd”)se move sob a agao de um campo
uniforme ao longo do eixo x, o que lhe da uma energia potencial

Ux) =—Fz.

Logo, age sobre ela uma for¢a na direcao x, de médulo F. O movimento da
particula é também restrito (por escolha das condigoes iniciais) ao eixo x.
A equagao de Schrodinger para os estados estaciondarios desse sistema é:

h? d*1
————— Iy =F
2m dx? z¥ v (956)
ou 2y o
m
ﬁ‘FF(F[L’—I—E)’l/J:O (957)
E conveniente introduzir a variavel adimensional
1
FE 2mEN\ 3
e=(=+5) () (959

Temos entao

) (2mF>% a4
de2 — \ B? de?
e, apos algumas substituicoes simples,
d*y

d—€2+€w=0, (959)

como nova equagao de Schrodinger .
Trata-se de uma equacao de Laplace. Na notagao convencional, temos

&y Py

(a0 + bo§)y(§) + (a1 + bi§) dz + (ag + ng)d_e =0 (960)
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a qual o método que vimos acima pode ser aplicado. Contudo, para aproveitar
os estudos prévios sobre uma fungao que ird aparecer no problema (a fungao
de Airy), vamos estudar nao a equagao acima, mas uma estreitamente ligada
a ela,

d*y

dg?
que é muito conhecida na fisica-matematica. Se ®(&) for solugao desta
equacao, ®(—¢&) sera solucao da Eq.(959). A Eq.(961) é escrita, a maneira
de Laplace, assim:

—&y(§) =0 (961)

dy d?y
(a0 + bo&)y(§) + (a1 + 515)075 + (az + bzf)d—gz =0 (962)
comag=0,by=—1,a, =b; =0, by =0, ap = 1. Segue que
P(z) = 2°
Qz) = -1
e, como g = —22, i
exp / gdz = exp —% (963)

e entao 5
y(&) = /Cexp <§z — %) dz (964)

Como vimos, o contorno de integragao deve ser escolhido de maneira que a
funcao

3

V(z) = 2Q = exp (62 — ) (965)

tenha valores idénticos nos dois extremos. Neste caso tomaremos um con-
torno que vai ao infinito, sendo os valores de V' (z) nos dois extremos iguais
a zero. Seja z = u + iv. Entao

3

1
eXp— = exp —g(u + v)?
1
= exp (—g{u?’ + 3u(iv) + 3u(iv)® + (zv)g})

1 :
= exp (—gu(u2 — 3v2> exp (—%(?mzv + 1)3)>

211



O contorno deve ser tal que a exponencial leve o integrando a zero nos dois
extremos. Para isso, devemos ter:

u > 0
e

u? =30 > 0
ou

u < 0
e

u? =32 < 0
Consideremos primeiro o caso u > 0. Devemos entao ter
(u — V3v)(u+ V3v) >0

Esta é uma regiao do plano (u,v) delimitada pelas retas

vV=———=u
V3

Na figura abaixo estao representadas essas duas retas. Sobre elas temos

u? — 3v? = 0. Uma pequena reflexdio com ajuda da figura convencerd o leitor
de que a regido entre as retas é aquela em que u? — 3v? > 0. A regiao I é
aquela em que temos u? — 3v? > 0 e u > 0. A regido simétrica & tracejada
em relacdo ao eixo v, isto é, a regiao II, é aquela em que temos u? — 3v% > 0
e u < 0. Logo, a regiao em que u?> —3v> < 0 e u < 0 é a complementar
dessa regiao IT no semiplano que contém o eixo real negativo, e é constituida
pelas regioes III e IV. Essas regioes estendem-se ao infinito, embora isto
nao seja (nem possa ser!) representado na figura. Em principio o contorno
de integracao pode comecar em qualquer das regioes tracejadas, e terminar
em qualquer outra tracejada.
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Fig.1

Regioes permitidas

Na figura estao indicados, em cinza, trés contornos possiveis: C', C; e Cj.
Desses, (5 é problematico, pois se estende na regiao em que a variavel z
atinge valores reais e positivos. Entao o termo

6ZEZ
que aparece na expressao de y(¢), pode, para x grande e positivo, complicar
a convergencia da integral. Por isso tomamos os contornos que comegam na
regiao I'V e terminam na III. Em particular, o caminho C' pode ser ao longo
do eixo imaginario. Entao, tomando z = v,
3

y(€) = / " exp (m . (ig)?))idv —i /_ Z dv exp (m + %) (966)

—00

ou
3

0 o 3
y(€) = z/ dv exp <ixv + z%) + z/ dv exp <ixv + Z%) (967)
—00 0

ou ainda
3

0 ’03 oo v
y(&) = —i/ dv exp (—ixv — z;) —i—i/ dv exp (ixv + z;)
00 0

e, finalmente,

y(€) = i /0 ™ dv cos (xv + ?) (968)
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A funcao de Airy, bem conhecida na literatura matematica, é definida por

O(x) = % /Ooo dv cos (%3 + xv) . (969)

(&) = K(=E) (970)

Logo,

35.3.1 Comportamento Assintético

As fungoes descritas pelas Eqs.(969) e (970) estao expressas como uma rep-
resentagao integral, e, sendo assim, nao se pode ter uma idéia imediata de
seu comportamento. Nos casos em que © — o0 e ¥ — —00 obtém-se com-
portamentos assintéticos mais reveladores. Vamos a eles.

Para z positivo e muito grande na funcao de Airy (correspondendo a z
negativo e de médulo muito grande para a fungao de onda) temos de achar
um contorno de integracao que permita utilizar o método do ponto sela.
(Veja o Apéndice dedicado a este método).

E conveniente voltar & expressao exponencial

y(x) = /Cexp (x(t— %))dt (971)

Pondo f(t) =t — §—Z temos 4 = 1 — % e a condi¢io £ = 0 implica em
t = 44/, que sdo os possiveis pontos sela. Na regiao permitida, temos sé
o valor t = —\/z. A seguir faremos a escolha de um caminho de integragao
que passe pelo ponto sela e seja de maximo aclive. Na realidade, é suficiente
que o caminho seja de maximo aclive nas vizinhancas do ponto sela. Vamos

entao expandir f(¢) em série de Taylor em torno de t = —y/x. Temos,

f(t) = F(=va) + (t + @Z_f; n %% N

as derivadas sendo calculadas no ponto ¢t = —y/z. Facilmente se obtém que

f(-vE) = —3VE

e que
d*f 2
dt> =z T
Naturalmente a derivada primeira é zero nesse ponto, pois ele é ponto sela.

Entao,
F(8) =~ VT + (+ VEP (972)

T

214



Para separar as partes real e imaginaria de f(t) escrevo
t=u+w

o que da

f(t) = —%ﬁ—i— + = (u2 —v? + 2+ 2y7u +i(2uv + 2\/511))

Nz
Entao, nas vizinhangas de t = —y/z, temos:

Ft) = =2+ — (w? = v + 2v/zu) + .

3 N NS

ft)= —g\/i + %(uQ — v + 2v/zu) + %v(u + V) (973)

Considere a reta u = —y/x. Ao longo dela, I'm f(t) = 0. Logo, é uma curva
de maximo aclive.

(2uv + 2\/51))

2

Re £(t) = 35 + = (a4 20(-va) = 5 (974)

ou, simplificando,

NI
Re f(t) = — — — 975
s =5 (975)
Entao a linha de maior aclive é a paralela ao eixo imaginéario passando por
—+/z. Pondo t = —/z + v, temos

[e%¢) . 1 . \3
y(x) :/ e (—Va+iv) =5 (=VErin) gy, (976)
y(z) = je~ 30 / dveVEvi=3v* (977)

e podemos omitir a exponencial imaginaria do integrando, pois a parte gaus-
siana, para grandes valores de z, restringe de tal forma o trecho do contorno
. i3 o
que conta para a integral, que e3" pode ser substituida por seu valor em
x = 0. Entao,
. 2.5 _ 2 . 2.5 ™ _1 2.5
y(x) =ie 3" / dve VT = je73%7 | — = \/mx 1e 3" (978)
—o0 NZ3

Levando em conta a definicao da funcao de Airy, temos o comportamento
assintotico

3
pTTeTE (979)



Como a funcao de onda do sistema sob a ac¢ao do campo uniforme é
Y€ =d(=¢)

o comportamento assintético que obtivemos é o esperado, uma vez que, para
¢ negativo e de grande médulo, estamos na regiao classicamente inacessivel,
e a exponencial negativa é bem-vinda.
Consideremos agora o comportamento assintético para grandes valores de
&, o que corresponde, na funcao de Airy, a x negativo e de frande maédulo.
Neste caso % =0da
2
- 2o

T

ou seja, t2 = x, com z negativo. Entao,
t = +iy/|x] (980)

Aqui os dois pontos sela devem ser considerados, ja que estao, ambos, em
regides onde a integral converge. Vamos, primeiro, ao ponto t = i/|z|.

Expandindo a funcao f(t) =1t — %g em torno do ponto sela, temos:

—iy/]z])? [ 20y/|z
F0) = syl + (— W) (981)

onde omitimos o termo contendo a derivada primeira, ja que ela se anula no
ponto sela. Apds um calculo simples, obtém-se:

(1) = %M% <t2 —2ity/[a] - |:)3|> <—% |:)3|> (982)

Usando t = u + iwv,

ft) = @ (2uv — 2u\/E) +1 (g\/m_ @ (u2 — v +21)\/m+:c>)

(983)
Segue que
Re f(t) = Yo, <v _ |g;|) (984)

Im f(t) = g\/m - @ (u2 —v? + 2v\/E+ x) (985)
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Im f(t) = —é\/m — @ (v* =) +2v (986)

Ao longo da reta v = u+4/|x| temos Im f(t) = const., logo, este é o primeiro
trecho do caminho, aquele que passa pelo ponto sela t = Z\/m .
Consideracoes inteiramente analogas levam a conclusao que o segundo
trecho do contorno é aretav = —u+ \/H , Ol, mais precisamente, o segmento
que comega no eixo real, em \/m e vai a v = —o0. Assim, o contorno de

integracao adequado para o comportamento assintotico para x negativo e de
grande moédulo é o que esta representado na figura abaixo.

Contorno para o célculo do comportamento
assintético para x negativo, de grande

modulo.

A contribui¢ao do trecho superior do contorno a integral é:

+3 —o0 _oMlzl,, )
/ ew(t_ﬂ)dt = Q due‘igem( > z)e_mg\/m (987)
C1 2 \/m

V2

_ Te—i%xx/m—i% /\;mdue_Z l=lu® (988)

|93|€—i(§x mﬂ) m

= (989)
2 ||
il 22+ /|z|+-
_ YT (3 (990)
2|x|3
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Alguma algebra elementar leva este resultado a forma:

2T i(%g%%)

e 991
21¢s .
onde pusemos x = —&. A contribuicdo do outro trecho é perfeitamente
andloga, dando como resultado
] —il 2 $.x
V2 if3ebes) (992)
2[¢|x
Somando as duas, temos
A . 2 3 s
() = o sin (552 + Z) (993)

Vamos nos deter agora um pouco na interpretacao fisica do resultado, com-
parando a solucao com a solucao classica para o mesmo problema. E pre-
ciso ressaltar que o que calculamos foram as fung¢oes de onda dos estados
estaciondrios de um corpo sob a agao de uma forga constante (queda livre,
por exemplo). Classicamente nunca, ou raramente, estudamos estados esta-
ciondrios, o que torna a comparacao entre os resultados mais dificil. Para
realizar estados estacionarios em queda livre na mecanica classica, temos que
recorrer a um conjunto de muitas particulas. Um bom modelo de queda
livre em estado estacionario na mecanica cléssica é uma cachoeira sem tur-
buléncia, um lencol homogéneo de agua em queda livre. Cada gota de agua
estara em movimento, mas o conjunto de todas as gotas forma uma figura
que, no conjunto, parece imével. Vamos mostrar que a solucao quantica que
obtivemos possui algo em comum com a solucao classica. Isto é mais facil de
ver usando-se a expressao assintdtica da Eq.(993).
De fato, usando a Eq.(993) temos que

2sinz (%53 + %)

Ve

O sistema classico correspondente é uma particula de massa m em queda

livre (ou, antes, uma enorme quantidade delas). A conservagao da energia
da

[T(E)* = |A| (994)

2
% —mgr =F (995)

2
- -\/E
v + mgx (996)
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e, portanto,
1 1

e NG (997)
Para o sistema classico, a probabilidade de se encontrar a particula em torno
de uma posicao x é inversamente proporcional a velocidade dela naquela
posicao, pois é diretamente proporcional ao tempo que a particula em torno
da posigao. Quanticamente esta probabilidade é dada por |¥(z)|?. Compara-
ndo a Eq.(994) com a Eq.(997), vemos que a dependéncia em % comparece
nas duas.

35.4 Apéndice do apéndice: O Método do Ponto Sela
Seja
g(z) :/ e* 1@ dz (998)
C

onde C' é um contorno aberto com a propriedade de que Re (f(z)) tenda
a —oo em ambas as suas extremidades. A partir de agora escreveremos o
numero complexo f(z) assim, decomposto em sua parte real e imagindria:

f(z) = fr(z) +ifi(2) (999)
Consideremos valores positivos e grandes de x. Como

ot(@) _ polr(2) ginfi(2)

e |e/1?)] = 1, 0 médulo do integrando na Eq.(998) é dado por e®/r(),
Esta funcao, para um dado z, varia de um valor maximo, atingido quando
fr(2z) é maximo, até zero, pelo menos nos extremos. Para z > 0 e muito
grande, temos um “pico” muito elevado, de onde o valor da integral cai
rapidamente para o “vale” (regiao de baixos valores). Além disso, podemos
utilizar a possibilidade de deformar o contorno, para fazer com que ele fique
“a maior parte do tempo” nos vales, subindo ao pico pelo caminho mais
ingreme. Desta maneira, apenas uma pequena parte do contorno contribuira
efetivamente para a integral. O método do ponto sela é isto: achar o contorno
mais ingreme, passando pelo pico. Note que sao os valores muito grandes de
x que acentuam essas propriedades extremas. Logo, o método se presta para
calcular valores assintoticos.

A determinacao do caminho mais ingreme passando pelo pico pode ser
feita assim: considere as curvas de nivel de fg(z), ou seja, as curvas ao
longo das quais fr(z) é constante. O que procuramos sdo as curvas que
cortem essas curvas de nivel ortogonalmente: sao estas as que “sobem mais
rapidamente”. Ora, essas curvas sao, como se sabe da teoria de fungoes
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analiticas de uma varidvel complexa, as curvas ao longo das quais f;(z) é
constante. Logo, temos de achar a curva dessa familia que passa pelo “pico”.
No “pico” (que é o ponto sela) temos d% fr(z) = 0. Vimos agora que, pelo
caminho escolhido, f;(z) é constante, e, portanto, dilzfl(z) = 0. Logo, o ponto
sela satisfaz a equacao complexa

df (2)
dz

=0 (1000)

Seja zp 0 ponto em que essa equacao ¢ satisfeita (pode haver varios). Ex-
pandindo a fung¢ao em torno desse ponto, temos

F() = Flzo) + (= = 20) (%) ol (%) (1001)

mais termos de ordem superior. A derivada primeira é nula, por definicao de
ponto sela. Logo, temos, para a parte real do integrando,

(2—29)2 (d2£)
ef(2) — orf(20) ? /) 20 (1002)

com (‘575)20 > (), ao longo do contorno, por ser um méaximo de fr(z). Logo,
zZ—z 2
/ 1@ gy = e“"’f(ZO)/ o1 S5 g (1003)
C C

que, em geral, por ser a integral de uma gaussiana, pode ser calculada facil-
mente.
35.4.1 Exemplo simples

Considere a funcao
1

g(a) :/ e )y, (1004)
c

onde o contorno C, ilustrado na figura, comeca e termina no eixo real, em
—00 e 00, respectivamente.
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® 4
C
A fungao é da forma
l/’eaf@>dz
c
com f(z) dada por
1

f(Z) = —22 - m (1005)
Um céalculo simples mostra que

s g 2?2 — %+ a?

(1006)

enquanto que

fAZ)=:—2xy<1——( ! ) (1007)

2?2 — y? + a?)? + 4a?y?

Como a integral converge, j4 que fr(z) tende a zero para z? tendendo a
infinito com y limitado, as singularidades de g(«) sao as singularidades do
integrando. A fungao f(z) tem polos em z = +ia. O contorno C' esta entre
1a e o eixo real. Logo, podemos deforma-lo a vontade nessa regiao.

O ponto sela é determinado pela equacao

df
R 1
7 0 (1008)
ou seja,
1
2z(1 — = 1
2( 5 a2)2) 0 (1009)
que tem a solugao
z2=0 (1010)



A derivada segunda de f(z) é

a*f 2 822
el _ - 1011
dz? + (224+a?)?2 (224 a?)3 (1011)

e, no ponto sela, tem o valor

()02 o

A familia de curvas fr(z) = cte. é muito complicada. No entanto, para a
curva y = 0 com z qualquer, temos f;(z) = 0, e, portanto, constante. Como
esta curva passa por z = 0, ela é a curva de maximo aclive procurada. Ou
seja, para o cdlculo do valor assintético de g(«) é conveniente deformar o
contorno de maneira a faze-lo coincidir com o eixo real. Portanto, temos

1

g(a) = /_O:o d:ce_a(m%r”z*ﬂ) (1013)

Podemos agora expandir f(z) em torno do ponto sela. Como a derivada
primeira é nula no ponto sela, resulta que

=0+ 5 () (1014
o que dé
£z) = —é 2 (1 - %) (1015)
Temos entdo para g(a):
g(a) ~ /C e~ eme(1-70)= gy (1016)

e agora a integral pode ser calculada facilmente. De fato,
gla) ~ e_«%/ dpe—(1=31)" (1017)

Usando o resultado conhecido ( integral de Gauss)

Y dre 7 = [T 1018
o -

gla) ~e"a® | ——— (1019)
o (1~ )

que ¢é o resultado procurado, valido para grandes valores de a.

obtemos

222



36 Apéndice 3: Otica geométrica

A 6Gtica geométrica é o limite da 6tica ondulatéria para A = 0. Na reali-
dade, a dtica geométrica é uma aproximacao que vale quando a difracao é
desprezivel. Isto ocorre quando os obstaculos que as ondas de luz encontram
tém dimensoes grandes em relacao ao comprimento de onda delas. Uma
maneira de garantir que isto sempre se verifique é tomar ondas de compri-
mento bem pequeno. Por isso se diz “no limite A = 0.

36.1 Equagoes de Maxwell

Suponhamos que a propagacao da luz se dé em um meio material simples,
descrito por uma constante dielétrica € e uma permeabilidade magnética .
Se o meio for homogéneo e se j =0 e p = 0, teremos as equagoes de onda

—o 1 0PE
2 _
para o campo elétrico, e
.= 1B
2
V°B — NCRETD (1021)
com
v = —

Estas equagoes seguem diretamente das equacoes de Maxwell, como vimos
anteriormente. Se a onda for monocromatica, a dependéncia temporal sera

e
e a equagao 1020 fica

V2E + i‘j—jﬁ =0 (1022)
e, pondo k = £ = /e, temos

VE+KE=0. (1023)

Vamos nos restringir a ondas escalares, ou seja, vamos ignorar que os
campos sao vetores. Perderemos com isso toda a variedade de fenomenos
associados a polarizacao. No entanto, muitos fenomenos, aqueles que sao
diretamente associados ao carater ondulatorio, ao fendmeno da interferéncia,
serao ainda razoavelmente descritos. Seja u o campo escalar (por exemplo,
uma das componentes de E) A equacao é

Viu+ku=0. (1024)
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36.2 A equacao do eikonal
Vamos procurar solugoes da forma
u = Ae'*o® (1025)

com kg = <, onde A e S sdo fungoes de x,y, 2 que variam lentamente e que
nao tendem a oo quando kg cresce.

8u oS Odlog A
0*u oS . logA 9% log A DS %S
. k2u =ik 2 + ik 102
ox? = (8x) — e ) A or  Or e o 2 —EO 7
0S dlog A dlog A,
+ Zkouﬁx o + u( e )
0 log A
+ u 52 }

com termos analogos para as derivadas em y e z. Assim, temos

- oS S oS

2 2 0019 | (OO 9
T = {Hul(G + (5 (5 )+ (1028)
8logAaS N 8logAaS N 810gA85)
or  Ox oy Oy 0z 0z
028 N 028 N 825) N

or?  Jy? 022
OJlogA., OlogA,  OlogA,,
+ ol =)+ ( dy e
PlogA  9?logA  9*log A

Ox? * Oy? * 0z? )}

Isto pode ser abreviado assim:

+ 2ikou(———

+

V2 = —k‘guﬁS.ﬁSjLQz'kouﬁ log A.V S+ikouV2S+uV log A.V log A+uV?log A
(1029)
Logo, a equacao fica:
k2 = k2VS.VS — 2ikgV1og AVS — ikgV2S — Vlog A.Vlog A — V?log A
(1030)
ou ainda,

2
AI—VSVS——ngAVS——V%—

— = log A.V1 A—— V2 log A
i o ke sz og v og kov og

(1031)
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No limite ky — oo, temos o
VS.VS = n?
2 ) . = 1 =
L (Vieg AVS + =V2S) = 0
ko 2
de maneira que as equacoes sao:
. . 1~
Vieg AVS = —§V2S
VSVS = n?

que sao as equacoes bésicas da Otica geométrica.*!

36.3 Exemplos

36.4 n é constante
VS.VS = cte

de onde segue que VS = cte, ou seja,

S =n(ax + Py + v2)

Neste caso
VS = n(aVa + Vy +~Vz) = n(oi + ] + 71?)
¢ — —
VSVS =n%(a? + 3 ++%) =n?
Logo,

B =1,
e as superficies
S =n(ax+ Py +vz) = cte.

(1032)

(1033)

(1034)
(1035)

(1036)
(1037)

(1038)

sao planos. Ora, as superficies S = cte. sao as frentes de onda, logo a
propagacao aqui descrita é a de ondas planas. Note-se que, se 77 é um vetor

unitario, isto é, se .17 = 1, temos, com 7 = xi + yj + zk,

NI = Ny + NyY + N2

“INote que

onde n é o indice de refracao do meio.
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2 2 2 _
ny +n,+n;=1

Comparando com a Eq.(1037) vemos que n, = na, n, = nf e n, = nvy, razao
pela qual alpha, (3 e v sao os “ cosenos diretores” da direcao 7.

36.5 Dois meios homogéneos

Vamos ver agora o casode dois meios homogeéneos separados por um plano
em z = 0 Temos

(85

o

as
dy

%
0z

k
(k_1)2 para x < 0 (1039)
0

P+ (5= + (52)

08 ., 0S., 08, ko,
(%) +(a—y) +(5) (k‘_o) para x > 0 (1040)

Seja S um plano cuja normal nao tem componente ao longo de z. Entao

k
S(z,y) = k—l(x cosfy 4 ysinfy) z <0 (1041)
0
ko .
S(x,y) = k—(x costy +ysinby) = >0 (1042)
0
Para z = 0,
]{31 . k2 .
—ysinf) = —ysin by (1043)
ko ko
ou
ny sinf; = n9 sin O, (1044)

que € a lei de Snell-Descartes.

36.6 Simetria esférica

Considere a seguinte solucao da equacao do eikonal, dotada de simetria
esférica:

S =nr (1045)

onde n = |ii] e r = |7]. Temos VS = nVr = nt e, portanto, VS.VS = n2.
As superficies S = cte. sao, neste caso, as superficies r = cte., ou seja, as
frentes de onda sao superficies esféricas com centro na origem. Para que se
trate verdadeiramente de uma solucao da equacao do eikonal, é preciso ainda
que a Eq.(1035) seja satisfeita:

=

Vieg AVS = —§V2S (1046)
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Ora,

- = = r 1 = 4 1
V.VS  =V.(nt =n{-VFit+FV-)
r r r
3 i 3 1
= n{-+7 (—ﬁ)} = ”{; - ;}
_2n
ou
vis = 2"
,
E necessdrio entdo que
Vieg AVS = -1
,
ou, que
r n
ViegAn— = ——
r
Segue entao que B
Vieg Ar=—1
Portanto,
R
VliegA = ——
r
Mas V log A = %ﬁA = —TL; e, conseqilentemente,
1
A=-
,

Podemos entdo contruir a onda u = Ae?*0¥(ver Eq.(1025)).

1
u=—e
r r

ikonr _ _ezkr — ¢l Eu%r

que é a parte espacial de uma onda esférica.

36.7 Curvatura dos raios de luz

(1047)

(1048)

(1049)

(1050)

Considere a curva descrita pela extremidade do vetor 7(s), onde s é o com-
primento da curva. Seja § o vetor tangente a curva em cada ponto. Se a
curva for uma reta, a tangente em todos os pontos tem a mesma direcao.
Em curvas que nao sao retas, a tangente “gira” quando se percorre a curva.
Este movimento da tangente é usado para definir a curvatura de uma curva

como o vetor .
- S

K=—

ds
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_ R , d27 . /
Como o vetor tangente é § = d—}i, vemos que a curvatura € %, ou seja € a

“aceleracao”, se s for tomado como o tempo.
Considere, por exemplo, um circulo, de equacao x? + 3> = R%. Temos

r = Rcosf
Rsin6
dr = —Rsinfdo

dy = Rcosfdf
e segue facilmente que

ds® = R?sin® 0d6? + R? cos® 0dH? = R%db?

ou,
ds = Rd#
Como 7 = Rcos i + Rsin 07, temos
Lo dr . df- do -
§= i _RSIHQEZ + RCOSHEJ
que da
§= —sinfi+ cosfj
Para a curvatura entao temos:
S ds 1 - -
pod_ 1 S ‘
o Rdﬁ( cos 0dli — sin thetadf)
ou .
- R
K = I (1052)
A curvatura é, entdao, um vetor, cujo médulo é
1
K=—
R

A curvatura do circulo é tanto maior quanto menor o raio, o que mostra que
a definicao acompanha a idéia intuitiva.

Voltemos ao caso geral. Como o vetor tangente 5 tem médulo 1#2, de 5.5 =1
segue que

ds
52 =0 (1053)
ds
. — r - = r r 2 — 7
42Pois 5= %, temos que §.5 = %.% = % =1 onde usamos que dr.di = ds?
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ou seja, % é perpendicular a s. Logo,% pode ser escrito na forma

ds

e Ax 3 (1054)
onde A é um vetor a determinar®3De fato, considere o vetor

A=arots (1055)
onde a é uma constante. Temos 95 = a rots x 5e

ds

%)z = ol ds ot T (Osi)s (1056)

(

enquanto

(rots' x §); = €;k(rots);Sk = €ijk€jim(01Sm)Sk
= (0k10im — Okm0it)(O15m) sk = (O1S:)s1 — (0iSk) Sk

e o ultimo termo ¢ nulo, pois (9;s)sx = 20;(5)?, e 5.5 = 1. Conseqiiente-

mente, B
s _ rots X § (1057)
ds

Até agora falamos genericamente de curvas. Consideremos agora curvas que

sejam raios de luz. Como vimos anteriormente, os raios de luz sao ortogonais

as superficies S = cte., ou seja, tém, em cada ponto dessas superficies, a

direcao de VS. Em simbolos,

1=
§=-VS (1058)
n
Dai decorre que
rot(ns) =0 (1059)
onde usamos o fato conhecido rot grad = 0. Da Eq.(1059) segue que
nrots+Vnx§ = 0
1 —
rots = —(§x Vn)
n
e, portanto, que
— = —(§xVn)x§
7 n(s n) x §
ds -
nd—z = (§xVn)xs

(
(3.5)Vn — (3.Vn)3

43Em outras palavras, existe um vetor A tal que a Eq.(1054) é satisfeita.
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e, finalmente,
nK =Vn—(5Vn)§ (1060)

onde K ¢é o vetor curvatura do raio. Uma conseqiiéncia imediata da Eq.(1060)
é que em meios homogéneos (n constante) a curvatura é nula, e os raios sao
retas. Uma outra aplicacao é a seguinte: quando o Sol estd muito baixo,
no nascente ou no poente, os raios que atingem um observador sao aprox-
imadamente horizontais. O indice de refragao da atmosfera diminui com a
altitude, logo vn aponta para o centro da Terra, ou seja, é vertical. Entao, na
Eq.(1060), o segundo termo do segundo membro é muito pequeno. Conclui-
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se que a curvatura desses raios é paralela a ﬁn, apontando para o centro da
Terra. Os raios, isto é, se curvam para baixo. Em conseqiiéncia, o obser-
vador, que interpreta sempre o raio como uma reta, “vé” o Sol mais alto do
que esta na realidade. De fato, isto explica por que se vé o Sol ainda um
pouco depois de ele ter se posto.

Curvaturade um raio de luz

36.8 Lentes esféricas

No tratamento elementar da 6tica geométrica obtém-se, por constr¢oes geométricas
utilizando a lei de Snell-Descartes, a equacao

1.2 (1061)

sendo a a distancia do objeto a lente (supostamente de espessura despreziivel),
b a distancia da imagem a lente, e f a distancia focal da lente, que é dada
por

sendo n o findice de refragdo do vidro, R; e Ry os raios das superfiicies
esféricas da lente. O significado de f pode ser obtido facilmente da Eq.(1061):

tomando-se a = oo, tem-se

1 1

- == 1062

$=7 (1062)
que mostra ser f a distancia a que se forma a imagem quando o objeto estéa
no infinito. Na Eq.(1061) a lente é suposta de espessura zero, e a distancia

a lente é confundida com a distancia ao centro da lente.
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Vamos tratar esse problema com o uso da equacao do eikonal. Nao havera
qualquer dificuldade em tratar o caso de lentes espessas, e o caminho estard
aberto também para o tratamento de lentes cujas faces nao sejam superficies
esféricas. O ponto P da figura designa a posicao do objeto, de coordenadas
r=0,y=0ez=0. O eixo 2z é a direcao de incidéncia: ¢é a reta que une P
ao centro da lente, O.

Um raio partido de P e incidente sobre a lente, encontra-a no ponto 7T,
pertencente a uma superficie esférica de raio Ry (a primeira face da lente).
O centro dessa superficie esférica estd no ponto de coordenadas r = 0, y = 0,
z =a+ Ry. As coordenadas de T"'sao x = 0, y = 0, 2 = a. Um ponto vizinho
a lente tem coordenada z = a + ¢, com |a| > ||

As ondas esféricas emitidas de P tém o eikonal

s =nr =ny\/x? + y? + 22 (1063)

com n = 1 (regiao externa a lente), ou seja, mais explicitamente,

s =/2? 4+ y? + 22 (1064)

Perto da primeira face da lente o eikonal é

S=\2+y2+ (a+()
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Restringindo-nos a pequenas aberturas, basta considerar valores pequenos de

xr e y. Entao,
§ = Jlaroraaryi= (a4 00+ Ly (1065)
- o (a+CP
%+ y? z® +y°
= (a+(),|1+ ~a+ O+ ——
(CL C) (a+c)2 (a C)( 2(&+<)2)
ou seja,
S—atcsTHY (1066)
N 2a
A equacao da superficie da primeira face da lente é
(1067)

P+ +(z—a—R)* =R

Podemos agora resolver o problema da primeira refragao na lente
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36.9 A primeira refracao

A figura mostra um raio saindo de P e incidindo sobre a lente, e o raio
refratado (que existe sé dentro da lente). Prolongando-se o raio refratado até
que atinja o eixo da lente, determina-se o ponto (). Esse raio, T'()1, existiria
se a propagacao se desse num meio homogéneo de indice de refracao igual ao
da lente, n. O eikonal do raio refratado é, entao,

S:n\/:v2+y2+(z—a+r)2 (1068)

pois as coordenadas de )1 sao © = 0, y = 0, 2 = —(r — a). Para pontos
préximos a primeira face da lente temos z = a + ¢, com |a| > |(|. Entao,

S:n\/x2+y2+(r+§)2 (1069)
ou, aproximadamente,
2 2
S=nlr+ ¢+ )+ 5 (1070)

onde S) é uma constante. Em geral essa constante aditiva é desnecessaria,
embora esteja sempre presente, ja que, sendo a equagao do eikonal uma
equacao para S , se um S é solugao, S + 5y também o serd, Sy sendo
uma constante arbitraria. Neste problema que estamos estudando, impore-
mos a continuidade do eikonal numa determinada superficie, e, para isso ser
possivel, é necessario incluir o Sy.

A condigao de contorno é que o eikonal (a fase!) varie continuamente ao
atravessar a face da lente. Se isto nao lhe parece intuitivo, note que é sob
essa condicao que se obtém a lei de Snell-Descartes para a refracao numa
superficie plana, o que pode ser considerado uma “verificacao experimental”
do fato. Para pequenas aberturas os pontos que satisfazem a Eq.(1067) da
superficie sao tais que

Py (- R =R (1071)
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ou, como Ry > ||,

x?+f+Rﬂy—éQ%:Rf (1072)
ou ainda,
x? + y2
= 1073
(=g (1073)

Devemos ter a coincidéncia dos dois eikonais sobre a superficie da lente.
Entao,

{a+ ¢+ Yow = (nlr + ¢+ T55) + Sobsup (1074)
que leva a
22y 24P 22 4 g2 22 4 g2
= S 1075
TR, T Toa MR Ty, (1075)
ou seja,
So+nr=a (1076)
¢ 1 1
n n
— t—=-5t+= 1077
2R1 * 2a 2R1 * 2r ( )
ou ainda L1
L—=c-2 (1078)

Rl a T

Esta equg¢ao resolve o problema da refracao por um dioptro esférico.

36.10 A segunda refracao

A equacao da segunda face, se Ry é o seu raio e C' o seu centro, é
(r—2c) + (Y —ye)* + (2 — 20)* = R} (1079)
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ou
x2+y2+(z—(R2—a—d))2:R§

Para pontos proximos a segunda face, temos
z=a+d+(
com || < |a + d|. Entao,
4+t (at+d+(=(a+d—Ry))® = R}

ou
2+ +(C+ Ry)? = R;

e, usando o fato de que || é pequeno,

2
2 +y* 4+ Ry(1+ —C)2 = R;
Ry

e, finalmente,
2 +y? +2(Ry =0

que podemos por na forma

%+ y2
2Rs

C:_

O eikonal do segundo raio refratado é

S = —\/x2 + 2+ (2 — 20,)?

onde zp, =a+d+ b, o que da

S:—\/x2+y2+(z—a—d—b)2

(1080)

(1081)

(1082)

(1083)

(1084)

(1085)

(1086)

(1087)

O sinal (-) é devido ao fato de se tratar de uma onda esférica que estd se contraindo

para o ponto Os. De fato, uma onda esférica que sai da origem é

ei(kr—wt)

r
ao passo que uma onda esférica que chega na origem é dada por
ez(—kr—wt)
r

Perto da segunda face da lente, temos

S=—a?+y2+(a+d+¢—a—d—Db)?
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ou

S =2+ + (- b (1089)

Para pequenas aberturas,

5 = —J@—O%L+gfgb
= - 00+ 55 45)
$2+y2
= Uty
S:—{b—g+x22+by2} (1090)

O eikonal do primeiro raio refratado, quando ele atinge as proximidades da
segunda face da lente, é

S’:n\/:c2+y2+(a+d+C—a+r)2 (1091)

onde resolvemos denoté-lo por S’ para distingui-lo do eikonal do segundo raio
refratado. Temos, apds uma simplificacao,

S =nyfa +y?+ ((+d=r) (1092)

Para pequenas aberturas,

2+y2
S = d+ 021+ —1Y
n\l(r+ +¢)2(1 + rrdsoP
z? + y?
= d 1+ —
n(r +d+ Q) +2(r+d+g)2)
ou, finalmente,
2 2
/ r+y
= 1
S n(r+d—|—§—l—2<r+d)) (1093)
Devemos entao ter, na segunda face,
2?4 y? 22+ y?
d — uwp = —(b— —— )su 1094
n(r + +C+2<T+d)+50)sp (b—(+ 5 ) Sup (1094)

onde o céalculo deve ser feito para os pontos da segunda superficie da lente,

ou seja, para
? + y?
= — 1095
¢=-Tp (1095)
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Temos entao

2 2 2 2
n(r+d—x +vy Tt +y

22 y? a4yl
Sp) = —(b 1096
ok, Tt Wb, Ty ) (109)
que da as equagoes
nr+nd+nSy+b=0 (1097)
¢ 11
n n
_ —) = 1
om Yarra Tam T 0 (1098)
ou L1
n— n
S 1099
) b + r—+d ( )

36.11 A equacao dos focos conjugados

A solucao do problema consiste em combinar as Eqs.(1097) e (1099) para
eliminar r. Da Eq.(1097) temos

T 1
a R
e, da Eq.(1099),
r+d 1
=T (1101)
Ro b
Subtraindo a primeira da segunda, temos

1

(1102)

que é a equacgao dos focos conjugados para uma lente de espessura d e para
pequenas aberturas. Se d = 0, obtém-se

1 1 1 1 1
(=1 (— Y= =

—ty = )gﬁ+RJ 7

que € a equacao usual, para lentes delgadas.

(1103)
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