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1. INTRODUCAO

A trigonometria, palavra formada por trés radicais gregos: tri (trés),
gonos (angulos) e metron (medir), tem por objetivo o calculo das medidas dos
lados e &ngulos de um triangulo.

Inicialmente considerada uma extensdo da geometria, a
trigonometria apresenta vestigios de seu estudo entre os babilénios, que
utilizam para resolver problemas praticos de astronomia, navegacédo e
agrimensura.

Pode-se dizer que foi a astronomia a grande impulsionadora da
trigonometria, pois foi o astrdbnomo grego Hiparco (190 a.C. — 125 a.C.) quem
empregou pela primeira vez relagbes entre os lados e os angulos de um
tridangulo retangulo.

No século VIII, importantes trabalhos hindus foram traduzidos para o
arabe, o que possibilitou aos matematicos arabes notaveis descobertas sobre a
trigonometria.

No século XV, Purback, matematico alemdo nascido na Baviera,
constroi a primeira tabua trigonométrica.

Porém, o primeiro tratado feito de maneira sistematica sobre a
trigonometria foi escrito pelo matematico alem&o Johann Muller, também
chamado Regiomontanus, denominado Tratado dos Tridangulos. Sabe-se que
Regiomontanus foi discipulo de Purback.

Atualmente, a trigonometria n&do se limita apenas a estudar os
tridangulos. Sua aplicagédo se estende a outros campos da matematica, como a
analise, e a outros campos da atividade humana, como eletricidade, mecanica,
acustica, musica, topografia, engenharia civil , etc.

Antes de iniciarmos nosso estudo sobre trigonometria, convém
relembrarmos alguns conceitos importantes.

Como ja vimos, todo tridngulo retangulo, além do angulo reto, possui
dois angulos agudos cuja soma €& 90°, completando, assim, os 180° da soma
dos angulos internos.

Seja o triangulo ABC da figura, retdngulo em A.
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A=90°
B+ C=90°(B e C sdo angulos complementares)
Utilizaremos o seguinte procedimento para denominar os lados dos

tridangulos: cada lado mantera correspondéncia com o vértice oposto a ele.

Assim, por exemplo, o lado 4Bserd chamado lado ¢ (por ser oposto ao
vértice), e assim por diante.

E necessario lembrar que o lado oposto ao angulo reto de um
tridangulo retangulo € denominado hipotenusa (e é o maior lado do triangulo), e

os outros dois lados, opostos aos angulos agudos, sdo os catetos. No nosso

caso, AB=c e AC =b s&o catetos, e BC =q € a hipotenusa do triangulo ABC.

Uma relagéo importante entre os lados de um tridngulo retédngulo é o
Teorema de Pitagoras, cujo enunciado é “Em todo triangulo retangulo, o
quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos”. Aplicando

o teorema ao tridngulo acima, escreveriamos:

a’ =b* +¢*

2. CLASSIFICAGAO DOS TRIANGULOS

2.1 Quanto aos lados

C C c
A B A B A * B
Equilatero Isosceles Escaleno
AB=BC=CA AC = BC AB # BC # CA
Possui 3 lados de Possui 2 lados de Possui os 3 lados de

medidas iguais medidas iguais medidas diferentes
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Observacoes:

1. A soma dos angulos internos de um triangulo € igual a 180°.

2. O triangulo equilatero € também equiangulo, ou seja, tem os trés

angulos internos de mesma medida (todos de 60°).

3. O triangulo isosceles tem também os dois angulos da base iguais

ou de mesma medida.

2.2 Quanto aos angulos

oo A>90°
A 5 A C
acuténgulo obtusangulo
Possui os trés angulos possui um angulo
agudos ou < 90° obtuso ou > 90°

3. TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

Seja o triangulo retangulo:

A=900

retangulo
possui um angulo

reto ou de 90°

C.
o
A - B
Para o angulo £ AB é cateto oposto;
CA é cateto adjacente;
BC é hipotenusa.
Para o angulo agudo o AB é cateto adjacente;

CA é cateto oposto;

BC ¢é hipotenusa.
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4. RAZOES TRIGONOMETRICAS DE UM TRIANGULO RETANGULO

Chama-se num triangulo retangulo:
B

4.1 Seno (sen)

Seno de um angulo agudo, é a razéo entre o cateto oposto a esse
angulo e a hipotenusa.

sen B — cat. op. B :é
hipotenusa a

A t.op. C
won (o catop.C _c

hipotenusa T a

4.2 Cosseno (cos)

Cosseno de um angulo agudo, € a razao entre o cateto adjacente a
esse angulo e a hipotenusa.

cos B = cat. adj. B _c
hipotenusa  a

~ Cat.adj. C b
cosC =99 = 2

hipotenusa a

4.3 Tangente (tg)

Tangente de um angulo agudo, é a razdo entre os catetos oposto e
adjacente a esse angulo.

; B:cat. op.B:é
catadj.B ¢

; é_cat. op.C ¢

- cat adj.C b
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4.4 Cotangente (cotg)

Cotangente de um angulo agudo, € a razao entre catetos adjacente
e oposto a esse angulo.

- t. adj. B
cot g = 94 B _c
catop.B b

- t.adj. C
cot gC = S804 C _ b
catop.C ¢

4.5 Secante (sec)

Secante de um angulo agudo, é a razdo entre a hipotenusa e o
cateto adjacente a esse angulo.

~  hipotenusa a
sec B = p— =—
catadj.B ¢

secC = hipotenusa _a
catadj.C b

4.6 Cossecante (cossec)

Cossecante de um angulo agudo, € a raz&o entre a hipotenusa e o
cateto oposto a esse angulo.

~  hipotenusa a
cossec B = fporenusa _ @

catop.B b

~ hipotenusa a
cossecC = fipotenusa _ @

catop.C ¢

A

Prove que: |sen? B +cos’ B=1

Dem.:
Sendo que senB=b/aecosB=c/a temos:

2 A 2 A b2 Cz b2+c2
sen” B+cos” B=l=—+—=1=—F7—=1, pelo Teorema de
a a a

o b +c* a’
Pitagoras ¢* =b* + ¢?, logo ——=—=1
a a
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4.7 FUNGOES TRIGONOMETRICAS DE ALGUNS ANGULOS

4.7.1 No tridngulo equilatero

A medida de cada angulo interno é 60° e a altura em fungao do lado

13

e h=——.
2

|30°

|
h
|
|
|
ol
B H
3

No triangulo ACH ( & =90°), temos:

)
sen30°= é

z\/_y
sen 60° = TZ

:>sen30°:% = sen 60°=—
lfy l
(:0530"=72:>cos30°=é cos60”=é:>sen60"=—
1 ‘/_V
130°= é = 1g30°= ¥3 1660° = 2 = 1260° =3
V3 3 1
2 2

4.7.2 No tridngulo retangulo isésceles

Os catetos tem a mesma medida 1 ; cada angulo mede 45° e a

hipotenusa mede /2.

45°
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sen45°= L =sen45°= Q
V2 2
cos45°= L = c0s45°= ﬁ
N2 2
V2 /
1g45°= L2 = 1g45°=1

s

Exemplo: No tridngulo retangulo dado, calcular senC, cosC € gC . Dados

c=1, a=+/10 e b=3.

B
C c
c 5 “A
Resolugao:
Sené=£:>SCHé=L=@
a \/ﬁ 10
COSéIé:>COSé:i=@
a Jio 10

A

th=£:>cosCA'=l
b 3

(1) Exercicios

1. Uma Pessoa esta distante 80m da base de um prédio e vé o

ponto mais alto do prédio sob um angulo de 16° em relagéo a horizontal. Qual é
a altura do prédio? (Dado tg de 16°=0,28)

2. Uma pequena esfera € abandonada no ponto A de uma rampa.

Sabendo que o ponto A esta a 0,8m do solo, calcule a distancia que a esfera

devera percorrer até chegar ao solo (no ponto B) sabendo que B vale 30°.
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3. Um observador vé um prédio mediante um &ngulo visual «.

Afastando-se 2 metros do ponto onde esta, o observador vé o prédio mediante

um angulo visual B. Dados o =45° e tgf3 = 7 , determine a altura do prédio.

4. O angulo de elevacdo do pé de uma arvore, a 50m da base de
uma encosta, ao topo da encosta de 60°. Que medida deve ter um cabo para

ligar o pé da arvore ao topo da encosta.

5. (UFSM/2002) Um fio de antena esta preso no topo de um prédio
de 16 metros de altura e na cumeeira de uma casa ao lado, a 4 metros de
altura. Considerando o terreno plano (horizontal) e sabendo que a distancia

entre a casa e o prédio € de 9 metros, o comprimento do fio €, em metros,

a) 12 b) 15 c) V337 d) 20 e) 25

6. (UFSM/1999) Um estudante de Engenharia vé um prédio do
Campus da UFSM construido em um terreno plano, sob um angulo de 30°.
Aproximando-se do prédio mais 40m, passa a vé-lo sob um angulo de 60°.
Considerando que a base do prédio esta no mesmo nivel do olho do estudante,

entdo a altura h do prédio é igual a

a) 30+/3m b) 203m  €)30m d)10v3m  €)28m
7. (PEIES/96) Na figura abaixo = e X2 valem, respectivamente:
X z
A
a6/ |,
600‘ R 450
B x H y C

a) \/5;?+1 b) 3\/5;2 c) 3/3; £+1
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8. (UFSM/2000) A figura mostra um triangulo reténgulo ABC. O

segmento de reta AM é a bissetriz do angulo 4. Se BM mede 1m e AB mede

3m, entdo a medida, em m, de MC é (sugestao: adote 1g2x = 1 2tng |
ie'x
C
eM
A . B

a)132 b)125  ¢)1,18 d)1,15 &) 1,00

9. (PEIES/1998) Na figura, o valor de h, em metros, é

- .300 L l"‘\;45°

10m
a) 5([ - %} b) 5(\3 -1) ¢) 5(v3 +1)
d) 5(v3) e) 513 +2)

10. (UFSM-PEIES/2001) A figura ilustra um observador localizado no
ponto A e outro, no ponto B, a beira de um rio de margens paralelas. Os dois

conseguem ver uma pedra situada num ponto P da outra margem. Com seus

teodolitos, eles medem os angulos PAB=qa € PBA= /3. Sabendo que rga =4,

tgf=5e AB =135m, pode-se afirmar que a largura do rio, em metros, é

a) 150 b) 200 c) 300 d) 350 e) 400
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5. ARCOS E ANGULOS

5.1 Arco de circunferéncia

E cada uma das partes em que uma circunferéncia fica dividida por

dois de seus pontos.

Assim temos: arco AB ou arco gA, os pontos A e B sdo chamados

extremidades dos arcos.

Quando os pontos A e B coincidem, dizemos que eles determinam

um arco nulo (ponto) ou arco de uma volta (a propria circunferéncia).

5.2 Angulo central

Consideremos uma circunferéncia de centro O e os pontos A e B

pertencentes a ela.

Unindo os pontos A e B ao centro da circunferéncia, determinamos o

angulo central 40B.

Utilizando as mesmas medidas para um arco unitario (arco de
medida igual a 1) e seu correspondente angulo central, dizemos que as
medidas do arco e do angulo central que o determina sdo iguais.

Na figura, temos:
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O arco AB subtende o angulo central 40B

o med( 40B )=med(AB)

Note que a medida de um arco nao representa a medida do
comprimento desse arco.

Exemplo: Os arcos AB e CD possuem a mesma medida o, porém ndo tem o

mesmo comprimento.

A /
. f

y
\
p— B /

Observe também que cada arco determina um angulo e cada angulo
determina um arco.

Por isso, as unidades utilizadas para medir arcos sdo as mesmas
usadas para medir angulos.

5.3 Comprimento de um arco de circunferéncia

Consideremos a figura a seguir:

MN=fMN=m e 4B=AB=s

Por semelhancga, temos:

AOMN ~AOAB =" =5 %5
1 r 1 r

)
& =— (aem radianos)
r
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A medida do angulo a em radianos é igual ao quociente entre o

comprimento s do arco AB pelo raio r da circunferéncia.

Exemplo: Numa circunferéncia de raio r=30cm, qual é o comprimento de um
arco que subtende um angulo de 60°?

Resolugao:

a=60°=£md
3

r=30cm

a=£:>s:£.30:107zcm
r

Fazendo 7 =3,14, temos:

s=10.3,14=31,4cm
6. UNIDADES PARA MEDIR ARCOS

6.1 Grau

z o 1 . s
E o arco unitario que corresponde a 360 da circunferéncia.

Representacgdo: 1°
A circunferéncia: 360°

O grau admite os seguinte submultiplos:

o

Minuto: 1'= 1— —1°=60'
60

Segundo: 1"= 1 — '= 60"
60

6.2 Radiano

E o arco unitario cujo comprimento & igual ao raio da circunferéncia.
Representacdo: 1 rad

A circunferéncia: 6,28... rad=2x rad
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6.3 Grado

. o 1 . a
E o arco unitario que corresponde a 200 da circunferéncia.

Representacgéo: 1 gr
A circunferéncia: 400 gr

6.4 Transformacao de unidades

Ja vimos que a medida de uma circunferéncia qualquer € dada por
360°, ou 2x rad, ou 400 gr.
A transformacédo de unidades é feira através de regra de trés

utilizando as igualdades:

180°= zrad = 200gr ou 360°=2mrad = 400gr

Observacéo:
1 rad=57°

Exemplos: 1. Expressar 300° em rad.

Resolugao:
180°  mrad
300°  x
180° 7 3 « 5w

=—=-—=—=x=—rad
300 x 5 «x 3

2.Expressar %rad em graus.

Resolugao:
180°  srad
X ? vad
- 4
180° ~« 180° 4 180°

=—=4x=180°=x= = x=45°

x%:x
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( 2) Exercicios

1. Calcular em radianos as medidas dos arcos:
a) 60° b) 210° c)450° d)150° e)12°

2. Expresse em graus:
a) “rad b)Zrad c¢) Zrad d) Frad e) Frad
6 4 3 20 5

3. Expresse em grau e em radiano as medidas dos arcos que
correspondem a:

a) é da medida da circunferéncia.

b) % da medida da circunferéncia.

4. Sabendo que uma pessoa da 4 voltas em torno de um canteiro

circular de 1,5m de raio, calcule a distancia percorrida por pessoa.

5. As rodas de um automével tém 70 cm de diametro. Determine o
numero de voltas efetuadas pelas rodas quando o automédvel percorre
9,891 km. Adote =3,14.

6. Efetua as seguintes operacgoes:
a) 34°44’32"+17°29'51”

b) 64°-22°10°'40”

) 5°40°32”x5

d) 26°43'12”+3

Cc

7. Ache trés angulos, em grau, sabendo que a soma do primeiro com

0 segundo € 12°, a soma do segundo com o terceiro é 9° e a do primeiro com o

terceiro & 7 rad.
36
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7. CICLO TRIGONOMETRICO
7.1 Circunferéncia orientada

Uma circunferéncia se diz orientada quando nela fixamos um sentido
positivo de percurso (anti-horario).

Todo arco de uma circunferéncia orientada chama-se arco orientado.

® \\arcos positivos
A

-—=—— origem dos arcos

%/arcos negativos
©

7.2 Circunferéncia trigonométrica ou ciclo trigonométrico

Vamos fixar um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais no

plano.

O A(1,00 X

A circunferéncia orientada de centro na origem do sistema, de raio
unitario (r=1) e cujo sentido positivo €& o anti-horario, € denominada
circunferéncia trigonométrica ou ciclo trigonométrico.

A partir de agora, consideremos apenas o0s arcos orientados da
circunferéncia com origem no ponto A(1,0), que sdo chamados arcos
trigonométricos. O ponto A(1,0) é chamado origem dos arcos.

Observe que os eixos do sistema de coordenadas cartesianas
ortogonais dividem o ciclo trigonométrico em 4 partes iguais que s&o chamados

guadrantes.
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IQ I Q

\A ]

C X
ma | Iva

AB (1 Q) -0°a90°ou 0 rad a /2 rad,

BC (11 Q) —90° a 180° ou n/2 rad a n rad ;

CD (Il Q) — 180° a 270° ou & rad a 3n/2 rad;
DA (IV Q) — 270° a 360° ou 3n/2 rad a 2 rad.

7.3 Arcos congruos (ou congruentes)

Dois arcos sdo congruos quando tem a mesma extremidade e se
diferem apenas pelo numero de voltas; ou ainda de uma maneira pratica,

quando a diferenga entre eles € um multiplo de 360° (ou 2r rad).

Exemplos: 1. 30° e 1110° sdo céngruos?
1110°=3.360°+30°, logo ele tem 3 voltas completas mais 30°
Portanto 30° e 1110° sdo céngruos.

2. 147/3 e 21/3 séo codngruos?
(2n/3=120°) 147/3=840° = 840°=2.360°+120° logo tem 2 voltas

completas mais 120°, portanto 14r/3 e 2r/3 s&o cdngruos.

Vamos representa na circunferéncia um arco de 60°.

Observe que os arcos de medidas 60°+360° 60°+2.360°,

60°+3.360°, ... ttm a mesma extremidade do arco de 60°.
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g A

60°+360° 60°+2.360°
O mesmo vai ocorrer com os arcos de medidas 60°-360°, 60°-2.360°,
60°-3.360°, ...

B

N

60°-360° 60°-2.360°

De maneira geral:

a) Se um arco mede « graus, a expressao geral dos arcos cdngruos
a ele é dada por: x=q+k.360°; onde keZ e a € denominado menor
determinagcdo ou primeira determinagdo positiva do arco trigonométrico
(0°<a <360°).

b) Se um arco mede « rad, a expresséo geral dos arcos congruos a

ele é dada por: x=a + k.2x.

Exemplos: 1. Sendo a=40°e x = + £.360° temos:

- para k=-1 (uma volta no sentido horario ou primeira determinagao
negativa);

- para k=-2 (duas voltas no sentido horario ou segunda determinagao
negativa);

E assim por diante.

- para k=0 (nenhuma volta ou menor determinagdo ou primeira
determinagao positiva);

- para k=1 (uma volta no sentido anti-horario ou segunda

determinacao positiva).



Colégio Técnico Industrial de Santa Maria 18
Professores Elisia Chiapinotto e Mauricio Lutz

2.Sendo a=7/4rad e x=qa + k.27, temos:

- para k=0 (menor determinagdo ou primeira determinagao positiva);

- para k=1 (uma volta no sentido anti-horario ou segunda
determinagao positiva);

- para k=2 (duas voltas no sentido anti-horario ou terceira
determinacao positiva).

E assim por diante.

(3) Exercicios

1. Quantas voltas completas da, e em qual quadrante para um movel
que, partindo da origem A dos arcos percorre um arco de:
a) 1875° b)2310° c¢)-1290° d)2456° e)27n/4 rad f)437/10 rad

2. Verifique se s&o congruos os seguintes pares de arcos:
a) 1850° e —670° b) 19n/3 rad e 25n/3 rad c) 10° e 700°

3. Determine os arcos positivos:
a) menores que 1000° e céngruos a 3150°;

b) menores que 4x rad e céngruos a 55n/6 rad.

4.Calcule a primeira determinacédo positiva e escreva a expressao
geral dos arcos cOngruos a:
a) 930° b) 1550° c¢)-1970° d)23n/6rad e)17n/3 rad

5. Uma semi-reta da, em torno da origem, quatro voltas completas,
no sentido positivo. Determine, em radianos, o angulo gerado pela semi-reta no

seu movimento.

6. Complete:

a) Para 31#/3 rad Expressao geral: .......cccceeeveeeiiiiiiiinnnnnnn.
Primeira det. positiva: ..............ccccce.
Primeira det. negativa: ...............cccceveeee
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b) Para 1300° Expressdo geral: ........cccccviiieieeeniiiieennnnn.

Segunda det. negativa: ................oeees

Terceira det. positiva: ...
8. FUNGOES TRIGONOMETRICAS

8.1 Estudo do seno

Vamos considerar um angulo « no ciclo trigonométrico:

1Y

Temos: AOM’M é um tridngulo retangulo

a € um dos angulos agudos do AOM’M
MM’ = cateto oposto a a (MM'= OM")
OM = hipotenusa ( OM =raio=1)
Entdo: senca =ﬂ=%=07"
OM 1
Portanto sena = OM"
Chamamos o eixo y de eixo dos senos.

8.1.1 Sinal do seno e alguns valores importantes

Vamos considerar um arco de o rad e de extremidade M, no ciclo

trigonomeétrico.
O sinal do seno de « é o sinal da ORDENADA de M.
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¥ 'R y
e N yauh
/ T+ + \"\& VA" +
[ “{1' /\S:L 1A I"'f O“ M A
X R L N A
\ o/ / \ | f
\\L,_"’_ B M" p / I .\\\ll//
MM M-
a 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
Sen 0 y \/5/ \/5/ 1 0 -1 0
2 2 2
8.1.2 Grafico do seno
O grafico da fungdo seno € chamado de sendide.
Analisando o grafico podemos construir o seguinte quadro:
Quadrante I Il 1] \Y}
Arco Vs V4 kY2 kY4
0—>— — =7 T — — 2z
2 2 2 2
Sinal + + - -
o 0—+1 +1-0 0—-1 -1-0
Variacao
crescente decrescente | decrescente crescente
Observacoes:

1. O dominio da fungdo seno é o conjunto dos numeros reais, isto &

D=%R.




Colégio Técnico Industrial de Santa Maria 21
Professores Elisia Chiapinotto e Mauricio Lutz

2. A imagem da fungdo seno € o intervalo [-1,+1], isto &,

—1<senx<1
3. A funcao seno é periddica, pois o valor do seno se repete a cada

volta e na mesma ordem, de 2r rad em 2= rad, e 0 seu periodo € de 2r rad,

isto é, P:% para y=senkx OU P=2r.

Exemplos: 1. Determinar o dominio da fungédo y = fsen(x _%j , NO universo

0<x-2<or.
4

Resolugao:

Para que exista a raiz, devemos ter:

sen(x - Zj >0
4

T
Fazendo-se z=x— Z, vem: senz >0

isenz

O arco z deve ficarentre 0<z<r.
Substituindo:

OSX—ZSE
4

Seja (M x-L < e —120
ja (") x 757 () x .

De (M x-Z<r De(**)x—gzo
xS£+7r xzf

4 4
xﬁs—ﬁ

4

Na reta real:
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S
i

*) 5

(**) n/4

I
() i

Se———|-———93

e
=

D= xei]‘?|££x£5—7Z
4 4

2. Determinar k para que exista o arco que satisfaz a igualdade
senx=2k—-5.
Resolugao:

Devemos ter: —1<sen x <1; substituindo, temos:

—1<2k-5<1

Seja (*)2k-5<1e(*™)2k-5>-1

De (*)2k-5<1 De (**)2k-5>-1
2k<5+1 2k>5-1

2k<6 2k >4

k<3 k>2

Na reta real:

")
™)
()

g —— o
W ——|-—»w

S={keR|2<k<3}

3. Seja a fungao real de variavel real definida por f(x)=3+2senx.-
Determine a imagem de f.
Resolugao:

Sabemos que a imagem da fungao seno é o intervalo [-1,1], logo:

—1<senx<1=>-2<2senx<2

3-2<3+2senx<3+2

1< f(x)<5

Portanto Im=[1,5]
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( 4) Exercicios

1. Determine o sinal de:

a) sen30° ( ) b) sen%Z () C) sen%r

2. Calcule o valor :

a) sen 450° b) senl9T7Z C) sen900°
d) sen 765° e) sen%r f) enstﬂ

23

3. Determine os valores de K € R, para 0s quais temos:
a) senx=3K -2 b) senx=1-2K ¢C) 2senx=4-2K

d) 3senx+4K=1 €)senx=K>-2 f)senx=K*-5K+5

4. Construa o grafico das seguintes fungdes, no periodo de [0, 27}, e

determine o dominio, a imagem e o periodo.

a) y=3.senx b) y=2-senx C) y=sen3x d) y=-senx

5. Calcule o valor numérico das expressdes:

a) M:sen9—7[+sen13—ﬂ
4 4

sen 3x

b) P:sen§—3.sen2x+ , para x:%

6. Dé o periodo das fungdes:

T

a) y:3.sen[37x+%j b) y=4sen[§—gj c) f(x)=

sen(27.x)

2

7. (PUC/Campinas-SP) A fungéo f, representada abaixo, é dada por:

a) f(x)=sen2x b) f(x)=senx C) f(x):seng

d) f(x)=2.senx €) f(x)=%sen2x
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Y

+1

|
|
|
oy
l P m E
| il
| |

-1

8. O grafico ao lado representa f(x) =asen kx . Determine os valores

de ae k.

9. (UFSM-Vestibular/1996) Considere as afirmagdes:
(1) Se x=11°36’40" e y=22°36’35", entdo y-x vale -11°5'".

(2) Se as medidas dos angulos A, B e C sédo, respectivamente, 10°,

10 rad e 10 grados, entdo o dngulo de menor medida é C.
(3) 67° 30’ € equivalente a 3n/8 rad.

E (sd0) verdadeira (s)
a) apenas (1)

b) apenas (2)

d) apenas (1) e (3)

)
)
c) apenas (2) e (3)
)
e) (1), (2) e (3)



Colégio Técnico Industrial de Santa Maria 25
Professores Elisia Chiapinotto e Mauricio Lutz
10. (UFSM-Vestibular/1999)A fungédo f(x)=senx, xR, tem como

grafico a sendide que, no intervalo [0,2x], esta representada na figura

Y

+1

N EN

-1
Se g(x)=a.sen3x, onde gcR e a=0, assinale verdadeira (v) ou

falsa (F) em cada uma das afirmagdes a seguir.

() O dominio da fungdo g é igual ao dominio da fungao f,
independendo do valor de a.

() Para todo a, o conjunto imagem da fungao f esta contido no
conjunto imagem da fungao g.

() O periodo da fungao g € maior que o periodo da fungéo f.

A sequéncia correta é

a)V-F-F
b)V-V-F
C)F-V-V
d)V-F-V
e)F-V-F
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8.2 Estudo do cosseno

Vamos considerar um angulo a no ciclo trigonométrico:

=

Temos: AOM’M é um tridngulo retangulo

a € um dos angulos agudos do AOM’M
OM'= cateto adjacente a «
OM = hipotenusa ( OM =raio=1)
Entao: cosa:%=—OM =0M'
oM 1

Portanto cosa =OM'
Chamamos o eixo x de eixo dos cossenos.

8.2.1 Sinal do cosseno e alguns valores importantes

Vamos considerar um arco de o rad e de extremidade M, no ciclo

trigonomeétrico.
O sinal do cosseno de « € o sinal da ABSCISSA de M.
y Y
LY _y .
T M /

R, N " AN

/ T \ , / o !
[ | Ry 1A LN AL | s MA
JL = M [9) | x | O x O Ly X
\ ‘\.,_\ ) + ’,»' : ) . \\k R ™ ‘.\: /

N \\\\ / M 1M \“\ M )M

a 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

Cos 1 \/54 \/54 % 0 -1 0 1
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8.2.2 Grafico do cosseno

O grafico da fungdo cosseno € chamado de cosendide.

Analisando o grafico podemos construir o seguinte quadro:

Quadrante I Il 1l v
Arco T T 3z RY/4
0—>— — 7 T — — 2z
2 2 2 2
Sinal + - . +
+1-0 0—-1 -1-0 0—+1
Variacao
decrescente decrescente crescente crescente
Observacoes:

1. O dominio da fungdo cosseno € o conjunto dos numeros reais,
isto € D=%R.

2. A imagem da fungdo cosseno €& o intervalo [-1,+1], isto &,
—1<cosx<1

3. A fungao cosseno € periddica, pois o valor do cosseno se repete a

cada volta e na mesma ordem, de 2 rad em 2 rad, € o seu periodo ¢é de 2rn

rad, isto e, P:Z% para y=coskx OU P=2r.
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Exemplos: 1. Determine o periodo da fun¢ao cos6x .

Resolugao:

2
P=77r para y =coskx

2
y=c0s6x:>P=?ﬁ:>P=§

2. Sabendo que o conjunto imagem e o periodo da fungao

y = p+qcos(rx) valem, respectivamente, [-1,5] e %rad, calcule p,ger.

Resolugao:

y=p+qcos(rx) ; Im=[-1,9] e p=7z6 rad.

2 pl T
k r

—1< p+gcosl2x <5

P

—l-p<qgcosl2x<5-p

—1- _
pScosl2xS5 P
q q

Como cos12x € cosx tém a mesma imagem, entao:

_l_p——l
—g—1
q :{p q

=>p=2eq=3
p=—q+5

—1<cos12x<1=>
5-p
P
q

Portanto p=2, qg=3 e r=12.

3. Dada a fungéo real de variavel real definida por f(x)=4-3cos2x,

determine a imagem de f.
Resolugao:
A imagem de cosx € cos2x € a mesma, isto é:

—1<cosx<l € —1<cos2x<1

Entdo temos:

—1<cos2x<1=(-3)(-1)>-3.cos2x >1.(-3)

(ao multiplicar por numero negativo a relacao se inverte)

3>-3.cos2x>-3 0U —3<-3.cos2x<3
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4-3<4-3.c0os2x<4+3=>1<4-3.cos2x<7

Portanto, Imp=[1,7].

(5) Exercicios

1. Determine os sinais de:

a) sen310° D) senz?ﬂmd C) sen1010° d) sen(— 7?”Jmaf

e) sen792° f) sen”%rad g) cos1545° h) cos(-2012°)

2. Determine os sinais das expressoes:
a) A=sen53°cos460°.sen163° cos(—220°)

b) B =cos(—800°).sen1320°. sen(— %jmd

3. Determine os valores:

a) sen450° b) sen900° C) sen 765° d) sen(—1530°)

e) cos(900°) f) cos1860° @) cos(llz)rad h) cosm?ﬁrad

4. Calcule o valor numérico das expressoes:

3
sen bl +2.sen 0°.sen z
2 2

a) A=
T T )
COS—.sen— +Ccos” 7
2 4
b) B= sen 450°—cos 540
sen 990°
117 o
sen—— —sen —
C) A= 2 2

 cos487 —cos33x

5. Sendo 180°< a < B <270°, assinale a afirmagao verdadeira:
a) sena.cos <0 D) sena>senB C) cosa >cosf3

d) sena =sen f3 €) cosa.cos f<0
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6. Sendo 57” < x <37z, podemos afirmar que:

a) cosx>0esenx>0 D) cosx>0esenx<0

C) cosx<0esenx>0 d) cosx<Oesenx<0

7. Se f:91—> 97, € uma funcado definida por f(x)=senx + cosx, 0 valor

RY/4
S+ f (J

de , €:

T

15)

a)-3 b) -2 c)0 d) 1 e)2

8. Calcule me ¥, sabendo que o periodo da fungédo y =cos4mx € /2
rad.

9. Determine o conjunto imagem da fungdo f(x)=3+2.senx.

10. O gréafico ao lado representa a fungdo y =4 +2.cosmx. Calcule

os valores de a e m.

¥
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(6) Exercicios complementares

1. Calcule o valor numérico da seguinte expressao:

X=cos2x+cos£+cos% , para x:%[ .

2. Se A=sen(580°), B=sen(-780°) e C=cos(350°), entdo é verdade
que:
a) A<B<C Db)B<A<C <c)A<C<B d)B<C<A ¢e)C<B<A

3. Uma medida o & tal que 7z'<a<37” e uma medida B é tal que

37” < B <2x.Coloque V ou F, nas afirmagdes:

(1) —1<sena<0 () 0<cosa<1l (Ill) 0<senp<1 (IV) 0<cos <1

4. Determine os valores de ke, para os quais se verifica:

a) cosx=5k+1 D) 7Tk +cosx=20 ¢C) 3.cosx+2k=4

5. Determine os valores de ke%, de modo que se tenha

simultaneamente:

k5

1+k
a) senx=——eCcosXx =——
3 3

b) Cosa=3kesena=k+§

C) sena =k —lecosa = k~/3

6. (UFSM-Vestibular/1996) Calculando ke% de modo que ocorram

x—1 ,
ecosq = ——, obtém-se:
x+1 x+1

a)le1 b)1e 4 c)lel d)0ed e)de-1

simultaneamente senga =
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7.Sendo o grafico ao abaixo o da fungdo y =a.cosbx, determinar a e

8. O grafico abaixo é da fungdo y =h.cosmx, determine os valores

de be m.

9. Diga se verdadeiro ou falso?

a) sen2>0 b) cos4>0 C) sen3>sen?2

d) cos3>cos2 €) cos%>cos1 f) cos+/3 <0

10. Em que quadrante tem-se simultaneamente:

a) sena<0ecosa<0?

b

sena>0ecosa>07?

d

C) senax<0ecosa>07?
) sena>0ecosa<07?
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8.3 Estudo da tangente

Vamos considerar M, extremidade do arco « no ciclo trigonométrico,

e T a intersecdo de OM com o eixo das tangentes (¢ uma reta tangente ao

ciclo trigonométrico no ponto A).

tg

M'

O]
gz____
<

Temos: AOAT € um tridngulo retangulo
a € um dos angulos agudos do AOAT
0A~= cateto adjacente a « (04 =raio=1)

AT = cateto oposto a «
Entdo: f(ga=2==""=AT

Portanto /g = AT
Chamamos o eixo tg de eixo das tangentes.
Definimos como tangente (do angulo «) a medida algébrica do
segmento AT, e indicamos ga = AT .
Observe que esta definigdo coincide com a que conheciamos para o

tridngulo retangulo, isto é, nos triangulos retangulos OM'M e OAT, temos:

AOM'M=AOAT
oM' M'M - cosa _sena
04 AT 1 AT
17— sena

L Vs
=tga onde cosa #0;isto €, a# = +kn
cosa 2
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8.3.1 Sinal da tangente e alguns valores importantes

Comparando os sinais do seno e cosseno, temos o sinal da

tangente.

tg

M T T
MU M Y s
- + 71N [N + - +7 - +
| | 7
RN L T G W AL = A A% wia
o M| x| M o~ X L 0 X o\ | X
+ . + RN | - + N
~_ S T e M

a 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

8.3.2 Grafico da tangente

9

n o 3m
2

STE

| I
I |
| I
| I
| I
I |
| I
I I
| |
I |
| I
| I
| |
| |
| I

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
|

O grafico da fungado tangente é chamado de tangentdide.
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Analisando o grafico podemos construir o seguinte quadro:

Quadrante I Il 1| v
Arco Vi T 3 3
0—>— — o7 T — — 27
2 2 2 2
Sinal + - + -
_ 0— +w0 -0 —0 0— +w0 -0 —0
Variacao
crescente crescente crescente crescente
Observacoes:

1. O dominio da fungéo tangente & D:{xeﬂ%|x¢%+k7rcomk62}-

2. A imagem da funcdo tangente é o intervalo ]-o, +oof, isto &,
— 00 < fgx < 400

3. A fungao tangente € periddica, pois seus valores se repetem a
cada meia volta e na mesma ordem, de n rad em & rad, e o seu periodo é de nt
rad,isto é, P=r.

4. Observa-se que a tangente cresce em todos os quadrantes e que

quando € igual a 90° e 270° (e todos os cOngruos) néo existe a rga , isto €, a

funcao é descontinua para esses valores de «.

Exemplos: 1. Determinar o dominio da fungéo y =zg(x —30°).
Resolugao:

A condicao de existéncia é:

x —30°#90°+£.180°

Dai: x #30°+90°+k.180°= x #120°+k.180°
Portanto:

D={xeR|x#120°+k.180°,k € Z}

2. Qual é o periodo da fungéo = tg(zx _ %j?

Resolugao:
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Sabemos que a fungdo tangente é peridodica de periodo P=r.
Devemos verificar o que ocorre com 0 arco.

[2x — %j quando variade Oa 7.

2-C o0z 2x="mx=l
2 4
2x—£=7z:>2x=£+7r:>2x=3—7z:>x=3—7[
2 2 4
Portanto p=3% _F_27_7
4 4 2
3. Determinar o valor de ngS%.
Resolugao:
Fazendo:
2578 =047 T _gp i ”
3 3 3
Entao:
T T
1g25= =1g= =43
& 3 & 3
(7) Exercicios
1. Determine os sinais de:
b4
a) 1g120° () b) 1g240° () c)g— ( )

d) 1g89°+senl0° ( ) e€)tg2 ( ) f) tg5 ()

2. Determine o dominio de cada uma das funcgdes:

a) y=tg4x b) y=tg(x—§j c) yztgz d) y=2tg(2x+§]
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R

1gx T ..

3.5 =—= lord Z|é:

® /W J3 +2senx o et ef(6Je
a)2-43 b)3—\/5 J3-3 g 6 J2-2

6 °) 3(3 +1) )3—\/5 ®) 243

4. Se senx :% e X pertence ao primeiro quadrante, entdo cosx €:
1 5 5 \/_5/
a) A b) A c) .| A d) ¥34
3 kY4 ..
5. Se tgx:Z e 7r<x<7, o valor de cosx —senx €:
a)7/5 b)59 c¢)-2/5 d)1/5 e)-1/5

6. Determine o periodo das funcgdes:

a) y=ig2x  b) yzrgg c) f(x)=tg(x—7)

7. Determine o valor da expresséo:
O b4
=cos| —— |—-3.tg3x +sen| — —
g ( 2 j ¢ ( 2 ]

8. Ache o valor numérico da expressao:

sen(30°+x) + cos’ (3x) L o X60°

, para x=60°.
tg(x —15°%)

9. Sendo x = %, calcule 4 =sen3x+cosdx —1g2x.-

10. Determine meR para que % seja raiz da equacgao:

2 2 2
tg’x—mcos  x+sen” x=0.

37
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8.4 Estudo da cotangente

Vamos considerar M, extremidade do arco « no ciclo trigonométrico,
e C a intersecdo de OM com o eixo das cotangentes (é uma reta tangente ao

ciclo trigonométrico no ponto B).

B C cotg
v -
MU
N
o 1A
O M X
BC BC — —
cotga=—=—=BC=cotga=BC
OB 1

Chamamos o eixo cotg de eixo das cotangentes.

Definimos como cotangente (do &ngulo «) a medida algébrica do

segmento BC, e indicamos cot ga = BC.

Observe os triangulos retangulos OM’M e OBC, temos:
AOM’M~AOBC

oM’ _ Mv por construgdo OM"=M'M , entdo

BC OB
OoM' MM" - cosa _sena
BC OB BC 1

a . ,
=cotga onde sena #0;isto &, g = krx
sen &

Podemos escrever a fungdo cotangente como sendo o inverso da

fungdo tangente, isto €, cot ga = R =cotga = L
sen o tga

cosa

Exemplo: Calcular o valor de cotg1620°.

Resolugao:
No ciclo trigonométrico temos que:

1620°=180°+4.360°
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cot g1620°=cot gl80°= - =T existe

tg180

. cot g1620° =i existe

(8) Exercicios

1. Determine o valor de:

a) y=4cot g630°-2 cot g3645°+cot g810°.

3x
sen3x +tg —

2 sendo x:%.

b) 7= ——M =
tgldx —cos2x

1+ cot gx

2.Se f(x)= , entéo o valor de f[%j e:

1 —cot gx

a)0  b)3 c) f% % e

3. Se £<x<£, entao:
3 2

a) cosx<0 b)senx<0 C)cotg2x<0 d) sen2x<0 €) cos2x>0
4. Dada a fungdo f(x)=cotg’2x+sen8x—3.cos4x calcule f(%j

tox cot gx
& n &

5. Seja a fungdo f(x,y)=
tgx —tgy cotgx—cotgy

com x#y,

ey:ﬁ

calcule o valor numérico da fungédo quando x = 3

N

8.5 Estudo da secante

A secante é o inverso do cosseno. O valor da secante € obtido no
préprio eixo dos cossenos. Para isso, usa-se uma tangente a circunferéncia

conforme a figura.
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secqa = , cosa =0
cosa
0S 0S —
secg=——=——=08S
oM 1

Portanto seca = OS

Exemplo: Calcular m, de modo que seca=m—-2 € ae }37”2;;} i
Resolugao:

Devemos ter seca >1, logo:

m—221=>m=>3

S={mefR\mZ3}

(9) Exercicios

1. Calcule o valor de:

a) sec540°  b) sec(-1410°) cC) secllr d) secgf

2. Calcule m, de modo que:

a) secazweae}%.%{ b) seca:m—Zeae}%.Zﬂ{

m

3. Simplifique a expresséao y, dada por:

_ sec x(1 + cot gx)

1+ sen x.secx

40
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8.6 Estudo da cossecante

A cossecante é o inverso do seno. O valor da cossecante é obtido

no proprio eixo dos senos. Para isso, usa-se uma tangente a circunferéncia
conforme a figura.

VY
D
M
MII e — —— |
|
o | VA

O M X

cosseca = , sena #0
seno
COSSGCQZQZ@ZO_D
oM 1
Portanto cosseca = OD
Exemplo: Calcular o valor de cossec(—1035°)
Resolugao:
No ciclo trigonométrico temos que:
1035°=315°+2.360°
—1035°=-315°+(-2).360°
Como —-315°=45°-360°, temos:
1 1 2
cossec(—1035°) =cossec45°= =—=—=\/§
( ) sen45° 2 2
2

. cossec(—1035°) = V2
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(10) Exercicios

1. Calcule o valor de:

a) cossec810° b) cossec1800° C) cossec1470° d) cossec %Tﬂ

2. Calcule m, de modo que cosseca=m* +4m+lea €:|0.£|:-

. . 3 . .
3. Se x é um arco compreendido entre - e 2r, qual é o sinal da

_cossec x.cossec(x — )

expressao y = :
sec(x + ”j.tg[x - ﬂj
2 2

RESUMO DA FUNGOES TRIGONOMETRICAS

Dominio, conjunto imagem e periodo das fungdes trigonométricas

Dominio Imagem Periodo
Sen o n {yeR|-1<y<1} 2r
Cos « " [-1,1] 2r
T 9
g4 {ae%|a¢%+k.ﬂ,k62} "
Cotg a {ae‘R\a;ﬁk.ﬂ,keZ} n s
Sec a {yeiR|yS—10uyZl} 2r

{aeiﬁ|a¢%+k.ﬂ,k62}

Cossec «a {aeﬁﬂaikﬂ,keZ} {yeiR|yS—louy21} 2r
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Valores das fungoes trigonométricas dos principais angulos

Fungéo 0° 30° 45° 60° 90° 180° | 270° | 360°

sen a 0 1 2 3 1 0 -1 0
2 2 P
coS « 1 3 2 l 0 -1 0 1
2 2 2

tg o o | 5 | 1 N 0 k 0
3

Cotg a i NG} 1 NE) 0 i 0 i

3
sec a 1 2.3 2 2 i -1 i 1
3
Cosseca| [£ 2 NG 23 1 i -1 K
3

(11) Exercicios complementares

1. (UFRGS/1977) Se xe[ﬁ,%’”}eco”:zk_l, entdo, k varia no

intervalo:

a)[-1,0] b)[0,%] ¢)[0,1 d)[% 1] e)101]

2. (UFSM-Vestibular/1982) Os valores de x, de modo que a

~ 2x—-1 __. -
expressao sen x = 3 exista sao:

a) —1<x<2 b) —2<x<4 ¢c) -3<x<3 d) —4<x<2 e) -5<x<2
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3. (UFRGS/1980) O periodo e a imagem da funcéo real f definida por
f(x)=3.sen2x, respectivamente sdo:

a)ynel[-3,3] b)dne[-3,3] c)2u/3e[-2 2]
dy6rne[2 2] e)2rel1,1]

4. O periodo e a imagem de fungdo y=-2+ 5.cos@).
a) 2r e [-5, 5] b) 4n e [-5, 5] c)nel[-7,3]

dydne[7,3] e)2rnel73]

5. (UFRGS/1997) O grafico abaixo representa a fungao real f. Esta
funcao e dada por:

|

|

|

| -

AN

0 A n 3n n
2 2

a) f(x)=1-cosx b) f(x)=1+cosx  C) f(x)=cos(x+1)

d) f(x)=cos(x—1) €) f(x)=cos(x+r)

2

6. (UFSM-Vestibular/1980) A fungao representada no grafico é:

+3

————— |3

——>

a) y=-sen3x b) y=3sen3x C) y=3senx

d) y=sen3x €) y=-3senx
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7. Sejam x e y tais que x+y:§ex—y:%, calcule o valor de

seén x + sen
A:—y_

COSX —COS )

8. (UFSM-Vestibular/1992) Observe a figura abaixo, onde C & ponto
médio do segmento 4B, cuja medida de comprimento & 120cm, x e y, sdo
respectivamente, as medidas dos comprimentos dos segmentos 4AM e BN .

Sabendo-se que a, B e y sdo angulos retos e o angulo 6 mede 60° entdo o

valor de X é:
y
N
M
y
0
X
o b ¥
Al o £l B
C
a)6 b) 3 C) J3 d) g e) —

9. (UFSM-Vestibular/1992) Uma torre vertical, construida sobre um
plano horizontal, tem 25 metros de altura. Um cabo de ago esticado liga o topo
da torre até o plano, fazendo com o mesmo um angulo de 60°. O comprimento

do cabo de ago é:

a)som by 303, 2B, @303

1
—m
3 3 2 3
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10. (UFSM-Vestibular/1992) Na figura, o raio 04 do circulo mede 9,

o segmento OB mede 4,5 e 0 segmento CB é perpendicular a 04. A medida,

em radianos, do angulo 6 é:

0]
wh———

&
WYy

11. (PUC) Dada a fungao trigonomeétrica y=_3+sen(x—%j, calcule
o periodo e a sua imagem.

12. Determine o valor de k, para que exista o arco que satisfaz a

igualdade sen x=>% "2
k-3

13. Ache a, de modo que (g =a’ —%a—%eae}z,%[.

14. (Cescea-SP) Determine o dominio e a imagem de funcéo:

V4
f(x)= 3tg(x - Zj .

15. Determine o periodo das fungoes:

a) y=tgdx b)y:tgg

16. Ache k, de modo que cotga =k* — 7k +10ea € 270°,360 .
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17. (UFSC/2000) Determine a soma dos numeros associados a(s)

proposicao(es) VERDADEIRA(S).

01.A medida em radianos de um arco de 225° é % rad

02. A menor determinagéo positiva de um arco de 1000° é 280°.

04. Os valores de m, de modo que a expressao senx=2m-5 exista,

estdo no intervalo [2, 3].

T T
08. senx>cosx para — 2 <x< 7

16. Se tgx:% e ;;<x<37”, entdo o valor de senx—cosx € igual a

1
5
32. Se senx>0, entao cossecx<0.
64. A solugdo da equagdo 2sen’x+3senx=2 para 0<x<2r €
x=— 0U x= 5—7[
6 6

18. (UFSM-Vestibular/1996) Calculando xe®R, de modo que

, X x—1 .
ocorram simultaneamente seng = —— e cosag = —— , obtém-se
x+1 x+1

a)0e 1 b)led c)lef d)0ed  e)de-1
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19. (UFSM-Vestibular/1997) Considere as afirmagdes:

(1) O dominio da fung&o y=tg2—”é xXeR|x# 4 keZs.
X 1+ 2k

" entao —%Smﬁé.

(2) Se cosy = -

(3) O periodo da fungao y = SenzTﬂx é 3 radianos.

E (S&o) verdadeira(s)
a) apenas (1).
(2).
(1) e (3).
d) apenas (2) e (3).
(3)-

b) apenas

)
)
C) apenas
)
)

e) (1), (2),

20. (UFSM-Vestibular/2000)

O grafico representa a funcao

a) y=2A(sen x + cos x)

A T T
b) y="-|sen=x +cos—x
2 2 2
C) y:—Acos[27zx+%j
d) y=Asen Zx—z
) ¥ [2 5

T RY/4
e =A4cos| —x+—
)y (2 2}
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21. (UFSM-PEIES/1998) Nas afirmacées que se referem a

trigonometria, assinale V nas verdadeiras e F nas falsas.

4
() cos?ﬂ<sen—.

2
() €05 X _i4senx se x¢£+2k7z,keZ.
1—senx 2

() A soma das solugbes da equagdo 2cos’ x —5cosx +2=0, com
0<x<2r €2~

A sequéncia correta é

22. (UFSM-PEIES/1999) O dominio da fungdo y = —%cos£2x —%) é

. Seu periodo é de , € sua imagem €é o conjunto

Assinale a alternativa que completa corretamente, as lacunas.
a) R; 7 rad; [-3,3]

b) R; 27 rad; {—l,l}
33

c) m—(f}; 1800; [~ L1
4 4’4

d) [— %,%}; 47 rad, [— 4,4]

e) R; rrad; [—l,l}
3°3
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23. (UFSM-PEIES/2000)

o p

A q B

[#]
C

Para medir a altura de uma torre localizada em um terreno plano e
horizontal, adotou-se o procedimento a seguir, que se encontra esquematizado
na figura. Escolheram-se, no terreno, dois pontos A e B distantes d metros um
do outro e alinhamos com a base da torre C.

Do ponto A, via-se o ponto P mais alto da torre, sob um angulo de «
graus com o plano horizontal.

Do ponto B, via-se o ponto P sob um angulo g graus como o plano
horizontal. A altura h da torre €, em metros:

J tga1gf
tgf —tga

b) d (l‘ga + l‘gﬂ)

tgf —tga
tgatgf

d) l tgatgf

d tga—tgf

&) d tgf —tga
tgf +1tga

24. (UFSM-PEIES/2000) A fungdo f(x)= Acoshx, onde A e b sdo
constantes, 0<b<z/2exeR, étalque f(0)=20e f(1)=10.

O valorde f(3) e

a)-25 b) —20 c)-10 d)0 e) 20
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25. (UFSM-PEIES/2001) Seja a fungao f(x) = %sen 2x— %cosx,
2

sendo x real . Se % <O<rmetgh=-2y2,entdo f(9) éigual a

a) -2 b) -1 c)0 d)1

9. REDUGAO AO 1° QUADRANTE

e) 2

9.1 Redugao do 2° quadrante para o 1° quadrante

Simetria em relagdo ao eixo das ordenadas — Arcos suplementares.

51

Seja P1 um ponto do ciclo trigonométrico localizado no primeiro

quadrante, tal que a medida do arco AP, seja X.

O ponto P2, simétrico de P1 em relacdo ao eixo das ordenadas,

, . . g e , . — ,
também pertence ao ciclo trigonométrico e é tal que a medida de AP, é 1 — x.

Observando o ciclo, temos:

senx = 0S

__t=>sen(7 —x)=senx
sen(ﬂ - x)= OS}

cosxzﬁ“1

cos(r —x)=OP', =-OP),

tgx=A_Tl
tg(;r - )c):A_T2 =—AT,

_} = tg(;r - x) = —1gx

_} = cos(7 — x)=—cos x

Observamos, ainda, que x + (7 — x) = 7(ou 180°)
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Arcos cuja soma das medidas é igual a = (ou 180°)

sdao denominados arcos suplementares.

Exemplo: Um arco de medida 120° estd no 2° quadrante; portanto, vamos

achar a medida y do seu suplemento: 120°+y =180°= y = 60°

Resolugao:
Entao:

V3

sen 120°=sen 60°= sen120°= 7

cossec120°=cossec 60°= cossec120°= ! ! = 2 2\/5

sen 60° - \/_y E: 3
2

c08120°=—-co0s 60°= cos120° = —l

sec120°= ! = ! =secl20°=-2

cos120° _ %

1g120° = g 60° = 1g120° = —/3

cot gl20°= ! :; = cot gl20°= —?

1g120° — /3

(12) Exercicios

1. Calcule o valor da fungdes trigonométricas do arco de:

a) 135° b) 5?” c) 15900  d) O%
2. Calcule:

RY/4
a) sen135°+4 cot g120° b) cosSlO°+th
3. Simplifique:

a) sen(97 — x) +sen(57 — x) b) tg(3x — x) + tg(-57 — x)
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9.2 Redugao do 3° quadrante para o 1° quadrante

Simetria em relagdo ao centro da circunferéncia — Arcos explementares.

Seja P1 um ponto do ciclo trigonométrico localizado no primeiro

guadrante, tal que a medida do arco AP, seja Xx.

O ponto P2, simétrico de P1 em relagdo ao centro da circunferéncia,

também pertence ao ciclo trigonométrico e é tal que a medida de AP, & 7+ x.

- |

Observando o ciclo, temos:

Ssen x = &
N R :>sen(7r+x)=—senx
sen(z + x)=0S, =08,

cosx = OP',
__ ___t=>cos(m+x)=—cosx
cos(zr + x) =OP', =-OP',

= AT,
e s tg(ﬂ + x) =1gx
tg(ﬂ + x) = AT,

Observamos, ainda, que (7 + x) — x = 7(ou 180°)

Arcos cujo modulo da diferenga entre suas medidas

é igual = (ou 180°) sdo denominados arcos explementares.

Exemplo: Calcular as fun¢des trigonométricas de um arco de 225°.
Resolugao:

Um arco de medida 225° esta no 3° quadrante; portanto vamos

calcular a medida y de seu explemento.
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225°-y =180°=> y = 45°

Entdo:
sen 225°=—sen45°=sen 45°=— Q
cossec225°= on 12250 = - \/15/ = _% —
2
V2

€08 225°=—c0845°= c0s225°=—

sec225°= ! =

1
c0s225° \/5/
2

19225° = —tg45° = 1g225°=1

=sec225°= —\/E

cot g225°= 1 = ! = cot g225°=1
1g225° 1

(13) Exercicios

1. Calcule o valor da fungdes trigonométricas do arco de:

a) 210° b) %” c) 167” d) 930°

2. Ache o valor de sen 240°—cos570°.

3. Simplifique:
a) sen(x —900°) + cos(x — 540°) b) tg(x +540°) —tg(77 + x)

9.3 Redugao do 4° quadrante para o 1° quadrante

Simetria em relagcéo ao eixo das abscissas — Arcos replementares.

Seja P1 um ponto do ciclo trigonométrico localizado no primeiro

. N .
quadrante, tal que a medida do arco AP seja x.
O ponto P2, simétrico de P1 em relacdo ao eixo das abscissas,

também pertence ao ciclo trigonométrico e é tal que a medida de AP & 27— x.
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Observando o ciclo, temos:

sen x = OS,
- = sen(27r - x): —senx
sen(2z — x)=0S, = —051}

cosx = 0C
I cos(27r - x) =CO0S X
cos(27r - x) = OC}

zfgx:A_T1
= tg(27z — x): —tgx
tg(27r - x)= AT, = AT,

Observamos, ainda, que (27 — x) + x = 27 (ou 360°)

Arcos cujo soma das medidas é igual 2z (ou 360°)

sdao denominados arcos replementares.

Exemplo: Determinar as fung¢des trigonométricas de um arco de 300°.
Resolugao:
Vamos, entdo determinar a medida y de seu replemento.
300°+y =360°= y = 60°

Entao:

V3

sen 300°=—sen 60° = sen 60° = —

cossec300°= ! = 2\/5

1 2
sen 300° _\/'y_ JS33
2

c0s300°=cos60°= cos 60° = %
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! =L:>SCC300=2

cos300° %

1g300° = —(g60° => 1g300° = —/3

sec300°=

cot 2300°= ! = b = cot g300°= —g

12300 —./3

(14) Exercicios

1. Calcule o valor da fungdes trigonométricas do arco de:

a) 315° py 12 o 77
6 3

2. Simplifique a expressao:

sen(47z — x) + cos(87 — x) — sen(720°—x).

3. Reduza ao 1° quadrante:
a) sen2510° b) £g1000° C) sec1560°

9.4 Propriedades dos arcos complementares

Consideremos no ciclo trigopnométrico dois arcos cujas medidas sao

Observando o ciclo trigonométrico, verificamos que:
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. . ~ T ~ .
e Os arcos cujas medidas sao (E—xj sdo complementares, pois

(z—xj+xzzou90".
2 2

® cosx=0M,;senx=MM,

cos(g_xj=p—g; seng_x}o—pl

Considerando os triangulos OM1M e OP1P, temos:
OM = OP (r=1)

M,OM = P,OP (x)+ = AOM M = AOPP

M 5131 (reto)

Dai resulta que:

O_PleMl :sen(%—x}zcosx

P_PI:MM1 :cos(%—xj:senx

. ~ . L T
Assim, teremos as fungdes trigonométricas do arco[g—xjem

funcdo do arco x:

T
sen E—X =CO0SXx

T
COS E—X =S8en x

T
sen| ——x
(7[ j (2 ) COS X
gl ——x|= = =cot gx
V4 sen x
cos| ——x
(2 ]

(n
cos| ——x
cotg(z—xj— 2

2 V4

(n } 1 1
SeC E_x = = =C0SSeCx

% sen x
Cos| ——Xx
2
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s 1 1
cossec| — —x | = = =secx
2 (7[ j COS X
sen| = — x
2

SGI’I(2 — xj. CcOS SE‘,C(2 - xj
Exemplo: Simplifique a expresséo y = .

cos(7Z - xjt (ﬂ - xj
2 &2
Resolugao:

T i
sen| — — x |.cossec| — — x
B 2 2 _ COSX.S€CX _ COSX.S€ECX _ COS XSECX

y= = = = =secx
4 4 sen x.cot gx CoS x cos Xx
Cos E_X 1g E_X sen Xx.

sen x

(15) Exercicios:

1. Simplifique a expressao:
T T
COS(2 - aj. sec(z - aj
a) y=
T T
sen| ——a |cotgl ——a
[2 j (2 j

_ €08(90°+x) + cos(180°—x) + cos(360°—x) + 3 cos(90°—x)
sen(270°+x) — sen(90°+x) — cos(90°—x) + sen(360°+x)

C) y=sen(—x) +sen(x + x) — sen(% - xj + COs X

RESUMO (reducao ao 1° quadrante):

Para reduzir um arco o qualquer pertencente ao 2° 3° ou 4°
quadrantes, a uma correspondente arco no primeiro quadrante, com 0 mesmo
valor da raz&o trigonométrica (em mddulo), procede-se:

Localize o quadrante em que esta o arco a ser reduzido.

(2) Verifique o sinal da razao trigonométrica no referido quadrante.

(3) Faga a redugao do arco conforme a figura:
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/'/IJ \‘\\\
[ F .

180°4 P F
,/VV!

2° — quanto falta para 180° (180° - )

. I\}SGO"
3° — quanto passa de 180° (o - 180°)
4° — quanto falta para 360° (360° - a)

(16) Exercicios complementares

1. Determinar o valor numérico das expressdes:
a) A=sen240°-cos570°
b) B =sen330°-cos2460°

C- sen 570°+sen 450°
tg120°.cos 210°

_sen(7 — x).cos(27 — x) /4

, sabendo que cosx = % e xe }0,5{

d) D

sec(r — x).tg(m — x)

2. Simplifique as expressoes:

/4
sen[2 - xj.sen(ﬂ + Xx)

N cos(mw — x).cos(2z — x)

_ sen(z — x).tg(mr + x).cos(4r + x)

b) y
cos[;r — x}tg(f&;z - X)

_ 1g(2r — x).sec(2x + x)

c)
sec(37 + x).sen(—x)
cos(27 — x).cot g(ﬂ - xj.sen(ﬂ + X)
2
d) y=
sen(—x).cot g(7 + x). sen(z — xj
e) y= cos(5z + x).tg(4ﬂ - x)

sen(zr + x). cos(;[ - xj
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3. Simplificando-se a expressao 2 cos 867” —3tg % obtém-se:
a)—4 b)-2J3 ) 1+43 d) 2 e)5
4. Seja f }O, %[ — R a fungéo definida por
T
sen(rr +x)+1gx + cos( - x] 3
f(x)= . Sabendo-se que senx=—, com 0<x<Z,
cot gx 3 2

entdo f(x) éigual a:

72 2 7
a) = b) > c) > d) 1 e)

5. (UFSM-Vestibular/1991) Para todo x real, a expressao
cos(x + %) —sen(r — x) € equivalente a:

a) cosx b) —senx—cosx c)0 d) 2senx e) —2senx
10. RELAQOES TRIGONOMETRICAS

10.1 Relagoes trigonométricas fundamentais

1) sen’ x + cos’ x=1, para todo x.

se€n x

2) tgx= , para todo x;t% +km

COS X

3) cot gr = -2 paratodo x # kz

se€n x

4) secx = , para todo x¢%+kﬂ'

COS x

, para todo x = krx

5) cossecx =
sen x
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Exemplo: Para que valores de a temos, simultaneamente, senx=a+1 €
cosx=a.

Resolugao:
Usando a relag@osen” x + cos® x =1 e substituindo, temos:
(a + 1)2 + (a)2 =1
a’+2a+1+a°>-1=0
2a* +2a=0

a=0
a(2a+2)=0:> ou
20+2=0=>a=-1

Portanto ¢=00oua=-1

10.2 Relagoes trigonométricas derivadas das fundamentais

1° relacéo: cot g =, valida para todo x k% :

1gx
Demonstracio:
1 1 COSX COSX
— = =1. = =cot gx
tgx senx senx senx
COS X

2° relagéo: sec® x =1+ tg’x, valida para todo x = % +hr.
Demonstracio:

sen’x cos’x+sen’x 1

2 2

. =sec’ x
cos? x cos? x cos? x

1+tg’x=1+

3° relacdo: cossec’ x =1+ cot g°x, vélida para todo x # kr

Demonstracao:

cos’x sen’x+cos’x 1

2 2

- = cossec’ x
sen’ x sen’ x sen’ x

l+cotg’x=1+
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Exemplos: 1. Dado cot gx:% e sendo x um angulo do terceiro quadrante,

calcular o valor de sen x .

Resolugao:

cossec” x =1+ cot g”x => cossec’ X=1+Z

) 5
COS S€C X:—:>COSSGCX:i7

Como xe 7T,3—7Z , temos: cossecx=—£
2 2
Portanto
1 25
COSSECx = ———:>senx=_T

2. Se cotgx:%, calcular zgx.
Resolugao:

Se cotgx:L:Q:tgxzx/E
tgx 2

(17) Exercicios

1. Sendo tgx:l,ﬁ<x<3§, calcule as demais fungbes

trigonométricas.

2. Calcule o valor de cot gx, sabendo que cossecx=2.senx,xel°Q.

3. Calcule keR, de modo que se tenha simultaneamente

tg@z% € secld=~k+2.
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4.5e secx=3 € fgx<0, entdo senx vale:

a) 22 32 242 32 V2
3 2 3 2 2

5. Sabendo que 4sen” x +2cos’ x=3,xe3°Q, calcule senx € cosx.

84 ~
6. Se sen x = 55 calcule o valor da  expressao
5

y= tg2x<(cos sec’ x)— 1)+ 1gX.COS X -

7. Sendo y:—i+ !

5 —sec? x, entao:
3  cos” x.cossec” x

7 1 4 7 1

a) y=— b) y== C) y=—— d) y=-= e) p=———

)y 3 ) v 3 ) y 3 ) y 3 ) y 3
8. Calcule kR, sabendo que cosx = 6k +2 € cosecx =

3k +2

9. (UFSC-1999) Sabendo que cossecx=— € X € do primeiro

NGRS

quadrante, entdo o valor da expresso 9.(sec2 X+ tgzx) é:

a) 41 b) 45 d) 50 e) 55 e) 60

10. A soma das raizes da equagdo cos’ x +cosx=0, no intervalo
0<x<2r, €:

a)mn b) 4n c) 3n d) 7n/2 e) 5n/2

11. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Consideremos uma igualdade da forma f(x)=g(x), onde f(x) e

g(x) séo fungbes trigonometricas.
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Se essa igualdade é valida para qualquer valor real de x, para os

quais os valores das funcdes existem, dizemos que f(x)=g(x) € uma

identidade trigonométrica.

Exemplos: 1. A igualdade cos> x=1-sen’x € valida para qualquer x real;

logo, € uma identidade trigonométrica.

2. A igualdade cotgx:L é valida para todo x¢77+k7r; logo €
tgx 2

uma identidade trigonométrica.
11.1 Demonstragao de uma identidade

Para provar que uma identidade trigonométrica € verdadeira,
podemos utilizar ou aplicar qualquer uma das relagbes trigonométricas ja
estudadas nesta unidade (e que séo, também, identidades) e escolher um dos

seguintes processos de demonstragao:

1° Processo: Partimos de um membro da identidade (geralmente o

mais complicado) e chegamos ao outro membro.

Exemplo: Demostrar a identidade (1 + cot g?x).(1 - cos® x) =1.

Demonstracio:

2 2 2
(1 + 0052 xj.(l —cos’ x)= = (sen al +2COS xj(l —cos’ x)=1

s€n- x s€n- x

Como sen? x+cos’ x=1¢€ 1—-cos?> x=sen” x, temos:

( 12 J(senzx):lzﬂzl

Ssen- X

Portanto 1=1.
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2° Processo: Vamos transformar o 1° membro da identidade f(x)
em uma funcdo h(x) e, separadamente, transformarmos o 2° membro da

identidade g(x) também em uma fungdo i(x), levando em consideragédo a

propriedade de transitividade:

J (%) = h(x)

) (x)} = /(x)=g(x)

Exemplo: Demonstrar a identidade tgx + cot gx = tgx.cossec” x -

Resolugao:
Vamos expressar as fungdes em sen x OU cosx:
tgx + cot gx =fgx.cos sec” x

senx cosx senx 1 sen’ x + cos® x 1 1
—+ = - =

COSX sSenx COSX sen’ x COS X.Sen x COSX Senx
Como sen? x + cos® x =1, temos:
1 1

coSx.Ss€nx  COSX.S€n x

3° Processo: Vamos construir uma fungdo #i(x)= f(x)—g(x) e
provar que h(x)=0; isso equivale a f(x)=g(x), pois
f()-g(x)=0& f(x)=g(x)-

Exemplo: Demonstrar a identidade trigonométrica
tg’x+cos’ x=sec’ x —sen’ x.
Resolugao:

Vamos fazer f(x)-g(x)=0
tg°x +cos’ x—sec’ x+sen’ x=0
Como sen’ x + cos® x =1, temos:
tg’x—sec’x+1=0

Vamos expressar tg°xe sec’ x em fungdo de senx € cosx:

sen’ x 1 sen® x —1+cos® x
— = +1=0=> 5 =
Cos“ X CcoS™ x cos” x

0
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! _21 =0=0=0
COS X
Portanto 0=0.

(18) Exercicios

1. Demonstrar as seguintes identidades trigonométricas:

b) sen x + 1gx

a) (1+tg°x).(1-sen” x)=1 = sen x./gx
cot gx + cos sec x
— 1-2.cos’
Izsenx (sec x — tgx)’ d) — =008 X tgx —cot gx
1+ senx sen Xx.cos x
1 2
e) (1+gx)’ +(1-1gx)’ =2sec’ x ) X T cosx

COS X COS X

2
cossec” x—2
) /= = Z—cos’x—sen’x h) 2.cos® x—sen’x=3.cos*x—1

cossec’ x

o 1—tg’x cosx—senx 1—tgx
i) gz =1-2sen’ x .
I+1g°x cosx+senx 1+ 7gx

1) (cot gx +tgx)’ =cot g”x +tg”x +2
m) (sen x + £gx)(cos x + cot gx) = (1 + sen x )1 + cos x)

n) sec’ x.cossec” x =sec” x + cossec’ x

0) sen’ x(l + cot gzx)= sen x.sec x.cot gx

P) sen’ x —cos’> x=2.sen’ x —1
12. TRANSFORMAGOES TRIGONOMETRICAS

Nessa item, vamos deduzir as formulas trigonométricas da soma e
diferengca de dois arcos e a férmula do arco duplo cujas fungbes sé&o
conhecidas.

12.1 Cosseno da diferenga

Para obter a férmula do cosseno da diferenga devemos lembrar do

Teorema de Pitagoras que é dado por:
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(hipotenusa)2 = (cateto oposz‘o)2 + (cateto aa’jacente)2
Consideremos entdo no circulo unitario os pontos P e Q tais que
. - . ~ .
mAP)=a e M(AQ)=b. Como P(cosa,sena)e P(cosh,senb), a distancia d entre os

ponto P e Q é dada por:

1Y

F'
| d

I Q
|\ _Jab |
I a I
el
1 1 P

@] X

__F
d
N _lEl _________ Q

o om

Detalhe do triangulo retangulo

Desenvolvendo os quadrados e lembrando que sen” x+cos’x=1,

obtemos:
d*=N?*+M?,onde N=sena—-senbeM =cosa —cosh, logo
d* =(cosa —cosh)’ +(sena —senb)’
d? =cos’ a—2cosa.cosh+cos’b+sen’a—2sena.senb +sen’ b

d? =2—-2(cosa.cosh +sena.senb)

Mudemos agora o nosso sistema de coordenadas girando os eixos

de um angulo b em torno da origem.
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‘y

a-b

Neste novo sistema o ponto Q tem coordenada (1,0)e o ponto P tem
coordenadas (cos(a —b),sen(a — b)). Calculando novamente a distancia entre os
pontos P e Q, obtemos:

d*>=S8*+R*>,onde §=1-cos(a—b)eR =0-sen(a —b), logo

d* =(1-cos(a — b))’ +(0—sen(a — b))’

d* =1-2cos(a —b)+cos’(a—b)+sen’(a—b)

d* =2—-2cos(a—b)

Igualando os valores de 42, temos:

2 —2cos(a —b)=2—2(cosa.cosh +sen a.senb)

cos(a —b)=cosa.cosb +sena.senb = Cosseno da diferenga

12.2 Cosseno da soma

Substituindo na férmula do cosseno da diferenca b por -b
encontramos:

cos(a — (—=b)) =cosa.cos(—b) + sen a.sen(—b)

cos(a +b)=cosacosbh—senasenb = Cosseno da soma
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12.3 Seno da soma

. , . T
Aplicando na férmula do cosseno da diferenga aos arcos 5 aeb,

V4 Vs
lembrando que cos[z — aJ =sena € sen(a — aj =cosa obtemos:

Vs Vs
sen(a +b) = cos(E —(a+ b)} = cos((; — a) - b]

Vs T
= COS(E - aj. cosb + sen[z - aj. senb=sena.cosb+ cosa.senb

sen(a + b) =sena.cosb + cosa.senb = seno da soma

12.4 Seno da diferenca

Substituindo b por —b na férmula do seno da soma. obtemos:

sen(a + (—=b)) =sen a.cos(—b) + cos a.sen(—b)

sen(a —b) =sena.cosb — cosa.senb = seno da diferenga

12.5 Tangente da diferenca

Para calcular a tangente de 4 — 5, dividimos as formulas do seno da
diferenca pelo cosseno da diferenca.

sen(a —b) sena.cosb—cosa.senb

tg(a—>b =
8( ) cos(a—b) cosa.cosb+sena.senb

sena.cosbh —senb.cosa sena senb

_ cosa.cosb _ _cosa cosh _ tga—tgh
cosa.cosh +sena.senb |4 Sena senb 1+ 1ga.tgh
cosa.cosb cosa cosbh
tga —tgb .
tg(a — b) =—=——"=—= tangente da diferenga
1+tga.tgb
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12.6 Tangente da soma

Para calcular a tangente de 4 + b, dividimos as formulas do seno da

soma pelo cosseno da soma.

tg(a+b)= sen(a +b) sena.cosb+cosa.senb

cos(a+b) cosa.cosb—sena.senb

sena.cosb +senb.cosa sena senb

_ cosa.cosb _ _cosa cosh _ tga+igh
cosa.cosb —sena.senb - sena senb 1-tgatgh
cosa.cosb cosa cosh
tg(a+b)= fgatigh = tangente da soma
1 —tga.tgh

12.7 Férmulas do arco duplo

Substituindo b por a nas férmulas do seno, cosseno e tangente da
soma obtemos:

sen2a =sen(a + a) =sena.cosa + cosa.sena =2sen a.cosa

sen2a =2sena.cosa

cos2a =cos(a +a)=cosacosa —senasena =cos’ a —sen’ x

cos2a=cos’a—sen’a

Observacdo: cos2a=cos’ a—sen’ x=cos’ a—(1—-cos’ a)=2cos’a—1o0u
. 2 2 2 2 N 2
cos2a=cos a—sen” x=(1—-sen"a)—sen" a)=1—-2sen" a

Portanto:

cos2a=2cos’a—1=1-2sen’ a
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t t 2t
tg2a=tg(a+a)= gariga _‘lgd

1 —tga.tga 11— tg’a

Exemplos: 1. Sendo senx=%eseny:%, %<x,y<7z’, calcular o valor de
sen(x—y)-
Resolugao:
Caélculodo cosux:
sen’ x+cos’ )c:1:>%+cos2 lezcosx:% como xe3"Q:>cosx:—i

Calculo do cos y:

16 3 3
sen2y+0082y=1:>2—5+coszy=1:>cosy=§ Como ye3°Q=cosx=——_

Calculo do sen(x—y)Z

123 5 4 36 20 16
sen(x — y) = senx.cos x —cos xseny =—.— ——.—=——+ —=——
135 135 65 65 65

16

Portanto sen(x_y):_g

2. Sendo cos(37r—a)=g,ae3°Q, e cos(%+bJ:§,be4°Q,

calcular cos(a—b).
Resolugao:

Sabemos que:

2
cos(37z—a)=c0s(7z—a):—cosa:>cosa:_§

cos(z+bj=—senb:>senb=—E
2 5

Utilizando a relagao fundamental, vem:
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2 2
sen’ a+cos’ a=1=sen’ a+Z:1:>sena:i—2

como a63°Q:>sena=—g

4
senzb+coszb:1:>%+coszb=1:>cosb:i§

4
como be4°Q:>cosb=g

Portanto:

cos(a —b)=cosa.cosb +senasenb

( \/2J4 ( \/2][ 3) 42 32 32-42

cos(a—b)=|——|—=+|-— || == |=- + _

2 I 2 U5 10 10 10
2

cos(a—b)——ﬁ

3. Sabendo que fga :% € tgh = % calcular tg(a +b).

Resolugao:

4 tgb
tg(a+b)= 1 tvateh %Zg-; fgb

Substituindo, temos:

1 1 241 3
5710 10 10 15
igla+b)=—A0 =10 =

15
Portanto to(a+b)=-=
g(a+D) 10

4. Conhecendo-se sen g = % 0<a< % . calcular:

a) sen2a b) cos2a C) tg2a

Resolugao:

16 3
a) senza+cosza=l:>2—+cos2a=1:>cosa=§
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sen2a =2.sen a.cosa :2.i.§:> sen 2a :g
55 25

2
b) cos2a=1-2sen’ a=1—2{%j :>cos2a:—l

25
) 4 8
2.t Y Py
C) tg2a: gczl = 3 = 3 :—ﬁ:tgza:_ﬁ
1-1g%a 1_& 7 7 7
9

(19) Exercicios

1. Determine o produto sec 75°. cossec 75°.

2. Marque verdadeiro (V) ou falso(F), justificando.
() sen(a+b)—sen(a—b)=2.sena.cosh
() cosl5°—cos75°=cos45°

( ) cosZ —cosE =cosZ
6 3 4

3. Qual é o valor de sen 63°.cos18°—sen18°cos63°7?

4. Qual é o valor de cos25°.cos 55°+sen 25°.sen 55°7
S ~ T Vd

5. Simplifique a expressao sen(x + ?j — cos(x + gj.

6. Prove que 2.c0s31°.¢0s29°=1+ 2.sen31°.sen29°.

7. Dados Senazéecosbzg, com 0<a<§ e 0<b<%, determine:

a) sen(a + b) b) cos(a — b) C) tg(a+b)

8. Sendo rga = % esenb = % ,com 0<bh< % encontre tg(a + b).
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9. Calcule ¢g15° € cot g75°.

10. Os arcos a e b do primeiro quadrante s&o tais que

sena = éesenb = % . Calcular cos(a+b).

(20) Exercicios complementares

1. (UFSC-1998) Determine a soma dos numeros associados a(s)
proposicao(des) VERDADEIRA(S).

01. senx +cosx =1, para todo x real.

02. Se %<x<ﬂ', entdo tgx <0 € secx <0.

04. Se senx:% e X € um arco do 1° quadrante, entao cosx:ﬁ.

08. cos(x + 7) = cosx, para todo x real.

16. sen(—x) =sen x, para todo x real.

r ~
32.Se 5 <N < <7 entao cosx, <cosx,-

2. Se senazéecosbzg, sendo a do segundo quadrante e b do

primeiro quadrante, calcular sen(a - b).

1
3.Se sena =3 Calcular sen2aecos?2a-

4. (UFSM-Vestibular/1997) Se 0 < < % e cosf = % entio o valor da

~ cos(2r —0) .
expresséo y=—""_"~ ¢
tgl
a) % b) % c)-1  d ¥ e) 122
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5. (UFSM-Vestibular/1998) Considere as afirmativas:

|. Se senx —cosx =+/2, entdo x=%+2k7r, com keZ.

Il. Se senx:Tsecosy=§, sendo O<x<% e O<y<%, entéo

sen(x + y)=0.
lll. Se x esta no segundo quadrante e tgx = —2+/2, entdo secx =-3.

z

E(Sao0) verdadeira(s)
a) apenas |I.
b) apenas Il.

)
)
c) apenas Il .
d) apenas Il e Ill.
)

e)l, I, 1.

6) (UFSM-Vestibular/1999) Seja f:}o,%[ — R a funcéo definida por

/4
sen(r + x) + tgx + cos( - xj

fx)=

Sabendo-se que sen9:—2, com
cot gx 3

0<¢9<%, entdo f(9) éigual a

a)ﬂ

: d) 1 e)

b) % <)

V1
2

|

7) (UFSM-Vestibular/2002) Considerando x=y, a expressao
sen(x + y).sen(x — y) € equivalente a

a) sen(x2 —yz)

b) senx® +sen y’

C) sen x.sen y + cox.cos y

d) sen® xcos® y

2 2
e) cos’ y—cos’ x
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8) (UFSM-PEIES/1996) Considere as afirmativas referentes a
fungdes trigonométricas, indicando se s&o verdadeiras (V) ou falsas (F).
( )Afungdo y(x)=2cos(3x) tem dominio R e imagem [-1,1]

() Para xeR-{kr;k € Z}, a identidade 5en(2Y) _ 2 verdadeira.

sen” x  1gx

() Dos graficos a seguir, o que melhor representa a fungao

y(x) = sen(gj é o indicado pela letra (b).

| Y
___________ L y
\ N e (I
| |
| |
| |
-3n 2n }—71: 0 n 2n 311:} X | |
I I 3 | 2n J-m 0 T 12n 3n X
| | | |
| | | |
_________ A _ | 1 |
R T bl

A sequéncia correta é
a)V-F-F.b)F-V-F.c)V-F-V.d F-V-V.e)F-F-V.

9) (UFSM-PEIES/1997) Assinale V nas afirmativas verdadeiras e F
nas falsas.

() secx.sen2x=2senx, para todo x¢§+k7z, com keZ.

() cos(2x—y)=cosx.cos y +senx.cos y paratodo x e y reais.

() O dominio e a imagem da fungao f(x):\/icos(gj séao ,
respectivamente, os intervalos reais (—oo,) € |- 2,2

A sequéncia correta é
a)F-V-F.b)V-F-V.c)F-F-V.d)V-F-V.e)V-V-V.
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10. (UFSM-PEIES/1997) Se tgx:—g e §<x<37”, entdo cos2x

vale

13 EQUACOES TRIGONOMETRICAS

Quando encontramos fungao trigonomeétrica da incégnita ou fungao
trigonométrica de alguma fung&o da incognita em pelo menos um dos membros

de uma equacéo, dizemos que esta fungéo é trigonométrica.
3 5 ~ ~ , "
sen x + cos x = 2 e sen2x =cos” x, SA0 equacgoes trigonométricas.

Dizemos que r € uma raiz ou solugdo da equacgdo trigonométrica
f(x)=g(x) se r for elemento do dominio de f e de g e se f(r)=g(r) for verdadeira.

O conjunto S de todas as raizes da equagédo é o seu conjunto
solugéo ou conjunto verdade.

Quase todas as equacgdes trigonométricas, quando
convenientemente tratadas e transformadas, podem ser reduzidas a pelo

menos uma das trés equagdes:

senx =sena COSXx =cosa 1gx =iga

Estas sdo as equagdes trigonométricas elementares ou equacgdes

trigonométricas fundamentais.

1° Caso: senx=sena

Para que sen x =sena € necessario e suficiente que as extremidades
dos arcos x e a coincidam ou que sejam simétricas em relagdo ao eixo das
ordenadas. No primeiro caso, x sera congruo a r—q. Portanto, senx=sena

equivalea x=qg+2kzr OU x=7 —a+2kr.
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Exemplo: Ache a solugédo da equacgao sen3x =senx para xeR € xe [0,272']-
Resolugao:

Temos que g =x.

x=a+2kmr OU x=1—a+2kr.

Usando os resultados acima, teremos:

3x=x+2kr 2x =2krx x=kr

ou =<ou =<ou

3x=rm—x+2kr Ax =7+ 2krx x_£+k_7r
4 2

e Se xR, entdo a solugao & Sz{xeil%yx:kﬂ oux=%+k§,k62}

* Se x<[0,27], entdo a solugéo é § ={0,%,;¢,3_”,5_”,7_”,27z}.

(21) Exercicios

1. Resolva as seguintes equagdes trigonométricas:

a) 2.senx—1=0 b) 2.sen2x =1

C) 2.senx —+/2=0 d) sen(3x—7r):—%

e) sen(Zx—zj=£ f) V2.senx+1=0
2 2

g) sen2x=0 h) sen4x=-1

) 2.senx++/3=0
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2° Caso: cosx=cosa

Para que cosx =cosa € necessario e suficiente que as extremidades
dos arcos x e a coincidam ou sejam simétricas em relacdo ao eixo das
abscissas. Teremos portanto x=a+2kr OU x=-a+2kzx. Agora , se m € um
real do intervalo [-1,1], a fung&o inversa do coseno, arccosm , € definido como o
tnico real y do intervalo [0, z] tal que cosy =m. Portanto, y =arccosm equivale

acosy=me0<y<r.

X=a X Y

3l

Exemplo: Ache a solugédo da equacio cos3x=cosx para xeR € xe [O,27z]-
Resolugao:

Temos que g =x.

x=a+2kr OU x=—a+2kr.

Usando os resultados acima, teremos:

3x=x+2krx 2x =2kr x=kr
ou =<ou =<ou
3x=—x+2krx Adx =2krx . krm

e Se xR, entdo a solugao & Sz{xeimx:k?”,keZ}

eSe xe [0,272'], entdo a solugado é S = {0,%,72’,37”,272'}.

(22) Exercicios

1. Resolva as seguintes equagdes trigonométricas:

a) cosx=§ b) cos(%+xj=l

C) cos(x—zj:—l d) cos3x=-1
5 2
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e) cos[%—szO f) secx=-2

g) 2cos3x =1 h) cos(x—zjzﬁ
4 2
i) sen’ x +4.cosx =—4
3° Caso: rgx =1ga

Para que tgx =1ga, com g = B + kx , € necessario e suficiente que as
extremidades dos arcos x e a coincidam ou sejam simétricas em relagdo a

origem. Teremos portanto x=a + kz . A fungédo inversa da tangente, arcigm, €

5

definida para todo real mcomo o unico intervalo (—% %) tal que sgy=m.

Entéo, y =arctgm equivale rgy=m e —% <y< %

Exemplo: Ache a solugdo da equagao 1g7x =1g3x para xe®R e xe[0,2z].
Resolugao:
Temos que g =x.
x=a+kr.
Usando os resultados acima, teremos:
Tx=3x+kr
Adx=krx
'9/4
T4

X
~ . kx
e Se xR, entdo a solugao & S={xe9€|x=7,keZ}

e Se xe[0,27], entdo a solugéo é § = {o, %

NG
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(23) Exercicios

1. Resolva as seguintes equagdes trigonométricas:

a) tgx:? b) tg3x =1
C) tg(2x—m)=-1 d) tg3x=—?
e) tg[x—%)zl f) tg4x=0

4° Caso: Equagdes trigonométricas que envolvem artificios
As equagdes trigonométricas que envolvem artificios sdo resolvidas
usando as relagdes trigonométricas ou transformando-as numa equagao de

segundo grau, cCOmo veremos Nos exercicios.

(24) Exercicios

1. Resolva as equagdes trigonométricas, utilizando as relagdes
estudadas.

a) secx=-2 b) 2sen? x +5.cosx—4=0
c) 2.sen’ x—5senx+3=0 d) cosecx =—/2

e) 3.cosx=3—sen’ x f) senx.tgx +2.cosx=2

2. (UFSM-PEIES/1999) Assinale V nas afirmativas verdadeiras e F
nas falsas.

~2M entdo —1<m<2.

( )Se cosx=1

( ) Para xe®R, o conjunto de todas as solugbes da equagao

cos 2x=Z |=0 ¢ 0,z .
2 2

( ) Se gx=a e tgy=>b, com 0<x<% e 0<y<%, entdo

tg(x+y)=a+b.
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A sequéncia correta é

a)F-V-V.b)V-F-F.c)V-V-F.d)V—-F-V.e)F-F—F,
14 RESOLUGAO DE TRIANGULOS QUAISQUER

Ja estudamos a resolugdo de triangulos retangulos. Agora,
passaremos a estudar a resolugdo de triangulo quaisquer e para isso

precisamos conhecer a lei dos senos e a lei dos cossenos.

14.1 Lei dos senos

Em todo triangulo ABC, tem-se ¢ - 2 _ ¢ _p

send senB senC

sendo R o raio da circunferéncia circunscrita ao
triangulo ABC.

Ha dois casos a considerar:

1° Caso: O triangulo ABC é retangulo (A=90°)

o]
A c B

Neste caso, sen 4 =sen90°=1.

~ b b a b a b
sesnB=—=a= — = —= ~ = ~ = ~ (%)
a senB 1 senB send senB
A~ C c a c a c
senC=—=a= — = —= = — = ~ (")
a senC | senC send senC

De (*) e (**), concluimos que:

a b c

send senB senC
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2° Caso: O triangulo ABC néo é retangulo.

e No A retangulo ACH, temos:
. hy A

senC=;:>h1 =b.senC

No A retédngulo ABH, temos:
<k .

senB=—=h, =c.sen B

C

Comparando, temos:

. . b .
b.senC=c.sen B= ~ = ¢ ~ (")
senB senC

¢ No A retédngulo BCH1, temos:

.k .
senC=-2=h, =a.senC
a

No A retdngulo ABH1, temos:

~ h A
sen A=-—==h, =c.sen 4
C

Comparando, temos:

. n a c
a.sen C =c.sen A = _ = - (™)
senAd senC

De (*) e (**) concluimos que:

a b c

send senB senC

Assim sendo, a lei dos senos é valida para qualquer A ABC.
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Exemplo: Em uma corrida de Formula 1, exatamente sobre

chegada, a certa altura ha um helicéptero de TV. Ao apontar

84
a linha de
na reta de

chegada, um corredor B, que esta 120m a sua frente, vé o helicoptero sob um

angulo de 45° Qual é a altura do helicoptero? (Desprezar a altura dos

corredores).
Resolugao:
H
25 450
y 2 X
135°
20° 45° [+
A B F
120m
No A ABH, temos:
z 120 e 120.sen 20 e 229711m
sen 20° sen 25° sen 25°
Como * = cos45°= x = 97,11.cos 45° = x = 68,67m -
z

O helicéptero esta a 68,67m de altura aproximadamente.
(25) Exercicios

1. Dado o triangulo da figura, calcule x e y.

/;ﬂ‘/( . X
,»»"'"».\1600 4501
y
2. Num triangulo ABC, B=105°, b:% e c= \/6;/5 Calcule as

medidas dos angulos 4 e C.
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3. No tridngulo abaixo, AC=4m, BC=3m e B=60°. Calcule senc.
C

4. Determine os angulos B e C de um tridangulo ABC, para o qual

A=15°, sené:% e sené:g.

5. (Fuvest-SP) Em um triangulo ABC o lado AB mede 4.2 e o

angulo C, oposto ao lado AB, mede 45°. Determine o raio da circunferéncia

que circunscreve o triangulo.

6. Determine os lados de um triangulo ABC no qual se tem 4 =3,

A=30° e B=45°.

14.2 Lei dos cossenos

Em todo tridngulo ABC, tem-se:
a’> =b>+c? —2bc.cos A
b>=a®+c® —2.ac.cosB

¢’ =a’ +b* -2.ab.cosC

Demonstraremos apenas uma das relagbes acima. As provas das
demais relagbes s&o analogas.

Ha trés casos a considerar:
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1° Caso: O triangulo ABC é retangulo (A=90°)

]
A c B

Neste caso, sen 4 =sen90°=1.

Essa expresséo pode ser escrita assim:

a*=b>+¢* -0

que é equivalente a 4% =p> + ¢* — 2.b.c.cos90°

ou ainda:

a’>=b> +c¢> —2bc.cos A

Por isso, podemos pensar o Teorema de Pitagoras como um caso

particular da lei dos cosenos.

2° Caso: O triangulo ABC é acutangulo
B

.

A H C
b

e Tracamos a altura h do A ABC em relagao ao lado AC.

e Do A BDC, temos:

cosé:D—CQDC:a.cosé
a

a’=h*+DC* < h*=a’-DC?
Dai temos:

h? =a® —(a.cos C)? (*)
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e Do A ADB, temos:

c’=h*>+AD* & h* =c* — AD?
AD+DC=b< AD=b—-DC < AD =b —(a.cosC)
Dai temos:

h?=c?—(b-a.cosC)® (**)

Comparando (*) e (**), tiramos que:
2 —(b-a.cosC)* =a* —(a.cosC)’
¢? —b* +2.ab.cosC —(a.cosC)? =a® — (a.cos C)?

ct=a*+b’ —2.ab.cosC

3° Caso: O triangulo ABC é obtusangulo

Do A BDC, temos:

~ D .
® cos(180°-C) = bc < DC =a.cos(180°-C)
a

Como ¢os(180°~C) = —cos C <> DC = —a.cos C
o h’=a>-DC* < h*=a’ —(-a.cosC)” (*)

Do A ADB, temos:
o P =c’ —AD?
como

AD=b+DC < h*=c®> —(b+DC)> < h> =c* —(b—a.cosC)* (**)
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Comparando (*) e (**), temos:
2 —(b-a.cosC)’ =a® —(—a.cos C)>
¢ —b* +2.ab.cosC — (a.cos é)z =a’ —(—a.cos é‘)z

“ct=a*+b* —2.ab.cosC

Exemplo: Dois lados consecutivos de um paralelogramo medem 6cm e

2./3cm. Se cada angulo agudo do paralelogramo mede 30°, calcular as
medidas das diagonais.
Resolugao:
e Calculo da medida d1 da diagonal menor:
D 6 c
30°

V3 d,
2V

30°
A

6 B
d? =6 +(24/3)* - 2.6.24/3.c0830°

d} =36+12- 24\/_\/_:a’2 36 +12-36=>d; =12

d, = 23cm

¢ Calculo da medida d2 da diagonal maior:

D 6 c
150°
23 d;
2¥3
150°
A
6 B
d? =6 +(24/3)* - 2.6.24/3.c0s150°

J3

d22:36+12—24\/§.[—7J d? =36+12+36=d} =84

d, = 221cm
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(26) Exercicios

1. Calcule as diagonais de um paralelogramo de lados 3 e 4 e que

tem um angulo de 60°.

2. Num triangulo ABC, b=4m,c=+/3me 4 =30°. Calcule a medida a.

3. Num paralelogramo, dois lados consecutivos medem 7cm e 4 cm

e a diagonal menor mede +/37 cm. Calcule as medidas dos angulos desse

paralelogramo.

4. Num triangulo ABC temos: q=1++/3,h=2¢( =30°. Calcule o

perimetro desse triangulo.

5. (Unicamp-SP) A agua utilizada na casa de um sitio € captada e
bombeada para uma caixa d’agua a 50m de distancia. A casa esta a 80m de
distdncia da caixa d’agua e o angulo formado pelas diregbes caixa d’agua
bomba e caixa d’agua casa é de 60°. Se pretende-se bombear agua do mesmo
ponto de captagcdo até a casa, quantos metros de encanamento s&o

necessarios?

6. Determine o maior angulo de um tridngulo cujos lados medem 3, 5
e’.

14.3 Calculo da area de uma regiao triangular

Quando conhecemos dois lados de um tridngulo e o dngulo formado

por eles, podemos determinar a sua area.

Provaremos que:
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B

A area de qualquer regido triangular € igual a metade do
produto das medidas de dois dos seus lados multiplicada

pelo seno do angulo formado por ele, ou seja:

S:@.sené
2

Szﬁ.senzzl
2

S:E.sené
2

onde: S = area do triangulo ABC

Demonstraremos apenas uma das relagdes; as provas das demais

s&o analogas.

1° Caso: O triangulo é retangulo (A=90°)

[o]
B c A

cateto.cateto _ base.altura _b.c

Sabemos que S =

2 2 2
Isto é equivalente a escrever:
S ZE.IQSZE.sen%"@ S zﬁ.senﬁ
2 2 2

Logo, S = %.sen A



Colégio Técnico Industrial de Santa Maria
Professores Elisia Chiapinotto e Mauricio Lutz

2° Caso: O tridngulo é acutangulo

b.h
§=22
5 ()
No tridngulo retangulo AHB ( & é reto), temos:
senza:ﬁ@h:c.senfl (**)
C

Substituindo (**) em (*), vem:

SIE.SGI’IA
2

3° Caso: O triangulo é obtuséngulo

h.b
§="2 -
5 ()
No tridngulo retangulo AHB ( & é reto), temos:
sen(l80°—21) = h S h=c. sen(180°—121)
C

Como sen(180°—A4) =sen 4, temos:

h=c.sen A (**)
Substituindo (**) em (*), vem:

Szﬁ.sen;l
2

91
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Exemplo: Num tridngulo ABC, dois lados medem 10cm e 6cm e formam entre
si um angulo de 60°. Calcular a area do triangulo ABC.
Resolugao:

Supondo » =10cm, c =6cme 4 = 60°, temos:
10.6 V3

Sz%.senﬁ:S=T'.sen60°:>S=3O.7:>S=15x/§cm2

Portanto § = 15\/§cm2

(27) Exercicios

1. Ache a area do tridngulo da figura.

4m ,.du".,.,,,.,.,.-. // ’

22 B

2. Qual é a area de um paralelogramo no qual dois lados
consecutivos medem 7cm e 5cm, sabendo-se que eles formam um angulo de
120°?

3. Calcule a area do triangulo ABC, sendo AB=4cm, A=30° e

C =45°.

\J

4. Num triangulo ABC, h=+/3, ¢c=+2 e S= = Calcule a medida

do angulo A.

5. Qual ¢é a area de um tridngulo isOsceles no qual cada lado

congruente mede 10cm e o angulo adjacente a base mede 75°7?
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(28) Exercicios complementares

1. Ache a medida do angulo A indicado na figura.

e \\\

2. No tridangulo isésceles da figura, calcule cose .

3. Num triangulo ABC temos AC =3m, BC=4m € a = BAC.

3m~ S4m

A A ~ B

a) Se AB=3m, calcule cosa.

b) Se B=ABC , oposto ao lado AC, for 60°, calcule sena .

4. Num tridngulo isosceles, a base mede x e cada lado congruente

mede y. Se o0 dngulo oposto a base mede 120°, calcule y em fungéo de x.
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5. (Mack-SP) Dois lados consecutivos de um paralelogramo medem

8m e 12m e formam um angulo de 60°. Calcule as diagonais.

6. Os lados de um triangulo formam uma progressao aritmética de
razdo 1 e o maior angulo é o dobro do menor. Determine o valor dos lados

desse triangulo.

7. Um navio navega no rumo E (leste) quando uma luz € observada
na marcagao 60° NE. Apos navegar 1300 metros, a luz passa a ser vista aos
45° NE, conforme indica a figura. Determine a menor distancia a que o navio
passara da luz, se o rumo for mantido. Dado sen15°=0,26.
lN

L (luz)

60° 450

A 1300m B E

8. Na figura indicada, calcule x e 3.

Dados: BAC =30°, BD = 6+/3me AB = 6m

D
X
C
N
Y
30° .
A B

9. A diagonais de um paralelogramo medem 10m e 20m e formam
um angulo de 60°. Ache a area do paralelogramo.

10. Num tridngulo isésceles de base 6cm, o angulo oposto a base
mede 120°. Calcule a area do triangulo. (Sugestdo: usando a lei dos senos,

calcule a medida de cada lado congruente).
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GABARITOS

(11.2240m 2.1,6m 3.10m 4.100m 5.b 6.b 7.a 8b 9.e 10.d

(2)1.a)§ b)%” X dF e~

2 6 15
2.2)30° b)45° ¢)600° d)9°  e)108°
3. a) 60° ou %rad b) 144° ou 4?” 4.37.68m 5. 4500 voltas

6.2)52014'23"  b)41°49'20" ) 28°22'40"  d) 8°54'24"
7.80, 40, 1°.
(3)1.2)5V,1°Q b)6V,2°Q c)3V,2°Q d)6V,4°Q e)3V,2°Q f)2V,1°Q
2. a)sim b)sim c)ndo 3.a)270°% 630% 990° b) %”rad;l%”rad
4. ) 1° DP:210°% EG: 210°+k.360°  b) 1° DP:110°% EG: 110°+k.360°

c) 1° DP:190°; EG: 190°+k.360°  d) 1°DP: %rad; EG: %+k.27r

e) 1°DP: Zrad; EG: % 4 k27
3 3

5. 8n rad.

6.2) EG: 7 + k27 1° DP: rad; 1° DN; —S?Hrad

b) EG: 220°+k.360°; 2° DN: -500°; 3° DP: 940°.

@1.a)*) b)(+) ¢)(-) 2.a)1 b)? c) 0 d)% e)-1 f)%

3.a)S:{keiR/§gk31} b) s=[0,]] ©) §=[13] d)S:{—%’l}

e) S=|-3-1]uL V3] f) s=[12]u[34]
4.2) D=%; In=[-3,3]; P=2n b) D=; In=[1,3]; P=2r

¢) D=R; Im=[-1,1]; P=2?7[ d) D=R: In=[-1,1]; P=2n
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221
4

6.a)4?” b)4r c)1

5.a)M=0 b) p

7.a 8.a=—5ek=% 9.C 10.a

()1.a)(-) b)(+) () d)() ey HH) 96 HE)
2.a)(+) Db)(+)

3.a)1 b)0 C)g d)-1 e)-1 % g)-1 h)ﬁ

2
4.a)A=-1 b)B=-2 c)A=-1 5b 6.c¢c 7.b 8 m=1

9.[1,5] 10.a=-3em=%

(6)1.x=¥ 2.b 3. VFFV 4.a)S:{keiR/—§£k£0}

b) S:{keiﬁ/gngB} c) S:{keiﬁ/%skgg}

5.a) k=1 ou k:—i b) k:l ou k:_ﬁ c) k=0 ou k:l
3 5 25 2

6.d 7.a=2eb=% 8.b=3em=2
9.a)V b)F ¢)F d)F e)V fV
10.a)3°Q b)1°Q c¢)4°Q d)2°Q

(7)1.a)(-) b)(+) c)() d)*+) e) HE)

2.a) D={xei}%/x¢%+%{;k62} b) D:{xeﬂ%/x¢7z+k7r;keZ}

C) D={xeR/x#2rx+4km;keZ} d)Dz{xeiR/xi%[;keZ}

3.a 4d 5e 6. a)P=§ b)P=2x c)P=n 7.-1 8.2

9.A=0 10. m=15.

8\/§+4

11

(8) 1. a)y=-2 b)z= 2.e 3¢ 43 5.1

96
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(9) 1. a) -1 b)i -1 d)+2 2 a)S={meiR/0<mS§}

b) S={meR/m>3} 3.y=cossec x

(10)1.a)1 b)ndoexiste c)2 d)2 2. S={meR/m<—4oum=>0}
3.(-)
(1M)1.b 2.a 3.a 4d 5b 6.e 7.A=—-3-2 8.e 9B

10.e  11.1n=[-4, -2] e P=2n 12.S={kem/_%gkg%}
1 RY/4 _
13-S={aei}?/a<—50ua>3} 14.D={xei)%/x;é7+kiz}e|m—m

15.a)P=% b)P=9n  16. S={keR/2<k<5}

17. 02+04+16+64=86 18.d 19.e 20.e 21.b 22.e
23.a 24.b 25.c.

(12) 1. a) sen 135°=g; cossec 135°=./2; cos 135° =_%-

sec 135°=_ /2 ; tg 135°= -1; cotg 135°= -1.

b) sen 150°="%2; cossec 150°=2; cos 150° = — g

2.3 V3

sec 150°-—— tg 150°= - 5 cotg 150°= — /3.
c) sen 150°=7%; cossec 150°=2; cos 150° =—?;
sec 150°—_i tg 150°= - ? cotg 150°= — /3.

%

d) sen 135°=%; cossec 135°=./2; cos 135° = —

sec 135°=_ /2 ; tg 135°= -1; cotg 135°= -1.
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a) M b) -3-2 3.a)2.senx b)-2.tgx
6 2
(13) 1. a) sen 210°= -'% ; cossec 210°= -2; cos 210° ——g;
sec 2100=_ 23 2‘/_  tg 210°= ‘/33; cotg 210°= 3 .
\/5 J2

b) sen 225°= _ = : cossec 225°=_ /2 ; cos 225° = _ 7;

sec 225°=— /2 ; tg 225°= 1; cotg 225°= 1.

C) sen 240°=— g; cossec 240°=— i ; cos 240° = - V5;
sec 240°= -2; tg 240°= /3 ; cotg 240°= ?
d) sen 210°= -2 ; cossec 210°= -2; cos 210° =—§;
sec 210°=—_ i 19 210°-§ cotg 210°=/3 .
2.0 3. a)—senx—cosx b) 0
V2 V2.

(14) 1. a) sen 315°=—7; cossec 315°=_ /2 ; cos 315° =7,

sec 315°= /2 ; tg 315°= -1; cotg 315°= -1.

b) sen 330°= -'%; cossec 330°= -2; cos 330° = %;

sec 3300= 22 2*/_ - tg 330°= _g; cotg 330°= _ 3.

c) sen 300°=— ?; cossec 300°=— i ; cos 300° =7%;
V3

sec 300°=2; tg 300°=— J3; cotg 300°=— BN

2.cosx 3.a)-cos 80° b) -tg80° c)—cossec 30°

(15) 1. a) y=cosseca b)y=-tgx c)y=-2senx
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(16) 1.a) A=0  b) B=-1 c)C=§ d)D=é

2.a)y=tgx b)y=-cosx c)y=-secx d)y=tg’x
3.d 4.b 5. e.

(17) 1. senx——% cossecx——é cosx——ﬁ

7 25

Sec X=— 2, ; g x= 7. ; cotg x= — 24
24 24

€) y= —cossecx

2. cotg x=1 3.3ou-1 4.c 5.senx=—gecosx=—72

6.y= 74 8lu.7 9a 10
85 3715

(19)1.4 2. FVF 3.% 4 V3

)8+3J§ b)6+4\/§ 85+\/i
15 15 S8

9.tg 15°=cotg 15°=2—+3  10. _g

7.a

24 42

(20) 1. 02+04=06 2. % 3. sen 2a-— e cos 2a=— 9

5.c¢c 6.b 7.e 8.b 9.b 10. d.

(21) 1. a) S:{xeﬂ%/x:%+2k7zoux=5?ﬂ+2k7r;keZ}
b) S={xe‘ﬁ/x=£+kzroux=5—ﬂ+k7z;kez
12 12

) S= {xe‘ﬁ’/x——+2k7r0ux—37+2k7r keZ}

d) S:{xei}{/xzm—”+2k—”0ux 17—” 2k keZ
18 3 18 3

4.b

99
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e)S:{xeiR/xzs—”+k7zoux:7—ﬂ+k7r;keZ
12 12
R4 r
f)S:{xefﬂ/x:T+2kﬂ0ux:T+2k7t;keZ}
g)SZ{XEER/)C:kﬂ'OUXZ%—i—kﬂ';kEZ}
h) §= {xeiﬂ/x—%+k§k Z}

i) S={xeﬁ%/x:4?ﬂ+2kﬁ0ux=5?ﬁ+2kﬂ;k62}

(22)1.a) S { ei)%/x——+2k7r0ux—%+2k7r keZ}

100

S={ eR/x 6+2kﬂkeZ} b)S={xeiR/x=—%+2k7z;keZ}

{xeffi/x——+2k7z ux—%+2k7z keZ}

w  2krw

d) §= {xe‘R/x—3 Tk Z} e)S:{xeYR/x:—%—kﬁ;keZ}

f) S={xeﬂ%/x:2?ﬂ+2k7roux:4?ﬂ+2kﬂ';kEZ}

9) Sz{xeﬂ%/x: ’9z+2k7” ke z}

h) Sz{xeﬂ%’/xz%+2k7r0ux=2k7r;keZ}

i) S={xeR/x=n+2kmkeZ}

(23) 1. a) S:{xe%/x=%+k7r;k62} b) S:{xeﬂ%/x:%+k?ﬂ;k62}

{ :7_”+k—”k Z}ouS {xesn/x_—+—k z
2 g 2

3r krx }

{xeﬂf{/x—s—”+k?ﬁ ke Z} ou S= {xe‘ﬁ/x——%+k?ﬂ keZ}
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e) S:{xe%/x=%+k7z;k62} f) Sz{xe‘ﬁ/xz%z;keZ}

(24) 1. a) S:{xeﬂ%/x:%er2k7roux:2?ﬂ+2k7r;keZ}
b) S:{xe‘ﬁ/x=§+2k7zoux=5?ﬂ+2k7r;keZ} ou

V4 V4
S={xeiR/x=i§+2k7z;kEZ} C)Sz{xei]%’/x:5+2k7z;keZ}

d) S:{xei}{/xz%r+2k7roux:%r+2k7r;k62}

e) S={xeR/x=2km;kez} f)S={xeR/x=2krkeZ}
2.b.

(25) 1. x=43 ey=M 2. C=45°e 4=30° 3. sena:%

4. C=45° e B=120° 5.R=4 6.c=%(\/§+\/€)eb=3\/§

(26)1. d, =13 e d, =37 2.a=\Tm 3. p=120°€ a=60°
4. P=3+-2+3 5.70m. 6. o =120°
35V3 3. S=(2+2\/§)cm2 4. 150° ou 30°

27)1.4m? 2. §= em

5. s =25cm?

(28) 1. A=45° 2.cosa=% 3.a)cosa=é b)sena:¥

4. 3 5. d =4JIme d,=4J19m 6.4,5,6
3 1 2

7.d=125002 8. x=4J3e $=30° 9. §=503m> 10. S =33cm’.
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