MPSI 2 - FABERT Espaces vectoriels 1. Rappels ... et compléments

( Structure d’espace vectoriel

Dans ce chapitre, K est R ou C.

1 RAPPELS ... ET COMPLEMENTS

1.1 DEFINITION DE LA STRUCTURE

Définition 1 : Espace vectoriel )
On appelle K-espace vectoriel ou espace vectoriel sur K tout triplet (E, +,-) tel que
e (E,+) est un groupe commutatif dont ’élément neutre est noté O ou 0 et appelé le vecteur nul de E,
e Une loi de composition externe de K x F dans F, notée multiplicativement, qui a partir d’un élément A de K
et d'un élément z de E, renvoit un élément de E noté A\ -z = A\x
o Cette loi doit vérifier
> pourtoutz € E: 1-z=uz,
> pour tous z,y € Eet A€ K: A-(z+y)=0A-2)+ (A y),
> pourtousz € Eet \,peK: A+p)-z=0Nz)+ (g 2),
> pourtousz €E Eet A, p e K: X (p-x)= M)z
U J

Un élément x € E est appelé un vecteur.
Un élément A\ € K est appelé un scalaire.

Exemple 1

Quels sont les espaces vectoriels que vous connaissez 7 Les derniers chapitres vous aideront stirement !

Regardons 'espace vectoriel des fonctions d’un ensemble X non vide vers un K-espace vectoriel £. On munit I’ensemble
EX des fonctions de X dans E de deux lois + et - de la facon habituelle (la méme que pour les fonctions de R dans
R. Pour tous f,g € EX et A € K, les fonctions f + g et A - f sont définies par

Vee X, (f+g9)@)=/f(z)+g(x) et (A f)x)=A-(f(z)).

Montrez que (EX ,+, ) est un K-espace vectoriel.

A ATTENTION  L’ensemble vide n’est pas un sous-espace vectoriel de E, car il ne contient pas I’élément neutre de
I’addition Og, donc n’est pas un groupe additif.
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Proposition 1 )
Soit E un K-espace vectoriel.
(D Vze B, VA€K, A-a=0p<=>A=0ouz=0p.
@ Pour tout x € E: —x=(—1)-x, ou—x estl’opposé de x dans E et -1 l'opposé de 1 dans K.
. J
Preuve. On 'a déja fait | O
o . . )
Proposition 2 : Espace vectoriel produit
Soient En, ..., E, des K-espaces vectoriels. On munit B4 X ... X E,, de deux lois + et - en posant, pour tous A € K
et (X1, s@n), (Y1,---,Yn) € B1 X ... X B,
(1, yxn) + W1y yn) = (@1 F Y1, T+ Yn) et A (21, 20) = (AN 21, ATy
Alors (Eq X ... X Ep,+,-) est un K-espace vectoriel.
Ona Opx..xE, = 0F8,---,0E,).
G J
Preuve. 11 suffit de montrer les axiomes dans la définition d’espace vectoriel un & un. A vous ! [J
Exemple 2

On note R™ :=R x ... x R I'espace vectoriel produit de R, n fois.

1.2 SOUS-ESPACE VECTORIEL

Une partie F' d’un K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E si

o F est stable par + et -, e muni de ces lois, F' est un K-espace vectoriel.

En pratique : Caractérisation des sous-espaces vectoriels

En pratique, pour montrer que W est un sous-espace vectoriel d’'un K-espace vectoriel V, il suffit de montrer que,

[cha Oy €W, Va,yeW,VAeK, Ax+y€W.j

Exactement comme la caractérisation des sous-groupes, des sous-anneaux, ...

Preuve. Si W est un sous-espace vectoriel de V', d’apres la caractérisation des sous-groupes, Op=0p€F
et pour tous z,y € E, x4y € F. De plus, pour tout A € K, Az € F, car F' est stable par multiplication par un
scalaire, ce qui prouve la caractérisation. Si la caractérisation est vraie, d’apres la caractérisation des sous-groupes,
F' est en particulier stable par addition - pour A = 1 - et multiplication par un scalaire - pour y = Op - mais c’est
méme un sous-groupe de F pour l’addition - pour A = 1. Les autres axiomes de la définition des espaces vectoriels ne
requierent aucune vérification particuliére car une relation vraie sur E tout entier ’est aussi sur F.

Exemple 3
Pour tout n € N, on note R,,[X] ’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n.
L’ensemble R,,[X] sous-espace vectoriel de R[X]. En effet, on a

e R,[X]CR[X].
e 0€R,[X] car deg(0) = —o0 < n.

o Montrons enfin que R,,[X] est stable par combinaison linéaire. Soient P,Q € R,[X] et A € R. Nous savons que
deg(AP + Q) < max{deg(P),deg(Q)} <n, donc IP+Q €R,[X].
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Exemple 4
On rappelle qu'un systéeme linéaire homogeéne

a1171 + a1 + -+ apr, =0

a1 + AT + -+ agpry =0

An1Z1 + an22 + -+ Appxp =0
s’écrivent AX = 0. ot A = (aij)1<i<n € Hnp(K) et X € KP la matrice colonne des z;.

1<j<p

Toutes I'ensemble des solutions S := {X € K? | AX = 0} forment un sous-espace vectoriel de KP. En effet, S C KP
et 0 € .S car A x0=0. De plus, pour tout X, Y € S et A € K|

AMNX +Y) = X+ AY =0,

ce qui montre que S est stable par combinaison linéaire et est donc un sous-espace vectoriel.

Donc, toute droite de R? passant par (0,0) est un sous-espace vectoriel de R?, et toute droite et tout plan de R3
passant (0,0,0) sont des sous-espaces vectoriels de R3.
Et ce sont les seuls (qui ne sont pas 'ensemble total ou réduit au neutre) !

A ATTENTION L’ensemble des polynémes de degré égal a n n’est pas un sous-espace vectoriel de K[X]. Il ne
contient méme pas le polynome nul !

Ensemble d’indices

Dans la suite, on notera I un ensemble d’indices dénombrable. En général, I C N, mais on peut aussi voir I plus
généralement comme I = U,.
I peut étre donc fini, ou infini dénombrable. Dans le cas ou I est infini, on appelle famille a support fini ou famille

presque nulle de scalaires une famille (A;),.; telle qu'il n’existe qu’un nombre fini de scalaires non nuls.

Définition 3 : Combinaison linéaire
Soit (x;);c; une famille de vecteurs d’'un K-espace vectoriel E.
o Si I est fini, on peut identifier I & [1,n]. Une e Si I est infini, une combinaison linéaire de (z;);c,
combinaisnon linéaire de (x;),.; est un vecteur de est un vecteur de la forme Z Aizi o0 (A)ye; est
= o iel
la formez Aiy; O (A1, Ag, -5 An) € K. une famille presque nulle de scalaires.
. =t J

Exemple 5

Dans R?, par exemple, les combinaisons linéaires des vecteurs (1,2,3) et (1,0,1) sont les vecteurs
A (1,2,3) + - (1,0,1) = (A + 1,20, 3N + ), avec A\, 4 € R.

A ATTENTION  On ne peut pas identifier les scalaires en général !
n

n
Z/\kmk = Z,ukxk x Ak = g, pour tout k € [1,n].
k=1

k=1

Exemple 6
Dans R?, (4,3) est-il une combinaison linéaire des vecteurs (1,—1) et (2,3) ?
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Pour cela, il faut résoudre I’équation (4,3) = A(1,—1) + u(2,3), ou A, p € R. On a
(4,3) =A1,-1)+un(2,3) <= (4,3)=(A+2u,—A+3u)
A+2u=4 A+2u=14
A {—A+3u—3 { =1
A= 26
= 2
ot
6 7
Donc (4,3) = 5(1, —1)+ 5(23)
Partie stable par combinaison linéaire
Toute est une partie F' telle que

V(Ao ) €KY (T, ..., 30) € ™Y NTLEF.

i=1

Dans ce cas, F' est un sous-espace vectoriel, d’apres la caractérisation des sous-espaces vectoriels.

Proposition 3 : Intersection de sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel. Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E est encore un sous-espace vectoriel
de E.

Preuve. Soit (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels de £. Nous voulons montrer que F' = ﬂ F; est un
i€l
sous-espace vectoriel de F.

e« FCE.
e O0g € F;, pour tout ¢ € I puisque F; est un sous-espace vectoriel de I, donc O € F.

e Enfin, soient z,y € F et A € K. Pourtout: € I, A\x+y € F; , car F; est un sous-espace vectoriel de E et z,y € F},
donc Az +y € F. Donc F est stable par combinaison linéaire.

A ATTENTION Comme pour les groupes, la réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace
vectoriel en général !
C’est clair que la réunion de deux droites passant par 0 dans le plan n’est ni une droite, ni un plan !

1.3 ESPACE ENGENDRE PAR UNE PARTIE DE F

Soit X une partie de E. Soit Fx := {F C E | F est un sous-espace vectoriel E et X C F}, soit 'ensemble des
sous-espaces vectoriels de E, qui contiennent X. Le par X, noté Vect(X) est
défini par
Vect(X) := ﬂ F.
FeFx

C’est un sous-espace vectoriel, d’apres la propriété précédente.
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En pratique

Vect(X) est inclus, par définition, dans tous les sous-espaces vectoriels de E contenant X. Cela montre que tout
sous-espace vectoriel de E qui contient X contient en réalité Vect(X) tout entier.
C’est donc le plus petit sous-espace vectoriel qui contient X au sens de Ulinclusion, c’est a dire

[ VF € Fx,Vect(X) C F j

Donc| si X est un sous-espace vectoriel de E, alors Vect(X) = X

Cela donne une nouvelle méthode pratique pour montrer qu’'un ensemble est un sous-espace vectoriel : Il suffit de
montrer que c’est un ensemble engendré par une certaine partie de E.

Proposition 4 : Caractérisation des sous-espaces engendrés

St X ={x; |i €I}, alors Vect(X) est aussi I’ensemble des CL de (x;);c; et noté aussi Vect (x;),c; .

Preuve. On veut montrer que V' I'ensemble des combinaisons linéaires des (2;);.; est égal a Vect(X).
Pour la premiére inclusion, Vect(X) est stable par combinaison linéaire en tant que sous-espace vectoriel de E et contient
X, donc contient toute combinaison linéaire de (z;);.;, donc V' C Vect(X).
Pour l'inclusion réciproque, par définition, il nous suffit de montrer que V est un sous-espace vectoriel de E contenant X.
OnaV C FE, contient O car Og = ) ,; 0-x; et est stable par combinaison linéaire, par définition, donc c’est un sous-espace
vectoriel. Il contient X par définition, donc appartient & Fx et donc contient Vect(X). O

Exemple 7
Une droite est 'ensemble engendré par un vecteur, appelé son vecteur directeur. Le sous-espace vectoriel Vect (0,2, —1)
est la droite de R3 passant par (0,0,0) et (0,2, —1).

Un plan est un ensemble engendré par deux vecteurs non colinéaires. Par exemple, dans R?, on considére
pP= {(m,y,z) € R3?| .7:+2y—z:0} .

Alors P est le sous-espace engendré par les vecteurs (1,0,1) et (0,2,1).

Exemple 8

On a K[X] = Vect (X*) et pour tout n € N; K, [X] = Vect (1, X,..., X™).

keN

Exemple 9

0 0 0 , . . . -
Dans .#5(K), Vect (Ig, < 0 > , < )> est 'ensemble des matrices triangulaires supérieures

Proposition 5 A
Soient E un K-espace vectoriel, X etY deux parties de E et x,a,b € F.
@ Croissance pour Uinclusion Si X CY, alors Vect(X) C Vect(Y).
@ Enlever un vecteur lié Six € X est combinaison linéaire de X\{z}, alors Vect(X) = Vect(X\{xz}).
@ Remplacer un vecteur Sib est combinaison linéaire de X avec un coefficient non nul sur a € X, alors
Vect(X) = Vect(X \ {a} U {b}).
L J

Preuve.

@ Par définition, Vect(Y") est un sous-espace vectoriel qui contient ¥ donc X. Donc Vect(X) C Vect(Y).

@ Vect(X\{z}) est 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de X\{z}, donc contient z. C’est donc un sous-

espace vectoriel qui contient X, donc Vect(X\{z}) C Vect(X\{z}). L’inclusion réciproque découle de @
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@ Ona Vect(X) = Ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de X

= Ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de X \ {a} U {b}

= Vect(X \ {a} U {b}).
O
Exemple 10 CL de (1,0,—1,0)
Par exemple, et (0,0,3,0)

,—/h 1
Veet((1,0,-1,0),(0,0,3,0), (1,0,3,0) ) = Vect((1,0,~1,0),(0,0,3,0)) = Vect((1,0,~1,0), 5(0.0.3,0))

= Vect((1,0,—1,0) + (0,0, 1,0), (0,0, 1,0))
= Vect((1,0,0,0),(0,0,1,0)) = R x {0} x R x {0}.

Exemple 11
Dans R?, les vecteurs vy = (1,2,1),v = (—=1,3,1) et v3 = (—1,13,5) sont liés car on a 2v; + 3vy — v3 = 0.

1.4 SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

Soient E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de F et X et Y deux parties de FE.

Définition 5 : Somme de deux sous-espaces vectoriels

L’ensemble F+G={f+g|f€F et ge G} estun sous-espace vectoriel de F appelé la somme de I et (.

Il y a un petit quelque chose a démontrer ici !

Plus petit espace vectoriel contenant F' et G

La somme F' + G est également le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F' et G.
En effet, soit H un sous-espace vectoriel contenant F' et G. Soit f+g € F+ G, avec f € F et g€ G. Alors f,g € H,
donc, comme H est une sous-espace vectoriel de E, f + g € H. Par définition de I'inclusion, on a bien F'+ G C H.
Cela signifie que tout sous-espace vectoriel de E contenant F' et G contient aussi F' + G.

A ATTENTION  La somme n’est pas une réunion ! Comme on a vu pour les groupes, les deux sont confondues, si et
seulement si, 'un des deux espaces est inclus dans 'autre !
Pensez a 2 droites dans le plan.

Exemple 12

Calculons la somme de deux droites vectorielles dans R3. Disons F' = Vect((1,0,1)) et G = Vect((—1,1,0)).
Par définition de espace engendré, on a

F+G={(z,0,z)|zER}+{(—y,y,O)\yeR}:{(z,O,z)+(—y,y,0) ‘ Z,yER}
:{(z—y7y,z)|z,y€R}={(m,y,z)€R3\x:z—yeR}.

Donc F' + G est le plan d’équation =4y — 2z =0.

Exemple 13
Soient E un K-espace vectoriel, et F, G, H des sous-espaces vectoriels de E. On suppose que

FNGCFNH, F+GCF+H, HCQG.

Montrons que H = G.
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Soit x € G. Puisque x e G C FF+G C F+ H, il existe f € F,h € H tels que x = f + h.

On aalors x € G,h € H C GG, donc, puisque G est un sous-espace vectoriel de I, f=x—h € G.

Dou feFetfeG donc fe FNGC FNH,donc fe H. Ainsi, f € H et h € H, donc, puisque H est un
sous-espace vectoriel de B, x = f+h e H.

Ceci montre G C H. Comme, de plus, par hypothese, H C G, on conclut H = G.

Proposition 6 : Parties génératrices d’une somme de deux sous-espaces vectoriels
Si X engendre F et si Y engendre G, alors X UY engendre F + G, c’est a dire,

[ Vect(X UY') = Vect(X) + Vect(Y) ]

Preuve. On montre la double inclusion;
o Ona Vect(X) C Vect(XUY) et Vect(Y) C Vect(XUY), o X C Vect(X) C Vect(X) + Vect(Y) et
donc Vect(X)+Vect(Y) C Vect(X UY'), par minimalité Y C Vect(Y') C Vect(X) + Vect(Y).
de la somme, pour U'inclusion. Donc X UY C Vect(X) + Vect(Y).
Par minimalité de ’espace engendré pour l'inclusion,
Vect(X UY') C Vect(X) + Vect(Y).
U

A ATTENTION Dans F + G, on ne sait pas si la décomposition d’un élément est unique !
On peut donc avoir des vecteurs distincts f1, fo € F et g1,92 € G, tels que f1 + g1 = fa + go.

On dit que F et G sont en somme directe si la décomposition d’un vecteur de F'+ G comme somme d’un vecteur de
F et d’'un vecteur de G est toujours unique. On note alors F' & G la somme F' + G pour indiquer qu’il y a somme
directe.

En pratique
Cela revient a montrer que

Vi, foeF, VYgi,00€G, (fitgi=fotge = fi=fo et g1=g2) .

er  €G €r e

. = ~= A~ > > P
Mais dans ce cas, pour tout z € FNG,onaxz ="z + 0p = 0g +" « "€ F + G et donc n’a qu'une seule écriture.
Donc = 0. Cela donne une preuve du sens direct de la proposition suivante.

Proposition 7 : Caractérisation de la somme directe

Les assertions suivantes sont équivalentes :

@ F et G sont en somme directe, @ FNnG={0g}.

.

Preuve. Supposons alors @ Soient Vfi, fo € F, et g1,92 € G, tels que f1 + g1 = fa + ¢o.
Alors fi — fo=—g1+g92 € FNG, donc f1 — fo = —g1 + go = 0, d’ou le résultat. [

Exemple 14
Vous devez vous souvenir que M,,(R) = A,(R) ® S,,(R).
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Exemple 15
Dans R3, le plan F = {(1, y,2) ER? |z +ay+ bz = O} et la droite G = Vect ((17 a, b)) sont en somme directe, pour
tout a,b € R.
En effet, soit (z,y,z) € FNG. Alors
r4+ay+bz=0 et (z,y,2) = A(1,a,b), pour une certain réel A.

D’ott A+ Aa? + A\b? = 0 :;0 1+a?+b* =0, ce qui est absurde. Donc A =0 et F NG = (0,0,0).

si

Vocabulaire On dit que deux sous-espaces vectoriels
F et G sont supplémentaires dans E, si E = F & G.
On dit aussi que F' est un supplémentaire de G dans E et
que G est un supplémentaire de F' dans E.

Corollaire 7.1 : Sous-espaces vectoriels supplémentaires )
Les assertions suivantes sont équivalentes :
@ F et G sont supplémentaires dans E.
@ Tout vecteur de E est d’une et une seule maniére la somme d’un élément de F et d’un élément de G, c’est a
dire,
vee B, 3(f,9) e FxG, z=f+g
L J
Preuve. Ce sont exactement les deux assertions équivalentes dans la proposition précédente. [

A ATTENTION  On dit bien que F est un supplémentaire de G, car le supplémentaire n’est jamais unique !
Par exemple, Vect ((1, 0)) et Vect ((1, 1)) sont tous les deux des supplémentaires de Vect ((07 1)) dans R2.

Généralisation a une somme de n sous-espaces vectoriels de F

Soient F1,..., E, des sous-espaces vectoriels d’un méme espace vectoriel £. On note
Ei+ - +E,={z€E |1 €Er,....30, € Ey:x=01+--+xp} .

Ey +---+ E, est un sous-espace vectoriel de E dit somme des sous-espaces F;.

De méme que précédemment, on dit qu’ils sont en somme directe si tout vecteur de &€ = E; + - - - + E, se décompose
d’une maniere unique en somme d'un vecteur de Eq, un vecteur de Ej, ..., un vecteur de F, et on écrit

E=E®...0FE,

et on dit que & est la somme directe des E;.

2 FAMILLES DE VECTEURS

2.1 FAMILLE LIEE

Définition 7 : Famille liée )
On dit qu'une famille (z;), -, de vecteurs de E est lice, §'il existe n scalaires (A1, A2, ..., \,) € K™, non tous nuls,
. <i<
tels que Z Nix; = 0.
i=1
On dit aussi que les vecteurs sont linéairement dépendants.
\_ J

Dans le cas d’un nombre infini de vecteurs
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On dit que la famille (z;),

¢y oul'ensemble {z; | i € I'} est liée ou que les vecteurs x;, i décrivant I, sont linéairement
dépendants si

3 (Ai)iel e K’ presque nulle, mais non tous nuls, tels que Z Nixz; =0g .

iel

On dit que = et y sont colinéaires si la famille (x,y) est
liée, c’est a dire, si x ou y est un multiple de I'autre.

Exemple 16

?

(1,1,1)+(1,-1,-1) 4+ 2-(-=1,0,0) = (0,0,0) donc la famille de vecteurs {(1,1,1),(1,-1,-1),(-1,0,0)}.

Proposition 8

Une famille (x;),;-,, de vecteurs de E est liée si et seulement si un des vecteurs s’exprime comme une combinaison
linéaire des autres.

A ATTENTION  ’Un’ vecteur s’exprime comme CL des autres... Pas celui qui vous arrange... Autrement dit, on
parle d’existence. Cela s’écrit

kel zp =Y m
Zh

Preuve. Comme les \; ne sont pas tous nuls, prenons un indice k € I pour lequel Ax est non nul. On obtient

1 n
TE = )\—k E Li
=1
i#k
ce qui prouve I’équivalence. [

Quelques remarques pratiques

Un conséquence directe :

[ Si on trouve une sous-famille liée de la famille (z;),,,,, alors la famille complete (x;), -, ,, est liée. ]

Cela permet parfois de se concentrer seulement sur une partie de la famille pour montrer qu’elle est liée. Par exemple,
toute famille qui contient le vecteur nul, est liée !

Exemple 17

Deux vecteurs x et y € E forment une famille liée si, et seulement s’il existe A\, u € K non tous les deux nuls tels que
Ar+ py = 0g.

e SiA#0,alors x = —£y.

e Sinon, u# 0, et y = —%x.

Autrement dit, si deux vecteurs forment une famille liée, alors ils sont colinéaires. La réciproque est élémentaire.

Corollaire 8.1

Soit p € N*. Si p+ 1 vecteurs (yi)1<i<p+1 sont tous combinaison linéaire de p vecteurs (mi)1<i<p, alors la famille
(yi)lSiSp+1 est liée.
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Preuve. Par récurrence sur p. Pour p = 1, cela revient a dire que les 2 vecteurs yi,ys2, sont colinéaires a = € F,
donc sont colinéaires entre eux. Donc la famille est liée.

Soit p € N*. On suppose que si p vecteurs sont tous combinaisons linéaires de p — 1 vecteurs, alors la famille des p vecteurs
est liée.

Soient p+1 vecteurs y1, ..., Yp+1, tous combinaisons linéaires de 1, x2, . .., p. Siaucun vecteur yi,...,yp+1 n’a un coefficient
non nul de z,, on est dans le cas de ’hypothese de récurrence. Sinon, on peut supposer sans perte de généralité que y,11 a
un coefficient non nul pour z,. On se rameéne alors & ’hypothese de récurrence en posant les vecteurs z; = y; — A;yp+1, pour
t=1,...,p, en choisissant les \; € K, tel que z; ait un coefficient nul pour z, dans sa décomposition. [J

Exemple 18
Soit n > 2. Soit (Py) ke[l,n] UDE famille de n polynomes dans K, _o[X]. Cette famille est liée car chaque polynome
peut s’écrire comme combinaison linéaire des n — 1 polynémes {1, X, X2, ..., X2},

2.2 FAMILLE LIBRE

On dit qu’une famille (z;), <i<n €St si elle n’est pas liée, ce qui est équivalent a
n
VAL, A2, ..., n €K, (Zmizo — )\1:)\2:...:)\n:0>
i=1

On dit aussi que les vecteurs sont

Exemple 19
Dans R3| les vecteurs v; = (2,1, —1),v2 = (0,2,1),v3 = (0,0, 7) sont libres.
En effet, supposons qu’il existe des réels A, Ao, A3 tels que A\jv; + A\ovs + Agvg = 0, c’est-a-dire

A(1,1,—=1) + A2(0,2,1) + A3(0,0,7) =0
On a alors, (21, A1 + 2X\2, =1 + Ao + 7TA3) = 0, que l'on peut réécrire sous la forme du systéme,

2\ =0
Al +2X =0
A+ X +TA3=0

On obtient immédiatement Ay = Ay = A3 = 0, d’ou le résultat.

Dans le cas d’un nombre infini de vecteurs

On dit que la famille (x;);.; ou'ensemble {x; | i € I} est libre ou que les vecteurs x;, i décrivant I, sont linéairement
indépendants si

V()\i)iej € K presque nulle, (Z Nz, =0 = Viel, M\ = 0)
il

Quelques remarques pratiques

Utile en pratique : C Toute sous-famille d’une famille libre est libre. J

On peut donc extraire plusieurs familles libres, d’un famille libre donnée. Par exemple, toute famille formée d’un
unique vecteur nul, est libre !

10
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Proposition 9 : Ajout d’un vecteur & un famille libre

Soit F = (2;)1<,<,, une famille libre de vecteurs ety € E.

o Siy € Vect(F), alors la famille F U {y} est lie. o Siy ¢ Vect(F), alors la famille F U {y} est libre.
Preuve. A vous ! O
Exemple 20

Soit (P;)y<;<, une famille de polynémes non nuls de degrés deux a deux distincts.
Quitte & renuméroter les polynomes, on peut supposer que deg(Py) < deg(P;) < ... < deg(P,). En utilisant la
propriété précédente, il est facile de montrer par récurrence que cette famille de polynomes est libre.

Résultat tres pratique, pour montrer par exemple, pour montrer que la famille ((X — est une famille libre.

a)j ) jelo,n]

A ATTENTION  Attention, méme si ce dernier exemple nous donne un résultat trés utile en pratique, la réciproque
est fausse !

Par exemple, la famille (X 2 X2 -X, X% - 1) est libre, et pourtant, tous les polynémes de cette famille ont méme
degré.

2.3 FAMILLE GENERATRICE

Définition 9 : Partie génératrice
Soient F un K-espace vectoriel et X une partie de FE.
On dit que la partie X est génératrice de E ou engendre Esi  E = Vect(X).

Si X = {x; | i € I} est une famille de vecteurs, on dit que
X est une famille génératrice de E.

En pratique

Trouver une partie génératrice d’un sous-espace vectoriel, c’est I’écrire comme un espace engendré par une famille
de vecteurs.

Exemple 21
Primordial Dans R3, la famille {e; = (1,0,0),ez2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} est une famille génératrice car tout
z = (z1,72) € R?, s’écrit

(z1, 22, 23) = 21(1,0,0) + 22(0,1,0) + 23(0,0,1) = z1e1 + z2e2 + 23€3 .

Plus généralement dans K" les vecteurs

er = (1,0,...,0), ...... , e,=1(0,...0, ~1 ,0,...0), ...... , en=1(0,...,0,1)
k¢ rang
forment une famille génératrice, car pour tout « = (x1,...,2,) € K™, on peut s’écrire
(1, .., 2n) = @101 + - + ey,

11
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A ATTENTION  Le corps K sur lequel est défini I'espace vectoriel a de I'importance.
Par exemple, C peut étre vu comme un R-espace vectoriel, engendré par la famille (1,1), mais aussi comme un C-espace
vectoriel, engendré par la famille contenant seulement 1.

Exemple 22
(Xk)keN engendre K[X] et pour tout n € N| (1, X, X?,... ,X”) engendre K,,[X].

Exemple 23
Dans R?, soient v; = (1,1) et vy = (1, —1). Montrons que {v;, v} est génératrice. Soit (a,b) € R? avec a, b arbitraires.
Il s’agit de montrer qu'il existe x1,z2 € R tels que (a,b) = z1v1 + T2, c’est-a-dire

(a,b) = (x1,21) + (w2, —22) = (21 + 22,21 — X2)

Ceci signifie que quels que soient a et b € R, il existe x1,x2 € R vérifiant le systéme

Ce qui nous donne  x; = et x9 = .

1 +x0=a a+b a—>b
2 2

iL'lflL‘QZb

Donc {vy,v2} est génératrice.

A ATTENTION Le dernier exemple nous incite & penser qu'une famille génératrice finie n’existe pas toujours.

En effet, on remarque que dans K[X], une famille finie de polynoémes {P,..., P,} ne peut étre génératrice car, en
effectuant des combinaisons linéaires, on n’obtiendra seulement des polynémes de degré inférieur a HﬁaX]] (deg (P;)).
1€[1,n

D’ailleurs, quand on arrive a trouver une famille génératrice finie dans un espace vectoriel E, on dit que E est de
dimension finie.

Exemple 24
On a vu que les matrices élémentaires E;;, pour (¢,7) € [1,m] x [1,n] engendre M,, ,,(K).

Proposition 10 : Propriétés des parties génératrices )
Soient E un K-espace vectoriel et X et Y deux parties de E.
@ Inclusion Si X engendre E et si X CY, alorsY engendre E.
@ Enlévement Si X engendre E et si x € X est combinaison linéaire des vecteurs de X\{x}, alors X\{z}
engendre E.
Remplacement Soienta € X et b € E. Si X engendre E et si b est combinaison linéaire des vecteurs de
X\ {a} avec un coefficient non nul sur a, alors (X \ {a}) U {b} engendre E.
J

12
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Preuwve.

@ E = Vect(X) C Vect(Y), par propriété des ensemble engendrés. Donc E = Vect(Y).
@ Par propriété de ’enspace engendré, on peut enlever tout vecteur 1ié, donc Vect(X \ {z}) = Vect(X) = E.

@ Par propriété de l’espace engendré, on peut remplacer b par a, donc Vect (((X \ {a})) = Vect(X) = E.
U

Exemple 25
On sait que e
Comme vy :=
Comme vy :=

= (1,0) et e3 = (0,1) forment une famille qui engendre R?.
1,1) = e1 + ea, alors on peut remplacer e; par vy et la famille obtenue (v1, e2) engendre toujours R2.
1,—1) = v; — 2ey, alors on peut remplacer ey par vq et la famille (v1,v2) engendre toujours R2.

A~~~ =

2.4 BASES

On appelle a la fois

Proposition 11 : Définitions équivalentes d’une base

Soit une famille B := {vy,...,v,} de vecteurs de E. Toutes les propositions suivantes sont équivalentes : u si et
seulement si une des trois

@ B est une base de E
@ B est une famille libre maximale, c’est-a-dire une famille libre, telle que tout vecteur qu’on ajoute a B la rend
liée. Autrement dit

Ve e E, BU{x} est liée.

@ B est une famille génératrice minimale, c’est-a dire une famille génératrice a laquelle on ne peut pas "enlever”
un vecteur en gardant le caractére génératrice de la famille. Autrement dit

Yv e B, B\ {v} nest pas génératrice.
@ Tout x € E se décompose d’une facon unique sur les v;, autrement dit

Vz € B, N (A1,..., ) €K™, z=XAv1i+ 4+ Anvy .

Idée intuitive

Base = Génératrice +  Libre
Décomposition unique =  Existence + Unicité de la décomposition

Preuve.
JOLIO)

Si la famille {vy,...,v,} est une base de E, alors elle est génératrice, donc

Ve e E, 3(A1,-.., ) €K™, =X v+ -+ A\vy -
S’il existe un autre n-uplet de scalaire pour z, disons (u1, ..., t,), on a alors,
(At —p)vr + -+ (A — pin)v, =0
Comme la famille {vy,...,v,} est libre, on a A; — p; = 0, pour tout ¢ € [1,n], donc la décomposition est la méme !

Le sens réciproque est immédiat.

13
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O

05O

Si B est une base de E, elle est génératrice, donc tout vecteur x € E s’écrit comme combinaison linéaire de des éléments
de B, d’ou B est libre maximale, puisque libre par définition.

Si B est libre maximale, alors pour tout z € E, BU{x} est liée. Or B est libre, donc aucun vecteur de B ne peut s’écrire
comme combinaison linéaire de vecteur de B seulement. Donc quelque soit le vecteur lié, il y a  dans sa décomposition,
ce qui veut dire que x s’écrit comme combinaison linéaire des éléments de B. Le vecteur x étant arbitraire dans F, la
famille B est génératrice, donc c’est une base.

B OO,

Soit v € B. Comme B est libre, si 3 (A1,...,A,) € K™, 0= XAwv; + -+ A\, ,alors \y =--- =X, =0.

Donc si B\ {v} était génératrice, alors il existerait de tel A;, non nuls pour générer v, ce qui est absurde.

Supposons maintenant que B est génératrice minimale. Soit (A1,...,A,) € K", tels que 0 = Aoy + -+ - + Apvy,

Soit x € E. La famille B est génératrice, donc day,...,a, € K tels que x = ajv1 + -+ + @, vy,

Supposons qu'un A; est non nul. Sans perte de généralité, supposons que c’est A;. Alors, en multipliant ’équation
12 a1\,

o (6%
nulle par )\—1, ona0=av + vo + -+ Tvn . En soustrayant a I’équation de génération de x, on a alors

a A A
T = (ag - ;\ 2) Vg 4+ e+ (an — ;\ ") Un, et donc x est généré par la famille {vg,...,v,}, ce qui est absurde,

1 1
puisque B est génératrice minimale.

Donc A; = 0, pour tout ¢ € [1,n], et donc la famille B est libre.

Bijection a partir des bases

Soit B = {v1 ...v,} une base d’un espace vectoriel F. Il existe alors une bijection entre E et K"

Bij : F — K"
r=xz01 + - F Ty — (T1,...,Tp)
Les scalaires z; sont dits composantes ou coordonnées de z dans la base {vy,...,v,}.

Exemples de bases canoniques a connaitre

o« K. Pour tout n € N*| la famille (61 :=(1,0,...,0), e2:=(0,1,0,...,0), ..., e, = (O,...,O,l)) est une

base de K™ appelée sa base canonique.

o K[X]. La famille (X*), oy est une base de K[X] appelée sa base canonique.
o K,[X]. Pour tout n € N; la famille (1, X, X2 ... ,X”) est une base de K,,[X] appelée sa base canonique.
o My n(K). Pour tous m,n € N* et pour tout (¢,5) € [1,m] x [L,n], si on note E;; la matrice élémentaire
associée au couple (4, j), la famille (F;;)1<i<n est une base de 4, ,(K) appelée sa base canonique.
1<g<p
Exemple 26

Soit P =4+ 3X + X? € Ry[X]. Les coordonnées de P dans la base canonique By = (1, X, X?) sont (4,3,1).

La famille By = (1, (X + 1), (X + 1)?) est aussi une base de Ry[X] et les coordonnées de P dans cette nouvelle base
sont (2,1,1).

A quoi cela vous fait penser ? ... La formule de Taylor !

Exemple 27
On a montré, dans ’exemple que (v, v9) est une base de R2.

14
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En pratique

Pour trouver une base d’un espace vectoriel E, on en cherche d’abord une famille génératrice en écrivant £ comme
un espace engendré par une certaine famille, puis on essaie de montrer que la famille ainsi obtenue est libre.
Si ce n’est pas le cas, on enléve des vecteurs a cette famille, jusqu’a ce qu’elle soit libre, en gardant la propriété de
génération de ’ensemble E.

Exemple 28

La famille (( (1) —01 > , < (1) (1) >> est une base de l'espace vectoriel des matrices antisymétriques As(R).

Exemple 29

Soit F = {y € C*(R) |y —2y' +y =0} .

Les solutions de 1’équation différnetielle sont les fonctions y telles que y = (Ax + p) exp(z) = A\x exp(z) + pexp(z), ol
A, 1 € R. Alors F est le sous espace vectoriel de C2(R) engendré par vy := zexp(x) et vy := exp(z).

3 ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Soit E un K-espace vectoriel non trivial, c’est & dire non réduit a {Og}. On arrive facilement & voir un espace a dimension
1, 2 ou 3... méme 4. Le but ici, est de généraliser cela a toute dimension en le définissant rigoureusement.

3.1 LA DIMENSION FINIE

On dit que E est s’il possede une partie génératrice finie, et de sinon.

Exemple 30

Soit n,p € N*.

Les espaces vectoriels K", K,,_1[X] et .4, ,(K) sont de dimension finie. On a déja exhibé leurs bases canoniques qui
sont finies et génératrices !

Par contre, K[X] est de dimension infinie. En effet, pour toute famille finie (Py,..., P,) de polynémes non nuls,
I’espace engendré par cette famille ne peut pas engendré un polynéme de degré supérieur au degré maximal dans la
famille (Py,..., P,). Donc (P,..., P,) n’engendre pas K[X] et aucune famille finie de K[X] n’engendre K[X].

Proposition 12 : Famille libre maximale dans F

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie engendré par n éléments. Alors toute partie libre de E posséde au
plus n éléments.

Preuve. Soit V une famille avec n + 1 éléments. Tout éléments de V est dans E et donc s’écrit comme combinaison
linéaire de n vecteurs. D’apres la corollaire on sait alors que la famille est liée. Cela montre la proposition. O

Théoréme 1 )
@ Théoréme d’existence d’une base Si (%i)ieq1,. ny engendre E et si une sous famille (x;),c; est libre,
alors il existe une partie J contenant I pour laquelle (:cj)jeJ forme une base de E.
@ Théoréme de la base extraite De toute famille génératrice finie, on peut extraire une base.
@ Théoréme de la base incompléte Toute famille libre peut étre complétée en une base.
\_ J
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Preuwve.

@ On a F = (2;);c; une famille libre. On pose A Iensemble des familles libres de vecteurs de (z;),c(y, ) contenant J.

A= {(zi);e; | I CJC{1,2,...n}, et (;),., famille libre }. A est non vide car contient F. On regarde I’ensemble
B = {card(G) | G € A}. B est un ensemble non vide de N majoré par n. Il admet donc un plus grand élément. Soit
L = (x;);c; une famille libre de cardinal maximale de A. Alors tous les autres vecteurs de la famille (z;),, {1,..n} SODt
combinaison linéaire des éléments de la famille £ ( méme preuve que famille libre maximale). Or (2;);c¢; ) engendre
E, donc L = (x;),.; engendre E. De plus, elle est libre donc c’est une base.

@ 1l suffit d’appliquer le point précédent en prenant un vecteur non nul de la famille génératrice comme sous famille libre.

@ Soit Ly une famille libre. On fait de méme que la preuve de @ en prenant comme famille génératrice celle de la
définition d’un sous-espace vectoriel de dimension finie réunie avec la famille libre £3. On obtient alors une base
contenant L.

O

Espace de dimension finie et base

On a donc montré que tout espace vectoriel a une base, et on a indiqué comment la trouver ! Il suffit de compléter
une famille libre ou de réduire une famille génératrice !

3.2 DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

Soit E un K-espace vectoriel engendré par un nombre fini de vecteurs non réduit & {0g}.
On a montré que F possede une base, puisqu’on peut compléter la famille libre contenant un vecteur non nul en une base.
En fait, on a mieux !

Corollaire 1.1

Toutes les bases de E ont le méme cardinal.

Preuve. On rappelle que le cardinal est le nombre d’élément d’un ensemble, ce qui veut dire que nous devons
démontrer que toutes les bases ont le méme nombre d’éléments.
Cela vient du théoréme précédent ! Soient B et B’ deux bases de E.

o Comme B est libre et que B’ est génératrice, alors card B < card B’
o Comme B’ est libre et que B est génératrice, alors card B’ < card B

d’ou ’égalité. [

On appelle de I'espace vectoriel E, le cardinal d’une base de F, noté dim E.
Si E = {0g}, on dit que sa dimension est nulle, soit dim £ = 0.

Exemple 31
Donc, d’apres ce que 'on a déja vu précédemment :

e dimR"™ = n, pour tout n € N*, e dim M, (K) = n?, pour tout n € N*,
o dimK,[X]= 1, ) . .

dim K, [X] =n +1, pour tout n €N, e Dans 'exemple la diemension de l’espace vecto-
o dim M,, ,(K) = mn, pour tout m,n € N*, riel des solutions est 2.

Exemple 32
Cherchons la dimension de S, (R). On sait que les matrices symétriques sont les matrices A € M, (R) telles que

A ="'A. Donc une base de S, (R) est la famille (E;;)1<i<j<n. Donc dim (Sn (R)) =n+ wf” = w
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Vocabulaire
Tout espace de dimension 1 est appelé Droite vectorielle.
Tout espace de dimension 2 est appelé Plan vectoriel.

Intuition dans un espace de dimension n

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. D’apres ce qui a été vu précédemment, toute partie libre possede
au plus n éléments et toute partie génératrice en possede au moins n. Cela donne donc un indice pour savoir si une
famille peut étre libre ou génératrice.

On obtient alors un résultat pratique, pour une famille 7 de n vecteurs.

[ F est une base <= F estlibre <= F est génératrice. ]

C’est une conséquence directe du théoreme de la base incomplete (ou extraite) appliqué a F.
Donc dans un exercie, pour montrer qu'une famille est une base de F', deux possibilités :

e Si wvous ne connaissez pas bien F' et on vous remarquer qu’un but du probléme est de trouver la dimension de F'.
A ce moment-la, vous montrez que la famille est incluse dans F, libre et génératrice, et vous comptez son nombre
de vecteurs.

o Si F est un espace connu ou dont vous avez déja trouvé la dimension a une question précédente.
11 suffit alors de montrer que la famille est incluse dans F et libre (ou génératrice), et a autant de vecteurs que
la dimension de F'.

Exemple 33
Montrons que la famille ((—1, 1,0),(1,1,0), (-1 )) est une base de R3.
Soient A, u, v € R, tels que  A(—1,1,0) + (1 ) v(—1,2,1) =(0,0,0) .
C’est assez rapide de montrer que A= p=v =0 . Donc la famille est libre et c’est une base !
Exemple 34
Soient x1,...,x, € K distincts. On note Lq,...,L, les polynomes de Lagrange de xz1,...,x,, définis, pour tout
i € [1,n], par
n
X —x;
L; = L
! J];[l iL’j — Xy
1#]
Le théoréme des polyndmes de Lagrange nous dit que pour tout n-uplet (yi,...,yn), il existe un unique polyndéme

P=> "yl
k=1

de degré inférieur a n — 1 tel que P(z;) = y;, pour tout i € [1,n].
Donc, pour tout P € K,,_1[X], il existe une unique décomposition donnée par la formule ci dessus, du polynéme P
dans la famille (L;);c[1,n], qui forme donc une base de K,,—1[X].

Vocabulaire

On dit que deux espaces vectoriels de dimension finie sont
isomorphes, s’il existe un isomorphisme, donc une appli-
cation linéaire bijective, entre ces deux espaces.

Proposition 13 : Tous les espaces de dimension n sont "les mémes"

Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement s’ils ont méme dimension.
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Dimension finie

En dimension finie, on ne travaille donc que avec K", puisque si E est un K-espace vectoriel de dimension n € N*,
alors il est isomorphe a K”.
L’isomorphisme est donné par la démonstration de la proposition. Cette preuve montre aussi une méthode que ’on
utilisera souvent pour décomposer une application linéaire. C’est donc utile de suivre les preuves !

Preuve. Soit E, F deux K-ev de dimension finie.

(«) Sidim(E) = dim(F') = n, alors il existe une base (e1,...,e,) de E et (f1,..., fn) de F.
Définissons ¢ une application linéaire de E dans F, par p(e;) = f;, pour tout i € [1,n].

Soit = € Kerp. Alors p(z) = 0. On décompose z dans la base (eq,...,e,) , et on obtient
p(x) = (Z »Tiez‘) =Y wmple) =Y wifi -
i=1 i=1 i=1
Comme les (f1,..., fn) est une base de F', alors elle est libre, et donc

Z‘T’sz = Vi € [[1,71]], .’Ei:07
=1

donc x = 0 et ¢ est injective.
La surjectivité se démontre en décomposant de la méme facon ! A vous !
Donc ¢ est bijective. Donc E, F' sont isomorphes.

(=) S’ils ont isomorphes, disons par un isomorphisme ¢, et si (e1,...e,) est une base de F, alors (p(e1),...,p(en)) est
une base de F, donc  dim(E) = n = dim(F).

O

3.3 PROPRIETES DE LA DIMENSION

Soit F = {u1,...,up} une famille de vecteurs de E. Le de F, noté rg(F') est défini par
rg(F) = dim Vect {uq, ..., up}

C’est aussi le cardinal d’une sous-famille libre maximale de F.

Rang et dimension

La dimension de E est donc le rang de toute famille génératrice de F.
De plus, si on prend une famille quelconque de E, alorsson rang sera inférieur a la dimension de E, puisque la famille
ne peut pas engendrer un espace 'plus grand' que F.

Proposition 14 : Dimension d’un sous-espace vectoriel )
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Si F' un sous-espace vectoriel de E, alors F' est de dimension finie et[ dim F < dim F j .
De plus,[ dimF =dimF <= F=F j
L J
A ATTENTION  Deux espaces vectoriels de méme dimension ne sont pas égaux en général !
L’équivalence "dim F' =dim £ <= F = E" n’est pas vraie en général ! On doit avoir F C E' !
Preuve. Soit C' = {Card(L) | £ une famille libre de F'}. C’est une partie de N. Les familles libres de F' sont des

familles libres de F, donc C' est majorée par dim E et donc admet un plus grand élément. Notons le m < n.

Soit L, une famille libre de F' de cardinal m. Par définition de m, pour tout f € F, L, U{f} est liée. Donc L,, est libre
maximale et ¢’est une base de F'. On a donc dim FF=m < n =dim E.

Si m = n, alors la base exhibée est une base de F et donc F' = E. [
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Montrer 1’égalité entre deux sous-espaces vectoriels de F

Ancienne méthode Montrer une double inclusion : FF C G et G C F ( cas général en dimension infinie, ou pour
des ensembles quelconque sans structure).

Nouvelle méthode Si F est de dimension finie, montrer que FF C G et dim F = dim G (ou dim F' > dim G suffit)

Proposition 15 : Dimension d’un espace vectoriel produit

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors E x F est de dimension finie et [ dim(E x F) =dim F + dim F’ j .

Preuve. On exhibe une base de F x F' en prenant une base de E et une base de F. A vous ! [

A ATTENTION  On ne parle jamais de dim(E U F) puisque E U F n’est pas un espace vectoriel en général ! Donc
cela n’a pas de sens !

Proposition 16 : Formule de Grassmann A
Soit E un K-espace vectoriel, et F,G deur sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Alors F + G est de
dimension finie et
[ dimF+G=dimF +dmG —dimFNG . ]
Donc si F' et G sont supplémentaires, alors dimF &G =dim F +dim G .
L J
Preuve. L’idée générale est qu'une partie de F' et G peut étre commune. On ’a notée en théorie des ensembles

FNG. Donc quand on compte "le nombre de dimensions dans F'" + "le nombre de dimensions dans G, on compte deux fois
"les dimensions dans F'N G". 11 faut donc les enlever une fois.

Supposons que dim F' = p, dim G = ¢ et dim F NG = r < min(p, q).

Considérons une base {ai,...,a,} de FNG. Puisque la famille {a1,...,a,} est libre de F et de G, on peut la compléter en
une base de F' et aussi en une base de G. Allons y !
On obtient :

o une base de F du type {a1,...,ar, fr41s---, fp}s o une base de G du type {a1,...,ar, Gr41,---,9¢}

Or tout vecteur de F' + G s’écrit comme somme d’un vecteur de F', et d’un vecteur de G et donc il est de la forme

T =Aay+ -+ At + A1 frrr o+ A fp
+ e+ Qe+ frp1grer + 0+ ey s

c’est-a-dire, en posant v; = \; + p;, pour ¢ =1,...,7
z=viar + -+ vpar + A1 frgr oo+ A fp A+ e 1Grgr o+ g9 -

Par conséquent, la famille {a1,...,ar, fr41,.--, fp,gr+1,...,94} engendre F' + G. Montrons qu’elle est libre. Soit une
combinaison linéaire nulle

viay + o+ Vel + A1 fror o A fp e r1Gri1 0 + lgge = 0 (%)
=: z€FNG =: yeF =: ze@G

Onax+y+z2z=0,doncz=—(z+y). Orz€ Getx+y € F, donc z € FNG. Par conséquent, z peut s’écrire comme
combinaison linéaire des a;

Hr41Gr+1 + -+ fgGq = p101 + -+ + pray

Mais {a1,...,0r, gr+1,---,gq} est une base de G, donc tous les coefficients de cette combinaison linéaire doivent étre nuls.
En particulier, pt,41 =0,..., 1y =0.
De méme, Ary1 =0,...,A, =0. Donc (x) devient

V1a1+---+VTaT:0.
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Or la famille {ay,...,a,} est libre, donc 4 =0, ...,v, = 0. Ainsin tous les coefficients dans (*) sont nuls et donc la famille
{a1,.. . ar, fr41,- -, fpr Grt1, .- ., gq} est libre et c’est une base de F'+ G. On en déduit que

dim (F+G)=r+(p-r)+(@-r)=p+q—r
=dim F +dim G — dim (FF N G)

Exemple 35
Comparons

Prenons z € (Fy N Fy) + (F1 N F3). On a alors © = ys + y3, avec yo € Fy N Fy et y3 € Fy N F3. Donc x € Fy comme
combinaison linéaire d’éléments de F; et © € Fy + F3 par définition de la somme de deux sous-espaces vectoriels.
Donc F; N (FQ + Fg) D FiNFy+ FyNFs.

L’autre inclusion n’est pas vraie en général. Prenons par exemple,

Fy = Vect ((1,0)),  F»=Vect ((0,1)),  Fs3 = Vect((1,1)), dans R*.

Alors F] n (F2 + Fg) == F] et (F] N FQ) + (F] ﬁF3) == {OE} .

Exemple 36
Montrons que
B B a 2a+b _ _ a 3a+b
pefacsmfas (4 20w onfacmm|an (4 )
sont supplémentaires dans My (R).
On a immédiatement une base de F', notée {A;, A2} avec Ay = (1) 7? > Ay = 7(1] (1) > et

0 -2 -1 1
11 suffit alors de montrer que la famille {A;, Ao, By, Bo} est libre, et pour des raisons de dimension, ¢’est une base de

My(R).

une base de G, notée {By, Ba} avec By = ( 1 3 ) By = ( 0 1 )

Exemple 37
Avec ces résultats, on peut obtenir rapidement la dimension de A, (R).
En effet, On sait que M, (R) = A,(R) & S,,(R), donc

dim A, (R) = dim M,,(R) — dim S,,(R) = n? — n(n+1)  n(n—1) .

2 2
En dimension finie, il y a toujours un supplémentaire !
En effet, comme E, F' est de dimension finie, et F' # {Og}, alors F' possede une base (fi,..., fp) que nous pouvons
compléter en une base (fi,..., fp,€pt1,...,€n) de E d’apres le théoréme de la base incompléte.
Posons alors G = Vect (ép41, - .., €5). Il découle de nos théorémes précédents que E =F + G et que F et G sont

en somme directe.
En outre, d’apres la formule de Grassman, dim G = dim E — dim F', et en fait, tous les supplémentaires de F' dans F
ont tous la méme dimension.

En pratique, en dimension finie

Les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires dans E si et seulement si deux seulement de ces trois
assertions sont vérifiées :

O dmF +dimG =dimE, (i) FnG={0z}, (ii)F+G=E.
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