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Prefacio

Este € um livro em que eu gostaria de ter estudado.
Quando cursei minhas disciplinas de Estatistica, passei por
professores que ndo se comunicavam comigo, que nao me
ensinavam a relevancia dos temas em estudo. Os livros que eles
adotavam, na época, eram crivados de formulas e suas
deducdes. Eu era muito bom em Matematica, estudava Célculo
com prazer verdadeiro, por isso ndo me era dificil ser aprovado
nas disciplinas de Estatistica. Mas ndo era um estudo prazeroso,
pois eu percebia que havia diferenca entre a Matematica, que
era uma linguagem, e a Estatistica, que era uma ferramenta —
sobretudo para um engenheiro. Eu queria usar a ferramenta
guando fosse profissional, queria saber interpretar os resultados
das andlises. Mas sabia mesmo era deduzir as férmulas. Com
este histérico pessoal, cabe entédo explicar por que motivos eu
acabei me tornando um professor da area. Mas os motivos nao
sdo nobres: fui convidado para lecionar nesta area e tive que
aceitar por sobrevivéncia. No entanto, figuei com muita vontade
de lecionar de modo diferente e fui investigar.

As autoras me redimem. Elas construiram um livro leve,
despretensioso, sem ranco intelectual académico, diminuindo a
distancia entre autor e leitor. Correm o risco de ter construido um
material didatico tdo acessivel, que os estudantes poderao até

faltar as aulas, como brincou um deles.



Ja de inicio, cuidam de recuperar conceitos basicos
pertencentes a um volume anterior, coisa que, por pura preguica,
a vezes se deixa de lado. Os Exercicios Complementares vém
com Respostas. Boa ideia. As Distribuicbes Amostrais sao
apresentadas com pouca matematica e, quando isso acontece,
logo estampam um exemplo numérico. Assim, as férmulas
assustam menos quem nao € amigo da Matematica. Ao final de
cada tema ha um Quadro Resumo. Boa ideia. As figuras
ilustrativas sdo bastante presentes — deixando o texto menos
sélido. Os Intervalos de Confianca sdo apresentados, logo a
seguir, tendo o cuidado de conecta-los com um problema real:
para isso eles existem — para resolver problemas reais. E
aproveitam para ajudar a responder uma famosa e recorrente
pergunta de clientes das assessorias estatisticas: “Que tamanho
de amostra eu devo usar?”. Ao final dos exemplos ha um
destaque para a interpretacdo. Boa ideia. Ai, as autoras entram
na Teoria da Decisdo, onde “deitam e rolam”, para usar uma
linguagem pouco académica, mas dentro do espirito de
comunicacédo do livro. Esse capitulo € importante. Elas sabem
gue usamos Estatistica para tomar decisfes. Afinal, a palavra
vem de Estado — o Estado fazia censos e estatisticas para tomar
decisGes administrativas mais eficientes. Elas vdo seguindo o
programa estabelecido pela Academia, mas sem descuidar de
ligh-lo a realidade. E mostram exemplos didaticamente
apresentados. Quase como mastigados. Depois, sdo estudados

os temas de duas amostras, desvio-padréo e variancia, como



complementos necessarios do contetudo anterior. As técnicas
seguintes sdo a Analise de Regressdo e a de Correlacao,
ferramentas basicas indispensaveis. A didatica é sempre
preponderante.

E como se o recado geral fosse: Estudantes: percam o
medo da Estatistica! A ferramenta é muito Gtil para vocés.

Definitivamente, eu gostaria de ter estudado neste livro.
Talvez eu tivesse comecado a pensar estatisticamente mais

cedo... E compreendido a vida melhor...

Dr. Tabajara Lucas de Almeida



1 Introducéo a Estatistica Inferencial

A Estatistica Inferencial € um conjunto de técnicas que
obtém informacdes sobre uma populacéo, a partir de resultados
observados numa amostra. Como as amostras sao formadas por
apenas alguns elementos da populacéo, ha incertezas com relagao
as conclusdes a que podemos chegar sobre as caracteristicas de
uma populacéo através da analise da amostra. Por exemplo, se
cinco estudantes de uma turma obtém as seguintes notas numa
avaliacdo: 8, 9, 6, 7, 9, é possivel, através da estatistica descritiva,
resumir esta informacado. Portanto, podemos afirmar que a média
das notas destes cinco estudantes é 7,8, mas ndo podemos
concluir que a média de toda a turma € 7,8. A analise de amostras
com a finalidade de inferir sobre a populagéo exige generalizagbes
gue vao além dos dados coletados.

Para que possamos inferir sobre a populacdo com base
na amostra, sdo necessarios cuidados especiais na selecao
desta. Além disso, quando coletamos uma amostra, as medidas
estatisticas obtidas ndo sédo exatamente iguais aos parametros
populacionais, devido a variabilidade amostral. Portanto, a
probabilidade e a amostragem estéo estritamente relacionadas
e juntas formam os fundamentos da teoria da inferéncia.

Antes de iniciarmos o estudo da estatistica inferencial,
vamos rever alguns conceitos basicos e os principais tipos de

amostragem.



1.1 Conceitos basicos

Populagdo: € um conjunto de individuos ou objetos que
apresentam pelo menos uma caracteristica em comum.

Exemplo: Uma pesquisa pretende analisar a opinido dos
estudantes de uma universidade com relagdo a mudanca do
sistema de avaliagédo da aprendizagem. Neste caso, pertencem
a populacédo todos os estudantes matriculados na instituicao.

Uma populacdo pode ser infinita, como o nimero de
vezes que se pode lancar uma moeda, ou finita, como o numero
de alunos de uma escola. Em algumas situacdes a populacao é
tdo grande que pode ser tratada como infinita, como por
exemplo, numero de peixes de determinada espécie, alunos da
rede publica de ensino basico.

Amostra: parte da populagio com as mesmas
caracteristicas. O objetivo de selecionar uma amostra € obter
conclusbes que possam ser generalizadas para a populacéo, isto
€, possam ser inferidas.

Exemplo: para uma pesquisa sobre a opinido dos
estudantes da universidade com relagcdo a mudanca no processo
de aprendizagem, foram selecionados 200 estudantes para
compor a amostra.

Parametro: € uma descricio numérica de uma
caracteristica da populacao.

Exemplo: um professor calcula a média das notas obtidas

pelos estudantes da turma A. Se considerarmos a turma A como



a populacéo a ser considerada, a média obtida € um parametro
populacional.

Estimador ou estatistica amostral: € uma descricao
numeérica de uma caracteristica da amostra, que sera usada no
processo de estimacao de um parametro populacional.

Exemplo: um professor seleciona 10 estudantes entre os
50 estudantes da Turma A e calcula a média das notas destes
estudantes. Como essa medida foi calculada com base em uma
amostra, é considerada um estimador ou estatistica amostral.

Erro amostral: é o erro que ocorre justamente pelo uso
da amostra. Ele representa a diferenca entre o resultado
amostral e o verdadeiro resultado da populacéo. O erro amostral
ocorre devido as variagcdes amostrais.

Exemplo: a média da turma A é 8,5 e a média da
amostra com os dez estudantes € 7,8. O erro amostral é a
diferenca entre o parametro populacional e a média amostral
(8,5-7,8), ou seja, 0,7.

Amostragem: € o processo que estuda as caracteristicas
de uma populacdo através de uma amostra. A finalidade da
amostragem é obter uma indicacdo do valor de um ou mais
parametros de uma populagéo, tais como a meédia, o desvio-
padrao e proporc¢do. Os estimadores que correspondem a esses
parametros populacionais sdo usados para aproximar os valores
desconhecidos daqueles parametros. Assim € que a média
amostral é usada para estimar a média populacional, o desvio-

padrdo amostral € usado para estimar o desvio-padrao



populacional...
A partir de agora passaremos a fazer distingdo entre
parametros populacionais e estimadores. Para tal adotaremos a

notacédo do Quadro 1.1.

Quadro 1.1 — Notacao para os parametros populacionais e estimadores

Medidas estatisticas | Parametros populacionais Estimadores
Média [ X
Desvio-padrao o) S
Variancia o2 g2
Proporc¢des p 9]




2 Métodos de amostragem

Na maioria dos problemas de inferéncia estatistica, é
impossivel ou impraticavel observar a populagéo inteira. Logo,
dependemos de uma amostra de observagfes da populagéo para
ajudar a tomar decisdes acerca da populacdo. Para que nossas
inferéncias sejam validas, a amostra tem que ser representativa da
populacao.

Existem dois tipos de métodos de amostragem!: os
métodos nao-probabilisticos e os probabilisticos. Nos métodos
nao-probabilisticos, os elementos da populacdo ndo possuem a
mesma probabilidade de compor a amostra. Nesse caso, 0s
resultados obtidos na amostra ndo podem ser generalizados para
a populacdo e muitos métodos estatisticos ndo podem ser
aplicados. Os métodos probabilisticos exigem que cada elemento
ou individuo da populacdo possua uma probabilidade conhecida
(ndo-nula) de ser selecionado para compor a amostra. Dessa
forma, os resultados obtidos na amostra podem ser inferidos para

a populacao.

2.1. Métodos de amostragem probabilisticos

Dentre os métodos de amostragem probabilisticos,

podemos citar a amostragem aleatéria simples, amostragem

1 Ver video sobre este e outros conceitos do livro no canal de Suzi Sama no Youtube.
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sistematica, amostragem estratificada e amostragem por
agrupamento ou conglomerados.

Na amostragem aleatdria simples (AAS), todos os
elementos da populacdo tém a mesma probabilidade de serem
selecionados para compor a amostra. Ela pode ser selecionada
por sorteio, ou quando a populagcdo for muito grande os
elementos podem ser numerados e em seguida sorteados
através de uma tabela de numeros aleatorios. Atualmente é
possivel tomar uma amostra com numeros aleatorios gerados
por meio de calculadoras estatisticas ou computadores.

Exemplo 1: O professor deseja selecionar cinco estudantes
para apresentar o trabalho realizado. Escreve o0 nhome dos 30
estudantes em pedacos de papel e seleciona os estudantes por
sorteio.

Exemplo 2: O dono de uma rede de academias de
ginastica deseja fazer uma pesquisa de satisfacdo entre seus
clientes. A amostra serd composta por 50 clientes. Como a rede
de academias tem 3000 clientes, fica inviavel colocar o nome de
cada cliente em um pedaco de papel e fazer o sorteio. Como 0s
clientes estdo organizados por numeros, o proprietario utiliza um
computador e gera 50 numeros aleatoriamente de 1 a 3000. Os
clientes com o nimero gerado pelo computador irdo compor a
amostra.

A amostragem sistematica é utilizada quando a
populacdo apresenta-se organizada segundo algum critério, de

modo tal que cada um de seus elementos possa ser unicamente
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identificado pela posicdo (p. ex., fichas, lista telefonica). Nesse
método de amostragem supde-se que a distribuicdo dos
elementos da populacdo, em uma lista, é aleatoria. Nesse caso,
a amostragem é realizada por intervalos fixos. Seleciona-se,
aleatoriamente, o primeiro elemento que deve estar entre 1 e 0
fator de sistematizacdo, depois escolhem-se os membros da
amostra a intervalos regulares. O fator de sistematizacdo é
obtido através da divisdo do numero de elementos da populacao

(N) pelo numero de elementos da amostra (n):
. .~ N
fator de sistematizagdo= o

O fator de sistematizacdo é arredondado para o numero
inteiro mais proximo.

Exemplo: se uma amostra sistemética com 30 elementos
for selecionada de uma populacédo de 600 individuos, o fator de
sistematizacdo serda de 600/30 = 20. Um numero entre 1 e 20
sera escolhido aleatoriamente entre os primeiros individuos da
populacdo. Suponha que tenha sido escolhido o numero 7. O
sétimo elemento serd o primeiro elemento da amostra; as
selecbes subsequentes serdo 27, 47, 67, 87, ... , 567 e 587.

A amostragem estratificada é indicada quando a
populacdo encontra-se dividida em grupos distintos (populacéo
heterogénea). Dependendo dos objetivos do estudo, a
populacdo serd dividida em dois ou mais subgrupos,
denominados estratos, que compartiiham uma caracteristica

comum, como sexo, grau de instrucdo e classe social. Depois
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gue uma populacdo € dividida em estratos apropriados,
podemos fazer uma amostra aleatoria simples em cada estrato.
Os resultados da amostragem podem entdo ser ponderados e
combinados em estimativas apropriadas da populacdo. Com a
estratificacdo obtemos estratos homogéneos internamente e
heterogéneos em relagéo aos outros estratos. Nessa situacao, a
estratificagdo gera amostras mais representativas da populagao.

O numero de elementos de cada estrato que constituirdo
a amostra é calculado com base em duas informacdes: (1) o
tamanho que deve ter a amostra total e (2) como a amostra total
deve ser alocada entre os estratos. As amostras dentro de cada
estrato podem ser proporcionais ou desproporcionais ao
tamanho do estrato em relacdo a populacéao.

Exemplo: uma comunidade universitaria € formada por
8000 individuos, entre professores, estudantes e funcionarios.
Na Tabela 2.1 é apresentado o numero de individuos em cada
um destes estratos, proporcional ao seu numero na populacéo,

considerando uma amostra com 5% dos elementos da

populacao.
Tabela 2.1 — Amostragem estratificada
Estratos Populacéo Amostra
Professores 800 40
Funcionarios 1200 60
Estudantes 6000 300
Total 8000 400
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Na amostragem por agrupamento ou conglomerado,
os elementos da populagéo sao divididos em grupos, de forma
gue cada grupo seja representativo da populacdo total. Uma
amostra aleatoria simples dos grupos € entdo obtida, e todos os
elementos dentro de cada grupo sao analisados. Podemos citar
como agrupamentos agéncias, quarteirdes, edificios ou bairros.
A amostragem por agrupamentos resulta em economia de custo,
particularmente se a populacdo estiver dispersa por uma
extensa area geografica, pois em um agrupamento muitas
observacbes da amostra podem ser obtidas em tempo
relativamente curto, o que possibilita obter um tamanho de
amostra maior com um custo total significativamente mais baixo.

Exemplo: Um grupo de nutricionistas investiga a
desnutricdo dos estudantes nas escolas publicas de um
municipio. Para delinear a amostragem foi feito um levantamento
de todas as escolas publicas do municipio, onde cada escola é
considerada um grupo que néo difere entre si em relacéo ao que
se pretende medir, neste caso a desnutricdo. Na sequéncia
foram sorteadas aleatoriamente algumas escolas
(conglomerado) e todos os estudantes de cada escola

participaram da pesquisa.
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Quadro 2.1 - Resumo dos métodos de amostragem probabilistica
Tipo Descricao
Aleatoria  |A selecdo pode ser feita por uma lista aleatéria de
simples elementos, por sorteio ou por nimeros gerados por um
computador.

Populacdo organizada sob algum critério. Comeca

com um inicio aleatério e depois a amostragem €
realizada por intervalos fixos.

Sistematica

A populacado é dividida em estratos homogéneos e
sdo selecionadas amostras aleatérias de cada
estrato.

Estratificada

A populagéo € dividida em se¢fes ou grupos e uma
Agrupamento |amostra aleatéria dos grupos é obtida. Todos os
elementos de cada grupo séo analisados.

2.2. Métodos de amostragem nédo-probabilisticos

Dentre o0s métodos de amostragem néo-
probabilisticos, podemos citar a amostragem por conveniéncia,
por julgamento ou por quotas.

Na amostragem por conveniéncia, 0s elementos ou
individuos séo selecionados com base na sua semelhanca
presumida com a populagéo e na sua disponibilidade imediata.
Frequentemente sé&o entrevistados clientes de estabelecimentos
comerciais, possibilitando ao pesquisador fazer contato com
grande numero de pessoas em curtos periodos de tempo e a
baixo custo. Portanto, a amostragem por conveniéncia tem a
vantagem de ser rapida e barata pela facil selecdo da amostra e

coleta dos dados, no entanto é dificil avaliar quéo representativa

22



da populacéo é essa amostragem.

Exemplo 1: Um programa de televisdo libera um namero
de telefone para que os telespectadores possam ligar e dar sua
opinido sobre determinado assunto.

Exemplo 2: Um repérter de TV faz entrevistas na rua.

Na amostragem por julgamento, a pessoa mais
conhecedora do assunto a ser pesquisado escolhe
intencionalmente os individuos ou elementos que ela considera
representativos da populagcdo para comporem a amostra. Com
frequéncia este € um modo relativamente facil de selecionar uma
amostra. No entanto, a qualidade dos resultados da amostra
depende do julgamento da pessoa que faz a selecao.

Exemplo 1. Em estudos sobre o assédio sexual no
trabalho, o pesquisador pode entrevistar apenas aqueles que
sofreram assédio sexual no trabalho e/ou pessoas que
trabalham e desenvolvem pesquisas sobre este assunto.

Exemplo 2: Antes de lancar um novo produto no
mercado, algumas empresas o testam entre seus funcionarios.
Isso porgque acredita-se que os funcionarios terdo reacfes mais
favoraveis em relacao ao novo produto do que o publico. Dessa
forma, se o produto ndo passar por esse grupo, nao tem
perspectiva de sucesso no mercado em geral.

Na amostragem por quotas, o pesquisador procura
obter uma amostra que seja similar a populacdo sob
determinado(s) aspecto(s) ou dimenséo(bes) considerando as

caracteristicas da populacdo, como sexo, idade, classe social,

23



entre outras. A amostra deve possuir proporcdes similares de
pessoas com as mesmas caracteristicas na populacdo. Se
acreditarmos que a resposta a uma pergunta pode variar
dependendo do sexo da pessoa, entdo devemos buscar respostas
proporcionais de homens e mulheres. Podemos achar também que
as pessoas da classe média tém opinido diferente das pessoas
da classe baixa sobre determinado assunto, entdo isso seria um
outro aspecto a ser considerado na coleta da amostra. Portanto,
podemos pedir ao entrevistador para encontrar pessoas da
classe média, sexo feminino e de determinada faixa etaria.

Exemplo: Pesquisas de opinido e de marketing.

Quadro 2.2 — Resumo dos métodos de amostragem nao-
probabilistica

Tipo Descrigao
Conveniéncia | Os elementos sao selecionados com base na sua

semelhanga presumida com a populag¢éo e na sua
disponibilidade imediata.

Julgamento Pesquisador usa o seu julgamento para escolher
intencionalmente os individuos ou elementos que
ele considera representativos da populacao.
Quotas O pesquisador entrevista um namero predefinido de
pessoas segundo determinados aspectos.
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Exercicios complementares

1) Faca a distincdo entre parametro populacional e

estatistica amostral.

2) Defina populacao e amostra.

3) Para cada uma das situacdes a seguir, explique se a
amostra selecionada é representativa da populacéo indicada:

a) Foi selecionada, aleatoriamente, uma amostra de
estudantes entre os que estavam na biblioteca durante a tarde
de segunda-feira. A pesquisa tinha como finalidade verificar a
opinido dos estudantes da universidade com relacéo a qualidade
dos servigos prestados por sua biblioteca.

b) Com o objetivo de avaliar o servico de coleta do lixo
residencial de determinada cidade, pesquisadores entrevistaram
seus moradores. Como a cidade esta dividida em bairros, foram
selecionados aleatoriamente alguns quarteirbes de cada bairro
e 0s moradores de todas as casas de cada quarteirdo

participaram da pesquisa.

4) Indique o tipo de amostragem mais adequado em cada
caso:

a) Tendo em vista a impossibilidade de todos os estudantes
apresentarem seus trabalhos para a turma, o professor decidiu

selecionar cinco estudantes para fazerem a apresentagéo.
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b) O proprietario de uma rede de academias de ginastica
deseja fazer uma pesquisa de satisfagdo com seus clientes. A
rede tem 3000 clientes cadastrados em fichas numeradas em
ordem crescente.

c) Uma empresa de TV a cabo pretende averiguar o
interesse dos moradores de uma cidade em adquirir seus
servicos. Tendo em vista a impossibilidade de atender,
inicialmente, toda a cidade, a empresa pretende levantar
informacBes para verificar quais 0s bairros em que o

investimento inicial sera recuperado mais rapidamente.

5) Elabore um exemplo para um tipo de amostragem
probabilistica. Primeiro, descreva o objetivo da pesquisa. Com
base nesta informacéo, defina a populacdo. Escolha o tipo de
amostragem (estratificada, conglomerados, julgamento,...).

Justifique sua escolha.

Respostas

1. Parametro populacional é uma descricdo numérica de
uma caracteristica da populagcdo. Estatistica amostral € uma
descricdo numerica de uma caracteristica da amostra.

2. Populacédo é todo conjunto de individuos, objetos ou
produtos que apresentam, pelo menos, uma caracteristica em
comum. Amostra € um subconjunto da populacdo que preserva

as mesmas caracteristicas observadas na populagao.
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3. a) Nao, pois foram entrevistados apenas os estudantes
que frequentaram a biblioteca na segunda-feira a tarde.

b) Sim.

4.a) amostragem aleatoria simples;

b) amostragem sistematica;

Cc) amostragem por conglomerados.

5. Sugestao de resposta: Objetivo da pesquisa: verificar a

opinido dos estudantes de graduacdo de uma universidade com
relacdo ao processo de avaliacdo da aprendizagem. Populacao:
estudantes regularmente matriculados em cursos de graduacao
da instituicdo. Tipo de amostragem: Tendo em vista que a

universidade possui um cadastro de todos os estudantes
organizados ordenadamente por niumero de matricula e curso,
sugerimos amostragem estratificada, sendo 0s cursos o0s

estratos.
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3 Distribuicao amostral

Na Estatistica Descritiva estudamos medidas estatisticas
como média e desvio-padréo que caracterizam uma amostra e
cujos valores variam de uma amostra a outra. No estudo de
probabilidade estudamos os principais modelos de distribuicéo de
probabilidade, como binomial e normal. Neste capitulo, juntam-se
as medidas estatisticas e as distribuicbes de probabilidade, dando
origem as distribuicdes amostrais. O conhecimento dessas
distribuicbes é a base para aplicar as técnicas de inferéncia
estatistica que posteriormente estudaremos.

Se a selecdo de todas as amostras possiveis de uma
populacdo fosse efetivamente realizada, a distribuicdo destas
estatisticas seria chamada de distribuicdo amostral. Considere
todas as amostras possiveis de tamanho n, retiradas de uma
populacao de tamanho N. Se para cada amostra, calcularmos uma
estatistica amostral (ea), como, por exemplo, a média ou desvio-
padrdo, obteremos uma distribuicdo desses resultados

denominada distribuicdo amostral.

\

n, == ea

o

(T

O

c_g nm= ea, p Distribuig&o

o

(@]

o amostral
Nk =) eax J
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Na pratica, uma uUnica amostra € selecionada,
aleatoriamente, a partir da populacdo. No entanto, é importante
conhecer as caracteristicas da distribuicdo amostral desta
estatistica para poder utiliza-la na estimacdo do parametro da
populacdo. Conhecendo a distribuicdo amostral de determinada

estatistica, pode-se fazer inferéncias sobre a populagéo.

Uma distribuicdo amostral de uma estatistica € a
distribuicdo de todos os valores da estatistica quando todas as
amostras possiveis de mesmo tamanho n séo extraidas da

mesma populacao.

Para auxiliar na compreenséao do conceito de distribuicéo
amostral, apresentamos, a seguir, a distribuicdo amostral de

médias.

3.1 Distribuicdo amostral de médias

7

Distribuicdo amostral de médias € a distribuicdo de

probabilidade de todos os valores possiveis da média amostral.

\

n: ==p) )?l
18 _ Distribuicdo amostral
O n, mm) X
o 2> das médias
>
o
o
o _
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Exemplo: Dada uma populagcédo de tamanho N = 4, cujos
elementos sdo os numeros 3, 7, 11 e 15. A Figura 3.1 apresenta
a distribuicdo dessa populagéo.

2

o 4 I I I I
3 7 11 15

Valores da populagao

Freq. Simples
[

Figura 3.1 — Histograma da populacao

A média populacional e o desvio-padréo populacional sdo
determinados pelas seguintes formulas:

> X > (-nf

h=TN VTR

No nosso exemplo:

_3+7+11+15
4

9

o \/(3_9)2+(7_9)2+(11_9)2+(15_9)2 a7

4

Portanto, esta populacéo apresenta média populacional p

= 9 e desvio-padréo populacional c=4,47.
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Vamos retirar todas as amostras possiveis de tamanho 2
desta populacdo para ilustrar que amostras diferentes sao
possiveis e que estas geram uma variedade de valores para as
estatisticas da amostra, neste caso a média amostral.

Primeiramente, construiremos uma distribuicdo amostral
de médias de todas as amostras possiveis de tamanho n = 2,
com reposicao, isto é, cada valor selecionado é recolocado
antes que a proxima selecéao seja feita.

Escreva os numeros da populacdo em quatro pedacos de
papel. Coloque-os em uma caixa. Para selecionar a primeira
amostra, escolha ao acaso um pedaco de papel, anote o numero
e o0 devolva para a caixa. A seguir selecione outro pedaco de
papel. Estes dois ndmeros irdo compor a primeira amostra.
Repita este procedimento sucessivamente até obter todas as
amostras possiveis.

Representacdo da populacéo e sua distribuicdo amostral

de médias:

- ™
n=3e3 mmp X,=3
n=3e5 mmp X,=4 Distribuigao amostral
_ } de médias
-
ng=15e 15 mp X, = 15
o
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O Quadro 3.1 apresenta todas as amostras possiveis de
tamanho n = 2, com reposi¢ao, retiradas da populacdo de
tamanho N = 4 formada pelos elementos 3, 7, 11 e 15.

Quadro 3.1 — Amostras com reposigao.

Amostra Elementos da amostra | Média da amostra X
1 3,3 3
2 3,7 5
3 3,11 7
4 3,15 9
5 7,3 5
6 7,7 7
7 7,11 9
8 7,15 11
9 11,3 7
10 11,7 9
11 11,11 11
12 11,15 13
13 15,3 9
14 15,7 11
15 15,11 13
16 15,15 15

O numero de amostras possiveis de tamanho n de uma
populacdo de tamanho N, com reposic¢ao, pode ser obtido por:
N" Neste exemplo temos 42 = 16 amostras possiveis.

A seguir apresenta-se a distribuicdo de frequéncia das
médias amostrais e o histograma de frequéncia dessa distribui¢cao

— Figura 3.2.
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Distribuicdo de frequéncia da distribuicdo
amostral de médias

Médias Frequéncia simples

3 1

5

7

9

11

13

RN W R WDN

15

Total 16

Freq. Simples

(98]

I~

Média das amostras

Figura 3.2 — Histograma de frequéncia simples para amostras com

reposicao.

Como diferentes amostras aleatdrias resultam em uma

variedade de valores para a média da amostra, estamos em
geral interessados na média de todas as médias amostrais que
podem ser geradas pelas varias amostras aleatérias simples.
Esta média é denominada de média das médias amostrais e

simbolizada por py .
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A média das médias do exemplo acima é:

3x1+5x2+ 7x3+ 9x4 +11x3 +13x2 +15x1 144
X 16 " 16

A média da distribuicdo amostral de médias, nuz =9, é

9

igual a média da populacdo. A média amostral, em geral, varia de
uma amostra para outra, dependendo dos elementos da populacéo
gue compdem a amostra. Esta medida de variabilidade da média,
de amostra para amostra, € expressa pelo desvio-padrao das

médias amostrais.

oo :\/ Z:\Izl(ii —Hx )2

namero de amostras

=316

cx=J(3‘9)2+(5‘9)2*'“+(13‘9)2+(15‘9)2
16

O desvio-padrdo das médias amostrais € menor que o
desvio-padrdo populacional. Isto se justifica pelo fato de que as
médias amostrais sdo0 menos variaveis que os elementos da
populacdo. Uma populacdo pode ter valores muito grandes e
muito pequenos. Quando se calcula a média de uma amostra,
mesmo que esta contenha algum valor extremo, este sera
diluido entre os valores dos outros elementos da amostra, o que
reduz sua influéncia no calculo da média. Quanto maior o
namero de elementos da amostra, menor serd a variabilidade
das médias amostrais, pois mais diluidos estardo os valores

extremos da populagédo. Portanto, a quantidade de dispersao
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na distribuicdo amostral depende da dispersdo da
populacao e do tamanho da amostra.

Na pratica, é inviavel extrair todas as amostras possiveis
de uma populacéo. Para determinar o desvio-padrao das médias
amostrais usamos a seguinte relacdo entre o desvio-padréo

populacional e o tamanho da amostra:

O desvio-padrdo da distribuicdo amostral de médias, em
amostras com reposic¢ao, é igual ao desvio-padréo populacional
dividido pela raiz quadrada do tamanho da amostra:

G. = (e)
X \/ﬁ
No exemplo temos:
c 447
oy =——=——=316
“dn V2

Obs.: O desvio-padrao da distribuicdo amostral de médias
das amostras é frequentemente chamado de erro padrdo da
media.

Muitas pesquisas envolvem amostragem sem
reposi¢cao, de modo que a probabilidade de os elementos
restantes na populacao pertencerem a amostra € alterada. Se o
tamanho da amostra € pequeno em relagcéo ao da populacao, a

ndo-reposicdo do elemento examinado tera efeito desprezivel
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nas probabilidades dos elementos restantes, e a amostragem
sem reposicao ndo causara grandes dificuldades. Por outro lado,
se a amostra é relativamente grande, a probabilidade de os
elementos restantes na populacdo pertencerem a amostra é
alterada. Dessa forma, a questdo da reposicdo do elemento
examinado na populagdo, antes de se proceder a observacdo
seguinte, surge apenas em relacdo as populagdes finitas.

Para estudar o efeito da amostragem sem reposicao,
vamos repetir nosso exemplo com amostras de tamanho n =
2,sem reposigcdo. O Quadro 3.2 apresenta todas as amostras
2, sem reposicao, retiradas da

possiveis de tamanho n

populacdo de tamanho N = 4 formada pelos elementos 3, 7,

11 e 15.
Neste caso, o nimero de amostras possiveis é dado por:
N! 4!
T on(N-n)  21(4-2)
Quadro 3.2 — Amostras sem reposicao.
Amostra Elementos da amostra Média da amostra X
1 3,7 5
2 3,11 7
3 3,15 9
4 7,11 9
5 7,15 11
6 11,15 13

A seguir sdo apresenta-se a distribuicdo de frequéncia
das médias amostrais e 0 histograma de frequéncia dessa

distribuicdo — Figura 3.3.
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Distribuicao de frequéncia da distribuicéo
amostral de médias

Médias

Frequéncia simples

5

1

7

9

11

13

Total

o R, R[N R

Freq. Simples
=

0| I ‘ I I
1 2 3 4 5

Media das amostras

Figura 3.3 — Distribuicéo de frequéncia e histograma da distribui¢cdo
amostral de médias, amostragem sem reposi¢éo.

Analisando a distribuicdo de frequéncia das médias e o

histograma, podemos observar que a distribuicdo de médias das

amostras com e sem reposigéo tem mesmo centro, ou seja, Wk

= 9, mas nao apresentam a mesma variabilidade.

_ 5X1+7x1+9x2+11x1+13x1 _ 54 _

9

Ux

6 6
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o — \/ Z:\:Il(;(i : Mi)z

nimero de amostras

) :\/(5-9)2 +(7-9F +(9-9P +(9-9F +(11-0F +(13-9F _, o

Oy 6

O desvio-padréo da distribuicdo amostral de médias em
amostragem sem reposi¢ao € menor do que em amostragem com
reposicdo. Como as amostras sao realizadas sem reposicao, 0s
valores mais extremos da populagéo néo se repetem, o que gera
médias amostrais menos variaveis, resultando em menor
dispersdo. Isso pode ser verificado observando a tabela 3.1,
amostras com reposi¢cdo, em que a menor média € 3 e a maior é
15; j& na amostragem sem reposicao, tabela 3.2, a menor média
observada € 5 e a maior € 13.

Na pratica, para determinar o erro-padrdo da média
utilizando o desvio-padrdao da populacdo e o tamanho da
amostra, em amostragens sem reposicao, € necessario fazer um
ajuste no desvio-padrdo da distribuicdo amostral de médias,

denominado fator de correcao finita, e dado pela expressao:

N-n
N-1

O desvio-padrdo da distribuicdo amostral de meédias em
amostragens sem reposicao e populacdes finitas é dado por:

oo =2 N=n
* I UN-1
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O fator de correcéo finita é usado quando a amostra é
sem reposicado e a populacdo é finita. Quando o numero de
elementos da amostra for muito menor que o numero de
elementos da populacao (isto é, n < 5%N), o fator de correcéo
finita é insignificante e pode ser omitido, pois seu valor sera
muito préximo de 1 (um).

No nosso exemplo temos:

o .0 /N-n_4,47 /4-2_258
* ' VN-1 2 V412 7

Quadro 3.3 - Resumo da média e desvio-padrdo amostral

® A média das médias amostrais, para um tamanho amostral fixo,
¢ igual a média da populacdo: pg =p

® O desvio-padrao das médias amostrais, em amostras com

reposicao, é dado por: oy = o
’ . X = T
n

® O desvio-padrdo das médias amostrais, em amostras sem
o |N-n

_ﬁ' N1

Obs.: Quando n < 5%N, o fator de corre¢do finita €
insignificante.

reposicéo, é dado por: oy

3.2 Teorema Central do Limite

Além de saber como determinar a média e o desvio-
padrédo de uma distribuicdo amostral de médias, € necessario

conhecer a forma da distribuicAo amostral de médias. O
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Teorema Central do Limite envolve duas distribuicdes
diferentes: a distribuicdo da populagéo original e a distribuicdo
das médias amostrais.

Consideramos dois casos: um no qual se sabe que a
populacdo é distribuida normalmente e outro em que a
distribuicdo da populacdo € desconhecida ou ndo apresenta

distribuicdo normal.

® Se a populacdo original tem distribuicdo normal, a
distribuicAo amostral das médias extraidas da populacdo
também apresentara distribuicdo normal, para qualquer

tamanho de amostra.

® Se a populacdo € desconhecida ou ndo apresenta
distribuicdo normal, a distribuicdo amostral de médias pode
apresentar distribuicdo normal ou aproximadamente normal a
medida que o tamanho da amostra se torna maior.

Portanto, nem sempre € necessario conhecer a
distribuicdo de uma populacao para podermos fazer inferéncia
sobre ela a partir de dados amostrais. A Unica restricdo é que o
tamanho da amostra seja grande (n = 30).

A Figura 3.4 apresenta trés populacdes originais
diferentes. De cada uma destas populacdes foram extraidas
amostras de diferentes tamanhos. Observe que a medida que o
tamanho da amostra vai aumentando, as distribuicdes amostrais
de médias comecam a tomar a forma de sino, sendo que as
amostras de tamanho 30 apresentam distribuicbes

aproximadamente normais para as trés distribuicbes amostrais.
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Populagao uniforme

Populagdo normal

Populacéo exponencial

Populagao
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Distribuicao
amostral
para a média
n=2

N
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/
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A
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Figura 3.4 - llustracdo do Teorema Central do Limite relativa a diferentes
populacdes, para amostras de tamanho n=2, n=5 e n=30

3.3 Determinando probabilidades a partir

distribuicdo amostral da média

da

Muitos problemas podem ser resolvidos com o Teorema

Central do Limite. Lembre-se de que, se o tamanho da amostra

for igual ou maior que 30, ou se a populagéo for normalmente

distribuida, pode-se tratar a distribuicdo das meédias amostrais
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como se fosse uma distribuicdo normal com média py e desvio-
padréo oy

No estudo de distribuicdes de probabilidade continuas,
vimos como determinar a probabilidade de que uma variavel
aleatdria, de uma populacéo normalmente distribuida com média

1 e desvio-padrdo o, esteja em um dado intervalo de valores

populacionais. Para tal, transformamos a variavel aleatéria x na

variavel padronizada ou em um escore z pela seguinte formula:

X -
z=2"F
(e}

Da mesma forma, pode-se obter a probabilidade de que
uma média amostral esteja em um dado intervalo, transformando
a média amostral na variavel padronizada, z, pela seguinte

formula:

)_(- )_(' * -
z=2"EF ou z= “ . onde oy =—. N-n
Gy oy JnVN-1

Para compreender melhor a diferenca entre o calculo de
probabilidade da ocorréncia de um valor individual de uma
populacdo normalmente distribuida e a média de uma

distribuicdo amostral, vamos desenvolver o seguinte exemplo:

Exemplo 1: Uma maquina de empacotamento que
abastece pacotes de feijao apresenta distribuicdo normal com
meédia de 500g e desvio-padrdo de 22g. De acordo com as

normas de defesa do consumidor, os pacotes de feijdo nao
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podem ter peso inferior a 2% do estabelecido na embalagem.

a) Determine a probabilidade de um pacote selecionado
aleatoriamente ter peso inferior a 490g.

b) Determine a probabilidade de 20 pacotes selecionadas
aleatoriamente, com reposicao, terem peso medio inferior a 490g.

c) Considerando que, de acordo com as normas de
defesa do consumidor, os pacotes de feijao ndo podem ter peso
inferior a 2% do estabelecido na embalagem, como vocé
interpreta os resultados dos itens anteriores? O que € mais
indicado, selecionar um pacote ou uma amostra?

Solucéo do item a): Estamos com um valor individual,
x=490g, de uma populacdo normalmente distribuida com média
populacional p=500g e desvio-padrédo populacional c=22g.
Transformando o peso de 490g para a variavel padronizada, z,

correspondente, temos:

,_X-H _490-500 0,45 Uso da tabela z esta
o 22 no Anexo |
0,1736
0,3264
490 500 X 045 0 z

Na tabela da distribuicdo normal padrédo (Anexo Il), a area
entre o centro da curva e o valor de z = -0,45 € igual a 0,1736.
Como queremos determinar a P(x < 4909), basta subtrair a area
de 0,1736 de 0,5 (area correspondente a metade da curva).

Portanto, a probabilidade de selecionarmos aleatoriamente um
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pacote nessa populacdo e este ter menos que 490g € de
32,64%, ou seja, P(x < 490g) = 32,64% .

Solucéo do item b: Como neste caso estamos lidando
com a média de uma amostra de 20 pacotes, usaremos 0
teorema central do limite: como a populagdo original tem
distribuicdo normal, o teorema central do limite nos garante que
a distribuicdo das médias amostrais também apresentara

distribuicdo normal. Nesse caso, usaremos 0S parametros py; e
ox, que sdo calculados como:

22
Uy =pu=500 G, =
Jn J20

,_X-u_490-500 ..
Oy 4,92

Na tabela da distribuicdo normal padréo, a area entre o
centro da curva e o valor de z = — 2,03 é igual a 0,4788. Como
queremos determinar a P(X < 490g), basta subtrair 0,4788 de 0,5.
Portanto, a probabilidade de selecionarmos aleatoriamente uma
amostra de 20 pacotes nesta populacéo e ela ter média menor que
490g é de 2,12%.

04788
\ 0,021 \
0 z

490 500 X -2,03

P(X < 4909) = 212%
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Solucéo do item c: Ha& uma probabilidade de 32,64% de
um Unico pacote pesar menos que 490g e hd uma probabilidade
de 2,12% de 20 pacotes terem peso médio menor que 490g.
Portanto, a probabilidade de que a média de uma amostra esteja
distante da média populacional € menor do que a probabilidade
de que um unico valor individual venha a estar distante da média
populacional. Isto se deve ao fato de que as médias amostrais
apresentam menor variabilidade que o0s elementos da
populacdo. A selecdo da amostra € mais indicada para fazer o
controle do que a selecdo de um Uunico pacote. Como a
P(Xx <490g)=212%, muito baixa, ndo ha motivos de
preocupacao, pois é pouco provavel que o peso das embalagens
esteja fora do estabelecido pelas normas de defesa do

consumidor.

Exercicios resolvidos

1) Os 400 empregados de uma prestadora de servigcos
recebem em média R$800,00, com desvio-padrao de R$300,00.
Os salérios apresentam uma distribuicdo normal. Foi levantada
uma amostra com 35 empregados, sem reposi¢cao. Determinar:

a) a media e o desvio-padrao da distribuicdo amostral das
meédias;

b) qual a probabilidade de uma amostra de 35
empregados apresentar salario médio entre R$720,00 e
R$850,00;
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c) qual a probabilidade de uma amostra apresentar

salario médio maior ou igual a R$870,00.

Dados do exercicio:
A variavel “salario” apresenta distribuicdo normal, p=
R$800,00 e o = R$300,00

N =400, n = 35, sem reposicao.

Solucao do item a:
u; = n=R$800,00

c N—n:300 400_35:48,4984

" UN-1 35V 400-1

oy = 48,4984

Gx

Solug&o do item b: P(720 <X <850)="?
Padronizando a média amostral, X; =720 , temos:

_Kypx 720-800 _ o
oy 48,4984

Z

Logo, para x; = 720 o valor de z1 correspondente é -1,65

Padronizando a média amostral, X, =850 , temos:

_Xi-ux _850-800
oy 48,4984

Zp
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Logo, para X, =850 o valor de z2 correspondente é 1,03

0,3485

0.4505

720 800 850 ) -1.65 0 1,03 z

Interpretando os resultados: A probabilidade de
selecionar uma amostra de 35 empregados, sem reposi¢cao, com
salario médio entre R$720,00 e R$850,00, é de 79,9%.

Solug&o do item c: P(x=870)="?
P(x=870)="?
Padronizando a média amostral, X =870 , temos:

_Xypx _870-800

z
Y7 o, 484984

Para X =870 o valor de z correspondente é 1,44.

0,4251

0,0749

800 870 i 0 144 =
P(X>870)=P(z>144)=05-0,4251

P(X = 870)=0,0749
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Interpretando os resultados: A probabilidade de
selecionar uma amostra de 35 empregados, sem reposi¢éo, com
salario médio maior do que R$ 870,00, é de 7,49%.

2) Uma pesquisa realizada com a finalidade de analisar o
ndmero de horas por semana que os 12.000 estudantes
universitarios dedicam ao estudo acusou média de 7,3 horas e
desvio-padrao de 4,2 horas. O tempo de estudo ndo apresenta
distribuicdo normal. Selecionados aleatoriamente 45 estudantes,
determine:

a) a probabilidade de o tempo médio de estudo exceder 8
horas.

b) a probabilidade de o tempo médio de estudo ser igual

ou superior a 7 horas.

Solug&o do item a: P(x>8)="?
Padronizando a média amostral, Xx=8 , temos:
C X-pg  8-73

oy 06261

Z

112

Para X =8 o valor de z correspondente é 1,12.

0,3636

02,1314

73 8 0 112 z

P(x 2 8)=P(z 2112)=05-0,3686
P(x = 8)=01314
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Interpretando o resultado: A probabilidade de
selecionar uma amostra de 45 estudantes e o tempo médio de
estudo ser maior ou igual a 8 horas é de 13,14%.

Solug&o do item b: P(x27)="?
Padronizando a média amostral, X =7, temos:

=)_(1'HX _ 7'7,3 — 048

VA
1" 5, 06261

Para x =7 o valor de z correspondente é -0,48.

70 7.3 < 0,48 0 z

P(x 2 7)=P(z 2 -0,48)= 01844 + 05 = 0,6844

P(X = 7)=0,6844
Interpretando o resultado: A probabilidade de
selecionar uma amostra de 45 estudantes e o tempo médio de

estudo ser maior ou igual a 7 horas é de 68,44%.

Exercicios complementares

1) A vida média de baterias de uma certa marca € de 920

horas, com desvio-padréo de 55 horas. O tempo de duragao das
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baterias apresenta distribuicdo normal. Determinar a
probabilidade de uma amostra aleatdria de 20 baterias acusar
vida média:

Obs.: Desenhe as curvas.

a) entre 910 e 930 horas

b) menos de 905 horas

c) mais de 940 horas

d) entre 900 e 940 horas

2) Refaga o problema anterior para uma amostra aleatéria
de 60 baterias. Compare as respostas e explique a diferenca.

3) Uma linha de montagem produz pecas cujos pesos, em
gramas, apresentam uma distribuicdo normal com peso médio
de 22,4 g e desvio-padréo de 3,4g. Foram selecionadas 60
amostras com 36 pecas cada uma.

a) Qual a probabilidade de que uma amostra apresente
peso meédio acima de 21,29?

b) Qual a probabilidade de que uma amostra apresente
peso médio abaixo de 23,897

c) Em guantas das 60 amostras pode-se esperar que a

meédia encontre-se entre 21,59 e 23,49?

4) Uma montadora produz automoOveis com consumo
médio de combustivel de 15km/l e desvio-padrdao de 3km/l. O

consumo apresenta uma distribuicdo normal. Qual a
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probabilidade de uma amostra de 32 automoéveis apresentar
consumo médio:

a) entre 13,8km/l e 16,1km/I?

b) inferior a 13,8km/I?

c) acima de 18 km/I?

5) Faca a distingdo entre parametro populacional e
estatistica amostral.

6) Com base em pesquisas passadas, sabe-se que 0S
estudantes universitarios dedicam aos estudos em média 7,2
horas com desvio-padrdao de 1,2 horas. Foram selecionados
aleatoriamente 35 estudantes:

a) qual a probabilidade de a média amostral ser maior ou
igual a 7,8 horas?

b) qual a probabilidade de a média amostral ser menor ou
igual a 7,0?

c) qual a probabilidade de a média amostral estar entre
6,9e7,5?

7) A altura de 3000 alunos de uma escola tem distribuicéo
normal com média igual a 178cm e desvio-padrdo de 1lcm.
Calcule a probabilidade de uma amostra aleatoria, sem

reposicao, de 200 alunos apresentar meédia superior a 180cm.

8) Quando devemos usar o fator de corre¢cao? Onde?
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9) Com base nos resultados dos exercicios 1 e 2 da lista

de exercicios complementares, explique o efeito do tamanho da

amostra sobre a variabilidade (dispersdo) de uma distribuicao

amostral de médias.
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Respostas

1.2) P(910 < X <930) = 58,2%
b) P(X < 905) = 11,12%

c) P(X > 940) = 5,16%

d) P(900 < X < 940) = 89,68%

2.a) P(910 £ X <930) =84,14%
b) P(X < 905) = 1,74%

c) P(x >940) = 0,24%

d) P(900 < X <940) = 99,52%

3.a) P(x >21,2) =98,3%
b) P(x <23,8) =99,32%
c)n=>54

4.2) P(13,8 < X <16,1) = 96,93%
b) P(X < 13,8) = 1,19%
c) P(X > 18) = 0%



5. Parametro populacional € uma descricdo numérica de
uma caracteristica da populacdo. Estatistica amostral € uma

descricdo numérica de uma caracteristica da amostra.

6.a) P(x>78)=015%

c) P(69<X<75)=8612%

7. P(x >180)=0,39%

8. O fator de correcdo deve ser utilizado quando a
amostragem for sem reposicdo e a populacéo finita. Deve ser
aplicado no calculo do desvio-padréo das médias ou erro-padréo

da média.

9. Quanto maior o tamanho da amostra, menor o desvio-
padrao das médias, aumentando a probabilidade de encontrarmos
valores mais préximos da média das médias (uy) e diminuindo a
probabilidade de encontrarmos valores muito afastados da média

das médias (ug).
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4 Intervalos de confianca

A capacidade de se estimar parametros populacionais por
meio de amostras esta diretamente ligada ao conhecimento da
distribuicdo amostral da estatistica que esta sendo usada na
estimacdo do parametro. A estimacdo de parametros tem
inUmeras aplicacdes. As fabricas, por exemplo, devem
continuamente estimar a porcentagem de pecas defeituosas em
um lote, o indice de gordura no leite, o desvio-padrdo da
salinidade na agua, entre outros.

Existem dois tipos principais de estimativas: estimativa
pontual e estimativa intervalart. Quando selecionamos uma
amostra e calculamos sua média, obtemos uma estimativa pontual
da média da populacdo. Como ja observado no estudo das
distribuicbes amostrais, as médias amostrais apresentam certa
variabilidade, uma vez que dependem dos elementos que sao
selecionados para compor a amostra. Dificilmente a média obtida
na amostra sera exatamente igual a média da populacdo, mas
provavelmente estard proxima desse valor. Surge entdo a
estimativa intervalar, que consiste em um intervalo de valores em
vez de um Unico valor, também denominado intervalo de confianca.
A estimativa pontual € usada como centro do intervalo, depois

adiciona-se ou subtrai-se desse valor o erro maximo de estimativa.

1 Videos sobre intervalos de confianca, gravados pelas autoras deste livro, vocé pode
assistir no Youtube no Canal da Profa Suzi Sama.
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O erro maximo de estimativa (e) € calculado levando em
consideracdo o nivel de confianca ou probabilidade de estar
estimando corretamente o verdadeiro valor do parametro da
populacdo, bem como a disperséo da estatistica que esta sendo
usada para estimar o parametro populacional.

O nivel de confianca é expresso como uma probabilidade
1-a (letra grega alfa), que representa a area sob a curva normal
padrdo entre dois pontos (Figura 4.1). O nivel de confianca
fornece a probabilidade de que o intervalo estimado contenha o

verdadeiro parametro populacional que se quer estimar.

o afl

g &
Figura 4.1 — Nivel de confianga 1— o e o erro maximo de estimativa (e)

Para se construir o intervalo de confianca em torno de
uma estatistica amostral, € necesséario determinar o erro
maximo da estimativa (e), o qual é calculado com base no nivel
de confianca e no desvio-padréo da estatistica amostral. O nivel
de confianga determinara o valor critico correspondente. Na
Figura 4.2 é apresentado um exemplo de intervalo de confianga

para a média.
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Determine a media de uma amostra aleatéria simples (estimativa pontual):
média amostral = 21,7

L2

Determine o erro maximo da estimativa (margem de erro): e= 1,5

L. 2

Determine os limites inferior e sﬁperior do intervalo de confianca:
limite inferior= 21,7-15=20,2 limite superior= 21,7 + 1,5 =232

NS

Monte o intervalo de confianca:
202<u<232

202 217 232

L 1 1

18 19 20 21 22 23 24 25 26
L v LN '
1, 15

Figura 4.2 — Montagem de um intervalo de confianca usando a média
da amostra como exemplo.

4.1 Intervalo de confiangca para a média
populacional — ¢ conhecido

Na estimacdao do intervalo de confianga para a média da

populacao, desta secao, partiremos das seguintes suposicoes:
® A amostra € uma amostra aleatoria simples.
® O valor do desvio-padréo populacional ¢ é conhecido.

® A populagdo apresenta distribuicdo normal ou a

amostra é maior do que 30 (Teorema Central do Limite).
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O erro maximo da estimativa pode ser obtido
multiplicando-se o valor critico pelo desvio-padréo da distribuicéo

amostral de médias:
= onde O, =—
e=2..0y, <
C X X [n

O intervalo de confianca para a média € dado por:

P(X-e<p<X+e)=P(-165 <z <103)=0,4505 +0,3485

PX-e<u<x+e)=1l-a = X*z.

+

O limite inferior do intervalo de confianga é dado por X —e;
o limite superior do intervalo de confianca é dado por X +e.

Exemplo 1: Uma empresa que fabrica computadores
deseja estimar o tempo médio de horas semanais que as
pessoas utilizam o computador em casa com uma confianca de
95%. Uma amostra aleatdria de 25 pessoas apresentou tempo
médio de uso do computador de 22,4 horas. Com base em
estudos anteriores, a empresa assume que o =52 horas e que
os tempos estdo normalmente distribuidos.

Solucéao: Primeiro precisamos verificar se as suposi¢oes
exigidas sdo aceitas: a amostragem € aleatéria, o desvio-padréo
populacional é conhecido e pelo Teorema Central do Limite
podemos considerar que a distribuicdo de médias do grau de
satisfacdo dos clientes é uma distribuicdo normal, ja que a

populacéo € normalmente distribuida.
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1°. Com base no nivel de confianca (1- a), podemos

determinar o valor de Zcritico .

0475 0475

0,025 0,025

186 0 1596 2
Para construir um intervalo de confianca de 95%, temos

como valores criticos (z,) -1,96 e +1,96.

2°. Montando o intervalo de confianca:

_ c 5,2
XtZ,.——=2241£196— = 22,4+204
Jn J25

22.4-2,04<pu<224+204
20,36 <y < 24,44

3°. Interpretando o intervalo de confianga: Com 95%
de confianga podemos afirmar que o intervalo de 20,36 a 24,44
contém o verdadeiro tempo médio de uso de computadores por

adolescentes em casa.

Exemplo 2: Uma empresa de entregas faz pesquisas
mensais para verificar o grau de satisfacdo de seus clientes
quanto a rapidez no servico prestado. Os clientes sao
selecionados através de uma amostra aleatoria simples

realizada entre os clientes atendidos durante o més. Cada
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cliente amostrado € questionado sobre seu grau de satisfacao
com relacg&o ao servigo prestado pela empresa. E solicitado que
ele dé uma nota entre 0 (muito insatisfeito) e 10 (muito satisfeito)
ao servico prestado. A média de satisfacdo da amostra é
calculada e usada como estimativa pontual da média de
satisfacdo para toda a populacdo de clientes. Apesar de a média
das notas variar de um més a outro, o valor do desvio-padréo
tende a se estabilizar em torno de 1,8. Por isso, assumiremos
gue o desvio-padrdo da populagédo é o = 1,8. O levantamento
mais recente de satisfacao dos clientes forneceu média amostral
de X = 8,3 entre os 100 clientes amostrados. Monte um intervalo
de 90% de confianca para o grau médio populacional.

Solucédo: Primeiro precisamos verificar se as suposicoes
exigidas sdo aceitas: a amostragem € aleatéria simples, o
desvio-padrao populacional é conhecido e pelo Teorema Central
do Limite podemos considerar que a distribuicdo de médias do
grau de satisfacdo dos clientes € uma distribuicdo normal, ja que

a amostra é maior do que 30.

1°. Com base no nivel de confianca (1- a), podemos
determinar o valor de Zcritico .

0,45 045

0,05

0,0a

-1.64 0 +164
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Para construir um intervalo de confianca de 90%, temos

como valores criticos (z,) —1,64 e +1,64.

2°. Montando o intervalo de confianca:

Xt2z,. - = 83+164—0_ - 83+03

n /100
224-204<pu<224+204
8,0 =u<8,6

3°. Interpretando o intervalo de confianca: Com 90%
de confianca podemos afirmar que o intervalo estimado realmente
contém o verdadeiro grau médio de satisfacdo dos clientes desta

empresa.
Exemplo 3: Com os dados do exemplo anterior:

a) Estime um intervalo de 99% de confian¢a para o grau
de satisfacao dos clientes quanto a rapidez no servico prestado,

utilizando os dados do exemplo anterior.

b) Compare o intervalo de confiangca do item a com o
intervalo de confianca do exemplo 2. Qual possui a maior
amplitude entre o limite inferior e o superior? Como o aumento
do nivel de confianga afeta o intervalo de confianca estimado?

c) Estime um intervalo de 99% de confianca para o grau
de satisfagé@o dos clientes quanto a rapidez no servi¢go prestado
para uma amostra de 50 clientes. Compare esse intervalo com

o intervalo estimado no item a. O que vocé pode concluir?
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d) Como o tamanho da amostra afeta o intervalo de

confianga estimado?

Solucao do item a:
1° Com base no nivel de confianca (1 — a) podemos

determinar o valor de Zcritico .

0,495 0,495

0,005 0,005

-287 0 +#257 z

2° Montando o intervalo de confianca:

_ c 18
Xtz.—=83+257— =83+05
“Jn V100

8,3-05<p<83+0,5

78<u<8,8

3° Interpretando o intervalo de confianca: Com 99% de
confianga podemos afirmar que o intervalo de 7,8 a 8,8 contém

o verdadeiro grau médio de satisfacdo dos clientes.

Solucéao do item b: O intervalo de 99% de confianca
possui a maior amplitude entre o limite inferior e o superior.
Quando aumentamos a confiangca no intervalo estimado,

aumentamos a amplitude do intervalo.
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Solucéo do item c: Como o tamanho da amostra € de 50
clientes, o que muda no calculo do intervalo de confianga € o
erro maximo de estimativa.

1°. Calculando o erro maximo da estimativa:

e-72, 2 —e-257.2 _o6s5

n A/50

2°. Montando o intervalo de confianca:
83+0,65
8,3-0,65<u<8,3+0,65
7,65<u<8,95

Solucédo do item d: Diminuindo o tamanho da amostra
aumenta a amplitude do intervalo de confianga. Portanto, é
necessario um intervalo mais preciso para aumentar o tamanho

da amostra.

Concluindo: Do exemplo 3, item ¢, podemos concluir
gue, quando aumentamos a confianca no intervalo estimado,
aumentamos também a amplitude do intervalo, passando a ter
um intervalo de confianca maior, o que diminui a precisdo da
estimacdo da verdadeira média populacional. Pelo exemplo 3,
item d, concluimos que, quanto maior o numero de elementos
na amostra, menor a amplitude do intervalo de confianca.
Portanto, uma forma de aumentar a precisdo da estimacéo da
verdadeira média populacional sem a reducdo do nivel de

confianga é aumentar o tamanho da amostra.
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4.2 Determinacdo do tamanho da amostra — ©

conhecido

Fixando o erro maximo da estimativa (e) e o nivel de

confianca (1- a), podemos obter o tamanho da amostra:
2
no[Zeo
e

Exemplo: Qual o tamanho de amostra necessaria para se

estimar a média de uma populacdo com 95% de confianca, erro
maximo de estimativa de 0,6 e desvio-padrdo populacional igual a
4,3,?

zc.ojz _ (196.4,3

2
=19731 n=198
e 0,6

Solucéo: nz[
Obs.: Ao determinar o tamanho da amostra, arredonde

sempre para o inteiro maior mais proximo.

4.3 Determinacdo do tamanho da amostra — ©

desconhecido

Algumas formas de estimar o valor de ¢ quando este for

desconhecido:

® Realize um estudo-piloto com no minimo 31 elementos
na amostra, calcule o desvio-padréo da amostra, s, € use-0 no

lugar do desvio-padréo populacional c.

63



® Use a regra empirica dos 68, 95 e 99,7. Nas
distribuicées normais, 95% das observacgdes estao num intervalo

de 20 adireita e 2c a esquerda, como na Figura 4.3.

K- 3o p-26  u-lo 1! u+1o u+2c p +3c
L, es% |
95%

99.7%

vy
A A

Figura 4.3 — Regra empirica

Considerando esta regra, podemos afirmar que 95% dos
dados estdo num intervalo de 2c a esquerda e 2c a direita da
meédia, logo a amplitude total é aproximadamente 4 ¢ . Portanto,

amplitude
oOrR—mm——
4

Exemplo: Os responsaveis pela livraria de uma
universidade resolveram fazer um levantamento do preco médio
de venda de livros. Quantos exemplares eles devem selecionar,
para que tenham 90% de confianga de que a média amostral esteja
a menos de R$4,00 da média populacional? Como nao foram
realizados estudos anteriores, o desvio-padrdo populacional é
desconhecido. Use a informacao de que o livro mais barato custa
R$10,00 e o mais caro R$90,00.
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Solucéo: Aplicando a regra empirica:

o~ amplitude 90-10
4 4

20

2 2
N (ZC.G] _ (164. 20) _ 6724
e 4

n =68

Obs.: Quando a populacéo for finita e amostragem sem
reposicéo, devemos aplicar o fator de correcéo finita no calculo
do erro-padrdo da média, portanto a expressao para o célculo

do tamanho da amostra sera:

ne ZC.GZ.N
z,.6% +e?(N-1)

4.4 Intervalo de confianca para a meédia
populacional — ¢ desconhecido

Quando o desvio-padrdo populacional é desconhecido,
nao podemos usar a distribuicdo normal padrdao. Neste caso
usamos a distribuicdo t de Student, desde que a populacao
original apresente distribuicdo normal. Isso se deve ao fato de
gue a estimativa intervalar da média populacional se baseia na

hipotese de que a distribuicdo amostral das médias € normal.
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Para grandes amostras isso ndo apresenta dificuldade especial,
pois se aplica o Teorema Central do Limite. No entanto, para
amostras pequenas (n < 30) é importante saber que a populacao
submetida a amostragem tem distribuicdo normal, ou ao menos
aproximadamente normal. De outra forma essas técnicas nao
podem ser utilizadas.

A principio, a distribuicdo t é muito parecida com a
distribuicdo normal. Ambas as distribuicbes tém curvas em
formato de sino e sdo simétricas. Entretanto, a distribuicédo t tem
maior area nas caudas e menor area no centro do que a
distribuicAo normal. Isso ocorre porque o desvio-padréo
populacional ¢ é desconhecido e estamos usando o desvio-
padrdo amostral s para fazer sua estimativa. A medida que se
aumenta o tamanho da amostra, a distribui¢cdo t aproxima-se da
forma da distribuicdo normal.

Como no processo de inferéncia cada valor da média é
convertido para um valor normal padronizado, sendo o

desconhecido, a férmula de conversdo (X-pu)/sg inclui no

denominador uma variavel diferente para cada média de

amostra. O resultado € que a inclusédo da variavel sy em lugar
da constante oy no denominador gera valores convertidos que

nao se distribuem como valores Z. Em vez disso, os valores sdo

distribuidos de acordo com a distribuicdo t de Student.
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A medida que o tamanho da
£ amostra aumenta, a
distribuicdo t aproxima-se da
distribuicéo z.
n=10

n=5

A distribuicdo t de Student € uma familia de distribui¢cdes
de probabilidades similares, em que uma especifica distribuicdo
t depende de um parametro conhecido como graus de liberdade
(9.1.). Os graus de liberdade para a estatistica t de uma amostra
decorrem do desvio-padrdo amostral s no denominador da

férmula da distribuicado t, pois s tem n — 1 graus de liberdade.

tC = ta/Z;g.I como gl =N —l

Uma distribuicdo t € apropriada para inferéncia sobre
a media quando:

® 0 desvio-padréo populacional ¢ for desconhecido;
® a populagéo for normalmente distribuida;

® a amostra é uma amostra aleatoria simples.
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4.4.1 Uso databela da distribuic&o t de Student

Para usar a tabela da distribuicéo t de Student (Anexo Il),
deve-se observar o fato de que a curva é simétrica e centrada
na média. O corpo da tabela é constituido das probabilidades
(area sob a curva entre t e +=; t e -=). Esta tabela trabalha com
dois parametros: graus de liberdade (g.) e a area da
extremidade da curva. Na primeira linha da tabela est4 a area da
extremidade da curva e na primeira coluna estao os valores dos
graus de liberdade. Por exemplo, o valor de to,05;5 (onde 0,05 é a
area da extremidade da curva e 5 os graus de liberdade) é obtido
pela intersec¢do da linha que contém o valor 0,05 e a coluna que
contém g.l. =5, como apresentado no Quadro 4.1.

t0,05;5 =+ 2,0150

0 +0150 t

68



Quadro 4.1 — Uso da Tabela da distribuicdo t de Student

Area da extremidade da curva

g.l. 0,1 0,05 Ko,ozs 0,01 0,005
1 3,077 0,313 [\ 12,70 31,82 63,65
2 1,885 2,920 N\oR02 6,964 9,925
3 1,637 2,353 3 4,540 5,840
4 1,533 2,131 2,775, OR.746 4,604
5 1,475 2,015| 2,5 Area da extremidade da)
6 1,439 1,943 A cuva

7 1,414 1,894 ~ o roo
8 1,396 1,859 2,306y, 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 }— Gra:;; —
10 1,372 1,812 2,228 :
11 1,363 1,795| 2,201 gl=n-1=6-1
12 1,356 1,782 2,178 2,681 3,054
13 1,350 1,770 2,160 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,144 2,624 2,976
15 1,340 1,753 2,131 2,602 2,946
16 1,336 1,745 2,119 2,583 2,920
17 1,333 1,739 2,109 2,566 2,898
18 1,330 1,734 2,100 2,552 2,878
19 1,327 1,729 2,093 2,539 2,860
20 1,325 1,724 2,086 2,528 2,845

O erro méaximo da estimativa é obtido por:

com gl=n-1 e

S
e=t. .Sy onde s;=—

Jn

te = toc/2;g.|

O intervalo de confianca para média quando o é

desconhecido é obtido por:

PX-e<pu<X+e)=1-a

ou X+t..

ap
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Exemplo 1: Uma amostra de seis elementos extraida
aleatoriamente de uma populagcdo com distribuicdo normal
forneceu média X =10,2 e desvio-padrdo s = 0,7. Construa um
intervalo de 90% de confianca para a média dessa populacao.

Solucéao: Primeiro precisamos verificar se as suposicoes
exigidas sdo aceitas: a amostra € uma amostra aleatéria
simples, o desvio-padrdo populacional € desconhecido e a
populacdo € normalmente distribuida.

1° Com base no nivel de confianca (1- a) e nos graus

de liberdade podemos determinar o valor de tcritico.

gl.=n-1=6-1=5

D,D5 D,DE tC = ta/z;gj = t0’05;5 = 2,0150

20150 o +20150 t

2° Montando o intervalo de confianca:

%+ tc.% & 10,2+20150 .% =102+058
n

10,2 - 0,58 < p < 10,2 + 0,58
9,62 < <10,78

3° Interpretando o intervalo de confianga: Com 90% de
confiangca podemos afirmar que o intervalo de 9,62 a 10,78

contém a média populacional.

Exemplo 2: O salario médio anual de professores

adjuntos de uma determina universidade segue uma distribuicao
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normal. Uma amostra aleatdria simples de 36 professores
apresentou media de R$86.500,00 e desvio-padréo de
R$6.500,00. Construa um intervalo de 95% de confianca para o
salario médio populacional.

Solucéo: Verificar se as suposicdes exigidas sdo aceitas: a
amostra € uma amostra aleatoria simples, o desvio-padrao
populacional é desconhecido e a populagdo é normalmente
distribuida.

1° Com base no nivel de confianca (1- a) e nos graus

de liberdade podemos determinar o valor de teritico.

0,025 0,025 gl.=n-1=36-1=35

te =ty/2.91 = to025:35 = 20301

-2 0501 0 +2 0301 ¢

2° Montando o intervalo de confianca:

%+ tc.% = 86.500 +2,0301 .% = 86,500+ 2.199.28
n

84.300,72 < u < 88.699,28

3° Interpretando o intervalo de confianga: Com 95% de
confianga podemos afirmar que o intervalo de 84.300,72 a
88.699,28 contém o verdadeiro saldrio médio anual de
professores adjuntos.
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4.5 Intervalo de confianca para a proporgao populacional (p)

Se de uma populagéo do tipo binomial com parametros p
e 1-p retirarmos todas as amostras possiveis de tamanho n e
calcularmos a estatistica p, o conjunto dessas propor¢des seré

dito distribuicdo amostral das proporcoes.

Na estimacao do intervalo de confianca para a proporcéo
da populacéo, partiremos das seguintes suposicoes:

® A amostra € uma amostra aleatoria simples.

® As condicdbes de uma distribuicdo binomial sao
satisfeitas: as n tentativas de um mesmo experimento sao
independentes; cada tentativa admite apenas dois resultados —
sucesso ou fracasso; a probabilidade de sucesso (p) em cada
tentativa é constante.

® A distribuicdo normal pode ser usada para aproximar a
distribuicdo de propor¢cdes amostrais, desde que np>5enq=>5.
Quando p e q sdo desconhecidos, usa-se a proporgédo amostral
para estimar seus valores, p e (1-p).

Neste caso, 0 erro maximo da estimativa pode ser obtido

multiplicando-se o valor critico pelo desvio-padréo da estatistica

=5
amostral: e=2z..s5, onde sz = PP
n

D € 0 erro-padrdao das

proporcdes para amostras com reposicao e

Sp

:\/5'(1;5)\/E_r1] 0 erro-padrdo das proporcdes para
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amostras sem reposicao.

O intervalo de confianc¢a para a proporcao € dado por:

p{1-p

Pp-e<u<p+e)=l-a oOU Pp=*z,
n

onde o limite inferior do intervalo de confianca é dado por p-e;
e o limite superior do intervalo de confianca € dado por p +e.
A estatistica p representa a propor¢cdo de sucesso da

amostra e 1-p a proporcao de fracasso da amostra.

Exemplo 1: Uma pesquisa de mercado revela que 247
residéncias possuem um automével, dentre 1.016 residéncias
selecionadas aleatoriamente. Com base nesses resultados,
construa um intervalo de 90% de confianca para a proporcéo de
todas as residéncias que possuem um automovel.

Solucéo: Primeiro precisamos verificar se as suposi¢cées
exigidas sdo aceitas: a amostragem € aleatdria simples, as
condicbes de uma distribuicAo binomial s&o satisfeitas e a
distribuicdo normal pode ser usada para aproximar a distribuicao
de proporgbes amostrais, desde que np>5(np=246,89) e
ng >5(n.g = 769,11).

1° Com base no nivel de confianca (1- a) podemos

determinar o valor de Zcritico.
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0,45

0,0a

-1.64 0 +164

2° Montando o intervalo de confianca:

p=2=24 _0243
n 1.016
iz, p(1-p o 0243+l64\/02431 0243)
n 1.016
0,243+0,0221

0,243 — 0,022 < p < 0,243 + 0,022
0,221 < p < 0,265

3° Interpretando o intervalo de confianga: Com 90% de
confiangca podemos afirmar que o intervalo de 0,221 a 0,265
contém a proporcdo populacional de todas as residéncias que
possuem um automovel.

Exemplo 2: Uma amostra de 400 pecas extraida
aleatoriamente, sem reposi¢cdo, de uma populacdo de 2000
pecas forneceu uma proporcao de pecas defeituosas de 10%.
Determine um intervalo de confiangca de 99% para a proporgéo

populacional de pecas defeituosas na populagéo.

Solucgéo: Primeiro precisamos verificar se as suposicoes
exigidas sdo aceitas: a amostragem € aleatdria simples, as

condicbes de uma distribuicAo binomial s&o satisfeitas e a
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distribuicdo normal pode ser usada para aproximar a distribuicao
de proporcbes amostrais, desde que np=>5 (n.ﬁ = 40) e

ng>5(n.q=360).

Dados do exemplo: N=2000 n =400 (sem reposi¢ao)
p=01 1- a=0,99

1° Com base no nivel de confianca (1- a) podemos

determinar o valor de Zcritico.

0,495 0,495

0,005 0,005

-2,87 0 #2457 =z

2° Montando o intervalo de confianca:
Como a amostragem é sem reposicao, calculamos o erro-

i N

< - \/ 01.1-071) \/zooo — 400
400 2000 -1

padrao por:

=0,015.0,8947 =0,0134

b zc.\/ pAL- p).\/ E‘ T2 01:257.00134 =
n —

0,1+ 00344
0,0656 < p < 0,1344
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3° Interpretando o intervalo de confianca: Com 99% de
confianga podemos afirmar que o intervalo de 0,0656 a 0,1344

contém a proporcao populacional de pecas defeituosas.

4.6 Tamanho da amostra para estimar a proporgéao
da populagcdo com p conhecido

Fixando o erro maximo da estimativa (e), o nivel de
confianca (1- o), e conhecendo a propor¢cdo de sucesso na
populacéo (p), podemos obter o tamanho da amostra:

n= (Z—Cjz.p.(l— p)

e

Exemplo: Um fabricante de pecas acredita que
aproximadamente 10% de seus produtos séo defeituosos. Se
ele deseja estimar a verdadeira propor¢ao de pecas defeituosas,
com um erro maximo de estimativa de 3% e nivel de confianca

de 90%, qual o tamanho da amostra a ser tomada?

Solucgdo:
2.\ 164 \?
n=|2¢| p(1-p)=| = | .01.(1-01)=26896 = n =269
(ejp( p) (O’O?J (1-01)
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4.7 Tamanho da amostra para estimar a proporgéao
da populagcdo com p desconhecido

Quando a proporcdo de sucesso na populacdo é

desconhecida, usa-se p=05 e p=(1-p)=05. Observe o

Quadro 4.2.

Quadro 4.2 — Comparando os valores de p = (1- p).

P (1-p) p.(1-p)
0,1 0,9 0,09
0,3 0,7 0,21
0,5 0,5 0,25
0,6 0,4 0,24
0,8 0,2 0,16

Como podemos observar, a medida que o valor de p

aumenta, o valor de p.(l1-p) também aumenta até o valor de
p=05 ; para valores de p maiores do que 0,5 o valor dep.(1-p)
diminui. Portanto, o maior valor para p.(1-p) € quando p=05 e
p(1-p)=05. Dessa forma, encontraremos o maior tamanho de

amostra possivel. Como desconhecemos a proporcdo de
sucesso na populacdo, devemos selecionar a maior amostra

possivel.

n= (%ﬁjz.o,a(l— 05)

Exemplo: Suponha que o fabricante do exemplo anterior

nao tenha ideia da proporcdo de produtos defeituosos que
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fabrica. Se ele deseja estimar a verdadeira proporcéo de pecas
defeituosas, com um erro maximo de estimativa de 3% e nivel
de confianca de 90%, qual o tamanho da amostra a ser tomada?

Solucéo:

n= (Z—CJz.p.(l— p)= [@T.O,S(l— 05)=74711 = n=747
e 003

Portanto, podemos concluir que, por nao ter informacéao
sobre a proporcéo da populacéo, o fabricante tera que obter a
maior amostra possivel. Esse tamanho de amostra €
determinado quandoseusap=05 e 1-p=0,5.

Obs.: Quando a populacao for finita e a amostragem sem
reposicao, devemos aplicar o fator de correcéo finita no calculo
do erro-padrdo da média, portanto a expressao para o célculo
do tamanho da amostra sera:

_ Z°p(1-p)N
(N-1)e? + 2% p(1-p)

Exercicios resolvidos

1) Uma amostra de 36 clientes aleatoriamente
selecionados, da classe C, de uma empresa de cartdes de crédito
apresentou um gasto médio mensal de R$350,00, com desvio-
padrdo amostral de R$34,80. Estime um intervalo de 95% de
confianga para o gasto médio mensal dos clientes da classe C

dessa empresa. Suponha distribuicdo normal.
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Solucédo: Primeiro precisamos verificar se as suposicoes
exigidas sdo aceitas: a amostra € uma amostra aleatoria simples, o
desvio-padrao populacional é desconhecido e a populacdo é

normalmente distribuida.

gl.=n-1=36-1=35

0,025 0,025 te =1ty/2,91 = too25:35 = 20301

Montando o intervalo de confiancga:

iitc.% =Y 35012,0301.% 3501177
n

350 — 11,77 < p < 350 + 11,77
338,23 < < 361,77

Interpretacao do intervalo de confiangca: Com 90% de
confianga podemos afirmar que o intervalo de 9,62 a 10,78
contém a média populacional.

2) Uma amostra de dez elementos, aleatoriamente
selecionados, apresentou média igual a 20. A populacéo
apresenta distribuicdo normal com desvio-padrdao populacional
igual a 3. Estime um intervalo de confianca de 95% para a média
populacional.

Solucédo: Primeiro precisamos verificar se as suposi¢oes
exigidas sdo aceitas: a amostragem € aleatoria, o desvio-padréo
populacional é desconhecido e a populagcdo apresenta
distribuicdo normal.
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0,475 0475

0,025 0,025

196 0 +196 =

Para construir um intervalo de confianga de 95%, temos
como valores criticos (zc) -1,96 e +1,96

Montando o intervalo de confiancga:

= 20 +£1,96. i'=i>20+ZL86

J_ J20
20— 1,86 <p <20+ 1,86
18,14 < p < 21,86

Interpretagcdo do intervalo de confiangca: Com 95% de
confianga podemos afirmar que o intervalo de 18,14 a 21,86
contém a média populacional.

3) A fim de estimar a proporcéo de votos de seu candidato
nas préximas eleicdes, os membros do partido selecionaram
aleatoriamente 850 eleitores, obtendo propor¢cdo amostral de
20%. Monte um intervalo de confianga de 99% para a propor¢céo
populacional.

Solucéao: Primeiro precisamos verificar se as suposicoes
exigidas sdo aceitas: a amostragem € aleatoria simples, as
condigcbes de uma distribuicdo binomial sdo satisfeitas e a
distribuicdo normal pode ser usada para aproximar a distribuicéo

de propor¢cbes amostrais, desde que np=>5 (n.ﬁ = 170) e
ng >5(n.q = 680).
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1° Com base no nivel de confianca (1- a) podemos
determinar o valor de Zcritico.

0,495 0,495

0,005 0,005

-2487 0 +24587 2

Montando o intervalo de confianga:

ptz.. p1-p) 0,2+257.

c - = 0,2+ 0,0352

0,2(1-0,2)
850
0,165 < p < 0,235

Interpretagcdo do intervalo de confiangca: Com 99% de
confiangca podemos afirmar que o intervalo de 0,165 a 0,235
contém a proporcao populacional.

4) Uma empresa pretende coletar uma amostra para
verificar se a propor¢ao de pecas defeituosas em sua producao
sofreu alteracbes. A proporcdo populacional de pecas
defeituosas é de 5%. Qual o tamanho da amostra necessaria
para uma confianca de 99% e erro maximo de estimativa de 4%?

Solucgdo:

n= (Z—Cjz.p.(l— p)= (E}o 05.(1-005)=19608 = n =197
e 004) ’ ’
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Exercicios complementares

1) Um pesquisador esté interessado em estimar a idade
média em que os jovens comecam a beber. Com base em
pesquisas anteriores, sabe-se que a idade com que o jovem
comeca a beber apresenta distribuicAo normal com desvio-
padrao populacional de 1,5 ano. Uma amostra de 25 jovens,
aleatoriamente selecionados, forneceu idade média de 15,6
anos.

a) Construa um intervalo de 90% de confiangca para
estimar a média em que 0s jovens comecam a beber.

b) Construa um intervalo de 99% de confianca para
estimar a média em que os jovens comecam a beber.

c) Compare e interprete os resultados. O que vocé pode
afirmar quanto a influéncia do aumento do nivel de confianca na

amplitude do intervalo?

2) Uma pesquisa foi realizada com a finalidade de verificar
0 numero médio de horas que os estudantes do curso de
Administracdo de uma faculdade dormem a cada noite. O quadro
a seguir apresenta as horas de sono por noite de cada um dos
24 estudantes, aleatoriamente selecionados.
6,5 52 7,6 6,2 7,6 6,9 7,1 6,0
7,2 7,7 7,3 6,6 7,1 7,8 7,0 55
7,6 6,7 6,8 6,5 7,2 5,8 8,6 6,9
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a) Qual é a estimativa pontual do nimero de horas de
sono por noite da populagéo de estudantes?

b) Assumindo que a populacgéo tenha distribuicdo normal,
estime um intervalo de confianca de 95% para o nUmero meédio
de horas de sono a cada noite para a populagao.

c) Quais as suposicbes sobre a populacdo (forma da
distribuicdo) e sobre o planejamento do estudo (tipo de
amostragem) que sao exigidas pelo processo utilizado no item (b)?
Qual dessas suposicfes é mais importante para a validade do
processo neste caso?

3) Um estudo pretende estimar a renda média familiar dos
empregados de uma empresa. Com base em informacoes
passadas, admite-se que o desvio-padrao da renda familiar € de
R$240,00. Qual deve ser o tamanho da amostra, a fim de que o
erro de estimativa da renda média populacional seja no maximo
de R$30,00, com nivel de confianca de 95%? Suponha

distribuicdo normal.

4) Um pesquisador deseja estimar o salario médio dos
professores do Ensino Médio da rede privada de uma cidade.
Quantos professores devem ser selecionados, para termos 90%
de confianca de que a média amostral esteja a menos de
R$30,00 da média populacional? (Admitindo que os salarios
variem entre R$800,00 e R$1.200,00).
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5) Qual o tamanho de amostra necessario para
estimarmos a proporgéo de pecas defeituosas produzidas por
uma maquina, com 95% de confianca e erro maximo de 2%,
sabendo que a proporcdo de pecas defeituosas historicamente

produzidas pela maqguina ndo é superior a 10%?

6) Uma pesquisa de consumo de combustivel realizada
entre 600 clientes de um posto indicou que 245 tinham carros a
alcool e 355 carros a gasolina.

a) Qual a estimativa pontual da proporcao de carros a
gasolina entre os clientes desse posto?

b) Monte um intervalo de 99% de confianca para a

proporcao populacional de carros a gasolina desse posto.

7) Com afinalidade de conhecer a proporcao de pessoas
vacinadas contra a febre amarela em uma cidade, foi
selecionada uma amostra de 500 habitantes, dos quais 350
estavam vacinados. Monte um intervalo de 95% de confianga
para a propor¢cdo de habitantes vacinados contra a febre

amarela nessa cidade.

8) Um instituto de pesquisas deseja saber quantas
pessoas deve entrevistar, de modo que a propor¢cédo de pessoas
favoraveis ao uso de células-tronco na amostra difira de menos
de 2% da proporgéo de pessoas favoraveis na populacdo, com

confianca de 95%.
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9) As pilhas produzidas por uma fabrica apresentam
desvio-padrao populacional de 3,8 horas. Uma amostra de 35
pilhas apresentou vida média de 55 horas. Determine um

intervalo de confianca de 96% para a vida média populacional.

10) Uma pesquisa de consumo de combustivel realizada
entre 61 clientes de um posto de combustivel indicou um
consumo meédio de 11,2km/l, com desvio-padrdo de 2,8kml/I.
Determine um intervalo de confianca de 90% para 0 consumo
médio populacional dos clientes desse posto. Suponha

distribuicdo normal para o consumo médio.

11) Os ouvintes de uma radio reclamam que esta toca
mais musicas estrangeiras do que nacionais. Em uma amostra
aleatdria de 150 musicas, 70 eram nacionais. Monte um intervalo
de confianca de 95% para a proporcdo de musicas nacionais

tocadas pela radio. O que podemos concluir?

12) O servigo de atendimento ao cliente de uma empresa
de telefonia pretende realizar uma pesquisa de satisfacdo entre
seus clientes a fim de verificar a propor¢ao de clientes que obtém
a solucéo de problemas no primeiro contato telefénico. Qual o
tamanho da amostra necessaria para uma confianca de 95% e

erro maximo de estimativa de 10%?
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13) Uma amostra de 30 clientes de uma agéncia bancaria
indicou o tempo médio de atendimento de 22 minutos. Sabe-se
por pesquisas anteriores que o tempo médio de atendimento
apresenta uma distribuicio normal com desvio-padréao
populacional de 6 minutos. Monte um intervalo de 99% de

confianca para o tempo médio de atendimento populacional.

14) A vida média das pilhas produzidas por uma fabrica
apresenta distribuicdo normal com desvio-padrao populacional
de 3,8 horas. Qual deve ser o tamanho da amostra, a fim de que
o erro de estimativa do tempo médio populacional seja no

maximo de 1,5 horas com nivel de confianca de 99%7?

Respostas

1.a) 15,11 <y <16,09
b) 14,83 <y < 16,37
C) pessoal

2.a) Xx=6,89
b) 6,56 < u<7,22
c) pessoal

3.n =246

4.n=30

5.n =865
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6.a) p =05917
b) 22,4 —54,03% < p < 64,31%

7.66% <p<74%

8.n=2.401

9. 53,68 <y <56,32

10.10,6 <pu<11,8

11. 0,39 < p = 0,55 ou 39% < p < 55%. Nada podemos
concluir, pois o intervalo de confianca para a proporcao
populacional indica que a propor¢ao de musicas nacionais pode
ser superior a 50% (maioria) ou inferior a 50% (minoria).

12. n = 97 clientes

13.19,18 <y <24,82

14. n = 43 pilhas
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5 Testes de Hipoteses

No mercado de trabalho, inUmeras vezes devemos tomar
decisbes que norteiem o caminho a ser seguido. Para tais
decisbes, devemos seguir métodos estatisticos, que assegurem
a validade da resolucéo. A Teoria da Decisdo € um método que
permite testar hipdteses sobre a populacdo com base em
informacdes de dados amostrais. Essas decisfes sao chamadas
de decisoes estatisticas.

Neste capitulo, veremos os testes de hipoteses?,
procedimentos que permitem testar uma hipétese sobre uma
populacao por meio de dados amostrais. Se os resultados obtidos
a partir da amostra ndo sao viaveis, rejeitamos a hipétese sobre a
populacdo. Se sao plausiveis, mantemos a hipétese e atribuimos
0s desvios entre a estatistica amostral e o parametro populacional
em estudo, ao erro amostral.

Antes de iniciar o estudo dos testes de hipétese,
apresentaremos separadamente cada um de seus componentes,
como: hipoétese nula, hipétese alternativa, tipos de erro, nivel de
significancia, testes unilaterais ou bilaterais, valor critico, regiao

critica e estatistica de teste.

! videos sobre Testes de Hipdteses, gravados pelas autoras deste livro, vocé pode
assistir no Youtube no Canal da Profa Suzi Sama.
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5.1 Tipos de hipodteses

Ha dois tipos de hipoteses: a hipdtese nula, simbolizada
por Ho, que contém uma afirmativa de igualdade tal como =, < ou
2, e a hipotese alternativa, simbolizada por Ha, que € o
complemento da hipdtese nula e contétm uma afirmativa de
desigualdade como #, > ou <.

Devemos tomar cuidado quando formulamos as
hipoteses, pois em alguns casos a sua formulacéo pode néo ser
clara. A afirmativa ou alegacdo a ser testada pode estar na
hipotese nula ou na hipétese alternativa, portanto devemos estar
seguros de que as hipGteses estejam montadas de maneira
adequada, para que a conclusdo do teste de hipotese forneca
uma decisdo confiavel.

Vejamos alguns exemplos de como montar as hipéteses
em diferentes tipos de problemas.

Exemplo 1: Suponha que o fabricante de um parafuso
afirme que o comprimento médio do parafuso fabricado é igual a
5cm.

A afirmacéo do fabricante é de que o comprimento médio
dos parafusos € igual a 5cm. Como esta afirmagédo contém a
igualdade, ela sera representada pela hipétese nula. Como a
hipotese alternativa € um complemento da hipétese nula, ela tera
o sinal de diferente:

Ho:n=5
Ha:u#5
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Exemplo 2: Um grupo de pesquisadores da area de
saude afirma que o medicamento formulado por eles consegue
curar uma determinada doenca em mais de 80% dos pacientes
testados.

Lembre-se que a hipotese nula sempre contém o sinal de
igualdade. Como os pesquisadores afirmam que “MAIS de” 80%
dos pacientes se curam, esta alegacdo serd representada pela
hipétese alternativa, pois € uma afirmativa de desigualdade,
consequentemente na hipétese nula teremos o sinal de menor e

igual:

Ho:p <0,8
Ha:p >0,8

Exemplo 3: Um fabricante de suco afirma que em média
sua embalagem contém pelo menos 1,1 litro de suco.

O fabricante afirma que sua embalagem contém “pelo
menos” 1,1 litro de suco. A expressao “pelo menos” significa que
contém 1,1 “ou mais”. Dessa forma, a alegagao do fabricante
sera representada pela hipétese nula, consequentemente a

hipotese alternativa contera o sinal de menor (<).

Ho:p>1,1
Ha:n<1,1

Na aplicacdo de um teste de hipétese, podemos ter dois

tipos de resultados: néo rejeitar a hipdtese nula ou rejeitar a
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hipotese nula. Como esse resultado baseia-se em dados
amostrais, corremos o risco de tomar a decisdo errada, pois
podemos néo rejeitar uma hipétese nula que na realidade é falsa
ou rejeitar uma hipotese nula que na realidade é verdadeira.
Estes sdo os dois tipos de erros que podemos cometer, 0s quais

serdo discutidos a sequir.

5.2 Erro do tipo I e erro do tipo Il

Quando realizamos um teste de hipotese podemos
cometer dois tipos de erro:

Erro do tipo | — significa rejeitar uma hipGtese nula
verdadeira. A probabilidade de se cometer esse erro é dada por o.

Erro do tipo Il — significa ndo rejeitar uma hipétese nula
falsa. A probabilidade de se cometer esse erro é dada por f.

O Quadro a seguir mostra os quatro possiveis resultados

de um teste de hipoétese.

Na realidade

Deciséo Ho é verdadeira Ho é falsa
N&o rejeitar Ho Deciséo correta Erro do tipo Il
Rejeitar Ho Erro do tipo | Deciséo correta

Exemplo: A meteorologia marca a possibilidade de
chuva. Portanto, antes de sair de casa precisamos tomar uma
decisdo — levar ou ndo o guarda-chuva. O quadro a seguir
apresenta as duas decisdes corretas que podemos tomar e 0s

dois tipos de erro que podemos cometer:
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Na realidade

Deciséo Chove Nao chove
Levar o guarda-chuva Deciséo correta Erro do tipo Il
N&o levar o guarda-chuva Erro do tipo | Deciséo correta

Neste exemplo préatico, somos capazes de analisar 0s
erros que podemos cometer em um teste de hipdtese. Se
levarmos o guarda-chuva e chover, significa que tomamos a
decisdo correta; se ndo chover, estaremos cometendo um erro
do tipo Il, o que implica carregarmos o guarda-chuva que néo
usaremos. Se nao levarmos o guarda-chuva e nao chover,
também estaremos tomando uma decisdo correta; no entanto,
se chover estaremos cometendo um erro do tipo I, o que
implicaria tomarmos um banho de chuva. Neste contexto, n&do
levar o guarda-chuva quando na realidade chove é o erro que
nao gostariamos de cometer, o que torna o erro do tipo | mais
importante que o erro do tipo Il.

Assim, na realizacdo de um teste para verificar a eficacia
de uma nova vacina, uma opg¢ao conservadora, mas prudente,
consiste em dar preferéncia a errar ao dizer que a nova vacina
nao apresenta resultados melhores do que a anterior, quando na
verdade apresenta, do que errar ao dizer que uma nova vacina
€ melhor do que a ja utilizada, quando na verdade nao é. Por
este motivo, neste livro trabalharemos com o erro do tipo I, ou
seja, rejeitar uma hipétese nula verdadeira, onde a probabilidade

de se cometer esse erro é dada pelo nivel de significancia (o).
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5.3 Nivel de significancia

O nivel de significancia (« ) € a probabilidade de ocorrer
um erro do tipo I. Antes de iniciar o teste o pesquisador
determina o nivel de risco (o) que pode ser tolerado ao se
rejeitar a hipétese nula quando ela for verdadeira (erro do tipo I).
Portanto, o risco de se cometer o erro do tipo | est4 diretamente
sob o controle do pesquisador. Se escolhermos aplicar um teste
com um nivel de significancia de 5% ou 0,05, teremos cerca de
5 chances em 100 de rejeitarmos a hipdtese nula e ela ser, na

realidade, verdadeira.

5.4 Testes unilaterais e bilaterais

Nos testes de hip6teses podemos ter dois tipos de
situacles, na tentativa de detectar desvios significativos de um
determinado parametro. Esses desvios podem ser apenas em
uma direcdo, teste unilateral (Figura 5.1), ou em ambas as
direcOes, teste bilateral, (Figura 5.2). ldentificamos essas
caracteristicas quando montamos a hipo6tese alternativa do

problema.
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Teste unilateral a direita Teste unilateral & esquerda
Ha: o sinal é maior ( >) Ha: o sinal é menor ( <)
Area de ndo rejeicdo da Ho Area de rejeicdo da Ho Area de ndo rejeicdo da Ho

Figura 5.1 — Teste unilateral

O teste da cauda a esquerda € util para verificar se determinado
padrdao minimo foi atingido — por exemplo, conteiddo minimo de
gordura no leite, peso liquido de pacotes de determinado produto,
resisténcia de correias a tensdo. J4 um teste de cauda a direita €
util para testar se determinado padrdo maximo nao foi excedido —
por exemplo, teor maximo de gordura permitido em determinado
alimento, nimero de unidades defeituosas numa remessa de certa
mercadoria, quantidade de poluicdo atmosférica ocasionada por
uma fabrica.

Na pratica, usam-se o0s testes bilaterais sempre que a
divergéncia critica € em ambas as dire¢des, tal como ocorreria
na fabricacdo de roupas, em que as camisas muito grandes ou

muito pequenas néo correspondem a determinado padrao.
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Teste bilateral
Ha: o sinal é diferente (#)

—

Area de rejeicio da Ho  Area de nio rejeicdo da Ho  Area de rejeigdo da Ho
Figura 5.2 — Teste bilateral

A regido critica (Figura 5.3) de um teste de hipétese € a
area de rejeicao da hipotese nula. O valor critico (Figura 5.3) € o

valor que divide a area de néo rejeicdo da area de rejeicdo da Ho.

%

Valor critico Regido critica

Figura 5.3 — Valor critico e regido critica

A decisdo de nédo rejeitar ou rejeitar a hip6tese nula
depende também do resultado obtido pela estatistica de teste.

5.5 Estatistica de teste

A estatistica de teste é calculada com base em uma
distribuicdo estatistica conhecida, como por exemplo, a

distribuicdo normal, a distribuicdo t de Student ou a distribuicdo
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qui-quadrado. Se o valor da estatistica de teste cair na area de
rejeicdo, rejeitamos Ho; se cair na area de néo rejeicdo, ndo
rejeitamos Ho.

Neste capitulo aplicaremos o teste de hipétese para dois
paréametros populacionais: a média (1) e a proporgédo (p). No
caso das proporces, a estatistica de teste sera calculada com
base na distribuicdo normal. No caso da média, precisamos
considerar se conhecemos ou nao o desvio-padréo populacional
(o). Quando o é conhecido, a estatistica teste é calculada com
base na Distribuicdo Normal; quando ¢ € desconhecido, usamos
0 desvio-padrdao da amostra (s), e a distribuicdo usada € a
Distribuicdo t de Student. Ambas fazem o uso de tabelas que

estdo em anexo.

Estatistica de teste para a proporgao: Zieg, = PP
Pa
n
Estatistica de teste para a média:
X — X—
Lieste = TM OU Tieste -_F
Jn Jn

Para tomarmos a decisdo de nao rejeitar ou rejeitar a Ho,
o valor da estatistica de teste serd comparado com o valor
critico. Este ultimo é obtido diretamente da tabela da respectiva
distribuicdo estatistica com base no valor do nivel de

significancia.
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5.6 Teste de hipotese para a média

Antes de iniciar qualquer procedimento de teste de
hipotese, devemos primeiro verificar se as suposicdes exigidas
séo satisfeitas para o conjunto de dados que esta sendo usado.
No caso da média, da mesma forma que nos intervalos de
confianga, precisamos verificar se a amostra é aleatdria simples,
a populacao apresenta distribuicdo normal ou a amostra € maior
do que 30 (Teorema Central do Limite). Além disso, se o desvio-
padrdo populacional, s for conhecido, usaremos a distribuicao
normal; caso contrario, se o desvio-padréo populacional, o, é

desconhecido, usamos a distribuicédo t de Student.

5.7 Teste de hipotese para a média com o conhecido

Quando o valor do desvio-padrdo populacional o é
conhecido, a populacgao original for normal ou a amostra for
maior do que 30, com base no teorema central do limite
podemos afirmar que a distribuicdo amostral da média segue
uma distribuicdo normal e a estatistica de teste é dada pela

seguinte expressao:

X—p
Zigste =

Jn

Exemplo 1: Um fabricante utiliza uma magquina para

encher as embalagens de café. A maquina esta funcionando
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adequadamente se colocar 700g de café em poé em cada
embalagem. A fim de verificar a calibragem da maquina a
empresa coletou uma amostra aleatoria de 40 embalagens. Esta
amostra apresentou uma meédia de 698g. Sabe-se que o0 desvio-
padréo da populacdo é de 10g. Teste a hipétese de que o0 peso
médio das embalagens na populacdo é de 700g, a um nivel de

significancia (a) de 5%.

Solucéo:
12 Retire os dados do problema:
p =700g n =40 c =109 X = 6989 a=5%

22 Formule as hipoteses Ho e Ha (lembre-se que a
hip6tese nula é aquela que contém o sinal de igual)
Ho:u = 700
Ha:p % 700

32 Determine o valor critico: Com base no sinal da
hipotese alternativa (# ) podemos verificar que o teste € bilateral,
portanto o valor do nivel de significancia fica dividido por dois,
obtendo assim duas areas nas extremidades da curva de 0,025
cada uma. Com o auxilio da tabela da normal vamos descobrir
guanto vale o valor critico, que neste caso chamamos de Zcritico,
pois estamos usando a distribuicdo normal. Para uma area de
0,475 o valor de Zcritico € 1,96. Lembre-se, 0 Zcritico € 0 ponto que

divide a area de rejeicdo da area de néo rejeicdo da Ho.
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Fc=-196 0 +7c=196
H_IH_IH_I
V' v ~a

Rejeita Ho N&o Rejeita Ho Rejeita Ho

42 Calcule a estatistica de teste:

X—u 698 -700

Z eete = - - 126
© " 5/Vn - 10/4/40 t

52 Tome a decisao (ndo rejeitar ou rejeitar Ho): Podemos
verificar que 0 Zieste = -1,26 esta dentro da area de néo rejeicédo
da Ho, pois esté entre -1,96 e +1,96.

0475 0475

0,025 0,025

496 126 +198

g v ~
Rejeita Ho N&o Rejeita Ho Rejeita Ho

62 Interprete o resultado: Nao se rejeita a hipotese nula,
ao nivel de significancia de 5%, portanto podemos concluir que
0 peso médio em cada embalagem é de 700g, ndo havendo
necessidade de parar a linha de producdo para calibrar a
maquina.
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Exemplo 2: O rétulo em um recipiente de suco de laranja
indica que o produto contém 1g de vitamina C. E selecionada
uma amostra aleatéria de 37 recipientes de suco, apresentando
média amostral de 0,999 de vitamina C. Sabe-se que o desvio-
padréo da quantidade de vitamina C nas embalagens € de ¢ =
0,06g.

a) Use os dados amostrais, a um nivel de significancia de
2%, para testar a afirmacéo de um gerente de producédo de que
a quantidade média de vitamina C no suco de laranja € menor do
que 1g.

b) Com base no resultado do item a, determine qual o tipo
de erro que poderemos estar cometendo.

Solucéo do item a):

12 Retire os dados do problema:

pu=1g n=37 o©=0,06g x=099g a=2%

22 Formule as hipoteses Ho e Ha (lembre-se que a
hipotese nula é aquela que contém o sinal de igual)

Ho:p>1
Ha:p<1

32 Determine o valor critico: Com base no sinal da
hip6tese alternativa (<), podemos verificar que o teste é
unilateral a esquerda, portanto a area da extremidade esquerda
da curva € de 0,02. Na tabela da distribuicdo normal vamos

procurar a area 0,48; verificamos que ndo ha 0,48 exatos na
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tabela, neste caso usamos o valor mais proximo, 0,4803, que
equivale a um Zcritco = - 2,06 (negativo, pois 0 Zecritico €St4 &

esquerda de zero).

0,45
0,02
Fo=-2,06 0
%_J%_J
v ~a
Rejeita Ho N&o Rejeita Ho

42 Calcule a estatistica de teste:

X—p _ 099-1

Z eete = - - 101
€t s/Jn 0067437

52 Tome a decisdo (nao rejeitar ou rejeitar Ho):
Podemos verificar que 0 Zieste = -1,01 esta dentro da area de ndo

rejeicdo da Ho, pois se encontra a direita de Zcritico = - 2,06.

206 1,01 0
—

N
Na

Rejeita Ho 0 Rejeita Ho

62 Interprete o resultado: Nao se rejeita a Ho ao nivel de

significancia de 2%, ou seja, 0 suco de laranja contém em média
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1g de vitamina C, o que indica que o rétulo do produto contém a
informacgao correta.

Solucéao do item b): Podemos estar cometendo um erro
do tipo Il, que € nao rejeitar a hipétese nula e ela ser falsa, ou
seja, ndo rejeitar que o produto contém em média 1g de vitamina

C quando na realidade contém uma quantidade menor.

Exemplo 3: O gerente de um resort afirma que os
héspedes gastam, em média, mais de R$500,00 durante um fim
de semana. Para testar a afirmacéo do gerente, foi selecionada
aleatoriamente uma amostra de 30 hdéspedes, obtendo-se uma
média de R$530,00. Sabe-se que o desvio-padrao populacional
dos gastos dos hdspedes é de R$45,00. Use a = 5%.

Solucéo:

12 Retire os dados do problema:

N =R$500,00 n=30 o=R$4500 Xx=R$530,00 a=5%

22 Formule as hip6teses Ho e Ha (lembre-se que a
hipotese nula é aquela que contém o sinal de igual)

Ho :p <500
Ha :pn > 500

32 Determine o valor critico: Com base no sinal da
hipGtese alternativa (>), podemos verificar que o teste é
unilateral a direita, portanto a area da extremidade direita da
curva é de 0,05. Na tabela da distribuigdo normal vamos procurar
a area 0,45. Verificamos que néao ha 0,45 exatos na tabela; neste
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caso ha dois valores proximos de 0,45, que sao 0,4495 e 0,4505.
Como os valores apresentam a mesma diferenca, sugerimos
usar o primeiro valor. Portanto, Zcritco = 1,64 (positivo, pois o
Zcritico €Sta a direita de zero).

0,45

0,03

0 Zo=1F54
| —

¥ X

N&o Rejeita Ho Rejeita Ho

42 Calcule a estatistica de teste:

X—p _530-500 _,

Z = = = y
€€ s/In 451430

52 Tome uma decisdo (ndo rejeitar ou rejeitar Ho):
Podemos verificar que 0 Zteste = 3,65 esta fora da area de ndo

rejeicdo da Ho, pois se encontra a direita de Zcritico = 1,64.

0 154 385
e ——S S

¥ X

N&o Rejeita Ho Rejeita Ho
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62 Interpretacdo do resultado: Rejeita-se a Ho ao nivel
de significancia de 5%, ou seja, 0 gasto médio dos héspedes é
maior do que R$500,00, como afirma o gerente.

5.8 Teste de hipétese para média com o
desconhecido

Para amostras cujo desvio-padrdo da populacdo é
desconhecido, a distribuicdo a ser usada no calculo de testes de
hipéteses € a distribuicdo t de Student, desde que possamos
considerar que a populacdo tenha distribuicdo normal ou
aproximadamente normal. Nesse caso, a estatistica de teste

sera dada por:

com gl.=n-1

tieste = Sa

s/vn

Exemplo 1: H& doze anos o nimero médio de horas

gasto assistindo a TV por familia da populacao foi relatado com
sendo de no maximo 6,8 horas por dia. Uma emissora de
televisdo alega que o tempo médio gasto assistindo a TV
aumentou nos ultimos anos. Uma amostra aleatoria de 22
familias forneceu um tempo médio gasto diante da televiséo de
7,5 horas por dia, com desvio-padrdo amostral de 1,8 horas por
dia. Teste a alegacdo da emissora de televisdo. Use um nivel

de significancia de 1%.
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Solucéo:
12 Retire os dados do problema:
p=6,8h/dia n=22 Xx=75hdia s=1,8h/dia a=1%

22 Formule as hipoteses Ho e Ha
Ho:unu<6,8
Ha:p> 6,8

32 Determine o valor critico: Com base no sinal da
hipotese alternativa (>) podemos verificar que o teste € unilateral
a direita, portanto a area da extremidade a direita da curva é de
0,01. Na tabela da distribuicdo t de Student vamos procurar o
valor de g.l. = 21 e area 0,01, portanto tcritico = 2,5176 (positivo,

Ppois 0 teritico €St a direita de zero).

0 +tc=25176

e e —
¥ \
N&o Rejeita Ho Rejeita Ho

42 Calcule a estatistica de teste:

X-u_ 75-68

t = = =182
teste S/\/ﬁ 1,8/@ 1
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52 Tome uma decisdo (ndo rejeitar ou rejeitar Ho):
Podemos verificar que o teste = 1,82 estd dentro da &rea de néo
rejeicdo da Ho, pois se encontra a esquerda de teritico = 2,5176,

logo néo rejeitamos a Ho.

62 Interprete o resultado: Nao se rejeita a Ho ao nivel de
significancia de 1%, ou seja, o tempo médio gasto assistindo a

TV nao aumentou nos Ultimos anos.

Exemplo 2: Na avaliacédo de seus servicos, a hota maxima
gue um aeroporto pode alcancar € 10. Sao classificados como
aeroportos classe A os que tém avaliagdo média maior que 7. A
administracdo de um determinado aeroporto alega que seu
aeroporto é de classe A. Com o objetivo de testar essa alegacéo,
foi selecionada uma amostra aleatéria de 13 viajantes. Foram
obtidas as seguintes notas: 7-8-10-8-6-9-6-7-7-8
— 9 — 8 — 7. Considere que as notas apresentam distribuicéo
normal. A um nivel de significancia de 5%, teste a alegacao da
administracdo do aeroporto.

Solucéo:

12 Retire os dados do problema:

u=7 n=13 X =7,69 s=1,18 a=5%

22 Formule as hipoteses Ho e Ha
Ho:pn<7,0
Ha:u>7,0
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32 Determine o valor critico: Com base no sinal da
hipotese alternativa (>), podemos verificar que o teste é
unilateral a direita, portanto a area da extremidade a direita da
curva € de 0,05. Na tabela da distribuicdo t de Student, vamos
procurar o valor de g.l. = 12 e area 0,05, portanto teritico = 1,7823

(positivo, pois o teritico €Sta a direita de zero).

0,03

0 #c=17823
—_—

¥ X

N&o Rejeita Ho Rejeita Ho

42 Calcule a estatistica de teste:
Para calcular a estatistica de teste, precisamos da média
e do desvio-padréo da amostra.

n
X

2% 100 769
n 13

X =

D200 I A S

13-1 13

X-p 769-7

t = =
€ T s/Vn 118/V13

=211
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52 Tome uma decisdo (nédo rejeitar ou rejeitar Ho):
Podemos verificar que 0 teste = 2,11 esta fora da area de néo
rejeicdo da Ho, pois se encontra a direita de tcritico = 1,7823. Logo,

rejeita-se Ho.

62 Interprete o resultado: Rejeita-se Ho, ao nivel de
significancia de 5%, ou seja, ha evidéncias suficientes para
apoiar a alegacao da administracao de que o aeroporto pertence

a classe A.

5.9 Fluxograma

O fluxograma a seguir auxilia na escolha da distribuicdo a
ser usada nos testes de hipdteses. A primeira pergunta é se o
desvio-padrao populacional é conhecido; ha duas saidas, sim ou
nao. Se a resposta for sim, podemos usar a Distribuicdo Normal,
se for ndo, respondemos a outra pergunta. A distribuicdo é
aproximadamente normal? Se a resposta for sim, usaremos o
desvio-padrdo amostral e usaremos a distribuicdo t de Student.
Se a resposta for ndo, devemos aplicar testes ndo-paramétricos
ou aumentar o tamanho da amostra para garantir que a
distribuicdo seja aproximadamente normal como diz o teorema

central.
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O é conhecido?

Distribuigdo m

aproximadamente
normal?

Use a

distribuigdo
Normal

Use o desvio padrédo
da amostra s para
estimar

a

Aplicar testes ndo
paramétricos ou
aumentar o tamanho
da amostra

Use a distribuicéo t
de Student?

5.10 Testes de hipdteses para proporgao

A propor¢cdo da populacdo, simbolizada por p, é
parametro populacional, ja estudado anteriormente. Para a

proporcdo podemos ter trés formas para um teste de hipotese,

sao eles:
Ho : p > po Ho : p < po Ho:p =po
Ha: p < po Ha:p > po Ha: p # po
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O p, € um valor hipotético para a proporcdo da
populacdo. Podemos ter testes bilaterais ou unilaterais, que vao
depender da montagem das hipoteses. Ja vimos que a
distribuicdo amostral de p pode ser aproximada por uma
distribuicio  de  probabilidade normal desde que
np>5 e ng=5.

O meétodo usado para conduzir os testes é analogo ao
usado para os testes de hipbéteses da média populacional. A
Unica diferenca é que usamos a propor¢cao da amostra p e seu

desvio-padréo o; no desenvolvimento da estatistica do teste.

Estatistica de teste para a proporcao:

p(l-p)

n

p-p
p.1-p
n

Zieste = , onde o =
Comecamos formulando a hipétese nula e hipoétese
alternativa para o valor da proporcdo da populagédo. Entéo,

usando o valor da propor¢ao da amostra p e seu desvio-padrao
o , calculamos um valor para a estatistica do teste z. Comparar

o valor da estatistica do teste com o valor critico nos possibilita

determinar se a hipétese nula deve ser rejeitada ou nao.

Exemplo 1: Num clube de pesca, 20% dos pescadores
sdo mulheres. Em um esfor¢co para aumentar a proporgéo de
pescadoras, o clube utilizou uma promoc¢éo especial. Apés um

certo periodo foi selecionada uma amostra aleatoria de 500
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pescadores, dos quais 150 eram mulheres. Teste a hipotese de
gque a proporcdo de pescadoras aumentou com a nova

promocdo. Use nivel de significancia de 10%.

Solucédo: Ja vimos que a distribuicdo amostral de p pode
ser aproximada por uma distribuicdo de probabilidade normal
desdeque np =5 e ng=5.

Neste exemplo, np 2500.0,2=100 e nq=500.0,8 =400

Assim, a aproximacao da distribuicdo de probabilidade

normal € apropriada.

12 Retire os dados do problema:

p=02 n=500 p=2_03 a=10%
500

22 Formule as hipo6teses Ho e Ha
Ho: p <0,20
Ha: p >0,20
32 Determine o valor critico: Com base no sinal da
hip6tese alternativa (>) podemos verificar que o teste € unilateral
a direita, portanto a area da extremidade a direita da curva é de
0,1. Na tabela da distribuicdo normal vamos procurar a area
0,40; verificamos que ndo ha 0,40 exatos na tabela. Neste caso
h& dois valores préximos: 0,3997 e 0,4015; consideramos o0 que
apresenta a menor diferenca a 0,40, que é 0,3997, portanto,
Zcritico = 1,28 (positivo, pois 0 Zecritico €Sta a direita de zero).
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42 Calcule a estatistica de teste:
Antes de calcular a estatistica de teste & necessario
calcular o desvio-padréao das propor¢descy :

o - \/p(l—p) _ \/0,20(1—0,20) 00179
P n 500 ’

p-p_030-020 o
o5 0,0179

Zteste -

52 Tome a decisdo (ndo rejeitar ou rejeitar Ho):
Podemos verificar que 0 Ztweste = 5,59 esté fora da area de néo

rejeicdo da Ho, pois se encontra a direita de Zcritico = 1,28.

0,40
0,10
0 128 559
—/—’H—I
¥ \
Nao Rejeita Ho Rejeita Ho

62 Interprete o resultado: Rejeita-se a Ho ao nivel de
significancia de 10%, ou seja, a promoc¢ao especial aumentou
significativamente a propor¢cdo de pescadoras no clube de
pesca.

Exemplo 2: Os editores de um jornal afirmam que 25%
de seus leitores sdo mulheres. Uma amostra aleatoria de 150
leitores mostrou que 30 eram mulheres. Teste a afirmacéo dos

editores do jornal ao nivel de significancia de 2%.

112



Solucédo: Javimos que a distribuicdo amostral de p pode

ser aproximada por uma distribuicdo de probabilidade normal,

desde que np=5 e ng=5  Neste exemplo, temos
np =150.0,25 =37,5 e nq=150.0,75=112,5.
Assim, a aproximacao da distribuicdo de probabilidade

normal € apropriada.

12 Retire os dados do problema:

P=025 n=150 p=—2_02 a=2%
150

22 Formule as hipo6teses Ho e Ha
Ho: p =0,25
Ha:p # 0,25
32 Determine o valor critico: Com base no sinal da
hipotese alternativa (# ) podemos verificar que o teste € bilateral,
portanto o valor do nivel de significancia fica dividido por dois,
obtendo assim duas &reas nas extremidades da curva de 0,01
cada uma. Com o auxilio da tabela da normal vamos descobrir
gual é o valor critico. Para uma area de 0,49 verificamos que ndo
h& 0,49 exatos na tabela. Neste caso, ha dois valores proximos:
0,4898 e 0,4901; consideramos 0 que apresenta a menor

diferenca, que sera 0,4901, portanto, Zcritico = 2,33.
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0,49 0,49

0,m 001

Fo=-233 0 +Ic=233

Ve v ~
Rejeita Ho N&ao Rejeita Ho Rejeita Ho

42 Calcule a estatistica de teste:
Antes de calcular a estatistica de teste é necessario
calcular o desvio-padrao das proporgdes oy :

o :\/p(l—p) :\/0,25(1—0,25) _ 0,0354

n 150
p-p 02-025
Zieste = = =-141
Cp 0,0354

52 Tome a decisdo (ndo rejeitar ou rejeitar Ho):
Podemos verificar que 0 Zteste = - 1,41 esta dentro da area de
nao rejeicao da Ho, pois se encontra entre -2,33 e +2,33.

62 Interprete o resultado: Nao se rejeita a Ho ao nivel de
significancia de 2%, ou seja, ha evidéncias suficientes para
apoiar a afirmacao dos editores do jornal de que a proporcao de
leitoras é de 25%.
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Exercicios resolvidos

1) De acordo com uma revista especializada em carros, o
preco médio de carros usados no Brasil € de R$15.680,00 ou
mais. O gerente de uma distribuidora de carros usados de Rio
Grande reviu uma amostra de 101 vendas recentes de carros
usados na distribuidora, obtendo um preco médio de
R$14.880,00 e desvio-padrdo R$3.200,00. Com um nivel de
significancia de 5%, teste a alegacdo da revista. Qual é a

conclusédo do teste?

Hipoteses: Ho: pn> 15.680
Ha: u < 15.680

Tamanho da amostra (n) = 101
Média amostral (x)=14.880

Desvio-padrao amostral (s) = 3.200
Nivel de significancia (a) = 0,05
Estatistica de teste = -2,5

Solucéo:

As hipéteses foram enunciadas. Precisamos verificar qual
distribuicdo devemos usar. Como o desvio-padréo da populacéo
nao é conhecido, usaremos o desvio-padrdo amostral (s) e a
distribuicdo t de Student.

Como podemos observar, o teste é unilateral a esquerda,

com um nivel de significancia de 0,05.
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Devemos calcular os graus liberdade g.I. =101 — 1 = 100.
Na tabela t de Student retiraremos 0 teritico= 1,6602, que neste
caso é negativo, pois esta a esquerda de zero.

Podemos verificar que a estatistica de teste igual a -2,5
estd dentro da area de rejeicdo. Portanto, temos evidéncias
suficientes para rejeitar a hipétese nula. Podemos concluir que
a média de precos de vendas dos carros no Brasil € menor que
R$15.680.

5602 0
—_
4 \
Rejeita Ho N&o Rejeita Ho

2) Um novo programa de dieta afirma que os participantes
perderdo em média oito quilos durante a primeira semana do
programa. Uma amostra aleatéria de 41 participantes do
programa mostrou uma perda de peso médio de sete quilos, com
desvio-padrdo amostral de 3,2 quilos, com um nivel de
significancia de 0,05, Qual a conclusdo sobre a afirmacéo feita

pelo programa de dieta?
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Tamanho da amostra (n) = 41
Média amostral (x)=7
Desvio-padrao amostral (s) = 3,2
Nivel de significancia (o) = 0,05
Estatistica de teste = -1,98

Solucéo:

Neste exercicio as hipoteses ndo foram enunciadas. O
primeiro passo é descobrir quem sdo as hipGteses nula e
alternativa.

Ho:n=28
Ha:p#8

Precisamos verificar qual distribuicdo devemos usar.
Como o0 desvio-padrdao da populacdo ndo € conhecido,
usaremos 0 desvio-padrao amostral (s) e a distribuicdo t de
Student.

Como podemos observar, o teste € bilateral, com um nivel
de significancia de 0,05. Temos duas areas de 0,025.

Devemos calcular os graus de liberdade g.l.=41 — 1 = 40.
Na tabela t de Student retiraremos 0 teritico= 2,0211.

Podemos verificar que a estatistica de teste igual a -1,98
esta dentro da area de nao rejeicdo. Portanto, temos evidéncias
suficientes para nao rejeitar a hipotese nula. Podemos concluir
gue em média os participantes da dieta perdem 8kg durante a

primeira semana de dieta.
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20211 02,0211
« v ~
Rejeita Hy N&o Rejeita Hy Rejeita Ho

Exercicios complementares

1) Uma rede de televisdo possui um canal que apresenta
noticias, reportagens e anuncios direcionados para os individuos
gue esperam nas filas dos caixas de supermercados. Os
programas de televisdo foram concebidos com um ciclo de oito
minutos, com base na teoria de que este € o tempo médio da
populacédo de compradores na fila de um caixa de supermercado.
Uma amostra aleatoriamente selecionada de 101 compradores
em uma grande rede de supermercados mostrou que o tempo
médio de espera é de 7,5 minutos, com um desvio-padrao de 3,2
minutos. Teste, ao nivel de significancia de 0,05, se o tempo
meédio de espera no caixa do supermercado difere do tempo

previsto.
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Hipoteses: Ho: p =8
Hap=8
Tamanho da amostra (n) = 101
Média amostral (x)=7,5
Desvio-padrao amostral (s) = 3,2
Nivel de significancia (a) = 0,05
Estatistica de teste = -1,57

2) Um novo programa de televisédo precisa provar que tem
mais que 25% de audiéncia de telespectadores depois das 15
primeiras semanas de exibicdo para ser julgado bem-sucedido.
Considere uma amostra aleatoria de 400 familias; destas, 112
estavam vendo o novo programa. Com um nivel de significancia
de 0,1, o programa pode ser considerado bem-sucedido com

base na informacéo da amostra?

Hipoteses: Ho: p < 0,25
Ha: p > 0,25
Tamanho da amostra (n) = 400

Proporg&o amostral (p) = 12 _ 0,28

400
Nivel de significancia (o)) = 0,1
Estatistica de teste = 1,385

3) O gerente de um posto de gasolina esta considerando
um novo plano de bénus criado para aumentar as vendas (ex.: a

cada més sera sorteada uma TV para os clientes do posto, ou a
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cada 20 litros vendidos o cliente ganhara um refrigerante...). O
volume médio atual de vendas é de até 10.000 litros mensais. O
gerente aplica durante seis meses um plano de bonus e registra
0s seguintes volumes de vendas: 11.000 litros, 12.500 litros,
9.500 litros, 9.800 litros, 11.500 litros e 10.600 litros. Teste a
hipétese de que o plano foi bem-sucedido ao um nivel de
significancia de 0,1. Qual a sua conclusdo? Suponha a

populacdo normalmente distribuida.

4) Uma industria calgadista opera com o custo médio de
fabricacdo de R$300,00 ou mais por hora de producao e desvio-
padréo populacional de R$15,00. O diretor de fabricagéo propde
um novo meétodo de fabricacdo que visa a diminuir o custo por
hora de producgdo. Para testar o novo método é selecionado
aleatoriamente um periodo de 41 horas de producdo ao longo
de um més, verificando-se que o custo médio de producéo é de
R$285,00. Com um nivel de significancia de 0,05, teste a
hipotese de que o método proposto pelo diretor reduz o custo
médio de producgédo. Qual sua conclusdo?

5) Uma universidade federal afirma que mais de 80% de
seus estudantes completam a graduacdo em 4 anos. Para testar
a afirmacéo foram selecionados 400 graduados para o estudo;
300 graduados responderam que terminaram a graduagéo em 4
anos. Teste a afirmacdo da Universidade com um nivel de

significancia de 0,1. Qual a sua conclusdo?

120



6) Para uma populacdo de varas de aco com desvio-
padréo populacional de 21cm, desejamos testar a hipotese nula
Ho: u =255 cm contra a hipotese alternativa Ha: p = 255 cm, com
base em uma amostra de 36 elementos e uma média amostral
do comprimento das varas de 248cm, com um nivel de
significancia de 0,1. Qual a conclusdo e o erro que podemos

estar cometendo?

Hipodteses: Ho: p = 255
Ha: p # 255
Tamanho da amostra (n) = 36
Média amostral (x)= 248

Desvio-padrao populacional (c) = 21
Nivel de significancia (o)) = 0,1
Estatistica de teste = -2,0

7) Um contador acredita que os problemas financeiros
pelos quais a sua empresa esta passando sdo resultado direto
do atraso do pagamento das contas a receber. O contador afirma
gue pelo menos 70% das atuais contas a receber tem mais de
dois meses de atraso. Uma amostra de 120 contas a receber
mostrou que 78 tém mais de dois meses em atraso. Teste a
afirmacado do contador a um nivel de significancia de 0,05. Qual

a sua conclusao?
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Hipoteses: Ho: p > 0,70
Ha: p < 0,70
Tamanho da amostra (n) = 120

Proporgéo amostral (p)= 17280 = 0,65

Nivel de significancia (a) = 0,05
Estatistica de teste = - 1,195

8) Para testar a alegacéo de que em média uma dona de
casa com marido e dois filhos trabalhe 50 horas ou menos por
semana em servicos domésticos (ex.: lavar a roupa, cozinhar,
limpar a casa etc.), seleciona-se aleatoriamente uma amostra de
oito donas de casa. As horas de trabalho durante uma semana
para uma amostra de oito donas de casa sédo: 55, 60, 48, 45, 52,
54, 45 e 51. Teste a afirmacdo a um nivel de significancia de
0,05. Qual sua conclusdo? Suponha populacdo normalmente
distribuida.

9) O fabricante de uma determinada marca de pneus
afirma que seus pneus podem suportar uma quilometragem
média de mais de 64.000km. Foi selecionada uma amostra de
60 pneus, com média de 61.000km, sabendo-se que a
populacao tem desvio-padrao de 5.500km. Teste a afirmacéo do
fabricante a um nivel de significancia de 0,05. Qual sua

conclusdo?
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10) A empresa INSET vende um repelente de insetos que
alega ser eficiente pelo prazo médio de 360 horas no minimo.
Uma analise de nove itens escolhidos aleatoriamente acusou
uma média de 340 horas e desvio-padrao de 9 horas. Ao nivel
de significancia de 0,01, teste a afirmacéo da empresa. Qual sua
conclusao? Suponha distribuicao da populacao

aproximadamente normal.

Respostas

1. tteste= -1,57, teriico=%1,9840, n&o se rejeita a Ho

2. Zteste=1,385, Zcritico=1,28, rejeita Ho

3. tteste=1,803, tcritico=1,4759, média amostral=10.816,67,
$=1.108,9, rejeita Ho

4. Zieste= -6,40, Zcritico= -1,64, rejeita Ho

5. Zteste= -2,5, Zcritico= 1,28, n&o se rejeita a Ho

6. Zteste= -2, Zcritico= 1,64, rejeita Ho

7. Zteste=-1,195, Zcritico= -1,64, N&0 se rejeita a Ho
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8. Média amostral= 51,25, desvio-padrdo amostral =
5,18, tteste= 0,683, teritico= 1,8946, ndo se rejeita a Ho

9. Zteste= -4,23, Zcritico= 1,64, ndo se rejeita a Ho

10. tteste= - 6,66, tcritico= -2,8965, rejeita Ho
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6 Intervalo de confianga para duas amostras

No capitulo 4, apresentamos como montar um intervalo
de confianca para um Unico parametro populacional, como

média (u) e proporcéo (p). Neste capitulo, estenderemos estes

conceitos para a comparacdo de dois parametros e
consequentemente duas amostras.

E importante ressaltar a disting&o entre o estudo realizado
com amostras independentes e amostras dependentes?.
Duas amostras sédo independentes se o0s valores amostrais de
uma populacdo ndo estédo relacionados ou emparelhados com
os valores amostrais selecionados da outra populagcédo. Duas
amostras sdo dependentes se cada elemento de uma amostra
corresponder a um elemento de outra amostra.

Por exemplo, a fim de avaliar a influéncia de uma
determinada campanha publicitaria sobre a intencdo de compra
do consumidor, um pesquisador entrevista 0os consumidores
antes e depois do lancamento da campanha. Se a amostra
obtida depois que a campanha publicitaria tiver sido lancada for
composta por individuos diferentes daqueles entrevistados
antes do lancamento da campanha, as amostras sao
independentes. Caso contrario, se a amostra obtida depois de

langada a campanha publicitaria for composta pelos mesmos

! Videos sobre intervalos de confianca para duas amostras, gravados pelas autoras
deste livro, vocé pode assistir no Youtube no Canal da Profa Suzi Sama.
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individuos entrevistados antes do lancamento da campanha,
entdo as amostras sdo consideradas dependentes, pois cada
entrevistado estara sendo comparado consigo mesmo em outro

instante de tempo.

6.1 Intervalo de confianca para a diferenca de duas
médias populacionais com 0, e 0, conhecidos

A inferéncia estatistica para diferenca de duas médias

populacionais 1, e p, de duas populacdes com desvios-padrées
conhecidos segue as seguintes suposicoes:

® Ambas as amostras sdo aleatorias.

® As duas amostras sao independentes.

® Ambas as amostras provém de populacdes com
distribuicdo normal ou ambas as amostras sdo maiores que 30

(Teorema Central do Limite).

Na estimacdo de um intervalo de confianca para duas
meédias populacionais o erro maximo da estimativa é obtido
usando-se a distribuicdo normal e multiplicando o valor critico

(Zcritico) pelo desvio-padrao das diferencas de meédias:

o o3
e=2,.|—+—*%
ng np
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O intervalo de confianca para a diferenca de duas

meédias populacionais com o; e 6, conhecidos é dado por:

2 2

— — (e} (e}

(X, = Xp)+ Zg. |2 + =2
1 2 c

ng Ny

P((X,—Xp)-e<p —pp < (X -X;)+e)=1-a

Exemplo de intervalo de confianga: Um fabricante de
automoveis utiliza dois tipos diferentes de pneus nos veiculos
gue fabrica. Uma amostra aleatéria de 50 pneus do tipo A
apresentou duracdo média de 38.700km. Uma amostra aleatoria
de 40 pneus do tipo B apresentou durabilidade média de
41.800km. Por pesquisas anteriores, sabe-se que o pneu tipo A
apresenta desvio-padrédo populacional de 4.023km, e 0s pneus
tipo B, desvio-padrdo populacional de 4.827km. Construa o
intervalo de 90% de confianca para diferenca de duracdo média
entre os dois tipos de pneus.

Solucéo:

1° Com base no nivel de confianca (1- a), determine o

valor de Zcritico.

045

0,05

-1.64 0 +164
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2° Determine o intervalo de confianca:

2 2
— — (e) (e)
(X — Xy ) Zg. |22 + =2

1 2 c
ng N

4.023% .\ 4.827%
50 40

(38.700 — 41.800)+1.561,18 = -3.100+1.56118

(38.700 - 41.800) + 164.\/

-4.611,18 < ya - e <-1.538,82

3° Interprete o intervalo de confianga: Com 90% de
confianca podemos afirmar que o intervalo de -4.661,18 a
- 1.538,82 contém a diferenca de duracdo média populacional.
Como os dois limites do intervalo de confianga s&o negativos,
podemos concluir que os pneus tipo A tém duracdo média

menor que 0s pneus tipo B (us <pg).

6.2 Intervalo de confianca para a diferenca de duas
meédias populacionais com 0, e 0, desconhecidos

Nesta secdo, a inferéncia estatistica para a diferenca de

duas médias populacionais p; e p, segue as mesmas

suposic¢des do item 6.1, no entanto apresentam-se dois casos
distintos:
1° Caso: Os desvios-padrdes populacionais, ¢, € ¢,, S0

desconhecidos e ndo se faz qualquer suposicdo sobre a
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igualdade das variancias populacionais, o2 #o5. Neste caso,

usamos as variancias amostrais s> e s5 no célculo do desvio-

padréo da diferenca de médias, usando assim a distribuicéo t de
Student.

O intervalo de confianca para a diferenca de duas
médias populacionais supondo o7 = o5 é dado por:

St , S5

X1 — X5 )t tertico | — + —=
(1 2) critico n, n,
Como partimos da suposicdo de que as variancias

populacionais séo diferentes o? # o3, calcula-se o nimero de

graus de liberdade pela seguinte expressao:

(wy +w, )
2 2

w W
1, W

n-1 n,-1

gl.=

s? s3
Sendo: w,; ==L e w,=>2
Ny n,

Exemplo de intervalo de confianca: Uma pesquisa
analisou a eficcia de dois tipos de treinamento, com a finalidade
de diminuir o tempo médio da realizagdo de uma determinada
tarefa. Foram selecionadas duas amostras aleatorias de

populacdes com distribuicdo normal. Considere o;#o,. Os

dados da pesquisa estdo no quadro a seguir. Determine um

intervalo de 95% de confianca para a diferenca no tempo medio
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da realizacao da atividade. O que podemos concluir?

Treinamento 1 ny =15 X; =24,2min S; = 3,16 min
Treinamento 2 n, =10 X5 =23,9min S, =4,47min
Solucéo:

1° Para determinar o intervalo de confiancga, primeiro
calcule o numero de graus de liberdade para encontrar o

valor de teritico.

2 2 2 2
w, =S _316% e w, =52 _447° _1qg
n, 15 Ny 10
ol - (w, +w,)*  (0666+1998F  7,0969 1493215

wi o w © 0,6662 , 1998 00317 +0,4436
-1 n,-1 15-1 10-1

2° Com base no numero de graus de liberdade (g.l.) e

no nivel de confianga (1- a), determine o valor de tcritico.

0,025 0,024

i
=)
-
(e8]
ry
m
=
+
=)
—4
ol
ry
mn
e

3° Determine o intervalo de confianga:

(X X2)+tcrmco ]/
2 2
(24,2-239 +21315,/316 447
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03 +21315.16321
03+3479
-3,179 < 1 - P2 < 3,779

4° Interprete o intervalo de confianga: Com 95% de
confianga podemos afirmar que o intervalo de -3,179 a 3,779
contém a diferenca de tempo médio populacional na realizacédo
da tarefa. Como o limite inferior € negativo e o limite superior do
intervalo de confianca € positivo, nada podemos concluir, pois o
intervalo de confianca contém o zero, logo o tempo médio entre

os dois treinamentos pode ser igual (us = pg), OU O treinamento
A ter maior tempo médio (u, > pg), Ou O treinamento A ter menor
tempo médio (i < pg).

2° caso: Os desvios-padrdes populacionais, 0, e 0,, S0
desconhecidos, mas é razoavel supor que as variancias

populacionais s&o iguais, 07 = 05. Neste caso, calculamos a

média aritmética ponderada das variancias s? e s5 para obter
uma estimativa da variancia populacional comum, denotada por
§2, usando assim a distribuicdo t de Student, a qual tem

n, +n, —2 graus de liberdade.

O intervalo de confianca supondo o = g5 é dado por:

§ &2

(X1 = X2) * teriico- n—l + E
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2 2

n n; —1)sy +(n, —1)s

com gl=n,+n,-2 onde 32:(1 Jsi +(n; ~)s;
ng+n, -2

Exemplo de intervalo de confian¢ca: Em uma avaliagéao
de estatistica, foi selecionada uma amostra aleatéria de 12
estudantes da turma A, resultando numa nota média igual a 7,9
com desvio-padrdo 0,6. Na turma B foram selecionados
aleatoriamente 15 estudantes, que tiraram nota média 6,7 com
desvio-padrao 0,8. Construa um intervalo de confianga de 99%
para a diferenca de médias, supondo a variancia das duas
populacdes iguais cf =cs§. As notas apresentam distribuicao
normal.

Solucéo:

1° Retire os dados do exemplo:

X, =79 n, =12 s,=06 1-a =099

X, =67 n,=15 s,=08 glh.=12+15-2=25

2° Com base no numero de graus de liberdade (g.l.) e

no nivel de confianga (1- a), determine o valor de tcritico.

-27874 0 +27B74
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3° Determine o intervalo de confianca: Para determinar
o intervalo de confianca precisamos calcular §2

22 _ (0 -1)sf +(n, -1)s3 _ (12-1)06° +(15-1)08* _ 396 +896

32 - =052
N +n, -2 12+15-2 25
(7.9-6,7)+ 2,7874. 052 052

12 ' 15
12+2787402793 > 12+078

0,42<p1- H2<1,98

Interprete o intervalo de confianca: Com 99% de
confianga podemos afirmar que o intervalo de 0,42 a 1,98
contém a diferenca das notas médias populacionais. Como o0s
limites inferior e superior do intervalo de confianca séo positivos,
podemos concluir gue a média das notas dos alunos da turma A

€ maior do que a média das notas dos alunos da turma B

(HA >HB)-

6.3 Fluxograma

O fluxograma a seguir auxilia na escolha da distribuicdo a
ser usada nos intervalos de confianca para diferenca de médias
de amostras independentes. A primeira pergunta é se o desvio-
padréo populacional é conhecido, ha duas saidas, sim ou ndo. Se
a resposta for sim, podemos usar a distribuicdo normal; se for néo,

respondemos outra pergunta: podemos supor que o; = o, ? Se a
resposta for sim, usaremos a distribuicdo t com os passos do 2°
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caso. Se for ndo, devemos usar a distribuicdo t de Student com

o0s passos do 1° caso.

0, € 0, séo
conhecidos?

NAO

Use a Pode-se supor que

distribuigao -
Normale o S
erro padrao:
2 2
f"_1 ok
\J Ny N
Use a (Use a distﬂbulclot\
glstrlbuiqio t (2° Caso) coma
(1e|?“°)digm' o varidncia amostral
ro padrao: combinada:
fsz 2 ~2 a2
\/_1 .. .
n N Vo, o, )

6.4 Intervalo de confianca para amostras
dependentes

O teste t de Student para amostras dependentes analisa
dois grupos de observacdes baseados na mesma amostra de
objetos ou individuos, a fim de verificar se o processo ao qual 0s
individuos foram submetidos produziu alguma alteracéo.
Voltemos ao exemplo do inicio desta unidade, em que um

pesquisador esta interessado em avaliar a influéncia de uma
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determinada campanha publicitaria sobre a intencado de compra
do consumidor. Se ele entrevistar o0s mesmos consumidores
antes e depois de ser lancada a campanha, as amostras seréo
dependentes. Neste caso, em vez de analisar cada grupo

separadamente, observamos somente a diferenca (d;) entre as
duas medidas em cada individuo, d, = x; - ;.

No estudo de amostras dependentes, obtemos um quadro

semelhante a este:

Antes (x;) Depois (y;)
X1 Y1
X2 y2
Xn Yn

O intervalo de confianca para amostras dependentes é

dado por:
- s
4t .o
critico \/ﬁ
ou
P(a—esud £a+e)=1—oc
sendo:

_ d
® Média das diferencas d= %

® Desvio-padréao das diferencas entre os pares:
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. /Zdiz—naz
] d n-1

®  Graus de liberdade: gl.=n-1
® Numero de pares observados: n

Erro maximo da estimativa: e

Exemplo para intervalo de confianga: O centro de
estudos de violéncia no transito deseja determinar se 0 novo
programa de direcdo defensiva altera o comportamento dos
motoristas. Foram selecionados dez motoristas, 0s quais
responderam um questionario a fim de verificar o grau de
agressividade no transito antes e depois de eles terem
participado do programa. Os escores obtidos estdo no quadro a
seguir. Monte um intervalo de 90% de confianca para os escores

de agressividade no transito. O que vocé pode concluir?

Motorista Antes Depois
1 4 1
2 3 3
3 10 8
4 5 1
5 8 7
6 9 8
7 5 1
8 7 5
9 1 2
10 7 6
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Solucéo:

1° Calcule a diferenca (d;)

Motorista Antes (Xi) Depois (yi) di = X
1 4 1 3
2 3 3 0
3 10 8 2
4 5 1 4
5 8 7 1
6 9 8 1
7 5 1 4
8 7 5 2
9 1 2 -1
10 7 6 1

2° Calcule a média das diferencas:

- Zdi 3+0+2+4+1+1+4+2+(-1)+1 17
n 10 10

3° Calcule o desvio-padrdo das diferencas entre os

pares :
> &-nd®  [53-1017° _ [53-289
o=\ T\ 0.1 N g e

4° Namero de graus de liberdade: Com base no niumero

de graus de liberdade (g.l.) e no nivel de confianca (1- a)
determine o valor de (teritico.
gl.=n-1=10-1=9
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0,05 005

-1,8331 0 1,83311

5° Determine o intervalo de confianca:

d+ tcmico.s—‘; >17+18311. lji%“ >17+18311.05175

17+0,95
0,75 < pa<2,65

6° Interprete o intervalo de confianca: Com 90% de
confianga podemos afirmar que o intervalo de 0,75 a 2,65
contém a diferenca dos escores médios populacionais. Como 0s
limites inferior e superior do intervalo de confianca sdo ambos
positivos, podemos concluir que a média dos escores de
agressividade antes da participacdo do motorista no programa é
maior do que a média dos escores de agressividade apls a

participacdo no programa (1, > pp ). Portanto, o programa surtiu

o efeito desejado.
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6.5 Intervalo de confianca para a diferenca de duas
proporcdes populacionais

Na inferéncia estatistica para diferenca de duas
proporgées populacionais p; e p,, com base em amostras
independentes é realizada através da distribuicdo normal.

O intervalo de confianca para diferenca de duas
proporcdes populacionais € dado por:

(6,-F,)< .. \/m@—mh P21~ )
ng ny

P((ﬁl—ﬁz)—eﬁ Pm —PE = (51—52)+e):1_0L

Exemplo: Uma pesquisa entre estudantes universitarios,
constatou que de 140 estudantes do sexo masculino,
aleatoriamente selecionados, 26 usam a Internet apenas para 0s
estudos; e 15 estudantes do sexo feminino entre as 120,
aleatoriamente selecionadas, também utilizam a Internet apenas
nos estudos. Determinar, ao nivel de 99% de confianca, o
intervalo para a diferencga entre as propor¢des de estudantes de

ambos 0s sexos, que utilizam a Internet apenas para estudo.

Solucgéo:

1° Retire os dados do exemplo:

_ X 26
Xy =26 Ny =140 -2_-22 _0186
M M Pv =1~ 120

139



_ x 15
Xg =15 n- =120 =—=—=0125
F F Pr n 120

2° Com base no nivel de confianca (1- a), determine o

valor de Zeritico.

0,495 0,495

0,005 0,005

-2,87 0 #2457 =z

3° Determine o intervalo de confianca:

By _5F)izc_\/5M-(l_ﬁM) N Pe-(1-pe)
Ny N

0,186.(1-0,186) , 0125 (1-0125)
140 120

(0,186 —0,125)+ 2,57.\/

01514 N 0,1094
140 120

0,061+257.00446 = 0061+01146
-0,054 <pm- pr=0,176
ou-54%<pm- pr<17,6%

0,061 + 2,57 \/

4° Interprete o intervalo de confiangca: Com 99% de

confianga podemos afirmar que o intervalo de - 0,054 a 0,176
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contém a diferenca entre as propor¢cdes de estudantes, de
ambos os sexos, que utilizam a Internet apenas para estudo.
Como o intervalo contém o zero, nada podemos concluir em
relacédo a proporcéo de estudantes do sexo masculino e feminino

gue utiliza a Internet apenas para estudo.

Exercicios resolvidos

1) Um pesquisador esta estudando a idade média em que
jovens de ambos 0s sexos comecam a beber. Para tal,
selecionou uma amostra aleatéria de 26 jovens do sexo
masculino, obtendo idade média de 12,3 anos. Uma amostra
aleatdria de 22 jovens do sexo feminino forneceu idade média
de 14,2 anos. Com base em pesquisas anteriores, sabe-se que
a idade em que jovens do sexo masculino e feminino comegcam
a beber apresenta uma distribuicdo normal com desvio-padréo
populacional igual a 0,8 e 1,3 ano, respectivamente. Monte um
intervalo de confianca de 99% para a diferenca de médias. O

intervalo contém o valor ZERO? Interprete este resultado.

2 2
M 4 SF ~ 03184
Ny N

Solucgéo:
1° Com base no nivel de confianca (1- a), determine o

valor de Zcritico.
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0,495 0,495

0,005 0,005

-2,87 0 #2457 =z

2° Determine o intervalo de confianca:

2 2

— — (e} O

(X — Xg )+ Zg. [ M 4 2F
v NE

(-19)+257.0,3184 & (- 19)+ 0,818
2,718 < pm - pF < -1,082

3° Interprete o intervalo de confiangca: Com 99% de
confianga podemos afirmar que o intervalo de -2,718 a -1,082
contém a diferenca de idade média populacional. O intervalo ndo
contém o valor zero. Como os dois limites do intervalo de
confianca sdo negativos, podemos concluir que a idade média
populacional em que os jovens do sexo masculino comecam a
beber € menor do que a idade média populacional em que as

jovens comecam a beber (uy < ug).

2) Uma empresa realizou um estudo para avaliar o tempo
médio de adaptagdo de funcionarios do sexo masculino e
feminino. Foram selecionados aleatoriamente 46 homens,
obtendo-se tempo médio de adaptacéo de 2,8 anos com desvio-
padrdao de 0,6 ano, e 46 mulheres, também aleatoriamente,

obtendo-se tempo médio de adaptagdo de 2,3 anos com desvio-
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padrdao de 0,7 ano. Por estudos anteriores, sabe-se que a
populacao apresenta distribuicdo normal. Monte um intervalo de

confianca de 95% para a diferenca de médias.

~7 ~2
5 .5 _01356
ny Ny

Solucéo:
Retire os dados do exemplo:
1-a=095

Graus de liberdade: gl. =46 + 46 =90

Com base no numero de graus de liberdade (g.l.) e no

nivel de confianca (1- a), determine o valor de tcritico.

0025 0,025

-1,9867 0 +1,9867 1
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Determine o intervalo de confianca

§* &2

X1 = X2) * teriico | — + —
( 1 2) critico n, n,
(28-23)+19867.01356 = 05+19867.0,2694

0,231 <p1- W2 < 0,769

Interprete o intervalo de confianga: Com 95% de
confianga, podemos afirmar que o intervalo de 0,231 a 0,769
contém a diferenca entre as médias populacionais. Como o0s
limites inferior e superior do intervalo de confianca séo positivos,
podemos concluir que o tempo médio de adaptacdo dos homens

€ maior do que o tempo médio de adaptacdo das mulheres

(LA > 1)

Exercicios complementares

1) A vida média das lampadas produzidas pelas fabricas
A e B apresenta distribuicdo normal com desvio-padrao
populacional de 200 e 150 horas, respectivamente. Uma
amostra de 40 lampadas produzidas pela fabrica A apresentou
vida média de 4.000 horas. Uma amostra de 60 lampadas
produzidas pela fabrica B apresentou vida média de 3.600 horas.
Monte um intervalo de confiangca de 90% para diferenca de

meédias. O que vocé pode concluir?
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2 2
%1, %2 _ 37081 1-0,=90
ng Ny

2) Um fabricante produz dois tipos de pneus. A durabilidade
dos dois tipos de pneus apresenta distribuicdo normal. Os pneus
do tipo A apresentam desvio-padréo populacional de 4.020 km e
0os do tipo B, desvio-padrao populacional de 4.900 km. Uma
amostra aleatéria de 70 pneus do tipo A apresentou vida média de
38.700 km e uma amostra aleatéria de 55 pneus do tipo B,
apresentou vida média de 41.900 km. Construa um intervalo de
confianca de 99% para a diferenca na vida média dos dois tipos de
pneus. O intervalo de confianga estimado inclui ou ndo incluiu o

zero? Interprete este resultado.

3) Uma amostra de 52 trabalhadores de uma fabrica
demora, em média, 12 minutos para completar uma tarefa, com
desvio-padrao de 2 minutos. Uma amostra aleatéria de 50
trabalhadores de outra fabrica demora, em média, 16 minutos
para completar a mesma tarefa, com desvio-padrdo de 3
minutos. As duas populacdes apresentam distribuicdo normal.
Construa um intervalo de confianga de 95% para a diferencga
entre as duas médias populacionais. Com base no intervalo de
confianga estimado, o que vocé pode concluir sobre o tempo

meédio na realizacdo da tarefa entre as duas fabricas? Suponha

o2 = 2.
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~2 ~2
1>+ -0503
n, n,

4) Uma escola esta testando dois métodos de ensino a
fim de verificar qual método € mais eficaz. Uma amostra de 32
estudantes, aleatoriamente selecionados, foi submetida ao
meétodo | e apresentou nota média de 74, com desvio-padrao
igual a 5,8. Outra amostra com 40 estudantes foi submetida ao
método Il e apresentou nota média de 77, com desvio-padrao

igual a 7,6. Construa um intervalo de confianca de 95% para a
2

nota média entre os dois tipos de método. Suponha o7 = c3.

5) Para avaliar o nivel de tenséo ocasionada por exames
escolares, oito alunos foram escolhidos e sua pulsacdo medida
antes e depois do exame. Monte um intervalo de confianca de

90% para o nivel de tensdo médio.

Instante da Estudante
Medicado 1 2 3 4 5 6 7 8
Antes 92 83 87 96 79 83 87 79
Depois 86 87 84 92 78 85 79 74

d=2625 sy=40686

6) Realizou-se um estudo para investigar os efeitos de
uma nova dieta para emagrecer. Para tal, os participantes do
estudo foram pesados antes e depois da dieta, conforme quadro

a seguir. Monte um intervalo de confianca de 95%. O que vocé
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pode concluir quanto ao efeito da dieta sobre o peso?

Antes |99 |57 |62 |69 |74 |77 |59 |92 |70 |85
Depois |94 |57 |64 |73 |66 |74 |58 |88 |70 |82

7) Suponha que vocé faz parte do comité editorial de uma
grande revista. Para enfrentar a crise financeira pela qual a
revista vem passando, o comité resolve fazer mudangas no
enfoque da revista. Para tal, realiza uma pesquisa a fim de
verificar o perfil de seus leitores. Dentre 200 leitores do sexo
masculino, aleatoriamente selecionados, 70 tém menos de 25
anos. Das 200 leitoras, aleatoriamente selecionadas, 50 tém
menos de 25 anos. Monte um intervalo de 99% de confianga
para a diferenca entre a propor¢ao de leitores do sexo masculino
e leitoras do sexo feminino com menos de 25 anos nesta

populacdo. O que vocé pode concluir?

51'(1_51) + 52-(‘1 _52) —0.0456
Ny N2 ’

8) Defina amostras dependentes e independentes. D& um

exemplo de cada.

9) Duas empresas realizam, ha alguns anos, campanhas
de marketing para aumentar a quantia gasta por seus clientes
com cartdes de crédito. A fim de comparar as duas campanhas,

foi selecionada uma amostra de 80 clientes da empresa A sendo
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constatada uma média de gastos de R$1.245,00. Uma amostra
aleatoria de 120 clientes da empresa B, apresentou média de
gastos igual a R$1.638,00. Com base em pesquisas anteriores,
sabe-se que o desvio-padrdo populacional da empresa A € de
R$253,00 e da empresa B de R$352,00. Monte um intervalo de
confianca de 96% para a média de gastos entre as duas
campanhas.

10) Foi realizado um experimento para estudar o efeito do
alcool sobre as pessoas. Foram selecionadas aleatoriamente
duas amostras, com 36 integrantes em cada uma, sendo que em
apenas uma das amostras houve consumo de alcool. Os
participantes do experimento foram submetidos a um teste de
habilidades motoras e visuais, sendo o numero de erros
cometidos anotados. Na amostra em que ndo houve consumo
de alcool, a média de erros foi de 1,93 com desvio-padrdo de
0,88. Na amostra em que houve consumo de alcool, a média de
erros foi de 4,72 e desvio-padrao de 2,23. Suponha as variancias
populacionais iguais.

a) Construa um intervalo de 95% de confianca para a diferenca
entre as duas médias populacionais.

b) O intervalo contém o ZERO? O que vocé pode concluir?

11) Uma empresa oferece cursos de lingua inglesa a seus
funcionarios, com o objetivo de melhorar a compreensao deste

idioma. O quadro a seguir fornece os escores obtidos por dez de
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seus funcionarios antes e ap0s a realizacdo do curso. Quanto

maior o escore, maior a capacidade de compreensao do idioma.

Funcionério 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pré-teste 28 | 25131 |31 (30|15 20| 20 | 34 | 26
Pos-teste 30129 | 32|34 | 25|18 | 16 | 27 | 31 | 28

Construa um intervalo de confianca de 90%. O que vocé

pode concluir?

12) De 600 moradores, aleatoriamente selecionados, de
uma cidade em que a base da economia € a industria, 450 sédo
favoraveis a um projeto de lei, e de uma amostra de 240
moradores, aleatoriamente selecionados, de uma cidade cuja
principal atividade é a agricultura, 150 sao favoraveis. Monte um
intervalo de confianca de 99% para a diferenca entre as duas
propor¢des populacionais.

13) Uma agéncia de empregados domésticos deseja
verificar o grau de satisfacdo de seus clientes. Os clientes estéo
classificados em duas categorias, de acordo com a renda
familiar — A (maior renda) e B (menor renda). Foi selecionada
uma amostra aleatéria de cada categoria e solicitado que
atribuissem uma nota de 0 (totalmente insatisfeito) a 10

(totalmente satisfeito). Os resultados estdo no quadro a seguir:

Categoria A Xn =65 sy =09 N, =54

Categoria B Xg = 6,9 sg =12 ng = 48
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Monte um intervalo de confianca de 99% para a diferenca
entre a satisfacdo média dos clientes das duas populagdes.
Suponha variancias populacionais iguais.

14) Uma amostra aleatoria de 12 formandos da turma A
de um curso de datilografia obteve a média de 80,09 palavras
por minuto, com desvio-padréo de 2,6551. Uma outra amostra
aleatéria com 12 alunos da turma B do mesmo curso de
datilografia obteve em média 73,55 palavras por minuto, com
desvio-padrao de 8,908. Construa um intervalo de confianca de
95% para a diferenca entre a média populacional de palavras
digitadas por minuto entre as duas turmas. Considere populacao

normal com variancias iguais.

15) Em virtude dos protestos quanto a degradacdo do
meio ambiente, algumas empresas tém adotado materiais
totalmente reciclaveis em seus produtos. Numa pesquisa, foi
perguntado a 270 consumidoras (M) e 290 consumidores (H),
aleatoriamente selecionados, se comprariam um produto que
nao tivesse a etiqueta informativa de que os materiais utilizados
na embalagem séo totalmente reciclaveis. Dos entrevistados, 90
consumidoras e 125 consumidores responderam que nao
comprariam o produto. Determine um intervalo de 90% de
confianca para a diferenca de propor¢cdo populacional de

consumidores e consumidoras que nao comprariam o produto.
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16) Uma associacdo beneficente adotou dois tipos de
pedido de auxilio. No pedido feito por telefone (T), dos 1.600
realizados, obteve 310 adesdes. Outro tipo de pedido de auxilio
(O), mais dispendioso, teve 415 adesfes dentre os 2500
contatos realizados. Construa um intervalo 95% de confianca
para a diferenca de proporcao populacional entre os contatos

realizados.

Respostas

1.339,19 < pua- us < 460,81. Conclusao pessoal.

2. -5.299,56 < pa - ps < -1.100,44. N&o inclui o zero.

Interpretacdo ver o exercicio resolvido 1.

3. -5 min < 1 - g2 < -3 min. Concluséo pessoal.

4. -6,2<pu1-x2<0,25

5.-0,1 < pa<5,35

6.-0,7192 < pya < 4,0622

7.-1,72% < p1 - p2 < 21,72%. Conclusao individual.
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8. Resposta pessoal

9. -480,54 < pa - us < -305,46

10. -3,5868 < p1 - p2 =-1,9932

O intervalo de confianga ndo contém o zero. Como os dois
limites do intervalo de confianga sdo negativos, podemos

concluir que a média de erros entre 0s que consumiram alcool é

maior do que a média de erros entre 0s que ndo consumiram

alcool (u, >, ).
11.-3,2142 < ya < 1,2142
12.0,0327 < pa-ps<0,2173
13. -0,9478 < a- s < 0,1478
14. 0,9751 < pa-pus < 12,1049
15. -0,1649 < pwm- pn < 0,0311

16. 0,0037< pr- po < 0,0523
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7 Testes de Hipoteses para duas amostras

No capitulo 5, apresentamos como realizar um teste de

hip6tese para um Gnico parametro populacional, como média (u)
e proporcao (p) Neste capitulo, estenderemos estes conceitos

para a comparacdo de dois parametros e consequentemente
duas amostras.

Da mesma forma que na estimagédo de um intervalo de
confiangca para duas médias populacionais, nos testes de
hipéteses! também é necessario considerar a distincdo entre o
estudo realizado com amostras independentes e amostras
dependentes. Duas amostras sdo independentes se os valores
amostrais de uma populacdo ndo estdo relacionados ou
emparelhados com os valores amostrais selecionados da outra
populacdo. Duas amostras sdo dependentes se cada elemento

de uma amostra corresponder a um elemento de outra amostra.

7.1 Teste de hipoOtese para a diferenca de duas
meédias populacionais com 0, e 0, conhecidos

No teste de hipoteses para diferenca das médias p, e p,

de duas populacdes distintas com desvios-padrées conhecidos

segue as seguintes suposicoes:

! Videos sobre Testes de Hipdteses para duas amostras, gravados pelas autoras
deste livro, vocé pode assistir no Youtube no Canal da Profa Suzi Sama.
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®  Ambas as amostras sdo aleatorias.
® As duas amostras séo independentes.

® Ambas as amostras provém de populacdes com
distribuicdo normal ou ambas as amostras sdo maiores que 30

(Teorema Central do Limite).
A estatistica de teste para o teste de hipdtese da

diferenca de duas médias populacionais com o; e o,

conhecidos é dada por:

Zteste =

Exemplo de teste de hipdtese: Uma transportadora de
valores tem duas possibilidades de trajeto para realizar entregas
em um determinado banco. O gerente de logistica desconfia ndo
haver diferenca significativa entre o tempo médio de cada trajeto.
Foram selecionadas, aleatoriamente, 45 entregas realizadas no
primeiro trajeto, sendo anotado o tempo do percurso de cada
uma delas, resultando em uma média amostral de 57 minutos.
No segundo trajeto foram selecionadas aleatoriamente 30
entregas, em que foi obtido tempo médio de 54 minutos. O

desvio-padrdo populacional do primeiro trajeto € de o; =8min e
do segundo trajeto, o, =6min. Teste a hipotese de que nao

existe diferenca significativa entre o tempo médio dos dois

trajetos. Use a = 1%.
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Solucéo:
1° Retire os dados do problema:
X, =57min; n; =45; o;=8min

X, =54min; n, =30; o, =6min

2° Formule as hipoteses Ho € Ha:

Hy tH, =M,
o I VAE S U

3° Especifique o nivel de significancia:
a=1%

4° Determine o valor critico, monte

a curva e

determine a regido de rejeicdo e nado rejeicdo da hipdtese

nula:

0,495 0,495

0,005 0,005

-2487 0 +2457 =

5% Calcule a estatistica de teste:
X1 — X5 57 - 54 3

= = =185

Zteste=
n Ny
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6° Tome a decisdo (néo rejeitar ou rejeitar Ho):
Podemos verificar que 0 Zteste = 1,85 esta dentro da area de néo
rejeicdo da Ho, pois se encontra entre -2,57 e +2,57. Logo, nao

se rejeita a Ho.

7° Interprete o resultado: N&o se rejeita a hipotese nula,
ao nivel de significancia de 1%, portanto podemos concluir que
nao existe diferenca significativa no tempo médio de entrega

entre os dois trajetos.

7.2 Teste de hipotese para a diferenca de duas
medias populacionais com 0, e 0, desconhecidos

Nesta secdo, a inferéncia estatistica para a diferenca de
duas médias populacionais p; e p, segue as mesmas suposicoes
do item 7.1, no entanto apresentam-se dois casos distintos:

1° Caso: Os desvios-padrdes populacionais, ¢, € c,, Sdo
desconhecidos e néo se faz qualquer suposi¢ao sobre a igualdade

das variancias populacionais, o? #c5. Neste caso, usamos as

variancias amostrais s> e s5 no calculo do desvio-padrdo da

diferenca de médias, usando assim a distribui¢éo t de Student.

A estatistica de teste para o teste de hipotese da
diferenca de duas médias populacionais supondo of = o5 é
dada por:
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si,s2
n Ny
Com graus de liberdade (g.l.):
(Wl +W2)2
gl =—7 25—
wio,owp

n-1 n,-1
2

2

S S
Sendo: w; =1 e w,=>2
n ny

Exemplo de teste de hipotese: Com os dados do
exemplo anterior, teste a hipotese de que o tempo médio para a
realizacdo da tarefa é igual para os dois tipos de treinamento.

Use nivel de significancia de 5%.

Solucéo:

1° Retire os dados do exemplo:
Treinamento 1 n, =15 X1 =242min | s; =316 min
Treinamento 2 n, =10 X, =239min | s, =4,47min

2° Formule as hipo6teses nula e alternativa:
Ho i My =M,
H, fHy = Y,
3° Especifique o nivel de significancia:
a=5%
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4° Determine o valor critico, monte a curva e
determine a regido de rejeicdo e nao rejeicdo da hipbtese
nula: Pelo exercicio anterior conhecemos o valor aproximado do

namero de graus de liberdade gl. =15 e o valor de tjic, = 21315

4° Calcule a estatistica de teste:
¢ Xi-Xp _242-239
teste — -
\/ s? 3 16321

=0,1838

+7
n, Ny

6° Tome a decisdo (ndo rejeitar ou rejeitar a Ho):
Podemos verificar que 0 teste = 0,1838 estd dentro da area de
nao rejeicdo da Ho, pois se encontra entre -2,1315 e +2,1315.

Logo, nao se rejeita a Ho.

7° Interprete o resultado: Nao se rejeita a hipotese nula,
ao nivel de significancia de 5%, portanto podemos concluir que
nao existe diferenca significativa entre os dois tipos de
treinamento no que diz respeito ao tempo médio para a

realizacéo da tarefa.
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2° caso: Os desvios-padrdes populacionais, 0, e 0,, S0
desconhecidos, mas é razoavel supor que as variancias

populacionais s&o iguais, 07 =05. Neste caso, calculamos a

média aritmética ponderada das variancias s? e s5 para obter

uma estimativa da variancia populacional comum, denotada por

§2, usando assim a distribuicdo t de Student, a qual tem

n, +n, —2 graus de liberdade.

A estatistica de teste para o teste de hipdtese da
diferenca de duas médias populacionais supondo cf = cs% é dada

por:
Xy — X
g2 &
P + .
n,  np

t=

Com graus de liberdade dado por:

onde §°= (n, ~1)s +(n, ~1)s3
N +n, —2

Exemplo de teste de hipdtese: Com os dados do
exemplo anterior, teste a hipotese de que a turma A tem média

maior do que a turma B. Use nivel de significancia de 1%.
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Solucéo:

1° Retire os dados do exemplo:
X, =79 n =12 s5,=06
X,=67 n,=15 s,=08

2° Formule as hipoteses nula e alternativa:

Ho - 1A <pp
Ha “ua > pg

3° Especifique o nivel de significancia:

a=1%

4° Determine o valor critico, monte a curva e
determine a regido de rejeicdo e nado rejeicdo da hipdtese
nula: Pelos célculos do exercicio anterior, sabemos o nimero

de graus de liberdade gl.=25, o valor critico tgic, = 24851 .

0.0

0 2,4851 t

50 Calcule a estatistica de teste:

%%, 79-67
\/§2 32 02793

= 4,2964
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6° Tome a decisdo (ndo rejeitar ou rejeitar a Ho):
Podemos verificar que o tieste = 4,2964 estéa fora da area de nédo
rejeicdo da Ho, pois se encontra a direita de +2,4851. Logo,
rejeita-se a Ho.

7° Interprete o resultado: Rejeita-se a hipétese nula, ao
nivel de significAncia de 1%, ou seja, podemos concluir que a nota
média da turma A é significativamente maior do que a nota média

da turma B.

7.3 Fluxograma

O fluxograma a seguir auxilia na escolha da distribuigdo a ser
usada nos testes de hipoteses para diferenca de médias de amostras
independentes. A primeira pergunta € se o desvio-padrao populacional
€ conhecido, ha duas saidas, sim ou ndo. Se a resposta for sim,
podemos usar a distribuicdo normal; se for ndo, respondemos outra

pergunta: podemos supor que o;=0,7 Se a resposta for sim,

usaremos a distribuicdo t com os passos do 2° caso. Se for néo,

devemos usar a distribuicdo t de Student com os passos do 1° caso.
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G4 € O, sdo
conhecidos?

NAO SIM

Use a Pode-se supor que

distribuigdo =
Normale o 81=9g T
erro padréo:
Usea (Use a dlstrlbult;icm
glatrlbulcio t (2° Caso) com a
(1ef88°)dcrgm' o varidncia amostral
rozpa 29- combinada:
st s ¢.8
D2 L

7.4 Teste de hipotese para amostras dependentes

O teste t de Student para amostras dependentes analisa
dois grupos de observacdes baseados na mesma amostra de
objetos ou individuos, a fim de verificar se o processo ao qual 0s
individuos foram submetidos produziu alguma alteracéo.
Voltemos ao exemplo do inicio desta unidade, em que um
pesquisador esta interessado em avaliar a influéncia de uma

determinada campanha publicitaria sobre a intencdo de compra
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do consumidor. Se ele entrevistar 0s mesmos consumidores
antes e depois de ser langcada a campanha, as amostras seréo
dependentes. Neste caso, em vez de analisar cada grupo

separadamente, observamos somente a diferenca (d;) entre as
duas medidas em cada individuo, d, = x; —-Y;.

No estudo de amostras dependentes, obtemos um quadro
semelhante a este:

Antes (x;) Depois (y;)
Xl yl
X2 y2
Xn Yn

O intervalo de confian¢a para amostras dependentes é

dado por:
Pd-esps<d+e)=1-a aitcrmco.%
sendo:
. | _ Y4,
®  Média das diferencas d= =
®  Desvio-padréao das diferencas entre os pares:

2 2
| Sd: M
\ n-1

® Graus de liberdade: gl.=n-1
" NuUmero de pares observados: n
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A estatistica de teste para o teste de hipotese de

amostras dependentes é:

tieste =

a
S
Jn

Exemplo: Sete trabalhadores foram selecionados a fim
de determinar a eficiéncia de certo treinamento para a realizacao
de uma tarefa. O quadro a seguir apresenta os resultados
observados quanto ao tempo de execucdo da tarefa, em
minutos, antes de os trabalhadores serem submetidos ao
treinamento e depois do treinamento. Para que o treinamento
seja considerado eficaz, é necessario que o tempo de realizacdo
da tarefa depois do treinamento seja significativamente menor
do que o tempo de realizacao da tarefa antes do treinamento. Ao
nivel de 5% de significancia, podemos concluir que o tempo da

realizacdo da tarefa € menor depois do treinamento?

Treinamento
Trabalhadores Antes Depois
1 13 10
2 08 08
3 10 07
4 11 06
5 07 09
6 14 09
7 12 11

164



Solucéo:

1° Formule as hipo6teses nula e alternativa: Se o tempo
médio é menor depois do treinamento, significa que o tempo
meédio antes € maior. Na montagem da hipotese alternativa fica

(ua >up), pois no quadro a diferenca (d;) foi calculada

considerando d, = x; - ;.

Ho - 1A <np
Hatba > Hp

2° Especifique o nivel de significancia:
a=5%

3° Determine o valor critico, monte a curva e

determine a regido de rejeicdo e nao rejeicdo da hipotese

nula:

0.05

o +19432
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4° Calcule a diferenca(d;)

Treinamento
Trabalhadores Antes (Xi) Depois (yi) di =X
1 13 10 3
2 08 08 0
3 10 07 3
4 11 06 5
5 07 09 2
6 14 09 5
7 12 11 1

5° Calcule a média das diferencas e o desvio-padréo

das diferencgas:

azzdi :3+0+3+57+(—2)+5+1 175 21428

_ |2 -nd? \/73-7.2,14282 (40,8588
n-1 7.1 e 200

6° Calcule a estatistica de teste:

d 21428
t — == =21725
teste T s, 2,6096

Jnoo V7

7° Tome a decisao (nao rejeitar ou rejeitar a Ho):
Podemos verificar que 0 teste = 2,1725 esta dentro da area de
rejeicdo da Ho, pois se encontra a direita de +1,9432. Logo,

rejeita-se a Ho.
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8° Interprete o resultado: Rejeita-se a hipotese nula, ao
nivel de significancia de 5%, ou seja, 0 tempo de execucdo da
tarefa € menor depois do treinamento, portanto o treinamento foi

eficaz.

7.5 Teste de hipotese para a diferenca de duas
propor¢des populacionais

Os valores das proporgdes populacionais, p; e p,, sao
desconhecidos. Devemos estima-las através das proporcoes
amostrais, p; € p,. Mas, pela hipétese nula, temos que p; =p,,
entdo suas estimativas também devem ser iguais. Portanto,
usamos como estimativas de p; e p, a proporcdo amostral
combinada p:

X1+ Xy
ni+n,

p =
onde x; & o0 numero de sucessos da amostra 1l e x, é o nimero
de sucessos da amostra 2.

A estatistica de teste para a diferenca de propor¢des é
dada por:

. _ PL— P,
teste 1 l
N
\/p( p)(”l ’ ”ZJ

Exemplo 1: Em um estudo datado de 2003,

compreendendo 2.870 motoristas, 1.210 afirmaram terem
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ingerido bebida alcodlica antes de dirigir. Depois de sancionada
a “Lei Seca’”, foi realizado outro estudo entre 2.200 motoristas,
dos quais 725 afirmaram ter ingerido bebida alcodlica antes de
dirigir. Usando um nivel de significancia de 10%, é possivel ndo
rejeitar a alegacdo das autoridades de que a propor¢cdo de
motoristas que ingerem bebidas alcoodlicas antes de dirigir

diminuiu significativamente apds entrar em vigor a “Lei Seca”?

Solucéo:

1° Retire os dados do exemplo:

_ X 1210

X, =1210 n, = 2870 2 -2V _042
1 1 P1=1 " 2870
_ X 725

X, =725 n, =2200 =—=——=0,33
2 2 P2 =1 = 2200

2° Formule as hipéteses Ho € Ha

Hp :pp <Py
Hy 1p1>p2

3° Especifique o nivel de significancia:
a=10%

4° Determine o valor critico, monte a curva e

determine a regido de rejeicdo e nao rejeicdo da hipdtese

nula:
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010

0 #1258 £

5° Determine a proporcao amostral combinada:

X, +X, 1210 +725

= =0,38
n,+n, 2870 +2200

p=

6° Calcule a estatistica de teste:
PL— P 0,42 -0,33 0,09

Z = = = =
= et t) o s8(1-038)( L , L | 001
- e y — Y —t —
p1-p) S j 2870 ' 2200 j

7° Tome a decisao (ndo rejeitar ou rejeitar Ho):

Podemos verificar que 0 Zweste = 6,52 esta fora da area de ndo
rejeicao da Ho, pois se encontra a direita de +1,28. Logo, rejeita-

se a Ho.

8° Interprete o resultado: Rejeita-se a hipétese nula, ao
nivel de significancia de 10%, ou seja, ha evidéncia suficiente,
nos dados amostrais, para apoiar a alegacao das autoridades de
gue a propor¢cao de motoristas que ingerem bebidas alcodlicas
antes de dirigir diminui significativamente apds sancionada a “Lei

Seca’.

Exemplo 2: Ha alguns anos, um levantamento entre 80

estudantes revelou que 7,5% pretendiam prestar vestibular para
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Engenharia. Em um levantamento mais recente compreendendo

75 estudantes, 12% deles pretendiam prestar vestibular para

Engenharia. Sendo o =1%, vocé pode concluir que a proporcao

de estudantes que pretendem estudar Engenharia aumentou?

Solucéo:
1° Retire os dados do exemplo:

Xz = 9 n2 = 75 62 = 0,12

2° Determine os valores de x; € X, :

oms:% o X, =6
0,12:% s X, =0

3° Formule as hipéteses Ho € Ha

Hy 1 p1 2Py
H, :pp<p2

4° Especifique o nivel de significancia:
a=1%

5° Determine o valor critico, monte

a curva e

determine a regido de rejeicdo e nao rejeicdo da hipdtese

nula:

170



0,49

N\

0 z

ra
Lol
ol

6° Determine a proporcao amostral combinada:

Xg+X,  6+9

= =0,097
n+n, 80+75

ﬁ:

7° Calcule a estatistica de teste:
[ B 0,075 - 0,12 0045 095

\/ﬁ(l—ﬁ)(1+1] _ \/0,097(1— 0,097)[715+ % j "~ 00476

ng np

Zieste =

8° Tome a decisdo (né&o rejeitar ou rejeitar Ho):
Podemos verificar que 0 Zteste = - 0,95 esta dentro da area de ndo
rejeicdo da Ho, pois encontra-se a direita de - 2,33. Logo, ndo se

rejeita a Ho.

9°Interprete o resultado: Nao se rejeita a hipotese nula,
ao nivel de significancia de 1%, ou seja, a proporcao de
estudantes que pretendem prestar vestibular para Engenharia

nao aumentou com o tempo.
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Exercicios resolvidos

1) Num estudo da eficacia de exercicios fisicos na
reducdo de peso, dez pessoas de uma amostra aleatéria
seguiram o programa de exercicios fisicos durante um periodo
de trés meses. O peso de cada uma das dez pessoas, antes e
depois do programa, estd no quadro a seguir. A um nivel de
significancia de 5%, podemos afirmar que o programa € eficaz

na reducéo do peso?

Individuo |1 |2 [3 |4 [5 [6 |7 [8 [9 [10
Antes 80 |86 |98 |92 |84 |78 |92 |91 |93 |78
Depois 78 |77 |88 |93 |77 |78 |85 |80 |89 |81
Solucgéo:
Ho “1ia <up 0.03
Ha pa > up
o =5% 0 18525 t

gl.=n-1=10-1=9

Calcule as diferencas:
‘ di ‘2‘9‘10‘-1‘7‘0’7’11‘4’-3’
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Calcule a média das diferencas e o desvio-padrao das

diferencas:

Zd % _ 46

T10
_ |2 -nd” _ [430-10.46°
— = 0.1 = 49261

Calcule a estatistica de teste:

d 4,6 4,6

tteste = Sid = 4,9261 = 1,5578 = 2;9529
Jn V10

Tome a decisdo: Podemos verificar que 0 tteste = 2,9529
esta dentro da area de rejeicédo da Ho, pois se encontra a direita
de +1,8595. Logo, rejeita-se a Ho.

Interprete o resultado: rejeita-se a hipétese nula, ao
nivel de significancia de 5%, ou seja, o programa € eficaz na

reducéo de peso.

2) Uma pesquisa revelou que, entre 860 mulheres
entrevistadas, 74 ndo usam cinto de seguranca ao dirigir. Na
mesma pesquisa, entre 940 motoristas do sexo masculino 95
nao usam o cinto de seguranca. Teste a afirmativa de que nao
existe diferenca significativa no uso do cinto de seguranga entre

ambos os sexos. Use a = 5%.
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Estatistica de teste =-1,03

Solucéo: Retirando os dados do exemplo:
X, =74 n, =860 p,=0,086
X, =95 n,=940 p,=0101

0475 0475

Ho 1 p1=P2

H, :p; #p, 0,025 0,025

o =5%
195 0 H159 z

Tome a decisédo: Podemos verificar que 0 Zteste = - 1,03
esta dentro da area de nao rejeicdo da Ho, pois se encontra

entre -1,96 e +1,96. Logo, nado se rejeita a Ho.

Interprete o resultado: N&o se rejeita a hipétese nula, ao
nivel de significancia de 5%, ou seja, ndo existe diferenca
significativa entre a propor¢ao populacional do uso do cinto de

seguranca entre ambos 0S sexos.

Exercicios complementares

1) A vida média das lampadas produzidas pelas fabricas
A e B apresenta distribuicAdo normal com desvio-padrao
populacional de 200 horas e 150 horas, respectivamente. Uma

amostra de 40 lampadas produzidas pela fabrica A apresentou
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vida média de 4.000 horas. Uma amostra de 60 lampadas
produzidas pela fabrica B apresentou vida média de 3.600 horas.
Teste a hip6tese de que a vida média das lampadas produzidas
pela fabrica A € maior do que a vida média das lampadas
produzidas pela fabrica B ao nivel de significancia de 1%. O que

vocé pode concluir?

2 2
91,92 _37081 1—a =90
ny Ny

2) Um fabricante produz dois tipos de pneus. A durabilidade
dos dois tipos de pneus apresenta distribuicdo normal. Os pneus
do tipo A apresentam desvio-padréo populacional de 4.020 km e
0os do tipo B, desvio-padrdo populacional de 4.900 km. Uma
amostra aleatéria de 70 pneus do tipo A apresentou vida média de
38.700 km e uma amostra aleatéria de 55 pneus do tipo B,
apresentou vida média de 41.900 km. Ao nivel de significancia de
5%, teste a hipétese de que ndo existe diferenca significativa na

vida média dos dois tipos de pneus.

Estatistica de teste =-3,92

a) Determine a Ho e Ha

b) Monte a curva e determine a area de nao rejeicao e rejeicao
da Ho

c¢) ldentifique a estatistica de teste (Z ou t)

d) Tome uma decisdo
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3) Uma amostra de 52 trabalhadores da fabrica A demora,
em média, 12 minutos para completar uma tarefa, com desvio-
padréo de 2 minutos. Uma amostra aleatéria de 50 trabalhadores
da fabrica B demora, em média, 16 minutos para completar a
mesma tarefa, com desvio-padrdo de 3 minutos. As duas
populacfes apresentam distribuicdo normal. Teste a hipétese de
gue o tempo médio dos trabalhadores da fabrica A € menor do
gue o tempo médio dos trabalhadores da fabrica B ao nivel de
significancia de 10%. O que vocé pode concluir? Suponha

2 = 2.

-2 22
> +> -0503
ny Ny

4) Uma escola esta testando dois métodos de ensino a
fim de verificar qual método é mais eficaz. Uma amostra de 32
estudantes, aleatoriamente selecionados, foi submetida ao
método | e apresentou nota média de 74, com desvio-padrao
igual a 5,8. Outra amostra com 40 estudantes foi submetida ao
meétodo Il e apresentou nota média de 77, com desvio-padrao
igual a 7,6. Teste a hipétese de que o método Il € mais eficaz do

gue o método I, ao nivel de significancia de 1%. Suponha
o2 = 2.

Estatistica de teste =-1,84
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5) Para avaliar o nivel de tens&o ocasionada por exames
escolares, oito alunos foram escolhidos e sua pulsacdo medida
antes e depois do exame. Teste a hipdtese de que ndo existe
diferenca significativa entre a pulsacdo dos estudantes antes e

depois do exame. Use nivel de significancia de 5%.

Instante da Estudante
medicao 1 2 3 4 5 6 7 8
Antes 92 83 87 96 79 83 87 79
Depois 86 87 84 92 78 85 79 74

d=2625 s4=4,0686

6) Realizou-se um estudo para investigar os efeitos de
uma nova dieta para emagrecer. Ao nivel de significancia de 5%,
teste a afirmacdo de que o peso médio das pessoas depois a
dieta € menor do que o peso médio antes da dieta. O que se

pode concluir quanto ao efeito da dieta sobre o peso?

Antes 99 57 62 69 74 77 59 92 70 85
Depois | 94 57 64 73 66 74 58 88 70 82

Estatistica de teste = 1,616

7) Suponha que vocé faz parte do comité editorial de uma
grande revista. Para enfrentar a crise financeira pela qual a
revista vem passando, o comité resolve fazer mudangas no
enfoque da revista. Para tal, realiza uma pesquisa a fim de
verificar o perfil de seus leitores. Dentre 200 leitores do sexo

masculino, aleatoriamente selecionados, 70 tém menos de 25
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anos. Das 200 leitoras, aleatoriamente selecionadas, 50 tém
menos de 25 anos. Teste a hipétese de que a propor¢cdo de
leitores do sexo masculino € maior do que a proporcdo de
leitores do sexo feminino, ao nivel de 10%.

51-(1 _51)+ 52-(1_52) =0.0456
n nz ’

8) Duas empresas realizam, h4 alguns anos, campanhas
de marketing para aumentar a quantia gasta por seus clientes
com cartdes de crédito. A fim de comparar as duas campanhas,
foi selecionada uma amostra de 80 clientes da empresa A sendo
constatada uma média de gastos de R$1.245,00. Uma amostra
aleatoria de 120 clientes da empresa B, apresentou média de
gastos igual a R$1.638,00. Com base em pesquisas anteriores,
sabe-se que o desvio-padrdo populacional da empresa A é de
R$253,00 e da empresa B de R$352,00. Teste a hipotese de que
a campanha realizada pela empresa B apresenta resultados mais
eficazes do que a campanha realizada pela empresa A. Use nivel

de significancia de 1%.

Estatistica de teste =-9,18

a) determine a Ho e Ha
b) monte a curva e determine a area de nao rejeicado da Ho
c) identifique a estatistica de teste (z ou t)

d) tome uma deciséo
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9) Foi realizado um experimento para estudar o efeito do
alcool sobre as pessoas. Foram selecionadas aleatoriamente
duas amostras, com 36 integrantes em cada uma, sendo que em
apenas uma das amostras houve consumo de alcool. Os
participantes do experimento foram submetidos a um teste de
habilidades motoras e visuais, sendo anotado o namero de erros
cometidos. Na amostra em que ndo houve consumo de alcool, a
média de erros foi de 1,93 com desvio-padrédo de 0,88. Na
amostra em que houve consumo de alcool, a média de erros foi
de 4,72 e desvio-padrao de 2,23. Teste a hipotese de que nao
existe diferenca significativa entre a média de erros nos dois
grupos, ao nivel de significancia de 5%. Suponha as variancias

populacionais iguais.

10) Uma empresa oferece cursos de lingua inglesa a seus
funcionarios, com o objetivo de melhorar a compreensao deste
idioma. O quadro a seguir fornece os escores obtidos por dez de
seus funcionarios antes e apos a realizacdo do curso. Quanto

maior o escore, maior a capacidade de compreensao do idioma.

Funcionério 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pré-teste 28 25 31 31 30 15 20 20 34 26
Po6s-teste 30 29 32 34 25 18 16 27 31 28

Teste a hipGtese de que 0 curso proporciona aos
funcionarios melhoria na capacidade de compreenséao da lingua

inglesa ao nivel de significancia de 10%.

11) De 600 moradores, aleatoriamente selecionados, de
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uma cidade em que a base da economia € a industria, 450 sao
favoraveis a um projeto de lei, e de uma amostra de 240
moradores, aleatoriamente selecionados, de uma cidade cuja
principal atividade é a agricultura, 150 sédo favoraveis. Teste a
hipotese de que a proporcdo populacional de moradores
favoraveis é maior na cidade industrial do que na cidade em que
a base da economia é a agricultura. Use nivel de significancia
de 5%.

Estatistica de teste = 3,62

a) determine a Ho e Ha

b) monte a curva e determine a area de néo rejeicao e rejeicédo
da Ho

c) identifique a estatistica de teste (z ou t)

d) Tome uma decisdo

12) Uma agéncia de empregados domeésticos deseja
verificar o grau de satisfacdo de seus clientes. Os clientes estéo
classificados em duas categorias, de acordo com a renda
familiar — A (maior renda) e B (menor renda). Foi selecionada
uma amostra aleatoria de cada categoria e solicitado que
atribuissem uma nota de 0 (totalmente insatisfeito) a 10
(totalmente satisfeito). Teste, ao nivel de significancia de 1%, a
hipotese de que nao existe diferenca significativa entre o grau
médio populacional de satisfa¢do dos clientes da categoria A e

B. Suponha variancias populacionais iguais. Os resultados estao
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no quadro a seguir:

Categoria A XA =65 sa =09 n, =54

Categoria B XB =69 sg =12 ng = 48

13) Uma amostra aleatoria de 12 formandos da turma A
de um curso de datilografia obteve a média de 80,09 palavras
por minuto, com desvio-padréo de 2,6551. Uma outra amostra
aleatéria com 12 alunos da turma B do mesmo curso de
datilografia obteve em média 73,55 palavras por minuto, com
desvio-padrdo de 8,908. Teste a hip6tese, ao nivel de
significancia de 5%, de que a média de palavras por minuto para
os formandos da turma A é significativamente maior do que para
a turma B. Considere populacdo normal com variancias

diferentes.

Estatistica de teste = 2,4485

14) Em virtude dos protestos quanto a degradacdo do
meio ambiente, algumas empresas tém adotado materiais
totalmente reciclaveis em seus produtos. Em uma pesquisa, foi
perguntado a 270 consumidoras e 290 consumidores,
aleatoriamente selecionados, se comprariam um produto que
nao tivesse a etiqueta informativa de que os materiais utilizados
na embalagem séo totalmente reciclaveis. Dos entrevistados, 90

consumidoras e 125 consumidores responderam que nao
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comprariam o produto. Teste a hipétese de que a diferenca de
proporgdo populacional de consumidores e consumidoras que

ndo comprariam o produto ndo sera significativa ao a= 5%.

15) Uma associacdo beneficente adotou dois tipos de
pedido de auxilio. No pedido feito por telefone, dos 1.600
realizados, obteve 310 adesdes. Outro tipo de pedido de auxilio,
mais dispendioso, teve 415 adesdes dentre os 2500 contatos
realizados. Um dos diretores da associacao afirma que o pedido
por telefone € mais eficaz. Teste esta afirmacdo ao nivel de
significancia de 10%.

Respostas

1. Zieste = 10,787. Rejeita-se Ho.

2. Z.iico = £196 . Rejeita-se Ho.

3. tieste= -7,952. Rejeita-se Ho.

4. teriico = -2,3808. Nao se rejeita Ho.

5. teritico = 1,8248. Nao se rejeita Ho.

6. teriico = 1,8331. Nao se rejeita Ho.
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7. Zteste = 2,193; Zecritico = 1,28. Rejeita-se Ho.

8. Zteste = -9,18; Zcritico = -2,33. Rejeita-se Ho.

9. tteste = -6,982; teritico = -/+1,9944. Rejeita-se Ho.

10. tieste = -0,8257; teritico = -1,3830. N&o se rejeita Ho.

11. Zteste = 3,62; Zcritico = 1,64. Rejeita—se Ho.

12. tteste = -1,9175; t.q = £2,6259 . Nao se rejeita Ho.

13. tteste = 2,4485; teritico= 1,7709. Rejeita—se Ho.

14. Zieste = -2,402; Zecritico = -[+1,96. Rejeita-se Ho.

15. Zteste = 2,295; Zcritico = 1,28. Rejeita-se Ho.
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8 Estudo da variancia e do desvio-padréao

O estudo da variancia e do desvio-padrao de uma
distribuicdo € importante para que se possa controlar a variagao
em um determinado processo, produto ou operacdo. Por
exemplo, na producdo de pecas € importante que elas sejam
uniformes, ou seja, variem muito pouco ou quase nada do
padrdo estabelecido; na embalagem de produtos o peso nao
deve variar muito do estipulado, pois acima do peso trazem
prejuizo ao fabricante, e abaixo do peso, prejuizo ao
consumidor. Portanto, para manter o controle de qualidade dos
produtos, processos ou operacdes, a variabilidade também deve
ser controlada.

No estudo da média e das proporcdes, usamos a
distribuicdo normal e a distribuicdo t de Student, que séo

distribuicbes simétricas. No estudo do desvio-padrdo e da

variancia usamos a distribuicéo qui-quadrado (xz)

8.1 A distribuicdo qui-quadrado (XZ)

Na distribuicdo qui-quadrado, a suposicdo de que a
populacéo seja distribuida normalmente € mais critica do que
nas outras distribuicbes, pois qualquer afastamento da

normalidade acarretara erros grosseiros.
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Se de wuma populacdo normalmente distribuida
selecionamos aleatoriamente amostras independentes de

tamanho n e calculamos a variancia amostral s? para cada
amostra, a estatistica amostral y? =(n—1)s?/c? formara uma
distribuicdo qui-quadrado (XZ). A distribuicdo qui-quadrado é
uma familia de curvas, cada uma delas determinada pelos graus
de liberdade (g.l.) semelhante a distribuicao t; a diferenca € que
a distribuicdo qui-quadrado nédo é simétrica.

Caracteristicas da distribuicdo qui-quadrado (xz)

" Quando n tende ao infinito («), a distribuicdo 32 tende
a distribuicdo normal.

® A curva é assimétrica.

® A éareatotal sob a curva é 1.

® Todos os valores de y? sdo maiores ou iguais a zero.

" Parag.l. >3 tem origem em zero e € assintética ao eixo
horizontal a direita.

I
gl=1
gl.=n-1

gl.=3
gl.=86

L
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8.1.1 Uso da tabela da distribuicdo qui-quadrado (XZ)

Para usar a tabela da distribuicdo qui-quadrado, deve-se
atentar para o fato de que a curva ndo é simétrica. O corpo da
tabela é constituido das probabilidades (4rea sob a curva). Esta
tabela trabalha com dois parametros: graus de liberdade (g.l) e
a area da extremidade da curva a direita. Na primeira coluna da
tabela estdo os valores dos graus de liberdade e na primeira

linha esta a area da extremidade da curva a direita.
Por exemplo, o valor de y§ese (onde 0,05 é a area da

extremidade da curva a direita e 9 os graus de liberdade) é
obtido pela interseccdo da linha que contém o valor 0,05 e a

coluna que contém g.l. = 9:

16.919 5 2
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Area a direita da curva j

Area a direita da curva //
g.l. | 0995 | 0,99 - 0,05" | 0,025 | 0,01 | 0,005
1 0,000 | 0,0002 3,8415 | 5,0239 | 6,6349 | 7,8794
2 | 0,0100 | 0,0201 59915 | 7,3778 | 9,2104 | 10,596
3 | 0,0717 | 0,1148 7,8147 | 9,3484 | 11,345 | 12,838
4 | 0,2070 | 0,2971 9,4877 | 11,143 | 13,277 | 14,860
Graus de liberdade: | [ 9 4118 | 0,5543 11,071 | 12,832 | 15,086 | 16,750
al=n-1
0,6757 | 0,8721 12,592 | 14,450 | 16,812 | 18,548
gl.=9
0,9893 | 1,2390 14,0 2
~ 1 Z8.05:9 = 16,919]
x/s 1,3444 | 1,6465 15,5OVWT§5§,
9 | 1,73a9 | 2,0879 16,919 | 19,023 | 21,666 | 23,589
10 | 2,1558 | 2,5582 18,307 | 20,483 | 23,209 | 25,188
11 | 2,6032 | 3,0535 19,675 | 21,920 | 24,725 | 26,757
8.2 Intervalo de confianca para variancia o* ou

desvio-padrao o

Na estimacao do intervalo de confianca para a variancia

ou desvio-padrdo da populacdo!, partiremos das seguintes

suposicoes:

® A amostra é uma amostra aleatoria simples.

1 Videos sobre intervalos de confianca e testes de hip6teses com a distribuicdo qui-
guadrado, gravados pelas autoras deste livro, vocé pode assistir no Youtube no Canal

da Prof? Suzi Sama.
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® A populacdo deve apresentar distribuicdo normal

mesmo para amostras maiores que 30.

As distribuicdes qui-quadrado ndo sao simétricas. Por

conseguinte, um intervalo de confianca para um desvio-padréo
envolve o uso de dois valores 4?2 diferentes, ao contrario do
sistema “mais e menos” usado com os intervalos de confianga,
baseados na distribuicdo normal e distribuicao t.

O intervalo de confianca para o0 desvio-padrao

populacional € dado por:

<oc< 5
Xesquerdo, gl

2
Xdireito,g.l
O intervalo de confianca para variancia da populacdo € dado

por:

(h-1).8* _ o _ (n-1)s?

SO =
2
Xesquerdo, gl

Xgireito,g.l

A tabela indica as propor¢des de area sob as distribuicdes

qui-quadrado, de acordo com varios graus de liberdade (g.l.). Na
férmula geral acima, os subscritos “direito” e “esquerdo” indicam
as duas éareas obtidas na construcao do intervalo de confianca.

Exemplo 1. As notas dos alunos de uma escola séo

normalmente distribuidas. O desvio-padrédo das notas de oito
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estudantes escolhidos aleatoriamente de uma escola é 24.
Determinar um intervalo de 90% de confiangca para o desvio-
padrao populacional.

Solucédo: como a amostra é aleatoria e a populacéo
normalmente distribuida podemos usar a distribuicdo qui-

guadrado para estimar o desvio-padrao populacional.

Dados do exemplo: s=2,4 1-a =090 n=28

2 2 a0 -
Os valores de ygieito © Yesquerdo SO :

2 2
Adireito;gl. = X0,05;7 = 14,067

2 2
Xesquerdo;gl. = X0,95;7 = 21673

0 21673 14,067
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Monte o intervalo de confianca:

o1 . [0
Xgireito,g.l ngquerdo,g.l
I(8-1)24) s I(8-1)24)
14067 21673

1693 <05<4313
P(1,693 < 5 < 4,313) = 90%

Interprete o intervalo de confianga: Com 90% de
confianga podemos afirmar que o intervalo de 1,693 a 4,313

contém o desvio-padréo populacional das notas dos estudantes.

Exemplo 2: Uma amostra aleatéria de onze elementos,
extraida de uma populacdo com distribuicdo normal, forneceu
variancia s? = 7,08. Construir um intervalo de 95% de confianca
para a variancia dessa populacao.

Solugcdo: como a amostra é aleatéria e a populacao
normalmente distribuida, podemos usar a distribuicdo qui-
guadrado para estimar a variancia populacional.

Dados do exemplo: s2=7,08 1-a=095 n=11

2 2 XA
Os valores dé ygyeito € Yesquerdo SAO:
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0,025

0.95 0,025
2 2
X0o75:0 % 0.025:10

2 2
Adireito;g.. = X0,025:10 = 20,483

2 2
Xesquerdo;gl. = X0,975:10 = 3,2470

0,025

0,95 0,025

0 3247 20483

Monte o intervalo de confianca:

(n—l)szg(jzS (n-1)s?

2 2
Adireito,g.l Xesquerdo,g.l
(11-1)7,08 co? < (11-1)7,08
20,483 3,2470

3,457 < 62 < 21805

P(3.457 < 62 < 21805) = 95%
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Interprete o intervalo de confianca: Com 95% de
confianga podemos afirmar que o intervalo de 3,457 a 21,805

contém a variancia populacional.

8.3 Teste de hipotese para variancia e desvio-padréo

Nos testes de hipdtese para a variancia ou desvio-padréao

da populacéo, partiremos das seguintes suposic¢oes:
® A amostra é uma amostra aleatdria simples.

® A populacdo deve apresentar distribuicdo normal

mesmo para amostras maiores do que 30.

A estatistica de teste a ser usada no teste de hipdtese

para a variancia ou desvio-padrao da populacdo é dada por:

> (n-1)s?
2

y? = com gl.=n-1

(e

Exemplo de teste de hipotese para variancia: Um
orgao de defesa do consumidor testa regularmente o peso dos
produtos vendidos em estabelecimentos comerciais. Uma
empresa alega que seus produtos apresentam, no maximo,
variancia de 50g°. A inspecdo de uma amostra aleatéria de 15
produtos acusou variancia amostral de 45g2. Considerando que
0s pesos desses produtos apresentam distribuicdo normal, teste
a alegacdo da empresa ao nivel de significancia de 10%.

Solucao:
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12 Retire os dados do exemplo:
c?=50g° n=15 s2 =45¢? a=10%
22 Formule as hipoteses Ho e Ha (lembre-se que a

hipotese nula é aquela que contém o sinal de igual):

Ho : 02 <50
Ha: 02 >50

32 Determine o valor critico: Com base no sinal da
hipotese alternativa (>), podemos verificar que o teste é
unilateral a direita, portanto a area da extremidade direita da

curva é de 0,10. Na tabela da distribuicdo qui-quadrado vamos

procurar o valor de x510.4 -

0,10

2
% 0,10; 14 = 21,064

42 Calcule a estatistica de teste:

- (n—%)s2 _(5-145 _126
G 50

52 Tome a decisdo (ndo rejeitar ou rejeitar Ho):
Podemos verificar que 0 yag. =126 esta dentro da area de néo

rejeicdo da Ho, pois se encontra a esquerda de 21,064.
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62 Interprete o resultado: Nao se rejeita a hipotese nula,
ao nivel de significancia de 10%, portanto podemos concluir que
h& evidéncias suficientes para apoiar a alegacdo da empresa de

gue a variancia do peso é de no maximo 50g>.

Exemplo de teste de hipotese para o desvio-padrao:
Certo produto embalado por uma empresa apresenta
distribuicdo normal com desvio-padrdo de 8g. A maquina de
embalar passou por uma revisdo e 0 técnico afirma que a
dispersao diminui apos a calibragdo. Com a finalidade de testar
a afirmacdo do técnico, ao nivel de significancia de 1%, foi
selecionada uma amostra aleatéria de 12 observacdes. Foram
obtidos os seguintes resultados: 500g — 492g 490g — 5029 —
5059 — 493g — 500g — 498g — 494g — 509g — 4919 4979.

Solucéo:
12 Para calcular a estatistica de teste, precisamos do

desvio-padrao da amostra.

n
n (Z: Xi) 2
s= |1 > xf - L |t 2971453 297 =599
n-1/ n 12

12-1

28 Retire os dados do problema:
s =5,99 n=12 o =8¢ a=1%

194



32 Formule as hipoteses Ho e Ha (lembre-se que a
hipotese nula é aquela que contém o sinal de igual):
Ho: o>8

Ha: 0<8

42 Determine o valor critico: Com base no sinal da
hipotese alternativa (<), podemos verificar que o teste é
unilateral a esquerda, portanto a area da extremidade esquerda

da curva € de 0,1. Na tabela da distribuicdo qui-quadrado
procuramos o valor de Xéygg;n, pois a tabela fornece o valor do

qui-quadrado da direita para a esquerda.
0,0

0.99

2 _
X5 .99; 49 = 30935

52 Calcule a estatistica de teste:

n-1s? (12 -15,9°
LB LR

=
62 Tome a decisdo (nédo rejeitar ou rejeitar Ho):

Podemos verificar que 0 ¥, =598 esta dentro da area de n&o

rejeicdo da Ho, pois se encontra a direita de 3,0535.
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72 Interprete o resultado: Nao se rejeita a hipotese nula,
ao nivel de significancia de 1%, portanto podemos concluir que
ndo ha evidéncias suficientes para apoiar a afirmacao do técnico
de que a dispersdo na maquina de embalar diminui

significativamente apos a calibracao.

8.4 Teste qui-quadrado ndo-paramétrico

O teste qui-quadrado ndo-paramétrico € recomendado para
verificar se as variaveis sao independentes ou relacionadas, e
também para o tratamento estatistico de dados oriundos de tabelas
de dupla entrada (tabelas de contingéncia). Esse teste € adaptavel
a estudos gue envolvem variaveis com niveis de mensuracéo
nominal e ordinal. Para aplicAd-los ndo € necessario fazer
suposi¢des quanto ao modelo de distribuicdo de probabilidade da

populacéo.

8.4.1 Tabelas de contingéncia

No estudo da relacdo ou independéncia entre duas
variaveis categoricas, aplicamos o teste do qui-quadrado néo-
paramétrico. A representacdo das frequéncias é dada por uma
tabela de dupla entrada ou tabela de contingéncia, em que uma
variavel é usada para categorizar linhas e a segunda variavel é

usada para categorizar colunas.
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Exemplo de tabela de contingéncia: A tabela apresenta
os resultados de um levantamento, em que foram selecionados
aleatoriamente estudantes de uma universidade, que
responderam a uma pesquisa que tinha o objetivo de verificar se
h& independéncia entre a variavel sexo e a variavel opcéo pela

area do curso.

Opcéo
Sexo Ciéncias Ciéncias Ciéncias
g Total
Sociais Humanas Exatas
Masculino 80 55 70 205
Feminino 65 85 45 195
Total 145 140 115 400

A variadvel linha tem duas categorias: masculino e
feminino. A variavel coluna também tem trés categorias: ciéncias
sociais, ciéncias humanas e ciéncias exatas. As variaveis linha
e coluna podem ter mais do que duas categorias.

Nos testes de independéncia, na hipétese nula afirmamos
gue as variaveis sdo independentes; consequentemente, na
hipotese alternativa afirmamos que as variaveis séo
dependentes:

A estatistica a ser usada é dada por:

y2 = Z@ comg.l.=(r-1).(c-1)

onde O representa as frequéncias observadas em um
experimento, E as frequéncias esperadas do experimento, r o

ndmero de linhas e ¢ o nUmero de colunas.
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A frequéncia esperada (E) de uma tabela de contingéncia
€ obtida pelo produto entre a probabilidade (p) de se estar na
célula e o numero total observado (n):

E=p.n
onde p € obtido pela aplicacdo do teorema do produto para eventos
independentes, ou seja, P(A e B) = P(A).P(B). Isso se deve ao fato
de que estamos supondo (hipétese nula) que os eventos sdo
independentes.

Dessa forma, a frequéncia esperada da primeira coluna e
primeira linha da tabela € dada por:

E=pn=PAeB).n
como P(A e B) = P(A) . P(B) substituindo, temos:
E=P(A).P(B).n

onde A corresponde ao evento “ser do sexo masculino” e B o
evento “ter feito a opgao por ciéncias sociais”.

_n(A) n(B) 205 145
"~ n(S)'n(S)” 400 400"

_ 205.145
400

E =7431

Portanto, podemos dizer que, apesar de 80 estudantes do
sexo masculino terem feito a opgdo por ciéncias sociais,
esperava-se que 74,31 estudantes do sexo masculino tivessem
feito essa opcdo, se realmente as varidveis fossem

independentes.
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Como o valor 205 é a soma da linha, 145 a soma da
coluna e 400 o total observado, em geral usa-se uma formula
mais pratica para obter o valor da frequéncia esperada:

o (somadalinha x soma da coluna)
- total observado

Obs.: 1° Todas as frequéncias esperadas tém que ser
igual ou maior do que 5.
2° A regido critica se localiza apenas na cauda direita da

curva.

Exemplo: Para a tabela de contingéncia apresentada no
exemplo acima, teste a hipétese de que a variavel sexo e a
variavel opcdo pela area do curso universitario sao

independentes ao nivel de significancia de 5%.

Solucéo:
Ho : as variaveis sdo independentes 0,05

Ha : as varidveis sao dependentes

X =
gl=(r-1.(c-1)=(2-1).(3-1)=2 0.05: 2 59913

Pela férmula mais pratica para calcular a frequéncia
esperada da célula da primeira linha e segunda coluna, basta
multiplicar o total da linha (205) pelo total da coluna (140) e dividir
pelo total observado (400).
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Eo (somadalinha x somadacoluna) _ 205.140
- total observado ~ 400

=7175

Continuando o calculo para as demais células:

205.115

E= W =58,94

E= 195.145 70,69

~ 400 7

195.140

E= W = 68,25
195.115

E= W = 56,06

Como todas as frequéncias esperadas s&o iguais ou
maiores do que 5, podemos dar continuidade ao teste.
Calculando a estatistica de teste:

(0-E)

2 _
Ateste Z E

,  (80-7431) , (55— 7175)? . (70-5894)? , (65— 70,69)? .

Keste =" 437 7175 5894 70,69

. (85— 68,25)° . (45-56,06)°
68,25 5606

Yoste =0,4357+39103+ 20754+ 0,458 + 41108+ 2182

Yo =131722
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52 Tome a decisdo (néo rejeitar ou rejeitar Ho):

Podemos verificar que o y2,, =131722 esta dentro da area de

rejeicdo da Ho, pois se encontra a direita do y2., =59915.

62 Interprete o resultado: Rejeita-se a hipétese nula, ao
nivel de significancia de 5%, ou seja, podemos concluir que as

variaveis nao séo independentes.

Exercicios resolvidos

1) Uma maquina automatica de enchimento de garrafas
com refrigerante apresenta distribuicdo normal. O setor de
gualidade da empresa considera que a variancia do volume de
enchimento nédo deve exceder a 100 ml?, evitando, dessa forma,
gue as garrafas de refrigerante apresentem enchimento em
demasia ou incompleto. Uma amostra aleatéria de 18 garrafas
resulta em variancia do volume de enchimento de s? = 225 ml2.
Teste a hipGtese de que a variancia esta dentro das
especificacbes determinadas pelo setor de qualidade da
empresa ao nivel de significancia de 5%.

Solucéo:
Dados do problema:
62 =100 ml? n=18 s2 =225 ml? a=5%
Ho: 0 <100

Ha: 02 >100
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Com base no sinal da hipotese alternativa (>), podemos
verificar que o teste é unilateral a direita, portanto a area da
extremidade direita da curva é de 0,05. Na tabela da distribuicao

qui-quadrado vamos procurar o valor de XS’05;17 .

0,05

2 -
X '0,05:47 =27 %87

» (h-1)s® (18-1).225
== =

= 36
o 100

Podemos verificar que o y2, =36 esta fora da area de

nao rejeicdo da Ho, pois se encontra a direita de 27,587.

Interpretacdo do resultado: Rejeita-se a hipotese nula,
ao nivel de significancia de 5%, portanto podemos concluir que
a variancia do volume de enchimento esta fora das

especificacdes do setor de qualidade da empresa.

2) Um fabricante de pneus esta testando a vida util de um
pneu fabricado com um novo componente. As pesquisas
demonstram que a vida util do pneu apresenta distribuicdo

normal. Uma amostra aleatéria de 15 pneus apresentou desvio-
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padrdo de 2.978km. Monte um intervalo de 95% de confianca
para o desvio-padrdo da vida util do pneu.

Solugcdo: como a amostra é aleatdria e a populacdo
normalmente distribuida, podemos usar a distribuicdo qui-

guadrado para estimar o desvio-padrao populacional.

Dados do problema: s=2.978 1-a=095 n=15

0,025 , )
Adireito;gl. = X0,025:14 = 26,119

0,95 0,025 —

2 2
Xesquerdo;gl. = X0,97514 = 5,6287

2 2
X 0975114 X 0,025:14

0.025

0,95 0,025

0 56287 26,119

Montando o intervalo de confiancga:

(n- 1)32 (-1
Xdlrelto ,al Xesquerdo gl

\/(15 )2.978f ___ \/15 1)2.978)

26,119 5,6287

P(2.180,27 < 6 < 4.696,61) = 95%
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Interpretando o intervalo de confianca: Com 95% de
confianga, podemos afirmar que o intervalo de 2.180,27 a
4.696,61 contém o desvio-padréo populacional da vida util dos

pneus.

3) Uma empresa realizou uma pesquisa entre seus
funcionarios para verificar se ha relacdo entre a satisfacdo no
trabalho e a renda familiar. Teste a hipotese de que a satisfacéo
no trabalho é independente da renda familiar ao nivel de

significancia de 10%.

Satisfacdo no trabalho
Renda familiar

Satisfeito Regular Insatisfeito Total
Menos de R$1.200,00 73 64 39 176
R$1.200,00 a R$2.400,00 114 92 52 258
R$2.401,00 a R$3.600,00 105 71 38 214
Mais de R$3.600,00 87 45 17 149
Total 379 272 146 797

Solucgéo:
Ho : as variaveis sdo independentes

Ha : as variaveis sdo dependentes

0.10
gl=(r-1).c-1)=@4-1).(3-1)=6

X 0.10:6 =10,645
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As frequéncias esperadas estdo calculadas na tabela a

seqguir:
_ (soma dalinha x soma da coluna)
total observado
Satisfacdo no trabalho
Renda familiar Satisfeito Regular Insatisfeito
Oi Ei Oi Ei Oi Ei
Menos de R$1.200,00 73 83,69 64 60,07 39 32,24

R$1.200,00 a R$2.400,00 114 | 122,69 | 92 88,05 52 47,26
R$2.401,00 a R$3.600,00 105 | 101,76 | 71 73,03 38 39,20
Mais de R$3.600,00 87 70,85 45 50,85 17 27,29
Total 379 272 146

Calculando a estatistica de teste:

O-Ef
theste = z%

2 (73-83,69)° (114 -122,69)° , (105 - 101,76)° L (87~ 70,85)°

Liese = “g359 T 12269 101,76 70,85
64 —60,07)°> (92 -88,05)° 71-73,03)>  (45-5085)°
+ + + +
60,07 88,05 73,03 50,85
(39 —32,24)? , (62— 47,26)? , (8- 39,2)? La7- 27,29)%
32,24 47,26 39,2 27,29 -

theste =1365+0,616+0,103+ 3,681+ 0,257 +0,177 + 0,056 +
+0,673+1417+0,475+ 0,037 + 3,880

theste =12739

Podemos verificar que o0 42, =12739 esta fora da area de

néo rejeicéo da Ho, pois se encontra a direita do 2., =10645.
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Interpretacdo do resultado: Rejeita-se a hipotese nula,
ao nivel de significancia de 10%, ou seja, podemos concluir que

as variaveis ndo sao independentes.

Exercicios complementares

1) O gerente de qualidade de uma empresa afirma que a
variabilidade da maquina de encher pacotes de café esta dentro
dos padrbes. De acordo com as especificagdes do controle de
qualidade, o desvio-padrdo deve ser de no maximo 10g. Uma
amostra aleatoriamente selecionada de 16 pacotes foi analisada
e observou-se um desvio-padréo de 14,5¢g. Teste a afirmacéo do
gerente ao nivel de significAncia de 5%. Suponha populacao

normalmente distribuida.

2) Um professor afirma que a variabilidade das notas nos
exames finais dos alunos na disciplina de estatistica diminuiu.
Historicamente a variancia das notas nos exames finais é de no
minimo 210,8. Uma amostra aleatoria de 13 alunos é extraida,
obtendo-se variancia igual a 36,2. Teste a afirmacéo do professor
ao nivel de significancia de 5%. Suponha popula¢cdo normalmente
distribuida.

3) O gerente de uma empresa de crédito deseja estimar o
desvio-padrdo da renda mensal de clientes com cartdo de

crédito. Um auditor seleciona uma amostra aleatéria de 41
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contas e encontra desvio-padréo de R$230,65. Monte o intervalo
de confianga de 90% para o desvio-padrao da renda mensal dos

clientes com cartao de crédito.

4) O tempo de espera (em minutos) de clientes em um
banco, onde os clientes entram em uma fila Unica que é atendida
por trés guichés, apresenta distribuicdo normal. Uma amostra
aleatdria foi obtida com a finalidade de estimar o desvio-padréo
populacional do tempo de espera dos clientes. A partir dos dados
obtidos na amostra, construa um intervalo de 95% de confianga
para o desvio-padrdo populacional do tempo de espera dos
clientes na fila deste banco.

Dados da amostra em minutos:
65 66 6,7 68 71 73 74 7,707 7,7 1,7

5) A variancia de uma amostra escolhida aleatoriamente
de 10 lampadas elétricas produzidas em uma determinada
empresa € de 120 horas? de duracéo. Supondo que as horas de
duracdo desse produto apresentam distribuicdo normal,
construa um intervalo de confianca para a variancia de todas as

lampadas da empresa com uma confianca de 99%.

6) Um estudo é realizado para determinar se a preferéncia
por diferentes esportes estad relacionada a faixa etaria de
homens. Uma amostra aleatéria de 300 homens é selecionada

aleatoriamente, e solicita-se a cada individuo que indique seu
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esporte preferido. Teste a hipotese de que as variaveis opcao

pelo esporte e faixa etaria sdo independentes. Use nivel de

significancia de 5%.

. Opcéo
Faixa etaria
Futebol Voléi Basquete Total
Menos de 20 30 20 25 75
20 a 40 35 25 20 80
Mais de 40 45 45 55 145
Total 110 90 100 300

7) De acordo com as normas de controle de qualidade de
uma empresa, as embalagens dos detergentes que fabrica
apresentam desvio-padrao de 40g. Uma amostra aleatéria de 36
caixas revelou um desvio-padréo de 48g. Teste a hipotese de que
o0 desvio-padrdo populacional é igual a 40g ao nivel de
significancia de 1%.
distribuida.

Suponha populagcdo normalmente

8) Uma universidade implantou um novo sistema de
avaliacdo de aprendizagem. Foi realizada uma pesquisa com
500 alunos aleatoriamente escolhidos entre trés cursos, a fim de
verificar se existe relagdo entre a opinido do estudante sobre a
mudanca na avaliacéo e o curso do estudante. Teste a hipotese
de que as variaveis sao independentes ao nivel de significancia
de 10%.
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Opinido do estudante
Curso
Favoravel Contrério Indiferente
Administracéo 60 85 15
Direito 80 55 25
Economia 95 65 20

9) De uma populacdo com distribuicdo normal, foi
selecionada uma amostra aleatoria de 18 estudantes do sexo
feminino, obtendo-se desvio-padréo de 1,8cm para as estaturas
dos estudantes. Determinar um intervalo de 95% de confianca para

o desvio-padrao populacional.

10) Uma amostra, aleatoriamente selecionada, de 15
barras de ferro forneceu uma variancia de 6,88cm? para o
comprimento das barras. Construa um intervalo de 90% de
confianga para a variancia populacional. Suponha populacao

normal.

11) Para realizar um estudo sobre a variabilidade do peso
das embalagens de café solivel de uma determinada marca,
selecionou-se uma amostra aleatéria de 18 pacotes,
encontrando-se variancia 11,7g%. Teste a hipétese de que a
variancia populacional é inferior a 28g?, ao nivel de significancia
de 10%. Qual sua conclusdo? Suponha que a populacao

apresenta distribuicdo normal.
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12) Um pesquisador afirma que o desvio-padrédo da renda
familiar anual de um determinado bairro € maior do que
R$450,00. Uma amostra aleatoriamente selecionada de 20
familias resultou em um desvio-padrdo de R$350,00. Por
pesquisas anteriores sabe-se que a renda familiar dessa
populacdo apresenta distribuicdo normal. Teste a afirmacao do
pesquisador ao nivel de significancia de 5%. Qual sua

conclusao?

13) Uma empresa aérea esta fazendo uma pesquisa entre
seus usuarios. Uma das questdes levantadas € se existe relacao
entre o tipo de passagem e o tipo de vdo. Usando um nivel de
significancia de 10%, teste a independéncia entre o tipo de

passagem e o tipo de v6o. Qual é a sua conclusédo?

. Tipo de vbo
Tipo de passagem i i —
Vbéos domésticos | VOos internacionais
Primeira classe 42 36
Classe executiva 112 135
Classe econdmica 420 155
Respostas

1. 2. =315375 %2400 = 24996; Rejeita-se a Ho.

2. yige = 2060712140 =5:226; Rejeita-se a Ho.
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Ho.

3. P(195,36 < 5 < 283,33)=90%

4. P(0,3279 < 5 <0,8703)=95%

5. P45784 < 6% < 622514)= 99%

6. e = 5539 %2ico = 94877, N0 se rejeita a Ho.

7. 72 o055 = 60,275: 3 905.35 = 17192 ;* = 50,4; N&o se rejeita a

8. xZee =159459 240 = 7,7794; Rejeita-se a Ho.

9. P(1351< 6 <2,698)=95%

10. P(4067 < 62 14,659)=90%

11. 52 = 71036240 =100850; N&o se rejeita a Ho.
12, 52 e =114938 %240 = 301450; N&o se rejeita a Ho.

13. 2 =6103; %240 = 46052; Rejeita-se a Ho.
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9 Anadlise de regresséo e correlacao

A andlise de regressdo! é uma técnica estatistica que
analisa as relacdes existentes entre uma Unica variavel
dependente e uma ou mais variaveis independentes, permitindo
estimar o valor de uma variavel a partir do valor de outra(s)
variavel(eis), com o objetivo de estudar as relagbes entre elas a
partir de um modelo matemético. Por sua vez, a analise de
correlacédo linear permite determinar o grau de relacdo entre duas
variaveis ou entre uma variavel e um conjunto de outras variaveis.

Quando o problema envolve uma Unica variavel
independente, a técnica estatistica é chamada analise de
regressao simples; quando envolve duas ou mais variaveis
independentes, denomina-se analise de regressdo multipla. O
mesmo na analise de correlacao.

O problema da analise de regressao consiste em definir a
forma de relacdo existente entre as variaveis. Por exemplo, na
andlise de regressdo simples, as variaveis, x e y, podem
apresentar uma relacao linear, ou uma relacdo exponencial ou

ainda uma relacao polinomial, entre outras.
y =b+ax (Relagao Linear )
y =ax? (RelagdoExponencial)

y =ax? +bx +c (RelagéoPolinomial)

! Video sobre anélise de regresséo, gravado pelas autoras deste livro, vocé pode
assistir no Youtube no Canal da Prof? Suzi Sama.
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A variavel dependente é y, aquela que sera predita a partir
da variavel independente x.
Numa analise de regresséo linear multipla, a relacao entre
as variaveis independentes e a variavel dependente € dada por:
Yy =b+a;Xy +a,Xy +azXz + -+ Xy
Neste livro, a seguir, estudaremos a analise de regressao

linear simples e a analise de correlagéo linear.

9.1 Anédlise de regresséao linear simples

Nesta subsecdo, veremos a andlise de regresséo linear
para duas variaveis. Para obter a equacao que relacione essas
variaveis, devemos seguir 0s seguintes passos:

a) Coletar dados sobre a variavel considerada. Exemplo:
suponha que x e y representem, respectivamente, a altura e o
peso de adultos. Entdo uma amostra com n individuos
apresentaria as alturas (xi, X2, ...,Xn) € 0S pesos (Y1, Y2, ..., Yn).

b) Colocar os pontos (X1 ; y1), (X2 ; y2) ..., (Xn; yn) €m um
sistema de coordenadas cartesianas. A esse conjunto de pontos
denominamos de diagrama de dispersao.

Em um diagrama de disperséo, é possivel visualizar uma
curva regular que se aproxime dos dados, a qual denominamos
curva de ajustamento. Se os dados parecem estar préximos de
uma linha reta, neste caso diremos que existe uma relacéo linear

entre as variaveis.
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Exemplo:

Dados a altura e o peso de um grupo de nadadoras, a

varidvel peso é a variavel dependente, pois o peso depende da

altura.
X (altura m) 1,65 1,68 1,70 1,75 1,78
y (peso kg) 55 57 65 68 71
Observe o diagrama de disperséo.
Diagrama de Dispersao
75
*

gue € possivel ajustar uma reta aos pontos do diagrama.
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Pesos (kg)

1,64

1,66

1,68 1,7

1,72 1,74

Alturas (m)

1,76

1,78

1.8

Observando o diagrama de dispersao, podemos verificar

Pesos (kg)

75

70

65

60

551

50
1,64

1,66

Diagrama de Dispersao

1,68

17

1,72 1,74

Alturas (m)

1,76

1,78

1.8




O problema consiste em estimar os parametros, (o e B1
da equacéo de regressao. Para todos os pontos possiveis (X, y)
existe uma reta da regressdo dada pela expresséao:
y =Po +B1X
Como através de uma amostra obteremos uma estimativa
da verdadeira equacgéo de regressao, denominamos:
y =by +byx
onde y =y estimado; bo = estimativa de [o; b1 = estimativa de B
Com os parametros estimados, a equacao de regressao
permite fazer previsdes sobre a variavel y para dados valores de
x. Entretanto, ndo se recomenda estimar y para valores de X

muito afastados do intervalo dos xi observados na amostra.

9.2 Método dos minimos quadrados

Um dos métodos mais simples para o célculo das
estimativas dos pardmetros po e 1 € o método dos minimos
guadrados.

A cada valor xi temos um valor yi, que é o valor observado
na amostra, e um valor y;, que é o valor estimado pela reta de
regressdo. A diferenca entre o valor observado (y) e o valor
estimado (y;) para certo valor xi € denominado desvio (di). Logo
di=yi-y.

O método dos minimos quadrados visa a estimar 0s

parametros da equacao de regresséo, de forma que a soma dos
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quadrados dos desvios (di) seja a menor possivel.

Dessa forma,

di2 = i(Yi - )2

n
=1 i

9.2.1 Critério dos minimos quadrados

O critério de minimos quadrados corresponde, portanto, a

determinar as estimativas bo e b1 que minimizam a diferenga

(yi_yi)'

Critério dos minimos ]
minZ(Yi _37i) auadrados

n
O valor de: Zd,z assumira um minimo quando as
i=1

derivadas parciais em relacédo a bo e b1 forem nulas. Segundo
esse método, poderemos avaliar as estimativas bo e b1 pela

aplicacao das seguintes equacdes:

Exemplo 1:
1) A tabela a seguir relaciona as distancias percorridas

por carros (km) e seus consumos de combustivel em rodovias
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brasileiras (), para uma amostra de carros de passeio novos.

Com base nos resultados:

a) Construa um diagrama de disperséo para esses dados.

b) Tente aproximar a relacdo entre x e y tracando uma

linha reta através dos pontos.

c) Determine uma equacdo de regressdo estimada
calculando os valores de bo e ba.

d) Pode-se concluir que para percursos mais longos ha

maior consumo de combustivel?

Distancia
) 20 | 60 | 15 | 45 | 35 | 80 | 70 | 73 | 28 | 85
percorrida (km)
Consumo (I) 1,33 |5,45 |1,66 |3,46 (2,92 |6,15 |4,11 [5,00 (2,95 |6,54
Resolucao:

a) Plote os pontos da tabela em um gréfico x, y.

b) ApdGs, com auxilio de uma regra, tente ajustar uma reta

entre seus pontos.

Consumo (l)
O o bk W BN G~

Diagramade Dispersao

20

40

60

80

Distdncia percorrida (km)

100

217



c) Para calcular as estimativas bo e b1, montaremos uma

tabela para facilitar os calculos:

Percurso (km)- | Consumo (1) -y XiYi Xi?
Xi
20 1,33 26,6 400
60 5,45 327 3.600
15 1,66 24,9 225
45 3,46 155,7 2.025
35 2,92 102,2 1.225
80 6,15 492 6.400
70 4,11 287,7 4.900
73 5 365 5.329
28 2,95 82,6 784
85 6,54 555,9 7.225

¥ 511 X 39,57 X 2.419,60 XY 32.113

I‘\Exi l I‘\Zyi | \[ EXiYi l I TXi? |

nyl (> x>y, ]/n 241960 [(511x3957)y10_0066
b, = . _[(in }/ 32.113- (5117 }10 ’

X; i
3% s, y:&::”gﬂ:s,%
. 10 n 10

by =y —b;x =396 —0,0066 x51,1= 0,577

i:

y =b, +byx = 0,577 + 0,066 x

Equacédo de regressdo ——> y=0,577 +0,066x
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d) Quando analisamos a equacdo de regressao,
verificamos que o consumo de combustivel (I), representado por

y ,depende da distancia percorrida pelo carro, representada pela

variavel x. Observamos que a medida que a distancia percorrida
aumenta, o consumo de combustivel () também aumenta. A
equacao linear faz uma previsao dos valores de consumo em
funcdo da distancia percorrida pelo carro. Com base nessa
previsdo, temos evidéncias suficientes para dizer que com o
aumento da distancia percorrida, aumenta também o consumo

do carro.

Exemplo 2

2) A tabela a seguir relaciona os pesos de carros (t) e as
taxas de consumo de combustivel em rodovias brasileiras (km/l),
para uma amostra de carros de passeio novos. Com base nos
resultados:

a) Construa um diagrama de disperséo para esses dados.

b) Tente aproximar a relagcédo entre x e y tracando uma
linha reta através dos pontos.

c) Determine uma equacdo de regressdo estimada
calculando os valores de bo e bs.

d) O que vocé pode concluir a respeito da taxa de consumo?

Obs.: taxa de consumo € expressa em gquildmetros por litro (km/l).

Peso (t) 1321159 (127|199 |113 154|136 | 1,50 | 1,27 | 1,09

Consumo

(Kmil) 13,18 (11,45|12,33|10,63|13,18|12,33(11,90|11,90|11,90 | 14,00
m
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Resolucao:
a) Plote os pontos da tabela em um grafico x, y.
b) Apds, com auxilio de uma regra, tente ajustar uma reta

entre seus pontos.

Grafico de Dispersédo
15

=
£ 14 o
=
a @ &
g 13
= & a
E 12 e @ @ .
o
P 11 <
m 10
=
9
1 1,2 14 1,6 18 2 2,2

Peso (t)

c) Para calcular as estimativas bo e b1, montaremos uma

tabela para facilitar os calculos:

Pesos () - xi Consumo (km/l) - yi XiYi Xi?
1,32 13,18 17,40 1,74
1,59 11,45 18,21 2,53
1,27 12,33 15,66 1,61
1,99 10,63 21,15 3,96
1,13 13,18 14,89 1,28
1,54 12,33 18,99 2,37
1,36 11,90 16,18 1,85
1,50 11,90 17,85 2,25
1,27 11,90 15,11 1,61
1,09 14,00 14,26 1,18

X 14,06 ¥ 122,80 ¥ 170,70 X 20,39

2 @y ) @
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b 2V~ (x> ylin 170,70 - [14.06x122,8))/10 215
1— - = 79

32 _[(in)z} /n 20,39 - |(14,06 *|/10
)—(222%2141 y:&=%:12,28
n 10 n

b, =y -b, X =12,28 — (- 315)x1,41 = 16,72
y =bg +b;x =16,72 - 3,15x
Equacao de regressdo ——> Yy =16,72-315x

d) Quando analisamos a equacdo de regressao,
verificamos que a taxa de consumo de combustivel,

representada por y, depende do peso do carro, representado

pela variavel x. Observamos que a medida que o peso do carro
aumenta, a taxa de consumo de combustivel em km/l diminui. A
equacao linear faz uma previsdo dos valores de taxas de
consumo em funcdo do peso do carro. Com base nessa
previsédo, podemos afirmar que com o aumento do peso do carro

a taxa de consumo em km/l diminui.

9.3 Analise de correlacao linear

A andlise de correlacéo linear? permite determinar o grau de
relacdo entre duas variaveis. Assim, poderiamos determinar o grau

de relacionamento entre o peso e a altura de um grupo de pessoas;

2 Video sobre anélise de correlacéo, gravado pelas autoras deste livro, vocé pode
assistir no Youtube no Canal da Prof? Suzi Sama.
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entre o tabagismo e doencas do coracdo. Neste livro, a seguir,
estudaremos o coeficiente de correlagéo linear.

Para avaliar o grau de correlacao linear entre duas variaveis,
ou seja, medir o grau de ajustamento dos valores em torno de uma
reta, usaremos o coeficiente de correlacdo de Pearson, que € dado

por:

. > xyi =[xyl

onde n é o numero de observacdes.

9.3.1 Interpretacdo do coeficiente de correlagéo

O valor de rxy, que sempre pertencera ao intervalo [-1, 1],
representa uma medida de intensidade do inter-relacionamento
de duas variaveis. Se rxy = 1, ha uma perfeita correlacdo positiva
entre as variaveis, isto é, se os valores de uma variavel
aumentam (ou diminuem), em correspondéncia os valores da
outra variavel também aumentam (ou diminuem) na mesma
proporcao (Figura la). A relagdo entre peso e altura de uma
pessoa pode ser um exemplo de correlacdo positiva entre as
duas variaveis, pois quanto mais alta uma pessoa, maior seu
peso. No entanto esta correlacdo ndo é perfeita, pois existem

pessoas com estatura mais baixa e com sobrepeso, assim como
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h& pessoas altas e com baixo peso.

Se, por outro lado, ryy = -1, h4 uma perfeita correlacdo
negativa entre as variaveis, ou seja, os valores de uma variavel
variam em proporcao inversa aos valores de outra variavel
(Figura 1b). Como exemplo podemos citar a relacdo entre a
pressdo atmosférica e a temperatura do ar: quanto maior a
pressdo, menor a temperatura. Se, entretanto, ry = 0, ndo ha
correlacdo entre as variaveis. Neste caso, 0 comportamento de
uma variavel ndo tem relacdo com o comportamento da outra
variavel, o que acaba gerando uma nuvem de pontos aleatorio,

como podemos observar na Figura 1c.

0 10 0 0 40 50 i 0 0 i 10 0 0 0

Figura 1a- Gréfico de disperséo Figura 1b- Gréfico de disperséo Figura 1c- Gréfico de dispersdo

Como exemplo de correlacdo positiva podemos citar o
peso e a altura de uma pessoa e de correlacdo negativa a
pressao atmosférica e a temperatura do ar.

Quando se constatam correlacdes entre as variaveis,
podem ocorrer resultados interessantes e Uteis. Nao podemos
afirmar a existéncia de correlacdes entre variaveis sem antes
fazermos um estudo. Como rxy € calculado com base em dados

amostrais, € uma estatistica amostral usada para medir o grau
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de correlacéo linear entre x e y. Se tivéssemos todos 0s pares
(x,y), 0 rxy seria um parametro populacional e representado pela

letra grega p.

Exemplo 3:

Usando os dados do exemplo 1, vamos calcular o
coeficiente de correlagcdo. Ainda precisaremos calcular para
completar os dados o Xyi?, o qual ndo foi necessario calcular no

exemplo 1.

y2
1,77
29,70
2,76
11,97
8,53
37,82
16,89
25,00
8,70
42,77

X 185,91

Dados:

=Xi = Zyi = ZXiyi = =Xi2 = Zyi? =
511 39,57 2.419,60 32.113 185,91
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inyi—[(inZyi)]/n _
[z 2T e

n n

Xy

2.419,60 - [(511x39,57))/10

Xy 2 2
\/32.113 — (51101)\/185,91— (39]';))7)

ry = 0948

O valor de rxy deve estar sempre entre -1 e 1, como mostra o

calculo.

Interpretagao:

A correlacao é positiva, o que significa que quanto maior
a variavel x, maior a variavel y, ou seja, quanto maior a distancia
percorrida pelo carro, maior o seu consumo.

Exemplo 4:

Usando os dados do exemplo 2 vamos calcular o coeficiente
de correlacdo. Ainda precisaremos calcular para completar os
dados o XZy?, o qual ndo foi necessario calcular no exemplo 2.

y2

400
3.600

225
2.025
1.225
6.400
4.900
5.329

784

7.225
> 32.113
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Dados:

Txi = 14,06 | Tyi = 122,80 ‘ Zxiyi = 170,70 ‘ oxi2 = 20,39 | Tyi2 = 1.516,41

My = Txiyi - [(Exizyi)lin _
\/zxiz () \/Zyiz —M

n n

. 170,70 — [(14,06x122,80))/10 ~
Xy — -

2 2
ng _(1406)? J1,516,41_<1223®
10 10

fy = 0855

O valor de rxy deve estar sempre entre -1 e 1, como mostra

o calculo.

Interpretacao:

A correlacdo é negativa, o que significa que quanto maior
a variavel x, menor a variavel y, ou seja, quanto maior o peso do
carro, menor a sua taxa de consumo, ou seja, menor a

guilometragem percorrida por litro.

9.4 Coeficiente de determinacao

O coeficiente de determinacdo ou r quadrado (r?) é o
quadrado do coeficiente de correlacdo, o qual nos da a
porcentagem da variacdo de y que pode ser explicada pela

variagéo da variavel independente x.

r Quadrado = (rxy)2
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Exemplo 5:

Usando o coeficiente de correlag&o calculado no exemplo
3, vamos calcular o coeficiente de determinacdo para as
distancias percorridas por carros novos (km) e o consumo de

combustivel em rodovias brasileiras (l).

r Quadrado =(0,948)2= 0,899

Interpretagao:

O r quadrado é igual a 0,899, o que quer dizer que 89%
da variacdo de y pode ser explicada pela variacdo da variavel
independente x. Neste caso, 89,9% da variacdo do consumo
pode ser explicada pela variagdo da distancia percorrida pelos

carros.

Exemplo 6:

Usando o coeficiente de correlag&o calculado no exemplo
4, vamos calcular o coeficiente de determinacdo para 0s pesos
de carros (t) e as taxas de consumo de combustivel em rodovias

brasileiras (km/l).

r Quadrado =( 0,855)?=0,731

Interpretacao:
O r quadrado é igual a 0,731, o que quer dizer que 73%
da variagdo de y pode ser explicada pela variagdo da variavel

independente x. Neste caso, 73,1% da variagao da taxa de
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consumo (km/l) pode ser explicada pela variacdo no peso dos

carros (t).

Exercicios resolvidos

1) Para divulgar a sua imagem, a empresa TCNY S.A.
(nome ficticio) investe em publicidade nos veiculos de
comunicacdo como TVs e jornais. Num determinado periodo o
departamento financeiro analisa os relatérios sobre despesas
com publicidade e receita. Considerando os dados fornecidos a
seguir, plote o diagrama de dispersdo, determine a relacéo
funcional entre receitas e despesas com publicidade (determinar
a equacao de regresséo), calcule o coeficiente de correlagéo e

o r quadrado. Interprete os resultados.

Receita (R$) 135|158 |11 (19| 9 | 105 | 15| 10
Despesas com publicidade 3 5 2 6 | 15| 25 4 1
(R$1000,00)
Solugéo
Despesas c/ publicidade (R$ 1000,00) | Receita(R$) XiYi Xi2 yi2
3 13,50 40,50 9,00 182,25
5 15,80 79,00 25,00 249,64
2 11,00 22,00 4,00 121,00
6 19,00 114,00 36,00 361,00
15 9,00 13,50 2,25 81,00
2,5 10,50 26,25 6,25 110,25
4 15,00 60,00 16,00 225,00
1 10,00 10,00 1,00 100,00
X25 ¥103,80 X365,25 | 299,50 [X1.430,14
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Diagrama de Dispersao
o 20,00
S
8 15,00 -
=
¢ 10,00 . *
E
S 5,00
g
o« 0,00 . . .

0 1 2 3 4 5 6 7
Despesas com Publicidade RS 1000,00

b, — > xyi =[x yillim _ 365,25 —[(25x103,80
' 3 %7 —[(in)z}/n 99,50 —|(25) |/ 8
2% 25 _ >y 1038

=3125 y==2=2"—="""1=1297
n 8 n 8

b, =y —b,x =12,97 — (191)x3,125 = 7,006 = 7

V8 g

y =b, +b;x=7-191x

Equacéo de regresséo [:> y =7 +191x

o va. l(Z x 2 yilm
y \/ )2 Zv

. 365,25 - [(25x103,80))/8

xy
\/99 50 — (22) \/1.430,14 - (103;80)

r,, = 0,968

r Quadrado =(0,968)? = 0,937
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Interpretacéao:

A correlacao € positiva, o que significa que quanto maior
o investimento em publicidade, maior a receita.

O r quadrado € igual a 0,937, o que quer dizer que 93% da
variacdo de y pode ser explicada pela variacdo da variavel

independente X.

2) Os dados a seguir mostram a velocidade de corte em
m/min (metros por minuto) e a vida 0til da ferramenta em
minutos, em um determinado processo de usinagem, para uma

amostra escolhida aleatoriamente de 16 ferramentas.

Velocidade de corte (m/min) Vida Gtil (min)
5 41
6 43
8 35
7 32
10 22
8,5 35
8 29
15 18
13 21
20 13
17 18
19 20

18,5 15
25 11
30 06
24 10

a) Qual é a variavel dependente?

b) Construa um diagrama de disperséao para esses dados.

c) Tente aproximar a relagdo entre x e y tracando uma
linha reta através dos pontos.

d) Determine uma equagao de regressdo estimada

calculando os valores de bo e bs.
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e) Calcule o coeficiente de correlacéo e o coeficiente de

determinacéao.

Resolucao:
a) A variavel dependente é vida util.
b) Plote os pontos da tabela em um gréfico X, y.

c) Apos, com auxilio de uma regra, tente ajustar uma reta

entre seus pontos.

Diagrama de Dispersdo
45 .’
35 4
- +

| ¢ @
20 ¢
15 - A &

5 ! *

Vida atil (min)
L
w

a 5 10 15 20 25 30 35

Velocidade de Corte (m/min}

d) Calculando as estimativas bo e bi (para facilitar os

célculos vocé pode montar uma tabela como apresentado na

préxima pagina.

Sx? - [(inﬂ/n 42975 (234|116

b, = >oxvi =[x villin _ 4.178 ~[(234x369)]/126 139

x .
2 L _234 14625 92&2@223,06
n 16 n 16

b, =y —b,X = 23,06 — (- 1,39)x14,625 = 43,42

Y:

Equacédo de regresséo :> y = 43,42 - 1,39x
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X y Xy X2 y?
5 41 205 25 1.681
6 43 258 36 1.849
8 35 280 64 1.225
7 32 224 49 1.024
10 22 220 100 484
8,5 35 297,5 72,25 1.225
8 29 232 64 841
15 18 270 225 324
13 21 273 169 441
20 13 260 400 169
17 18 306 289 324
19 20 380 361 400
18,5 15 277,5 342,25 225
25 11 275 625 121
30 06 180 900 36
10 240 576 100
369 4.178 4.297,5 10.469

S0l el s L
fy = > xy =[xyl _
\/inz_(zr\xi)-\/ny—(znm

4.178 - [(234x369))/16
(234)

\/4.297,5—

My

(369 B

\/10.469 -

fyy = —0,930
O valor de rxy deve estar sempre entre -1 e 1, como mostra o

calculo.

e) r Quadrado = (- 0930) = 0,866
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Exercicios complementares

1) Uma pesquisa realizada com 26 homens, com idades
entre 30 e 50 anos, anotou os pesos em kg e as leituras de
pressao arterial de cada individuo — os dados estao na tabela a
seguir. Qual € a varidvel dependente? Determine a equacgéo de
regressao linear que descreve a relacao entre as variaveis peso
e pressao arterial. Calcule o coeficiente de correlacdo e de
determinacdo. Usando um nivel de significancia de 5%, escreva
um texto sucinto relatando sua conclusao a respeito da relacao
entre as variaveis. Obs: Presséo arterial sistolica € o maior valor

verificado durante a afericdo da pressao arterial.

Individuo Peso (kg) Presséo arterial sistélica
1 74,844 130
2 75,751 133
3 81,648 150
4 70,308 128
5 96,163 151
6 79,38 146
7 86,184 150
8 95,256 140
9 90,72 148

10 67,586 125
11 71,669 133
12 76,658 135
13 77,112 150
14 78,019 153
15 72,122 128
16 76,205 132
17 78,926 149
18 83,009 158
19 97,524 150
20 88,452 163
21 81,648 156
22 64,865 124
23 108,864 170
24 106,596 165
25 87,091 160
26 84,823 159
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2) Um preparador fisico quer estudar a relacdo entre as
variaveis peso e altura de jogadores de basquete do clube no
qgual trabalha. Para tanto, anotou o peso e a altura de cinco

jogadores. Os dados estdo na tabela a seguir.

Altura (cm) | Peso (kg)
185,72 79,9
175,56 75,0
170,48 72,2
179,10 77,7
182,64 78,6

a) Qual é a variavel dependente?

b) Determine uma equacdo de regressao estimada
calculando os valores de bo e bs.

c) Calcule o coeficiente de correlacéo e determinagao.

d) O que o preparador fisico pode concluir?

3) A tabela a seguir mostra idade de motociclistas e média
de numero de acidentes ocorridos por faixa etaria, no ano de
2007, obtidos em seis meses de pesquisas. Foram entrevistados
1000 motociclistas entre 22 e 34 anos. Obs: Sdo contados desde

pequenos tombos até acidentes mais graves.

Idades Numero de acidentes
22
24
26
28
30
32
34

NIWA~A~OO|O
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a) Qual é a variavel dependente?

b) Construa o diagrama de disperséo para esses dados.

c) Tente aproximar a relagéo entre x e y tragando uma
linha reta através dos pontos.

d) Determine uma equacdo de regressdo estimada
calculando os valores de bo e bs.

e) Calcule o coeficiente de correlagdo e o coeficiente de
determinacao.

f) O que vocé pode concluir a respeito da relacdo de

dependéncia entre as duas variaveis?

4) Uma pesquisa realizada com seis familias de quatro
pessoas, cuja renda varia entre R$1.500,00 e R$3.000,00, mostrou
0s gastos médios mensais com produtos de higiene e limpeza

(dados ficticios).

Salério (R$) 1.860,00 2.540,00 1.650,00 2.200,00 2.900,00 1.700,00
Gastos (R$) 180,00 225,00 135,00 200,00 250,00 150,00

a) Qual a variavel dependente?

b) Construa o diagrama de disperséao para esses dados.
c) Determine a equacao de regressao.

d) Calcule o coeficiente de correlacao e o coeficiente de

determinacao.

5) Determine a equacao de regressao linear que descreva
a relacéo entre a frequéncia de acidentes em uma determinada

empresa que atua na orla portuaria e o numero de horas/aula
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preventivas (educacionais) ministradas aos trabalhadores da
empresa. Determine o0s coeficientes de correlagdo e de
determinacdo. Qual sua conclusdo? Obs: S&o contabilizados

acidentes leves, médios e graves (dados ficticios).

NuUmero de acidentes por/ano 24 22 19 15 12

Numero de horas/aula por/ano 3 5 7 8 10

6) Como resultado do crescente desenvolvimento de uma
cidade, surgiram varios estabelecimentos comerciais na
periferia, e com isso Varios estabelecimentos comerciais do
centro da cidade estdo sofrendo financeiramente. O setor de
propaganda de um desses estabelecimentos acha que o
aumento de publicidade poderia ajudar a atrair mais
compradores. Para estudar o efeito da publicidade nas vendas,
um comerciante do centro registrou 0s gastos com propaganda
nos meses de maio a setembro e os valores de vendas no

mesmo periodo (dados ficticios).

Volume de vendas (R$) 60.000,00 73.000,00 76.000,00 90.000,00 105.000,00

Despesas de

o 5.000,00 7.000,00 10.500,00 13.000,00 18.000,00
publicidade (R$)

a) Construa um diagrama de disperséo para esses dados.

b) Tente aproximar a relagédo entre x e y tracando uma
linha reta através dos pontos.

c) Com os dados a seguir fornecidos, monte a equacgao

de regressao. Qual a sua conclusao?
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¥ x; = 53.500,00
Y y; = 404.000,00

¥ Xjyj = 4.669.000.000,00
' x2 = 677.250.000,00

> y2 = 33.830.000.000,00
er = 0,982

Respostas

1. Variavel dependente presséo arterial;
y =69,104 -0,9246X; r,, =0,773, r Quadrado = 0,597

2. Variavel dependente peso; y= 1453+051x;
r, =0988; r Quadrado =0,976

3. Variavel dependente acidentes; y=13,78—0,339x;
ry =—0979;r Quadrado = 0,958

4. Gastos y =6,24 +0,0858Xx ; fyy = 0978 ;

r Quadrado = 0,956

5. y=16,48-0537x ; r,, =-0,979 ; r Quadrado = 0,958

6. V = 45.453,24 + 3,303 x
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Anexo | — Uso da Tabela da Distribuicao Normal
Padronizada Z

Para usar a tabela z, da distribuicdo normal padronizada,
deve-se usar o fato de que a curva é simétrica e centrada na
média. O corpo da tabela é constituido das probabilidades (area
sob a curva entre os limites de zero a z). Os valores de z estéo
nas margens da tabela, na primeira coluna esta o valor inteiro e
a primeira casa decimal, na primeira linha esta a segunda casa
decimal. Por exemplo, o valor de z=1,25 é obtido pela
interseccdo da linha que contém o valor 1,2 e a coluna que
contém a segunda casa decimal, 5, do valor de z procurado.

Segunda casa decimal

v

z 0 1 2 3 4 5 6 7
0,0 |0,0000 |0,0040 |0,0080 |0,0120 |0,0160 |0,0199 |0,0239 |0,0279
0,1 |0,0398 |0,0438 |0,0478 |0,0517 |0,0557 |0,0596 |0,0636 |0,0675
0,2 |0,0793 |0,0832 |0,0871 |0,0910 |0,0948 |0,0987 |0,1026 |0,1064
0,3 |0,1179 |0,1217 |0,1255 |0,1293 |0,1331 |0,1368 |0,1406 |0,1443
0,4 |0,1554 |0,1591 |0,1628 |0,1664 |0,1700 |0,1736 |0,1772 |0,1808
0,5 |0,1915 |0,1950 |0,1985 |0,2019 |0,2054 |0,2088 |0,2123 |0,2157
0,6 |0,2258 |0,2291 |0,2324 |0,2357 |0,2389 |0,2422 | 0,2454 | 0,2486

0,7 o 10,2673 |0.2704 |0.2734 |0.2764 |0,2794
Valor inteiro e a primeira f = -
0,8 | casa decimal 0,2967 | Probabilidade entre a media go7g

zero e o valor z =1,25

0 //@,3186 0,3212 |0,3238 \. l 4 B340
1,0 / /{3 0,3438 | 0,3461 |0,3485 |0,3508 0,3531! /454 0,3577
11 //,3643 0,3665 |0,3686 |0,3708 |0,3729 0,3749’//{,3770 0,3790
1,2 70,3849 |0,3869 [0,3888 [0,3907 |0,3925 |0,3944"|0,3962 |0,3980
1,3 |0,4032 |0,4049 |0,4066 |0,4082 |0,4099 |0,4115 |0,4131 |0,4147
1,4 |0,4192 |0,4207 |0,4222 |0,4236 |0,4251 |0,4265 |0,4279 |0,4292
15 |0,4332 |0,4345 |0,4357 |0,4370 |0,4382 |0,4394 |0,4406 |0,4418
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A area abaixo da curva entre zero e o valor de z igual a
1,25 é de 0,3944. Como mostrado na tabela acima:

0.3044

==
—&
M2
n
I

Exemplo de uso da tabela:
Dados os valores de z, determine a probabilidade, ou

seja, a area abaixo da curva:

a)P(0<z<2)

Estamos procurando a probabilidade de um valor z estar
entre zero e dois. A tabela fornece a area entre a média de z
(zero) e o valor de z procurado. Obtemos esse valor, procurando
na primeira coluna da tabela o valor de z = 2,0 e na primeira linha
o valor “0” que é a segunda casa decimal. O valor da area é
0,4772.

04772

P(0<z<2)=04772

b) P(z > 2)
Como a curva é simétrica e a area abaixo da curva é igual
a um, cada metade vale 0,5. Estamos procurando a probabilidade

de um valor z ser maior ou igual a 2. A tabela fornece a area entre
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a média de z (zero) e o valor de z procurado. Portanto, é

necessario subtrair o valor encontrado na tabela de 0,5.

04772 0,5-0,4772 =0,0228

=]
n

0.0228

-2 0

P(z>2)=0,5-0,4772 = 0,0228

c)P(z<£-2)

Como a curva é simétrica a area entre z=0 e z=2 é a
mesma entre z= -2 e z=0. Com raciocinio anadlogo ao item
anterior, temos:

04772
P(z<-2)=05-0,4772
=0.0228 0o2za
P(z<-2)=0,0228
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Anexo

Tabela
Distribuicao Normal Padrao

da

1]

Z

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0,0

0,0000

0,0040

0,0080

0,0120

0,0160

0,0199

0,0239

0,0279

0,0319

0,0359

0,1

0,0398

0,0438

0,0478

0,0517

0,0557

0,0596

0,0636

0,0675

0,0714

0,0754

0,2

0,0793

0,0832

0,0871

0,0910

0,0948

0,0987

0,1026

0,1064

0,1103

0,1141

0,3

0,1179

0,1217

0,1255

0,1293

0,1331

0,1368

0,1406

0,1443

0,1480

0,1517

0,4

0,1554

0,1591

0,1628

0,1664

0,1700

0,1736

0,1772

0,1808

0,1844

0,1879

0,5

0,1915

0,1950

0,1985

0,2019

0,2054

0,2088

0,2123

0,2157

0,2190

0,2224

0,6

0,2258

0,2291

0,2324

0,2357

0,2389

0,2422

0,2454

0,2486

0,2518

0,2549

0,7

0,2580

0,2612

0,2642

0,2673

0,2704

0,2734

0,2764

0,2794

0,2823

0,2852

0,8

0,2881

0,2910

0,2939

0,2967

0,2996

0,3023

0,3051

0,3078

0,3106

0,3133

0,9

0,3159

0,3186

0,3212

0,3238

0,3264

0,3289

0,3315

0,3340

0,3365

0,3389

1,0

0,3413

0,3438

0,3461

0,3485

0,3508

0,3531

0,3554

0,3577

0,3599

0,3621

11

0,3643

0,3665

0,3686

0,3708

0,3729

0,3749

0,3770

0,3790

0,3810

0,3830

1,2

0,3849

0,3869

0,3888

0,3907

0,3925

0,3944

0,3962

0,3980

0,3997

0,4015

1,3

0,4032

0,4049

0,4066

0,4082

0,4099

0,4115

0,4131

0,4147

0,4162

0,4177

1,4

0,4192

0,4207

0,4222

0,4236

0,4251

0,4265

0,4279

0,4292

0,4306

0,4319

15

0,4332

0,4345

0,4357

0,4370

0,4382

0,4394

0,4406

0,4418

0,4429

0,4441

1,6

0,4452

0,4463

0,4474

0,4484

0,4495

0,4505

0,4515

0,4525

0,4535

0,4545

1,7

0,4554

0,4564

0,4573

0,4582

0,4591

0,4599

0,4608

0,4616

0,4625

0,4633

1,8

0,4641

0,4649

0,4656

0,4664

0,4671

0,4678

0,4686

0,4693

0,4699

0,4706

1,9

0,4713

0,4719

0,4726

0,4732

0,4738

0,4744

0,4750

0,4756

0,4761

0,4767

2,0

0,4772

0,4778

0,4783

0,4788

0,4793

0,4798

0,4803

0,4808

0,4812

0,4817

2,1

0,4821

0,4826

0,4830

0,4834

0,4838

0,4842

0,4846

0,4850

0,4854

0,4857

2,2

0,4861

0,4864

0,4868

0,4871

0,4875

0,4878

0,4881

0,4884

0,4887

0,4890

2,3

0,4893

0,4896

0,4898

0,4901

0,4904

0,4906

0,4909

0,4911

0,4913

0,4916

2,4

0,4918

0,4920

0,4922

0,4925

0,4927

0,4929

0,4931

0,4932

0,4934

0,4936

2,5

0,4938

0,4940

0,4941

0,4943

0,4945

0,4946

0,4948

0,4949

0,4951

0,4952

2,6

0,4953

0,4955

0,4956

0,4957

0,4959

0,4960

0,4961

0,4962

0,4963

0,4964

2,7

0,4965

0,4966

0,4967

0,4968

0,4969

0,4970

0,4971

0,4972

0,4973

0,4974
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0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

2,8

0,4974

0,4975

0,4976

0,4977

0,4977

0,4978

0,4979

0,4979

0,4980

0,4981

29

0,4981

0,4982

0,4982

0,4983

0,4984

0,4984

0,4985

0,4985

0,4986

0,4986

3,0

0,4987

0,4987

0,4987

0,4988

0,4988

0,4989

0,4989

0,4989

0,4990

0,4990

3,1

0,4990

0,4991

0,4991

0,4991

0,4992

0,4992

0,4992

0,4992

0,4993

0,4993

3,2

0,4993

0,4993

0,4994

0,4994

0,4994

0,4994

0,4995

0,4995

0,4995

0,4995

3,3

0,4995

0,4995

0,4995

0,4996

0,4996

0,4996

0,4996

0,4996

0,4996

0,4997

3,4

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4997

0,4998

3,5

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

0,4998

3,6

0,4998

0,4998

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

3,7

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

3,8

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

0,4999

3,9

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000

0,5000
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Anexo lll - Distribuigao “t”

de Student /
1
Area da extremidade da curva

g.l. 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005
1 3,0777 6,3137 12,7062 31,8210 63,6559
2 1,8856 2,9200 4,3027 6,9645 9,9250
3 1,6377 2,3534 3,1824 4,5407 5,8408
4 1,5332 2,1318 2,7765 3,7469 4,6041
5 1,4759 2,0150 2,5706 3,3649 4,0321
6 1,4398 1,9432 2,4469 3,1427 3,7074
7 1,4149 1,8946 2,3646 2,9979 3,4995
8 1,3968 1,8595 2,3060 2,8965 3,3554
9 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498
10 1,3722 1,8125 2,2281 2,7638 3,1693
11 1,3634 1,7959 2,2010 2,7181 3,1058
12 1,3562 1,7823 2,1788 2,6810 3,0545
13 1,3502 1,7709 2,1604 2,6503 3,0123
14 1,3450 1,7613 2,1448 2,6245 2,9768
15 1,3406 1,7531 2,1315 2,6025 2,9467
16 1,3368 1,7459 2,1199 2,5835 2,9208
17 1,3334 1,7396 2,1098 2,5669 2,8982
18 1,3304 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784
19 1,3277 1,7291 2,0930 2,5395 2,8609
20 1,3253 1,7247 2,0860 2,5280 2,8453
21 1,3232 1,7207 2,0796 2,5176 2,8314
22 1,3212 1,7171 2,0739 2,5083 2,8188
23 1,3195 1,7139 2,0687 2,4999 2,8073
24 1,3178 1,7109 2,0639 2,4922 2,7970
25 1,3163 1,7081 2,0595 2,4851 2,7874
26 1,3150 1,7056 2,0555 2,4786 2,7787
27 1,3137 1,7033 2,0518 2,4727 2,7707
28 1,3125 1,7011 2,0484 2,4671 2,7633
29 1,3114 1,6991 2,0452 2,4620 2,7564
30 1,3104 1,6973 2,0423 2,4573 2,7500
35 1,3062 1,6896 2,0301 2,4377 2,7238
40 1,3031 1,6839 2,0211 2,4233 2,7045
45 1,3007 1,6794 2,0141 2,4121 2,6896
50 1,2987 1,6759 2,0086 2,4033 2,6778
60 1,2958 1,6706 2,0003 2,3901 2,6603
70 1,2938 1,6669 1,9944 2,3808 2,6479
80 1,2922 1,6641 1,9901 2,3739 2,6387
90 1,2910 1,6620 1,9867 2,3685 2,6316

100 1,2901 1,6602 1,9840 2,3642 2,6259

1000 1,2824 1,6464 1,9623 2,3301 2,5807
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Anexo IV — Distribuicao

Qui-quadrado y?

A

dire

ita da cur

a

«

0,995

0,99

0,975

0,95

0,9

0,75

0,25

0,2

0,1

0,05

0,025

0,01

0,005

0,000

0,0002

0,0010

0,0039

0,0158

0,1015

1,3233

1,6424

2,7055

3,8415

5,0239

6,6349

7,8794

0,0100

0,0201

0,0506

0,1026

0,2107

0,5754

2,7726

3,2189

4,6052

5,9915

7,3778

9,2104

10,596

0,0717

0,1148

0,2158

0,3518

0,5844

1,0052

1,2125

4,1083

4,6416

6,2514

7,8147

9,3484

11,345

12,838

0,2070

0,2971

0,4844

0,7107

1,0636

1,6488

1,9226

5,3853

5,9886

7,7794

9,4877

11,143

13,277

14,860

0,4118

0,5543

0,8312

1,1455

1,6103

2,3425

2,6746

6,6257

7,2893

9,2363

11,071

12,832

15,086

16,750

0,6757

0,8721

1,2373

1,6354

2,2041

3,0701

3,4546

7,8408

8,5581

10,645

12,592

14,450

16,812

18,548

0,9893

1,2390

1,6899

2,1673

2,8331

3,8223

4,2549

9,0371

9,8032

12,017

14,067

16,013

18,475

20,278

1,3444

1,6465

2,1797

2,7326

3,4895

4,5936

5,0706

10,219

11,030

13,362

15,507

17,534

20,090

21,955

©| o N| o] O] M| W[ V| -

1,7349

2,0879

2,7004

3,3251

4,1682

5,3801

5,8988

11,389

12,242

14,684

16,919

19,023

21,666

23,589

=
o

2,1558

2,5582

3,2470

3,9403

4,8652

6,1791

6,7372

12,549

13,442

15,987

18,307

20,483

23,209

25,188

=
[N

2,6032

3,0535

3,8157

4,5748

5,5778

6,9887

7,5841

13,701

14,631

17,275

19,675

21,920

24,725

26,757

=
N

3,0738

3,5706

4,4038

5,2260

6,3038

7,8073

8,4384

14,845

15,812

18,549

21,026

23,337

26,217

28,299

=
w

3,5650

4,1069

5,0087

5,8919

7,0415

8,6339

9,2991

15,984

16,985

19,812

22,362

24,736

27,688

29,819

=
N

4,0747

4,6604

5,6287

6,5706

7,7895

9,4673

10,165

17,117

18,151

21,064

23,685

26,119

29,141

31,319

=
(4]

4,6009

5,2294

6,2621

7,2609

8,5468

10,307

11,036

18,245

19,311

22,307

24,996

27,488

30,578

32,801

=
(2]

5,1422

5,8122

6,9077

7,9616

9,3122

11,152

11,912

19,369

20,465

23,542

26,296

28,845

31,999

34,267

[y
~

5,6973

6,408

7,5642

8,6718

10,085

12,002

12,792

20,489

21,615

24,769

27,587

30,191

33,409

35,718

=
e}

6,2648

7,0149

8,2307

9,3904

10,865

12,857

13,675

21,605

22,60

25,989

28,869

31,526

34,805

37,156

=
©

6,8439

7,6327

8,9065

10,117

11,651

13,716

14,562

22,718

23,900

27,204

30,143

32,852

36,191

38,582

N
o

7,4338

8,2604

9,5908

10,851

12,443

14,578

15,452

23,828

25,037

28,412

31,410

34,170

37,566

39,997

N
[y

8,0336

8,8972

10,283

11,591

13,240

15,445

16,344

24,935

26,171

29,616

32,671

35,479

38,932

41,401

N
N

8,6427

9,5425

10,982

12,338

14,041

16,314

17,240

26,039

27,301

30,813

33,924

36,781

40,289

42,796

N
w

9,2604

10,196

11,689

13,001

14,848

17,187

18,137

27,141

28,429

32,007

35,173

38,076

41,638

44,181

N
N

9,8862

10,856

12,401

13,848

15,659

18,062

19,037

28,241

29,553

33,196

36,415

39,364

42,980

45,558

N
a1

10,519

11,524

13,119

14,611

16,473

18,940

19,939

29,339

30,675

34,382

37,653

40,647

44314

46,928

N
(2]

11,160

12,198

13,844

15,379

17,292

19,820

20,843

30,435

31,795

35,563

38,885

41,923

45,642

48,289

N
~

11,808

12,879

14,573

16,151

18,114

20,703

21,749

31,528

32,912

36,741

40,113

43,195

46,963

49,645

N
[e3)

12,461

13,565

15,308

16,928

18,939

21,588

22,657

32,621

34,027

37,916

41,337

44,461

48,278

50,994

N
©

13,121

14,256

16,047

17,708

19,768

22,475

23,566

33,711

35,139

39,087

42,557

45,722

49,588

52,335

w
o

13,787

14,954

16,791

18,493

20,599

23,364

24,478

34,799

36,250

40,256

43,773

46,979

50,892

53,672

w
a1

17,192

18,509

20,569

22,465

24,797

27,836

29,054

40,223

41,778

46,059

49,802

53,203

57,342

60,275

ey
o

20,707

22,164

24,433

26,509

29,051

32,345

33,660

45,616

47,269

51,805

55,759

59,342

63,691

66,766
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