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EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

EXERCICE 1 mOO

Déterminer une probabilité sur Q = {1,2,...,n} telle que la probabilité de I’événement
{k} soit proportionnelle & k. [» Indication | [» Correction|

EXERCICE 2 RP O

Déterminer une probabilité sur Q = {1,2,...,n} telle que la probabilité de I’événement
{1,2,...,k} soit proportionnelle & k2. [» Indication | [» Correction|

EXERCICE 3 RO

Soient A et B deux événements avec P(A) > 0.
Comparer les probabilités conditionnelles P(ANB | AUB)etP(ANB | A) .
[» Indication |

[» Correction|

EXERCICE 4 w0

Soient A et B deux événements d'un espace probabilisé. On suppose 0 < P(B) < 1.
Etablir P(A) = ]P)(A ‘ B)P(B) + IP(A ‘ B)P(B) . |> Indi(:ationl |> C()rre(:ti()nl

EXERCICE 5 mP O

Montrer qu’un événement A est indépendant de tout événement si, et seulement si,
]P(A) =0oul. [» Indication |

EXERCICE 6 RP

| Correction|

Montrer que, si la variable aléatoire X suit la loi binomiale de parametre (n,p), la
variable aléatoire n — X suit la loi binomiale de parameétre (n,1 — p). Interpréter.
> Indication |

> _Correction|

EXERCICES TECHNIQUES

EXERCICE 7 MmO O

On dispose r boules & l'intérieur de n urnes (avec r < n), chaque urne pouvant contenir
plusieurs boules. Les répartitions possibles sont équiprobables.
@ Déterminer la probabilité de 1’évenement
A : «chaque urne contient au plus une boule»

@ Déterminer la probabilité de 1’évéenement
B : «il existe une urne contenant au moins deux boules »

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 8 MO0

@ Combien de fois faut-il lancer un dé équilibré pour avoir au moins une chance sur
deux d’obtenir un «six»?

@ Méme question avec deux dés pour obtenir un «double-six »

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 9 M

Une urne contient des boules numérotées de 1 a 10 . On tire, sans remise, trois boules
dans cette urne.

@ Quelle est la probabilité d’obtenir des numéros en ordre croissant?

@ Méme question pour un tirage avec remise et des numéros en ordre strictement
croissant.

@ Méme question pour un tirage avec remise et des numéros en ordre croissant au
sens large.

> _Indication | |» Correction|

EXERCICE 10 m OO

Dans une population, une personne sur 10000 souffre d’une pathologie. Un laboratoire
pharmaceutique met sur le marché un test sanguin. Celui-ci est positif chez 99% des
malades mais aussi faussement positif chez 0,1% des personnes non atteintes. Un indi-
vidu passe ce test et obtient un résultat positif. Quelle est sa probabilité d’étre malade?
Qu’en conclure? [ Indication |

[»> Correction|
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EXERCICE 11 MEO

Un tiroir contient 12 paires de chaussettes toutes différentes. On prend 4 chaussettes.
Quelle est la probabilité d’obtenir :

@ deux paires completes 7 @ au moins une paire ? @ une paire et une seule ?

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 12 mOO

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 10].

Déterminer les lois de Y = |V X | et Z = cos % |> Indicationl

|> Correction|]

EXERCICE 13 mOO

Un joueur lance successivement deux fois un dé équilibré. Soit X la variable aléatoire
égale a la différence entre les résultats du premier et du deuxieéme lancer.
Déterminer les lois de X et |X| [» Indication | |> Correction|

EXERCICE 14 HE O

Soit n > 2. Dans une pile de n lettres, se trouvent les deux lettres que ’on doit envoyer.
On enléve une par une les lettres qui sont sur le dessus.

On note X; la variable aléatoire donnant le nombre de lettres enlevées jusqu’a trouver
une des deux lettres a envoyer sur le dessus de la pile. On met de c6té la lettre trouvée
et 'on recommence 'opération jusqu’a trouver la deuxiéme lettre et on note X, la
variable aléatoire donnant le nombre supplémentaire de lettres qu’il a fallu retirer de
la pile avant que la deuxiéme lettre ne soit sur le dessus de la pile. Sans information
supplémentaire, on peut supposer que toutes les positions possibles pour les deux lettres
sont équiprobables.

@ Décrire 'ensemble € des résultats possibles et (X7, X2)(£2).
@ Déterminer la loi du couple (X7, X5) puis la loi de X; et de Xo.

@ On note Z = X; + Xs + 2. Que représente la variable aléatoire Z 7 Déterminer
sa loi.

> _Indication | > _Correction|

EXERCICES "COMME EN COLLE"

EXERCICE 15 WP O

Une urne contient des boules blanches et noires en proportion p et ¢ (avec p 4+ ¢ = 1).
On opere a des tirages successifs avec remise.
@ Quelle est la probabilité que la premiere boule blanche tirée apparaisse lors du
n-ieme tirage?

@ Quelle est la probabilité que la k-iéme boule blanche tirée apparaisse lors du n-
iéme tirage?

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 16 RO

Une urne contient 8 boules blanches et deux boules noires. On tire sans remise et
successivement 3 boules de cette urne.

@ Quelle est la probabilité qu’au moins une boule noire figure a I'intérieur du tirage?

@ Sachant qu’une boule noire figure dans le tirage. Quelle est la probabilité que la
premiére boule tirée soit noire?

@ Quelle est la probabilité que la troisieme boule du tirage soit noire?

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 17 Mm@

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [1,n].

@ Calculer P(X =Y) et P(X >Y). @ Déterminer la loi de X — Y.

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 18 My

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli
de parametre p.

@ Déterminer la loi du couple (U, V) = (X4Y, X —Y), en déduire les lois marginales.

@ Déterminer la loi de U conditionnée a V = 1.
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@ Les variables U et V sont-elles indépendantes?

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 19 m®” [0 Scrutin

Soit p et g deux entiers naturels non nuls tels que p > g.

@ On considére des chemins joignant des points de N? et formés de déplacements
successifs. Les seuls déplacements autorisés a partir du point (n,m) sont : le
passage de (n,m) a (n+ 1,m) et de (n,m) & (n,m + 1). On note A la droite
d’équation y = z.

@ Pour (a,b,m,n) € N* combien y a-t-il de chemins allant de (a,b) & (a +
m,b+n)?

@ Montrer, en utilisant une symétrie par rapport a la droite A, que le nombre

de chemins allant de (1,0) & (p, q) et qui rencontrent la droite A est égal au
nombre de chemins allant de (0,1) & (p, q).

@ En déduire que le nombre de chemins de (0,0) & (p,q) qui ne rencontrent

) +q—1 +q—1
qu’en (0,0) est (ppzl )= (P M ).
Dans un scrutin, il y a p bulletins pour le candidat P et ¢ pour le candidat Q.
Calculer la probabilité que le candidat P soit toujours en téte dans le dépouille-
ment.

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 20 m»mO

On considére N coffres. Avec une probabilité p un trésor a été placé dans I'un de ces
coffres, chaque coffre pouvant étre choisi de fagcon équiprobable. On a ouvert N — 1
coffres sans trouver le trésor. Quelle est la probabilité pour qu’il figure dans le dernier
coffre ?

1l n’y a qu’un seul trésor.
EXERCICE 21 mOO

> Indication | > Correction|

Une succession d’individus Ay, ..., A, se transmet une information binaire du type «
oui» ou « nonp.

Chaque individu Ay transmet I'information qu’il a recu avec la probabilité p & I'individu
Agy1 ou la transforme en son inverse avec la probabilité 1 — p. Chaque individu se

comporte indépendamment des autres.

@ Calculer la probabilité p,, pour que l'information regue par A, soit identique a
celle émise par Aj.

@ On suppose 0 < p < 1. Quelle est la limite de p,, quand n tend vers l'infini?

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 22 BOO Petit rappel de convexité

Soient Aq,...,A, des événements mutuellement indépendants. Montrer que la proba-
bilité qu’aucun des A; ne soit réalisé est inférieure a

exp <— i P (Az)>

EXERCICE 23 BR[O
> _Indication | > _Correction|

Soit n et N des entiers tels que 1 < n < N. Une urne contient N boules numérotées de

1 a4 N. On en tire n simultanément. Les numéros obtenus sont notés Y7 < --- < Y,,.

Déterminer la loi du n-uplet (Y7,...,Y,), puis les lois marginales.

On fait ’hypotheése que les (JZ) tirages sont équiprobables. |> Indicationl

|> Correction|]

EXERCICE 24 m® 0 Loi de Hardy-Weinberg

Considérons un geéne qui se présente sous deux alleles A et a. Un individu dispose
de deux alleles d’'un méme gene donc AA, Aa ou aa. Un individu recoit un alléle de
chacun de ses parents au hasard. Notons p,q et r les proportions des génotypes dans
une génération et P,Q et R les proportions dans la génération suivante. Montrer que
Q2 =4PR. I> Indicationl I> Correctionl

EXERCICE 25 mEE Urne de Polya

On considere une urne contenant a boules colorées et b boules blanches. Apreés chaque
tirage, la boule extraite est remise dans I'urne avec ¢ boules de la méme couleur. Déter-
miner la probabilité que la n'®™¢ boule tirée soit blanche. ~ [» Indication |  |» Correction|
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EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

INDICATION POUR L’EXERCICE 1

Utiliser le fait que la somme des probabilités vaut 1 et 'additivité.

[ A retour & ’EXERCICE 1 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 2

Utiliser le fait que la somme des probabilités vaut 1 et 'additivité.

[ A retour & 'EXERCICE 2 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 3

Ecrire la formule de Bayes.

[ A\ retour & ’EXERCICE 3 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 4

Refaire la preuve de la formule des probabilités totales, dans ce cas particulier.

[ A retour a ’EXERCICE 4 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 5

A doit étre indépendant avec lui méme. Faire une analyse-synthese.

[ A retour & 'EXERCICE 5 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 6

Poser Y = n — X une nouvelle variable aléatoire, puis calculer et identifier P(Y = k).

( A retour a 'EXERCICE 6 j

EXERCICES TECHNIQUES

INDICATION POUR L’EXERCICE 7

Chercher le nombre de répartitions totales possibles et utiliser la formule
P(E) = ombres d’issues favorables a F

nombres d’issues totales

[ A retour a 'EXERCICE 7 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 8

On calcule la probabilité de ne pas obtenir de 6 au bout de k lancers et on cherche k
pour que la condition soit vérifée.

[ A retour & 'EXERCICE 8 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 9

@ Pour un tirage de nombre donné, on compte le nombre d’issue favorables et le
nombres d’issues au total.

@ Compter le nombre d’issues favorables et le nombres d’issues total. Ce sont des
fonctions de [[1, 3] dans [1, 10].

@ Penser a introduire une fonction strictement croissante a partir de la fonction
croissante demandée.

[ A retour a 'EXERCICE 9 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 10

Utilisation classique de la formule de des probabilités conditionnelles et de celle des
probabilités totales.

( A retour a 'EXERCICE 10 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 11

Toujours "nombre d’issues favorables sur nombres d’issues totales".

[ A retour & ’EXERCICE 11 ]
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INDICATION POUR L’EXERCICE 12

On calcule calmement P(Y = k) et P(Z = k), pour tous les k dazns Y (Q) et Z(Q).

[ A retour a 'EXERCICE 12 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 13

On cherche toutes les possibilités dans X (€2) et on calcule calmement P(X = k) et
P(|X| = k).

[ A retour a 'EXERCICE 13 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 14

On calcule les lois marginales avec la définition. Pour Z il faut sommer toutes les
k—2

possibilités :  {X1+ Xp+2=k} & | |{(X1,X2)=(i,k—2—4)}.
=0

[ A\ retour & ’EXERCICE 14 ]

EXERCICES "COMME EN COLLE"

INDICATION POUR L'EXERCICE 15

On décompose les événements tirage par tirage. Il faut bien dénombrer toutes les
possibilités dans la question @

[ A retour a 'EXERCICE 15 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 16

@ Penser a utiliser I’événement contraire.
@ Utiliser la définition

@ Formule des probabilités totales apres avoir bien dénombrer tous les événements.

[ A retour a 'EXERCICE 16 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 17

On décompose les événements : (X =Y) = |_| ((X =k)nN{Y = k))
k=1

[ A retour & ’EXERCICE 17 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 18

Toujours les mémes méthodes : Calcul du couple en décomposant les évenements, puis
de la loi marginale avec la formule.

[ A retour & ’EXERCICE 18 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 19 Scrutin

Il faut comptabiliser les déplacements calmement.
Imaginer un graphe qui a en abscisse le nombre de vote pour P et en ordonnée pour @,
dans la derniére question.

[ A retour a 'EXERCICE 19 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 20

C’est une probabilité conditionnelle !

( A retour a 'EXERCICE 20 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 21

Etablir une relation de récurrence pour le passage d’un individu £ a l'individu k£ + 1,
puis étudier la suite définie ainsi par récurrence.

[ A retour & ’EXERCICE 21 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 22 Petit rappel de convexité

On se rappelle (ou on redémontre) que les événements contraires sont aussi indépen-
dants, puis on écrit la probabilité recherchée.
Une fonction convexe est supérieure a ses tangentes !

[ A retour & ’EXERCICE 22 ]
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INDICATION POUR L’EXERCICE 23

Montrer que le n uplet suit une loi uniforme.
Pour la loi marginale, il faut vérifier

[ A retour a 'EXERCICE 23 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 24 Loi de Hardy-Weinberg

La difficulté est la mise en équation. Il faut prendre le temps de poser tous les événe-
ments et utiliser ensuite la formule des probabilités totales pour trouver P, ) et R en
fonction de p, q et 7.

[ A retour & ’EXERCICE 24 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 25 Urne de Polya

Calculer pour les premiers tirages puis généraliser.

( A retour a 'EXERCICE 25 ]
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EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

Correction de I’EXERCICE 1

Par hypothese, il existe « € R tel que P({k}) = ak. Or par additivité

- 2
;P({k}) =P(Q) =1, donc a = R

[ A retour & 'EXERCICE 1 ]

Correction de ’EXERCICE 2

Si P est une probabilité solution alors, par hypothese, il existe a € R tel que
P({1,2,...,k}) = ak?

En particulier, P(Q) = 1 donne o = 1/n?. Aussi,

2k —1
P e 2k —1
Inversement, on définit bien une probabilité en posant P({k}) = 3 » car ces valeurs
sont positives de somme égale a 1.
P21 k2
On vérifie aussi par additivité  P({1,2,...,k}) = 2_; o et la probabilité

déterminée est bien solution.

[ A\ retour a ’EXERCICE 2 j

Correction de I’EXERCICE 3
Puisque A C AU B, on a P(AU B) > P(A) puis

P(ANB) _ P(ANB)
P(AUB) = P(4)

Cest a dire, P(ANB|AUB)<P(ANB|A).

( A retour a 'EXERCICE 3 j

Correction de ’EXERCICE 4

[ A retour a ’EXERCICE 4 ]

Correction de I’EXERCICE 5

Si A et indépendant de tout événement alors A est indépendant de lui-méme et donc
P(A) =P(ANA) =P(A)?.

On en déduit P(A) = 0 ou 1 . Inversement, supposons P(A) = 0. Pour tout événement
B,ona ANB C Aet donc P(ANB) <P(A) =0. Ainsi

P(AN B) =0 = P(A)P(B) .

Supposons maintenant P(A) = 1. On a P(A) = 0 et donc A est indépendant de tout
évenement B. Par suite, A est aussi indépendant de tout évéenement B.

[ A retour a 'EXERCICE 5 j

Correction de I’EXERCICE 6

Silon pose Y =n — X, alors on a Y (Q) = [0,n] et, pour tout k € [0,n], on a

P =k =P =n-0) = (" ot -t = () a -t

n —

La variable aléatoire Y suit la loi binomiale de parameétre (n,1 — p). Si X représente
un nombre de succeés parmi n expériences, alors Y = n — X mesure le nombre d’échecs.

[ A retour & 'EXERCICE 6 ]
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Correction de I’EXERCICE 7

En discernant les boules et les urnes, chaque tirage se comprend comme une application
pde{l,...,r} vers {1,...,n} associant a la boule d’indice ¢ 'urne de numéro (i) qui
la contient. Il y a n" répartitions possible.
@ La probabilité cherchée correspond a celle de choisir une fonction ¢ injective soit
nxn—-1)x...(n—r+1
pay XD o)

n”’

@ La probabilité cherchée est complémentaire de la précédente

P(B)=1- P(A) .

[ A retour & 'EXERCICE 7 j

Correction de I’EXERCICE 8

@ La probabilité de ne pas obtenir de 6 lors de k lancers est (5/6). 11 s’agit donc
ici de trouver le plus petit k& pour lequel (5/6)¥ < 1/2. On obtient k = 4.

@ On veut (35/36)% < 1/2 et on obtient k = 25.

( A retour a 'EXERCICE 8 ]

Correction de I’EXERCICE 9

@ Pour chaque tirage faisant apparaitre les nombres a, b, ¢ dans le bon ordre, il y en
a b autres ou ces mémes nombres apparaissent dans le désordre. La probabilité
recherchée est donc égale & 1/6.

@ Un tirage s’apparente & une fonction de [1;3] vers [1;10]. Il y a 10% fonctions
toutes équiprobables. Parmi celles-ci, on recherche les fonctions strictement crois-
santes. Celles-ci sont simplement déterminées par les 3 valeurs distinctes qu’elles
prennent qu’il suffit ensuite d’ordonner. Déterminer ces trois valeurs revient a
choisir 3 éléments dans un ensemble & 10 éléments, il y a (%) possibilités. La
probabilité recherchée vaut donc

@ Il s’agit maintenant de dénombrer les fonctions croissantes de [1; 3] vers [1;10].A
une telle fonction f, on peut associer la fonction g : [1;3] — [1;12] déterminée
par

9(1) = f(1),9(2) = f(2) + L et g(3) = f(3) +2

La fonction f étant croissante, la fonction g est strictement croissante. Inverse-
ment, & une fonction g strictement croissante de [1; 3] vers [1; 12] correspond une
unique fonction f croissante de [1;3] vers [1;10]. Il y a donc autant de fonctions
croissantes de [1; 3] vers [1;10] que de fonctions strictement croissantes de [1; 3]
vers [1;12] & savoir (132). La probabilité recherchée vaut donc

(5) _ 22

103~ 100 °

( A retour & ’EXERCICE 9 j

Correction de I’EXERCICE 10

Notons € la population, M le sous-ensemble constitué des individus malades et T celui
constitué des individus rendant le test positif. On a

P(M) =104 P(T | M) =0,99 et P(T | M) = 1073
Par la formule des probabilités totales
P(T) =P(T | M)P(M) +P(T | M)P(M)
puis par la formule de Bayes

B | 7)< FOINT) _ BT | M)POM)

P(T) P(T)

ce qui numériquement donne 9%. La personne n’a en fait qu’environ une chance sur 10
d’étre malade alors que le test est positif! Cela s’explique aisément car la population de
malade est de 1/10000 et celle des personnes saines faussement positives est de 1'ordre
de 1,/1000.

( A retour a 'EXERCICE 10 )

Correction de ’EXERCICE 11

On prend comme univers 'ensemble des parties de cardinal 4 dans ’ensemble des chaus-
settes, qu’on munit de la probabilité uniforme. On a card 2 = (244).
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@ Soit A 'événement « on tire deux paires ». Il s’agit de tirer deux paires parmi 12.

12
On a donc card(A4) = (%) et P(A) = % = .
@ Soit B 1’événement « on tire au moins une paire». On considére ’événement
contraire « on ne tire aucune pairey. Il s’agit de tirer 4 chaussettes dans 4 paires
différentes. On choisit les 4 paires dans lesquelles sont prises les chaussettes, puis
dans chaque paire on a le choix entre 2 chaussettes. On obtient card (B) = (142) .24

et P(B) = 12, On en déduit P(B) =1 — 120 = 4L

@ Soit C' Iévénement «on tire exactement une pairey. On remarque que (4, B,C)
est un systéme complet d’événements. On en déduit :
_ 40

B(C) = 1—P(4) —P(B) = o~ -

[ A retour & ’EXERCICE 11 )

Correction de ’EXERCICE 12

 La variable aléatoire Y est a valeurs dans [0, 3], et pour k € [0,2], on a
Y=k ={k<VX<k+1)}={<X<(k+1)?} ={k <X <k +2k}.

On en déduit P(Y = k) = 251 Et comme X < 10, ona {Y =3} = {9 < X < 10}
et donc P(Y =3) = 2.

o La variable aléatoire Z est & valeurs dans {—1,0,1} et 'on a
(1) P(Z = 1) =P(X =24]) = P(X € {2,6,10}) = &;
(2) P(Z = 0) = P(X impair ) = J;

(3) P(Zz=1)=P(X =0[4]) = P(X € {0,4,8}) = .

( A retour a 'EXERCICE 12 )

Correction de ’EXERCICE 13

e Ona X(Q) = [-5,5]et, pour k € [-5,5]
{(X=k}={(j)e[L,6]*:i—j=k} .
On peut remarquer que

card({X = —k}) = card ({(i,4) € [1,6]% : i — j = —k})

= card ({(j,i) € [1,6]*: j —i = k})
= card({X = k})

et donc P(X = —k) = P(X = k). On suppose désormais k£ > 0. On a alors
(X=k={G+ki)|je[L6] et j+kelLo]).

Pour j € [1,6], ona j < j+k. Alors j doit vérifier les inégalités 1 < j < j+k < 6,
c’est-a-dire 1 < j < 6 — k. On obtient

{(X=k}={(+Fkj)]I1<j<6—-k}

On en déduit card ({X = k}) = 6 — k et donc P(X = k) = 5=k Par symétrie, on

36
obtient
Vk € [-5,5] P(X—k)—L““'
’ S 36
« Ona|X|(Q)=]0,5] et
IP(\X|:0):]}D(X:0):%
Vk € [1,5] IP’(|X|:k):IP’(X:_k)_HP(X:k):%

( A retour & 'EXERCICE 13 j

Correction de I’EXERCICE 14

On choisit comme univers Q = [1,6]2, muni de la probabilité uniforme.

@ On prend pour €2 I’ensemble des positions possibles des deux lettres parmi les n
feuilles, que 'on munit de la probabilité uniforme. On a card(f2) = (g) Au total,
on enléve au plus n — 2 feuilles. L’ensemble des valeurs prises par (X7, Xs3) est

donc
E={(i,j)eN*|i+j<n-2}.
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@ La valeur de (i, 7) détermine la position des deux lettres parmi les n feuilles. On

a donc
1

V(i,j) € B P((X1,X2) = (i,))) = BN
Pour tout ¢ € [0,n — 2], on a

n—2

FEOED =L = 6= o = T

j=0
On trouve le méme résultat pour la loi de Xs.

@ La variable aléatoire Z désigne le nombre total de lettres enlevées. Elle est a
valeurs dans [2,n] et, pour tout k € [2,n]

k—2
P(Z=k)=P(X1+Xo=k—2)=Y P((X1,Xs)=(i,k—2—1)) =
=0

k-1

(5)

( A\ retour & ’EXERCICE 14 )

10
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Correction de ’EXERCICE 15

Notons A; I’événement «une boule blanche est obtenue lors du i-éme tirage ». Les
événements A; sont mutuellement indépendants et P (A4;) = p pour tout 4.
Notons B,, I’événement «la premiére boule blanche apparait lors du n-ieme tirage.
On peut écrire

B,=AiN...NA4,_1NA, .

Par indépendance, on obtient
P(By)=(1-p)" 'p.

@ Notons C,,_1 I'"événement < k — 1 boules sont apparues lors des n — 1 premiers
tirages » et D,, I’événement «la k-ieme boule blanche tirée apparaitt lors du n-ieme
tirage *. Ona D, =C,_1 N A, et

P(Cn) = ()it

car il s’agit de la probabilité d’obtenir k£ —1 succes dans la répétition indépendante
d’épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parametre p. Par indépendance,
on conclut

P(Dy) =P (Co1 N Ay) = (Z - Dpk(l e

( A retour a 'EXERCICE 15 )

Correction de ’EXERCICE 16

@ L’évenement contraire est que le tirage ne comporte que des boules blanches. Par
dénombrement, sa probabilité est

(6)/(3) =5

et la probabilité cherchée est
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@ Notons A I’événement, la premiere boule tirée est noire. En raisonnant comme au @ En écrivant 'événement X =Y comme la réunion des (X = k) et (Y = k),
dessus 9x8+9x8 1 " d -
1
P(A) = —— = — —V) = = = k) = = il
A= T0%oxs ~ 5 P(X=Y)=) P(X=kY =k =) P(X=hP Zn
k=1 k=1 k=1

L’événement B, au moins une boule tirée est noire a été mesurée ci-dessus et donc
Par ailleurs, 'univers est la réunion des événements X =Y, X > Y et X <Y

P(A|B)_IE”(AOB)_IP’(A)_§ donc 1
P(B) P(B) 8 1=PX=Y)+PX>Y)+P(X<Y)=—+2P(X >Y).
n
; > — — ntl
@ Notons A; I'événement la boule obtenue lors du i-éme tirage est noire. On intro- En conclusion, P(X > V) = 555 et P(X 2 V) = P(X > V) +P(X =) n
duit un systeme complet d’événements en considérant Bj, ..., By égaux a La variable X — Y est & valeurs dans [—(n — 1),n — 1]. Pour tout k € [—(n —
1)a n-—= 1]]7

AlﬁAQ,AlﬁAQ,AlﬁAQ et AlmAQ

—k
Par la formule des probabilités totales PX-Y=k)= Z PX =k+35.Y =3j)

4
P(As) =Y P(As| By)P(By) ZP = k+ j)P(Y = j)
k=1
nk sik>0
Il ne reste plus qu’a évaluer... - P(X =k+ n? > Z Y,
ner plus qu’a évaluer Z J) {wy sik<0
P(A5 | B;)=0

On peut vérifier que la somme fait bien 1.

( A retour a 'EXERCICE 17 j

et

P (A3 | By) =2/8 avec P(B,) =8/10 x 7/9 . Correction de ’EXERCICE 18

Au final
i ° 1 1 7 9 1 _ . .
P(A3) = - X -+ - X —-=— =—. @ Il y a quatre valeurs possibles pour la variable (X,Y) qui donnent chacune une

) . o 9 59 ) ,45 ) o ) valeur différente pour le couple (U, V') donc
C’est aussi la probabilité que la premiere boule tirée soit noire et par un argument

de symétrie ce n’est pas si étonnant... P((U,V) = (2,0)) = P((X,Y) = (1,1)) = p?
( A retour & PEXERCICE 16 ) ]P)((U’ V) - (O’O)) - ]P)((X’ Y) - (O’O)) - (1 a p)27
— P((U,V) = (1,1)) = P((X,Y) = (1,0)) = p(1 - p),
Correction de I’EXERCICE 17 P(U,V) = (1,-1)) =P((X,Y) = (0,1)) = p(1 — p).

PU=1,V=1) p(l-p)

U=V =0= "= ~pi-p)

11
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(3) Comme P(V = 1) = p(1—p), P(U = 1) = 2p(1—p) et P((U, V) = (1,1)) = p(1—p),

P((U,V)=(1,1)) =PU =1)P(V =1)

si, et seulement si, p=0,p = 1 ou 2p(1 — p) = 1, c’est-a-dire p € {0,1}. Ainsi, les
variables U et V sont indépendantes si, et seulement si, les variables X et Y sont
constantes.

[ A retour a ’EXERCICE 18 )

Correction de ’EXERCICE 19 Scrutin

@ Pour aller de (a,b) & (a + m,b+ n), il faut faire en tout m déplacements

vers la droite et n vers le haut. Les différents chemins correspondent aux
différentes maniéres d’ordonner ces m + n déplacements. Il y a autant de
chemins que de manieres de choisir les m déplacements vers la droite parmi
les m + n déplacements, c’est-a-dire (m;t")

Soit C ’ensemble des chemins allant de (1,0) & (p, ¢) qui rencontrent la droite

A et C’ I’ensemble des chemins allant de (0,1) & (p,q). Un chemin de C ou
C' est représenté par une liste de p 4+ ¢ couples de N2.

e Soit C € C, qu’on écrit C' = (cy,...,cn) ot ¢; = (1,0),exy = (p,q) et
N = p+q. On note ¢; = (x;,y;). Par définition, il existe des indices
i > 0 tels que z; = y;. On note k le plus petit tel indice.

o Au chemin C, on associe le chemin C’ = (¢, ...,cy), obtenu en trans-
formant la partie de C' qui joint les points ¢; & ¢ par la symétrie par
rapport & A et en laissant le reste invariant. On a donc

= (yi,m;) si 0<i<k—-1 e ci=¢ si i>k

Alors C' appartient a C'.

o Montrons que lapplication f : C — C’ est une bijection de C sur C’.
On remarque que ¢}, est le premier point ot C’ rencontre A. Soit C' =
(c},...,cy) un chemin quelconque de C’, ou ¢} = (u;, v;). Le chemin C’
rencontre A. En effet, u; —v; < 0,uny — vy > 0 et u; —v; varie de =1 a
chaque étape, donc il existe i tel que u; = v;. On appelle k le plus petit
tel entier 7. Si ’on consideére le chemin C obtenu en faisant la symétrie
par rapport a A de la partie du chemin entre ¢} et ¢}, et en laissant le
reste invariant, on démontre comme précédemment que C est dans C. 1l
est clair que C' est I'unique antécédent de C” par f.

12

@ Un chemin qui va de (0,0) & (p,q) en ne rencontrant A qu’en ( 0,0 ) passe

nécessairement par ( 1,0 ), c’est-a-dire commence par un déplacement vers la
droite (car on a montré qu'un chemin de (0,1) & (p, ¢) rencontre A). Il'y a en
tout (p ;ﬁ;l) chemins de (1,0) & (p,q). Il faut enlever ceux qui rencontrent
A. Le nombre de chemins de (1,0) a (p, ¢) qui rencontrent A est égal, d’apres
la question précédente au nombre de chemins de (0,1) & (p, q), soit (erg*l).

Le nombre de chemins de (0,0) & (p,q) qui ne rencontrent A qu’en ( 0,0 )

est donc
GRNEE
p—1 p '

Apres le dépouillement de i bulletins (avec 0 < i < p+ ¢ ), on note z;
le nombre de voix pour P et y; le nombre de voix pour @) et 'on pose
¢; = (zi,v;). Le résultat d’un dépouillement est donc un chemin de (0,0) &
(p,q).- Lya (p ;q) dépouillements possibles que I'on suppose équiprobables.
¢ Les dépouillements pour lesquels P reste toujours en téte correspondent aux

chemins qui restent en-dessous de A, c’est-a-dire aux chemins qui ne rencon-
trent qu’en (0,0). Il y en a (p:z;l) - (H;’;l).

o La probabilité que P reste toujours en téte est donc
ey - )

p—1 P p q
()
P

p+q pt+gq

p+aq

A retour a 'EXERCICE 19 ]

Correction de I’EXERCICE 20

Considérons I’événement A : un trésor est placé dans 'un des coffres. Par hypothese
P(A) =p

Considérons I’événement A; : un trésor est placé dans le coffre d’indice i. Par hypothese
P(A4;) =P (A;) et puisque les événements A; sont deux & deux incompatibles

P(4;) =p/N
La question posée consiste a déterminer

]P’(Alezhﬁ...ﬂAN_l)
On a
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: . N-1
P([h»ﬂ ..ﬂ44N,1)=:1—>P(A1LJ LUAN_ 1)—»1—-44R7*p
et
1 1 _ P
P(Aﬂfmx4lm...mx4N_1)——P(AN)——]&
donc
P(AN-Lﬁlrh..ﬁxiN,l)::4———l1———7
N—(N-1)p

A retour a 'EXERCICE 20
Tection de | LXERCICE 2

Co

On a p; =1 et po = p. Supposons connu p,,. Selon que A,, émet la méme information
que A ou non, on a par la formule des probabilités totales

Prnt1 =ppn + (1 —p) (1 —pp)

La suite (p,,) vérifie donc la relation de récurrence

Pnt1=C2p—Lp, +1—p

Sachant la condition initiale p; = 1, cette suite arithmético-géométrique a pour terme
général
1+ (2p—1)nt
2
Sip€]0;1[ alors |2p — 1| < 1 et donc p,, — 1/2.

Pn =

[ A retour a 'EXERCICE 21 )

Correction de I’EXERCICE 22 Petit rappel de convexité

Comme les événements A4, ..., A, sont mutuellement indépendants, on a

]P’(ﬁAf) U]P’ Ay =JJa-

i=1

3

Comme exp est convexe, sa courbe est au dessus de sa tangente en 0, donc, pour tout
xz € [0,1]
l—z<e™®

13

En Pappliquant & chaque P (A;), on obtient
n

IT0- <[[e ™,

=1 i=1

~.

ce qui donne le résultat par proprlete de exp.

C 43 <l A PA BT or T
eceton—re—TTrxXERcIcE =

A retour a 'EXERCICE 22 J

¢ On fait 'hypothese que les (IZ) tirages sont équiprobables.
Les valeurs prises par le n-uplet de variables aléatoires ( Y7,...,Y, ) sont les n-
uplets d’entiers (y1,...,yn) tels que 1 < y3 < -+ < y, < N. L’ensemble de ces
n-uplets est noté E. On a donc

1

Vi, syn) €E P((Y1,...,Yn) = (Y1, 3Yn)) = m ,
car c’est la probabilité que les boules tirées portent les numéros v, ..., y,. Ainsi
(Y1,...,Y,,) suit la loi uniforme sur E.
e Soit k € [1,n]. Déterminons la loi de Y.
L’ensemble des valeurs prises par Yy est [k, N —n + k], car :
>> la plus petite valeur de Y} est obtenue pour (Yi,...,Ys) = (1,...,k);
> la plus grande de Y} est obtenue pour (Yg,...,Y,)=(N—-n+k,...,N).

Pour y;, € [k, N—n+k] fixé, les valeurs (y1,. . ., yn) prises par (Y1,...,Y;,) doivent
vérifier

I<y <.+ <yn <N

<Yk—1 < Yr < Ygt1 <
On a (y’“ 1) choix possibles pour (y1,...,yk—1) et (Afl__zﬁ) pour (Yk+1,.-.
donc en tout (4*~") (T ~%*) choix possibles pour (y1,...,yn).
(Y1,...,Y,) suit la loi uniforme sur E, on en déduit

(D) )

()

yYn)s
Comme le n-uplet

P(Yi=uyx) =

[ A retour a 'EXERCICE 23 )

Correction de I’EXERCICE 24 Loi de Hardy-Weinberg

Pour calculer la probabilité de I’événement B «un individu de la deuxieme génération
est de génotype AA”, utilisons la formule des probabilités totales avec les événements
suivants :
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e A; «les deux parents ont un génotype AA »,

e As «le pere est AA et la mere est Aa »,

e Ajs «le pere est Aa et la mere est AA »,

o Ay «les deux parents sont Aa”,

e As «l'un des parents est aa”.

5

P=F(B) = 3 P(5| A

P (Ag)

=P(A) +

(r+3)

0-2(+2) (+2). n-(+3)

Par conséquent, Q% = 4RS.

]P(Az) + ]P(A3) + IP’(A4) + 0P (45)

On calcule de méme

( A retour a 'EXERCICE 24 )

Correction de PEXERCICE 25 Urne de Polya

Notons B,, Pévénement «la ni™¢ boule tirée est blanchey et pn = P(B,,). Montrons

par récurrence que p, = aLer'
> On a immédiatement p; = a%_b
> Calculons ps avec la formule des probabilités totales,

ps =P (By) =P(By | By)P(Bi) +P (B | Br) P (By)
b+c
frd ]_— = .
a+b+cp1+a+b+c( P a+b

> Soit n > 2 tel que pr, = a%_b pour tout k € [1,n]. Considérons les événements
A «exactement k boules blanches ont été tirées dans les n — 1 premiers tirages» et

14

exprimons p, avec la formule des probabilités totales

n—1
pn=P(Bn) =) P(Bn|Ar)P(Ax)
k=0
N btke
= — P4
— a+b+(n—1)c (4x)
1 n—1
=— - b+ k)P (Ay).
a+b+(n—1)c k:o( + k)P (Ax)
Par hypothese de récurrence, p, = - +b donc
n—1
b b -1
S (b + k)P (4y) = 220 F (1= 1))
= a+b

Exploitons cette relation en calculant p,11 avec la formule des probabilités totales

n—1 n—1
Prt1 =P (Bpy1) = P(Buyr | Ba N A)P(ByNAp) + Y P(Byr | By N Ag) P (Bn 0 Ag,)
k=0 k=0
b+ (k+1e 2 b+ke
= — 7 P(B,NA ———— P(B,NA
Z a+b+nc P (B0 k)JrZa—HH-nc( a k)
k=0 k=0
n—1 n—1
c b+ ke —
= ——P(B,NA — (P(B,NA P(B,NA
= a+b+nc( k)+za+b+nc(( k)4 ( k))
n—1
b+ ke
= — P(B,NA —P(A
a+b+ncz N Ak) +Z a+b+nc (4x)
c 1 n—1
=——P(B _— P(A
a+b+ ne ( ")+a+b+nckz:0(b+kc) (4x)
c b 1 bla+b+(n—1)c) b

a+b+nca+b a+b+nc a+b T a+b

En conclusion, la probabilité de tirer une boule blanche ne dépend pas du numéro
du tirage effectué.

( A retour a 'EXERCICE 25 )
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